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Primene trigonometrije 42 UvodXto se qex�e susre�emo sa raznim matematiqkim sadr�ajima postaje neizbe�no pita�e �i-hove primene u stvarnom �ivotu. Kako je matematika jedan od najzastup	enijih i najva�nijihpredmeta u xkolstvu, obeshrabruje qi�enia da je mladi nevo	no uqe smatraju�i je neintere-santnom i suvoparnom. Jox kada po prvi put na tabli ugledamo sin i cos, stvari ve� postajuzastraxuju�e, kako se broj nerazum	ivih formula pove�ava. Jedan od razloga za nedostatakentuzijazma le�i upravo u toj stalnoj, nedokuqivoj potrebi za pronala�e�em �enih poslediasvuda oko nas. A zaxto uopxte baviti se time, kada je matematika sama sebi dovo	na, sebi ionima koji je vole. Samo treba povremeno zaviriti u �enu duxu, upoznati se sa �enom isto-rijom i zamrxenim korenima koji su je neumo	ivo vodili ka rezultatima i uspesima. Krozovo izlaga�e otkri�emo �enu drugu stranu koju mo�da niste dovo	no poznavali, koja pro�imaprirodne nauke i gospodari u svetu tehnike.Ovaj rad ima za i	 da predstavi jednu sferu matematike koja mo�e biti i te kako va�nau naxim �ivotima. Pretpostav	ate da je req o trigonometriji. Na narednim straniama po-sve�ena je pa��a primenama trigonometrije u pojedinim oblastima fizike, hemije i mediine.ObraÆeni su samo neki aspekti, s obzirom da su izvori u kojima figurixu zakoni ove granematematike neisrpni. Kako su se uzdizale ivilizaije, tako se uporedo razvijala trigonome-trija.Na poqetku je izlo�eno kako se konept trigonometrije postepeno formirao u istra�ivaqkomduhu drevnih naroda rpe�i �ihove svakodnevne potrebe za novim zna�ima.Svakako da je nastava matematike glavni posrednik zadu�en za prvi kontakt mladih gene-raija sa trigonometrijom. Tako se u xkoli uvodi definiija preko pravouglog trougla. Mi�emo se ovom prilikom upoznati sa jednim nesvakidax�im naqinom definisa�a trigonome-trijskih funkija preko E - preslikava�a.Zanim	ivo je da se trigonometrija jav	a i u drugim oblastima matematike kao xto su geo-metrija, algebra i matematiqka analiza. Zato sam smatrala da je va�no izdvojiti posebnopoglav	e u kome figurixu kompleksni brojevi, poznate formule za izraqunava�e povrxinetrougla, polarne koordinate taqke u ravni, Furijeovi redovi.Ako niste znali da trigonometrija i te kako uqestvuje i na Olimpijadama, ovde �ete imatiprilike da se dru�ite i sa �enim takmiqarskim duhom. Za kraj je prikazano nekoliko neobiqnihtakmiqarskih zadataka.TakoÆe bih napomenula da su svi geometrijski rte�i uraÆeni u programskom paketu Geo-gebra, dok su izvor za prikazane grafike funkija bili interaktivni materijali Geogebra
Tube.



Primene trigonometrije 53 Istorijski osvrtReq trigonometrija se prvi put pojavila kao naslov k�ige ,,Trigonometria\ (mere�e trougla),objav	ene od strane Bartolomea Pitiskusa1 1595. godine. Slo�enia je sastav	ena od grqkih reqitrougao i mera, xto nagovextava da se ova oblast u poqetku bavila problemom mere�a trougla.Kako se u ovom radu dotiqe i tema nastave matematike, prirodno se postav	a pita�e kada jetrigonometrija za�ivela u Srbiji i da li postoje neki pisani izvori koji su slu�ili u ranomperiodu razvoja matematike u xkolstvu. Mo�e se re�i da je prvi u
benik iz matematike sa na-slovom ,,Trigonometrija\, koji je obimnije obuhvatao zna�a iz ove oblasti, objav	en u Srbiji1875. godine. Ovaj u
benik i niz drugih koji su se deenijama koristili delo su autora Dimi-trija Nexi�a2. Ovom prilikom je va�no ista�i da je prvi savremeni u
benik iz matematike,,Algebra-ustrojena za upotreb	e�ie slixate	a filosofije u Lieumu K�a�evstvaSerbije\ autora Atanasija Nikoli�a3, objav	en jox 1839. godine. Veoma je zanim	ivo da jeNikoli� u svojim delima matematiqke formule pisao �iriliom, u xta se mo�emo uveriti akopogledamo slede�i karakteristiqni zapis koji predstav	a adiionu formulu:n+d(a+b)= n+d a son b + n+d b son aSinus je zvao nedrixte, a kosinus sonedrixte.3.1 Zaqei trigonometrije u Starom svetuIako danax�a predava�a iz trigonometrije obiqno poqi�u trouglovima u ravni, �eni po-qei le�e u svetu astronomije i sfernih trouglova. Jox su Sumeri, prouqavaju�i zvezde iplanete pokuxali da otkriju �ihove polo�aje, za xta je bilo neophodno prime�ivati koneptekoje danas zovemo trigonometrija. Prvi zapisi pronaÆeni u Egiptu i Mesopotamiji svedoqe odubokim korenima trigonometrije koji zadiru skoro 4000 godina u proxlost. Pomi�e se da suEgip�ani za odreÆiva�e nagiba pri graÆe�u piramida, pri mere�u uda	enosti broda na puqiniili premerava�em zem	ixta u slivu reke Nila, koristili veliqinu koja je verovatno bilakosinus.U Antiqkoj Grqkoj sistematski se prikup	aju zna�a i otkrivaju nove qi�enie i metode.Oko 140. p.n.e. grqki astronom i matematiqar Hiparh koristi imaginarni sistem trouglova,kako bi otkrio kreta�e nebeskih tela. Napravio je i prvu poznatu tabliu tetiva kruga, poxtosu prve primene bile vezane za tetive. Tako je du�ina tetive razapete nad datim uglom α bilajednaka x = 2α
2 , tj. u danax�oj terminologiji x = 2 sin

(

α
2

). Pogledati sliku 2.1.1.1 Bartholomaeus Pitiscus (1561.-1613.), nemaqki matematiqar, astronom i teolog. Proslavio se delom,,Trigonometria\ u pet tomova, qiji je prevod sa latinskog doprineo da se req trigonometrija uvede u franuskii engleski jezik.2Dimitrije Nexi� (1836.-1904.), proslav	eni profesor matematike Velike xkole i Lieja krajem 19. veka,dugo godina jedini na katedri za matematiku, uveo modernu nastavu svog predmeta, pixu�i sopstvene u
benike,smatraju�i da bez dobrih u
benika nema ni dobrih studenata.3Atanasije Nikoli� (1803.-1882.), prosvetni i k�i�evni radnik, profesor i prvi rektor Lieja. Bio je sara-dnik kneza Mihaila Obrenovi�a. Predavao je matematiku na Lieju. Ima velike zasluge i za poqetke matematikeu Srbiji.
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Slika 2.1.1: Tetiva nad uglomPtolomej pravi novu tabliu tetiva konstruixu�i se-rije pravilnih poligona upisanih u krug. Stranie su pre-dstav	ale tetive koje su odgovarale entralnim uglovima od
120◦, 90◦, 72◦, 60◦ i 10◦. Koriste�i ono xto danas zovemoPto-lomejeva teorema (ova osobina qetvorougla bila je poznataranije) postavio je sistem u kome je jedna strana qetvorouglapreqnik kruga, xto je omogu�ilo raqun sa sumama tetiva. Po-gledajmo sliku 2.1.2. Ptolomej joj je pridru�io slede�i za-pis: Slika 2.1.2: Ptolomejev sistem

chordβ × chord(180 − α) = 180× chord(β − α) + chord(180 − β)× chordα.Ovaj zapis sa tetivama mo�e se zameniti proizvodima dijagonala i odgovaraju�ih straniaupisanog qetvorougla: DB × AC = (AB × DC) + (AD × BC). Ako ovaj izraz predstavimo umodernoj notaiji za x =
β
2 , y = α

2 , chord = sin, glasi�e:
sin (x− y) = sinx cos y − cosx sin ySliqno se dobija: sin (x+ y) = sinx cos y + cosx sin y.Prethodne dve formule, koje je Ptolomej dobio, zapravo su adiione formule, o kojima �e bitivixe reqi kasnije.Ptolomej4 je izveo i jednu od formula za kosinus dvostrukog ugla:

2sin2x = 1− cos 2x.3.2 Indijska dostignu�aU Indiji su se u ranom periodu (od praistorije do 18. veka) prouqavali negativni brojevi,aritmetika, algebra i trigonometrija (pre i vixe nego kod Helena). Tako da je tada razvijendeimalni sistem kakav danas poznajemo, kao i moderne definiije sinusa i kosinusa. Postiglisu i da dva veka pre Evrope definixu stepeni red.4 Claudius Ptolemy (85.-165.n.e.), grqko-rimski astronom, geograf i matematiqar iz Aleksandrije.



Primene trigonometrije 7U Kerali, mestu u Ju�noj Indiji, gde je osnovana xkola astronomije oko 1300. godine, nastalasu zavidna matematiqka dostignu�a iz oblasti trigonometrije, kao xto su formule za arkustangens ugla - delo indijskog astronoma Madahve, koje glase:
rθ =

r sin θ

cos θ
− 1

3
r
sin3θ

cos3θ
+

1

5
r
sin5θ

cos5θ
. . . ,odnosno

θ = tan θ − 1

3
tan3θ +

1

5
tan5θ . . .TakoÆe se jav	a i beskonaqni niz za vrednost π: π4 = 1− 1

3 + 1
5 −

1
7 + . . .+

(−1)
2n+ 1 + . . .Kao i transformaija: π =

√
12 (1− 1

3 · 3 + 1
5 · 32 −

1
7 · 33 + . . .).Formula trigonometrijske funkije sin u prvi mah izgleda ovako:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .U svim ovim formulama prime�ivani su �ihovi prinipi koji ustvari predstav	aju danax�uosnovu analize, konkretnije, osnovni oblik Tejlorovog5 reda, limesa i izvoda funkije.Napravimo sada jednu digresiju i podsetimo se danax�e formulaije Tejlorovog reda.Definiija 1. Neka funkija f ima u taqki x = a konaqan n-ti izvod f (n)(x) za svakiprirodan broj n. Beskonaqan red

+∞
∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)nzove se Tejlorov red koji odgovara funkiji f u taqki a.Razvojem funkije u okolini taqke x = 0 dobijaMaklorenov6 red. Ako odredimo izvode osnovnihtrigonometrijskih funkija u okolini taqke 0 dobi�emo �ihove Maklorenove redove:

sinx = x− x3

3!
+ . . . =

∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . =

∞
∑

n=0

(−1)nx2n
(2n)!Prika�imo i Maklorenove razvoje inverznih trigonometrijskih funkija:

arctg x = x− 1

3
x3 +

1

5
x5 + . . .+ (−1)n 1

2n+ 1
x2n+1 + o(x2n+1) =

+∞
∑

n=0

(−1)n 1

2n+ 1
x2n+1,

arcsinx = x+
1

6
x3 +

3

40
x5 + . . .+

(2n)!

4n(n!)2(2n+ 1)x(2n+1)
+ o(x2n+2) =

+∞
∑

n=0

(2n− 1)!!x2n+1

(2n)!!(2n+ 1)
,

arccosx =
π

2
− arcsinx =

π

2
− x− 1

6
x3 − 3

40
x5 − . . .− (2n)!

4n(n!)2(2n+ 1)x(2n+1)
+ o

(

x2n+2
)

,gde je o (x2n+2
) oblik ostatka Tejlorove formule7.5 Brook Taylor (1685.-1731.), bio je engleski matematiqar, najpoznatiji po Tejlorovoj teoremi i Tejlorovomredu.6 Colin Maclaurin (1698.-1746.), bio je xkotski matematiqar. Prve qlanove reda nazvanog po �emu jox je ranije,za neke trigonometrijske funkije dao Madhava iz Sangamagrame u 14. veku u Indiji.7Tejlorova formula glasi: f(x) = Tn,a(x) + Rn,a(x), gde je Tn,a(x) Tejlorov polinom u taqki a, a Rn,a(x)je ostatak ili grexka aproksimaije funkije f ovim polinomom. Ovo se mo�e dokazati u okviru Tejloroveteoreme, pod odreÆenim uslovima.



Primene trigonometrije 8Klasiqni period (400.-1200.n.e.), poznat je kao Zlatni period indijske matematike. U dre-vnim rukopisima pronaÆene su osnove moderne trigonometrije, gde se pomi�u funkije sinus,kosinus, tangens,. . . Trigonometrijski raqun, dosta je 1716. godine proxirio Varahamira, kojije dao neke osnovne trigonometrijske identitete, kao xto su:
sin2x+ cos2x = 1 sinx = cos

(π

2
− x

) 1− cos 2x

2
= sin2xVixe o matematii klasiqnog perioda u [14℄.Funkije sekans i kosekans su izvedene iz tablia koje su koristili pomori u 15. veku.3.3 Arapska ivilizaijaS indijskim pojmom sinusne funkije bivaju upoznati Arapi tokom 8. veka n.e. Bilo je po-trebno oko 400 godina da se trigonometrija razvije kao nezavisna nauka u Arapskoj ivilizaiji.Indijska dela su prevoÆena na arapski.

Al-Khwarizmi8 je koristio sinusne funkije i razvijao metode za izraqunava�e tangensa ikotangensa kako bi rexio neke probleme u astronomiji.
Abul-al-Wafa al-Buzjani9, znaqajno je doprineo razvoju matematike, poxto se smatra da jeprvi sistematski izuqavao identitete. Prvi je formirao veze izmeÆu xest osnovnih trigono-metrijskih funkija i prime�ivao nove naqine mere�a rastoja�a izmeÆu zvezda uz pomo� novogsistema funkija. TakoÆe je vrxio istra�iva�a posmatraju�i krug polupreqnika R = 1, xtoje bila preteqa trigonometrijskog kruga. Izveo je veliki broj novih identiteta:

sec2θ = 1 + tg2θ...
csc2θ = 1 + ctg2θ.

Slika 2.3.1: Abul Wafa Slika 2.3.2: Na krugu
Al-Biruni10 je xire�i zna�a iz trigonometrije, meÆu mnogim teoremama, demonstrirao iformulu za tangens.8 Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (780.-850.n.e.), persijski matematiqar, astronom i geograf.9 Abul-al-Wafa al-Buzjani (940.-998.n.e.), persijski matematiqar, astronom iz Bagdada, poznat po znaqajnimdostignu�ima iz sferne trigonometrije i aritmetike.10 Abu al-Rayhan Muhammad ibn Ahmad Al-Biruni (973.-1048.), bio je izvrstan nauqnik, napisao je preko 100dela iz astronomije, matematike, istorije i filozofije.
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Slika 2.3.4: Birunijev dijagramSa dijagrama 2.3.4, O je entar polukruga, AED je pravougli trougao sa visinom EC. Trouglovi
AEC i EDC su sliqni. Va�i da su slede�i uglovi jednaki kao uglovi sa normalnim kraima:

∢EOD = 2∢EAD, ∢EAC = ∢DAC.Ako je R = 1, bi�e EC = sin θ i OC = cos θ. Tako da je:
tg
θ

2
=
EC

AC
=

sin θ

1 + cos θ
, tg

θ

2
=
DC

EC
=

1− cos θ

sin θ
.Odavde se mogu izvesti formule za poluugao i dvostruki ugao.

Jabir ibn Aflah11 doprineo je xire�u trigonometrije u Evropi u 13. veku.
Al-Tusi12 je imao potpuno drugaqiji pristup trigonometriji nezavisno od astronomije. U�egovim delima pronaÆena je formulaija sinusne teoreme koja se i danas koristi:

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
,gde su a, b, c du�ine strania proizvo	nog trougla, a A,B,C predstav	aju odgovaraju�e na-spramne uglove. Zatim su mnoga poglav	a posve�ena trigonometriji pravouglog trougla i os-novnim trigonometrijskim funkijama. Deta	nije o istoriji u Starom veku i Arapskim dosti-gnu�ima u prilogu [9℄.3.4 Moderna trigonometrijaU 16. veku trigonometrija poqi�e da me�a svoj karakter od qisto geometrijske do algebarskoanalitiqke disipline. Dva dogaÆaja izazvala su ovu transformaiju:1. Uspon algebre ( Francois Viete13),2. Pronalazak analitiqke geometrije ( Pierre de Fermat14 i Rene Descartes15).11 Abu Muhammad Jabir ibn Aflah (1100.-1160.n.e.), verovatno je radio u Sevi	i tokom prve polovine 12. veka.Znaqajan kritiqar Ptolomejeve astronomije.12 Nasir al-Din al-Tusi (1201.-1274.n.e.), pisa, arhitekta, astronom, biolog, hemiqar, matematiqar, filozof,lekar, fiziqar. Originalno je pisao na persijskom, pa su kasnije prevodom dobijane arapske verzije.13 Francois Viete (1540.-1603.), bio je quveni franuski matematiqar, proslav	en po mnogim dostignu�ima izoblasti analize i algebre.14 Pierre de Fermat (1607.-1665.), bio je franuski advokat i amater matematiqar. Bavio se teorijom brojeva idiferenijalnim raqunom, otkrio je originalan metod za odreÆiva�e najma�e i najve�e koordinate krive linije.15 Rene Descartes (1596.-1650.), franuski matematiqar, pisa i filozof, tvora istoimenog koordinatnogsistema.



Primene trigonometrije 10Viete je pokazao da se rexe�a mnogih algebarskih jednaqina mogu predstaviti trigonome-trijskim izrazima, xto je bilo veliko inovativno dostignu�e. Na primer, jednaqina x3 = 1ima tri rexe�a:
• x = 1,

• cos 120◦ + i sin 120◦ = −1
2 + i

√
3
2 ,

• cos 240◦ + i sin 240◦ = −1
2 − i

√
3
2 .Viete je jednom prilikom, iskoristio ovo svoje otkri�e rexava�a algebarskih jednaqina, kada suse susreli franuski kra	 Henri IV i holandski ambasador, koji je govore�i o loxem kvalitetufranuskih matematiqara izazvao kra	a. Trebalo je rexiti jednu algebarsku jednaqinu stepena

45, xto bi bio veliki problem da nije Viete pritekao u pomo�, odmah naxavxi jedno rexe�e,dok je slede�eg dana prilo�io jox 22.TakoÆe je prvi uveo beskonaqne proese u matematiku tog vremena. Otkrio je beskonaqniproizvod 1593. godine
2

π
=

√
2

2
·
√

2 +
√
2

2
·

√

2 +
√

2 +
√
2

2
· · · ,koji se smatra jednom od najlepxih formula u matematii zbog svog rekurzivnog oblika. π semo�e jako preizno aproksimirati , izraqunava�em xto ve�eg broja qinilaa.

James Gregory16 pronalazi 1671. red za inverznu funkiju arctg. Zame�uju�i promen	ivu
x (x = 1), dobija beskonaqnu sumu za π

4 , koja demonstrira znaqajnu vezu izmeÆu jednog transe-dentnog broja i raionalnih brojeva. Uskoro i Isaac Newton objav	uje svoje otkri�e kojim sei funkije sin i cos mogu predstaviti kao sume raionalnih sabiraka. Tada jox uvek nije bilopoznato da se jedan indijski astronom (3.2) jox pre 2 veka bavio razvojem funkija u red.Postepeno ujedi�e�e trigonometrije i algebre, a naroqito pritom korix�e�e kompleksnihbrojeva u trigonometrijskim izrazima, dostiglo je svoj maksimum u 18. veku. Abraham de Moi-

vre17, izveo je u impliitnom obliku 1722. quvenu formulu
(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ,koja omogu�ava da se naÆe n-ti koren kompleksnog broja. Leonhard Euler18zaslu�an je za potpunuintegraiju kompleksnih brojeva u trigonometriju. Ojlerova formula eiθ = cos θ + i sin θ, gde je

e ≈ 2.71828 baza prirodnog logaritma, pojavila se 1748. u �egovom velikom delu ,,Introductio
in analysin infinitorum\, mada je Roger Cotes19 jox 1714. znao inverznu formulu
θi = log (cos θ + i sin θ). Ako θ uzme vrednost π dobija se

eiπ = cosπ + i sinπ = −1 + 0i = −1 ⇔ eiπ + 1 = 0.Kombinova�em svoje formule sa inverznom formulom svog prijate	a
e−iθ = cos (−θ) + i sin (−θ),Ojler dobija izraze

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
,16 James Gregory (1638.-1675.), xkotski matematiqar i astronom, znatno doprineo razvoju trigonometrije.17 Abraham de Moivre (1667.1754.), bio je franuski matematiqar poznat poMoavrovoj formuli koja povezujekompleksne brojeve i trigonometriju.18 Leonhard Euler (1707.1783.), franuski matematiqar19 Roger Cotes (1682.-1716.), engleski matematiqar, poznat po bliskoj sarad�i sa Isakom �utnom. Prvi je uveoOjlerovu formulu.



Primene trigonometrije 11koji su osnova moderne analitiqke trigonometrije. Deta	nije u eniklopediji [13℄.Pomenu�u ovom prilikom jox jednog nauqnika koji je dao velike rezultate u ovoj oblasti.RuÆer Boxkovi�20postavio je teme	e trigonometrije i samim tim dao ovoj oblasti matematikeveliki doprinos. Za vreme profesorskog sta�a u Rimu izveo je qetiri glavne jednaqine sfernetrigonometrije (1770.). Radi istra�iva�a u oblasti geodezije i astronomije Boxkovi� je uveoqetiri glavne diferenijalne jednaqine trigonometrije. U svom delu ,,Elementi sveukupnematematike\ 21(Rim 1754.), u tre�em tomu daje znatan broj teorema iz trigonometrije.4 Trigonometrija u nastavi matematikeU ovom poglav	u �emo navesti neke karakteristiqne dokaze sa kojima bi se retko kada susrelina qasu u sred�oj xkoli. TakoÆe �emo naxe interesova�e usmeriti ka inverznim trigonome-trijskim funkijama, za qiju obradu nedostaje vremena u xkolama. A na univerzitetima sesvakako pretpostav	a da se te funkije uqe u xkoli. Zato �emo kroz ovo izlaga�e pokuxati dapopunimo prazninu koja ostaje posle izostav	a�a inverznih funkija, kao i funkija sekans ikosekans.4.1 Naqini definisa�a trigonometrijskih funkijaSavremena trigonometrija se vixe bavi trigonometrijskim funkijama brojeva, a ma�efunkijama uglova. Stoga �emo najpre pomenuti trigonometrijske funkije brojeva, gde �emonaxe funkije definisati preko E- preslikava�a, a vezu sa uglovima �emo uspostaviti kasnijekada budemo pokazali da se uglovi mogu meriti brojevima. Kada se ve� dotiqemo nastave ma-tematike, ovde je zgodno pomenuti profesora Slobodana Vuji�a, koji je pre 30 godina koristiofunkiju E i �enu inverznu u nastavi ETX Nikola Tesla u Beogradu. Nije poznato da li jejox neko koristio u xkolskoj nastavi.Preslikava�e E : R→ k.Svakom realnom broju t 6= 0, pridru�imo na jediniqnomkrugu k puta�u pozitivne orijentaije za t > 0, a negativneza t < 0, kojoj je poqetna taqka I(1, 0), a du�ina jednaka
|t| (Sl.3.1.1). Kraj�u taqku te puta�e oznaqimo sa E(t).Ukoliko stavimo E(0) = I(1, 0), imamo korektno definisanopreslikava�e E : R→ k.Geometrijski govore�i, ovo preslikava�e nastaje obavi-ja�em brojevne prave oko jediniqnog kruga (bez isteza�aili skup	a�a). Pri tome je, na primer: E(π2 ) = J(0, 1),
E(π) = K(−1, 0), E(3π2 ) = L(0,−1).Funkija E preslikava realne brojeve na krug k. Krug kna koga su posredstvom preslikava�a E naneti realni bro-jevi zovemo trigonometrijski krug. On �e nam poslu�itiza definisa�e trigonometrijskih funkija. Slika 3.1.1: E preslikava�eDefiniija 2. Neka je t realan broj. Apsisa taqke E(t) zove se kosinus broja t i oznaqavase sa cos t. Ordinata taqke E(t) zove se sinus broja t i oznaqava se sa sin t.20Boxkovi� RuÆer Josip (1711.-1787.), jedan je od najznaqajnijih nauqnika 18.veka. Bio je matematiqar, astro-nom, geodeta, fiziqar i filozof.21 lat. Elementa matheseos universae
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Slika 3.1.2: E(t) = (sin t, cos t)

Funkije t → cos t i t → sin t iz R u R, zovemo kosinusi sinus. Pored �ih, u upotrebi su jox dve trigonometrijskefunkije t→ tg t (tangens) i t→ ctg t (kotangens) koje sedefinixu kao koliqnii
tg t =

sin t

cos t
pod uslovima da je cos t 6= 0,

ctg t =
cos t

sin t
pod uslovima da je sin t 6= 0.

S obzirom da E(t) = (cos t, sin t) pripada krugu k, za svaki broj t ∈ R va�i: sin2t+ cos2t = 1.Za svaku taqku (x, y) sa jediniqnog kruga, tj. za �ene koordinate va�i x2 + y2 = 1. Iz ovetakozvane osnovne trigonometrijske identiqnosti, neposredno sledi ograniqenost kosinusa isinusa:
−1 ≤ cos t ≤ 1, −1 ≤ sin t ≤ 1.Iz definiije tangensa i kotangensa vidi se da vredi tg t · ctg t = 1.Trigonometrijske funkije uglovaTrigonometrijske funkije uglova definixemo kao odgovaraju�e funkije �ihove radijan-ske mere.22 Izraqunava�e trigonometrijskih funkija uglova svodi se na izraqunava�e trigo-nometrijskih funkija oxtrih uglova. Zato je znaqajna slede�a teorema:Teorema 1. Neka je α = ∠pOq oxtar ugao, Q proizvo	nataqka na kraku q (razliqita od O) i P �ena upravna pro-jekija na krak p. Tada je:

cosα =
OP

OQ
,

sinα =
QP

OQ
,

tgα =
QP

OP
,

ctgα =
OP

QP
. Slika 3.1.3: DefiniijaDokaz. Neka je 0xy pravougli koordinatni sistem kome je x-osa prava OP , a y-osa ima smertakav da je taqka Q u prvom kvadrantu (Sl.3.1.3). Neka je IE luk du�ine s dobijen presekomtrigonometrijskog kruga k i ugla α (I je taqka na x-osi sa koordinatama (1, 0)). Oznaqimo sa Aupravnu projekiju taqke E na x-osu. Taqka E ima koordinate (cos s, sin s) = (cosα, sinα).22Radijanska mera ugla je du�ina luka jediniqnog polupreqnika koji odgovara proizvo	nom uglu. Ugao ra-dijanske mere 1 zove se radijan i oznaqava sa Rad. 1◦ vredi π

180Rad, kako je to 360-ti deo punog kruga-�emuodgovara luk du�ine 2π
360◦

.



Primene trigonometrije 13Iz sliqnosti trouglova OAE i OPQ sledi:
OA

OE
=
OP

OQ
.Kako je OA = cosα, OE = 1, bi�e cosα = OP

OQ . Sliqno se izvode i druge relaije.Dokazanu teoremu mo�emo interpretirati i na naqin, koji se obiqno i prezentuje u sred�ojxkoli. Trigonometrijske funkije oxtrog ugla α dobijamo iz pravouglog trougla kome je αjedan ugao (△OPQ), kao odnose �egovih strana i to:
cosα =

nalegla katetahipotenuza sinα =
naspramna katetahipotenuza

tgα =
naspramna katetanalegla kateta ctgα =

nalegla katetanaspramna katetaVa�no je ista�i da su trigonometrijske funkije nezavisne od du�ina ivia trougla,poxto su one ustvari odnosi odgovaraju�ih du�ina.4.2 Adiione formuleTrigonometrijske funkije od s+ t mogu se izraziti preko trigonometrijskih funkija od
s i t. Odgovaraju�e formule zovu se adiione formule. Za �ihovo izvoÆe�e koristi�emoslede�u teoremu:Teorema 2. Neka su s i t proizvo	ni realni brojevi. Tada su orijentisani lukovi +E(t)E(s)i +E(0)E(s− t) jednaki.Dokaz. Brojeve s i t mogu�e je na jedinstven naqin predstaviti u obliku

s = 2mπ + s0, s0 ∈ [0, 2π) t = 2nπ + t0, t0 ∈ [0, 2π).Na osnovu svojstva periodiqnosti preslikava�a E, bi�e E(s) = E(s0), E(t) = E(t0) i
E(s−t) = E[2π(m−n)+s0−t0] = E(s0−t0), pa treba dokazati da je +E(t0)E(s0) = +E(0)E(s0−t0).Razlikujemo dva mogu�a sluqaja: 1)s0 ≥ t0; 2)s0 < t0.U prvom sluqaju, du�ina luka +E(t0)E(s0) je s0 − t0, kolika je du�ina luka +E(0)E(s0 − t0),pa su oni jednaki. U drugom sluqaju du�ina oba ova luka je 2π − (t0 − s0), pa su opet jednaki(Sl.3.2.1). Time je teorema dokazana.

Slika 3.2.1:Orijentisani lukoviPoka�imo sada adiionu formulu za kosinus!



Primene trigonometrije 14Teorema 3 (Adiiona formula za kosinus). Za proizvo	ne realne brojeve s i t va�i:
cos (s + t) = cos s cos t− sin s sin t.Dokaz. Ako u iskazu teoreme 2 zamenimo t sa−t dobijamo da su lukovi+E(−t)E(s) i+E(0)E(s+t)jednaki. Stoga su i �ima pripadne tetive E(−t)E(s) i E(0)E(s + t) jednake. Ako stavimo daje E(s) = (a, b), E(t) = (c, d) i E(s + t) = (x, y), bi�e E(−t) = (c,−d), pa koriste�i formulu zarastoja�e taqaka u koordinatnoj ravni, iz E(−t)E(s) = E(0)E(s+ t) dobijamo

√

(a− c)2 + (b+ d)
2
=

√

(x− 1)
2
+ y2.Odavde je a2−2ac+ c2+ b2+2bd+d2 = x2−2x+1+y2, odakle, zbog a2+ b2 = c2+d2 = x2+y2 = 1,sledi x = ac− bd. Kada umesto x, a, c, b, d zamenimo odgovaraju�e koordinate, izvedena formulapostaje upravo adiiona formula za kosinus.Primenom adiione formule za kosinus, mo�emo izvesti slede�e formule svoÆe�a na prvikvadrant:

cos (s+
π

2
) = − sin s cos (s− π

2
) = sin sIskoristimo prethodne formule za izvoÆe�e adiione formule za sinus.Teorema 4 (Adiiona formula za sinus). Za proizvo	ne realne brojeve s i t va�i:

sin (s+ t) = sin s cos t+ cos s sin t.Dokaz. Koriste�i formule svoÆe�a i adiionu formulu za kosinus dobijamo
sin (s+ t) = cos

(

s+ t− π

2

)

= cos
[(

s− π

2

)

+ t
]

= cos
(

s− π

2

)

· cos t− sin
(

s− π

2

)

· sin t

= sin s cos t+ cos
[(

s− π

2

)

+
π

2

]

· sin t = sin s cos t+ cos s sin t.Teorema 5 (Adiiona formula za tangens). Ako su s, t i s+ t u domenu tangensa, onda je
tg (s+ t) =

tg s+ tg t

1− tg s · tg tDokaz. Pod uslovom da je cos s 6= 0 i cos t 6= 0, rastav	aju�i sinus i kosinus zbira dobijamo
tg (s+ t) =

sin (s+ t)

cos (s+ t)
=

(sin s · cos t+ cos s · sin t) : (cos s · cos t)
(cos s · cos t− sin s · sin t) : (cos s · cos t) =

tg s+ tg t

1− tg s · tg tPreuzeto iz k�ige [1℄.



Primene trigonometrije 154.3 Inverzne trigonometrijske funkijeFunkija sinus, posmatrana na svom prirodnom domenu, tj. funkija sin : R → R nijebijektivna - ona nije ni ,,1− 1\, ni, ,,na\. Da bismo dobili funkije koje jesu bijekije, moramona pogodan naqin da izaberemo �ihove domene i kodomene.Neka je f funkija sa domenom [

−π2 ,
π
2

] i kodomenom [−1, 1], tj. f :
[

−π2 ,
π
2

]

→ [−1, 1], dataformulom f(x) = sinx. Na osnovu poznatih osobina trigonometrijskih funkija zak	uqujemoda je ta funkija ,,na\, a takoÆe i da je strogo rastu�a (pa je i neprekidna). Samim tim ona jei ,,1 − 1\. Dakle ta funkija je bijektivna, pa ima inverznu funkiju g : [−1, 1] →
[

−π2 ,
π
2

].Vrednost funkije g u nekoj taqki y ∈ [−1, 1], oznaqavamo sa arcsin y, tj. uzimamo da je y =

sinx⇔ x = arcsiny za x ∈ [

−π2 ,
π
2

]

, y ∈ [−1, 1].Na drugi naqin to mo�emo zapisati ovako:
arcsin sinx = x, za− π

2
≤ x ≤ π

2
, (1)

sin arcsin y = y, za− 1 ≤ y ≤ 1. (2)Da bismo konstruisali grafik novodobijene funkije arcsin, izvrximo zamenu slova, tj. posma-tramo funkiju y = arcsinx za x ∈ [−1, 1]. Kako nam je poznat grafik sinusne funkije i kakoje naxa funkija strogo rastu�a, jednostavno dobijamo �en grafik na slii 3.3.1.Sliqan postupak mo�e se sprovesti i za funkiju y = cosx. Treba je posmatrati kao funki-ju sa domenom [0, π] i kodomenom [-1,1℄. Odgovaraju�a inverzna funkija je arccos : [−1, 1]→ [0, π].Va�i�e: y = cosx⇔ x = arccos y, za x ∈ [0, π], y ∈ [−1, 1].Grafik funkije y = arccosx dat je na slii 3.3.3.Posmatrajmo sada funkiju f(x) = tg x. Za �u je pogodno izabrati domen (

−π2 ,
π
2

), a kodo-men R. Tako dobijamo bijektivnu funkiju qiju inverznu funkiju oznaqimo kao arctg. Dakle,
arctg : R→

(

−π2 ,
π
2

) i va�i:
y = tg x⇔ x = arctg y, za− π

2
< x <

π

2
, y ∈ R. (3)Funkija y = arctgx je neparna, strogo rastu�a i ograniqena (| arctgx| < π

2 ) (Sl.3.3.2). Imataqno jednu nulu - taqku x = 0.Primer 1. Dokazati da za svako x, y ∈ R za koje je xy < 1 va�i arctgx+arctg y = arctg x+ y
1− xy .Rexe�e:U poznatoj formuli tg (α+ β) =

tgα+ tg β
1− tgα tg β

stavimo α = arctg x, β = arctg y (xto je dozvo	enoza xy 6= 1), pa dobijamo
tg (arctg x+ arctg y) =

x+ y

1− xy .Ako je pri tom i −π2 < α+ β < π
2 (xto je ispu�eno za xy < 1), odatle sledi naxa formula.Primer 2. Dokazati da je arcsin(sinx) = π − x, za π

2 ≤ x ≤
3π
2 .Rexe�e:TvrÆe�e sledi na osnovu poznate osobine sinusa sin (π − x) = sinx, ako se primeti da je za

π
2 ≤ x ≤

3π
2 , ispu�eno −π2 ≤ π − x ≤ π

2 .Napomena : Uoqiti da jednakost (1) va�i samo u odreÆenom rasponu. Uporediti sa prethodnimprimerom.



Primene trigonometrije 16Primer 3. Dokazati da je arccosx = π
2 − arcsinx za |x| ≤ 1.Rexe�e:Na osnovu poznate relaije cos (π2 − α) = sinα, sledi da je π2−α = arccos (sinα). Smenom sinα = xdobijamo da je α = arcsinx. Ako vratimo smenu, dobijamo naxu jednakost.Vixe primera mo�ete na�i u prilogu [3℄.

Slika 3.3.1: y = arcsinx
Slika 3.3.2: y = arctg x Slika 3.3.3: y = arccosx4.4 Grafii funkija kosekans i sekansNavex�u jox dve trigonometrijske funkije koje su reÆe u upotrebi. Req je o funkijamasekans i kosekans. Da bi nartali �ihove grafike, va�no je znati slede�e jednakosti:

secα =
1

cosα
cscα =

1

sinαPoqnimo sa funkijom y = secα. Ako posmatramo tabelu u kojoj se sme�uju pribli�nevrednosti y-ona za razliqite uglove α, lako je skiirati odgovaraju�i grafiqki prikaz (Sl.3.4.1).TakoÆe je pogodno koristiti pravila svoÆe�a na prvi kvadrant prilikom odreÆiva�a pribli-�nih vrednosti za y, gde je: cos (n · 90◦ ± α) = ± sinα.
Slika 3.4.1: Tabelarni prikaz vrednosti funkije y = secα



Primene trigonometrije 17Sliqan postupak mo�emo sprovesti i za funkiju cscα, kao xto se mo�e videti u k�izi [2℄.

Slika 3.4.2: Grafik funkije y = secα Slika 3.4.3: Grafik funkije y = cscαNa dijagramu 3.4.3 isprekidane linije predstav	aju polo�aj grafika funkije y = secα.Tako mo�emo videti da se grafii funkija kosekans i sekans razlikuju u faznom pomaku za
90◦. Vrednost 1 funkije y = secα je 90◦ ulevo u odnosu na vrednost funkije y = cscα. Grafikenavedenih funkija, kao i mnogih drugih mo�ete na�i u materijalima Geogebra entra [6℄.Podsetimo se u slede�ih par redova, na primeru funkije y = a sin (bx+ c), znaqe�a faznogpomaka i ostalih parametara koji uqestvuju u formira�u grafika trigonometrijske funkijeu opxtem obliku. Ci	 ove digresije je da se naglasi da funkije sa dijagrama 3.4.2 i 3.4.3 mogume�ati svoje polo�aje xire�i se i skup	aju�i se horizontalno, kao i pomeraju�i se vertikalnou oba smera. Na te promene utiqu parametri a, b i c. Ako napixemo datu funkiju u malodrugaqijem obliku y = a sin b(x+ c

b
), mo�emo odrediti amplitudu a, kao najve�e odstoja�e od xose, zatim uqestalost ili frekveniju b koja odreÆuje koliko puta se osnovni harmonik sadr�iu osnovnom intervalu od 2π ([0, 2π]). Koliqnik c

b
predstav	a fazni pomak, odnosno jednostavnogovore�i, taqku na x osi odakle kre�e funkija.4.5 Sinusna i kosinusna teoremaKlasiqna primena trigonometrije sastoji se u izraqunava�u elemenata trougla. Ona u mno-gome poqiva na slede�oj teoremi, koja opisuje odnose izmeÆu strania i uglova trougla.Teorema 6. Neka je ABC proizvo	ni trougao. Oznaqimo sa a, b, c du�ine �egovih strania,a sa α,β,γ �ima odgovaraju�e uglove trougla. Tada va�i:1. (sinusna teorema):

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ2. (kosinusna teorema):
a2 = b2 + c2 − 2 · b · c cosα b2 = a2 + c2 − 2 · a · c · cosβ c2 = a2 + b2 − 2 · a · b · cos γ



Primene trigonometrije 183. (teorema o projekijama):
a = b cos γ + c cosβ b = a cosγ + c cosα c = a cosβ + b cosαDokaz. Oznaqimo sa D upravnu projekiju taqke C na pravu AB. Mogu�a su tri rasporedataqaka: A−D −B, D −A−B, A−B −D (Sl.3.5.1).

Slika 3.5.1:Rasporedi taqaka na osnovii u proizvo	nom trougluIz pravouglih trouglova ACD i BCD imamo u prvom sluqaju:
CD

AC
= sinα,

AD

AC
= cosα,

CD

BC
= sinβ,

BD

BC
= cosβpa je CD = b sinα = a sinβ, AB = AD +DB odakle sledi

a

sinα
=

b

sinβ
, (4)a takoÆe

c = b cosα+ a cosβ. (5)U drugom sluqaju je
CD

AC
= sin (180◦ − α) = sinα,

AD

AC
= cos (180◦ − α) = − cosα

CD

BC
= sinβ,

BD

BC
= cosβ, AB = BD −AD,odakle ponovo slede formule (4) i (5).Ovako su dokazani delovi sinusne teoreme i teoreme o projekijama. Na sliqan naqin, kadakoristimo visinu iz temena B, koja odgovara stranii AC, dobijamo a

sinα = c
sin γ . Sinusnateorema se mo�e dokazati i na drugi naqin, tj. mo�e se dokazati da je koefiijent propori-onalnosti odnosa stranie trougla prema sinusu naspramnog ugla jednak preqniku opisanogkruga:

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R.Kosinusnu teoremu �emo dokazati na dva naqina [17℄.

(I) Pretpostavimo da je raspored taqaka na osnovii A−D −B. Po Pitagorinoj teoremi23 izpravouglog△ADC sledi CD2 = b2−AD2, a iz △DBC CD2 = a2−BD2 = a2− (c−AD)
2
=

a2 − c2 + 2c ·AD −AD2. Izjednaqimo ove dve jednakosti:
a2 − c2 + 2c ·AD −AD2 = b2 −AD2 a2 = b2 + c2 − 2 · c ·ADKako je cosα = AD

b
⇒ a2 = b2 + c2 − 2 · b · c · cosα. Ostale dve jednakosti se dobijajuikliqnom izmenom oznaka strania i uglova trougla.23Pitagora sa Samosa (570.-495.p.n.e), grqki matematiqar i filozof.
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(II) Kosinusna teorema takoÆe je i posledia teoreme o projekijama, sa kojom su sinusna ikosinusna teorema u tesnoj vezi. Teorema o projekijama je teorema o projekijama strana.Ako pomno�imo jednakosti u toj teoremi redom sa a,−b,−c i sabiraju�i dobijene leve idesne strane dobi�emo

a2 − b2 − c2 = a · (b cos γ + c cosβ)− b · (a cos γ + c cosα)− c · (b cosα+ a cosβ) = −2 · b · c cosα,qime je dokazana prva jednakost kosinusne teoreme.Kosinusna teorema se mo�e nazvati i uopxtena Pitagorina teorema, naime kada je jedanugao u trouglu prav, bi�e kosinus ovog ugla nula, pa dobijamo Pitagorinu teoremu kao speijalansluqaj kosinusne teoreme. U izvorima se mo�e na�i da se ova teorema qesto naziva i Karnotova
(Carnot) teorema.U zavisnosti od toga koji su elementi trougla poznati, sinusna i kosinusna teorema qesto senaizmeniqno prime�uju kod problema rexava�a trougla, tj. izraqunava�a du�ina straniai uglova trougla [1℄.5 Neke primene u raznim oblastima matematikeTrigonometrija, naravno, ima veliku primenu kroz razne oblasti matematike, ali naroqitoje �ena primena pove�ana od kada se matematika koristi u mnogim prirodnim i druxtvenimnaukama. Opisa�emo pojedine primene u matematiqkoj analizi, geometriji i algebri.5.1 Trigonometrija u geometrijiQuvenu matematiqku formulu za izraqunava�e povrxine trougla, Heronov obraza24, dobi-jamo koriste�i kosinusnu teoremu i transformaije. U teoremi koja sledi bi�e prikazana joxjedna formula za izraqunava�e povrxine trougla koja sadr�i sinusnu funkiju.Teorema 7. Neka su a, b, c stranie, α, β, γ �ima odgovaraju�i uglovi nekog trougla ABC, qijije poluobim s = a+ b+ c

2 , povrxina P i polupreqnik opisanog kruga R. Tada va�i:
P =

√

s(s− a)(s− b)(s− c) (Heronov obraza)
P =

1

2
b · c · sinα R =

1

2

a

sinα
=
a · b · c
4 · PDokaz. Oznaqimo sa h visinu trougla ABC koja odgovara stranii c. Tada je P = 1

2c · h. Kakoje (bez obzira da li je ugao α oxtar ili ne) h = b · sinα dobijamo drugu od navedenih formulaza povrxinu: P = 1
2b · c · sinα.Heronov obraza dobijamo na slede�i naqin:

P =
1

2
b · c · sinα =

1

2

√

b2c2 (1− cos2α) =
1

2

√

b2c2 −
(

b2 + c2 − a2
2

)2

=

1

2

√

1

4
(a+ b+ c)(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a) = 1

2

√

1

4
· 2s · (2s− 2c) · (2s− 2b) · (2s− 2a) =

√

s(s− a)(s− b)(s− c)Sada jox ostaje formula za preqnik.24Formula se pripisuje Heronu iz Aleksandrije (I vek n.e.), a dokaz se mo�e na�i u �egovoj knizi ,,Metrika\.Bio je grqki matematiqar i in�e�er.



Primene trigonometrije 20Posmatrajmo krug sa entrom O, koji je opisan okoproizvo	nog trougla ABC (Sl.4.1.1). Centralni ugao
BOC jednak je 2α. Primenom kosinusne teoreme (2) na
△BOC dobijamo
a2 = R2+R2−2·R·R·cos2α = 2·R2(1−cos 2α) = 4·R2sin2αodakle je korenova�em (zbog sinα ≥ 0) R = 1

2
a

sinα , xtoje i trebalo dokazati. Stav	aju�i ovde da je sinα = 2P
bcdobijamo R = abc

4 · P . Slika 4.1.1: Opisani krugSada rexavamo jedan geometrijski zadatak pomo�u trigonometrije.Primer 4. Izraqunati du�ine dijagonala tetivnog qetvorougla preko �egovih strania.Odavde se mo�e izvesti Ptolomejeva teorema: proizvod dijagonala tetivnog qetvorouglajednak je zbiru proizvoda naspramnih strania.Rexe�e:Neka su a, b, c, d stranie, a m,n dijagonale tetivnog qetvo-rougla (Sl.4.1.2). Primenom teoreme (2) na △ABD dobijamoda je n2 = a2 + d2 − 2ad cosϕ. Iz △BCD primenom iste te-oreme sledi n2 = b2 + c2 − 2bc cos (π − ϕ), pa je n2(bc + ad) =
bc(a2 + d2) + ad(b2 + c2) odakle je

n2 =
(ab+ cd)(ac+ bd)

bc+ adAnalogno se dobija
m2 =

(bc+ ad)(ac+ bd)

ab+ cdMno�e�em poslede�e dve relaije dobija se Ptolomejeva te-orema mn = ac+ bd. Slika 4.1.2: Tetivni qetvorougaoNapomena : Ako tetivni qetvorougao zamenimo pravougaonikom, primenom Ptolomejeve teo-reme dobi�emo Pitagorinu teoremu. Kako su tada dijagonale jednake du�ine, imamo c2 = a2+b2.Ovo je jox jedan sluqaj uopxte�a, xto se ve� ranije jav	alo kod kosinusne teoreme.5.2 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja i polarne koordinatePodsetimo se da je kompleksan broj z definisan kao ureÆeni par realnih brojeva z = (a, b).Na osnovu va�e�ih operaija sa kompleksnim brojevima, standardni zapis kompleksnog broja je
z = (a, b) = a+ bi,pri qemu je i imaginarna jedinia i ima svojstvo i2 = −1.Kompleksan broj z predstav	amo taqkom (a, b) u koordinatnoj ravni. �enu ordinatnu osuzovemo imaginarna osa, a samu ravan kompleksna ravan. Rastoja�e taqke z od koordinatnogpoqetka zovemo moduo kompleksnog broja z i oznaqavamo sa r = |z|. Oqigledno je r =

√
a2 + b2.



Primene trigonometrije 21Ukoliko je r 6= 0, taqka (ar ,
b
r ) pripada trigonometrijskom krugu. Zato postoji jedinstveni broj

θ ∈ [0, 2π) takav da je
(

a

r
,
b

r

)

= (cos θ, sin θ).Broj θ zove se argument kompleksnog broja z i oznaqava sa arg z. S obzirom da je a = r cos θ i
b = r sin θ, dobijamo

z = a+ bi = r cos θ + (r sin θ)i = r(cos θ + i sin θ).Posled�i izraz nazivamo trigonometrijski oblik kompleksnog broja z.Teorema 8 (Moavrova formula). Za svaki prirodan broj n i svako θ ∈ R va�i
(cos θ + i sin θ)

n
= cosnθ + i sinnθ.Dokaz. TvrÆe�e �emo dokazati matematiqkom indukijom. Taqno je za n = 1. Pretpostavimo daje taqno za neko n ∈ N. Tada je

(cos θ + i sin θ)
n+1

= (cos θ + i sin θ)
n
(cos θ + i sin θ) = (cosnθ + i sinnθ)(cos θ + i sin θ) =

cos (n+ 1)θ + i sin (n+ 1)θ.Dakle tvrÆe�e va�i i za n+1. Prema prinipu matematiqke indukije, va�i za svaki prirodanbroj n.Teorema 9. Neka je z = r(cos θ + i sin θ) proizvo	ni kompleksan broj razliqit od nule. Tadapostoji taqno n razliqitih kompleksnih brojeva qiji je n-ti stepen jednak z. To su brojevi
n

√
r

(

cos
θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

)

, k = 0, 1, 2, . . . n− 1.Dokaz. Svaki broj w takav da je wn = z, zva�emo n-ti koren iz z. Ako takav w postoji, mo�e sepredstaviti u obliku w = s(cosα + i sinα) i na osnovu (8) bi�e wn = sn(cosnα + i sinnα) = z =
r(cos θ + i sin θ).Odavde sledi sn = r, pa je s = n

√
r. Iz iste jednakosti sledi i

cosnα = cos θ i sinnα = sin θ.Zato se nα i θ razlikuju za elobrojni umno�ak od 2π, tj. nα = θ + 2kπ, k ∈ Z. Odavde je
α =

θ + 2kπ

n
, k ∈ Z.Uzimaju�i k = 0, 1, . . . , n − 1 dobijamo n razliqitih kompleksnih brojeva w qiji je n-ti ste-pen jednak z. Za ostale vrednosti k ponav	aju se ve� dobijeni kompleksni brojevi. Nije texkovideti da dobijeni n-ti koreni iz z, predstav	aju temena pravilnog n-tougla,qiji je entarkoordinatni poqetak kompleksne ravni.



Primene trigonometrije 22Primer 5. Na�i sve qetvrte korene iz −1.Rexe�e:Najpre z = −1 treba predstaviti u trigonometrijskomobliku. Kako je moduo r = 1, cos θ = −1, sin θ = 0, lakoje zak	uqiti da argument θ ima vrednost od 180◦. Tadaje
−1 = 1 · (cosπ + i sinπ)Prema teoremi (9), tra�eni qetvrti koreni iz −1 su

4
√
−1 =

4
√
1(cos

π + 2kπ

4
+i sin

π + 2kπ

4
), gde je k = 0, 1, 2, 3. Slika 4.2.1: Kvadratni koreniZa k = 0, ω1 = 1(cos π4 + i sin π4 ) = cos 45◦ + i sin 45◦ =

√
2
2 +

√
2
2 i.Za k = 1, ω2 = 1(cos 3π4 + i sin 3π

4 ) = cos 135◦ + i sin 135◦ = −
√
2
2 +

√
2
2 i.Za k = 2, ω3 = 1(cos 5π4 + i sin 5π

4 ) = cos 225◦ + i sin 225◦ = −
√
2
2 −

√
2
2 i.Za k = 3, ω4 = 1(cos 7π4 + i sin 7π

4 ) = cos 315◦ + i sin 315◦ =

√
2
2 −

√
2
2 i.U ovom sluqaju svi koreni ω1, ω2, ω3, ω4 su simetriqni u odnosu na koordinatni sistem ipredstav	aju temena kvadrata (Sl.4.2.1).Primer 6. Na�i sva tri kubna korena iz 3− 4i.Rexe�e:Odredi�emo najpre moduo datog kompleksnog broja: r =

√

32 + (−4)2 = 5. Argument �emo izra-qunati pomo�u funkije arctg: α = arctg −43 ≈ −53◦8′ . Zapisa�emo broj u trigonometrijskomobliku
3− 4i ≈ 5(cos (−53◦8′

) + i sin (−53◦8′

)).Prema teoremi (9), tra�eni kubni koreni naxeg kompleksnog broja su
3
√
3− 4i ≈ 3

√
5(cos

−53◦8′

+ 2kπ

3
+ i sin

−53◦8′

+ 2kπ

3
), gde je k = 0, 1, 2.Za vrednosti k = 0, 1, 2 sukesivno dobijamo korene z1, z2, z3:

z1 ≈ 3
√
5(cos (−17◦48′

) + i sin (−17◦48′

)),

z2 ≈ 3
√
5(cos 102◦12

′

+ i sin 102◦12
′

),

z3 ≈ 3
√
5(cos 222◦12

′

+ i sin 222◦12
′

).SvoÆe�em na prvi kvadrant i uz pomo� kalkulatora dobijamoslede�e vrednosti:
cos (−17◦48′

) ≈ 0.9521, sin (−17◦48′

) ≈ −0.3057,

cos 102◦12
′

= − sin 12◦12
′ ≈ −0.2113, sin 102◦12

′

=

cos 12◦12
′ ≈ 0.9774, cos 222◦12

′

= − cos 42◦12
′ ≈ −0.7408,

sin 222◦12
′

= − sin 42◦12
′ ≈ −0.6717,

√
5 ≈ 1.71.

Slika 4.2.2: Kubni koreni



Primene trigonometrije 23Tada su naxa konaqna rexe�a:
z1 ≈ 1.6281− 0.5227i, z2 ≈ −0.3613 + 1.6713i, z3 ≈ −1.2668− 1.1486i.Taqke z1, z2, z3 predstav	aju temena jednakostraniqnog trougla u kompleksnoj ravni (Sl.4.2.2).Primer se mo�e na�i u [2℄.Postoji i jedan drugi naqin predstav	a�a koordinata taqaka u ravni. Svaka taqka se pododreÆenim uslovima mo�e napisati u polarnim koordinatama. Pomo�u polarnih koordinatamogu se zadavati krive u ravni. TakoÆe se mo�e uspostaviti veza sa trigonometrijskim oblikomkompleksnog broja.Za svaku taqku (x, y) ∈ R

2 za koju je x2 + y2 6= 0 va�i
x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
= 1.Odatle se mo�e izvesti da postoji i da je jedinstveno odreÆen broj ϕ ∈ [0, 2π), takav da je

cosϕ =
x

√

x2 + y2
sinϕ =

y
√

x2 + y2
.Napomena: Umesto intervala [0, 2π) mo�e se uzeti bilo koji drugi poluzatvoreni intervaldu�ine 2π, na primer (−π, π].Tako uvedeni broj ϕ zovemo polarnim uglom taqke (x, y), a broj r = √

x2 + y2 zovemo polarnimradijusom. Brojevi r i ϕ nazivaju se polarnim koordinatama te taqke i jednoznaqno jeodreÆuju. Va�i:
x = r cosϕ, y = r sinϕ.Neka je sada z = x+iy 6= 0 kompleksan broj. Polarne koordinate r i ϕ taqke (x, y) kompleksneravni nesum�ivo su modul i argument broja z. Tada je r = |z|, ϕ = arg z, odakle sledi zapisbroja z u trigonometrijskom obliku (5.2).Jednaqina (x2 + y2)

2
= 2a2(x2 − y2) u koordinatama (x, y) pravouglog koordinatnog sistema,posle prelaza na polarne koordinate r i ϕ dobija oblik r2 = 2a2 cos 2ϕ i predstav	a Bernuli-jevu lemniskatu (Sl.4.2.3). Zbog zahteva da je cos 2ϕ > 0, ugao ϕ mo�e uzimati samo vrednostiu jednom od intervala [0, π4 ] , [3π4 , 5π4 ] ili [

7π
4 , 2π

], xto odreÆuje deo ravni gde se kriva nalazi.Preuzeto iz k�ige [16℄.
Slika 4.2.3: Bernulijeva lemniskata24Bernulijeva lemniskata je algebarska kriva u obliku polo�ene osmie, opisana kartezijanskom jednaqinom.Grafik ove jednaqine daje krivu sliqnu simbolu za beskonaqnost. Sam ovaj simbol se ponekad naziva lemniska-tom. Ovu krivu, prvi je opisao Jakob Bernuli, 1694. godine, kao modifikaiju elipse.



Primene trigonometrije 245.3 Trigonometrijski Furijeovi redovi5.3.1 Trigonometrijski redFunkionalni red oblika
a0
2

+

∞
∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (6)gde a0, an, bn ∈ R (n ∈ N), naziva se trigonometrijskim redom, a parijalna suma tog reda podefiniiji
Tn(x) =

a0
2

+

n
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (7)zove se trigonometrijski polinom poretka n.Dakle, trigonometrijski red je baziran na trigonometrijskom sistemu funkija
T = 1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . ., koje su 2π periodiqne.Ako red (6) konvergira na skupu R ka svojoj sumi f = f(x), onda je funkija f periodiqna, saosnovnim periodom 2π. Zato se problem razlaga�a u trigonometrijski red realnih funkija kojesu definisane na realnoj pravoj prvo rexava u klasi 2π-periodiqnih funkija. Ovaj problemje od velikog znaqaja. Periodiqne prirodne pojave opisuju se pomo�u periodiqnih funkija.Najprostija netrivijalna periodiqna funkija je sinusna funkija u(x) = A sin (ωx+ ϕ) (4.4),pomo�u koje se opisuju prosta periodiqna kreta�a - harmonijske osilaije. S obzirom da sefunkije po definiiji

uk(x) = ak(x) cos kx+ bk(x) sin kx, (k ∈ N),mogu predstaviti u obliku Ak sin (ωkx+ ϕk), mogu�nost razlaga�a 2π-periodiqne funkije f utrigonometrijski red (6) znaqi da se slo�eno osilatorno kreta�e, modelirano funkijom f ,mo�e opisati pomo�u mnogo jednostavnijih harmonijskih osilaija.Pita�e o mogu�nosti razlaga�a neke funkije u trigonometrijski red postav	a se i u slu-qaju kada ta funkija nije periodiqna ili nije definisana na eloj realnoj pravoj. Takvesituaije se jav	aju, na primer, u teoriji diferenijalnih jednaqina25.5.3.2 Furijeov redDefiniija 4. Neka je f : R→ R 2π-periodiqna, integrabilna funkija. Beskonaqa suma
f(x) =

a0
2

+

∞
∑

n=1

[an cosnx+ bn sinnx]je Furijeov red26 od funkije f na intervalu [−π, π].25Definiija 3. Jednakost F (x, y(x), y
′

(x), . . . , yn(x)) = 0 u kojoj je sa x oznaqena realna nezavisno promen	iva,sa y = y(x) realna funkija, a sa y
′

(x), . . . , yn(x) izvodi funkije y(x), naziva se obiqnom diferenijalnomjednaqinom n-tog reda opxteg oblika.26 Joseph Fourier (1768.-1830.), bio je franuski matematiqar i fiziqar. Uveo je Furijeove redove u svrhurexava�a toplotne jednaqine u metalnoj ploqi, xto je dovelo do revoluije u matematii. Do tada je toplotnajednaqina kao parijalna diferenijalna jednaqina bila nerexiva.



Primene trigonometrije 25Brojevi
an =

1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx, n = 0, 1 . . . bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx, n = 1, 2 . . .se nazivajuFurijeovim koefiijentima od f . Sumu mo�emo i drugaqije zapisati koriste�iperiod T , gde je frekvenija 2π
T :
a0
2

+
∞
∑

n=1

[an cos
2nπx

T
+ bn sin

2nπx

T
].TakoÆe, mo�emo koristiti i Ojlerovu27 formulu :

einx = cosnx+ i sinnx, gde je i imaginarna jedinia,uz pomo� koje se trigonometrijske funkije mogu zameniti kompleksnim obliima (3.4). TakosreÆiva�em dobijamo konizniji izraz:
f(x) =

a0
2
+

∞
∑

n=1

1

2

[

an(e
inx + e−inx) +

1

i
bn(e

inx − e−inx)

]

=
a0
2
+

∞
∑

n=1

1

2
[an(e

inx+e−inx)−ibn(einx−e−inx)] =

a0
2

+

∞
∑

n=1

1

2
[(an + ibn)e

−inx + (an − ibn)einx] =
∞
∑

n=−∞

cne
inx.Realne koefiijente zamenili smo kompleksnim: c0 = a0, cn = 1

2(an+ibn), c−n = 1
2(an−ibn) = cn,gde je cn ko�ugovani oblik.Furijeovi koefiijenti an, bn, cn povezani su preko izraza an = cn + c−n za n = 0, 1, 2, . . . i

bn = i(cn − c−n) za n = 1, 2, . . .. Uobiqajeno je da se koefiijenti cn zamene prilagoÆenimoblikom F . Odatle imamo:
f(x) =

∞
∑

n=−∞

F [n]einxU in�e�erstvu, gde promen	iva x obiqno predstav	a vreme, niz koefiijenata F [n] se od-nosi na frekventni domen. Dakle va�no je razlikovati originalan ili vremenski domen odfrekventnog domena, o qemu �e biti vixe reqi u poglav	u o Furijeovoj transformaiji.Materijal ovog poglav	a preuzet je iz k�ige [15℄, kao i iz priloga [11℄.6 Aspekti trigonometrije kroz pojedine speifiqnepojave u prirodi i tehniiTrigonometrijske funkije su baza za opisiva�e mnogih pojava i proesa u savremenoj na-ui i tehnii. Analitiqki zasnovana trigonometrija tokom 19. veka ima xiroku primenu umehanii, fizii, tehnii, naroqito u prouqava�u osilatornog kreta�a (talasna kreta�a uakustii, optii i elektromagnetii). Dokazano je da se svako periodiqno kreta�e mo�e sadovo	nom taqnox�u predstaviti u vidu zbira prostih harmonijskih osilaija, tj. osilaijakoje se matematiqki izra�avaju formulom y = a sin (bx+ c). Parametre ovakve sinusne funkijeobjasnili smo u poglav	u (4.4).27 Leonhard Paul Euler (1707.-1783.), bio je xvajarski matematiqar i fiziqar. �iveo je i radio u Berlinu iSankt Petersburgu. Doxao je do velikih otkri�a u oblasti matematiqke analize i teorije grafova.



Primene trigonometrije 266.1 Primene u fizii6.1.1 TalasiU prirodi je veliki broj proesa koji se mogu svrstati u ta-lase: mehaniqke ili elektromagnetne. Prilikom formira�amehaniqkih talasa dexavaju se pomera�a deli�a materijalnesredine oko �ihovih ravnote�nih polo�aja, pri qemu se pre-nosi energija kroz sredinu. Tu spadaju akustuqki (zvuqni)talasi. Kada je req o eleketromagnetnim talasima (vid	ivasvetlost, radio talasi, X-zrai), �ima za nastanak i prosti-ra�e nije potrebna materijalna sredina. U �ihovom sluqajuse radi o osilova�u elektriqnog i magnetnog po	a koje seprenosi kroz prostor. Dakle, proes prostira�a osilaijakroz prostor naziva se talas. Vixe o prirodi talasa u pri-logu [4℄. Slika 5.1.1.1: InterferenijaTalas koji je izazvan prostim harmonijskim osilova�em iz jednog izvora ima sinusoidnioblik. Kada dva ili vixe talasa zahvate isti deo sredine, dolazi do �ihovog slaga�a u istomdelu prostora. Ova tipiqna talasna pojava karakteristiqna za svako talasno kreta�e naziva seinterferenija . U nastavku �emo pokazati da su u �enoj osnovi trigonometrijske funkije.Prethodno uvedimo neke pojmove koji �e se jav	ati kao parametri u osnovnoj jednaqini talasa:
• Elongaija je rastoja�e osiluju�e qestie od ravnote�nog polo�aja. Zavisi od trenutka
t i od polo�aja qestie du� x - ose ili u prostoru. Najqex�e se oznaqava grqkom slovom
ψ.
• Amplituda kreta�a predstav	a najve�e rastoja�e qestie28 od ravnote�nog polo�aja.
• ω = 2πf , je kru�na uqestanost i odreÆuje se na osnovu frekvenije osilova�a.
• Talasna du�ina λ je rastoja�e koje preÆe talas u toku jedne osilaije (Sl.5.1.1.5).
• k = 2π

λ
je talasni broj i predstav	a promenu faze talasa po jedinii du�ine.

• α je poqetna faza osilova�a.Na�i �emo sada jednaqinu talasa koji se kre�e u pozitivnom smeru x - ose i qija elongaijaima sinusnu ili kosinusnu zavisnost od vremena. Ako posmatramo osilova�e qestie na mestu
x = 0, ono se mo�e predstaviti izrazom

ψ(0, t) = ψ0 sin (ωt+ α). (8)Osilova�e qestie pogoÆene istim talasom na nekom mestu x se mo�e u odnosu na vreme t′proteklo od poqetka osilova�a te qestie predstaviti u obliku:
ψ(x, t

′

) = ψ0 sin (ωt
′

+ α). (9)Kako je do poqetka osilova�a qestie na mestu x doxlo posle proteklog vremena xc (c brzinatalasa), u odnosu na poqetak osilova�a u x = 0, vreme t i t
′ povezani su na slede�i naqin:

t = t
′

+ x
c . Ako se t′ napixe preko t u izrazu (9), dobija se izraz za elongaiju talasa na mestu

x i u nekom trenutku t kao
ψ(x, t

′

) = ψ0 sin
(

ω
(

t− x

c

)

+ α
)

= ψ0 sin

(

ωt− 2πfx

c
+ α

)

= ψ0 sin

(

ωt− 2π

λ
x+ α

)

=28Predstav	a deo materijalne sredine na koji deluje talas. Kada se radi o osilatornom kreta�u, onda govo-rimo o nekom telu odreÆene mase.
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ψ0 sin (ωt− kx+ α),gde je ωt−kx+α faza talasa, koja u opxtem sluqaju ima tri dela. Kada prouqavamo prostira�ejednog talasa, taqku x = 0 i trenutak t = 0 biramo tako da je poqetna faza talasa jednaka nuli,tj. α = 0, pa je najqex�e korix�eni oblik jednaqine talasa

ψ(x, t) = ψ0 sin (ωt− kx), ako se kre�e u pozitivnom smeru x - ose,
ψ(x, t) = ψ0 sin (ωt+ kx), ako se kre�e u negativnom smeru x - ose.Posmatrajmo sluqaj interferenije dva talasa koji kre�u iz dva izvora ka nekoj taqki uistom smeru (Sl.5.1.1.2). Pretpostav	a se da talasi imaju iste amplitude ψ0, iste frekvenijei talasne du�ine, kao i iste poqetne faze 0, ali su do mesta sabira�a prexli razliqite puta�e.Iz izvora I1 talas do taqke sabira�a talasa, A, prelazi put x1, pa je elongaija qestie u taqki

A u trenutku t pod dejstvom ovog talasa jednaka
ψ1(x1, t) = ψ0 sin (ωt− kx1).

Slika 5.1.1.2: Slaga�e talasa u taqki AIz izvora I2 talas je do taqke A prexao put x2, pa je elongaija qestie u taqki A u trenutku tpod dejstvom ovog talasa jednaka
ψ2(x2, t) = ψ0 sin (ωt− kx2).Rezultuju�a elongaija, poxto se talasi kre�u u istom smeru jednaka je zbiru elongaija ψ1 i

ψ2, tj.
ψrez = ψ1(x1, t)+ψ2(x2, t) = ψ0 sin (ωt− kx1)+ψ0 sin (ωt− kx2) = ψ0(sin (ωt− kx1)+sin (ωt− kx2))Ako primenimo formulu transformaija zbir u proizvod i pregrupixemo qlanove dobijamo

ψrez = 2ψ0 sin
(2ωt− kx1 − kx2)

2
cos

(kx2 − kx1)
2

= 2ψ0 cos
k(x2 − x1)

2
sin

(

ωt− k(x2 + x1)

2

)Faza rezultuju�eg talasa jednaka je ϕrez = ωt− k(x2 + x1)
2 , a amplituda je A = 2ψ0 cos

k(x2 − x1)
2 .Uoqimo da amplituda zavisi od razlike preÆenih puteva talasa do mesta susreta. S obzirom da jefunkija cos

k(x2 − x1)
2 ograniqena i ima vrednosti izmeÆu −1 i +1 , amplituda A mo�e imativrednosti u intervalu −2ψ0 ≤ A ≤ 2ψ0. Kratko �emo razmotriti dva sluqaja:1. Kada je amplituda rezultuju�eg talasa |A| = 2ψ0 (Sl.5.1.1.3). U ovom sluqaju je A = ±2ψ0,pa je cos k(x2 − x1)2 = ±1. Funkija cosα je ±1, kada je α = zπ, gde je z ∈ Z. Na osnovu ovogaje
k(x2 − x1)

2
=
k△x
2

= zπ ⇒ k△x = 2zπ⇒ △x = z
2π

k
= zλ.Ako je razlika preÆenih puteva talasa koji interferiraju na opisani naqin jednaka eobroj talasnih du�ina talasa, nastaje talas maksimalno pove�ane amplitude (slika a)), pase ova interferenija naziva konstruktivna interferenija , jer se talasi meÆu-sobno pojaqavaju. Tada je jednaqina rezultuju�eg talasa ψrez = 2ψ0 sin

(

ωt− k(x2 + x1)
2

).



Primene trigonometrije 28TakoÆe dolazi do konstruktivne interferenije, u sluqaju da se sla�u dva talasa razli-qitih amplituda (slika b)).a) b)

Slika 5.1.1.3: Konstruktivna interferenija2. Kada je amplituda rezultuju�eg talasa A = 0 (sl.5.1.1.4). U tom sluqaju je cos k(x2 − x1)2 =

0. Znamo da je funkija cosα jednaka 0, kada je α = (2z+1)π2 , gde je z ∈ Z. Na osnovu ovogase dobija
k(x2 − x1)

2
=
k△x
2

= (2z+1)
π

2
⇒ k△x = (2z+1)π ⇒ △x =

(2z + 1)

2
· 2π
k

= (2z+1)
λ

2
.Kada je razlika preÆenih puteva talasa jednaka neparan broj polovina talasnih du�ina,talasi se meÆusobno ponixtavaju (slika a)), pa se ova interferenija naziva destrukti-vnom .Ako talasi koji destruktivno interferiraju imaju razliqite amplitude, tada je ampli-tuda rezultuju�eg talasa jednaka razlii amplituda talasa, xto znaqi da ne dolazi doponixtava�a, xto se mo�e videti na slii b). Ako je elongaija prvog talasa data izra-zom ψ1(x1, t) = ψ01 sin (ωt− kx1), a drugog ψ2(x2, t) = ψ02 sin (ωt− kx2), i ako je x2 − x1 =

(2z + 1)λ2 , elongaija rezultuju�eg talasa jednaka je
ψrez = ψ1(x1, t) + ψ2(x2, t) = ψ01 sin (ωt− kx1) + ψ02 sin

(

ωt− k
(

x1 + (2z + 1)
λ

2

))

=

ψ01 sin (ωt− kx1) + ψ02 sin (ωt− kx1 − (2z + 1)π) = ψ01 sin (ωt− kx1)− ψ02 sin (ωt− kx1)
ψrez = (ψ01 − ψ02) sin (ωt− kx1).Napomena: Jednakost ψ02 sin (ωt− kx1 − (2z + 1)π) = ψ02 sin (ωt− kx1), dobili smo, takoxto smo iskoristili periodiqnost i svoÆe�e na prvi kvadrant, poxto je (2z+1)π = 2zπ+π.Deta	nije o interfereniji talasa u prilogu [5℄.
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Slika 5.1.1.4: Destruktivna interferenija6.1.2 Osilatorni modeliVeoma speifiqna vrsta kreta�a se dexava kada na telo deluje sila uvek usmerena ka ra-vnote�nom polo�aju , gde se uspostav	a osilova�e ili vibrira�e oko tog polo�aja. Primeritakve vrste kreta�a u svakodnevnom �ivotu su: 	u	a�e na 	u	axi, kreta�e klatna sata, vi-brira�e �ia muziqkih instrumenata,. . . Osim ovih primera, postoji niz primera sistema kojise kre�u periodiqno: molekuli u telu qvrstog agregatnog sta�a oko qvora kristalne rexetke,elektromagnetni talasi (svetlost, radio talasi), kolo naizmeniqne struje (jaqina struje i na-pon variraju periodiqno s vremenom). Pri ovom prostom harmonijskom kreta�u polo�aj telajeste sinusna funkija vremena, tj. jednaqina opisanog kreta�a se mo�e predstaviti pomo�usinusne funkije.Objax�e�a pojmova koje koristimo u ovom poglav	u:

• Po	e Zem	ine te�e - gravitaiono po	e (prostor) oko Zem	e, gde na sva tela deluje pri-vlaqna sila koju nazivamo gravitaionom.
• Drugi�utnov zakon glasi: ,,Sila koja deluje na telo jednaka je proizvodu mase i ubrza�a\.To znaqi da je intenzitet gravitaionog po	a Zem	e brojno jednak ubrza�u koje telo dobijausled privlaqne sile Zem	e. Ovo ubrza�e zovemo ubrza�e Zem	ine te�e i oznaqavamoslovom g.
• Opxti oblik diferenijalne jednaqine osilatornog kreta�a tela mase m na koje delujesila usmerena ka ravnote�nom polo�aju je: m · ẍ = −k · x (x - elongaija iz ravnote�nogpolo�aja).Razmotrimo jedan mehaniqki sistem koji se kre�e na periodiqan naqin u po	u Zem	ine te�e.

Slika 5.1.2.1: Matematiqko klatno



Primene trigonometrije 30Matematiqko klatno se sastoji od tela mase m (koje smatramo materijalnom taqkom) oka-qenog o tanku i neisteg	ivu nit, du�ine l, u po	u Zem	ine te�e (Sl.5.1.2). Kreta�e ovog tela,koje se odvija u vertikalnoj ravni, nakon izvoÆe�a iz ravnote�nog polo�aja, na da	e se odvijapod dejstvom sile gravitaije mg i sile zateza�a Fz. Tangenijalna komponenta sile Zem	inete�e mg sin θ, uvek je usmerena ka ravnote�nom polo�aju, θ = 0, odnosno suprotno od vektorapomeraja. Drugi �utnov zakon za kreta�e po tangenti glasi
m
d2s

dt2
= −mg sin θ,gde je s deo luka koji je prexlo telo mase m, a znak − pokazuje da je tangenijalna sila usmerenaka ravnote�nom polo�aju. Kako je du�ina kru�nog luka s = lθ, ta jednaqina postaje

d2θ

dt2
= −g

l
sin θ.Kako smo pretpostavili da je ugao otklona mali, sinθ se mo�e aproksimirati sa θ (sinθ ≈ θ),tako da jednaqina kreta�a matematiqkog klatna dobija oblik

d2θ

dt2
= −g

l
θ.Kako ova jednaqina ima formu jednaqine koja opisuje kreta�e linearnog harmonijskog osi-latora, zak	uqujemo da se, za male uglove otklona (amplitude), kreta�e klatna, svodi na li-nearno harmonijsko osilova�e. Naveli smo ve� jednaqinu harmonijskog osilova�a u (6.1.2).Opxte rexe�e θ, mo�e se zapisati kao zbir linerano nezavisnih partikularnih rexe�a

θ = c1 sin

√

g

l
t+ c2 cos

√

g

l
t.U skladu sa tim, rexe�e posled�e diferenijalne jednaqine je

θ = θmax cos (ωt+ ϕ), gde je θmax maksimalna ugaona elongaija.Deta	nije o osilatornim modelima u prilogu [4℄.6.2 Furijeova transformaija (FT) signala u mediini i tehniiRaqunari koriste trigonometriju da utvrde boje i nijanse slike na ekranu. Proes kojimse ovo ostvaruje ima znaqajne koristi u mediini. Maxine za MRI29, tokom skenira�a vaxegtela, odaxi	u magnetne impulse i zatim se obradom u raqunaru, pretvara�em u digitalni oblik,prikazuju slike u boji na ekranu. Mediinski struq�ai koriste rezultate u i	u odreÆiva�auzroka i lokaija mnogih bolesti.Postupak konverzije signala (magnetnih impulsa) tokom proesa magnetne rezonane u gra-fiqki prikaz Furijeovom transformaijom, veoma je kompleksan. U poglav	u (5.3.1) opisanisu Furijeovi redovi.Furijeova transformaija je generalizaija Furijeovog reda, koja se mo�e primeniti uobradi signala30. Ova transformaija se mo�e izvesti iz Furijeovog reda, posmatraju�i pro-izvo	nu funkiju χ(t) kao periodiqan signal sa periodom T =∞ tj. χ(t) = χ(t+ T ). U ovakvojreprezentaiji, ugaona frekvenija osnovnog harmonika ωo = 2π
T u Furijeovom redu te�i infi-nitezimalno maloj veliqini dω, tj. ωo =

2π
T 7→ dω, dok diskretna ugaona frekvenija nωo, n-eo29 eng. Magnetic Resonance Imaging30Signal sadr�i informaiju (podatak) koji opisuje posmatranu elektromagnetnu ili magnetnu pojavu.



Primene trigonometrije 31broj, te�i kontinualnoj frekveniji ω, tj. nωo 7→ ω. Tada eksponenijalni oblik Furijeovogreda dobija oblik:
χ(t) = lim

T→∞

{

∞
∑

n=−∞

[

1

T

∫ ∞

−∞

χ(f)e−inωofdf

]

einωot

}

,ili poxto je T = 2π
dω

i nωo 7→ ω ,
χ(t) = lim

nωo→ω

{

∞
∑

n=−∞

[∫ ∞

−∞

χ(f)e−inωofdf

]

dω

2π
einωot

}

.Imaju�i u vidu da beskonaqna suma u graniqnom postupku konvergira ka odgovaraju�em odreÆe-nom integralu, posled�i izraz se svodi na
χ(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞

χ(f)e−iωf

]

eiωtdω.Izraz u sred�oj zagradi definixe Furijeovu transformaiju kontinualnog signala31 χ(t), kojapredstav	a funkiju ugaone frekvenije ω, xto se simboliqno mo�e zapisati kao:
X(ω) = F {χ(t)} =

∫ ∞

−∞

χ(t)e−iωtdt (definiija).Funkija X(ω) predstav	a signal u frekventnom domenu. Signal χ(t) mo�e se rekonstruisatiiz �egove Furijeove transfomaije u originalan, vremenski domen inverznom operaijom, kojase naziva inverzna Furijeova transformaija
χ(t) = F−1 {X(ω)} = 1

2π

∫ ∞

−∞

X(ω)eiωtdω.Uobiqajeno se ka�e da signali χ(t) i X(ω) predstav	aju Furijeov transformaioni par, xtose simboliqki oznaqava χ(t)←→ X(ω). Vixe o Furijeovoj analizi u prilogu [10℄.Nada	e �emo opisati kako se odvija proes transformaije signala iz analognog u digitalnioblik i koja je uloga Furijeove transformaije. Preuzeto iz nauqno-popularnog qasopisa [8℄.Va�no je napraviti razliku izmeÆu analognog idigitalnog signala. Analogni signal predstav	a zapisneke fiziqke pojave u krivolinijskom obliku. Zvukse mo�e predstaviti kao osiliraju�a kriva. Razli-qitim zvuima odgovaraju razliqiti oblii kriva.Na primer, zvuk koji se prenosi vibrira�em vazduha,mo�e se zapisati na video trai u analognom obliku,pomera�em speijalne igle, koja opisuje talasastioblik. Da tu krivu prertamo na neki papir, ponovobismo dobili analogni signal. Slika 5.2.1: Nepravilan oblikDigitalni signal uvek predstav	a niz brojeva, bez obzira da li su to brojevi na papiru iliu raqunaru. Digitalni signal mo�e postojati i na trai, ako je odgovaraju�e naelektrixemo inamagnetixemo. Tamo gde su pozitivne vrednosti , pisa�emo jedinie, a tamo gde su negativnenule. Pomenutu krivu mogli bismo pretvoriti u digitalni signal tako xto bismo premeravalivisinu talasnih bregova (amplitude) u xto kra�im vremenskim razmaima i svaki put bele-�ili dobijenu brojevnu vrednost. Postav	a se pita�e koliko bismo qesto morali da merimo31Kontinualni signali su dostupni i mer	ivi u svakom vremenskom trenutku, za razliku od diskretnih signa-la koji su definisani samo u diskretnim vremenskim trenuima.



Primene trigonometrije 32visinu krive, kako bismo najbo	e opisali signal nizom brojeva. Pretpostavimo da je ta krivaneka melodija koju bismo voleli da snimimo na raqunar ili stereo ureÆaj. Da bismo mogli da jesluxamo na raqunaru, poseban analogno-digitalni konverter, smexten u mikrofonu, pretvaradolaze�i analogni signal (zvuk) u digitalni oblik (nizovi brojeva). Ovo podrazumeva uzima�euzorka visine napona zvuqnih talasa. Jednu sekundu proteklog analognog talasa, konverter opi-suje pomo�u 44.000 brojeva32. Kada, obrnuto, muzika iz stereo ureÆaja putuje prema zvuqniima,radi se o elektronskoj verziji zvuka, talasa�u napona. Pomo�u magneta i elektromagneta, kojisu u zvuqniku povezani membranom koja mo�e da se pokre�e, ponovo se dobija zvuk, koji je takvogkvaliteta da ga 	udsko uho ne�e razlikovati od originala. Dobijena kriva koja predstav	adobijeni zvuk je stepenastog oblika. Ovakav postupak bi zahtevao veliki prostor za smextajpodataka. Takvi muziqki fajlovi bili bi preveliki da bi se u razumnom vremenu razme�ivalipreko Interneta. Ove nedostatke prevazilazi Furijeova transformaija.Kako signal, qesto ima proizvo	ni talasni oblikkoji nije jednostavno matematiqki opisati (Sl.5.2.1), FTrazla�e krivu, kao niz sinusnih i kosinusnih funkija.Ma kako da je nepravilnog talasastog oblika kriva seveoma preizno aproksimira konaqnim brojem sabiraka,xto je grafiqki prikazano na slii 5.2.2. Brojevnevrednosti koje bi predstav	ale krivu bi u ovom sluqajubili Furijeovi koefiijenti, gde an, bn imaju uloguamplitude, a jaqine frekvenija bi odreÆivale dobijenevrednosti u argumentu pomenutih trigonometrijskihfunkija. Prilikom konverzije u digitalni signal, odre-Æenom frekvenijom uzimaju se uzori analognog signalai izra�avaju u digitalnom obliku. Konkretno, u sluqajumagnetne rezonane, signali se odaxi	u kao poslediamagnetnog po	a koje deluje tokom skenira�a. U proesugenerisa�a MRI slike, Furijeova transformaija kodiradiskretan uzorak analognih MRI signala iz vremenskogdomena u frekventni - izdvajaju se i grupixu pojedinaqnefrekvenije i amplitude signala po intenzitetima. Slika 5.2.2: AproksimaijaKodirani MRI signali, skladixte se u takozvani k-prostor33, gde se predstav	aju nizombrojeva u digitalnom zapisu, qime se ostvaruje digitalizaija. Zatim se takvi digitalni signa-li posebnim programom xa	u na monitor, koji poseduje qip naprav	en da prepozna vredno-sti naxih koefiijenata i izvrxi inverznu Furijeovu transformaiju. �ima se pridru�ujupikseli razliqitih osvet	enosti i boja, kako je svaka boja niz brojeva u binarnom zapisu. Da-kle, mo�e se re�i da je 2D Inverzna Furijeova transformaija k-prostora MRI slika kojuvidimo.Intuitivno, inverznu Furijeovu transformaiju mo�emo da posmatramo kao sredstvo kojeomogu�ava preiznu rekonstrukiju originalnog signala, na osnovu poznatih frekvenija izdvo-jenih komponenata (Sl.5.2.6).32U teoriji akustike postoji teorema koja govori o semplova�u uzorka analognih signala najvixim frekveni-jama (do 20000Hz - prag qujnosti 	udskog uha), xto se ostvaruje premerava�em visina napona do 40000 puta usekundi. Kako bismo se osigurali da �emo u obrnutom proesu konvertova�a iz digitalnog oblika, dobiti najpre-izniji mogu�i zvuk, mogu�e je u jox kra�im vremenskim intervalima obraÆivati posmatrani opseg frekvenija.Tada bi se uqestalost mere�a pove�ala do jox 4000 puta.33Prostor u memoriji gde su smexteni kodirani intenziteti frekvenija u digitalnom obliku, koji aproksi-miraju slo�ene signale.
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Slika 5.2.3: Razlaga�e signala Slika 5.2.4: MRI proesKako je FT univerzalan metod u obradi signala, mo�e se iskoristiti i prilikom kompre-sije slika ili digitalnog audio zapisa. Tajna le�i u algoritmu koji nazivamo brza FT34ili FFT35, koji omogu�ava br�i raqun FT [12℄. Na ovaj naqin ureÆaji, kao xto je smartphone,be�iqnim putem emituju video materijal, a da im taj proes ne isrpi skoro svu energiju iz ba-terija ili da ne potroxe meseqni protok Interneta za mnogo kra�e vreme. Dakle, xta se dexava?
Slika 5.2.5: Kompresija slikeReimo da imamo digitalni signal, na primer zvuk proizvo	nog muziqkog instrumenta.Algoritam postoje�i signal sa odreÆenim brojem signala izra�ava kao sumu te�inskih frekven-ija. Kompresija digitalnog video zapisa odvija se tako xto FT prepoznaje te�inu najvixihfrekvenija u signalu. Ispostav	a se da mnoge frekvenije imaju zanemar	ivi udeo u konaqnomrezultatu, pa ih slobodno mo�emo odbaiti. Ovo je jedan od razloga xto se slo�eni signal mo�epredstaviti kao suma konaqnog broja komponenata. U Furijeovom redu qlanovi su sve ma�i ima�i kako se ni�u u beskonaqnost. Rekonstruisani signal se najbo	e aproksimira beskonaqnimbrojem komponenata, taqnije kriva �e imati obliji oblik. Kako 	udsko uho u teoriji, posle odre-Æene granie ne pravi razliku u kvalitetu, mo�emo se zadr�ati na proizvo	no konaqnom broju.34Autori su profesori Katabi i Piotr Indyk, oboje sa MIT odseka, koji se bavi raqunarstvom i vextaqkominteligenijom. Metoda je razvijena xezdesetih godina 20. veka.35 eng. Fast Fourier transformation



Primene trigonometrije 34Uzmimo sada jedan primer koji �e nam pribli�iti proes kom-presije slike. Zamislimo blok od 8 × 8 piksela (sliku formiramre�a piksela na ekranu). Mo�emo ga posmatrati kao signal od 64podataka ili kao sumu od 64 razliqite frekvenije. MeÆutim, empi-rijska istra�iva�a pokazuju da, u proseku mo�emo zanemariti 57od tih 64 frekvenija. Sa druge strane, gubitak kvaliteta slike jeminimalan.Kako FT izdvaja frekveniju najvixeg intenziteta?Frekvenije se mogu posmatrati kao sitna talasa�a, xto znaqi dase mogu razmatrati kao osilaije. Obradom istog dela opsega fre-kvenija, ali u razliqitim vremenskim trenuima, istra�ivaqimogu ustanoviti koja je frekvenija dominantna u odreÆenom i-klusu osilaije. Xto su kra�i vremenski intervali u kojima sevrxi obrada signala, to su zabele�ene visine frekvenija vernije.Deta	nije u [18℄. Slika 5.2.6: Rekonstrukija6.3 Primena u hemijiS obzirom da se proesi u hemiji mogu odvijati u tri dimenzije (homogene reakije po elojzapremini), nije iznenaÆuju�e xto hemiqari koriste trigonometrijske funkije, kako bi pre-izno odredili, uglove koji se stvaraju kada se atomi vezuju zajedno da formiraju molekule,rastoja�a izmeÆu ravni kristalne rexetke, talasne du�ine elektromagnetnih talasa.Interakija X - zraka36 i naelektrisanih qestia u atomu kristalne rexetke mo�e sepredstaviti pomo�u sinusne funkije, xto uslov	ava takozvani Bragov zakon37. Bragov za-kon izra�ava uslove koji moraju biti ispu�eni [20℄, da bi reflektovani talasi X - zraka bilimeÆusobno u fazi (konstruktivna interferenija) (1). TakoÆe ne treba izostaviti ni spektro-skopiju, kao jednu od najva�nijih alatki prilikom izuqava�a strukture atoma i molekula.6.3.1 Bragov zakonOvo je jedan od najzastup	enijih hemijskih zakona koji uk	uquje trigonometrijske funk-ije. Naqin na koji se X - zrai talasne du�ine λ prelamaju sa povrxine kristala u kome sukristalne ravni na rastoja�u d, opisan je pomo�u Bragove jednaqine. UtvrÆeno je da se u ovomsluqaju odbijeni zrak pojav	uje pod samo odreÆenim uglovima θn. Prvi odbijeni zrak oznaqen jeelobrojnom vrednox�u n = 1, slede�i kao drugi odbijeni sa n = 2, i tako sukesivno. Jednaqinakoja regulixe ovo ponaxa�e glasi:
nλ = 2d sin θn.Ponaxa�e X zraka predstav	eno je dijagramom na slii 5.3.1.36X - zrai ili rendgenski zrai, podruqje su elektromagnetnog zraqe�a izmeÆu ultra	ubiqastog i gama zra-qe�a. Wilhelm Conrad Rontgen objav	uje 1895. otkri�e nevid	ivih zraka koji izazivaju floureseniju. Nazvaoih je X zbog �ihove nepoznate prirode. Kasnije se pokazalo da je Nikola Tesla ve� uoqio pomenute zrake.37 Sir William Lawrence Bragg (1890.-1971.), australijana po roÆe�u, bio je britanski fiziqar i pronalazaqva�nog zakona za odreÆiva�e strukture kristala, koji je po �emu i dobio ime. NajmlaÆi je dobitnik Nobelovenagrade za fiziku (1915.), koju je dobio u sarad�i sa oem sa svojih nepunih 25 godina.
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Slika 5.3.1: Prelama�e X - zrakaBragov zakon se mo�e izvesti korix�e�em jednostavne geometrije i razmatra�em rastoja�akoja preÆu dva paralelna X - zraka koji se reflektuju od susednih ravni.IzvoÆe�e Bragovog zakona:Pretpostavimo da imamo jedan upadni zrak, pod uglom θ na horizontalnim kristalnimravnima, koje su na meÆusobnom odstoja�u d. Taqke A i C su u jednoj ravni, a taqka B u drugojispod, xto se mo�e videti sa grafiqkog prikaza (Sl.5.3.1). X - zrak koji udari u do�u ravanmora putovati ekstra rastoja�e AB i BC. Razlika izmeÆu puta�a zraka koji se odbija du�
AC

′ i zraka koji se prenosi du� AB, zatim odbija du� BC je :
(AB +BC)− (AC

′

) (10)Dva odvojena zraka sti�i �e u taqku sa istom fazom i interferira�e konstruktivno, ako isamo ako, je razlika �ihovih puta�a jednaka elobrojnom broju talasnih du�ina:
(AB +BC)− (AC

′

) = nλ. (11)Napomena: Kako su zrai BC i AC
′ odbijeni sa kristalne povrxi paralelni, mo�e se ja-viti nedoumia o �ihovoj interfereniji. Ali, kako je rastoja�e d izmeÆu paralelnih kri-stalnih ravni dovo	no malo, zrai �e se susresti u jednom trenutku. Neophodno je da buduispu�eni uslovi o elobrojnom umnoxku talasnih du�ina, u suprotnom �e destruktivnainterferenija redukovati reflektovani intenzitet na nulu.U nastavku, takoÆe je

AB = BC =
d

sin θ
i AC =

2d

tan θ
. (12)Ako posmatramo i △ACC ′ , na osnovu prethodnog va�i da je

AC
′

= AC cos θ =
2d

tan θ
cos θ =

(

2d

sin θ
cos θ

)

cos θ =
2d

sin θ
cos2θ (13)Zame�uju�i sve u jednaqinu (11) , dobijamo

nλ =
2d

sin θ
(1− cos2θ) =

2d

sin θ
sin2θSkra�iva�em sinusa dolazimo do naxe jednakosti!Postupak dostupan u [11℄.



Primene trigonometrije 36Primer 7. U kristalu litijum-fluorida skup kristalnihrexetki je na uda	enosti od 201 pm. Prvi odbijeni zrak
(n = 1) se pojav	uje pod uglom od 34, 68◦. Odrediti talasnedu�ine λ X-zraka.Napomena: Pikometar (simbol: pm) je jedinia za du�inu: 1pm = 10−12m.Rexe�e:Izraquna�emo λ na osnovu Bragove jednaqine:

λ =
2d

n
sin θ =

2 · 201
1

sin 34.68◦ = 402 · 0.569 = 229pm.TakoÆe mo�emo prona�i ugao θ pod kojim se zrai prelamaju. Uzmimo drugi primer, kristalnatrijum hlorida, gde je d = 2.82 · 10−10 m. Ako je λ = 7.071 · 10−11 m, primenom prethodnejednaqine dobijamo
sin θ =

nλ

2d
=

2 · 7.071 · 10−11

2 · 2.82 · 10−10 = 0.251, za drugi odbijeni zrak (n = 2).Kao xto se i oqekivalo dobili smo da je vrednost sinusne funkije ma�a od 1. Sada �emokoriste�i inverznu funkiju arcsin na�i tra�eni rezultat:
sin θ = 0.251 ⇒ θ = arcsin 0.251 = 14.5◦ ili 14.5◦ = 14.5 · π

180
rad = 0.254rad.Dobijamo da je ugao θ pod kojim se zrai odbijaju prilikom prelama�a na kristalu jednak

0.254rad.6.3.2 SpektroskopijaIznenaÆuju�e je otkri�e da sinusna funkija ima va�nu ulogu u jednom od naqina ispiti-va�a zraqe�a molekula, koje nastaje kao rezultat promene energije atoma ili molekula, usled�ihovih unutrax�ih kreta�a prouzrokovanih spo	ax�im izvorom zraqe�a. Razlog ove pri-mene je zapravo zbog periodiqne prirode sinusne funkije, xto se poistove�uje sa ponaxa�emelektrona u molekulu.Spektroskopija je jedna od glavnih eksperimentalnih metoda koja prouqava interakijuelektromagnetnog zraqe�a i materije. Tako se mogu dobiti informaije o graÆi, temperaturii sastavu atoma i molekula. Sa vrstama ove analitiqke metode mo�ete se bo	e upoznati u [19℄.Spektralnom analizom se mo�e utvrditi da molekul heksatrina ima speifiqan rasporedspektralnih linija38. Pretpostavi�emo da su elektroni u molekulu heksatrina prinuÆeni dase kre�u u jednoj kutiji dimenzija 7.3 · 10−10. Razvija�em teorije mo�e se utvrditi da �e xestizdvojenih elektrona zauzimati samo nekoliko diskretnih energetskih nivoa. Ponaxa�e pobu-Æenih elektrona u bilo kom molekulu, pa i naxem molekulu heksatrina, opisano je jednaqinomoblika:
ψ = N sin

(nπx

L

)

,38Spektar predstav	a raspored intenziteta zraqe�a naelektrisanih qestia po energetskim nivoima, mole-kula ili atoma neke materije.



Primene trigonometrije 37gde je ψ elongaija (6.1.1),N konstanta, L = 7.3·10−10, n redni broj energetskog nivoa i x poziijaelektrona. Priliqno je jednostavno predstaviti ove funkije grafiqki, uzimaju�i vrednostikoliqnika xL od 0 do 1. Grafii funkija na slii 5.3.2.1 ilustruju kreta�e elektrona na prvatri energetska nivoa, odnosno �ihove puta�e.

Slika 5.3.2.1: Ponaxa�e elektrona u molekulu heksatrinaOpxti prinip spektroskopije.Kao rezultat spektroskopskog istra�iva�a dobija se spektar. Za svako snima�e spektraneke materije, potrebno je imati: izvor zraqe�a, uzorak, optiqki ureÆaj i detektor. Spektralnaanaliza prouqava efekte prouzrokovane promenom elektronske strukture molekula, usled pobu-Æiva�a elektrona dejstvom spo	ax�eg zraqe�a. Elektromagnetno zraqe�e se iz izvora usmeravana uzorak, koji ga mo�e apsorbovati, emitovati ili reflektovati. Ukoliko uzorak emituje zra-qe�e, izvor zraqe�a je sam uzorak. Zraqe�e sa uzorka se vodi do optiqkog ureÆaja, koji propuxta,jednu ili vixe talasnih du�ina ka detektoru. Detektor prim	eno zraqe�e pretvara u signal,koji se mo�e opisati kao spektar. Ovaj spektar je u vremenskom domenu, pa se primenom matema-tiqkog postupka, Furijeove transformaije, taj spektar pretvara u spektar frekvenijskogdomena (spektar frekvenija elektromagnetnog po	a). O ovoj temi smo govorili u prethodnompoglav	u.7 Zadai iz trigonometrije na takmiqe�imaKoliko zadai iz trigonometrije mogu biti istovremeno neobiqni, zanim	ivi i zahtevniilustruju slede�i primeri.1. Izraqunati: lim
n→∞

(cos α2 cos α4 . . . cos
α
2n

).2. Neka je P1 povrxina trougla koji obrazuju tri tangente kruga k, a P povrxina trou-gla ABC, gde su A, B i C taqke dodira tih tangenti. Izraqunati graniqnu vrednostkoliqnika P1
P kad taqka C te�i taqki A, a B stalno ostaje izmeÆu A i C.3. Neka su kompleksni brojevi z1, z2, z3 temena pozitivno orijentisanog trougla koji sa-dr�i koordinatni poqetak. Dokazati da je povrxina ovog trougla jednaka 1

2Im(z1z2 +

z2z3 + z3z1).4. Dokazati da je cos π7 − cos 2π7 + cos 3π7 = 1
2 .



Primene trigonometrije 385. Dat je pravougli trougao ABC, qija je hipotenuza BC = a pode	ena na n jednakih delova(n je neparan broj). Neka je α ugao pod kojim se iz taqke A vidi onaj od jednakih odseqakakoji sadr�i sredinu hipotenuze. Dokazati da je tgα = 4nh
(n2 − 1)a

, gde je h visina kojaodgovara hipotenuzi BC.6. U paralelogramu ABCD trougao ABD je oxtrougli. Neka je AB = a, AD = 1, ∢BAD = α.Dokazati da krugovi kA, kB , kC i kD polupreqnika 1 , sa entrima A,B,C i D pokrivajuparalelogram ako i samo ako va�i a ≤ cosα+
√
3 sinα.7. Dokazati da postoji taqno jedan trougao qije su stranie uzastopni eli brojevi, ajedan od uglova dva puta ve�i od jednog od druga dva ugla.Rexe�a:1. Va�i da je:

sinα = 2 sin
α

2
cos

α

2

sin
α

2
= 2 sin

α

4
cos

α

4
. . .

sin
α

2n−1
= 2 sin

α

2n
cos

α

2nMno�e�em ovih nejednakosti dobijamo:
sinα sin

α

2
. . . sin

α

2n−1
= 2n sin

α

2
sin

α

4
. . . sin

α

2n
cos

α

2
cos

α

4
. . . cos

α

2n
,a posle skra�iva�a :

cos
α

2
cos

α

4
. . . cos

α

2n
=

sinα

2n sin α
2n
.Tra�i se slede�i limes:

lim
n→∞

sinα

2n sin α
2n
.Primetimo da je to karakteristiqni limes oblika lim

x→0

sinx
x = 1. U naxem konkretnomsluqaju α

2n
→ 0. Napisa�emo drugaqije izraz u okviru limesa, tako xto �emo u imeniladodati jedno α i istovremeno �emo pomno�iti jednim α. Kako je sinα

α konstanta, mo�eda preÆe ispred limesa. Tako da jednostavno dobijamo konaqno rexe�e:
lim
n→∞

sinα

2n
α sin α

2n
· α

=
sinα

α
· lim
n→∞

α
2n

sin α
2n

=
sinα

α
.2. Neka je A1B1C1 trougao odreÆen tangentama u taqkama A, B i C i neka su 2α i 2βentralni uglovi nad tetivama AB i BC (Sl.6.1), pri qemu je α 6= β i taqke O, B1, Bnekolinearne. TakoÆe P = P△ABC , P1 = P△A1B1C1

.Iskoristi�emo jednakosti parova tangentnih du�i, kao i odgovaraju�e podudarnetrouglove koji proizilaze iz te qi�enie. Dakle, jednake su slede�e du�i: B1A = B1C,
AC1 = C1B, BA1 = A1C. Na osnovu stava podudarnosti SUS podudarni su trouglovi:
△AB1O ∼= △B1OC ⇒ ∡B1OA = ∡B1OC = α+ β. Sliqno je: ∡C1OA = α,∡COA1 = β.Tada je iz pravouglih trouglova, posle primene adiione formule za sinus ugla:
B1C1 = B1A− C1A = r tg (α+ β) − r tgα = r(tg (α+ β)− tgα) = r

(

sin (α + β)

cos (α+ β)
− sinα

cosα

)

=
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r sinβ
cos (α+ β) cosα

.Analogno je i B1A1 = r sinα
cos (α+ β) cosβ

.U jednakokrakom △AB1C (tangentne du�i B1A, B1C)va�i da je ∢B1AC = α + β, poxto je to ugao izmeÆu tan-gente u taqki A i tetive AC. Kako je zbir unutrax�ihuglova trougla π, zak	uqujemo da je ∢C1B1A1 = π− 2(α+ β).Povrxina △A1B1C1(7) je
P1 =

1

2
B1C1 · B1A1 sin 2(α+ β) = r2 tgα tg β tg (α+ β).Kako je AB = 2r sinα, BC = 2r sinβ i ∢ABC = π−(α+β)(kaoperiferijski nad tetivom AC), bi�e

P =
1

2
BC · BA sin (α+ β) = 2r2 sinα sinβ sin (α+ β)Nakon sreÆiva�a koliqnik P1

P postaje:
P1

P
=

1

2 cosα cosβ cos (α+ β)
.Prema tome tra�ena graniqna vrednost je

P1

P
→ 1

2
kada α→ 0 i β → 0. Slika 6.1:Odnos trouglovaNapomena: Va�i slede�a teorema - Ugao izmeÆu tetive i tangente u taqki krugajednak je perifernom uglu nad tom tetivom.Ovde �emo kratko prikazati kako smo doxli do izraza za povrxinu P1.

P1 =
1

2
B1C1 · B1A1 sin 2(α+ β) =

1

2
r

sinβ

cos (α + β) cosα
r

sinα

cos (α+ β) cosβ
2 sin (α+ β) cos (α+ β)U prethodnom izrazu po formuli je sin 2(α+ β) = 2 sin (α+ β) cos (α + β).3. Neka je zi = ri(cosϕ+ i sinϕ). Po formuli za povrxinu trougla (Sl.6.2)

POz1z2 =
1

2
r1r2 sin (ϕ2 − ϕ1).Znaqi potrebno je povezati nepoznate r1, r2, ϕ2, ϕ1 sa datim promen	ivama z1, z2, z3.Trigonometrijski oblii kompleksnih taqaka z1, z2 su:

z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2).Odgovaraju�i ko�ugovani oblik kompleksnog broja z1: z1 = r1(cosϕ1 − i sinϕ1). Tada je popravilima proizvoda dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku
z1 · z2 = r1 · r2(cos (ϕ2 − ϕ1) + i sin (ϕ2 − ϕ1)).Imaginarni deo izraqunatog kompleksnog proizvoda:

Im z1 · z2 = r1 · r2 sin (ϕ2 − ϕ1).



Primene trigonometrije 40Dakle, mo�emo zak	uqiti da je POz1z2 = 1
2Im z1 · z2.Na isti naqin se dokazuje da je POz2z3 = 1

2Im z2 · z3, POz3z1 = 1
2Im z3 · z1. Sabira�em ovihjednakosti dobija se povrxina elog trougla

Pz1z2z3 =
1

2
Im (z1 · z2 + z2 · z3 + z3 · z1).

Slika 6.2: Trougao u kompleksnoj ravni Slika 6.3: n delova4. Dati trigonometrijski izraz treba pomno�iti na odgovaraju�i naqin, tako da se moguprimeniti formule transformaija proizvoda u zbir. Dakle, uradi�emo slede�e:
cos

π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
=

2 cos π14

(

cos π7 − cos 2π7 + cos 3π7

)

2 cos π14
=

=
2 cos π14 cos π7 − 2 cos π14 cos 2π7 + 2 cos π14 cos 3π7

2 cos π14
=

cos 3π14 + cos π14 − cos 5π14 − cos 3π14 + cos 5π14 + cos 7π14
2 cos π14

=
cos π14
2 cos π14

=
1

2
.5. Neka je H podno�je visine iz temena A na osnoviu BC, DE odseqak koji sadr�i sredinuhipotenuze. Kako je DE jedan od n jednakih odseqaka, bi�e DE = a

n . Neka je BH = x(Sl.6.3). Kako su trouglovi △ABH i △ACH pravougli, va�i da je
x(a− x) = h2. (14)Oznaqimo uglove: ∢DAH = β, ∢DAE = α. Tada je ∢EAH = α+ β. Iz pravouglog △AHEje tg (α+ β) = HE

AH . MeÆutim
HE = HD +DE, HD = BD −BH, i BD =

a

2
− 1

2

a

n
=

(n− 1)a

2n
,kako je polovina osnovie na sredini du�i DE. Na osnovu prethodnih jednakosti

HE =
a

2
− x− a

2n
+
a

n
=

(n+ 1)a

2n
− x, HD = HE−DE =

(n+ 1)a

2n
− x− a

n
=

(n− 1)a

2n
− x.



Primene trigonometrije 41Dakle, iz pravouglih trouglova △AHE i △AHD, imamo relaije
tg (α+ β) =

(n+ 1)a

2n
− x

h
, tg β =

HD

AH
=

(n− 1)a

2n
− x

h
.Odavde mo�emo izraqunati tgα, kako nam je poznata adiiona formula za tangens zbiradva ugla:

tg (α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα tg β
⇒ tgα =

tg (α+ β)− tg β

1 + tg (α + β) tg β
=

(n+ 1)a

2n
− x−

(

(n− 1)a

2n
− x

)

h









1 +

(

(n+ 1)a

2n
− x

)(

(n− 1)a

2n
− x

)

h2









=
ah
n

h2 + n2 − 1
4n2 a2 − x(a− x)

.

Na osnovu jednaqine (14), sreÆiva�em izraza dobijamo tra�eni oblik tangensa ugla:
tgα =

4nh

(n2 − 1)a
.6. Centri S i T krugova opisanih oko oxtrouglih trouglova ABD i BCD nalaze se u timtrouglovima. Ako su M,N,P,Q redom sredixta strania AB,BC,CD i DA paralelo-grama ABCD (Sl.6.4), onda je za proizvo	nu taqku x iz paralelograma najbli�e teme:teme A, ako x ∈ AMSQ; teme B, ako x ∈ BNTSM ; teme C, ako x ∈ CPTN ;i teme D,ako x ∈ DQSTP .Dakle, krugovi KA,KB,KC ,KD pokrivaju paralelogram ako i samo ako KA pokriva

AMSQ, KB pokriva BNTSM itd., a to �e biti ako i samo ako je R ≤ 1, gde je R polupre-qnik kruga opisanog oko △ABD, odnosno △BCD. Poxto je AD = 1, AB = a, ∠BAD = α,primenom kosinusne teoreme (6) na △ABD, dobijamo BD =
√
1 + a2 − 2a cosα. Na osnovusinusne teoreme dobijamo:

R =
BD

2 sinα
=

√
1 + a2 − 2a cosα

2 sinα
.Nejednaqina √

1 + a2 − 2a cosα

2 sinα
≤ 1,posle kvadrira�a postaje a2 − 2a cosα+ 1− 4sin2α ≤ 0 i ima rexe�a u intervalu cosα−√

3 sinα ≤ a ≤ cosα+
√
3 sinα. MeÆutim leva strana je uvek taqna (jer je cosα−√3 sinα <

α, a a = AB > BD cosα = cosα va�i, kako je △ABD oxtrougli). Da je △ABD pravougli,va�ila bi jednakost AB = BD cosα.Dakle, qetiri kruga pokrivaju paralelogram ako i samo ako je R ≤ 1, a to je ispu�enoako i samo ako je a ≤ cosα+
√
3 sinα.
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Slika 6.4: Paralelogram i krugovi7. Neka su stranie trougla a = n − 1, b = n, c = n + 1 uzastopni eli brojevi. Kako nepostoji trougao qije su du�ine strania 1, 2, 3, mora da va�i uslov (n ≥ 3). Poxto je
α < β < γ, razmatra�emo tri mogu�nosti: β = 2α, γ = 2α i γ = 2β.
1◦ Ako je β = 2α, onda je γ = π−3α, pa prema sinusnoj teoremi(6) va�e slede�e jednakosti:

sinβ

sinα
=

sin 2α

sinα
=

n

n− 1
,

sin 3α

sinα
=
n+ 1

n− 1

sin γ

sinα
=

sin (π − 3α)

sinα
=

sin 3α

sinα
.Poznato nam je takoÆe od ranije da se naspram ve�eg ugla nalazi ve�a strania (taqnoje i obratno). U konkretnom sluqaju naspram najve�eg ugla γ je najdu�a strania n+ 1.Adiionom formulom (2) za zbir dva ugla 3α = α + 2α dolazimo do jednakosti sin 3α =

sinα(4cos2α − 1) = 4 sinαcos2α − sinα. Da	im transformaijama (uz pomo� formule zasinus dvostrukog ugla) dobijamo
2 sin 2α cosα− sinα =

2 sin 2α cosα sinα

sinα
− sinα =

sin22α

sinα
− sinα.. Tako se druga jednakost svodi na

n+ 1

n− 1
=

sin 3α

sinα
=

(

sin 2α

sinα

)2

− 1 =

(

n

n− 1

)2

− 1.Jednaqina n+ 1
n− 1 =

(

n
n− 1

)2

− 1 ima rexe�a n = 0 i n = 2.
2◦ Ako je γ = 2α, onda je β = π − 3α i va�e jednakosti

sin 2α

sinα
=
n+ 1

n− 1
,

sin 3α

sinα
=

n

n− 1
.Sliqno kao u 1◦ dobijamo izraz po n: n

n− 1 =
(

n+ 1
n− 1

)2

− 1, qija su rexe�a n = 0 i n = 5.
3◦ Ako je γ = 2β, onda iz odgovaraju�ih jednakosti

sin 2β

sinβ
=
n+ 1

n
,

sin 3β

sinβ
=
n− 1

n
,dobijamo kao u prethodnom sluqaju jednaqinu n− 1

n =
(

n+ 1
n

)2

− 1, koja nema elobrojnihrexe�a.Iz 1◦ − 3◦ zak	uqujemo da je jedini trougao koji mo�e da zadovo	ava uslove zadatka onajsa du�inama straniama 4, 5, 6.



Primene trigonometrije 438 Zak	uqakUporedo sa razvojem nauke i tehnologije, trigonometrija sve vixe dobija na znaqaju u savre-menom naqinu �ivota. Na prethodnim straniama trigonometrija je prikazana svuda oko nas, sanamerom da uveri qitaoe da je ona i u kompjuterima, mobilnim telefonima, qak i kod lekara uordinaiji, da nije samo obiqan skup formula. Mladi 	udi koji skidaju muziku sa Internetaverovatno nikada nisu quli za �ozefa Furijea. Ipak, zahva	uju�i �egovom pionirskom radujox iz 19. veka, danas ne samo da sluxamo muziku, ve� obraÆujemo bujie podataka pri digital-nom mediinskom snima�u, na WI - FI ruterima, 4G mobilnim mre�ama. . .Kroz ovaj rad mo�emo videti kako nam ova matematiqka grana poma�e u premerava�u i odre-Æiva�u razliqitih veliqina, koje figurixu kroz mnoge aspekte u prirodi i tehnii. Samastruktura trigonometrije le�i u osnovi digitalizaije, koja je nezamen	iva u proesima kom-pjuterske grafike i mnogim mediinskim tehnikama. Raqunar oqigledno ne mo�e da quje irazume muziqke tonove, xto iziskuje da se zvuk predstavi kao serija talasa u trigonometrjskomre�imu, speijalnim digitalnim zapisom. Kompjuterska obrada je samo jedna u nizu tehnikakoja prime�uje konept trigonometrije. Proesi koji uk	uquju prelama�e X-zraka, strukturumolekula i koliqinu osloboÆenog elektromagnetnog zraqe�a neraskidivo su povezane sinusnimi kosinusnim funkijama, xto je prikazano u prethodnim poglav	ima. TakoÆe je utvrÆeno i daje svako harmonijsko osilova�e ili kreta�e sinusoidno, xto nam ukazuje na postoja�e mnogihsistema u prirodi koji interaguju na opisani naqin.Ako pogledamo naqin na koji su definisane trigonometrijske funkije, mo�emo zak	uqitida je dosta komplikovaniji od standardnog, koji se prime�uje u xkolama. Uqenii se na qasuprvi put upoznaju sa ovim neobiqnim matematiqkim zapisima preko pravouglog trougla, xto ismatram da je pribli�nije �ihovom uzrastu. Jedino mo�e do�i do konfuzije kada te definisanefunkije treba povezati sa krugom. Sa druge strane E-preslikava�e direktno i veoma koniznouvodi funkije kao koordinate taqke preslikane na krug. Na ovom mestu se mo�e javiti pita�edu�ine luka dode	enog nekoj vrednosti sa realne ose. Treba primetili da tu postoji malanedoslednost, poxto ne mo�emo odrediti preiznu meru luka, zbog transedentnosti broja π.Kako je eo rad napisan sa te��om pribli�ava�a trigonometrije xiroj publii, imala samprilike da odr�im jedan eksperimentalni qas multimedijalnog karaktera ode	e�u drugog ra-zreda u 14. gimnaziji. Prikazana im je prezentaija koja na slikovit naqin ilustruje rexava�enekih zanim	ivih problema u prirodi upotrebom trigonometrije. Qas je odr�an sa i	em da sekod uqenika probudi interesova�e i da se navedeno gradivo predstavi u drugaqijem svetlu, kadauqe�e odstupa od tradiionalnog naqina rada. Svakako da se posti�e ve�e anga�ova�e na qasui mar	ivost prilikom rexava�a zadataka, gde preovlaÆuju osnovne trigonometrijske funkijei imaginarni sistem trouglova. TakoÆe jedan od i	eva je da se nastava obogati pristupaqni-jim sadr�ajima, koji bi mo�da stvorili ve�u simpatiju prema trigonometriji. Rezultati suispunili oqekiva�a. Anketa o utisima sa qasa i primeni matematike u realnom �ivotu, spro-vedena nakon prezentaije, dovela nas je do zak	uqka da razumeva�em matematiqkih problemapostajemo sposobniji i prilagoÆeniji u kompleksnim �ivotnim situaijama. Nesum�ivo je damatematika doprinosi formira�u pozitivnog pristupa u �ivotnim okolnostima koje nas okru-�uju. Uopxteno gledano, sve ovo nas navodi na dubokoumniji zak	uqak koji nagovextava, dai	 nastave matematike nije da se prime�uje, ve� da podstakne razvija�e logiqkog mix	e�a,kao i induktivnog, deduktivnog i asoijativnog zak	uqiva�a.
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Slika 6.2: Elektromagnetni talas


