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Simboli

|X| broj elemenata skupa X

[n] skup {1, 2, 3, . . . , n− 1, n}(
S
k

)
svi k-qlani podskupovi skupa S

P(S) partitivni skup od S

∅ prazan skup

N skup prirodnih brojeva

n! matematiqka funkcija kojom se izraqunava
proizvod prirodnih brojeva od 1 do nekog prirodnog broja n
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1 UVOD

1.1 Pojam kombinatorike

Kombinatorika je grana matematike qije prve ideje potiqu jox iz vre-
mena nastanka matematike kao nauke, iz vremena Starih Grka. Dok je kom-
binatorika kao matematiqka disciplina uteme	ena 1666. godine, sa Lajb-
nicovim1 radom

”
Dissertatio de arte combinatoria“.

Req kombinatorika dolazi od latinske reqi combinare xto znaqi sla-
gati. Kombinatorika je jako povezana sa praktiqnim potrebama savremenog
�ivota. Prime�uje se i u teoriji verovatno�e, statistici, ekonomiji, fi-
zici, hemiji, biologiji, psihologiji, i mnogim drugim naukama. Primena
kombinatorike se sre�e i u radovima Tarta	e2, Paskala3, Ojlera4. . .
U sred�em veku, jedan zadatak iz kombinatorike je imao i lekovita svoj-
stva. Smatralo se da

”
Ko proqita na sve mogu�e naqine req

ABRACADABRA\, u do�oj xemi idu�i navixe i udesno,
”
Sigurno mora

da ozdravi od trodnevne groznice\.
Sred�ovekovni recept protiv groznice:

A B R A C A D A B R A
A B R A C A D A B R

A B R A C A D A B
A B R A C A D A

A B R A C A D
A B R A C A

A B R A C
A B R A

A B R
A B

A

Kombinatorika je grana matematike koja se nalazi u mnogim drugim
oblastima matematike, i zbog toga ju je texko definisati. Mada, postoji
jedna kratka i dosta taqna definicija kombinatorike

”
Kombinatorika prouqava raspore�iva�a elemenata u skupovima.\

Pri rexava�u kombinatornih zadataka prvi od �ih je da se ispita da
li postoji, ili ne postoji, dati raspored (problem egzistencije), dok je

1 Lajbnic Gotfrid Vilhelm (Gottfreid Wilhelm Leibniz)(1646-1716), nemaqki filozof i
matematiqar

2 Nikolo Fontana Tartelja (Niccolo Fontana Tartaglia)(1499-1557), matematiqar, in�i-
�er i istra�ivaq iz Republike Venecije, koja danas pripada Italiji

3 Blez Paskal (Blaise Pascal)(19.06.1623.-19.08.1662.), francuski matematiqar, fizi-
qar, pisac i filozof

4 Leonard Paul Ojler (Leonhard Paul Euler)(1707-1783), xvajcarski matematiqar i fi-
ziqar
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1.1 Pojam kombinatorike

drugi zadatak na�i broj nekih rasporeda prema datim osobinama (problem
prebrojava�a). A evo i nekih primera koji opisuju navedene probleme:

Primer 1.1. Sa xahovske table iseqeno je po jedno po	e iz dva suprotna
ugla. Imamo 31 dominu, od kojih svaka mo�e da prekrije taqno dva po	a
xahovske table. Da li sa tih 31 dominu mo�emo da prekrijemo ostatak
xahovske table?

Rexe�e. Kako se ne zna da li postoji, ili ne, neko ovakvo prekriva�e,
mo�emo da zak	uqimo da je u pita�u problem postoja�a. Iz uslova za-
datka, svaka domina prekriva taqno dva po	a, i to jedno crno i jedno belo
po	e. Kada iz dva suprotna ugla xahovske table iseqemo po jedno po	e (a
ona su iste boje, ili crna ili bela), i izvrximo prekriva�e preostalih
po	a, ostaju nam dva bela ili dva crna po	a. Kako ni jedan deo domine
ne sme prekrivati povrxinu van xahovske table, zak	uqujemo da ovakvo
prekriva�e nije mogu�e. ♢

Primer 1.2. Data nam je xahovska tabla i 32 domine, od kojih svaka
domina prekriva taqno dva po	a xahovske table. Na koliko naqina mo-
�emo prekriti xahovsku tablu datim dominama?

Rexe�e. Kako je u postavci zadatka postav	eno pita�e
”
Na koliko naqina

mo�emo prekriti xahovsku tablu datim dominama?\, zak	uqujemo da takvo
prekriva�e postoji i da je u pita�u problem prebrojava�a. ♢

Priqu o prebrojava�u, kao i naqinima prebrojava�a �emo nastaviti u
slede�im poglav	ima.
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2 PRINCIPI PREBROJAVA�A

2.1 Princip sume

Princip sume je veoma jednostavan i korix�en je pri prebrojava�u jox
od pradavnih vremena.
Pokuxa�emo da ga objasnimo slede�im primerom.

Primer 2.1. Bacaju se dve kocke istovremeno. Na koliko naqina se mo�e
dobiti broj 7 ili broj 12?

Rexe�e. Broj 7 mo�emo dobiti na jedan od slede�ih naqina:

(1, 6); (2, 5); (3, 4); (4, 3); (5, 2); (6, 1).

Prvi broj u zagradi oznaqava broj na prvoj kocki, a drugi broj oznaqava
broj na drugoj kocki.
Dok broj 12 mo�emo dobiti samo u jednom baca�u, i to (6, 6) kada pri ba-
ca�u dobijemo broj 6 na obe kocke. Ukupan broj tra�enih naqina dobijamo
sabira�em broja naqina na koje mo�emo dobiti broj 7 (ima ih 6) i broja
naqina na koje mo�emo dobiti broj 12 (ima samo 1 naqin), tj. 6+1 = 7. ♢

Formulisa�emo princip sume preciznije slede�om teoremom.

Teorema 1. (Princip sume). Neka su D1, D2, . . . , Dn konaqni skupovi koji
su u parovima disjunktni, tj. za sve 1 6 i ̸= j 6 n va�i Di∩Dj = ∅. Tada
je:

|D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn| = |D1|+ |D2|+ · · ·+ |Dn|. (1)

Primer 2.2. Student mo�e da izabere ispitno pita�e iz jedne od tri
disjunktne grupe. Ove grupe sadr�e 17, 23, i 19 pita�a, redom. Koliko
ima razliqitih pita�a koja student mo�e da izabere?

Rexe�e. Neka su skupovi prve, druge i tre�e grupe pita�a oznaqeni (re-
dom) sa A,B i C. Iz teksta zadatka vidimo da su ti skupovi i dis-
junktni. Student bira pita�e iz skupa A ∪ B ∪ C, koji po principu sume
ima

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| = 17 + 23 + 19 = 59

razliqitih pita�a. ♢

Primer 2.3. Na nekom takmiqe�u iz matematike bilo je 5 zadataka
razliqite te�ine, pa nikoja dva nisu nosila isti broj bodova, ali je
svaki nosio broj bodova koji je prirodan broj. Ako se za dva ura�ena naj-
lakxa zadatka dobijalo 10 bodova, a za dva ura�ena najte�a zadatka 18
bodova, koliko bodova se dobijalo za svih 5 ura�enih zadataka?(Okru�no
takmiqe�e iz matematike uqenika prvog razreda sred�ih xkola u Srbiji,
2012, zadatak 5)

5



2.1 Princip sume

Rexe�e. Ako se za dva ura�ena najlakxa zadatka dobijalo 10 bodova, a
nikoja dva nisu nosila isti broj bodova to �e i te�i od ta dva zadatka da
nosi najvixe 6 bodova (ukoliko bi te�i zadatak nosio vixe od 6 bodova u
naredna tri zadatka bi se pojavila dva koja bi nosila isti broj bodova).
Ako se za dva ura�ena najte�a zadatka dobijalo 18 bodova, lakxi od ta dva
zadatka �e nositi najvixe 8 bodova. Kako prvi zadatak nosi 4, drugi 6,
qetvrti 8 i peti 10 bodova, zak	uqujemo da tre�i zadatak mora da nosi 7
bodova, kao i da su skupovi prvog, drugog, tre�eg, qetvrtog i petog zadatka
disjunktni skupovi. Primenom principa sume broj bodova koji se mogao
dobiti za svih 5 taqno ura�enih zadataka je

4 + 6 + 7 + 8 + 10 = 35.

♢

Primer 2.4. Na xahovskom turniru uqestvuje 8 igraqa. Svako igra sa
svakim po jednu partiju. U svakoj partiji pobednik dobija 1 poen, pora-
�eni dobija 0 poena, a pri nerexenom ishodu oba igraqa dobijaju 0, 5 poena.
Na kraju turnira svi igraqi su osvojili razliqit broj poena. Ako je peto-
plasirani igraq osvojio 2, 5 poena, ako postoji igraq koji je osvojio 3, 5 po-
ena, i ako drugoplasirani ima ma�e poena od zbira poena qetvrtog, sedmog
i osmog, koji je broj poena prvoplasiranog i drugoplasiranog?(Pripreme za
prijemni ispit iz matematike, Matematiqki fakultet u Beogradu,
2007, zadatak 811)

Rexe�e. Ako je petoplasirani igraq osvojio 2, 5 poena, i ako je svaki
igraq osvojio razliqit broj poena, maksimalan broj poena koji je osvo-
jio xestoplasirani igraq je 2, sedmoplasirani igraq 1, 5 i osmoplasirani
igraq 1 poen. Igraq koji je osvojio 3, 5 poena mo�e biti ili tre�eplasirani
ili qetvrtoplasirani. Ako je tre�eplasirani igraq osvojio 3, 5, onda je
qetvrtoplasirani osvojio 3 poena. Primenom principa sume broj poena
koji su osvojili qetvrtoplasirani, sedmoplasirani i osmoplasirani je

3 + 1, 5 + 1 = 5, 5

a kako je broj poena drugoplasiranog ma�i od ovog zbira, znaqi da je dru-
goplasirani igraq osvojio 5 poena.
Ukupan broj poena na xahovskom turniru je 28, xto znaqi da je prvopla-
sirani igraq osvojio

28− (5 + 3, 5 + 3 + 2, 5 + 2 + 1, 5 + 1) = 9, 5

a to nije mogu�e (ako je igraq sa svakim igrao po jednu partiju, i ako je
pobedio u svakoj partiji, maksimalan broj poena koji je mogao da osvoji je
8).
Zak	uqujemo da je qetvrtoplasirani osvojio 3, 5 poena, samim tim kako
drugoplasirani igraq ima ma�e od zbira poena qetvrtog, sedmog i osmog,
maksimalan broj poena drugoplasiranog igraqa je 5, 5. Maksimalan broj
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2.2 Princip uk	uqe�a - isk	uqe�a

poena tre�eplasiranog je 5. Primenom principa sume broj poena koji su
osvojili drugoplasirani, tre�eplasirani, qetvrtoplasirani, petoplasi-
rani, xestoplasirani, sedmoplasirani i osmoplasirani je

5, 5 + 5 + 3, 5 + 2, 5 + 2 + 1, 5 + 1 = 21

dok je broj poena koji je osvoio prvoplasirani igraq

28− 21 = 7.

♢

2.2 Princip uk	uqe�a - isk	uqe�a

Na osnovu principa sume znamo da je

|A ∪B| = |A|+ |B|

kada su A i B disjunktni skupovi. Ukoliko skupovi A i B nisu disjunktni,
sabira�em |A| i |B|, elemente preseka |A ∩ B| brojimo dva puta. U tom
sluqaju, da bi smo dobili pravu vrednost |A ∪ B| moramo oduzeti |A ∩ B|,
tj.

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

U sluqaju kada imamo tri skupa A,B,C, i kada sabiramo |A|, |B|, |C|,
elemente preseka |A∩B|, |A∩C| i |B∩C| brojimo dva puta (ukoliko nisu u
preseku sva tri skupa). Da ne bi doxlo do toga, oduze�emo |A ∩B|, |A ∩C|
i |B ∩ C|. Ali sada smo elemente |A ∩ B ∩ C|, koje smo brojali tri puta
kada smo sabirali elemente skupova |A|, |B|, |C|, oduzeli tri puta. Da bi
smo doxli do prave vrednosti |A ∪B ∪ C|, moramo dodati |A ∩B ∩ C|, tj.

|A ∪B ∪ C| = (|A|+ |B|+ |C|)− (|A ∩B|+ |A ∩ C|+ |B ∩ C|) + |A ∩B ∩ C|.
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2.2 Princip uk	uqe�a - isk	uqe�a

Teorema 2. (Princip uk	uqe�a - isk	uqe�a). Za konaqne skupove
A1, A2, . . . , An va�i∣∣∣ n∪

i=1

Ai

∣∣∣ = ∑
∅≠I⊆{1,2,...,n}

(−1)|I|−1
∣∣∣ ∩
i∈I

Ai

∣∣∣. (2)

Dokaz. Ovu teoremu �emo dokazati indukcijom.

Indukcija je po broju skupova n, za bazu indukcije �emo koristiti da je
n = 2. Ve� je poznato da jednaqina (2) va�i za dva skupa. Pretpostavi�emo
da ona va�i i za preostalih n− 1 konaqnih skupova. Imamo da je∣∣∣∪n

i=1 Ai

∣∣∣ = ∣∣∣(∪n−1
i=1 Ai

)
∪An

∣∣∣
(a)
=

∣∣∣∪n−1
i=1 Ai

∣∣∣+ |An| −
∣∣∣(∪n−1

i=1 Ai

)
∩An

∣∣∣
(b)
=

∣∣∣∪n−1
i=1 Ai

∣∣∣+ |An| −
∣∣∣∪n−1

i=1 (Ai ∩An)
∣∣∣

(c)
=

(∑
∅≠I⊆[n−1](−1)|I|−1

∣∣∣∩i∈I Ai

∣∣∣)+ |An|−

−
(∑

∅≠I⊆[n−1](−1)|I|−1
∣∣∣∩i∈I∪{n} Ai

∣∣∣)
U jednakosti (a) smo koristili princip uk	uqe�a- isk	uqe�a za dva skupa,

tj. |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| sa A =
∪n−1

i=1 Ai i B = An. U jednakosti (b)
smo koristili distributivnost preseka, tj. (A∪B)∩C = (A∩C)∪ (B∩C).
I na kraju u jednakosti (c) smo koristili induktivnu pretpostavku dva

puta, jednom za
∣∣∣∪n−1

i=1 Ai

∣∣∣ i jednom za
∣∣∣∪n−1

i=1 (Ai ∩An)
∣∣∣.

U prvoj sumi sabiramo veliqine svih preseka skupova koji ne uk	uquju
skup An. U drugoj sumi se pojav	uju veliqine svih preseka k skupova koji
uk	uquju skup An sa znakom −(−1)k−1 = (−1)k. Druga suma ne uk	uquje
|An|, ali se taj sabirak pojav	uje izme�u dve sume. Veliqina preseka bilo
kojih k skupova izme�u A1, . . . , An pojav	uje se taqno jednom u izrazu sa
znakom (−1)k−1, xto se sla�e sa jednakox�u (2). �

Primer 2.5. U razredu sa 30 uqenika, 12 �ih voli matematiku, 14 voli
fiziku, 13 hemiju, 5 uqenika voli i matematiku i fiziku, 7 voli i fi-
ziku i hemiju, a 4 voli matematiku i hemiju. Tri uqenika vole sva tri
predmeta. Koliko uqenika ne voli ni jedan od ovih predmeta?

Rexe�e. Oznaqi�emo sa M skup uqenika koji vole matematiku, sa F skup
uqenika koji vole fiziku, i sa H skup uqenika koji vole hemiju. Iz uslova
zadatka imamo da je

|M |+ |F |+ |H| = 12 + 14 + 13 = 39

|M ∩ F |+ |F ∩H|+ |H ∩M | = 5 + 7 + 4 = 16

|M ∩ F ∩H| = 3
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2.2 Princip uk	uqe�a - isk	uqe�a

Koriste�i princip uk	uqe�a - isk	uqe�a imamo da je

|M ∪ F ∪H| = (|M |+ |F |+ |H|)− (|M ∩ F |+ |F ∩H|+ |H ∩M |)+
(|M ∩ F ∩H|) = 39− 16 + 3 = 26

pa je broj uqenika koji ne vole ni jedan od ovih predmeta jednak

30− 26 = 4.

♢

Primer 2.6. Od uqenika iz prethodnog primera, koliko �ih voli taqno
jedan predmet? A koliko �ih voli bar dva predmeta?

Rexe�e. Oznaqi�emo skupove na slede�i naqin:
MFH - skup koji sadr�i elemente preseka skupova M,F,H
MFH - skup koji sadr�i elemente preseka skupova M i F, koji nisu u H
MFH - skup koji sadr�i elemente preseka skupova M i H, koji nisu u F
MFH - skup koji sadr�i elemente preseka skupova F i H, koji nisu u M
MFH - skup koji sadr�i elemente skupa M koji nisu ni u F , ni u H
MFH - skup koji sadr�i elemente skupa F koji nisu ni u M , ni u H
MFH - skup koji sadr�i elemente skupa H koji nisu ni u M , ni u F
MFH - skup koji sadr�i elemente koji nisu ni u M , ni u F , ni u H

Sada �emo odrediti koliko svaki od ovih skupova ima elemenata.

|MFH| = 3

|MFH| = |MF\MFH| = |MF | − |MFH| = 5− 3 = 2

|MFH| = |MH\MFH| = |MH| − |MFH| = 4− 3 = 1

|MFH| = |FH\MFH| = |FH| − |MFH| = 7− 3 = 4

|MFH| = |M\MFH ∪ MFH ∪ MFH| = |M | − (|MFH| + |MFH| +
|MFH|) = 12− 6 = 6

|MFH| = |F\MFH ∪ MFH ∪ MFH| = |F | − (|MFH| + |MFH| +
|MFH|) = 14− 9 = 5

|MFH| = |H\MFH ∪ MFH ∪ MFH| = |H| − (|MFH| + |MFH| +
|MFH|) = 13− 8 = 5

Odre�iva�e broja uqenika u pojedinim delovima Veneovog dijagrama su
prikazani na slici:
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2.3 Princip proizvoda

Dobijamo da je broj uqenika koji vole taqno jedan predmet jednak

|MFH|+ |MFH|+ |MFH| = 6 + 5 + 5 = 16,

dok je broj uqenika koji vole bar dva predmeta jednak

|MFH ∪MFH ∪MFH ∪MFH| = 2 + 1 + 4 + 3 = 10.

♢

2.3 Princip proizvoda

Slede�im primerom �emo pokuxati da objasnimo i drugi principa pre-
brojava�a, princip proizvoda.

Primer 2.7. Iz grada A u grad B vodi pet puteva, a iz grada B u grad C
vodi tri puta. Iz grada A u grad C mo�e se sti�i samo ako se prolazi
kroz grad B. Na koliko razliqitih naqina mo�e da se putuje iz grada A
u grad C?

Rexe�e. Da bi smo prebrojali sve te puteve koristi�emo i slede�u sliku.

Ako iz grada A �elimo da stignemo u grad B mo�emo izabrati jedan od
datih pet puteva (1, 2, 3, 4, 5). Ako npr. izaberemo da iz grada A u grad B
krenemo putem 1, da bismo iz grada B stigli do grada C imamo tri puta
(1, 2, 3). Ako bi iz grada B do grada C nastavili putem koji je oznaqen sa
1, put od grada A do grada C �emo oznaqiti sa 1, 1. Ako bi iz grada B do
grada C nastavili putem koji je oznaqen sa 2, put od grada A do grada C
�emo oznaqiti sa 1, 2. Od grada A do grada C imamo 15 puteva, i to:

1, 1; 1, 2; 1, 3; 1, 4; 1, 5;

2, 1; 2, 2; 2, 3; 2, 4; 2, 5;

3, 1; 3, 2; 3, 3; 3, 4; 3, 5.

Naxli smo da iz grada A do grada C ima ukupno 5 · 3 puteva. ♢

Formulisa�emo princip proizvoda preciznije slede�om teoremom.

Teorema 3. (Princip proizvoda). Neka su D1, D2, . . . , Dn konaqni sku-
povi. Direktan proizvod tih skupova ima |D1| · |D2| · · · |Dn| elemenata,
odnosno

|D1 ×D2 × · · · ×Dn| = |D1| · |D2| · · · |Dn|. (3)

10



2.3 Princip proizvoda

Primer 2.8. Koliko postoji razliqitih nizova bitova 0 i 1 du�ine
8?

Rexe�e. Poxto se svaki od osam bitova mo�e izabrati na dva naqina
(ili 0 ili 1), oznaqi�emo sa A1, A2, . . . , A8 skupove qiji su elementi {0, 1},
tj. A1 = A2 = . . . = A8 = {0, 1}. Koriste�i princip proizvoda postoji
ukupno

|A1 ×A2 × · · · ×A8| = |A1| · |A2| · · · |A8| =

= 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 28 = 256

razliqitih nizova bitova du�ine 8. ♢

NAPOMENA. Niz bitova du�ine 8 se naziva bajt.

Primer 2.9. Na koliko naqina se pet uqenika mo�e razmestiti na pet
stolica?

Rexe�e. Na prvu stolicu mo�emo smestiti jednog od pet uqenika, na drugu
stolicu mo�emo smestiti jednog od preostala qetiri uqenika, na tre�u sto-
licu mo�emo smestiti jednog od preostala tri uqenika, na qetvrtu stolicu
mo�emo smestiti jednog od preostala dva uqenika, i na petu stolicu mo-
�emo smestiti jednog preostalog uqenika. Koriste�i princip proizvoda
postoji

5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120

naqina na koje mo�emo razmestiti pet uqenika na pet stolica. ♢

Primer 2.10. Na koliko naqina mo�emo postaviti figuru kra	a na
jedno po	e xahovske table 8× 8, a zatim odigrati potez?

Rexe�e. Poznato nam je da se kra	em na xahovskoj tabli mo�emo pome-
riti sa jednog po	a na drugo samo ako je to po	e do po	a sa koga vrximo
pomera�e. Na osnovu toga, kra	em se iz svakog ugaonog po	a (imamo ih
4) mo�e odigrati 3 poteza, iz svakog od preostala 24 po	a koja se nalaze
na rubu table mo�e se odigrati 5 poteza, dok se sa preostalih 36 po	a
mo�e odigrati 8 poteza. Koriste�i princip sume i princip proizvoda,
dobijamo da je tra�eni broj poteza

4 · 3 + 24 · 5 + 36 · 8 = 12 + 120 + 288 = 420

♢

Primer 2.11. Svaki student nekog fakulteta ima xifru, koja je duga-
qka od xest do osam znakova i gde je svaki znak ili veliko slovo engleske
azbuke ili cifra. Svaka xifra mora da sadr�i bar jednu cifru. Koliko
mogu�ih xifri postoji?
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2.4 Princip bijekcije

Rexe�e. Oznaqi�emo sa X ukupan broj mogu�ih xifri, dok �emo sa X6, X7

i X8 oznaqiti brojeve mogu�ih xifri sa 6, 7 i 8 znakova, redom. Primenom
principa sume ukupan broj mogu�ih xifri je

X = X6 +X7 +X8.

Broj mogu�ih xifri koje imaju 6 znakova �emo dobiti tako xto najpre
izraqunamo broj xifri koje sadr�e i slova engleske azbuke i cifre, kako
engleska azbuka ima 26 slova i imamo 10 cifara, na svakom mestu xi-
fre mo�e se na�i jedan od 36 znaka. Primenom principa proizvoda broj
mogu�ih xifri koje imaju 6 znakova je

36 · 36 · 36 · 36 · 36 · 36 = 366.

Od ovog broja �emo oduzeti broj mogu�ih xifri koje ne sadr�e cifre, taj
broj dobijamo primenom principa proizvoda

26 · 26 · 26 · 26 · 26 · 26 = 266.

Ukupan broj mogu�ih xifri koje imaju 6 znakova, gde je svaki znak ili ve-
liko slovo engleske azbuke ili cifra, i u kojoj se nalazi bar jedna cifra,
je

X6 = 366 − 266 = 1867866560.

Sliqno dobijamo X7 i X8, tj.

X7 = 367 − 267 = 70332353920, X8 = 368 − 268 = 2612282842880.

Ukupan broj mogu�ih xifri, koje zadovo	avaju uslove zadatka, je

X = X6 +X7 +X8 = 2684483063360.

♢

2.4 Princip bijekcije

Ako bi se naxli u bioskopskoj sali koja ima 50 mesta i zapitate se

”
Koliko ima 	udi u sali?\, nije potrebno da brojite jednu po jednu osobu,
dovo	no je samo da primetite da li su sva mesta popu�ena i dolazite do
�e	enog odgovora. Svakoj osobi iz skupa S se pridru�i jedno mesto iz
skupa X.
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2.4 Princip bijekcije

Dolazimo i do tre�eg principa prebrojava�a - princip jednakosti ili
princip bijekcije.

Teorema 4. (Princip bijekcije). Ako izme�u dva konaqna skupa A i B
postoji bijekcija, tada je |A| = |B|.

Dokaz. Oznaqi�emo sa A i B ta dva konaqna skupa. Zbog postoja�a bijek-
cije izme�u skupova A i B, ako je A = ∅ onda je i B = ∅, tako�e ako je B = ∅
onda je i A = ∅. Dakle, u oba sluqaja va�i

| A |=| B |= 0.

Sa druge strane, neka je | A |= n i | B |= m, za neke prirodne brojeve n i
m. Neka su

f : [n] → A

g : [m] → B

k : A → B

bijekcije.
Tada su bijekcije i

g−1kf : [n] → [m] i f−1k−1g : [m] → [n].

Ako je m < n tada je g−1kf , koja je bijekcija, ujedno i injektivna iz
[n] → [m], xto je kontradikcija (Teorema. Ako su m i n prirodni brojevi
i m < n, tada ne postoji injekcija iz [n] u [m]).

Sa druge strane, ako je m > n tada je f−1k−1g, koja je bijekcija, ujedno
i injektivna iz [m] → [n], xto je kontradikcija (Teorema. Ako su m i n
prirodni brojevi i n < m, tada ne postoji injekcija iz [m] u [n]).

Prema gore navedenom dobijamo da je m = n, tj. | A |=| B |. �

Objasni�emo princip bijekcije jednostavnom, ali u kombinatorici ve-
oma qesto korix�enom teoremom.

Teorema 5.. Neka su A i B konaqni skupovi. Broj svih funkcija sa A u
B je | B ||A|, tj.

| {f | f : A → B} |=| B ||A| . (4)

Dokaz. Neka je A = {a1, a2, . . . , an}. Svakoj funkciji f : A → B mo�emo
dodeliti ure�enu n− torku Φ(f) elemenata iz B:

Φ(f) = (f(a1), f(a2), . . . , f(an)) ∈ B ×B × · · · ×B︸ ︷︷ ︸
n puta

.
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2.4 Princip bijekcije

Nije texko proveriti da je Φ bijekcija izme�u skupa svih funkcija sa A u
B i direktnog proizvoda n−kopija skupa B. Stoga je, na osnovu principa
bijekcije i principa proizvoda, broj svih funkcija sa A u B jednak

| {f | f : A → B} |=| B ×B × · · · ×B︸ ︷︷ ︸
n puta

|=| B ||A| .

�

Teorema 5. se qesto pojav	uje u slede�em obliku:

Posledica 2.1. Neka je L skup koji sadr�i s simbola (slova). Broj raz-
liqitih reqi (nizova) du�ine k koje su sastav	ene od simbola iz L je
sk.

Dokaz. Req a = a1a2 . . . ak identifikujemo sa funkcijom a : [k] → L, gde je
a(i) = ai. Lako se proveri da je time opisana bijekcija izme�u tra�enog
skupa svih funkcija sa [k] u L. Iz teoreme 5. znamo da tih funkcija ima
sk. �

Lepa ilustracija principa bijekcije je i dokaz slede�eg primera.

Primer 2.12. Neka je S konaqan skup i neka je |S| = n ∈ N. Dokazati da
je tada |P(S)|= 2n.

Dokaz. Ako je S prazan skup, tada je jedini podskup skupa S prazan skup

S = {} ⇒ |P(S)| = {∅}

tj.

|P(S)|= 20 = 1.

Neka je sada
S = {a1, a2, . . . , an}, n ∈ N.

Posmatra�emo sve binarne nizove du�ine n, svaki od �ih �e odre�ivati
jedan podskup skupa S. Ako je na i-tom mestu u nizu broj 1, qlan ai se nalazi
u podskupu koji je odre�en tim nizom. Ako je na i-tom mestu broj 0, qlan
ai se ne nalazi u podskupu koji je odre�en tim nizom. Na ovaj naqin �emo
da odredimo sve podskupove skupa S, jer svakom podskupu odgovara taqno
jedan binarni niz du�ine n.

Kako se na svakom mestu u binarnom nizu mo�e na�i broj 1 ili 0 broj
takvih nizova je 2n. Prema principu bijekcije dobijamo da je |P(S)|=
2n. �

Primer 2.13. Na tiketu sportske prognoze nalazi se 12 susreta.

a) Na koliko naqina mo�emo popuniti kolone tiketa?

14



2.5 Metod dvostrukog prebrojava�a

b) Na koliko naqina mo�emo popuniti kolone tiketa, ako je poznato
da sedam susreta ne�e biti nerexeno?

Rexe�e. a) Kako za svaku utakmicu imamo tri mogu�a ishoda, i to 0, 1
i 2, a ukupno 12 meqeva, na osnovu posledice 2.1 broj mogu�ih naqina
da se popune kolone tiketa je

312 = 531441.

b) Kako je za sedam meqeva poznato da ishod ne�e biti nerexen, onda za
te meqeve imamo dve mogu�nosti, tj. ili 1 ili 2. Koriste�i posle-
dicu 2.1, broj mogu�ih naqina da se popune kolone tiketa kod kojih
susret nije nerexen je 27. Za svaku mogu�u popu�enu kolonu, ovih
sedam meqeva, postoji broj mogu�ih ishoda preostalih 5 meqeva. Broj
mogu�ih ishoda za preostalih 5 meqeva, tako�e koriste�i posledicu
2.1, je 35. Ukupan broj naqina popu�ava�a tiketa sportske prognoze,
koriste�i princip proizvoda, je jednak

27 · 35 = 128 · 243 = 31104.

♢

2.5 Metod dvostrukog prebrojava�a

Ako isti skup npr. X prebrojimo na dva razliqita naqina, oba puta
taqno, dobi�emo isti rezultat. To je suxtina metoda dvostrukog prebro-
java�a.

A sada �emo preciznije formulisati metod dvostrukog prebrojava�a
slede�om teoremom.

Teorema 6. (Metod dvostrukog prebrojava�a). Neka su dati skupovi A =
{a1, a2, . . . , an} i B = {b1, b2, . . . , bm} i neka je S ⊆ A × B. Da	e, neka je
xi =| {(x, y) ∈ S : x = ai} | za sve i = 1, 2, . . . , n, odnosno yj =| {(x, y) ∈ S :
y = bj} | za sve j = 1, 2, . . . ,m. Tada je

| S |=
n∑

i=1

xi =

m∑
j=1

yj . (5)

Dokaz. Uoqimo slede�e podskupove skupa S:

Ai = {(x, y) ∈ S : x = ai} za i = 1, 2, . . . , n

Bj = {(x, y) ∈ S : y = bj} za j = 1, 2, . . . ,m.

Primetimo da za svako i i j va�i | Ai |= xi odnosno | Bj |= yj . Da	e, iz
definicije skupova Ai (odnosno Bj) znamo da su u parovima disjunktni i
da je

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = S = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bm.

Tvr�e�e teoreme sledi na osnovu principa sume. �
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2.6 Rekurzivne relacije

Primer 2.14. Koliko dijagonala ima n-tougao?

Rexe�e. Oznaqi�emo sa dn tra�eni broj dijagonala. Sa S �emo oznaqiti
skup temena i |S| = n, a sa D �emo oznaqiti skup dijagonala pa je |D| = dn.
Posmatrajmo skup

A = {(s, d)|s ∈ S, d ∈ D, gde dijagonala d sadrži teme s}.

Na slici su prikazana dva pravilna mnogougla n = 5 i n = 8, sa �e
mo�emo primetiti da �e svako teme pravilnog mnogougla sadr�ati n − 3
(tj. 5− 3 i 8− 3) dijagonale i da svaka dijagonala sadr�i dva temena.

Ako iz (s, d) ∈ A prvo biramo teme s, kako je broj temena n, broj naqina
da to uradimo je jednak n. Ako zatim iz (s, d) ∈ A biramo dijagonalu d koja
sadr�i to teme s, kako svako teme sadr�i n − 3 dijagonala, broj mogu�ih
naqina za to je n − 3. Koriste�i princip proizvoda broj mogu�ih naqina
za izbor temena s i dijagonale d jednak

|A| = n · (n− 3).

Ako bi iz (s, d) ∈ A prvo birali dijagonalu d, za taj izbor imamo dn
mogu�nosti, a zatim i teme s koje sadr�i tu dijagonalu (svaka dijagonala
sadr�i dva temena). Koriste�i princip proizvoda imamo da je

|A| = 2 · dn.

Kada izjednaqimo ove dve strane, dobijemo slede�i izraz

2 · dn = |A| = n · (n− 3)

zatim podelimo obe strane sa 2, i dobijemo da je broj tra�enih dijagonala
jednak

dn =
n · (n− 3)

2
.

♢

2.6 Rekurzivne relacije

Ponekad je za odre�iva�e eksplicitne formule za niz brojeva npr. an
gde je n ∈ N, mogu�e (i korisno) na�i formulu pomo�u koje �emo svaki
qlan tog niza izraziti preko nekoliko prethodnih qlanova. Ta formula
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2.6 Rekurzivne relacije

se naziva rekurzivna relacija (latinski recurrere - vrati�e se). A metod
rexava�a zadataka je metod svo�e�a na rekurzivne relacije.

Ako uspemo da odredimo an, pomo�u metoda za svo�e�e na rekurzivne
relacije zadatak sa n objekata svodimo na zadatak sa n−1 objekata, zadatak
sa n− 1 objekata na zadatak sa n− 2 objekata, i tako sve dok se ne do�e do
zadatka koji je lako rexiti.
U nastavku �emo uraditi nekoliko primera na ovu temu.

U delu princip bijekcije smo pokazali kako mo�emo odrediti broj pod-
skupova nekog skupa od n elemenata. Sad �emo pokazati kako se taj broj
odre�uje koriste�i metod svo�e�a na rekurzivne relacije.

Primer 2.15. Koliko podskupova ima skup od n elemenata?

Rexe�e. Sa An �emo oznaqiti skup svih podskupova skupa S = {1, 2, . . . , n},
za n ∈ N, dok �emo sa an oznaqiti broj tih podskupova, tj. an = |An|.
Podskupove skupa An �emo podeliti u dve grupe, u zavisnosti od toga da
li sadr�e broj n ili ne sadr�e.

a) Podskupovi skupa S = {1, 2, . . . , n} koji ne sadr�e broj n su podsku-
povi skupa
{1, 2, . . . , n− 1}, i takvih podskupova ima an−1 = |An−1|.

b) Preslikava�eX 7→ X\{n} je bijekcija izme�u podskupova skupa {1, 2, . . . , n}
koji sadr�e broj n i svih podskupova skupa {1, 2, . . . , n − 1} koji ne
sadr�e broj n. Na osnovu principa bijekcije broj svih podskupova
skupa {1, 2, . . . , n} koji sadr�e broj n ima an−1.

Na osnovu principa sume imamo da je i broj svih podskupova skupa
{1, 2, . . . , n} jednak

an = an−1 + an−1 = 2 · an−1.

Primenom rekurzivne relacije dovo	an broj puta dobi�emo da je

an = 2n−1 · a1.

Kako je a1 = 2, broj podskupova skupa od n elemenata je

an = 2n.

♢

Primer 2.16. (Hanojski tor�evi) Neka je dato n kolutova, razliqi-
tih veliqina, koji su naslagani na xtapu, od najve�eg prema najma�em,
s tim da je najve�i na dnu. Neka su data jox dva xtapa, �elimo sve ko-
lutove sa ovog xtapa prebaciti na drugi xtap, jedan po jedan, tako da
kolutovi budu u istom rasporedu. Ni u jednom trenutku ni jedan kolut
ne sme biti smexten iznad ma�eg koluta. Koliko je koraka potrebno
uqiniti da bi smo doxli do rexe�a?
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2.6 Rekurzivne relacije

Rexe�e. Model Hanojskih tor�eva za n = 3 mo�ete videti na slici.

Oznaqi�emo sa an tra�eni broj koraka za n kolutova.
Oqigledno je da je za n = 1 potrebno uqiniti samo jedan korak, pa je u tom
sluqaju a1 = 1. Dok je za n = 2 potrebno uqiniti 3 koraka, prvi korak je
prebaciti ma�i kolut na prvi slobodan xtap, zatim ve�i kolut prebaciti
na drugi slobodan xtap, pa ma�i kolut prebaciti na ve�i.

Ako je u pita�u n kolutova, da bi smo pomerili najve�i kolut potreban
nam je jedan prazan xtap, xto znaqi da smo svih n− 1 kolutova prebacili
na drugi xtap. Da bi smo uspeli da tih n− 1 kolutova prebacimo na jedan
xtap, potrebno nam je an−1 koraka. Zatim prebacimo najve�i kolut na
slobodan xtap, i uqinimo jox an−1 koraka da prebacimo preostalih n− 1
kolutova na najve�i kolut.

Koriste�i princip sume imamo da je

an = an−1 + 1 + an−1 = 2an−1 + 1.

Na osnovu prethodne jednaqine mo�emo napisati i slede�i qlan u nizu,
tj.

an+1 = 2an + 1.

Da bi smo dobili homogenu jednaqinu oduze�emo slede�e jednaqine

an = 2an−1 + 1
an+1 = 2an + 1

nakon qega dobijamo
an+1 − 3an + 2an−1 = 0.

Karakteristiqna jednaqina je

t2 − 3t+ 2 = 0,
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2.6 Rekurzivne relacije

ova jednaqina ima dva rexe�a, i to

t1/2 =
3±

√
9− 8

2

t1 = 2 i t2 = 1

pa je rexe�e homogenog dela

hn = C1 · 2n + C2 · 1n.

Uz poqetne uslove a1 = 1, a2 = 3 na�i �emo i konstante C1, C2 (rexava�em
sistema linearnih jednaqina)

a1 = 1 = C1 · 21 + C2 · 11
a2 = 3 = C1 · 22 + C2 · 12

2C1 + C2 = 1
4C1 + C2 = 3

oduzmemo prvu jednaqinu od druge i dobijemo
−2C1 = −2

C1 = 1
uvrstimo C1 u jednaqinu 2C1 + C2 = 1 i dobijemo da je 2 + C2 = 1

C2 = −1

Opxti qlan niza dobijamo kada ove konstante ubacimo u opxte rexe�e,
tj. broj koraka da bi smo prebacili n kolutova je

an = hn = 1 · 2n − 1 · 1n = 2n − 1.

♢

Ovaj problem je prvi objavio Francuski matematiqar Edouard Lucas5.
Problem je povezan sa legendom o vijetnamskom ili indijskom hramu u
kome svextenici prebacuju 64 zlatna diska sa jednog stupa na drugi, po
gore opisanim pravilima. Po legendi, kada se zavrxi posled�i korak
do�i �e do smaka sveta. Uz pretpostavku da jedno prebaciva�e traje jednu
sekundu, za ceo proces bi im bilo potrebno oko 585 milijardi godina.

Primer 2.17. Na koliko naqina mo�emo ploqu 1 × n poploqati ploqi-
cama koje su dimenzija 1× 1 i 1× 2?

Rexe�e. Neka je an broj mogu�ih naqina na koje ploqu 1×n mo�emo poplo-
qati ploqicama koje su dimenzije 1× 1 i 1× 2. Posmatramo prvu ploqicu:

a) ako je ploqica dimenzije 1 × 1 ostatak ploqe koja je dimenzije 1 × n
mo�emo poploqati na an−1 naqina,

b) ako je ploqica dimenzije 1 × 2 ostatak ploqe koja je dimenzije 1 × n
mo�emo poploqati na an−2 naqina.

5 Francois Edouard Antole Lucas(1842-1891), francuski matematiqar
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2.6 Rekurzivne relacije

Po principu sume imamo da je

an = an−1 + an−2.

Rexi�emo ovu homogenu jednaqinu, tako xto �emo najpre sve prebaciti na
levu stranu i izjednaqiti sa nulom

an − an−1 − an−2 = 0,

karakteristiqna jednaqina je

t2 − t− 1 = 0.

Ovo je kvadratna jednaqina i ona ima dva rexe�a, i to

t1/2 =
1±

√
1 + 4

2

t1 =
1 +

√
5

2
i t2 =

1−
√
5

2
pa je rexe�e homogenog dela

hn = C1 · (
1 +

√
5

2
)n + C2 · (

1−
√
5

2
)n.

Uz poqetne uslove a0 = 0, a1 = 1 i a2 = 2, na�i �emo i konstante C1, C2

(rexava�em sistema linearnih jednaqina)

a0 = 0 = C1 · ( 1+
√
5

2 )0 + C2 · ( 1−
√
5

2 )0

a1 = 1 = C1 · ( 1+
√
5

2 )1 + C2 · ( 1−
√
5

2 )1

C1 + C2 = 0 / · 1+
√
5

2

C1 · ( 1+
√
5

2 ) + C2 · ( 1−
√
5

2 ) = 1
1+

√
5

2 · C1 +
1+

√
5

2 · C2 = 0

C1 · ( 1+
√
5

2 ) + C2 · ( 1−
√
5

2 ) = 1
oduzmemo prvu jednaqinu od druge i dobijemo

1+
√
5

2 · C2 − ( 1−
√
5

2 ) · C2 = −1

C2(
1+

√
5

2 − 1−
√
5

2 ) = −1√
5 · C2 = −1
C2 = −1√

5

C2 = −C1

C1 = 1√
5

I na kraju dobijamo opxti qlan niza kada ove konstante ubacimo u opxte
rexe�e, tj. dobijamo broj naqina na koje mo�emo poploqati ploqu dimen-
zije 1× n sa ploqicama dimezija 1× 1 i 1× 2

an = hn =
1√
5

(1 +√
5

2

)n

− 1√
5

(1−√
5

2

)n

♢
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3 DVE VA�NE TEOREME

Pri rexava�u zadataka iz enumerativne kombinatorike, mo�e se de-
siti da je potrebno dati odgovor i na neko od slede�ih pita�a:

a) Na koliko naqina mo�emo sve elemente nekog konaqnog skupa raspo-
rediti u niz?

b) Na koliko naqina iz nekog konaqnog skupa mo�emo izabrati podskup
�e	ene veliqine?

U nastavku su date teoreme koje �e nam pomo�i u pronala�e�u odgovora
na ova pita�a.

3.1 Permutacije

Definicija 3.1. Bijektivno preslikava�e konaqnog skupa X na samog
sebe naziva se permutacija skupa X.

Teorema 1.. Broj permutacija skupa sa n elemenata je

n! = n(n− 1) · · · 3 · 2 · 1. (6)

Dokaz. Neka je X = {P1, P2, . . . , Pn} skup elemenata koje raspore�ujemo u
niz. Pretpostavimo da su mesta na koja raspore�ujemo elemente iz X ozna-
qena brojevima iz [n]. Predmet P1 mo�emo postaviti na bilo koji od tih n
mesta, recimo na mesto m1 ∈ [n]. Slede�i predmet P2 sada mo�emo posta-
viti na n− 1 preostalo mesto iz [n]\{m1}.

Kada smo postavili predmete P1, P2, . . . , Pi zauzeto je taqno i mesta.
Stoga, predmet Pi+1 mo�emo postaviti na neku od preostalih n − i po-
zicija. Na kraju, za predmet Pn �e ostati samo jedno mesto. Na osnovu
principa proizvoda, broj rasporeda n predmeta na n mesta je

n! = n(n− 1) · · · 3 · 2 · 1.

�

Broj n! se qita en-faktorijel. Posebno za n = 0 va�i 0! = 1.

NAPOMENA. Funkcija n! jako brzo raste, br�e od svake eksponencijalne funk-
cije. Za procenu �ene vrednosti koristi se Stirlingova formula koja tvrdi da za
veliko n va�i

n! ≈
√
2πn

(n

e

)n
.

Ova procena je vrlo dobra, npr. ve� za n = 8 grexka je samo 1, 04%.

Primer 3.1. Na koliko naqina mogu sedam osoba razliqite starosti
stati u vrstu pod uslovom da najstariji mora biti u sredini?
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3.1 Permutacije

Rexe�e. Kada najstariju osobu stavimo u sredinu, tj. na qetvrto mesto,
ostane nam jox xest slobodnih mesta

∗ ∗ ∗X
1

∗ ∗ ∗

Kako smo na qetvrto mesto postavili najstariju osobu, ostalo nam je jox
xest osoba koje treba rasporediti na osnovu �ihove starosti. S obzirom
da ne znamo koja osoba, od preostalih xest, je najstarija na prvo mesto u
ovoj vrsti dolaze u obzir sve osobe tj. �ih xest. Broj osoba se sma�uje za
jedan, pa na drugo mesto mo�emo postaviti jednu od preostalih pet osoba,
dok na tre�e mesto mo�emo postaviti jednu od preostalih qetiri osobe.

6 5 4

X

1

∗ ∗ ∗

Na qetvrtom mestu je najstarija osoba, tako da to mesto preskaqemo, pa
na slede�e peto mesto mo�emo postaviti jednu od preostale tri osobe, na
xesto mesto postav	amo jednu od preostale dve osobe, i na sedmo mesto
postav	amo jednu preostalu i najmla�u osobu u toj vrsti.

6 5 4

X

1 3 2 1

Broj mogu�ih naqina na koje mo�emo rasporediti osobe, na osnovu �ihove
starosti je jednak

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1· = 6! = 720.

♢

Primer 3.2. Koja je 1841. permutacija u leksikografskom poretku per-
mutacija skupa {a, b, c, d, e, f, g}?

Rexe�e. Broj permutacija, u leksikografskom poretku permutacija skupa
{a, b, c, d, e, f, g}, u kojima je prvi element slovo a je P6 = 6! = 720, u kojima
je prvi element slovo b je P6 = 6! = 720. Imamo da je 720+720 = 1440. per-
mutacija, u leksikografskom poretku permutacija skupa {a, b, c, d, e, f, g},

bgfedca.

Do 1841. permutacije preostala je jox 401 permutacija u leksikografskom
poretku permutacija skupa {a, b, c, d, e, f, g}. Kako je broj permutacija, u
leksikografskom poretku permutacija skupa {a, b, c, d, e, f, g}, u kojima je
prvi element slovo c P6 = 6! = 720, to znaqi da prvi element tra�ene
permutacije poqi�e slovom c.

Broj permutacija, u leksikografskom poretku permutacija skupa
{a, b, c, d, e, f, g}, u kojima su prva dva elementa ca je P5 = 5! = 120, sliqno
i kada su prva dva elementa cb ili cd. Dobijamo da 1440 + 120 + 120 +
120 = 1800 permutacija, u leksikografskom poretku permutacija skupa
{a, b, c, d, e, f, g}, izgleda ovako

cdgfeba.
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3.1 Permutacije

Slede�a permutacija, u leksikografskom poretku permutacija skupa
{a, b, c, d, e, f, g}, poqi�e slovima ce i ima ih P5 = 5! = 120. Slovima cea
poqi�e P4 = 4! = 24 permutacije. Slovima ceba i cebd poqi�e po P3 = 3! =
6 permutacija, pa 1800+ 24+ 6+ 6 = 1836 permutacija, u leksikografskom
poretku permutacija skupa {a, b, c, d, e, f, g}, izgleda ovako

cebdgfa.

Broj permutacija, u leksikografskom poretku permutacija skupa
{a, b, c, d, e, f, g}, koje poqi�u slovima cebf je P3 = 3! = 6, i to su

cebfadg

cebfagd

cebfdag

cebfdga

cebfgad

cebfgda

Odavde vidimo da je 1841. permutacija, u leksikografskom poretku permu-
tacija skupa {a, b, c, d, e, f, g},

cebfgad.

♢

Neka je X skup od n elemenata, i neka je r ∈ N, tada je r-permutacija
skupa X ure�ena r-torka (P1, P2, . . . , Pr), gde su P1, P2, . . . , Pr me�usobno raz-
liqiti elementi skupaX. Sa P (n, r) �emo oznaqiti broj svih r-permutacija
skupa od n elemenata.
Npr. neka je X = {a, b, c, d}, tada su sve 2-permutacije datog qetvoroqlanog
skupa

(a, b); (a, c); (a, d); (b, a); (b, c); (b, d); (c, a); (c, b); (c, d); (d, a); (d, b); (d, c).

tj. P (4, 3) = 12.
Napomenu�emo i to da se nekad r-permutacija n-skupa zove jox i parcijalna
permutacija.

Posledica 3.1 (r-permutacije). Broj svih r-permutacija u n-qlanom skupu
X = {P1, P2, . . . , Pn}, gde je r 6 n, je

n(n− 1) · · · (n− r + 1) =
n!

(n− r)!
. (7)
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3.1 Permutacije

Dokaz. Prvi element Pi1 u ure�enoj r-torci mo�emo odabrati na n naqina.
Element Pi2 na drugom mestu mo�e biti neki od preostalih n−1 elemenata
iz X. Posled�i element Pir je jedan od n−r+1 elemenata iz X koji se nisu
pojavili na prvih r − 1 mesta. Broj svih r-permutacija skupa X dobijemo
primenom principa proizvoda. �

U sluqaju kada je r = n broj permutacija od n elemenata je P (n, n) = n!.

Primer 3.3. Koliko se petocifrenih brojeva mo�e obrazovati od ci-
fara 0, 1, 2, 5, 7, 9 tako da se nula ne nalazi ni na prvom ni na posled�em
mestu i da se ni jedna cifra ne ponav	a?

Rexe�e. Najpre �emo izraqunati koliko se petocifrenih brojeva mo�e
obrazovati od datih cifara 0, 1, 2, 5, 7, 9 tako da se ni jedna cifra ne po-
nav	a. Za izbor prve cifre tra�enog petocifrenog broja postoji xest
mogu�nosti, za izbor druge cifre postoji pet mogu�nosti, za izbor tre�e
cifre postoje qetiri mogu�nosti, za izbor qetvrte cifre postoje tri
mogu�nosti, i za izbor pete cifre postoje dve mogu�nosti.

6 5 4 3 2

Broj r-permutacija, gde je r = 5 u xestoqlanom skupu, na osnovu prethodne
posledice, je jednak

P (6, 5) = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 = 720

ili

P (6, 5) =
6!

(6− 5)!
=

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
1

= 720.

Kako u zadatku imamo jox jedan uslov, i to, da se cifra 0 ne nalazi ni na
prvom ni na posled�em mestu. Da bi smo doxli do rezultata potrebno je
da od dobijenog broja P (6, 5) oduzmemo sve petocifrene brojeve kod kojih
je cifra 0 na prvom ili na posled�em mestu.

Kada je cifra 0 na prvom mestu, broj r-permutacija u petoqlanom skupu
{1, 2, 5, 7, 9} gde se cifre ne ponav	aju, je

P (5, 4) = 5 · 4 · 3 · 2 = 120

ili

P (5, 4) =
5!

(5− 4)!
=

5 · 4 · 3 · 2 · 1
1

= 120.

Isto raqunamo i kada je cifra 0 na posled�em mestu.
Broj petocifrenih brojeva koji se mogu obrazovati od cifara 0, 1, 2, 5, 7, 9

tako da se nula ne nalazi na prvom ni na posled�em mestu i da se ni jedna
cifra ne ponav	a, je

P (6, 5)− P (5, 4) = 720− 2 · 120 = 720− 240 = 480.

♢
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3.2 Broj k-qlanih podskupova

3.2 Broj k-qlanih podskupova

Teorema 2. (Broj k-qlanih podskupova). Broj svih k-qlanih podskupova
skupa od n elemenata je

n(n− 1) · · · (n− k + 2)(n− k + 1)

k(k − 1) · · · 3 · 2 · 1
=

n!

k!(n− k)!
. (8)

Dokaz. Neka je S proizvo	an skup sa n elemenata. Skup svih k-qlanih

podskupova od S oznaqimo sa

(
S
k

)
. Kako svi n-qlani skupovi imaju isti

broj k-qlanih podskupova, taj broj oznaqimo sa(
n
k

)
=

(
| S |
k

)
=

∣∣∣∣( S
k

)∣∣∣∣ .
Prazan skup je jedini podskup od S koji ima 0 elemenata, a celi skup S je

jedini podskup sa n elemenata. Zato je

(
n
0

)
= 1 =

(
n
n

)
.

Da bismo odredili broj

(
n
k

)
za svaki k, posmatrajmo skup

P = {(x,A) : A ∈
(

S
k

)
, x ∈ A}.

Broj elemenata u skupu P prebrojimo na dva naqina:

1) Ako prvo izaberemo x ∈ S (to mo�emo uraditi na n naqina), skup A
koji sadr�i x treba dopuniti sa k− 1 elementom od n− 1 preostalih

iz S\{x}. To mo�emo uraditi na
(

n− 1
k − 1

)
naqin.

2) Ako prvo biramo skup A, to mo�emo uraditi na

(
n
k

)
naqina. Sada,

jedan element x ∈ A mo�emo izabrati na k naqina.

Tako smo dobili da je

n

(
n− 1
k − 1

)
=| P |= k

(
n
k

)
,

pa va�i slede�a rekurzivna relacija:(
n
k

)
=

n

k

(
n− 1
k − 1

)
.

Ako ovu relaciju primenimo k puta, dobijemo da je:(
n
k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k(k − 1) · · · 3 · 2 · 1

(
n− k
0

)
=

n!

k! · (n− k)!
.

�

25



3.2 Broj k-qlanih podskupova

Primer 3.4. Odrediti sve dvoqlane, kao i sve troqlane podskupove skupa
A = {a, b, c, d, e}.

Rexe�e. Tra�eni dvoqlani podskupovi skupa A (radi jednostavnosti ume-
sto {a, b} pisa�emo ab), su:

ab, ac, ad, ae, bc, bd, be, cd, ce, de.

Tra�eni troqlani podskupovi skupa A (radi jednostavnosti umesto {a, b, c}
pisa�emo abc), su:

abc, abd, abe, acd, ace, ade, bcd, bce, bde, cde.

♢

Primer 3.5. Koxarkaxki tim saqi�avaju 5 bekova, 4 centra, i 3 krila.
Na koliko se naqina od �ih mo�e sastaviti petorka, ako u �oj moraju
da igraju bar dva beka i jedan centar?(Pripreme za prijemni ispit iz
matematike, Matematiqki fakultet u Beogradu, 2007, zadatak 800)

Rexe�e. Imamo slede�e sluqajeve:

a) Prva petorka bi mogla da sadr�i 2 beka, 1 centar i 2 krila. Dva beka

mo�emo izabrati na

(
5
2

)
naqina, jedan centar mo�emo izabrati

na

(
4
1

)
naqina, i dva krila mo�emo izabrati na

(
3
2

)
naqina.

Na osnovu principa proizvoda broj mogu�ih naqina za formira�e
petorke je (

5
2

)
·
(

4
1

)
·
(

3
2

)
b) Druga petorka bi mogla da sadr�i 2 beka, 2 centra i 1 krilo. Dva

beka mo�emo izabrati na

(
5
2

)
naqina, dva centra mo�emo izabrati

na

(
4
2

)
naqina, i jedno krilo mo�emo izabrati na

(
3
1

)
naqina.

Na osnovu principa proizvoda broj mogu�ih naqina za formira�e
petorke je (

5
2

)
·
(

4
2

)
·
(

3
1

)
v) Tre�a petorka bi mogla da sadr�i 2 beka i 3 centra. Dva beka mo-

�emo izabrati na

(
5
2

)
naqina, tri centra mo�emo izabrati na(

4
3

)
naqina. Na osnovu principa proizvoda broj mogu�ih naqina

za formira�e petorke je (
5
2

)
·
(

4
3

)
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3.2 Broj k-qlanih podskupova

g) Qetvrta petorka bi mogla da sadr�i 3 beka, 1 centar i 1 krilo. Tri

beka mo�emo izabrati na

(
5
3

)
naqina, jedan centar mo�emo iza-

brati na

(
4
1

)
naqina, i jedno krilo mo�emo izabrati na

(
3
1

)
naqina. Na osnovu principa proizvoda broj mogu�ih naqina za for-
mira�e petorke je (

5
3

)
·
(

4
1

)
·
(

3
1

)
d) Peta petorka bi mogla da sadr�i 3 beka i 2 centra. Tri beka mo�emo

izabrati na

(
5
3

)
naqina, dva centra mo�emo izabrati na

(
4
2

)
naqina. Na osnovu principa proizvoda broj mogu�ih naqina za for-
mira�e petorke je (

5
3

)
·
(

4
2

)
�) Xesta petorka bi mogla da sadr�i 4 beka i 1 centar. Qetiri beka

mo�emo izabrati na

(
5
4

)
naqina, jedan centar mo�emo izabrati na(

4
1

)
naqina. Na osnovu principa proizvoda broj mogu�ih naqina

za formira�e petorke je (
5
4

)
·
(

4
1

)
Na osnovu principa sume broj naqina da se sastavi petorka, tako da ispu-
�ava uslove zadatka, je(

5
2

)
·
(

4
1

)
·
(

3
2

)
+

(
5
2

)
·
(

4
2

)
·
(

3
1

)
+

(
5
2

)
·
(

4
3

)
+

+

(
5
3

)
·
(

4
1

)
·
(

3
1

)
+

(
5
3

)
·
(

4
2

)
+

(
5
4

)
·
(

4
1

)
.

♢

3.2.1 Binomni koeficijenti

Oznaku

(
n
k

)
prvi je upotrebio Andreas fon Etingxausen6, i bro-

jeve

(
n
k

)
nazivamo binomni koeficijenti. S tim u vezi, dokaza�emo i

slede�u teoremu.

6 Andreas Freiherr von Ettingshaussen(1796-1878), nemaqki fiziqar i matematiqar
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3.2 Broj k-qlanih podskupova

Teorema 3.. 1) Za proizvo	an prirodan broj n va�i(
n
0

)
+

(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
= 2n. (9)

2) Za sve prirodne brojeve n > k > 1 je(
n
k

)
=

(
n− 1
k − 1

)
+

(
n− 1
k

)
. (10)

Rexe�e. 1) Partitivni skup od [n] je disjunktna unija skupova(
[n]
0

)
,

(
[n]
1

)
, · · · ,

(
[n]
n

)
Tra�ena formula se dobija pomo�u principa sume i tvr�e�a iz te-
orema 2. i primer 2.12.

2) Sve k-qlane podskupove od [n] podelimo u dve grupe. Podskupovi od [n]
koji ne sadr�e n su tako�e k-qlani podskupovi skupa [n − 1], i �ih

ima

(
n− 1
k

)
. Sada opiximo bijekciju izme�u skupa svih (k − 1)-

qlanih podskupova od [n − 1] i skupa k-qlanih podskupova skupa [n]
koji sadr�e broj n. Ta bijekcija je

”
dodava�e\ broja n u (k−1)-qlane

podskupove od [n − 1]. Zato je broj k-qlanih podskupova od [n] koji

sadr�e n jednak

(
n− 1
k − 1

)
. Formula koju �elimo dokazati se sada

dobija pomo�u principa sume.
♢

Jednakost (
n
k

)
=

(
n− 1
k − 1

)
+

(
n− 1
k

)
.

se u stranoj literaturi naziva Paskalov identitet (eng. Pascal’s iden-
tity) i blisko je povezan sa tzv. Paskalovim trouglom, koji je prikazan u
tabeli

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
− − − − − − − − − − −

Paskalov trougao predstav	a beskonaqan niz prirodnih brojeva. Kraj�i
brojevi su uvek jedinice. Paskalov trougao se konstruixe tako xto se
krene od 1, a novi broj se dobija sabira�em suseda iz prethodnog reda. Na
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3.2 Broj k-qlanih podskupova

ovaj naqin mo�emo brzo do�i do binomnog koeficijenta bez potrebe da
mno�imo i delimo.

Pravila u Paskalovom trouglu:

1. Zbir Sn brojeva u n-toj vrsti je dva puta ve�i od zbira Sn−1 u n − 1
vrsti.

2. U svakoj vrsti dva, od krajeva jednako uda	ena, qlana su me�usobno
jednaka.

3. Element koji nastaje sabira�em uzastopnih elemenata a i b prethodne
vrste (a se nalazi levo, dok b desno), jednak je zbiru brojeva na koje
se nailazi pe�u�i se od a po paraleli leve stranice trougla, ili od
b po paraleli desne stranice.

4. Ukoliko se pribli�avamo sredini kolone, qlanovi napisani u kolo-
nama rastu.

5. U svakoj vrsti, zbir elemenata parnih rednih brojeva i zbir neparnih
rednih brojeva je jednak.
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4 ZADACI SA REXE�IMA

Primer 4.1. U nekom restoranu slu�e tri vrste predjela, sedam vrsta
glavnih jela i pet vrsta kolaqa. Na koliko naqina se mo�e izabrati
kompletan obrok, tj. predjelo, glavno jelo i desert? Na koliko naqina se
mo�e izabrati

”
jeftiniji\ obrok od samo dva dela, ako glavno jelo mora

biti uk	uqeno?

Rexe�e. Oznaqi�emo skupove predjela, glavnog jela i kolaqa, redom, sa
A,B,C. Korix�e�em principa proizvoda izbor kompletnog obroka, tj. jed-
nog predjela, jednog glavnog jela i jednog deserta, je izbor elemenata iz
A×B × C, pa je broj naqina da se to uradi jednak

|A×B × C| = 3 · 7 · 5 = 105.

Izbor
”
jeftinijeg\ obroka, tj. obrok od dva jela tako da svaki obrok sadr�i

glavno jelo, je izbor elemenata iz skupa predjela i glavnog jela A × B
i izbor elemenata iz skupa glavnog jela i deserta B × C. Kombinuju�i
princip sume i princip proizvoda jeftiniji obrok mo�emo izabrati na

|A×B|+ |B × C| = 3 · 7 + 7 · 5 = 56

naqina. ♢

Primer 4.2. Za numeraciju stranica jedne k�ige upotreb	ene su 2322
cifre. Koliko ta k�iga ima stranica?(Pripreme za prijemni ispit iz
matematike, Matematiqki fakultet u Beogradu, 2007, zadatak 783)

Rexe�e. Za stranice koje su numerisane brojevima 1− 9 upotreb	eno je 9
cifara. Stranice koje su numerisane brojevima 10−99 imaju 90 brojeva, i
svaki od tih brojeva sadr�i 2 cifre, za �ihovu numeraciju upotreb	eno
je 2 · 90 = 180 cifara.
Od stranice koja je numerisana brojem 100 do stranice koja je numerisana
brojem 199 ima 100 brojeva, i svaki od tih brojeva sadr�i 3 cifre, pa je
za numeraciju tih stranica upotreb	eno 3 · 100 = 300 cifara. Sliqno i
za stranice numerisane brojevima 200− 799, one sadr�e 600 brojeva, svaki
broj sadr�i tri cifre, pa je ukupan broj cifara upotreb	en za te stranice
3·600 = 1800. Ukupan broj upotreb	enih cifara od stranice 1 do stranice
799, je

9 + 180 + 300 + 1800 = 2289.

Kako je za numeraciju stranica k�ige upotreb	eno 2322 cifre, preostalo
je jox

2322− 2289 = 33

cifre za numeraciju stranica. Od stranice 800− 810 ima 11 brojeva, i za
�ihovu numeraciju potrebne su 3 · 11 = 33 cifre. Ukupan broj upotreb	e-
nih cifara od stranice 1 do stranice 810, je

9 + 180 + 300 + 1800 + 33 = 2322.

tj. k�iga ima 810 stranica. ♢
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Primer 4.3. Koliko ima neparnih prirodnih brojeva ve�ih od 1000 a ma-
�ih od 10000 kod kojih su sve cifre razliqite?

Rexe�e. Svi brojevi izme�u 1000 i 10000 su qetvorocifreni, a kako u
zadatku nije posebno naglaxen skup cifara, zak	uqujemo da u obzir dolazi
skup

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
od deset elemenata. S obzirom da se tra�e neparni prirodni brojevi,
cifra jedinica je jedan od brojeva iz skupa A = {1, 3, 5, 7, 9}

∗ ∗ ∗ |A|
.

Cifra desetica i cifra stotina mo�e biti jedan od brojeva iz skupa
B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

∗ |B| |B| |A|
,

dok cifra hi	ada mo�e biti broj iz skupa C = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

|C| |B| |B| |A|
.

Kako je uslov zadatka da cifre moraju biti razliqite, zak	uqujemo da
za izbor cifre jedinice postoji 5 mogu�nosti, za izbor cifre desetice
postoji 9 mogu�nosti, za izbor cifre stotine postoji 8 mogu�nosti i za
izbor cifre hi	ada postoji 7 mogu�nosti. Na osnovu principa proizvoda
imamo

5 · 9 · 8 · 7 = 2520

takvih brojeva. Poxto smo ovde raqunali i brojeve kod kojih je prva cifra
0, potrebno je da sve takve brojeve oduzmemo od gore dobijenog broja. Brojeve
kod kojih je prva cifra 0 dobi�emo pomo�u principa proizvoda. Za izbor
cifre jedinice postoji 5 mogu�nosti, za izbor cifre desetice postoji 8
mogu�nosti, za izbor cifre stotine postoji 7 mogu�nosti i na mestu cifre
hi	ada mo�e biti broj 0. Broj prirodnih brojeva kod kojih je prva cifra
0, koji su neparni, i kod kojih su sve cifre razliqite jednak

5 · 8 · 7 · 1 = 280.

Dok je broj prirodnih brojeva izme�u 1000 i 10000, kod kojih su sve cifre
razliqite jednak

5 · 9 · 8 · 7− 5 · 8 · 7 · 1 = 5 · 8 · 7 · (9− 1) = 2240.

♢

Primer 4.4. Na koliko razliqitih naqina se mogu poredati xest to-
mova enciklopedije na policu, tako da prvi tom nije ni prvi ni posled�i
u nizu, drugi tom se nalazi pored tre�eg toma, a peti i xesti tom se
ne nalaze jedan pored drugog?(Opxtinsko takmiqe�e iz matematike uqe-
nika qetvrtog razreda sred�ih xkola u Srbiji, 2008, zadatak 5)
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Rexe�e. Najpre �emo izraqunati na koliko razliqitih naqina se mo�e
poredati xest tomova enciklopedije na policu, uz uslove da prvi tom nije
ni prvi ni posled�i u nizu, i da se drugi tom nalazi pored tre�eg toma. S
obzirom da se drugi i tre�i tom nalaze jedan pored drugog, posmatra�emo
ih kao jedan tom, pa nalazimo broj mogu�ih razliqitih rasporeda za pet
tomova enciklopedije na policu. Na prvo mesto mo�emo da postavimo jedan
od tomova 2−3, 4, 5, 6 kako �e se broj tomova sma�iti za 1 na posled�e mesto
mo�emo postaviti jedan od preostala tri toma.

4

∗ ∗ ∗
3

Kako se na preostala tri mesta, drugo, tre�e i qetvrto, mo�e na�i i prvi
tom, posmatra�emo skup koji sadr�i preostala dva toma i prvi tom. Na
drugo mesto mo�emo postaviti jedan od tomova iz tog skupa, na tre�e mesto
mo�emo postaviti jedan od preostala dva toma, i na qetvrto mesto mo�emo
postaviti jedan preostali tom.

4 3 2 1 3

Koriste�i princip proizvoda broj mogu�ih naqina da postavimo pet to-
mova enciklopedije na policu, uz uslov da prvi tom nije ni prvi ni po-
sled�i u nizu, je

4 · 3 · 2 · 1 · 3 = 4! · 3.

Drugi i tre�i tom smo posmatrali kao jedan, pa je potrebno dobijeni broj
pomno�iti sa 2, iz razloga xto imamo rasporede u kojima je drugi tom
ispred tre�eg i rasporede u kojima je drugi tom iza tre�eg toma. Broj
mogu�ih naqina da postavimo xest tomova enciklopedije na policu, uz
uslove da prvi tom nije ni prvi ni posled�i u nizu i da se drugi tom
nalazi pored tre�eg toma, je

4! · 3 · 2 = 144.

Kada smo raspore�ivali ovih xest tomova, nismo pazili na uslov da se
peti i xesti tom ne nalaze jedan pored drugog, tako da �emo od dobijenog
broja rasporeda uz prethodne uslove oduzeti broj rasporeda kada su peti
i xesti tom jedan pored drugog. I u ovom sluqaju �emo drugi i tre�i
tom posmatrati kao jedan, kao i peti i xesti tom, tako da je potrebno da
rasporedimo qetiri toma 1, 2−3, 4, 5−6 Na prvo mesto mo�emo da postavimo
jedan od tomova 2−3, 4, 5−6 kako �e se broj tomova sma�iti za 1 na posled�e
mesto mo�emo postaviti jedan od preostala dva toma.

3

∗ ∗
2

Kako se na preostala dva mesta, drugo i tre�e, mo�e na�i i prvi tom,
posmatra�emo skup koji sadr�i preostali jedan tom i prvi tom. Na drugo
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mesto mo�emo postaviti jedan od tomova iz tog skupa, i na tre�e mesto
mo�emo postaviti jedan preostali tom.

3 2 1 2

Koriste�i princip proizvoda broj mogu�ih naqina da postavimo qetiri
toma enciklopedije na policu, uz uslov da prvi tom nije ni prvi ni po-
sled�i u nizu, je

3 · 2 · 1 · 2 = 3! · 2.
I ovde smo drugi i tre�i tom posmatrali kao jedan, pa je potrebno dobijeni
broj pomno�iti sa 2, iz razloga xto imamo rasporede u kojima je drugi tom
ispred tre�eg i rasporede u kojima je drugi tom iza tre�eg toma, sliqno
i za peti i xesti tom. Broj mogu�ih naqina da postavimo xest tomova
enciklopedije na policu, uz uslove da prvi tom nije ni prvi ni posled�i
u nizu, da se drugi tom nalazi pored tre�eg toma, i peti i xesti tom se
nalaze jedan pored drugog, je

3! · 2 · 2 · 2 = 48.

Oduzimaju�i prvi dobijeni broj rasporeda tomova, uz uslove da se prvi
tom ne nalazi ni na prvom ni na posled�em mestu i da se drugi tom nalazi
pored tre�eg toma, od drugog dobijenog broja, uz uslove da se prvi tom ne
nalazi ni na prvom ni na posled�em mestu, da se drugi tom nalazi pored
tre�eg toma, i da se peti i xesti tom nalaze jedan pored drugog, dobijamo
i broj mogu�ih rasporeda tomova uz uslove date u zadatku, tj.

144− 48 = 96.

♢

Primer 4.5. Na koliko naqina se na tablu n × n mo�e postaviti k
topova koji su razliqite boje i koji se ne napadaju? Xta ako su topovi
iste boje?

Rexe�e. Ovaj zadatak �emo uraditi na dva naqina.

Prvi naqin: Da bi smo lakxe uradili ovaj zadatak za n �emo uzeti
vrednost 3, znaqi n = 3. Imamo tablu 3×3, prvog topa mo�emo postaviti na
bilo koje mesto na tabli (ima ih 9), uslov zadatka je da su topovi razliqite
boje i da se ne napadaju. Iz ovih uslova znamo da gde je postav	en prvi
top ne mogu se na�i drugi topovi, drugog topa mo�emo postaviti na neko
od preostala 4 mesta. Za tre�eg topa je preostalo samo jedno mesto.
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Na osnovu principa proizvoda imamo da na tablu 3×3 mo�emo postaviti
3 razliqita topa koji se ne napadaju na

9 · 4 · 1 = 32 · (3− 1)2 · (3− 2)2

naqina, ili
9 · 4 · 1 = 32 · (3− 1)2 · (3− 3 + 1)2

naqina. Na osnovu gore dobijenog rezultata, na tablu n× n mo�emo posta-
viti k razliqitih topova koji se ne napadaju na

n2 · (n− 1)2 · · · (n− k + 1)2

naqina.

Drugi naqin: Neka je a(n, k) broj razmextaja k topova na tablu n×n.
Prvog topa mo�emo postaviti na n2 naqina, dok preostalih k − 1 topova,
na tablu (n − 1) × (n − 1) mo�emo postaviti na a(n − 1, k − 1) naqina. Pa
na osnovu principu proizvoda imamo da je

a(n, k) = n2 · a(n− 1, k − 1)

Kako je a(l, 1) = l2, primenom rekurzivne relacije dovo	an broj puta,
dobi�emo

a(n, k) = n2 · (n− 1)2 · · · (n− k + 1)2.

Broj razmextaja topova koji su iste boje je 1
k! -ti deo dobijenog broja a(n, k),

jer svaku permutaciju k topova vidimo kao istu, ne razlikujemo ih, tj.

n2 · (n− 1)2 · · · (n− k + 1)2

k!
.

♢

Primer 4.6. Koliko ima nizova 0 i 1 du�ine 10, takvih da se me�u
svaka tri uzastopna qlana niza nalazi najvixe jedna jedinica?(Okru�no
takmiqe�e iz matematike uqenika qetvrtog razreda sred�ih xkola u
Srbiji, 2008, zadatak 5)

Rexe�e. Da bi uslov dat u zadatku bio ispu�en, iza svake jedinice moraju
biti dve nule, pa �emo na niz du�ine 10 dodati jox dve nule, i posmatrati
niz du�ine 12. Neka je k broj jedinica u nizu, iz uslova zadatka vidimo
da je k > 0. U sluqaju kada je k = 0 imamo samo jedan niz koji zadovo	ava
uslove zadatka, i to

000000000000.

Kada je k = 1 imamo 10 mesta na koje mo�emo postaviti jednu jedinicu,

tj.

(
10
1

)
razliqitih nizova 0 i 1. Kada je k = 2 imamo 8 mesta na koje

mo�emo postaviti dve jedinice, tako da se iza svake jedinice na�u dve
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nule, tj. imamo

(
8
2

)
razliqitih nizova 0 i 1 koji ispu�avaju uslov za-

datka. Kada je k = 3 imamo 6 mesta na koje mo�emo postaviti tri jedinice,

tj.

(
6
3

)
razliqitih nizova 0 i 1. Kada je k = 4 imamo 4 mesta na koja

mo�emo postaviti qetiri jedinice, tj.

(
4
4

)
razliqitih nizova 0 i 1, i

to niz
100100100100.

Kada je k = 5, za niz kod koga bi iza svake jedinice bile dve 0 potrebno
nam je deset 0, kako je nax niz du�ine 12, zak	uqujemo da je 0 6 k 6 4.
Na osnovu principa sume broj nizova 0 i 1 du�ine 10, takvih da se me�u
svaka tri uzastopna qlana niza nalazi najvixe jedna jedinica, je

1 +

(
10
1

)
+

(
8
2

)
+

(
6
3

)
+

(
4
4

)
= 1 + 10 + 28 + 20 + 1 = 60.

♢

Primer 4.7. Zaxto broj

(
13
1

)(
51
4

)
nije odgovor na pita�e: Na ko-

liko naqina se mo�e izabrati pet karata tako da bar jedna karta bude
tref?
Odredi taqan odgovor!

Rexe�e. Ukoliko bi rezlutat ovog zadatka bio(
13
1

)(
51
4

)
doxlo bi do broja�a nekih rexe�a vixe puta, npr.

Taqno rexe�e bi bilo slede�e:

iz skupa od 52 karte izaberemo pet karti

(
52
5

)
. Poxto �e se u ovim

kombinacijama pojaviti i neka kod koje od tih pet karata ni jedna ne�e biti
tref, potrebno je da od gore dobijenog broja oduzmemo sve te kombinacije.
Broj kombinacija kod kojih ni jedna karta nije tref �emo dobiti tako xto
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od 39 karata, me�u kojima ni jedna nije tref, izaberemo pet karata

(
39
5

)
.

Znaqi, pet karata tako da bar jedna karta bude tref mo�emo izabrati na(
52
5

)
−
(

39
5

)
naqina. ♢

Primer 4.8. U ormanu se nalazi 10 pari cipela. Na koliko naqina se
mogu izabrati 4 cipele tako da me�u izabranim cipelama bude bar jedan
par iste vrste?(Pripreme za prijemni ispit iz matematike, Matema-
tiqki fakultet u Beogradu, 2007, zadatak 802)

Rexe�e. U ormanu se nalazi 10 pari cipela, xto znaqi da ima 20 cipela.

Od 20 cipela 4 cipele mo�emo izabrati na

(
20
4

)
naqina.

Kako smo u ovim kombinacijama raqunali i one u kojima me�u izabranim
cipelama nema ni jedan par cipela iste vrste, potrebno je da takve kombi-
nacije oduzmemo od ukupnog broja kombinacija. Broj takvih kombinacija, u
kojima nema ni jedan par cipela iste vrste, dobi�emo tako xto od 10 pari

cipela izaberemo 4 para i to mo�emo uraditi na

(
10
4

)
naqina, a zatim

iz svakog tog para izaberemo po jednu cipelu, to mo�emo uraditi na 24

naqina. Primenom principa proizvoda broj izbora 4 cipele me�u kojima
nema ni jedan par cipela iste vrste je

24 ·
(

10
4

)
.

Dok je broj naqina na koji mo�emo izabrati 4 cipele tako da me�u izabra-
nim cipelama bude bar jedan par iste vrste(

20
4

)
− 24 ·

(
10
4

)
.

♢

Primer 4.9. Koliko ima brojeva od 1 do 10000 u qijem se zapisu bar jednom
upotrebi cifra 1?

Rexe�e. Brojeve koje treba da prebrojimo mogu da budu jednocifreni, dvo-
cifreni, trocifreni, qetvorocifreni i da u svom zapisu imaju bar jednu
cifru 1. Ako broj ima, npr. k (k = 1, 2, 3, 4) cifara, dopisa�emo ispred
�ega 4 − k nula. Ovako dobijenih nizova od 4 cifre u kojima se jav	aju
cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, koje mogu biti ponov	ene, ima

10 · 10 · 10 · 10 = 104
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uk	uquju�i tu i niz 0000. Uslov zadatka je da u zapisu bude bar jedna
cifra 1, poxto smo u gore dobijenom rezultatu raqunali i brojeve koji ne
ispu�avaju taj uslov, potrebno je da sve te brojeve oduzmemo od 104. Broj
takvih kombinacija �emo dobiti tako xto sada obrazujemo nizove od qetiri
cifre u kojima se jav	aju cifre 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, znaqi nema cifre 1.
Tako dobijenih nizova ima

9 · 9 · 9 · 9 = 94

uk	uquju�i tu i niz 0000.
Razlika

104 − 94

predstav	a broj prirodnih brojeva od 1 do 10000, u qijem se zapisu bar
jednom upotrebi cifra 1. ♢

Primer 4.10. Na koliko naqina xest parova mo�e da sedne u red bio-
skopa koji ima 20 mesta, ako svaki par �eli da sedne na susedna me-
sta?(Okru�no takmiqe�e iz matematike uqenika prvog razreda sred�ih
xkola u Srbiji, 2010, zadatak 5)

Rexe�e. Iz uslova zadatka vidimo da �e svaki par da sedi na dva susedna
mesta, pa �emo ta dva mesta posmatrati kao jedno. Kada se svi parovi
smeste ima�emo 6 zauzetih i 8 slobodnih mesta. Iz skupa od 14 mesta (6

zauzetih i 8 slobodnih) mo�emo rasporediti 6 mesta na

(
14
6

)
razliqi-

tih naqina. Svakom zauzetom mestu treba da pridru�imo parove. Na prvo
zauzeto mesto mo�emo postaviti jedan od xest parova, na drugo mesto mo-
�emo postaviti jedan od preostalih pet parova, na tre�e mesto mo�emo
postaviti jedan od preostala qetiri para, na qetvro mesto mo�emo posta-
viti jedan od preostalih tri para, na peto mesto mo�emo postaviti jedan
od preostala dva para, i na xesto mesto mo�emo postaviti jedan preostali
par

6 5 4 3 2 1

Primenom principa proizvoda parove mo�emo pridru�iti zauzetim me-
stima na 6! naqina. Svaki par na zauzeto mesto mo�e sesti na dva naqina,
pa je broj mogu�nosti za to 26.
Broj naqina na koje xest parova mo�e da sedne u red bioskopa koji ima 20
mesta, tako da svaki par sedi na susednim mestima, je

26 ·
(

14
6

)
· 6!

♢

Primer 4.11. Bacaju se tri razliqite kockice za jamb. Doka�i da je
broj razliqitih ishoda kod kojih je zbir brojeva koji su

”
pali\ na kocki-

cama ma�i od 11 jednak polovini broja svih mogu�ih ishoda!
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Rexe�e. Oznaqi�emo sa a, b, c redom brojeve koje smo dobili prilikom ba-
ca�a kockica. Na osnovu uslova iz zadatka brojimo razliqite ishode kod
kojih je

a+ b+ c < 11.

Neka je
a+ b+ c = k, k = 3, 4, . . . , 18

preslikava�e

(a, b, c) → (7− a, 7− b, 7− c)

je bijekcija, izme�u skupa kod kojih je zbir brojeva koji su
”
pali\ na koc-

kicama ma�i od 11 i skupa kod kojih je zbir brojeva koji su
”
pali\ na

kockicama ve�i od 11, tj.

K1 = {(a, b, c)|a+b+c < 11} i K2 = {(7−a, 7−b, 7−c)|7−a+7−b+7−c > 11}

i imamo da je
|K1| = |K2| = m1 = m2.

Skupovi K1 i K2 su disjunktni, pa je na osnovu principa sume

|K1|+ |K2| = |K1 +K2| = m
m1 +m1 = m

2 ·m1 = m
m1 = m

2 .

♢

Primer 4.12. Dva tima svaki sa po 6 fudbalera, imaju na raspolaga�u 4
xorca i 4 majice, u svakoj od slede�ih boja crvena, plava i bela. Na koliko
naqina fudbaleri mogu da se obuku za utakmicu tako da svaki fudbaler
obuqe xorc i majicu, ako se zna da svaki tim mora da ima svoju karakte-
ristiqnu boju?(Okru�no takmiqe�e iz matematike uqenika qetvrtog
razreda sred�ih xkola u Srbiji, 2009, zadatak 5)

NAPOMENA. Boja je karakteristiqna za tim ako svaki igraq tog tima ima

bar jedan odeveni predmet te boje, a da pritom niko iz suprotnog tima nema ni jedan

odeveni predmet te boje.

Rexe�e. U sluqaju kada bi jedan tim imao dve karakteristiqne boje, kako
u tre�oj boji ima 8 odevenih predmeta, a za oblaqe�e jednog tima je po-
trebno 6 · 2 (imamo 6 igraqa koji treba da obuku xorc i majicu) odevenih
predmeta, igraqe iz drugog tima ne bi mogli da obuqemo. Zak	uqujemo da
jedan tim ne mo�e imati dve karakteristiqne boje.
Igraqi jednog tima moraju obu�i svih 8 odevenih predmeta u svojoj karak-
teristiqnoj boji, i preostala 4 odevena predmeta �e biti na 4 razliqita
igraqa u boji koja nije karakteristiqna za drugi tim.
Primenom principa proizvoda broj naqina na koje se mo�e izabrati karak-
teristiqna boja za tim je 3 · 2 (imamo skup od tri boje i skup koji sadr�i
dva tima), tj.
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{cc, cc, cp, cp, pc, pc}
{bb, bb, bp, bp, pb, pb}
{cc, cc, cb, cb, bc, bc}
{pp, pp, pb, pb, bp, bp}
{bb, bb, bc, bc, cb, cb}
{pp, pp, pc, pc, cp, cp}

Ako su igraqi izabrali karakteristiqnu boju za svoj tim, za oblaqe�e
prvog igraqa imamo 6 mogu�nosti, za drugog igraqa imamo preostalih 5
mogu�nosti, za tre�eg igraqa imamo preostalih 4 mogu�nosti, za qetvrtog
igraqa imamo preostalih 3 mogu�nosti, za petog igraqa imamo preostale
dve mogu�nosti, i za oblaqe�e xestog igraqa imamo jednu preostalu kom-
binaciju.

6 5 4 3 2 1

Primenom principa proizvoda imamo

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 6!

naqina za oblaqe�e igraqa. Svaku permutaciju igraqa koji nose iste kom-
binacije (npr. dva igraqa iz istog tima imaju crvenu majicu i crveni
xorc, dva igraqa imaju crvenu majicu i plavi xorc, i dva igraqa imaju
plavu majicu i crveni xorc) vidimo kao istu, igraqi jednog tima mogu da
se obuku na

6!

2! · 2! · 2!
naqina. Kako svaki tim mo�e izabrati karakteristiqnu boju na 6 naqina,
to je i, primenom principa proizvoda, broj razliqitih oblaqe�a ova dva
tima jednak

6 · 6!

2! · 2! · 2!
.

♢

Primer 4.13. Koliko ima ure�enih parova (m,n) prirodnih brojeva ko-
jima je najma�i zajedniqki sadr�alac 25 · 37 · 53?

Rexe�e. Da bi dati broj 25 · 37 · 53 bio najma�i zajedniqki sadr�alac
brojeva m i n, oba broja moraju biti oblika

m = 2a1 · 3a2 · 5a3

n = 2b1 · 3b2 · 5b3

i pri tome je:

0 6 a1, b1 6 5,
0 6 a2, b2 6 7,
0 6 a3, b3 6 3.
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Kako je

NZS(2a1 · 3a2 · 5a3 , 2b1 · 3b2 · 5b3) = 2max{a1,b1} · 3max{a2,b2} · 5max{a3,b3}

to tako�e ve�i od brojeva ai, bi mora biti jednak odgovaraju�em eksponentu
5, 7, ili 3. Zato za izbor (a1, b1) imamo 2 · 6− 1 mogu�nosti (jedan 6, drugi
ma�i od �ega ili oba 6), za (a2, b2) imamo 2 · 8− 1 mogu�nosti, i za (a3, b3)
imamo 2 · 4 − 1 mogu�nosti. Na osnovu principa proizvoda, tra�eni broj
parova je

11 · 15 · 7 = 1155.

♢

Primer 4.14. Koliko ima ure�enih parova skupa (A,B) takvih da je A ⊆
B ⊆ [n]?

Rexe�e. Uoqimo proizvo	an podskup B skupa [n] koji ima k elemenata.
Tada je broj skupova A koji zadovo	avaju A ⊆ B jednak 2k. Ovo va�i za

svaki podskup B ⊆ [n], |B| = k, a broj ovakvih B-ova je

(
n
k

)
(broj izbora

k-toqlanog podskupa n-toqlanog skupa). Dakle,(
n
k

)
· 2k

predstav	a broj parova A,B,A ⊆ B takvih da je |B| = k. Kako je 0 6 k 6 n,
to je ukupan broj ovakvih parova

n∑
k=0

(
n
k

)
· 2k =

n∑
k=0

(
n
k

)
· 2k · 1n−k (Binomna formula)

= (1 + 2)n = 3n.

♢

Primer 4.15. Da li je mogu�e da u nekom druxtvu broj 	udi sa neparnim
brojem poznanika bude neparan?

Rexe�e. Posmatrajmo skup

A = {(x, {x, y})|x i y su ljudi iz tog društva koji se poznaju}

Neka je m broj neure�enih parova u tom druxtvu, i neka je ai, i = 1, 2, . . . , n,
broj poznanika i-te osobe iz tog druxtva. Ako u paru (x, {x, y}) ∈ A prvo
izaberemo neure�eni par, pa onda osobu koja pripada tom neure�enom paru
dobi�emo da je |A| = 2m. Ako skup A prebrojimo tako xto saberemo po-
znanike svake osobe iz skupa dobi�emo |A| = a1 + a2 + . . . + an. Imamo da
je

2m = a1 + a2 + . . .+ an.

Neka je
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k − broj 	udi sa parnim brojem poznanika,
l − broj 	udi sa neparnim brojem poznanika,

tada je
2m = a1 + a2 + . . .+ ak︸ ︷︷ ︸

paran broj

+ ak+1 + . . .+ ak+l︸ ︷︷ ︸
neparan broj︸ ︷︷ ︸

neparan broj

, k + l = n

2m = neparan broj

na osnovu toga zak	uqujemo da je broj 	udi sa neparnim brojem poznanika
uvek paran. ♢

Primer 4.16. Dete ima
”
kockice\ za slaga�e koje su sve me�usobno raz-

liqite po: materijalu (drvo i plastika), veliqini (male, sred�e i ve-
like), boji (crvene, plave, zelene i �ute) i obliku (okrugle, trouglaste,
kvadratne i pravougaone). Ukupno ima 96 = 2 ·3 ·4 ·4 kockica. Koliko ima
kockica koje se od drvenog, velikog, plavog kvadrata razlikuju u taqno dve
osobine?

Rexe�e. U ovom sluqaju imamo qetiri skupa, i to skup materijala M =
{ drvo, plastika}, skup veliqina V = { mala, srednja, velika}, skup boja B =
{ crvena, plava, zelena, žuta} i skup oblika O = { krug, trougao, kvadrat,
pravougaonik}. Kockice koje treba da prebrojimo imaju qetiri osobine,
dve osobine su iste a dve razliqite od kockice koja ima osobine da je
drvena, velika, plava, i oblika kvadrata.

drvo velika ∗ ∗

-koriste�i princip proizvoda broj ovakvih kockica je 1 · 1 · 3 · 3

drvo ∗ plava ∗

-koriste�i princip proizvoda broj ovakvih kockica je 1 · 2 · 1 · 3

drvo ∗ ∗ kvadrat

-koriste�i princip proizvoda broj ovakvih kockica je 1 · 2 · 3 · 1

∗ velika plava ∗

-koriste�i princip proizvoda broj ovakvih kockica je 1 · 1 · 1 · 3

∗ velika ∗ kvadrat

-koriste�i princip proizvoda broj ovakvih kockica je 1 · 1 · 3 · 1

∗ ∗ plava kvadrat

-koriste�i princip proizvoda broj ovakvih kockica je 1 · 2 · 1 · 1
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Koriste�i princip sume, broj kockica koje se od drvenog, velikog, pla-
vog, kvadrata razlikuju u taqno dve osobine je

3 · 3 + 2 · 3 + 2 · 3 + 1 · 3 + 1 · 3 + 1 · 2 = 29.

♢

Primer 4.17. Koliko ima funkcija f : [n] → [n] bez fiksne taqke?

Rexe�e. Svaki k ∈ [n] mo�e se preslikati u neki element skupa [n]\k.
Dakle, svaki od brojeva f(1), f(2), . . . , f(n) mo�e se birati na n− 1 naqin,
pa je prema principu proizvoda broj funkcija f : [n] → [n] bez fiksne
taqke

(n− 1)n.

♢

Primer 4.18. Koliko ima permutacija f : [n] → [n] bez fiksne taqke?

Rexe�e. Broj permutacija koje fiksiraju taqke p1, p2, . . . , pk ∈ [n] je

(n− k)!.

Prema principu uk	uqe�a-isk	uqe�a ukupan broj permutacija koje imaju
bar jednu fiksnu taqku iznosi∑
{p1}⊂[n]

(n− 1)!−
∑

{p1,p2}⊂[n]

(n− 2)! + · · ·+ (−1)k−1
∑

{p1,p2,...,pk}⊂[n]

(n− k)! + · · ·

gde su sume po k-toqlanim podskupovima skupa [n]. Sre�iva�em gor�eg
izraza dobijamo(

n
1

)
(n− 1)!−

(
n
2

)
(n− 2)! + · · ·+ (−1)k−1

(
n
k

)
(n− k)! + · · · =

=
n∑

k=1

(−1)k−1

(
n
k

)
(n− k)!.

Ukupan broj permutacija bez fiksne taqke je jednak

n!−
n∑

k=1

(−1)k−1

(
n
k

)
(n− k)! = n!

n∑
k=0

(−1)k
1

k!
=

= n!(1− 1

1!
+

1

2!
− · · ·+ (−1)n

1

n!
)

♢

Primer 4.19. Neka je F neka familija podskupova konaqnog skupa X. Ako
svi skupovi iz F imaju taqno k elemenata i ako se svaki element iz X
nalazi u taqno r skupova iz familije F , doka�i da je | F | ·k =| X | ·r.
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Rexe�e. Prebrojmo koliko elemenata imaju svi skupovi iz familije F
raqunaju�i svaki element onoliko puta koliko se pojav	uje. Svaki element
iz skupa X se nalazi u taqno r skupovaiz familije F , pa je ukupan broj

|A1|+ |A2|+ . . .+ |Ai| = |X| · r

gde je Aj , j = 1, 2, . . . , i element iz familije F .
S druge strane, znamo da je

|Aj | = k, j = 1, 2, . . . , i

pa je
i · k = |X| · r

tj.
|F| · r = |X| · r

♢

Primer 4.20. Koliko ima petocifrenih prirodnih brojeva de	ivih sa
tri, kojima je sred�a cifra jednaka 6?

Rexe�e. Da bi smo doxli do rexe�a prvo �emo da izraqunamo koliko ima
petocifrenih brojeva kod kojih je sred�a cifra 6. Koriste�i princip
proizvoda dolazimo do tog broja

9 · 10 · 1 · 10 · 10 = 103 · 9 = 9000

Dok petocifrenih brojeva kod kojih je sred�a cifra 6 i koji su de	ivi
sa brojem 3 ima

9000÷ 3 = 3000.

♢

Primer 4.21. Koliko ima razliqitih m×n tabela popu�enih brojevima
−1 ili 1 u kojima je proizvod elemenata u svakoj vrsti i svakoj koloni
jednak 1.

Rexe�e. Lako mo�emo da primetimo da proizvod elemenata u svakoj vrsti
i svakoj koloni zavisi od posled�eg unetog elementa. Primenom posledice
2.1, dolazimo i do naxeg rexe�a. Skup L = {−1, 1} ima dva simbola,
tj. s = 2, dok je du�ina niza k = (m− 1) · (n− 1).

sk = 2(m−1)·(n−1)

je broj razliqitih m×n tabela popu�enih brojevima −1 ili 1 u kojima je
proizvod elemenata u svakoj vrsti i svakoj koloni jednak 1. ♢

Primer 4.22. Sedmocifreni telefonski broj abcdefg je lak za pam�e�e
ako je (a, b, c) = (d, e, f) ili (a, b, c) = (e, f, g). Koliko ima takvih tele-
fonskih brojeva sastav	enih od cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9?
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Rexe�e. Prvo �emo da izbrojimo koliko ima telefonskih brojeva kod ko-
jih je (a, b, c) = (d, e, f). Koriste�i princip proizvoda broj abcdefg, gde su
brojevi a, b, c jednoznaqno odre�eni izborom brojeva d, e, f , mo�emo napra-
viti na

1 · 1 · 1 · 10 · 10 · 10 · 10· = 104

naqina. Isto tako, koriste�i princip proizvoda, mo�emo do�i i do broja
mogu�ih telefonskih brojeva kod kojih je (a, b, c) = (e, f, g), tj. gde su bro-
jevi a, b, c jednoznaqno odre�eni izborom brojeva e, f, g. Broj takvih tele-
fonskih brojeva jednak je

1 · 1 · 1 · 10 · 10 · 10 · 10· = 104.

Kako ova dva skupa, npr. A = {a, b, c, d, e, f, g ∈ P |(a, b, c) = (d, e, f)} i
B = {a, b, c, d, e, f, g ∈ P |(a, b, c) = (e, f, g)} gde je P = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
nisu disjunktna, tj. oba sadr�e telefonske brojeve kod kojih su sve cifre
iste, koristi�emo princip uk	uqe�a - isk	uqe�a. Telefonskih brojeva
kod kojih su sve cifre iste ima 10, pa je i

|A ∩B| = 10

Broj telefonskih brojeva koji ispu�avaju uslov zadatka jednak je

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| = 104 + 104 − 10.

♢

Primer 4.23. Na koliko naqina mo�emo izabrati dva podskupa od [n]
qija je unija celi skup [n]?

Rexe�e. Neka su A,B ⊆ [n] i A ∪ B = [n]. Tada svaki k ∈ [n] ima neku od
slede�ih mogu�nosti:

k ∈ A \B ∨ k ∈ B \A ∨ k ∈ A ∩B

ovi skupovi su disjunktni.

Prema tome, svakom k ∈ {1, 2, . . . , n} dode	ujemo mesto od tri mogu�a, i
ovakva dodela odre�uje jednoznaqno skupove A i B. Zato je broj mogu�nosti
izbora skupova A,B,A ∩ B gde je A,B ⊆ [n], A ∪ B = [n], jednak broju
razmextaja k-ova iz [n] u tri navedena skupa, tj. prema principu proizvoda,
3n. ♢
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Primer 4.24. Koliko ima parova susednih brojeva u skupu {1000, 1001, . . . ,
2000} kod qijeg sabira�a nema prenoxe�a cifara?

Rexe�e. To su parovi kod kojih je ma�i broj oblika

1abc ili 1ab9 ili 1a99 ili 1999

gde su a, b, c iz skupa {0, 1, 2, 3, 4}. Koriste�i princip proizvoda i princip
sume dolazimo i do rezultata.

1abc ⇒ na osnovu principa proizvoda, broj kombinacija je 1 · 5 · 5 · 5 = 53

1ab9 ⇒ na osnovu principa proizvoda, broj kombinacija je 1 · 5 · 5 · 1 = 52

1a99 ⇒ na osnovu principa proizvoda, broj kombinacija je 1 · 5 · 1 · 1 = 51

1999 ⇒ na osnovu principa proizvoda, broj kombinacija je 1 · 1 · 1 · 1 = 1

Na osnovu principa sume imamo da je

53 + 52 + 51 + 1 = 156

mogu�i broj parova. ♢

Primer 4.25. Doka�i da u skupu prirodnih brojeva ma�ih od milion
ima jednak broj onih kojima je zbir cifara jednak 20 i onih kojima je zbir
cifara jednak 34.

Rexe�e. Brojevi ma�i od milion mogu da imaju najvixe xest cifara.
Npr. a, b, c, d, e, f i to

a, b, c, d, e, f ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Preslikava�e

(a, b, c, d, e, f) → (9− a, 9− b, 9− c, 9− d, 9− e, 9− f)

je bijekcija, izme�u skupa brojeva kojima je zbir cifara jednak 20 i skupa
brojeva kojima je zbir cifara jednak 34. Neka je

s = a+ b+ c+ d+ e+ f

tada je
54− s = 9− a+ 9− b+ 9− c+ 9− d+ 9− e+ 9− f

za s = 20 imamo da je
54− s = 54− 20 = 34.

♢

Primer 4.26. Brojeve 21, 31, 41, 51, 61, 71 i 81 treba poredati u niz tako
da zbir svaka qetiri susedna broja bude de	iv sa 3. Na koliko naqina se
to mo�e uraditi?
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Rexe�e. Oznaqi�emo brojeve u nizu sa abcdefg. Ovde imamo tri skupa, i
to skup A = {21, 51, 81} gde brojevi iz skupa pri de	e�u sa 3 daju ostatak
0, skup B = {31, 61} gde brojevi iz skupa pri de	e�u sa 3 daju ostatak 1,
i skup C = {41, 71} gde brojevi iz skupa pri de	e�u sa 3 daju ostatak 2.
Poreda�emo brojeve u niz na osnovu �ihovog ostatka, na slede�i naqin

0

a

1

b

2

c

0

d

1

e

2

f

0

g

Neka je a+ b+ c+ d = s1 i d+ e+ f + g = s2, tada je

3|s1 3 de	ivo sa s1
3|s2 3 de	ivo sa s2

}
⇒ 3|s1 + s2 − d

Za izbor broja d imamo 3 mogu�nosti. Brojevi e, f, g su jednoznaqno odre�eni
izborom brojeva a, b, c. Za izbor broja a imamo 6 mogu�nosti, za izbor broja
b imamo 4 mogu�nosti, i za izbor broja c imamo 2 mogu�nosti.
Koriste�i princip proizvoda dobijamo da je broj naqina za formira�e
nizova koji ispu�avaju uslov zadatka jednak

6 · 4 · 2 · 3 = 144.

♢

Primer 4.27. Koliko ima ure�enih k-torki (X1, X2, . . . , Xk) podskupova
skupa [n] kod kojih je X1 ∩X2 ∩ . . . ∩Xk = ∅?

Rexe�e. Svaki element i ∈ [n] mo�e pripadati ma kom od skupova Xj , j =
1, 2, . . . , k, jedini je uslov da ne pripada svim skupovima. Broj takvih iz-
bora mo�emo odrediti kao broj k-torki nula i jedinica, gde je nula na
j-tom mestu ako i /∈ Xj , ako je jedinica onda je i ∈ Xj . Ovakvih izbora ima

2k

ali kako ne smemo imati sve nule, onda postoji

2k − 1

izbora koji odgovaraju uslovu zadatka. Prema principu proizvoda i iz
nezavisnosti razmexta�a i-ova iz [n], ukupan broj ure�enih k-torki qiji
je presek prazan skup, je

(2k − 1)n.

♢

Primer 4.28. Koliko razliqitih raznostraniqnih trouglova se mo�e
napraviti od du�i qije su stranice 1, 2, . . . , n?
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Rexe�e. Neka je 1 6 x < y < z. Odredimo broj rexe�a nejednaqine

x+ y > z

za fiksirano z.

1◦ z = 2m

y > x ∧ y > z − x = 2m− x ⇒ y > max{x, 2m− x}

1 6 x 6 m:

Tada je y > 2m − x (jer je 2m − x > x) i y 6 2m − 1, pa je za fiksi-
rano x ∈ {1, 2, . . . ,m}, broj odgovaraju�ih y-na: x − 1. Sledi, za sluqaj
1 6 x 6 m imamo

m∑
x=1

(x− 1) =
m · (m+ 1)

2
−m =

m · (m− 1)

2

mogu�nosti.

m+ 1 6 x 6 2m− 2:

Tada je y > x + 1 (jer je x > 2m − x) i y 6 2m − 1, tj. za fiksirano
x ∈ {m+1, . . . , 2m−2} broj mogu�nosti za y je 2m−1−x, pa je ukupan broj
parova (x, y) u ovom sluqaju:

2m−1∑
x=m+1

(2m− 1)− x = (2m− 1)(m− 1)−
2m−1∑
x=m+1

x =

= (2m− 1)(m− 1)− (2m− 1) · 2m
2

+
m · (m+ 1)

2
=

= (2m− 1) · (−1) +
m2 +m

2
=

=
m2 − 3m+ 2

2
=

(m− 1) · (m− 2)

2
⇒ Za z = 2m broj mogu�nosti je:(m

2
+

m− 2

2

)
· (m− 1) = (m− 1)2.

2◦ z = 2m− 1
y > max{x, 2m− x− 1}

1 6 x 6 m− 1:

Tada je y > 2m− x− 1 i sliqno kao i ranije imamo

m−1∑
x=1

(x− 1) =
(m− 1) ·m

2
.
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m 6 x 6 2m− 1:

Tada je y > x+ 1, i imamo

2m−1∑
x=m

(2m− 1)− x = (2m− 1) ·m−
2m−1∑
x=m

x =

(2m− 1) ·m− (2m− 1) · 2m
2

+
(m− 1) ·m

2
=

(m− 1) ·m
2

.

Dakle, u ovom sluqaju je

2 · (m− 1) ·m
2

= (m− 1) ·m.

Kako je z > 4, to je ukupan broj tra�enih rexe�a
n = 2p:

2p∑
z=4

(z
2
− 1

)2

+

2p−1∑
z=5

([z
2

]
+ 1

)
·
[z
2

]
=

=

p∑
k=2

(k − 1)2 +

p−1∑
k=2

(k + 1) · k =

=

p−1∑
k=1

k2 +

p−1∑
k=2

k2 +

p−1∑
k=2

k =

= −1 + 2 ·
p−1∑
k=1

k2 + (−1) +

p−1∑
k=1

k =

= −2 + 2 · p · (p− 1) · (2p− 3)

6
+

p · (p− 1)

2
=

= −2 +
2 · p · (p− 1) · (2p− 3) + 3 · p · (p− 1)

6
=

=
p · (p− 1) · (3 + 4p− 6)− 12

6
=

=
p · (p− 1) · (4p− 3)− 12

6

n = 2p− 1:

2p−2∑
z=4

(z
2
− 1

)2

+

2p−1∑
z=5

([z
2

]
+ 1

)
·
[z
2

]
=

=
p · (p− 1) · (4p− 3)− 12

6
− (p− 1)2.

♢
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Primer 4.29. Koliko brojeva u skupu {9k : k ∈ [4000]} poqi�e cifrom 9?
Poznato je da 94000 ima 3817 cifara!

Rexe�e. Ako broj 9k poqi�e cifrom 9 tada on ima isti broj cifara kao
i 9k−1. U 3999 koraku broj cifara pove�an je na 3816 cifara, pa je broj
brojeva zapoqetih cifrom 9 oblika 9k jednak

3999− 3816 + 1 = 184

(raqunali smo i 91 = 9). ♢

Primer 4.30. Na sastanku se nalazi 12k 	udi. Svaka osoba se rukovala sa
taqno 3k+6 ostalih. Za bilo koja dva qoveka na tom sastanku, broj 	udi
koji se rukovao sa obojicom je uvek isti. Koliko je 	udi bilo prisutno
na tom sastanku?

Rexe�e. Prebrojmo elemente skupa

X = {(A,B,C)|A se rukovao sa B i C, B i C se nisu rukovali}

Neka je n broj 	udi koji se rukovao sa dvojicom iz skupa X.
Biraju�i osobu A, a zatim i osobe B i C, imamo za X da je

|X| = 12k · (3k + 6) · (3k + 5− n).

Biraju�i prvo osobu B, pa C, a zatim i osobu A, dobijamo

|X| = 12k · (12k − (3k + 7)) · n = 12k · (9k − 7) · n.

Odavde imamo da je

12k · (3k + 6) · (3k + 5− n) = 12k · (9k − 7) · n

⇒ 12k · (3k + 6) · (3k + 5)− n · 12k · (3k + 6) = n · 12k · (9k − 7)

⇒ n =
(3k + 6) · (3k + 5)

12k − 1

Zak	uqujemo da je 3|n, i iz uslova da je

4n

3
= k + 4− 3k − 44

12k − 1
∈ Z

⇒ 12k − 1| − 3k + 44, 12k − 1 6 −3k + 44
⇒ 15k 6 45
⇒ k ∈ {1, 2, 3}

ali kako je 12k− 1|44− 3k, dobijamo da je k = 3, a odatle i da je broj 	udi
na sastanku

12 · k = 36.

♢
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Primer 4.31. Familija podskupova S = {A1, A2, . . . , At} skupa [n] je sepa-
rabilna ako za sve x, y ∈ [n], postoji skup Ai ∈ S takav da je | Ai∩{x, y} |=
1. Da	e, S je pokrivaju�a ako je svaki x ∈ [n] sadr�an u nekom od skupova
iz S. Koliko najma�e elemenata mo�e da ima neka separabilna, pokri-
vaju�a familija podskupova od [n].

Rexe�e. Neka je S = {A1, A2, . . . , At} jedna separabilna pokrivaju�a fa-
milija podskupova skupa [n]. Za x ∈ [n] posmatrajmo t-orku

(x1, x2, . . . , xt)

indikatora xi

xi = 1, x ∈ Ai i xi = 0, x /∈ Ai.

Kako je S pokrivaju�a, ne pojav	uje se t-orka (0, 0, . . . , 0), pa je

n 6 2t − 1, tj.

2t > n+ 1 ⇒ t > 1 + log2 n.

Zapisuju�i broj x ∈ [n] u binarnom sistemu, dobijamo niz (x1, x2, . . . , xt).
Uzimaju�i da je

Ai = {x ∈ [n]| u binarnom zapisu broja x jedinica je na i-tom mestu}

imamo
svaki x ∈ [n] ima bar jednu jedinicu u binarnom zapisu, jer je x ̸= 0,

tj. S je pokrivaju�a familija.
Nikoja dva razliqita x i y nemaju sve iste cifre u binarnom zapisu,

pa postoji pozicija u zapisu na kojoj je kod jednog 1, a kod drugog 0, pa ako
je to j-ta pozicija, tada jedan od x, y pripada Aj , a drugi ne.

Zato je Ai, i = 1, 2, . . . , t; t = 1 + ⌊log2 n⌋- broj mesta (binarnih) u zapisu
brojeva {1, 2, . . . , n}, separabilna pokrivaju�a familija podskupova skupa
[n]. ♢
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5 ZAK�UQAK

Kako je kombinatorika jedna od oblasti iz matematike koja je najvixe
povezana sa praktiqnim potrebama savremenog �ivota, potrebno je posve-
titi mnogo vixe rada u �enom savladava�u.

Da bismo uqenike pripremili za budu�i �ivot, koji je prepun kom-
binacija i mogu�ih izbora, a neke od �ih, mo�da, i za budu�e nauqnike,
potrebno je da imaju dobru osnovu iz kombinatorike. Rexavaju�i kombina-
torne probleme uqenici proxiruju naqin razmix	a�a. Nije dovo	no da
uqenici rexavaju zadatke mehaniqki, bez nekog preteranog razmix	a�a o
problemu koji je pred �ima, i da pri rexava�u zadataka iz kombinatorike
prvo xto �e ih muqiti bude pita�e da li su u pita�u varijacje, permuta-
cije ili kombinacije, sa ponav	a�em ili bez ponav	a�a, a zatim i da se
prisete formule koja im je potrebna da bi doxli do rexe�a. Neki od �ih
�e ubrzo zaboraviti i formule, jer je kratkog veka ono xto se uqi

”
napa-

met\, a mo�da �e im biti potrebno to zna�e u rexava�u nekih �ivotnih
problema.

U ovom radu su navedeni samo osnovni principi enumerativne kombi-
natorike, koja se bavi prebrojava�em broja elemenata u konaqnim skupo-
vima. Svrha ovog rada je da, kroz razne vrste zadataka koji su ura�eni
na razliqite naqine, poka�emo uqenicima da nije potrebno da pamte for-
mule i da postoji vixe naqina i metoda za rexava�e nekog zadatka. Samim
tim ne ograniqavamo ih, i dozvo	avamo da na �ima najrazum	iviji naqin,
primenom neke od metoda za prebrojava�e, do�u do rexe�a.

�elim da se zahvalim svom mentoru prof. dr Zoranu Petrovi�u, na
savetima i sugestijama u toku izrade ovog rada. Tako�e �elim da se za-
hvalim i dr Goranu �ankovi�u, kao i dr Nebojxi Ikodinovi�u koji su
deta	no proqitali rad i svojim sugestijama doprineli �egovom final-
nom uobliqava�u.
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