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Predgovor

Diferencijalne jednacine razlomljenog reda su matematicki modeli kojima se blize
mogu opisati mnoge pojave u prirodi i inZenjerskoj tehnici.

Rad se sastoji iz pet odeljaka. Ima za cilj da upozna i pribliZi ¢itaocu jedan
veoma mocan instrument u modelovanju i reSavanju praktié¢nih problema.

U prvom odeljku dat je istorijski pregled razvoja razlomljenog racuna, osvrt na
doprinos pojedinih matematic¢ara u ovoj oblasti.

U drugom odeljku predstavljena je gama funkcija njene osobine i svojstva.

U trecem odeljku razmatraju se razlicite definicije razlomljenih integrala i izvoda,
njihova medusobna povezanost.

Ceturti odeljak se odnosi na numericku aproksimaciju razlomljenih izvoda, izve-
den je red aproksimacije kao i metod izracunavanja koeficijenata.

U poslednjem, petom odeljku dato je par primera numerickih reSenja
razlomljenih diferencijalnih jednacina razli¢itog tipa.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru Prof. Dr Bosku S.
Jovanovic¢u na strpljenju, razumevanju i korisnim sugestijama
prilikom izrade ovog rada.

Matematicki fakultet
Beograd, 2013. Srdan N. Budimir



1 Istorijski pregled

1.1 Poceci razlomljenog racuna

Orginalno pitanje koje je dovelo do naziva razlomljeni rac¢un bilo je: Moze li
se znacenje izvoda reda d"y/dxz" prosiriti kada je n razlomak? Kasnije
pitanje je preraslo u sledeée: Moze li n biti: razlomak, iracionalan ili
kompleksan broj? Kako su na poslednja pitanja dobijeni potvrdni odgovori,
naziv razlomljeni racun je postao pogresan tako da je adekvatniji naziv inte-
gracija i diferencijacija do na proizvoljan red.

Lajbnic je uveo notaciju d"y/dz™. Mozda je bilo naivno igrati se sa simbolima
koji su naveli Lopitala (L’Hopital) da 1695 godine upita Lajbnica: ”Sta ako za
n Uzmemo %?” Lajbnic [Leibniz 1965a] je odgovorio: ” Mozete videti po tome,
gospodine, veli¢ine kao §to su d'/?z7 ili d"2Zy mogu se predstaviti pomocu
beskonac¢nih nizova. lako su beskonacni nizovi i geometrija u daljoj relaciji,
beskonaé¢ni nizovi prihvataju samo upotrebu eksponenata koji su pozitivni ili
negativni celi brojevi, jos uvek se ne poznaje upotreba razlomljenih ekspone-
nata.” Kasnije u istom pismu, Leibniz nastavlja prorocki: ”Stoga sledi da d2x ée
biti jednako zv/dx :  To je o¢igledan paradoks iz kojega ée se korisne posledice
izvuéi jednog dana.”

U svojoj korespondenciji sa Johanom Bernulijem (Johann Bernoulli), Lajb-
nic [Leibniz 1695b] pominje izvode ”opsteg reda”. Dok u korespodenciji sa
Dzon Valisom (John Waillis), u kojoj je diskutovano o Valisovom beskona¢nom
proizvodu za %7‘(‘ Lajbnic [Leibniz 1697] navodi da diferencijalni ra¢un moze biti
upotrebljen da bi se postigao taj rezultat. On koristi notaciju d'/?y da oznaci
izvode reda %

Problematika razlomljenog ra¢una nije zobisla Ojlerovo (Leonhard Paul Euler)
interesovanje. On je 1730 zapisao ” Kada je n pozitivan ceo broj i ako je p
funkcija po x, odnos d"p prema dz™ uvek se moze izraziti algebarski, tako da
ako je n=2 i p = 23, onda je d?z® prema dz? je 6z prema 1. Sad je pitanje
koji tip odnosa moze se napraviti ako je n razlomak. Teskocée u tom slucaju
se mogu lako razumeti. Uzmimo ako je n pozitivan ceo broj d* moze se do-
biti uzastopnom diferencijacijom. Takav na¢in, medutim nije poznat kada je
n razlomak. Ali uz pomo¢ interpolacije koju sam prethodno objasnio u ovoj
disertaciji, mogao bi neko ubrzati stvar” [Euler, 1738].

Zozef-Luj Lagranz (J.L.Lagrange [1849]) je doprineo indirektno razlomljenom
racunu. On je 1772 razvio zakon donjih eksponenata (indeksa) za diferencijalne
operatore celog reda i uveo zapis:

dm dr dm—i—n

de™  daxn”  dxmtn

U modernom zapisu tacka je izbacena jer nije mnozenje. Kasnije, kada je
teorija razlomljenog rac¢una razvijena, matematic¢ari su bili viSe zainteresovani
za uslove koji moraju biti nametnuti funkeiji y(z) da bi isto pravilo vazilo za

proizvoljno m i n.
U 1812, Pjer-Simon Laplas (P. S. Laplace 1820, vol.3, pp.85 and 186) definise

Y.



razlomljeni izvod koriséenjem integrala i 1819 pojavljuje se prvo pominjanje
izvoda proizvoljnog reda u tekstu Lakroa (S. F. Lacroix 1819, pp.409-410) gde
je posvetio bas ovoj temi manje od dve strane, od ukupno 700 strana svog rada.
On je razvio puku matematicku vezbu generalizujuci, posavsi od celobrojnog
slucaja. Polazeé¢i od y = z™, gde je m pozitivan ceo broj, Lakro lako razvija
n-ti izvod

dy _ ml
de™  (m —n)!

’HL—?’L7 m Z n.

Koristeéi Lezandrov (Legendre) simbol za opsti faktorijel (gama funkciju), on
dobija
dy _ D(m+1)

dz™ T(m—n+1)

m—n

On onda daje primer zay =x in = %7 i postize

d'?y 2z

del/2 /7

Interesantno je primetiti rezultat dobijen od strane Silvestera Lakroa, u
maniru klasi¢nih formalista tog perioda, ima potpuno isti znacaj kao Sto je
sadasnja Riman-Lujvilova (Riemann-Liouville) definicija razlomljenog izvoda.
Lakrov metod ne daje nikakav nagovestaj o moguéim primenama izvoda ra-
zlomljenog reda.

Zozef Furije (Joseph B. J. Fourier 1822) je bio slede¢i koji je pominjao izvode
proizvoljnog reda. Njegova definicija razlomljenih operacija je izvedena iz nje-
gove integralne reprezentacije za f(x):

1 oo oo
flx) = 2—/ fla) da/ cos p(z — ) dp.
T J—c0 —o0
Sada .
e cosp(x — a) = p" cos[p(x — ) + imr]
za ceo broj n. Formalno zamenjujuéi n sa u (u proizvoljno) dobija generalizaciju
da*

dzv

f(z) = % /_00 f(a)da /_00 p*cos[p(z — a) + %wr] dp.

Furije navodi: ”Broj u §to se pojavljuje u gornjoj jednacini ¢ée se odnositi na
bilo koju veli¢inu bilo da je pozitivna ili negativna.”

1.2 Doprinos Abela i Liuvila

Lajbnic, Ojler, Laplas, Lakro i Furije su pominjali u svojim radovima izvode
promenljivog reda ali prvu pravu upotrebu razlomljenih operacija izveo je Nils
Henrik Abel u 1823 [Abel,1881]. Abel je primenio razlomljeni ra¢un u resenju



integralne jednacine koja je ponikla iz formulacije tautohronog problema (prob-
lema odredivanja oblika krive tako da je vreme silazenja materijalne tacke kl-
ize¢i niz krivu pod dejstvom sile gravitacije nezavisno od pocetne tacke). Ako
je vreme klizanja poznata konstanta onda je Abelova integralna jednacina

= wx— —1/2 .
k /O( 12 F(t) dt

[Abel je vise proucavao opste integralne jednacine sa jezgrima forme (x—t)®.]
Gornji integral osim multiplikativnog faktora 1/ 1"(%) je poseban slucaj konacénog
integrala koji definise razlomljenu integraciju reda % U integralnoj jednacini
kao $to je ova gore, funkcija f pod integralom je nepoznata i bie utvrdena.
Abel je napisao desnu stranu prethodne jednacine kao /z[d~'/?/dz=1/?]f(x).

Zatim je pomnozio obe strane jednacine sa dl/z/dacl/2 da bi dobio

d1/2
Wk = Vnf(x)

jer ovaj razlomljeni operator (sa odgovarajuéim uslovima za f) ima svojstvo da
DY2D=1/2f = DOf = f. Prema tome razlomljeni izvod reda % konstante k u
prethodnoj jednacini je izracunat, f(z) je odredeno. Ovo je izuzetno dostignuce
Abela u razlomljenom ra¢unu. Vazno je primetiti da razlomljeni izvod konstante
nije uvek jednak nuli. Ta zanimljiva ¢injenica lezi u centru svih matematickih
kontraverzi o kojima ¢e ubrzo biti reci.
Tema razlomljenog racuna je lezala uspavana skoro deceniju sve do pojave
radova Liuvila (Joseph Liouville). P. Keland je kasnije primetio:
”Nase divljenje je veliko, kada razmisljamo o prvom objavljivanju [Liouvill] pri-
mena.” Ali tek je 1974 objavljena je prva knjiga [Oldham-Spaner] posveéena
ovoj temi i iste godine odrzava se prva konferencija [Ross 1975].
Matematicari su opisali Abelovo resenje kao ”elegantno”. Mozda su Furijeova
integralna formula i Abelovo reSenje privukli Liuvila, koji je uradio prvu veliku
studiju razlomljenog racuna. On je objavio tri duga memoara u 1832 godini i
viSe publikacija, ubrzo jednu za drugom. Liuvil je bio uspeSan u primenjivanju
svojih definicija na probleme u potencijalnoj teoriji.
Pocetna tacka za njegov teorijski razvoj bio je poznat rezultat za izvode celo-
brojnog reda.
Dmeaz’

§to je on prosirio na prirodan nac¢in na izvode proizvoljnog reda

Dl/aa(lf — aueam.

On je pretpostavio da se funkcija f(x) moze predstaviti redom:

f(z) = che“”l, Rea, >0 (%)
n=0

odakle se dobija



o0
DV f(x) = Z cpan e’
n=0

Ova formula je poznata kao Liuvilova prva formula za razlomljeni izvod. Ona
uopstava na prirodan nac¢in izvod proizvoljnog reda v , gde je v bilo kakav
broj: racionalan, iracionalan ili kompleksan. O¢cigledana mana ove formule je
da je samo primenljiva na funkcije oblika (x). Mozda je Liuvil bio svestan ovog
ogranicenja pa je zbog toga formulisao drugu definiciju.

Da bi dobio drugu definiciju on je poSao od odredenog integrala koji se odnosi
na gama funkciju:

o0
I= / ut tem % du, a>0, z>0.
0

Smena zu = t donosi

I=x"° t* et dt
0
=27 T(a)
ili
1
e = L
()

Zatim Liuvil koristi DY sa obe strane, jednacine iznad, da bi koristeéi pret-
postavku [D”e% = a”e%*] dobio

DV % = (_]') / ua—i—l/—le—wu du.
I(a) Jo

Tako Liuvil dobija svoju drugu definiciju razlomljenog izvoda:

(_1)UF(G’ + V) v a
S T , > 0.

Ali Liuvilova definicija je bila previse "uska” da bi se duze odrzala. Prva
definicija je bila ograni¢ena na funkcije klase (%) a druga definicija je upotre-
bljiva samo za funkcije tipa =% (za a > 0). Nijedna nije odgovarajuéa da bi se
primenila na Siru klasu funkcija.

Liuvil je bio prvi koji je pokuSao da resi diferencijalne jedna¢ine pomocu ra-
zlomljenih operatora. Dopunske funkcije su bile jedan od predmeta njegovog
proucavanja. U jednom od svojih mnogih radova [1834], da bi opravdao posto-
janje dopunske funkcije napisao je:” Obi¢na diferencijalna jednacina d"y/dx™ =
0 ima dopunsko resenje y. = ¢y + c1x + cpx? + -+ + ¢,_12" 1. Zbog toga
d"y/dz* = 0 (u promenljiva) bi trebala da ima odgovarajuée dopunsko resenje.”
Liuvil je objavio svoju verziju dopunskog resenja. Dalje njeno pominjanje je
odigralo bitnu ulogu u unosenju nepoverenja u opstu teoriju razlomljenih oper-
atora. Dzordz Pikok (George Peacock 1833) i S.S.Greatheed [1839] su objavili

DYz =



radove koji izmedu ostalog bave dopunskim funkcijama. Greatheed je prvi koji
je skrenuo paznju na dvosmislenu prirodu dopunskih funkcija.

1.3 Dugotrajna kontraverza

Na kraju su date razlicite definicije razlomljenih operacija koje imaju i razlicite
domene upotrebljivosti. Jedna definicija je bila generalizacija slucaja celog reda
koristena od strane Lakroua i Abela za funkcije tipa z% za a > 0. Druga je
bila Liuvilova definicija korisna za funkcije tipa =% kada je a > 0. Pikok
je podrzavao Lakrouvu verziju definicije i smatrao da je Liuvilova definicija
pogresna u vise tacaka.

Keland (P.Kelland), koji je objavio dva rada na ovu temu u 1839 i 1846 podrzavao
je korisnost Liuvilove definicije za funkcije tipa =% (a > 0).

Vilijam Center (William Center 1848) je primetio da je razlomljeni izvod kon-
stante, prema Lakrou-Pikok metodi, razli¢it od nule. Koristi 20 da oznaéi je-
dinicu, Center pronalazi da je razllomljeni izvod jedinica reda %,

dozvoljavaju¢i dajem =0in= 5 u

dy  T'(m+1)

dzm T(m—n+1)

n—m

(mada je Lakrou pretpostavio da je m > n) dobio

d'? o T() _yp_ 1
@t Tt T Vme

Ali Center istice, prema Liuvilovom sistemu [odnoseéi se na Liuvilovu drugu
definiciju] pustajuéi da je a = 0 (¢ak je i Liuvil pretpostavio da je a > 0),
razlomljeni izvod jedinica jednak je nuli jer I'(0) = oo. On nastavlja: ” Citavo
pitanje je jednostavno svedeno na to §ta je d“z°/dx*. Kada ovo odredimo mi
¢emo odrediti u isto vreme koji je korektan sistem.”
Augustus De Morgan [1840] je posvetio tri strane razlomljenom ra¢unu: ”Oba
ova sistema vrlo verovatno mogu biti delovi mnogo opstijeg sistema, ali trenutno
ja naginjem (u suprotno pristalicama oba sistema) ka zakljucku da nijedan sis-
tem nema nikakva prava da bude smatran da daje formu D"™z™.”
De Morganov sud se ispostavio da je taCcan, za oba sistema za koje je Center
mislio da su nepomirljivi, krajnji rezultat je bio da su deo opstijeg sistema.
Posteno je reéi da su matematicari u to vreme tezili ka verodostojnoj definiciji
opste integracije i diferencijacije.

1.4 Rimanov doprinos

Georg Fridrih Bernhard Riman(G. F. Bernhard Riemann) je razvio svoju teoriju
razlomljene integracije u svojim studentskim danima ali je nije objavio. Ob-
javljena je posthumno u njegovom Gesammelte Werke [1892]. On je pronasao
generalizaciju Tejlorovog (Taylor) reda i izvoda



D™V f(x) = F(ly)/x(x—t)”_lf(t) dt + ¥(x). (xx)

Zbog dvoznaénosti u donjoj granici integracije ¢, Riman je primetio u svojoj
definiciji potrebu za dopunskom funkcijom ¥(x). Ova dopunska funkcija je
neophodna kao pokusaj da se obezbedi mera devijacije, odstupanja od zakona
o eksponentima. Ovaj zakon, kao $to je pomenuto ranije je

DD f(2) =e D'V f(2)

[gde podindeksi ¢ i x uz D se odnose na granice integracije u (xx)] vazi kada su
donje granice c jednake. Riman je bio zabrinut za stepen odstupanja u slucaju
DE oDV f(x) kada je ¢ # .

A. Cayley [1880] je primetio: ”Najveéa poteskoéa u Rimanovoj teoriji, ¢ini mi

se, je pitanje znacenja dopunske funkcije koja sadrzi beskonacnost proizvoljnih
konstanti.” Bilo koja zadovoljavajuéa definicija razlomljene operacije zahtevace
da ta poteskoca bude uklonjena. Stvarno danasnja definicija razlomljene inte-
gracije je bez dopunske funkcije. Pitanje egzistencije komplementarne funkcije
prouzrokovalo je znacajne nedoumice. Liuvil je napravio gresku kada je dao
eksplicitnu ocenu svoje iterpretacije dopunske funkcije. On nije uzeo u obzir
specijalan slucaj za x = 0 sto je dovelo do kontradiktornosti [Davis, 1936].
Pikok je napravio dve greske u predmetu razlomljenog racuna. Ove greske su
ukljucivale zloupotrebu koju je on nazivao princip permanentnosti ekvivalentnih
formi. Iako je ovaj princip naveden za algebru, Pikok je pretpostavio da ovaj
princip vazi za sve simbolicke operacije. On je razmatrao egzistenciju dopunske
funkcije i razvio prosirenje na izvode celog reda D™ (ax + b)™ a zatim tezio da
produzi taj rezultat na opsti slucaj [Davis, 1936].
U vezisa greskama Liuvila i Pikoka postojala je duga rasprava da li je Lakro-
Pikokova ili Liuvilova definicija razomljenog izvoda korektna. Kasnije, Cay-
ley je primetio, kao S§to je pomenuto, da se Riman bio beznadezno upetljao u
svoju verziju komplementarne funkcije. Kada je Oliver Hevisajd (Heaviside)
objavio svoj rad u poslednjoj deceniji devetnaestog veka, doc¢ekan je sa oma-
lovazavanjem i nadmeno$éu pogorSanu ne samo sa njegovom smeSnim slagan-
jem sa matematicarima veé¢ i zato Sto su matematicari tada imali generalno
nepoverenje i otpor prema teoriji razlomljnih operatora.

1.5 Razvoj od polovine XIX veka do danas

Liuvil [1832a] a kasnije Hargrejv (C.J.Hargreave 1848) je predlozio generalizaciju
Lajbnicovog n-tog izvoda proizvoda, kada n nije pozitivan broj. U modernom
obliku

o0

D @igte) =3 (1) 0" o)D" glo),

n=0

Gde je D™ obican diferencijalni operator reda n, D¥~™ razlomljeni operator i (Z)

uopsteni binomni koeficijent I'(v + 1) /n!T'(v — n 4+ 1).Opste Lajbnicovo pravilo



moze se na¢i u danas u mnogim primenama. Grir (H.R.Greer 1858) je pisao o
konaé¢nim razlikama razlomljenog reda. Valjalo bi pomenuti i rad Mihai Egorov
Vaséen(W. Zachartcheno 1861) koji je dopunio rad Grira.

Najraniji rad koji je doveo do definicije danas poznate kao Riman-Liuvilova
definicija je rad N.Ya.Soni [1869] pod nazivom ” On differentiation with arbitrary
index” .Njegova polazna tacka bila je KoSijeva integralna formula.
A.V.Letnikov je napisao Cetiri ¢lanka na ovu temu od 1868 do 1872. Njegov rad
” An explanation of the main concepts of the theory of differentiation of arbitrary
index” [1872] koji je proSirenje Soninovog rada.

n-ti izvod Kosijeve integralne formule dat je sa

D) = /Cf(od(.

- 2miJo (€=

Nije problem uopstiti n! na promenljivu vrednost, kako je v! = T'(v + 1).
Kada n nije ceo broj integrand u jednacini ne sadrzi vise pol ve¢ tacku grananja
koja treba da bude izostavljena u odgovarajucoj konturi. Izostavljanje te tacke
rad Sonina i Letnikova nije obuhvatao. Takva situacija je ostala sve do 1884. i
objave clanka H. Laurenta, kada je teorija ostih operatora dostigla nivo u svom
razvoju da moze da bude polazna osnova modernim matematicarima. Teorija
razlomljenog ra¢una je blisko povezana sa teorijom operatora.

Oliver Hevisajd [1892] je objavio veéi broj ¢lanaka u kojima je pokazao kako
neke linearne diferencijalne jednacine mogu biti reSene upotrebom opstih oper-
atora. Hevisajd nije bio formalno skolovan naucnik, ta ¢injenica moze objasniti
njegov nedostatak strogosti u radovima. Njegovi metodi, koji su se pokazali
korisnim, inZenjerima u teoriji provodenja elektri¢ne struje u kablovima, saku-
pljeni su pod nazivom ” Heaviside operational calculus”. Taj rad se odnosio na
linearne funkcionalne operatore. On je oznacio operator diferenciranja slovom
p i tretirao ga kao da je konstanta u resavanju diferencijalnih jednacina. Na
primer, jednacina toplote po jednoj dimenziji je

0%u 5 0u

=% W

gde je a? konstanta a u temperatura. Ako stavimo da je % = p, tada (1) postaje

D?*u = a’p. (2)

Dankan Gregori (Duncan Farquharson Gregory [1841]), za koga se kaze da
je tvorac, kako je tada nazivan, ra¢una operacija dodelio resenju jednacine (1)
simbolicku formu:

/2 /2

u(z,t) = Ae*@P'"* 4 Be~war’

To je upravo ono $to bismo dobili ako resimo jednacinu (2) pretpostavljajuéi
da je p konstanta. Hevisajdove sjajne primene su ubrzale razvoj teorije ovih
opstih operatora. On je postigao tacne rezultate prosirujuéi eksponent na ste-
pen p'/2, gde je p'/? = d1/2/dx1/2 = DV/2. U teoriji elektri¢nih kola, Hevisajd



je pronasao ucestalu primenu za operator p'/2. On je predstavio p'/2 — 1, tako
da je D'/?(1) namenio (nt)~/2. Kako f(t) = 1 funkcija Rimanove klase to je
jasno da Hevisajdov operator mora biti interpretiran u kontekstu Rimanovih
operatora o DY. [U modernom operacionom racunu pF'(p) je zamenjeno sa F(s),
gde je s Laplasova transformaciona promenljiva. Zbog toga je p'/? zamenjeno
sa s~1/2 i inverz Laplasove transformacije s~'/2 je (mt)~/2, sto je D'/2(1).]
Njegovi rezultati su bili ta¢ni ali on nije uspeo da opravda svoje procedure. Kel-
land je ranije ukazao na interval od deset godina izmedu Furijeovih publikacija
i Liuvilovih primena. Sli¢na situacija je zadesila i Hevisajdove publikacije osim
§to je u ovome sluc¢aju vremenski interval mnogo duzi. Mnogo vremena je proslo
pre nego $to su njegove procedure opravdane od strane Tomasa Bromvica (T.
John I’Anson Bromwich 1919).

U periodu od 1900-1970 skroman broj radova je objavljen na temu razloml-
jenog rac¢una, medu kojima su radovi autora: M. Al-Bassam, H. T. Davis, A.
Erdélyi, G. H. Hardy, H. Kober, J. E. Littlewood, E. R. Love, T. Osler, M.
Riesz, Samako,I.Sneddon, H. Weyl, A. Zygmund.

Godine 1974 na univerzitetu u Nju Hejvenu (New Haven), Konektikat, odrzana
je prva internacionalna konferencija o razlomljenom ra¢unu na kojoj su pris-
ustvovali mnogi uvazeni matematicari. Teme su bile prili¢no razlicite, ukljucujuéi
radove o razlomljenom rac¢unu i opstim funkcijama, nejednakostima dobijenim
upotrebom razlomljenog rac¢una i primenama na teoriju verovatno¢e. Moguce
je da je konferencija stimulisala poplavu radova na ovu temu, od 1975 vise
stotina radova je objavljeno na ovu temu. Druga konferencija je odrzana 1984
u Skotskoj. Na primer jedno od pitanja koje je razmatrano je: Da li je moguée
naci geometrijsku interpretaciju za razlomljeni izvod necelobrojnog reda?
Znacajna matematicka aktivnost na polju razlomljnog racuna se osamdesetih
odvijala u Japanu sa publikacijama S. Owa [1990], M. Siago[1980] i K. Nishi-
moto. Poslednji pomenuti autor je objavio radu u ¢etiri toma [1984, 1987, 1989,
1991] posveéen najvise primenama razlomljenog ra¢una na obi¢ne i parcijalne
diferencijalne jednac¢ine. Ne iznenaduje podatak da je tre¢a konferencija odrzana
bas u Japanu, Tokiju 1989. Treba pomenuti da su u bivsem Sovjetskom Savezu
tri matematicara, S. Samko, O. Marichev i A. Kilbas napisali enciklopedijski
tekst o razlomljenom racunu i njegovim primenama.

Razlomljen ra¢un nalazi primenu u mnogim oblastima nauke i inzenjerstva
ukljucujuéi primenu u fluidima, reologiji, difuziji, elektricnim mrezama, elek-
tromagnetnoj teoriji, verovatnodi, statistici, viskoelasti¢nosti. Retko da postoji
neko polje nauke ili inZzenjeringa a da nije dotaknuto ovom temom. Ipak i ako
je ovo stara tema retko je uklju¢ena u danasnje nastavne planove tako da je to
mozda glavni razlog Sto mnogi matematicari nisu upoznati sa njome.

2 Gama funkcija
Nesumnjivo jedna od osnovnih funkcija razomljenog racuna je Ojlerova gama

funkcija I'(z), koja generalizuje faktorijal n! i dozvoljava takode za n ne celo-
brojne pa i ¢ak kompleksne vrednosti.
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2.1 Definicija gama funkcije
Gama funkcija I'(2) je definisana pomocu integrala

I'(z) = /e_ttz_l dt, (1)
0
koji konvergira u desnoj polovini kopleksne ravni Re(z) > 0. Tako da imamo

+zy _ /e—ttx—1+iy dt:/e—ttx—leiylog(t) dt
0 0
= /e*ttzfl[cos(ylog(t)) + isin(ylog(t))] dt. (2)
0

Izraz u pravougaonim zagradama je ograni¢en za sve vrednosti t; konver-
gencija ka beskonacnosti je obezbedena sa funkcijom e~?, a za konvergenciju u
t =0 mora z = Re(z) > 1.

2.2 Prikaz osobina gama funkcije

Jedna od osnovnih osobina gama funkcije je da zadovoljava slede¢u jednakost:

D(z+1) =2I(2) (3)

§to se jednostavno moze pokazati parcijalnom integracijom:

L(z+1) = /e*tt'z dt = {ettz} + z/ “Eldt = 2T (2),
0 0

Ocigledno je da je T'(1) = 1, a koristeéi jednacinu (3) dobijamo za z = 1,2, 3...

re)=1-r1)=1=1
r3)=2-N2)=2-1=2
I(4)=3.-T(3)=3-2! =3

I'n+1)=n-T(n)=n-(n—-1)!=mn!

Druga bitna osobina gama funkcije je da ima proste polove u tackama z = —n,
(n=0,1,2,...). Da bi smo pokazali to, napisimo definiciju (1) u obliku:

o0

1
— /e_ttz_ldt—i—/e_ttz_ldt, (4)
0

1
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Prvi integral u (4) moze biti ocenjen koriséenjem razvoja reda za eksponencijalnu
funkciju. Ako je Re(z) = z > 0( tj. z je u desnoj polovini ravni), onda
Re(z+k)=xz+n>01 tz+k|t:0 = (. Tako je,

1

1 00 &
—t
/e*ttZ*ldt:/E %t‘z’ldt
0 0 k=0

S D [ S (S
_Z:% o O/t“ dt_kzﬂik!(k—&-z)'

Drugi integral definise potpuno novu funkciju kompleksne promenljive z. Ako

oznacimo
oo

o(z) = /e*ttzfl dt = /e(zfl)log(t)*t dt. (5)
1

1

Funkcija e(*~1108()=t jo neprekidna funkcija po z i t za proizvoljno z i t >
1. Stavise, ako je t > 1 (tada je log(t) > 0), tada je i ¢itava funkcija po
z. Razmotrimo promenljiv ogranic¢eni zatvoreni domen D u kompleksnoj ravni
(z = ¢ +14y) 1 oznatimo xo = max,.p Re(z).

Onda imamo:

|€7ttz71} _ ’e(zfl)log(t)ft eiylog(t)

_ ‘ (2= 1) log(t)—t] .

— < e(zo—l)log(t)—t — e—ttmo—l.

‘ e(z—l) log(t)—t

Ovo znaci da integral (5) ravnomerno konvergira u D i zbog toga je funkcija
©(2) regularna u D i diferenciranje pod integralom je dozvoljeno. Kako je domen
D izabran proizvoljno, mozemo zakljuciti da funkcija ¢(z) ima gornje osobine
u ¢itavoj kompleksnoj ravni. Zbog toga je ¢(z) cela funkcija koja dozvoljava
diferenciranje pod integralom. Uzimajuéi u obzir navedeno, moze se primetiti

F( )_ - (_1)k 1 + —ttz—l dt
= kz_o W ok+z )€
- 1

= (-DF 1
= Z ( k!) s + cela fnkcija, (6)
k=0
I'(z) ima samo proste polove u tackama z = —n, n =0, 1,2....

2.3 Limes reprezentacija gama funkcije

Gama funkcija se takode moze predstaviti pomoc¢u limesa

12



T oo 2(z+1)...(z+n)

gde pocetno pretpostavljamo da je Re(z) > 0.
Da dokazemo jednacinu (7) uvedimo pomoénu funkciju

£ul2) :/n<1— ;)ntz‘ldt. (8)
0

Nakon zamene 7 = % i primene parcijalne integracije dobijamo

1
zp)
_ n*n! /7'2“%1 dr
2(z4+1)..(z4+n-1)
0

n*n!
= 2z4+1)..(z+n—-1)(z+n) 9)

Uzimajuéi u obzir dobro poznati limes

t n
lim (1 — ) =t
n— 00 n

mozemo ocekivati da je

t\" T
lim f,(z) = lim (1—) tz_ldt:/e_ttz_ldt, (10)
n—oo n—oo n
0 0

Sto zakljucuje dokaz limes reprezentacije gama funkcije, ako je zamena mesta
limesa i integrala u jednac¢ini (10) opravdana. Da bismo to uradili ocenimo
razliku

A= /e_ttz_l dt — fn(2)
0

o0

e (ot e feetan
_0/[ (1 n)}t dt+/ >~ tdt.  (11)

n
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Recimo da uzmemo proizvoljno € > 0. Zbog konvergencije integrala (1) to
postoji neko N takvo da za n > N imamo

/e_ttz_l dt| < /e—tt””—ldt < g (z = Re(2)). (12)

Fiksiraju¢i sada N i posmatrajuci kada je n > N mozemo zapisati A kao sumu

tri integrala:
N n n 00
t
/+/ [e—t - (1 - ) ]tz_ldt+/e_ttz_1dt. (13)
n
0 N n

Poslednji izraz je manji od §. Za drugi integral imamo:

Ji e 5

oo
< /e—tt-”f—ldt < % (14)
N
gde je x = Re(z)
Za procenu prvog integrala u jednacini (13) potrebna nam je slede¢a pomocéna
nejednakost:

~ t\" 2
0O<e™™— 1_5 <%0 (0 <t <n). (15)

Sto sledi iz relacije

¢
n t2
0</ 1—7 Zd7'</eTZd7':e7'—. (17)
n n
0

(Jednakost (16) se moze proveriti diferenciranjem obe strane jednakosti.)
Koristeéi pomoénu nejednakost (15) za dovoljno veliko n i fiksno N:

N
t\" 1
|/ 1—) }tz_ldt <—/t“+1dt< (18)
n 2n
0
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Uzimajuéi u razmatranje nejednakosti (12), (14) i (18) i posredovanjem e
pokazali smo da je zamena mesta limesa i integrala u jednacini (10) dozvoljena.
Time $to smo pokazali da je dozvoljeno limesu da ude pod integral smo zavrsili
i dokaz formule (7), limes reprezentacije gama funkcije kada je Re(z) > 0.

Uz pomo¢ (3) uslov Re(z) > 0 moze biti oslabljen za z # 0, —1. — 2, ... na
sledeéi nacin.

Ako je —m < Re(z) < —m + 1 gde je m pozitivan ceo broj onda

() = z(z + f)(z(—; T)m -1)
1 n*tmp)
- 2(z4+1)...(z4+m—-1) nlﬁoo (z+m)...(z+m+n)
B 1 lim (n —m)*t™(n —m)!
2(z+1)(z4+m—1)nsc0 (z+m)(z+m+1)...(2+n)
= lim nn! . (19)

n—oo z(z+1)...(2+n)

Zbog toga grani¢na reprezentacija gama funkcije (7) vazi za svako z #
0,—1,—-2,....

2.4 Beta funkcija

U mnogim slu¢ajevima je umesto odredene kombinacije vrednosti gama funkcije
jednostavnije koristiti takozvanu beta funkciju.
Beta funkcija je obi¢no definisana sa

1
/T (1—-7)*"tdr, (Re(z) >0, Re(w)>0). (20)

0
Da bismo ustanovili relaciju izmedu gama funkcije definisane formulom (1) i

beta funkeije (20) koristicemo Laplasovu transformaciju.
Razmotrimo sledeéi integral

By (t) = /7'271(1 — 1) tdr. (21)
0

Ocigledno da je h, () konvolucijal funkcija t*71 i t“71 i da je h, (1) =
B(z,w). Kako je Laplasova transformacija konvolucije dve funkcije jednaka
proizvodu njihovih Laplasovih transformacija dobijamo:
r r r'(z)r
H. (s~ D) T®) _TEIE) )

s% sw Sz+w

1Konvolucija je matematicki operator koji od dve funkcije f i g proizvodi treéu i mozemo
je predstaviti sledeéim izrazom:k(t) = [0 f(7) - g(t — 7) dr ili krace k(t) = f(t) * g(t)
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gde je H, ., (s) Laplasova transformacija funkcije h, ., (¢). Na drugoj strani kako
je T'(2)I'(w) je konstantna, moguce je dobiti orginalnu funkciju h, ,,(¢) inverznom
Laplasovom transfrmacijom desne strane jednacine (22). Zahvaljujuéi jedin-
stvenosti Laplasove transformacije imamo da je:

F(Z)F(W) tz+w71

hew(t) = , 23
o= Fr (23)
i uzimajuéi t = 1 dobijamo slededéi izraz za beta funkciju:
I'(2)l'(w)
B === 24
(9 = Ty o (24
odakle sledi
B(z,w) = B(w, z) (25)

Definicija beta funkcije (20) vazi samo kada je Re(z) > 0, Re(w) > 0. Relacija
(24) obezbeduje analiticku neprekidnost beta funkcije na ¢itavoj kompleksnoj
ravani, ako imamo analiticki neprekidnu gama funkciju.

Uz pomoé¢ beta funkcije mozemo ustanoviti sledeée dve vazne relacije za gama
funkciju.Prva je

™

T)I(z—1) =

sin(mz)’ (26)

Izveséemo formulu (26) pod uslovim da je 0 < Re(z) < 1 i pokazati da vazi
za z #£0,+1,+£2,....
Koristedi (24) i (20) mozemo zapisati

D(:)D(1—2) = B(z,1—2) = /1 ()H & (27)

1-1¢
0

gde integral konvergira ako je 0 < Re(z) < 1. Primenom zamene promenljivih
7 =1t/(1 —t) dobijamo

T(2)(1—z) = / 1T+1T dr. (28)
0
Posmatrajmo sada integral
g7~ 1
L/ f)ds, )=, (29)

duz konture prikazane na slici 1. Kompleksna ravan je presecena duz realne
pozitivne polu ose. Funkcija f(7) ima prost pol u s = e™. Odatle za R > 1
imamo

16



L

B3

Slika 1: Kontura L.

Sa druge strane, integrali po kruznicama poluprecnika |s| = € i |s| = R nestaju
kad e =+ 01 R — o0, i integral uz donju horizontalnu ivicu odescka se razlikuje
od integrala po gornjoj ivici odsecka za faktor —e?™* . Tako da kada € — 0 and
€ — oo dobijamo:

/f(s) ds = 2mi [Resf(s)],_omi = —2miei™* = P(z)Ir'1-=z)(1- 62”'2), (31)
L

T(2)I(1—2) = 2mie’™ (0 < Re(z) < 1). (32)

e2miz — 1  sin(wz)’

Ako je m < Re(z) < m + 1 tada mozemo staviti da je z = o + m, gde je
0 < Re(a) < 1.Koristedi (3) dobijamo

Fz)I(1-2)=(-1)"T()I(1 — )
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(=7 ™ o
~ sin(ma)  sin(r(a+m))  sin(rz)’ (33)

§to pokazuje da relacija (26) vazi za z # 0,+1,£2, ...
Uzevsi da je z = 1/2 dobijamo iz jednakosti (26) posebno korisnu vrednost
gama funkcije:

r (;) —Vr (34)

Druga veoma bitna osobina gama funkcije, koja se lako pokazuje pomocu
beta funkcije, je Lezandrova formula

L'(2)(z + %) = m227I0(22), (22 #0,-1,-2,...). (35)

Da bismo dokazali relaciju (35) razmotrimo

B(z,z2) = /[T(l — 7)) tdr, (Re(z) > 0). (36)
0

Uzmimo u obzir simetriju funkcije y(7) = 7(1 — 7) i uvodenjem zamene
s =47(1 — 7) dobijamo

1/2
B(z,z) =2 /[T(l — 7')]2_1 dr
0
1 1
- g [T a9 s = 2B ), (37)
0

i koriste¢i (24) dobijamo iz (37) Lezandrovu formulu (35).
Uzimajuéi z = n+ % u (35) dobijamo set odredenih vrednosti gama funkcije

1. Jal@n+1)  /7(2n)!
Pt ) = s ~ 22ml

(38)

koji takode sadrzi (34).

3 Definicije razlomljenih integrala i izvoda
Razlomljeni ra¢un je naziv za teoriju integrala i izvoda proizvoljnog reda, $to

objedinjuje i generalizuje pojmove celobrojnog diferenciranja i visestruke inte-
gracije. Posmatrajmo beskonacan niz n-visestrukih integrala i izvoda:

| / . / f(m) dn, / frydm, o), T LI

dt ~ diz
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Izvod proizvoljnog reda realnog stepena o moze se razmatrati kao interpolacija
ovog niza operatora. Koristiéemo notaciju predlozenu i kori§¢enu od strane
Dejvisa [1],

o D7 f ().
Koristiéemo istu notaciju za razlomljene integrale gde ¢e se red odnositi na
negativne vrednosti a.Oznaci¢emo razlomljeni integral stepena S > 0 sa

oDy f ().

Razlomljena diferencijalna jednacina je jednacina koja sadrzi razlomljene
izvode dok je razlomljena integralna jednacina integralna jednacina sacinjena
od razlomljenih integrala. Sistem razlomljenog reda se odnosi na sistem opisan
razlomljenom diferencijalnom ili razlomljenom integralnom jednac¢inom ili siste-
mom takvih jednacina.

3.1 Grunvald-Letnikov
3.1.1 Objedinjavanje zapisa

Posmatrajmo neprekidnu funkciju y = f(z). Prema dobro poznatoj definiciji,
prvi izvod funkcije f(x) je definisan sa

Primenjujuci ovu definiciju dva puta dobijamo izvod drugog reda:

A O D)

70 = iz T S0 h
— lim 1{f(t)—f(t—h) B f(t—h)—f(t—zh)}
h—0 h h h
o ) = 2f(t = h) + f(t - 2h)
= 2 : 2)

Koristedi (1) i (2) imamo

f/”(t) _ (Ci;Tgf :}ILIL% f(t)—3f(t—h)+3}{3(t—2h)—f(t—?)h) (3)

i indukcijom dalje dobijamo
n 1 n
70 = Gt = i S0 () e o) ()

dtn =0 h"
r=0

gde je uobicajena notacija za binomne koeficijente:

(n> _nan-1)(n-2)...(n-r+1)

r r!
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Razmotrimo sada sledeéi izraz generalizujuéi razlomke u (1) i (4):

0= 5 S04 (7)o = ), ©

r=0

gde je p proizvoljan ceo broj; n je kao i gore takode ceo broj.
Ocigledno da za p < n imamo

dﬁ”
tim £ (1) = /(1) = 2L

(7)

jer u tom slucaju, kako sledi iz formule (5), svi koeficijenti u brojiocu posle (5)
su jednaki 0. Razmotrimo negativne vrednosti za p.
Zbog jednostavnosti obelezimo

[ﬂ :p(p+1)..7.a!(p+r—1)

: (8)

Onda imamo

(—p) _zpep= e Epmrd ) gy [p] (9)

r r! r

i zamenjujuéi p u (6) sa —p mozemo zapisati kao

0 =5 2 [P re-m (10)

r
r=0

gde je p pozitivan ceo broj. Ako je m fiksno, tada f,(L_p) (t) tezi ka ne tako
interesantnoj granici 0 kada h — 0. Da bismo dostigli granicu razli¢itu od nule,
moramo pretpostaviti da n — oo kada h — 0. Mozemo uzeti h = t_T“, gde je
a realna konstanta, i razmotriti grani¢nu vrednost za f}(;p ) (t) bilo konaénu ili
beskona¢énu, koju ¢emo oznagciti sa:

lim £ (0) = oDy P F(2). (11)
nh=t—a
Ovde ,D; ? f(t) oznatava u sustini odredenu operaciju izvedenu na funkciji
f(t); a it sukrajevi, granice koje se odnose na tu operaciju.

Sada razmotrimo par odredenih sluc¢ajeva. Za p = 1 imamo:
IV =hY ] fe—rh). (12)
r=0

Uzimajuéi u obzir da t — nh = a i da je pretpostavljeno za funkciju f(¢) da je
neprekidna, zaklju¢uemo da

im0 =010 = [ T g s = / . (13)
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Uzmimo sada da je p = 2. U ovom slucaju

[2} :2.3-....:!2+rf1)

=r+4+1,
r

i tada imamo:

21 hz (rh) f(t — rh).

Oznacavajuéi sa t + h = y mozemo prethodnl izraz napisati kao
n+1

hz (rh) f(y — rh).

i pustajuéi da h — 0 dobijamo

h—0
nh=t—a

zbog toga sto y — t kada h — 0.
Za p = 3, dobi¢emo opsti izraz za ,D; .
Uzimajuéi u obzir da je

imamo jedné¢inu

oy

T2 Tzo(r + 1)(r +2)h*f(t — rh).

() =

Oznacavajuéi kao gore t + h = y mozemo zapisati kao

n+1

3y = N 2y —
(t) =1 QTZIT(TH)h fly—rh).
Izraz (18) se moze zapisati kao
B h n+1 h2 n+1
b0 = 15 DRIy = rh) 5 D rhf(y —rh).
r=1 r=1

Uzimajuéi da h — 0 dobijamo sledeé¢u formulu

D;Bf(t):%/o_ ZQf(t—Z>dZ=/a(t—T)Qf(T)dT,

jery —tkako h —01i

2 n+1

ngé_aﬁ;rhf( y —rh) ilmh/ (t—7)f =0.

21

im fC2() = D2 (1) = /O = 2)ds = /0 (t — 7)f(r)dr.

(14)

(15)

(19)

(20)



Relacije (13)-(20) ukazuju na slededi opsti izraz:

n

DI = T WD ﬂ J(t=rh) =

nh=t—a r=0

1

(p-_1)1j/ (t—7)P " f(r)dr. (21)

Za dokaz formule (21) koristi¢emo indukciju, ako vazi za neko p onda vazi i za
p+1
Uvedimo sada funkciju

fi(t) = / f(r)dr (22)

koja ima ociglednu osobinu da je fi(a) = 0, i posmatrajmo

= 1

D= gy [ s

- T
nh=t—a r=0

n

T N L _
_}I_E% hZJT fi(t —rh)

n

~ lim hpz[pjl}ﬁ(t—(rﬂ)h) (23)
nh=t—a r=0

Koristeéi (8) lako se proverava da je
+1 +1
iR aet] &
T T r—1

5=

gde moramo staviti da je

Relacija (24) primenjena na prvu sumu u (23) i zamena r sa r — 1 u drugoj

sumi daje:
n

oDIPTHR() = lim hl’z B?] fit —rh)

nh=t—a r=0
) " [p+1]
+ lm w2y N T filt—h)
nh=t—a r=0 bt -
n+1l - B
. p+1
— lim h? Z .1 fi(t —rh)
nh=t—a r=0 - -
- . (p+1]
= DA~ lim WP it = (4 1))
nh=t—a - -
— —p _ _A\P 1; p + 1 i . t—a
= DA~ - in [P D=0,
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Iz definicije (22) funkcije fi(t) sledi da je

lim fi(a— —% =0
n—oo
Uzimajuéi u obzir poznatu granicu (7)
b PFL o, @EDRA2).00) 1 7
izvodimo
1 1 !
oDV () = WDy f(E) = (P—l)'/ (t — 7P 1 (7) dr
t—T1)Pfi(r =t ot
= _t=mPh) ])9! 1()Ta+p! a(t—T)pf(T)dT
1 t
= [ e=rrran (25)

§to okoncava dokaz formule (21) indukcijom.
Sada pokazimo da je formula (21) reprezentacija p-tostrukog integrala.
Integraljenjem relacije

d . 1 K N .
G WD) = = [ (= 2y dr = DI )
dobijamo:
JDPf(t) = /t (ap;pﬂf(t)) dt,
D) = /t (D725 0) at it
i zbog toga

Dif) = [ L / (WD) @

_ /at dt/at dt/at (aD;W'f(t)) dt
:/:dt/atdt.../:dtf(t)dt. (26)

puta

Vidimo da su izvod celobrojnog reda n (4) i p-tostruki integral (21) neprekidne
funkcije f(z) poseban slucaj opsteg izraza
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h—0
nh=t—a

D00 =t Y (7 e, (27)
r=0

§to predstavlja izvod reda m ako je m = p i m puta ponovljeni integral ako je
p=—m.

Ovo razmatranje prirodno navodi na ideju generalizacije zapisa diferenci-
ranja i integraljenja ako za p u (27) dozvolimo da ima proizvoljne realne pa ¢ak
i kompleksne vrednosti. Ograni¢i¢emo nasu paznju na realne vrednosti za p.

3.1.2 Integrali razlomljenog reda

Posmatrajmo slucaj kada je p < 0. Zbog jednostavnosti dozvolimo zamenu p sa
—p u izrazu (27). Tada (27) ima formu

JDIPf(H) = lim hpsz(trh), (28)
nh=t—a r=0

gde su kao i gore, vrednosti h i n u odnosu nh =t — a.
Da bismo dokazali postojanje limesa u (28) i ocenili taj limes potrebna nam je
sledeéa teorema (A.V.Letnikov, Theory of differentiation of an arbitrary order)

[2]:

Teorema 3.1 Uzmimo niz Py, (k=1,2,...) i pretpostavimo da

lim B = 1, (29)

k—o0
ILm an k=0 za svako k, (30)
nh_}r{.lo Zamk = Aza svako k, (31)

k=1
Z | an i |< K za svako n. (32)
k=1
Tada je

lim ;; kB = A. (33)

Dokaz. Uslov (29) dozvoljava nam da stavimo
B =1— o0k, gde je lim o = 0. (34)
k—o00

iz uslova (30) sledi da za svako fiksirano r
r—1
lim_ k; B =0 (35)
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r—1
Za”’k =0. (36)

lim
n—oo
k=1

Koristedi zatim (35), (34), (31) i (36) dobijamo
Jim > niB = Jim > kB
k=1 k=r

n n
= lim E Q) — lim E Ay Ok
n—o0 n—oo :
k=r k=r

n n
= lim E ) — lim E QU KOk

=r

n
= A— lim E Qp KOk
n—oo

k=r

Sada koristeci (36) i (32), mozemo izvesti sledeéu ocenu:

n

< lim Z |Oén,k| . |Uk;‘
n—oo

k=r

n
A — lim E an,kﬂk

n n
- e
<o nl;n;o2|an7k| =0 nIL%oZ|a"’k|
k=r k=r
< 'K
gde je 0* = maxg>, | ok |. To sledi iz (34) da za svako proizvoljno malo € > 0

postoji r takvo da o* < €/K tako da je

< €,

n— oo

A— lim Zan,kﬁk
k=1

i (33) teoreme vazi.
Teorema 3.1 daje jednostavne posledice. Naime ako uzmemo

lim ﬁk = B,
k—oc0
onda
li = .
kgr;ozan,kﬁk AB (37)
k=1
uvodedi niz 5
s B ) -
Bk - B ) k:li>H01o ﬁk ]-7
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mozemo primeniti Teoremu 3.1 da bismo dobili

tin > i = Jim 32 = 4,
1 k=1

k—o0

odakle izraz (37) proizilazi.
Da bismo primenili Teoremu 3.1 za ocenu(28), zapisimo

) =t wy [Pl m)
nh=t—a r=0

= lim E
h—0

nh=t—a r—= O

[]hrh”lf( rh)
r

=

o b S

B 1 . =T [|t-a/ t—a Pt t—a
- Al (S ) (=)
i uzmimo I(p)
b)|p
ﬂrrp—1|:7~:|7

Koristedi (7) imamo

lim 8, = lim m’)m = 1. (38)

r—00 r—oo rP—1 [

Ocigledno ako je funkcija f(t) neprekidna u zatvorenom intervalu [a, b], onda
n n p—1
. . t—a t—a t—a
dim e = i S () ()
r= r=

= lim ; h(rh)P~Lf(t —rh)

= /(t—T)pflf(T)dT. (39)

Uzimajuéi u obzir (38) i (39) i primenjujuéi Teoremu 3.1 zakljuéujemo da

prrsw = tm w3 Hse—m = gos [e-nrtsmar @)
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Izvod f'(t) je neprekidan na [a,b], tada parcijalnom integracijom mozemo za-
pisati (40) u obliku

f(a)(t—a)i” 1 ! p gl
I'(p—1) +F(p+1)/a(t—7‘>f(7')d7', (41)

i ako funkcija f(t) ima m + 1 neprekidan izvod, onda

oDy P f(t) =

[ (a)(t — a)t* 1

“D’f_pf(t):]; Tlp+k+1)  Tlp+k+1

] /a (t— T)p+mf(m+1)(7') dr.
(42)

3.1.3 Izvodi razlomljenog reda

Razmotrimo sada sluc¢aj da je p > 0. Kao i prethodno ocenimo limes

n

<D () = lim hpz@f(trh) o £7() (43)

nh=t—a r=0 nh=t—a
gde
O = () - o). (44)
r=0

Da bismo ocenili (43), prvo transformisimo izraz za f,(lp ) (t) na sledeéi nacin.
Koristeéi poznatu osobinu binomnih koeficijenata

0)-¢7)+67)

OIS WEVY G PR

mozemo zapisati

+hoP Tz:(—w (f: Df(t —rh)

— by (p; 1)f(t—7°h)

r=0

+h*pnz_:(f1)r+1 <p - 1>f(t — (r+1)h)

r
r=0

= o (" s
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+h™ pz (p )Af(t—rh)

gde je
Af(t—rh)=f(t—rh)— f(t— (r+1)h).

Ocigledno da je Af(t — rh) konacna razlika unazad prvog reda funkcije f(7) u
tacki 7 = t — rh. Primenjujuéi osobinu (45) binomnih koeficijenata uzastopno

m puta, dobijamo polazeéi od (46):

0w = Cor (P s com (0T asa )

n—2

+h? 3 (1) (p B 2) A2f(t —rh)

r=0

= (7 s+ o (A

n—3

+ho PZ (p 3>A3f(t—rh)

e (D) et (o on)

- i )= k<p kk )h‘pAkf(a+kh)

— —

r

+hP n_zmj_l(—n’“ <p B 1) A™LE(t — rh).

r=0

Krenimo sada da ocenimo granicu k-tog ¢lana u prvoj sumi u (48):

: nek(P—k—1 k
lim (-1) ( & )hpA fla+kh)

nh=t—a

= lim (-1)"* (p —k- 1) (n — kP

h—0 n_k

nh=t—a

><< n >p_k(nh>_p+kA’“f(a+k:h)

n— hk

= (t—a)P™ lim (-1)"* <p k- 1) (n— k)Pk

n— 00 n—=k
p—k k
. n . Aff(a+kh)
< () e SR
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(48)



_ 19 (@)(t — a) vt

49
T(—p+k+1) (49)
§to koristimo (7) dobijamo
. _\n—k(P— k-1 _ 1\p—k
fa = (7
_ o CPHEADpAE+2). (ptn) 1
RS (n—k)=Ptk(n — k)! CT(—p+k+1)
i k
e
n
li =1
ngr;o (n — kj) ’
. AFf(a+kh) )
i S < 0,
Znajuéi limes (49) lako mozemo zapisati limes prve sume u (48).
Da bismo ocenili limes druge sume u (48) napisimo je u obliku
1 n—m-—1 p—m— 1
S —1)"T(— 1 —mtp
L(—p+m+1) ; (U T(=p+m+ )< r )T
m— Am+1f(t - Th)
Xh(?"h) pT (50)
Da bismo primenili Teoremu 3.1 uzimamo
—m—1
Br=(-1)"T(=p+m+1) (p T: )rm“’.
oy AL —1h) t—a
O = h(rh)™™P fmT , h= —
Koristedi (7) potvrdujemo da
—m—1
lim B, = lim (—1)"T(=p +m + 1) (p " )rmﬂ’ =1 (51)
r—00 r—00 r
Ako je m —p > —1, tada
. n—m-—1 . n—m-—1 e Am+1f(t . ’I’h)
nhﬁrr;o Z Qpp = llino Z h(rh) BN —
r=0 nh=t—a =0
t
= / (t — 7)ym=P D) (1) dr, (52)
a

Uzimajuéi u obzir (51) i (52) i primenjujuéi Teoremu 3.1 zakljuéujemo da je

n—m—1
. — r(P—Mm= 1 m+1
lim h™" E (-1 ( . )A f(t—rh)

nh=t—a r=0
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1 K m— m

- T / (t— )" PO (r)gr. (53)

Koristedi (49) i (53) kona¢no dobijamo limes za (43):
DISE) =t 0
f )*P+k

Z F —p + k+1)

1 ! .
e / (=)™ P D () g (54)

Formula (54) je izvedena pod pretpostavkom da su izvodi f*)(t), (k = 1,2,...,m+
1) neprekidni u zatvorenom intervalu [a,b] i da je m ceo broj koji zadovoljava
uslov m > p — 1.

Najmanja moguca vrednost za m je odredena nejednakoscu

m<p<m-+1.

3.2 Riman-Liuvil

Grunvald-Letnikovljeva definicija razlomljenih izvoda, definisana kao limes ra-
zlomljenog reda konac¢nih razlika unazad, nije prakti¢na za upotrebu. Dobijeni
izraz (54) izgleda bolje zbog prisustva integrala u njemu; ali $ta je sa delom koji
nije pod integralom? Odgovor je jednostavan i elegantan: razmatrajmo izraz
(54) kao poseban slucaj za integro-diferencijalni izraz

m+1 t
PO~ g () [0 st
(55)

Izraz (55) je opste poznata definicija razlomljenog izvoda, zvana Riman-
Liuvilova definicija. Oc¢igledno je da se izraz (54), koji je izveden iz Grunwald-
Letnikovljevog razlomljenog izvoda pod pretpostavkom da funkcija f(t) mora
biti m + 1 puta neprekidno diferencijabilna, moze izvesti iz (55) pod istom
pretpostavkom uzastopno ponavljajuéi parcijalnu integraciju i diferenciranje.
To daje

DO = o ( R T

" fF) (a)(t — a) PR
Z p+k+1)
1 t
_— — )ym=P i+ (1 g
+F(—p+m+1)/a(t ) / () d
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= DYf(t), (m<p<m+l) (56)

Zbog toga ako posmatramo klasu funkcija f(¢) koje imaju m + 1 neprekidni
izvod za t > 0, onda Grunvald-Letnikovljeva definicija (43) (ili $to je u ovome
slu¢aju isto, njena integralna forma (54) je ekvivalent Riemann-Liuvilovoj defini-
ciji (55).

Sa ¢isto matematickog stanovista gledano takva klasa funkcija je uzana, mada
sa prakti¢nog aspekta veoma bitna u primenama, vecina dinamickih procesa je
dovoljno glatka i ne dozvoljava prekidnost.

Razumevanje ove ¢injenice veoma je vazno za korektnu upotrebu ovih meoda
razlomljenog ra¢una u primenama, posebno zbog ¢injenice da Riman-Liuvilova
definicija (55) obezbeduje odli¢nu priliku da se ti uslovi oslabe za funkciju f(¢).
Naime dovoljno je da zahtevamo integrabilnost f(t); tada integral (79) postoji
za t > a i moze biti diferenciran m + 1 puta. Slabi uslovi za funkciju f(¢) u (55)
su neophodni, npr. da bismo dobili reSenje Abelove integralne jednacine.
Pogledajmo sada kako se Riman-Liuvilova definicija (55) pojavljuje kao rezultat
spajanja notacija integracije i diferenciranja celobrojnog reda.

3.2.1 Objedinjavanje zapisa

Pretpostavimo da je funkcija f(7) neprekidna i integrabilna u kona¢nom (a, b);
funkcija f(t) moze imati integrabilni singularitet reda 0 < r < 1 u tacki 7 = a:

lim (7 — a)" f(t) = const(# 0).

r—a

Onda integral

f*a>:/“ﬂﬂd7 (57)

postoji i ima kona¢nu vrednost, naime jednak je 0 kad ¢ — a. Ako izvrsimo
zamenu T = a + y(t — a) i oznac¢imo € =t — a, dobijamo

lim V() = lim /tf(T) dr

t—a t—a

= fmlt—a) | flatylt—a)dy

t—a
— time [ () fat vy Ty =0, (58)
e—0 0

jer je r < 1. Zbog toga mozemo razmatrati dvostruki integral

@) = /at dry /aﬁ f(7) dT:/atf(T)dT/Tt dry

_ / (t — 1) f(7) dr. (59)
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Integracijom (59) dobijamo trostruki integral funkcije f(7):

o = f L / " in, / " frs) dr

= /athl/aTl(Tl—T)f(T)dT
1t

- 3 / (t — 7)2f(r) dr, (60)

a

i indukcijom u opstem sluéaju imamo Kosijevu (Cauchy) formulu

1 t
0 = o [ = ) dr, (o1
L'(n) Ja
Neka je sada n > 1 fiksirano i uzmimo ceo broj k& > 0.
Postié¢i ¢emo
1

PO = g™ [ - (62)

gde oznaka D~F(k > 0) predstavlja k iteracija integracije.
Sa druge strane, za fiksno n > 11 ceo broj k > n (k — n)-ti izvod funkcije f(¢)
moze biti zapisan kao

L

P00 = oy

t

D* [ (=i (63)
gde oznaka D*(k > 0) predstavlja k iteracija diferenciranja. Vidimo da formule
(62) i (63) mogu biti razmatrane kao poseban slucaj jedne od njih, na primer
(63) u kojoj je . (n > 1) fiksno i D¥ oznacava k integracija ako je k < 0
i k diferenciranja ako je k > 0. Ako je k = n—1,n—2,... , tada formula
(63) daje iterativno integrale funkcije f(t); za k = n dobijamo funkciju f(t); za
kE=n+1,n+2,n+3,... dobijamo izvode reda k —n =1,2,3... funkcije f(¢).

3.2.2 Integrali razlomljenog reda

Da bismo prosirili notaciju n-tog integrala na necelobrojne vrednosti za n,
mozemo krenuti od Kosijeve formule (61) i zameniti ceo broj n u njoj sa re-
alnim p > 0:

D7 f(t) = ﬁ / (t— )Pt f(r) dr. (64)

U (61) ceo broj n mora zadovoljiti uslov da je n > 1; odgovarajuéi uslov za p je
slabiji: za egzistenciju integrala (64) mora biti p > 0.
Sta vise pod razumnom pretpostavkom
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lim LD (1) = () (65)

pa mozemo staviti

DY f(t) = f(1). (66)

Dokaz jednacine (65) je veoma jednostavan ako f(¢) ima neprekidne izvode
zat > 0. U tom slucaju parcijalna integracija i koriScenje osnovne osobine gama
funkcije (T'(z + 1) = 2T'(2)) daju

(t —a)’f(a) 1

LHO=TR4 ) T e

[a-rrraar,
i dobijamo da je
i D7 f(0) = f(a) + [ £(r)dr = Fla) + (F(0) - Fla) = £

Ako je f(t) neprekidna samo za t > a tada je dokaz (65) nesto duzi. U tom
slucaju napisimo ,D, ” f(t) u obliku:

oDPf(t) Iéﬁ[ktﬂp%fv)ﬂﬂmT*g&yéﬁffldT
= ! o p—1 B
F@)A (=7 (f(r) = () dr (67)
+ﬁ /H“ — 7PN (f(7) = f(t) dT 68)
f)(t —a)?
I'(p+1) (69)

Posmatrajmo integral (68). Kako je f(t) neprekidna , za svako § > 0 postoji
€ > 0 takvo da

| f(r) = f(t) [<e

Onda imamo sledeéu ocenu integrala (68):

Bl< == [ e 2 (10

5| < / t—7)Phdr < , 0
I'(p) Ji-s I'(p+1)

i uzimajuéi u obzir da € — 0 kad § — 0 dobijamo da za svako p > 0

lim |15 = 0. 1
lim [1,] = 0 (71)

Sada uzmimo proizvoljno € > 0 i izaberimo ¢ tako da je
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|IQ‘ <€ (72)

za svako p > 0. Za fiksirano § dobijamo slede¢u ocenu integrala (67):

M/f—‘S M

L| < — t—7)Pldr < ——— (6? — (t — a)P), 73

|1‘—F(p) ., ( ) _F(p+1)< ( )) ( )

odakle sledi za fiksirano § > 0
lim |I;] = 0. (74)
p—0

Razmatrajudi

—p (t—a)?
| D7Pf(t) = f(8)] < L]+ Ia] + | £(2)] - -1

F(p+1)
i uzimajuéi u obzir granice (74) i (71) i ocenu (72) dobijamo
lim sup |aD;pf(t) — f(t)| <k,
p—0
gde € mozemo izabrati malo koliko god Zelimo. Zbog toga,
lim sup [ D; 7 f(£) = f(t)| =0,
p—0
i (65) vazi ako je f(t) neprekidna za f > a.

Ako je f(t) neprekidna funkcija za t > a, onda integracijom razlomljenog realnog
reda definisanog (64) imamo sledeéu vaznu osobinu:

aD;p (aD;qf(t)) = aDtipiqf(t)‘ (75)
Stvarno, imamo .
DI DT®) = g [(e=n D i
1

= - ' —nelar TT— p—1
- (q)/u ) d/( P (e) de

F(p)r a a
= 71 t t — ) (r— P ldr
S0 o L A LR
— 1 ' _ g)pta-1
Sl R M GL:
= WD),

(Za ocenu integrala od & do t koristili smo smenu 7 = £ + (¢t — &) $to nam je
omogudéilo da ga izrazimo pomoéu beta funkcije (1.20).)
Ocigledno je da mozemo zameniti mesta p i ¢ pa imamo
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aDt_p (aDt_qf(t)) = aDt_q (aDt_pf(t)) = aDt_p_qf(t)- (76)

Moze se primetiti da je pravilo (76) slicno dobro poznatoj osobini izvoda celo-
brojnog reda:

i (T ) = i () = )

3.2.3 Izvodi razlomljenog reda

Reprezentacija (63) izvoda celobrojnog reda k — n omogucava prosirenje, da se
isti zapis odnosi i na necelobrojne redove. Mozemo ostaviti ceo broj k i zameniti
ceo broj n sa realnim, recimo «, tako da je k — a > 0. To nam daje

1 d*k

DI IO = g [ =TT @ 0<a<n. @)

gde je jedina znacajno ogranicenje za «, da je a > 0, $to je neophodno zbog
konvergencije integrala u (78). Ova restrikcija se moze zameniti bez gubitka
opstosti sa uzim uslovom 0 < o < 1; ovo se lako moze pokazati uz pomoc
osobine

oDy P (oD f (1) =a Dy (oDy (1) =a Dy f (1)

proizvoljnog realnog reda i definicije (78). Oznacavajujuéi sa p = k — o mozemo
zapisati (64) kao

k t
DU = oy g | =7 @ k-1<p<h) ()

ili o e
WDEFO) = o (D7 CPFW). (k-1<p<k) (80)
Ako je p = k — 1 tada imamo konvencionalan izvod celobrojnog reda k — 1:

DI = j—;(aD;““*““*”f(t))

dk
= 2 (WD) = 1),

Sta vise koristeéi (66) vidimo dazap =k >1it>a

k
D) = (Do) =TI pooge), (31)

§to znaci da se za t > a Riman-Liuvilov razlomljeni integral (79) redap =k > 1
podudara sa konvencionalnim izvodom reda k.
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Razmotrimo sada neke osobine za Riman-Liuvilov razlomljeni integral.
Prvo a mzda i najvaznije svojstvo Riman-Liuvilovog razlomljenog integrala
jedazap>0it>a

an (aD;pf(t)) = f(t)v (82)
§to znac¢i da Riman-Liuvilov razlomljeni diferencijalni operator je levi inverz

Riman-Liuvilovog razlomljenog integralnog operatora istog reda p.
Da bismo dokazali svojstvo (82) posmatrajmo slu¢aj gde je ceo broj p=n > 1:

[t
oD (D F®) = oo | =) f(r)dr

d t
= 4 [ s =

Uzimajuéi sada k — 1 < p < k i upotrebom pravila kompozicije (76) za Riman-
Liuvilove razlomljene integrale, mozemo zapisati

D7 f(t) = oDy " TP (DT F(E)) (83)
i zbog toga
_ dF (k— _
WDF (DF0) = oD (D) )

dk
= - {DPf)} = f(1),

sto okoncava dokaz svojstva (82).

Kao i kod konvencionalnog diferenciranja i integraljenja celog reda tako i
kod razlomljenog diferenciranje i integraljenje ne komutiraju.
Ako je razlomljeni izvod DY f(t), (k —1 < p < k) funkcije f(t) integrabilan,
onda

(t— a)p*j

=iy Y

M-

WD WDEFW) = 1) = 3 [oDE 1)

1

J

Svakako sa druge strane imamo

D7 (DPF (1)) = ﬁ / (t— 7)1 JDRf(r) dr

-4 {r(p1+1) /:(t — )P D2 (7) dT} . (35)

Sa druge strane, ponovljenim integracijama deo po deo i zatim koris¢enjem
(76) dobijamo
1 t
— | =) DEf(r)dr
o [ =)

36



= I)/Gt(t_T)pk {GD;(k*p)f(T)} dr

Tp— k1
- i) b oD ) ) ar
St b -
= WD (a;“k‘”f@))
-y o), A (s7)

. ,
_ - p—j (t —a)pIt!
= oD, lf(t) - ! {“Dt f(t)} t=a m

(88)

<
Il

Egzistencija svih uslova u (86) proizilazi iz integrabilnosti oD} f(t) jer prema
ovom uslovu razlomljeni integrali , DY 7 f(t), (j = 1,2,...k) su svi jednaki nuli
za t = a.

Kombinujuéi (85) i (88) zakljucujemo dokaz relacije (84).

Vazan je poseban slucaj kada je 0 < p < 1, onda

_ _ t—a)P!
oDy P (DY F(t)) = f(t) — | DY f(2 (Uil 89
DL 0) = £ = WD 0] s (89)
Svojsvo (82) je poseban slucaj opsteg svojstva
oD} (D7 f (1) = o D7 £ (1), (90)
gde pretpostavljamo da je f(t) neprekidna i ako je p > ¢ > 0 da izvod , DY~ f(#)

postoji.
Dva slu¢aja moraju biti razmatrana: ¢ >p>0ip > q > 0.
Ako je ¢ > p > 0, onda koristeéi svojstva (76) i (82) dobijamo da je

an (aDt_qf(t)) = an (aDt_p aDt_(q_p)>

= D7 = DI ),
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Sada posmatrajmo slucaj kada je p > ¢ > 0. Oznacimo sa m i n cele brojeve
takve da0 <m—-1<p<mil0<n<p-—qg<n. Ocgledno n < m. Tada,
koristeéi definiciju (89) i svojstvo (86) dobijamo

_ am —(m— _
an (aDt qf(t)) = T {aDt ( ») (aDt qf(t))}

dtm
am

- {uDr ()

= S AaDETTIW} = WDES ),
Gore pomenuta osobina (84) je poseban slu¢aj uopstene osobine

(t—a)P=d

t=a T(1+p—7)’ (91)

oDy " (aD{f(1) = oD{P (1)

M»

{Dq 270, }
j=1
0<k-1<qg<k).

Da bismo dokazali formulu (91) moramo prvo upotrebiti osobinu (86) (ako je
g < p) ili osobinu (90) (ako je ¢ > p) pa zatim (84). To daje:

oDy 7 (DIf(t) = oD " {aDy? (oD{f(t))}

- QDE‘P{ i[D Y L—m}

Jj=1
k t— )p—j
= DIPf(t) Z[quf} (t—ap
o t=a T(1+p—7)’
gde smo upotrebili poznati izvod stepene funkcije
v T'(1+v v—
DY ((t=a)") = s (t = a)” P
aDgp{ (t—a)i™’ } _ (t—ap/ .
Fl+q-j)) TQ+p—J)

3.2.4 Povezanost sa Grunvald-Letnikovljevim pristupom

Postoji veza izmedu Riman-Liuvilovog i Grunvald-Letnikovljevog pristupa difer-
enciranju razlomljenog reda.

Pretpostavimo da funkcija f(t) je (n — 1) puta neprekidno diferencijabilna na
intervalu [a, T] i da je f(")(t) integrabilna na [a, T].

Tada za svako p (0 < p < n) Riman-Liuvilov izvod ,D?Y f(t) postoji i podudara
sa Grunvald-Letnikovljevim izvodom ,DYf(t) iakoje0 <m—-1<p<m<n
tada za a < t < T sledece vazi:

(4) —a)i-r tfm) () dr

1+J—p) L'(m—p t —7)pmtl
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Sa jedne strane desni deo formule (92) je jednaka Grunvald-Letnikovljevom
izvodu DY f(t) dok na drugoj strani moze biti zapisana kao

dm ) O (a)(t — a)mtiP 1

— - +
dtm = l4+m+j—p) T'(2m — p)

/t(t — T)Qm_p_lf(m) (r)dr

§to nakon m parcijalnih integracija dobija oblik Riman-Liuvilovog izvoda

(%:1 {F(ml—p) /at(t —7)" P () dT} - c(liz% {“D;(mip)f(t)}

= anf(t)'

Sledeéi poseban slucaj relacije (92) je vazan sa aspekta mnogobrojnih pri-
menjenih problema. Ako je f(¢) neprekidnai f’(¢) integrabilna u intervalu [a, T
tada za svako p (0 < p < 1) oba Riman-Liuvilov i Grunvald-Letnikovljev izvod
postoje i mogu biti zapisani u obliku

fla)(t—a)™® 1 g
(1 —p) +F(1—p)/a(t ) Pf(r)dr. (93)

Ocigledno izvod dat izrazom (93) je integrabilan. Druga vazna posledica koja
sledi iz (92) je da egzistencija izvoda reda p > 0 implicira postojanje izvoda
reda q za sve ¢ takve da 0 < ¢ < p.

Preciznije, ako data neprekidna funkcija f(¢) ima integrabilan izvod Riman-
Liuvila (Grunvald-Letnikovljev), izvod ,DY f(t) postoji i integrabilan je, tada
za svako ¢ takvo da (0 < ¢ < p) izvod ,D{ f(t) takode postoji i integrabilan je.

oDEF(t) =

Ako oznacimo sa g(t) = aDt_(l_p)f(tL tada mozemo zapisati

d (-
WDEF) = 5 (D W) = o ().
g'(t) je integrabilna i ako se posmatrama formulu (93) i nejednakost 0 <
1+¢—p < 1 moze se zakljuéiti da izvod ,D; "7 Pg(t) postoji i da je integrabilan.
Zatim koriste¢i (90) dobijamo:

WDFTIg(0) = oD (D7 TV @) = uDET ),

Relacija (92) izmedu Grunvald-Letnikovljeve i Riman-Liuvilove definicije
takode ima druge posledice koje su veoma vazne za formulaciju problema u pri-
menama, u radu sa razlomljenim izvodima i formulaciji, znac¢ajnih sa stanovista
fizike, problema sa pocetnim uslovima za diferencijalne jednacine razlomljenog
reda.

Pod istom pretpostavkom za funkciju f(¢) (f(¢) je (m — 1)-puta neprekidno
diferencijabilna i njen m-ti izvod je itegrabilan u [a,T])izap (m—1<p < m)
uslov

39



[ DY f(8)lj—q =0 (94)

je ekvivalent uslovima

f9) =0, (j=0,1,2,...,m—1). (95)

Ako je uslov (95) ispunjen tada stavljajuéi t — a u (92) odmah dobijamo
(94).

Sa druge strane, ako je uslov (94) ispunjen tada mnozeéi obe strane (92)
zatim sa (t —a)P~7, (j =m —1,m —2,m —3,...,2,1,0) i uzimajuéi limes kad
t — a dobijamo f(™ Y (a) = 0,f™ 2 (a) = 0,...,f"(a) = 0, f'(a) = 0 uslove
(95)

Stoga, (94) vazi ako i1 samo ako vazi i (95).

Iz ekvivalencije uslova (94) i (95) automatski sledi da ako je za neko p > 0 p-ti
izvod funkcije f(t) jednak nuli u ¢ = a onda su svi izvodi reda ¢ (0 < ¢ < p)
takode jednaki nuli u t = a:

[aDgf(t)]t:a = 0

3.3 Kaputo

Praktiéni problemi iziskuju potrebu za definicijom razlomljenog izvoda koja
omogucuje upotrebu pocetnih uslova koji su fizicki interpretabilni a sadrze
F(a).f'(a), itd.

Nazalost Riman-Liuvilov pristup vodi ka poc¢etnim uslovima koji sadrze grani¢ne
vrednosti Riman-Liuvilovog razlomljenog izvoda po donjoj granici ¢ = a, na
primer:

. a—1 _
}E)I}z aDt f(t) - b17

. a—2 _
tim D (1) = b, (96)

tlg% aDt f(t) = b’ﬂ7

gde su by, k = 1,2,...,n date konstante. Uprkos Cinjenici da se problemi sa
takvim pocetnim vrednostima uspesno resavaju matematicki (videti na primer
resenje dato u [S.G.Samko, A.A Kilbas, O.I.Martchev] [3]), njihova resenja su
prakti¢no bezvredna jer ne postoji poznata fizicka interpretacija za takav tip
pocetnih uslova. Ovde razmatramo konflikt izmedu matematicke teorije i prakti¢nih
potreba.

Odredeno resenje za ovaj problem predlozio je Kaputo (M.Caputo) prvo u svom
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radu [4] a dve godine kasnije u svojoj knjizi [5] i poslednje (u Banahovim pros-
torima) El-Sayed [6, 7].
Kaputovu definiciju mozemo zapisati kao

C na _ 1 ! f(n)(T)dT n — « n
CDpi(t) = )/a( (n-l<a<n), (97)

I(a—n t—T)oti-n’

Pod prirodnom pretpostavkom da za funkciju f(t), za @ — n Caputo izvod
postaje konvencionalan n-ti izvod funkcije f(¢). Svakako, pretpostavimo da
0<n-1<a<nida funkcija f(t) ima n + 1 neprekidni ograniceni izvod u
[a,T] za svako T > a. Tada

a—n a—n

lm CDPf() = lim (f(")<“><ta>"“

a)+ [ fO()dr = f™M 1), n=1,2,...

Ovo pokazuje da slicno Grunvald-Letnikovljevom i Riman-Liuvilovom pis-
tupu, Kaputov pristup takode obezbeduje interpolaciju izmedu izvoda celog
reda.

Glavna prednost Kaputove definicije je da pocetni uslovi za razlomljene difer-
encijalne jednacine sa Kaputo izvodima imaju isti oblik kao za diferenijalne
jednacine celog reda, npr. grani¢nu vrednost izvoda celobrojog reda nepoznate
funkcije u t = a.

Da naznacili razlike u formi pocetnih vrednosti koje prate razlomljene diferen-
cijalne jednacine u uslovima Riman-Liuvilovih i Kaputo izvoda, podsetimo se
odgovarajuée formule za Laplasovu (Laplace) transformaciju za slucaj kada je
a=0.

Formula za Laplasovu transformaciju Riman-Liuvilovog razlomljenog izvoda je

/Oooe‘pt{on‘f(t)} dt:paF(p)—z_:p’“oD?*“f(t) : (98)
k=0

t=0
(n—1<a<n).

Kaputova formula, prvo izvedena 1967 u pomenutom radu, za Laplasovu trans-
formaciju Kaputovog izvoda je oblika

n—1

| erienesay a=pre) - o 00, @)

k=0

(n—1<a<n).

41



Vidimo da Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog razlomljenog izvoda
zahteva kori§éenje pocetnih vrednosti tipa (96) ¢ija fizicka interpretacija moze
predstavljati problem.

Suprotno tome Laplasova transformacija Kaputovog izvoda dozvoljava koris¢enje
pocetnih vrednosti klasi¢nog izvoda celog reda koji imaju poznate fizicke inter-
pretacije.

Laplasov metod se ¢esto koristi za reSavanje prakti¢nih problema.

Da bismo izabrali odgovarajué¢u Laplasovu transformacionu formulu veoma je
vazno razumeti koji tip definicije razlomljenih izvoda (drugim rec¢ima koji tip
pocetnih uslova) mora biti upotrebljen.

Druga razlika izmedu Riman-Liuvilove definicije (79) i Kaputo definicije (97)
je da Kaputov izvod konstante a je 0 za razliku od Riman-Liuvilovog gde je u
slucaju konacne vrednosti za donju granicu a razlomljeni izvod od konstante C'
razli¢it od 0

ct=«

D{C = —. 100
0t r'(l—a) (100)
Ova c¢injenica je navela, npr.Ohma i Makaroa [8] da koriste Riman-Liuvilovu
definiciju za a = —oo jer sa fizickog aspekta potreban im je razlomljeni izvod

konstante da je jednak nuli a (100) daje 0 ako a — —oo. Fizicko znacenje ovog
koraka je da startno vreme fizickog procesa je podeseno na —oo. U takvim
slu¢ajevima prolazni efekat ne moze biti prouc¢avan. Uzimanje da je a = —oo je
neophodna apstrakcija radi razmatranja procesa u stabilnom stanju, na primer
proucavanje odziva dinamickog sistema razlomljenog reda na periodi¢no ulazni
signal, prostiranje talasa u viskoelasticnim materijalima, itd.

Stavljajuéi da je a = —oo u obe definicije i zahtevajuéi razumno ponasanje
za funkciju f(t) i njene izvode kad t — oo, stizemo do iste formule

¢ ™) (r) dr
D0 = CDp0) = o [ L (101)

T —a) ) = m)or
(n—1<a<n),

Sto pokazuje da za proucavanje dinamickih procesa sa stabilnim stanjem Riman-
Liuvilova i Kaputova definicija moraju dati iste rezultate.

Dy (SDf(t)) =Dyt £ (1), (m=0,1,2,...; n—1<a<mn) (102)

oDY ((DEf(1) =D f(E),  (m=0,1,2,...; n—1<a<n) (103)

Komutacija diferencijalnih operatora u formulama (102) i (103) je dozvoljena
pod razli¢itim uslovima:

e D (G D f() = 5D (D7 f(1)) =5 DF ™ £(2). (104)
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f(s)(O):O, s=n,n+1,...,m
(m=0,1,2,...;n—1<a<n)

aD:n (aD?f(t)) = aD? (aDan(t)) = aD?erf(t)a (105)

fO0)=0, s=0,1,2,...,m
(m=0,1,2,...;n—1<a<n).
Vidimo da suprotno Riman-Liuvilovom pristupu u slucaju Kaputo izvoda nema
restrikcija za vrednosti f(*)(0), (s = 0,1,...,n —1).
3.3.1 Generalizovani funkcijski pristup

Ovaj pristup je zasnovan na zapazanju da Kosijeva formula (85),

FEm () = ﬁ / (t— 1) f(r) dr,

koja dozvoljava zamenu n-tog integrala funkcije f(t) sa jednom integracijom,
moze biti zapisana kao konvolucija funkcije f(t) i stepene funkcije ¢"~*:

tnfl
I(n)’

gde su obe funkcije, f(t) i t"~! zamenjene sa nulom za t < a i t < 0; asteriks
oznacava konvoluciju:

FOM(E) = f(t) * (106)

f(t)xg(t) = /_00 f(r)g(t —7)dr.

Posmatrajmo sada funkciju ®,(¢) definisanu (I. M. Gelfand, G. E. Shilov -
Generalized Functions, Moscow, 1959) za p > 0 slede¢om formulom:

P!
=y, >0
D,(t) =4 TG 107
) { A (107)
Koristeéi funkciju ®,(¢) formula (106) moze biti razmatrana kao poseban slucaj
uopstene konvolucije funkcije f(¢) i funkcije ®,(¢):

FEPIE) = f(2) = @y(2). (108)

Da bismo koristili i negativne i pozitivne vrednosti p na isti nacin, zgodno
je razmatrati funkciju ®,(¢) kao generalisanu funkciju. Te osobine su navedene
u prethodno pomenutom radu; za nas sluc¢aj je neophodno da

lim ®,(t) =®_x(t)6™ (), (k=0,1,2,...), (109)

p——k

43



gde je 6(t) Dirakova (Dirac) delta funkcija. Dirakova delta funkcija je Cesto
korig¢ena u primenjenim problemima za opis koncentrisanih veli¢ina. Konvolu-
cija k-tog izvoda delta funkcije i f(t) je data sa

/ - FO)HF (t —7)dr = B (1). (110)

Ocigledno ako je p pozitivan ceo broj (p = n), tada formula (108) svodi se
a (106). Sa druge strane iz (109) i osobine delta funkcije da za p = —n,n > 0

FO@) = (1) * @o(t) = f(t) *8(t) = S (1),
FO@) = F) « @_a(t) = F(1) x6'(1) = ['(2),

FOE) = f() % p(t) = f(1) 60 (1) = fP (1),

Zbog toga se integrali i izvodi celog reda funkcije f(t) mogu predstaviti kao
poseban slu¢aj konvolucije (108), sto je takode moguée za necelobrojne vrednosti
p. Ovo znagi da formula (108) omoguéava objedinjavanje n-tih integrala i izvoda
n-tog reda funkcije i prosirenje njihovog reda p tako da mozemo definisati izvod
realnog reda p opste funkcije f(t) da je nula za t < a, kako

DY) = F(1) = @y (8). (111)

Druga osobina funkcije ®,(¢) koja dovodi do vazne posledice je

By (t = a) % Dy(t) = Byrglt — a). (112)

Da bismo dokazali (112) prvo pretpostavimo da je p > 01 ¢ > 0. Tada koristeci
zamenu T = a + ((t — a) i definiciju beta funkcije (1.20) dobijamo

B, (f—a)* By(t) = / (T;(‘;))p_ (t_F(Tq))q_ dr
1 ‘ p—1 q—1
N F(p)F(q)/(T af (=)t dr
_ t—ap+q /C”l q1d<
B ( )p+q 1
= Teig (113)

i analiticko produzavanje uz postovanje p i ¢ daje nam (112).
Iz (112) sledi da funkcija f(t) je jednaka nuli za t < a,

(f(t) * <I>p(t)> * Qo (t) = f(t) * (@p(t) * CIJq(t)) = f(t) * ®pyq(t). (114)
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iz koje odmah sledi zakon kompozicije

oDF (DI(1) = uDf (uDEF®) = WDFS (). (115)

za svako p i q. Jednostavnost zakona kompozicije (115) je naravno velika pred-
nost za upotrebu generalisanih funkcija.

Iz formule (112) direktno dobijamo izvode realnog reda p generalisane funkcije

td L (t>0)
&, (t)= —F _{ T(g+1)’
m0=is ] ™ (o)
u formi ( yo ( o-a
~ t—a t—a)P™
P = . t>a). 116
‘ t<1“(q+1)) Mirq—p 79 (116)
U specijalnom slucaju kada je ¢ = 0 dobijamo da razlomljeni izvod Hevisaj-
dove (Heaviside) funkcije H(t):
(Hevisajdova funkcija je integral Dirakove delta funkcije H(z) = ffoo §(t)dt)

(t—a)”

JDVH(t —a) = Ta—p)

(t > a). (117)

i uopste, za svako b < a

. (t—a)~?
JDPH(t—a)={ Tap (>0) (118)
0, (b<t<a).
Stavljajuéi ¢ = —n — 1 (n > 0) u (115) dobijamo razlomljeni izvod reda p
od n-tog izvoda Dirakove delta funkcije:
~ t—a) nr-l
WDPSM (¢ — q) = (t-a)y v t . 119
50 —a) = S (> 0) (19)
i uopste za b < a imamo
. (t—a)~"7P~1
P (t—a) = T (E>0) (120)
0, (b<t<a).

Konaéno ako je ¢ —p+ 1= —n (n > 0) tada iz (115) sledi

e[ E= P oy a
aDt< o >_5 (t—a), (t>a). (121)

Relacije (117), (118) i (121) predstavljaju interesantnu i korisnu vezu izmedu
stepene funkcije, Hevisajdove funkcije i Dirakove delta funkcije.
Opsti funkcijski pristup dozvoljava uspostavljanje interesantne veze izmedu Riman-
Liuvilovog i Kaputo pristupa i njihove relacije ka konvencionalnom i opStem
izvodu celog reda.
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Koristeéi funkciju ®,(¢), Riman-Liuvilova definicija (79) moze biti zapisana
kao

dn
JDEF) = (1) 5 0, (1), (122)
a Kaputo definicija kao
e01(0) = (L (0 (129
i relacija (92) uzima formu
n—1
DYF() = DIFE) + ) ®rpir(t —a)fP(a). (124)
k=0

Uzmimo p — n gde je n pozitivan ceo broj i iskoristimo (109), onda dobijamo
7z (123) slede¢u relaciju:

LDpf(t) =S Drf(t) ZM"’“ Dt —a)f®(a). (125)

Poredeci relacije (125) sa dobro poznatom relacijom izmedu klasi¢nog izvoda
fén) (t) i generalizovanog izvoda f(™)(t)

Fo@) = & +Zé<" B0t — a) f®(a), (126)

gde f(t) = f(t)zat > ai f(t) = 0 zat < a zakljutujemo da Riman-Liuvilova
definicija (79) predstavlja generalizaciju zapisa u smislu opstih funkcija dok
Kaputo izvod (97) je generalizacija diferencijacije u klasi¢nom smislu.

3.4 Sekvencijalni razlomljeni izvodi

U svim ovim pristupima glavni cilj je isti: ”zameniti” celobrojnu vrednost
parametra n operacije oznacene na primer sa % necelobrojnim parametrom
p. Ostali detalji vrairaju (klasa funkcija, metodi ”zamene” n sa p, neke od os-
obina za necelobrojnu vrednost p), ali jasno je da su svi napori ulozeni u pravcu
zamene celog broja n sa p koji nije ceo broj. Drugi pristup, manje poznat ali
od velike vaznosti u mnogim primenama, bazira se na zapazanju da je n-ti red
diferenciranja prosto niz diferencijacija prvog reda:

f(ty dd d
= e F(O):
—_——

n puta

(127)
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Ako je odgovarajuéi metod za ”zamenu” izvoda prvog reda % sa izvodom
necelobrojnog reda D%, gde 0 < a < 1, tako da je mogude razmatrati sledeéu

analogiju prethodne jednakosti:

D" f(t) = D*D* ...D". (128)

n

Miler (K. S. Miller) i Ros (B. Ross) nazivaju uopsteno diferenciranje defin-
isano formulom (128), gde je D* Riman-Liuvilov razlomljeni izvod, sekvenci-
jalnom diferencijacijom i razmatraju diferencijalnu jednacinu sa sekvencijalnim
izvodima tipa (128) u svojoj knjizi [9].

Razliciti oblici sekvencijalnih razlomljnih izvoda se mogu dobiti ako D® inter-
pretiramo kao Grunvald-Letnikovljev, Kaputov ili neki drugi tip razlomljenog
izvoda koji ovde nije razmatran.

Umesto (128) moguée je zameniti prvi red izvoda (127) sa razlomljenim izvodima
redova koji ne moraju striktno biti isti i posmatrati jo§ uopsteniji izraz:

Df(t) = D** D ... D f(t), (129)
a=artas+- - +a,

koji ¢emo takode zvati sekvencijalan razlomljeni izvod. U zavisnosti od prob-
lema, simbol D® u (129) moze znaciti Riman-Liuvilov, Grunvald-Letnikovljev,
Kaputov ili bilo koju mutaciju operatora opsteg diferenciranja. Sa ovog gledista
Riman-Liuvilov razlomljeni izvod i Kaputov razlomljeni izvod su samo posebni
slucajevi sekvencijalnog izvoda (129).

Riman-Liuvilov razlomljeni izvod moze biti zapisan kao

d d d __(n-
WDEF(0) = 5 oo oD VW, (nm1<p<n). (130)
N————

n

dok Kaputo razlomljeni diferencijalni operator moze biti zapisan kao

Cpp _ pnpdd d — <
—_——

n

Osobine Riman-Liuvilovog izvoda i Kaputo izvoda istog kumulativnog reda p
su drugacije gledano prema razli¢itim sekvencama diferencijalnih operatora %
i aDt—("—P) .

U slu¢aju Grunvald-Letnikovljevog i Riman-Liuvilovog pristupa videli smo da
za razlomljene integrale uvek vazi da je

DPDIf(t) = DIDPf(t) = DPTIf(¢), (p<0, ¢<0). (132)

U opstem sluéaju osobina (132) ne vazi za p > 0 i/ili ¢ > 0 (to objasnjava
razliku izmedu Riman-Liuvilovog i Kaputovog razlomljenog izvoda). Zbog toga
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samo razmatranje sekvencijalnih razlomljenih izvoda moze biti od interesa i dati
nove rezultate.

Sa druge strane sekvencijalni razlomjeni izvodi mogu se primeniti na priro-
dan nacin u formulaciji razli¢itih prakti¢nih problema u fizici i primenjenim
naukama.

Vredno je pomenuti da se sekvencijalni razlomljeni integro-diferencijalni opera-
tori oblika (129), sa eksponentima a; < 0,2 > 0,..., @, > 0, prvi put pominju
i upotrebljavaju u razli¢ite svrhe od strane M. M. Dzhrbashya i A. B. Nersesya
jos od 1958.

3.5 Levi i desni razlomljeni izvodi

Do sada smo razmatrali razlomljene izvode ,D? f(t) sa fiksnom donjom grani-
com a i pokretnom gornjom granicom t. Sta vise, pretpostavili smo da je a < t.
Mogucée je razmatrati razlomljene izvode sa pokretnom donjom granicom ¢ i
fiksnom gornjom granicom b.

Pretpostavimo da je funkcija f(¢) definisana na intervalu [a,b], gde a i b
mogu uzimati beskonac¢ne vrednosti.

Razlomljen izvod sa donjom granicom u levom kraju intervala [a, b], o DY f(t),
nazivamo levi razlomljeni izvod. Razlomljen izvod sa gornjom granicom u
desnom kraju intervala [a, b], + D} f(t), nazivamo desni razlomljeni izvod.

oDEf(t) Dy f (1)

Ocigledno zapis levog i desnog razlomljenog izvoda moze se uvesti za svaku
od prethodno navedenih definicija. Na primer, ako je k — 1 < p < k tada levi
Riman-Liuvilov razlomljeni izvod je, kao Sto znamo, definisan sa

k
D0 = (&) [e=nr@an )
Odgovarajuéi desni Riman-Liuvilov izvod je definisan sa
1 a\* v
D0 = (-5) [e-nrrtiman s

Desni Kaputo i Grunvald-Letnikovljev izvod mogu se definisati na slican nacin.
Zapis levog i desnog razlomljenog izvoda moze se razmatrati sa fizickog

i matematickog aspekta. Nekada sledeca fizicka interpretacija levog i desnog
razlomljenog izvoda moze biti od koristi.

Pretpostavimo da ¢ oznac¢ava vreme i da funkcija f(¢) opisuje neki odredeni
dinamicki proces koji se odvija u vremenu. Ako uzmemo da je 7 < t gde je t
trenutni momenat, onda stanje f(7) procesa f pripada njegovoj proslosti; ako
je 7 >t onda f(7) opisuje buduée stanje procesa f.

Sa te tacke gledista levi izvod (127) je operacija izvrsena na proslo stanje procesa
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f a desni izvod operacija izvedena na buduce stanje procesa f.

Fizicki uzro¢ni princip oznacava da sadasnje stanje procesa zapocetog u trenutku
T = a, npr. tekuéa vrednost f(t) zavisi od svih prethodnih, proslih, stanja f(7)
(a <7 < t). Kako ne znamo zavisnost izmedu trenutnog, sadasnjeg stanja nekog
procesa sa rezultatima njegovog razvoja u buduénosti razmatracemo samo levi
izvod. Mozda ¢e jednom desni izvod takode dobiti fizicku interpretaciju u okvir-
ima dinamickih procesa.

Sa matematickog stanovista desni izvod nas podseca na operatore srodne oper-
atorima leve diferencijacije. Ovo znac¢i da kompletna teorija razlomljenih difer-
encijalnih jednacina, posebno teorija problema grani¢nih vrednosti za razloml-
jene diferencijalne jednacine, moze biti razvijana samo uz pomo¢ oba, levog i
desnog, izvoda. Trenutno interpretacija razlomljenih izvod i integrala, je mozda
najtransparentnija i najupotrebljivija.

Nigmatulin je pokusao u svom radu [10] da izvede relaciju izmedu staticke
razlomljene strukture i razlomljene integracije ali odgovarajuca relacija nije
uspesno uspostavljena, pogledati kritiku Rutmana [11].

4 Numericka aproksimacija razlomljenih izvoda

U ovom poglavlju bi¢e opisan jednostavan ali efikasan metod za aproksimaciju
izvoda razlomljenog reda. Pristup je baziran na ¢injenici da su Riman-Liuvilova
i Grunvald-Letnikovljeva definicija ekvivalentne na sirokoj klasi funkcija. Zbog
toga za ocenu razlomljenih izvoda oba tipa koristimo aproksimaciju izvedenu iz
Grunvald-Letnikovljeve definicije.

Riman-Liuvilova definicija
1 d\" [t f(r)dr
a — A -1 . 1
oDi f(1) T —a) (dm) /a = rya—n+T’ (n <a<n) (1)

Grunvald-Letnikovljeva definicija

N [52]
D7 () = tim 22 B ey — Z(—l)j@)f(t—jh), @

h—0  h%

=
gde je [z] ceo deo od z.

Ekvivalencija izmedu ove dve definicije na §irokoj klasi funkcija nam omoguéava

da sa jedne strane koristimo Riman-Liuvilovu definiciju za formulaciju prob-

lema a sa druge strane, prilikom numerickog resavanja, da koristimo Grunvald-

Letnikovljevu definiciju.

4.1 Aproksimacija razlomljenih izvoda

Koristimo aproksimaciju razlomljenim kona¢nim razlikama izvedenu iz Grunvald-
Letnikovljeve definicije:

oD f(t) = o AR (). 3)
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Upotreba kvadraturnih formula

Drugi tip aproksimacije moze se izvesti iz Riman-Liuvilove definicije uz
pomo¢ n parcijalnih integracija i aproksimacije dobijenog integrala koji sadrzi
f™ (1) kvadraturnom formulom.

4.2 Princip ”kratkog-pamcenja”

Kada je t > a broj sabiraka u aproksimaciji (3) razlomljenog izvoda postaje
previse veliki. Iz izraza za koeficijente u Grunvald-Letnikovljevoj definiciji (2)
sledi da za dovoljno veliko ¢ uticaj istorije prethodnog ponasanja funkcije f(t)
blizu donje granice (pocetne tacke) t = a moze biti zanemaren pod odredenim
uslovima. Ovo zapazanje nas navodi na formulaciju principa ”kratkog-pamcéenja”,
§to znaci da moZemo uzeti u obzir samo ponasanje funkcije f(¢) u ”skorijoj
proslosti”, na primer u intervalu [t — L, t] gde je L ”duzina memorije”:

oDFf(t) =L DY), (t>a+ L) (4)

Drugim re¢ima, prema principu kratkog paméenja (4) razlomljeni izvod sa
donjom granicom a je aproksimiran razlomljenim izvodom sa klizeéom donjom
granicom ¢ — L. Prema ovoj oceni, broj sabiraka u aproksimaciji (3) nikad nije
veéi od [L/h].

Naravno svako uproséavanje ima svoju cenu u smislu preciznosti.
Ako je f(t) < M za a <t < b sto se obi¢no desi u primenama tada koriste¢i

DY f(t) = F(ia)/a (tf(?;zp (a£0,1,2,...).

lako dobijamo slede¢u ocenu greske:

ML
A = [oDE 1) ~ 2D 1(8) < 7

Ty @+tL<tsh 0

Ovu nejednakost koristimo za odredivanje ”duzine memorije” L pri tome da
odredena tacnost € bude postignuta:

1/«
At)<e (a+L<t<b), ako L > (MW) . (6)

4.3 Red aproksimacije

Dobro je poznato da se konaé¢ne razlike unazad mogu koristiti za aproksimaciju
izvoda celobrojnog reda. Na primer za fiksirano ¢ i malo h mozemo aproksimirati
prvi izvod sa:

1)~y = L=, )

Sto se dobija iz klasitne definicije prvog izvoda izostavljanjem limp_,o. Usled
toga postoji odredena greska u preciznosti relacije (7) koja zavisi od h i moze

50



se oceniti pod pretpostavkom da imamo tacne vrednosti za y(t) i y(t — h).
Zapisujuéi y(t — h) u formi Tejlorovog reda, dobijamo:

MO LA CWh i =y o),
§to znaci da je -
y(t) —y'(t) = O(h); (8)

drugim rec¢ima konac¢na razlika unazad u dve tacke daje aproksimaciju prvog
reda funkcije f(t).

Pokazimo da formula (3) daje aproksimaciju prvog reda za izvod reda «.
Radi jednostavnosti zgodnije je pretpostaviti da je a = 0 i da korak diskretizacije
h kao i broj ¢vorova n budu u relaciji t = nh gde t je tacka u kojoj je izvod
ocenjen. U tom slu¢aju mozemo zapisati aproksimaciju « izvoda sa

h-af%(—l)f (%) s-an (9)

Jj=

oDy f(1)

=y (j_?‘_l)f(t—jh) (10)

Jj=0

U razmatranju koje sledi uzmimo jednostavnu funkciju fo(¢) = 1(¢ > 0). Znamo
da je
t—O[
DY fo(t) = ——.

Na drugoj strani, (10) daje vrednost aproksimacije
— e (ja—1
oDf fo(t) =h™* > ).

=0~ 7

Koristeéi poznatu formulu za sumu binomnih koeficijenata

007

[ing

_L(zt+a) -
2b ﬂf1+0(z b, (12)

imamo za fiksno ¢




=———(14+0(h)), (13)
i kako je fo(t)=1 (t>0)
0D folt) — oD fo(t) = O(h),
Sto je slicno relaciji (8).

Razmotrimo sada funkcije f,,(t) =™, m=1,2,....
U ovom slucaju izvod reda o funkcije je
I'(1+m)
rl1+m-—c)

m—o
)

OD?fm(t) =

dok je aproksimacija (10) samog izvoda

oD% fon(£) = nai(j_“”) (1'>m, (14)

J=

ili nakon razvijanja binomnog ¢lana,

Suma

5=y (jjl)ﬂ (16)

7=0
moze se transformlsatl u konvencijalniju formu pomodéu Stirlingovih brojeva
druge vrste an , definisanih kao koeficijenti razvoja ™ u sumu faktorijel poli-

noma zli: .
" = Zog)x[i], (17)
i=0

I'(z+1)

x[i]:x(x—l)(x—?)...(x—i—Fl):m-

(18)

Koristeéi (17) i (18) i zamenjujuéi z = j dobijamo:

G+
ZO’ j—Z—|—1) (19)

zbog toga je

s - 2 ()RRt

7=0 i=1
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L)% I'(j—a)

N Z;“‘%;F@aﬁu—i+n
_ (Z)nz k‘—i—z—a

B ; Z L(k+1)

"L aTi—a) = (k+i—a—1
= (=
.”ruwz( k )
=1 k=0
Sada koriste¢i formulu (11) dobijamo
" . Ti—-a)n—a
S = -\ =
;UT I(—a) (n—i)’
ili konac¢no
" i—a—1 @) I'(n—a+1)
S = = . 20
Z( : )3 Z“ (i —a)(—a)T(n—i+1) (20)

J=

Zamenjujuéi (20) u (15) dobija se

D50 = gy 20 () S G e @

r=0 1=

Koristeéi osobine gama funkcije (12) mozemo zapisati

n*"T'(n—a+1) =T (na_il“(n—a—kl)> =n'""(1+0(n™)

'n—i+1) Fn—i+1)
Tada
Befnl®) = gy 0 () Sol gy (1 007)
_ pm—o m e m U(T) 1 n_l
F(_a);( 1) (’I") T (’I‘—O[) (1+O( ))
(r)

. . . . . T . . . . .
Uzimajuéi u obzir da je o, ° = 1 za svako r i koristeé¢i formulu za sumiranje

z”: % <Z) = (=)™ <n N a) )

k=0

lako dobijamo




kako za svako fiksirano ¢ imamo O(n~1!) = O(h),

I'(1+m)

ofﬁi/lfm(t) = mtmfa +O(h),

0D fin(t) — 0 D¢ f (t) = O(h).

To znaéi da se funkcija f(¢) moze zapisati u formi stepenog reda

) =" amt™,
m=0

tada aproksimacija razlomljenim kona¢nim razlikama razlomljenog izvoda reda
a daje aproksimaciju prvog stepena u bilo kojoj tacki intervala konvergencije
tog reda.

4.4 Izracunavanje koeficijenata

Za implementiranje metoda razlomljenih razlika ra¢unanja razlomljenih izvoda
neophodno je izracunati koeficijente

w = <—1>’“(Z)7 k=012,.... (22)

gde je a red razlomljenog diferenciranja.
Jedan od moguéih pristupa je upotreba rekurentne relacije

1
W — 1wl = (1 - C“Z) W) k=123, (23)

Ovaj pristup je adekvatan za fiksne vrednosti a. Omogucava kreiranje niza
koeficijenata koji se mogu koristiti pri razlomljenom diferenciranju razlicitih
funkcija. Sa druge strane u nekim problemima (na primer u sistemu indenti-
fikacija) potrebno je naéi odgovarajucu vrednost za «, razmatrati razlicite vred-
nosti i za svaku pojedina¢nu vrednost « odvojeno raCunati koeficijente w,(qa).
U takvom slucaju rekurentna relacija (8) nije prakti¢na. Koristimo umesto nje
metod brze Furijeove transformacije.

Koeficijenti w,(f) mogu se razmatrati kao koeficijenti stepenog niza za funkciju

(1-2)~
(1—-2)= Z(—l)k (Z) 2k = Zw,(ca)zk. (24)
k= k=0

0

Zamenjujuéi z = e~ *¥ imamo

(1—e ) =3 weike, (25)
k=0
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i koeficijenti w, "’ su izrazeni u smislu Furijeove transformacije:

« 1 o % —ip\a
of) = o= [ @) e, ful) = (- (20)
e 0

Kako je slu¢aj da uvek dobijemo konacan broj koeficijenata w,(f) metod brze Fu-
rijeove transformacije uvek treba kombinovati sa principom ”kratkog pamdcenja”.

5 Numericko resavanje razlomljenih
diferencijanih jednacina

U ovom poglavlju bi¢e opisan metod koji je u praksi potvrden resavanjem ra-
zli¢itih konkretnih problema.

5.1 Pocetni uslovi: koji problem resavati?

Ovde razmatramo probleme pocetnih vrednosti samo za homogene pocetne
uslove koji odgovaraju stanju ekvilibrijuma na pocetku dinamickog procesa:

f®0)y=0 k=0,1,2,....n—1 (1)

gdejen —1 < a<mn,iajered diferencijalne jednacine.

Postoje dva glavna razloga za razmatranje homogenih pocetnih uslova. Prvi
je ekvivalentnost reSenja problema pocetnih vrednosti za sekvencijalne diferenci-
jalne jednacine razlomljeng tipa [9] i za odgovarajuée standardne diferencijalne
jednacine razlomljenog reda ¢ak i kad je broj pocetnih uslova razlicit (Laplasov
transformacioni metod za linearne diferencijalne jedna¢ine razlomljenog reda).
Drugo, nije mi poznata zadovoljavaju¢a aproksimacija razlomljenog izvoda u
njegovoj donjoj granici.

5.2 Numericko resenje

Koncentrisa¢emo se na opisivanje metoda, bez proucavanja konvergencije sa
Cisto teorijskog stanovista.

Predlozena numericka shema je eksplicitna. Eksperimentalno je potvrdena
na veéem broju primera, od kojih su neki navedeni u nastavku. Uporedi¢emo
ih sa analitickim reSenjem. Kao $to uvodni primeri pokazuju, data metoda radi
za razlicite vazne slucajeve kao $to su jednacine sa konstantnim koeficijentima,
jednacine sa nekonstantnim koeficijentima i nelinearne jednacine sa razli¢itim
brojem pocetnih uslova. To govori u prilog o Sirokoj upotrebi ove metode. Iz
[12] sledi da je aproksimacija jedna¢ina u navedenim primerima reda O(h).

5.3 Primer numerickih resenja

U ovom delu dajem par primera numerickih reSenja razlomljenih diferencijal-
nih jednacina razlic¢itog tipa. Uporedi¢emo ih sa nekim poznatim eksplicitnim
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asimptotskim reSenjima Sto ¢e, nadam se, pokazati korisnost predlozenog nu-
merickog pristupa.

5.3.1 Relaksaciono-oscilatorna jednacina

Razmotrimo problem pocetnih vrednosti za jednu od najjednostavnijih

razlomljenih diferencijalnih jednac¢ina koja se pojavljuju u primenama [15]:
oD7y(t) + Ay(t) = f(t), (> 0), (2)
y®0)y=0 (k=0,1,...,n—1)

gdejen—1< a<n. Za0 < a < 2 ova jednacina je nazivana relaksaciono-
oscilatorna jednacina.
Aproksimacija prvog reda problema (2) je

m
h’_azw]('a)ym—j +Aym = fm7 (m: 1a27)7 Yo = 07 (3)
j=0

tm:mha ym:y(tm), fm:f(tm)’ (m:0a1,2,"');

w§a) =(-1) (3)7 (j=0,1,2,...).

Koristedi aproksimaciju (3) izvodimo sledeéi algoritam za pronalazenje numerickog
reSenja:
ye=0,(k=1,2...,n—1)

Ym = —Ah Ym_1 — nga)ym_l +h%fm, (m=nn+1,...). (4)
j=1

B
Red, alpha 2 9 Vrame, 1

Slika 2: ReSenja relaksaciono-oscilatorne jednaéine za 1 < a < 2.
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Rezultati izracunavanja za razlicite vrednosti o (1 < o < 2) 1 f(t) = H(¢t),
gde je H(t) Hevisajdova funkcija, su prikazani na slici 2.

Hevisajdova funkcija (jedinicéna odskocna funkcija) je integral Dirakove delta
funkcije H(z) = [ o(t)dt.

Oni su u perfektno uskladeni sa analitickim resenjem, dobijenim uz pomo¢ ra-
zlomljene Grinove funkcije sa dva ¢lana i konstantnim koeficijentima.
Analiticko reSenje pocetnog problema (2) je

y(t) = / Go(t— 1) f(r)dr,  Galt) = o Bnu(— A7), (5)

5.3.2 Jednacina sa konstantnim koeficijentima:
kretanja uronjene ploce

U ovoj sekciji razmatra¢emo pocetni problem za razlomljenu diferencijalnu jedna¢inu
koji je orginalno bio formulisan od strane Bagleja (R.L. Bagley) i Torvika (P.J.
Torvik) [13]

Matematicki model kretanja velike tanke ploce u Njutnovoj teénosti

Prvo ¢emo uvesti osnovnu relaciju u terminima razlomljenih izvoda za Njut-
nov viskozan fluid. Razmatrajmo kretanje poluprostora Njutnovog viskoznog
fluida indukovanog unapred odredenim popre¢nim kretanjima na povrsi krute
ploce (Slika 3). Nas cilj je da pokazemo da se rezultujuéi napon smicanja u bilo
kojoj tacki fluida moze predstaviti pomoc¢u razlomljenog izvoda po vremenu.

Up(t}

Slika 3: Kruta ploc¢a u Njutnovom fluidu
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Jednacina kretanja fluida je

ov 9%v

Por = Haa 0<t<oo, —oo<z<0) (6)

gde p je gustina fluida, p je viskoznost i v(t, z) je popreéno ubrzanje koje je
funkcija vremena ¢ i distance z izmedu kontaktnih granica ploce i fluida.
Pretpostavimo da je pocetno fluid u ekvilibrijumu,

v(0,2) =0, (—o0o < 2<0) (7)
i da uticaj kretanja ploce nestaje kada z — oo:
v(t,—o0) =0, (0 <t < 00). (8)
Brzina fluida za z = 0 je jednaka datoj brzini ploce:
o(t,0) = vy(t) (9)

Primenjujuci Laplasovu transformaciju dobijamo sledeé¢i graniéni problem za
obi¢nu diferencijalnu jedna¢inu

psV(s,2) = u U2 (10)
V(5,0) = Vy(s), (11)
V(s,—o0) =0, (12)

gde s je Laplasov transformacioni parametar, V,(s) je Laplasova transformacija
brzine ploce a V (s, z) transformacija brzine fluida.
Resenje problema (10)-(12) moze se lako odrediti da je

Vs, z) = Vp(s)exp(z\/'jjs). (13)

Diferenciranjem (13) dobijamo

W = \/T‘/;,(s)exp(z\/f) = %V(sz)' (14)

Znajuéi profil brzine v(t, z) u fluidu mozemo dobiti napon smicanja

ovu(t, z)

t,z) = 15
o(t,2) = =y (15)
U uslovima Laplasove transformacije, relacija (15) uzima oblik:

_ dV (s, z

5(s,2) = n 0D v, ), (16)
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gde 7 (s, z) oznacava Laplasovu transformaciju za o(t, z).
Porededéi (16) i

klpe—5

ED G (Re(p) >| a [V/),

X ptjaktB—1 gk o
/0 e Pkt A1 ER) (Lare)dt =

. .. . . 1/2 .
prepoznajemo Laplasovu transformaciju razlomljenog izvoda ¢ D;’ “v(s, z) pomnozenu
sa /fip u desnoj strani jednacine (16). Zbog toga, nakon vracanja na vremenski
domen relacija (16) daje

o(t.2) = VipoD *v(s, 2). (17)

Moramo pomenuti da jednac¢ina (17) nije osnovna relacija za Njutnov fluid;
standardna je relacija (15). U svakom slucaju relacija (17) opisuje odnos izmedu
napona i brzine za razmatranu odredenu geometriju (polubeskonacan domen
fluida) i unosa (unapred odredene brzine na graniénoj povrsi). Vazno je u ovom
slucaju da je razlomljeni izvod upotrebljen da opiSe realan fizicki sistem koji je
formulisan u konvencionalnom maniru.

Fizicka interpretacija relacije (17) predstavlja napon u datoj tacki u datom
vremenskom trenutku, koji zavisi od vremenske istorije profila brzine u toj tacci.
Razmotrimo sada tanku krutu plo¢u mase M i povrsi S potopljenu u Njutnovu
tecnost beskonacnog opsega, povezanu oprugom bez mase sa ¢vrstinom K, za
fiksnu tacku (Slika 4). Sila f(¢) je primenjena na plo¢u. Pretpostavljamo da
opruga ne remeti tecnost i da je povrsina ploce prilicno velika da izazove u
te¢nosti okoline ploce polje brzine i napona koji se odnose na (17).

Stavise, da bi dozvolili primenu relacije (17), sistem tecnosti - ploée mora biti
pocetno u stanju ekvilibrijuma - izmestanje i brzina moraju biti poc¢etno nula.
Sumirajuéi sile na plo¢i nalazimo da je izmestanje y plo¢e opisano sa

My"(t) = f(t) — Ky(t) — 250 (¢, 0). (18)
Zamenjujudéi napon dat sa relacijom (17) i uzimajuéi u obzir da je
up(t,0) = o/ (t)
dolazimo do sledece diferencijalne jednac¢ine razlomljenog reda:
Ay"(8) + BoD)y(t) + Cy(t) = f(t)  (¢>0), (19)
A=M, B=25/up, C=K,

za koju moraju biti pridodati pocetni uslovi koji opisuju ekvilibrijum pocetnog
stanja sistema:

y(0)=0, y'(0)=0. (20)
Numericko resenje Baglej-Torvikove jednacine
Razmatrajmo slede¢i problem pocetnih vrednosti za nehomogenu Baglej-Torvik
jednacinu [13]:

Ay"(t) + BoD} Py (t) + Cy(t) = f(t), (t>0); (21)
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Slika 4: Potopljena plo¢a u Njutnovom fluidu

y(0) =0,  y(0)=0. (22)

Uzmimo da je vremenski korak h. Aproksimacija prvog reda problema (21)-(22)
je

m
Ah72(ym —2Ym—1+ ym—Q) + Bh=3/? Z w§3/2)ym—j + Cym = fm, (23)
=0

Y1 — Yo
h
gde je Y = y(mh), fm = f(mh), (m =0,1,2,...). Koristeéi aproksimacije

(23)-(24) izvodimo sledeéi algoritam za dobijanje numerickog resenja:

Yo = Oa = 07 (24)

y0:O7 y1:07

hz(fm - Cym—l) + A(2ym—1 - ym—Q) - B\/Ezzn:l w]('g/z)ym—j
A+ BVh

Ym = (25)
(m=2,3,...).
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Rezultati naseg racunanja prema algoritmu (25) su u saglasnosti sa anal-
itickim resenjem dobijenim pomoc¢u Grinovih funkcija za troclane razlomljene
diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima.

Grinova funkcija G3(t) za troc¢lanu diferencijalnu jednacinu razlomljeng reda
sa konstantnim koeficijentima

aoDy(t) +boDy(t) + cy(t) = f(t),

gde izvodi mogu biti "klasiéni” (razmatrani u knjizi Oldhama i Spanera) ili
"sekvencijalni” (Milera i Rosa), je dobijena inverznom Laplasovom transforma-

cijom sledeéeg izraza:
1

ap® + bpe + ¢

Pretpostavljajuéi da je S > « moZemo napisati gs(p) u obliku

g3(p) =

1 cp~ @ 1

93(p) = o
capf~e+b 14
Z ( >k+1 p—ak—oz
- (5 oy )k+1

Clan po ¢lan inverzija bazirana na opstoj teoremi prosirenja za Laplasovu trans-
formaciju i relacija

klp>—~
(p® F a)F+1’

(gornji integral se dobija zamenom Mitag-Leflerove funkcije

/ e_pttak"rﬁ_lngl)a(j:at”‘) dt = (Re > |a|'/®).
0

kZ:()Fak+ﬂ (>0,8>0)

u integral
e 1
/ e HOLE, p(ot%) dt = ——,  (|z] < 1).
0 1—=2
i dobijamo Laplasovu transformaciju funkcije tak*'ﬁ_lngé(:I:zt“) )
proizvode

1 > (k) b

z S 4B+ -1 2iB—a

a Z kl ( ) t By prar(— pid )
k=0

gde je E ,(z) Mitag-Leflerova funkcija sa dva parametra,

k o0 . | ]
* _ d (J+k)y
Ey" =—F —E k=0,1,2,...).

Aot dyk A,H(y) - ]'1—\()\] \k u)? ( s Ly &y )
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Pretpostavljamo da je u reSenju a # 0 inace bismo mogli da ga zapiSemo kao

dvoclanu jednacinu
aoD7y(t) +by(t) = f(t)
Analiticko reSenje za poc¢etni problem (21)-(22) je

y(t) = / Gs(t - 7)f(r)dr,

S k
GB(t) - %Z (_k'];)k (j> t2k+1E(k) (_E\/E)v

3k
322+%Y A

k o0
(k) y_ @

y) = By (y
oY) a w(Y)

j=0
5.3.3 Jednacina sa nekonstantnim koeficijentima:

rastvor gasa u tecnosti

Naredni primer ilustruje predlozen metod za diferencijalne jednacine
razlomljenog reda sa nekonstantnim koeficijentima.

Slika 5: Rastvor gasa u tec¢nosti: formulacija problema

Matematicki model rastvora gasa u tecnosti

(J+ k)Y
, k=0,1,2,...).
Z JIT(AJ + Mk + ) ( )

Babenko u svojoj knjizi [14] daje sledeéi matematicki model, procesa rastvaranja
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gasa u te¢nosti (slika 5):

% <V0f(7/0) . P(r, O)Igé) ~ FD% By (28)

—\/5% — D1/2(CS(T) —Cy), 0<7<0) (29)
=0

C(0,z) = Co, P(0,2) =Py =Co/k, (0<z<00); (30)

gde V je pocetna zapremina gasa; 6 je vreme sazimanja gasa na nultu za-
preminu; f(t/6) je funkcija koja opisuje promenu zapremine gasa, kao $to je
f(0) =11 f(1) = 0; M je tezina molekula gasa; R je univerzalna konstanta za
gasove; D je koeficijent difuzije gasa u tecnosti; F' je kontaktna povrsina izmedu
gasa i tecnosti; C(t, x) je koncentracija gasa i P(t,x) je nepoznati pritisak gasa.
Naéi ¢éemo P(t,0) pritisak gasa blizu kontaktne povrsi. Osa Oz ide ispod kon-
taktne povrsi, za koju je x = 0. Pretpostavljamo da je temperatura gasa T’
konstanta. Drugim re¢ima kompresija gasa je dovoljno mala. Dubina te¢nosti
je neogranicena.

Jednacina (28) opisuje promenu mase zapremine gasa nastalu usled difuzije kroz
dodirnu povrsinu. Masa se menja u zavisnosti od promene koncentracije gasa
pri dodirnoj povrsini, koja je data jednac¢inom (29). To zapravo ¢ini razmatranje
transfera mase za x > 0 nepotrebnim.

Problem moze biti zapisan u bezdimenzionoj formi kao

0 Jc
5 (¢t 0)f(2)) = /\875 - (0<t<1) (31)
_Oel _ oDy (c(t,0) — 1) (32)
86 £=0 t )
(0,6 = 1 (33)
gde
C P
p=c=—=—, E=aVvDl; t=1/0; \=KRTVDI/(MVy).
Co P

Ubacujudi (32) u (31) dobijamo sledeéi pocetni problem za odredivanje bezdi-
menzionog pritiska gasa p(t) = p(t,0) blizu dodirne povrsine:

d

7 (FOp(®) + 2Dy 2(p(t) =1) =0, (0<t<1) (34)
p(0) =1. (35)
Zgodno je uvesti funkciju
y(t) =p(t) — 1,



koja omoguéava razmatranje problema (34)-(35) u obliku

L0 + 1) + 2D 0 =0, (0<t<1) (30)

y(0) = 0. (37)

Dosli smo do nehomogene (usled prisustva f(t)) linearne razlomljene diferen-
cijalne jednacine sa nultim pocetnim uslovom. To nam daje moguénost da razvi-
jemo proceduru za numericko resenje slicno prethodnom primeru. U svakom
slu¢aju ovaj problem nam dozvoljava da dobijemo analiticko resenje za poje-
dine slucajeve.

Analiti¢ka reSenja za pojedine slucajeve Ako je promena zapremine gasa
opisana funkcijom razvijenom u razlomljeni stepeni red

)= but"? by =1, (38)
n=0

onda resenje problema (36)-(37) moze biti nadeno u obliku razlomljenog ste-
penog reda:

t)=> ant"/? (39)
n=1
gde koeficijenti a,,, zadovoljavaju sledeée rekurentne relacije:
I(z+1)

r(3?)

n
ay = —by, Z nt1—kbr + Aap —"5
k=0

= —bn+1 . (40)

Zbog same konstrukeije resenja (39) pocetni uslovi (37) su automatski
zadovoljeni. Ako na primer uzmemo

f(t)=1—-4, (41)

L (252
T

tada je resenje y(t) dato kona¢nom sumom.

=
—~
w
~
[\
~
[\
S
<
—~
~
~




Numericko resenje
Razmotrimo sada pocetni problem (36)-(37).
Da bismo konstruisali numericki algoritam moramo napisati problem u obliku

F(tyy' (t) + G(t)oDy?y(t) +y(t) = -1,  (0<t<1); (44)

y(0) =0,

gde je F(t) = f(t)/f'(t), G(t) = A/ f'(t). Aproksimacija prvog reda problema
(44) je

Ym—Ym—1) Frnh 4+ Gonh 23wl Dy iy = -1, (m=1,2,...) (45)
j=0
Yo = 0.

Koristeéi aproksimaciju (45) izvodimo sledeéi algoritam za numericko resenje
problema (44):

Ym = —Fn_ll (Gm\/ﬁ“r‘ h) Ymn—1 — Fn_llh + Ym—1 — Fn_mle\/EZ U)j(vl/mym,j,
j=1
(46)
(m=1,2,...); yo = 0.

Rezultati nasih izracunavanja su u saglasnosti sa analitickim resenjem dobijenim
u prethodnom delu. Na primer ako je f(t) = 1 — vt i A = -~ tada analiticko

J
resenje problema (44) je y(t) = V/t.
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