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1. Uvod

Iz qiǌenice da se
∫ b
a
f(x)dx ne mo�e uvek elementarno izraqunati

proizilazi potreba za pribli�nim izraqunavaǌima. Na primer, inte-
gral normalne, Beta i Gama raspodele, se ne mogu na taj naqin izraqu-
nati pa �e u ovom radu biti objaxǌene neke mogu�nosti izraqunavaǌa
integrala qije izraqunavaǌe nije mogu�e elementarnim putem ili je
dobijena formula veoma komplikovana. Postoje dve mogu�nosti za pri-
bli�no raqunaǌe odre�enih integrala.

Prva se zasniva na deterministiqkom pristupu i tu spadaju metode
pribli�ne integracije razvijene u okviru numeriqke analize. Drugi
pristup je stohastiqki kada se Monte Karlo algoritmom izraqunavaju
odre�eni integrali. U stohastiqki pristup spadaju metod ocene sred-
ǌe vrednosti i pogodak - promaxaj metod. Monte Karlo algoritmi su
jednostavni i praktiqni za upotrebu izraqunavaǌa vixedimenzional-
nih integrala. Rexavaǌe ovakvih problema zasniva se na generisaǌu
sluqajnih brojeva.

U poglavǉu numeriqka integracija govori se o aproksimiraǌu pod-
integralne funkcije interpolacionim polinomom xto bi znaqilo da
se odre�eni integral

∫ b
a
f(x)dx pribli�no izraqunava.

U poglavǉu osnovne integracione formule pomiǌu se Trapezna i
Simpsonova integraciona formula kao jedan od naqina numeriqke in-
tegracije nad odre�enim intervalom [a, b]. Tako�e, govori se o gre7i
numeriqke integracije koja se javǉa prilikom primene pomenutih for-
mula na odre�enom integralu. Bi�e opisana primena integracionih
formula kroz primere kao i procena grexke koja se prilikom tog
izraqunavaǌa javǉa.

U poglavǉu Monte Karlo govori se o poreklu samog naziva metode
kao i odakle metod potiqe. Ovaj metod spada u stohastiqki pristup
izraqunavaǌa odre�enog integrala koji je efikasniji od numeriqke
integracije jer je br�i prilikom izraqunavaǌa odre�enog integrala.

Na kraju, u petom poglavǉu bi�e navedeno upore�ivaǌe oba pris-
tupa, primer izraqunavaǌa odre�enog integrala deterministiqkim i
stohastiqkim pristupom kao i izraqunavaǌe vixestrukih integrala
metodom Monte Karlo.
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2. Numeriqka integracija

Numeriqka integracija je postupak izraqunavaǌa pribli�ne vred-
nosti odre�enog integrala

I =

∫ b

a

f(x)dx (a < b) (1)

iz vrednosti podintegralne funkcije datih ure�enom tabelom (xi, f(xi)),
i = 0, 1, ..., n, pri qemu pretpostavǉamo da je x0 ≤ a i b ≤ xn. Sliqno kao
kod numeriqkog diferenciraǌa, na uoqenom odseqku [a, b] funkcija f(x)
se aproksimira interpolacionim polinomom Pn(x), pa sledi da je

f ′(x) ≈ P ′n(x), a ≤ x ≤ b

Ako je funkcija dovoǉno glatka i ako su rastojaǌa izme�u qvorova
dovoǉno mala, mo�e se oqekivati da se f ′(x) i P ′n(x) ne razlikuju mnogo
na odseqku [a, b]. Numeriqka integracija se odnosi, kao i numeriqko
diferenciraǌe, na aproksimaciju podintegralne funkcije interpola-
cionim polinomom (IP):

f(x) ≈ Pm(x), m ≤ n
∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

Pm(x)dx (2)

Ako pretpostavimo da interpolacioni polinom prolazi kroz sve taqke
tabele (xi, f(xi)), i = 0, 1, ..., n i da se granice integracije poklapaju sa pr-
vom i posledǌom vrednox�u nezavisno promenǉive u tabeli, tra�eni
integral I raqunamo pribli�no kao:

I =

∫ b=xn

a=x0

f(x)dx ≈
∫ xn

x0

Pn(x)dx = In (3)

a grexka metode En je jednaka integralu grexke interpolacije Rn:

En = |I − In| =
∫ xn

x0

f(x)dx−
∫ xn

x0

Pn(x)dx =

∫ xn

x0

Rn(x)dx (4)

Na slici 1.1 ilustrovana je numeriqka integracija funkcije f(x), in-
tegracijom interpolacionog polinoma sa ekvidistantnim interpola-
cionim qvorovima, stepena n = 5. Taqna vrednost integrala I jednaka
je povrxini ispod krive f(x) a pribli�na ili numeriqka vrednost In
povrxini ispod krive polinoma Pn(x) nad intervalom integracije [a, b].
Grexka numeriqke integracije jednaka je zbiru grexaka integracije
na pojedinaqnim podintervalima xirine h.
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Slika 1.1: Numeriqka integracija funkcije f(x).

Grexka metode u nekom podintervalu xirine h izme�u dva susedna
interpolaciona qvora po apsolutnoj vrednosti je jednaka povrxini
izme�u krivih f(x) i P (x). Vidimo da grexke integracije u pojedinim
podintervalima imaju razliqite znake pa se u zbiru delimiqno ponix-
tavaju: dolazi do me�usobne kompenzacije grexaka. Tako se za numeriqku
integraciju mo�e re�i da je:

• numeriqka metoda, preciznija od interpolacije polinoma

• stabilan ili dobro uslovǉen raqunski proces (grexke usled gubitka
znaqajnih cifara na pojedinim podintervalima se tako�e me�u-
sobno kompenzuju)
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Klasiqne metode numeriqke integracije zasnovane su na geometrij-
skoj interpretaciji integrala (1) kao oblasti pod funkcijom f(x) na
intervalu [a, b] (videti sliku 1.2).

Slika 1.2: Integral I je jednak oblasti ispod krive f(x), f(x) > 0, x ∈ [a, b]

Kod ovih metoda x-osa je podeǉena na n jednakih intervala xirine
∆x, gde je

∆x = b−a
n

i

xn = x0 + n∆x

U prethodnim jednakostima x0 = a i xn = b. Najjednostavnije pribli�no
izraqunavaǌe oblasti pod funkcijom f(x) je poznato kao pravougaona
aproksimacija. Kod pravougaone aproksimacije, f(x) je oceǌena na poqetku
intervala i aproksimacija Fn integrala je data sa

Fn =
∑n−1
i=0 f(xi)∆x pravougaona aproksimacija

Postoje razliqiti naqini za odre�ivaǌe pribli�ne vrednosti in-
tegrala nad odre�enim domenom. Tako�e, postoje razliqiti razlozi
zbog kojih aproksimacija mo�e biti korisna. Na primer, ne mo�e se
svaka funkcija integraliti. Qak, iako postoji integraciona formula
i daǉe to ne�e biti najprecizniji naqin za izraqunavaǌe integrala.
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U ciǉu da se dobije neki uvid numeriqke integracije, prirodno je
podsetiti se Rimanove integracije, koja mo�e biti vi�ena kao jedan
od pristupa za aproksimiraǌe integrala.
Pretpostavǉamo da je f(x) ograniqena funkcija definisana na inter-
valu [a, b] i da je x0, ..., xn podela P tog intervala. Za svako i sledi da je

Mi(f) = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)

i

mi(f) = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x)

Neka je ∆xi = xi−xi−1. Gorǌa Darbuova suma funkcije f(x) koja odgovara
podeli P je definisana sa

U(f, P ) =

n∑
i=1

Mi∆xi

dok je doǌa Darbuova suma funkcije f(x) koja se odnosi na podelu P
definisana sa

L(f, P ) =

n∑
i=1

mi∆xi

Gorǌi integral funkcije f(x) na intervalu [a, b] je definisan kao

U(f) = inf(U(f, P ))

i doǌi integral funkcije f(x) je definisan kao

L(f) = sup(L(f, P ))

gde infimum i supremum uzimaju vrednosti nad svim mogu�im pode-
lama P intervala [a, b]. Ako su vrednosti gorǌeg i doǌeg intergrala
funkcije f(x) jednake uvodi se zajedniqka oznaka, integral

∫ b
a
f(x)dx, i

pri tom se naziva Rimanov integral funkcije f(x).
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1. Pojam odre�enog integrala

Uoqimo interval [a, b] ∈ R. Podelom segmenta [a, b] nazivamo konaqan
skup R taqaka P = {x0, x1, ..., xn}, tako da je a = x0 < x1 < ... < xn = b. Skup
P [a, b] svih podela segmenta [a, b] uredi�emo relacijom ⊆. Ako je P ′ ⊆ P ,
re�i�emo da je podela P finija od podele P ′, odnosno da je podela P ′

grubǉa od podele P . Sa ∆xi oznaqi�emo ∆xi = xi − xi−1, i = 1, 2, 3..., n. Pod
parametrom podele podrazumevamo max∆xi = λ(P ).
Taqku ξi izaberemo na svakom segmentu [xi−1, xi], i = 1, 2, 3, ..., n. Skup svih
taqaka oznaqavamo sa ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn}. Na taj naqin dobija se podela sa
istaknutim taqkama (P, ξ) segmenta [a, b].

Definicija: Neka je f : [a, b] → R i neka je (P, ξ) podela sa istaknutim
taqkama segmenta [a, b]. Zbir

σ(f, P, ξ) =

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

naziva se integralnom sumom funkcije f za datu podelu.

Slika 1.4: Podela (P, ξ) segmenta [a, b], gde je ∆xi = xi − xi−1, i = 1, 2, ..., n

Zbir pravougaonika sa osnovama [xi−1, xi] i visinama f(xi) jednak je da-
toj integralnoj sumi. Uoqimo delove ravni koji sadr�e taqke koje se
nalaze u pravougaonicima a ne nalaze se u krivolinijskom trapezu,
kao i taqke koje se nalaze u krivolinijskom trapezu, a imaju�i u
vidu intuitivan pojam povrxine, mo�emo zakǉuqiti da ukupne povr-
xine pomenutih delova mogu biti proizvoǉno male, a da je povrxina
krivolinijskog trapeza pribli�no jednaka integralnoj sumi.
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Definicija: Za broj I ka�emo da je limes (graniqna vrednost) inte-
gralnih suma σ(f, P, ξ), funkcije f : [a, b] → R kad parametar podele te�i
nuli i pixemo

lim
P (ξ)→0

σ(f, P, ξ) = I

ako za svako ε < 0 postoji δ, tako da za svaku podelu sa istaknutim
taqkama (P, ξ) ∈ P [a, b] va�i nejednakost

|σ(f, P, ξ)| < ε

kad god je parametar podele P (ξ) maǌi od ε.

Ako limes postoji i konaqan je onda se ka�e da je funkcija f inte-
grabilna u Rimanovom smislu na segmentu [a, b]. Broj

I = lim
P (λ)→0

σ(f, P, ξ)

naziva se Rimanovim integralom funkcije f na segmentu [a, b] i pixe se

I =

∫ b

a

f(x)dx

Pri tom se:

• a i b nazivaju doǌom i gorǌom granicom integrala

• funkcija f naziva se podintegralnom funkcijom (integrandom)

• izraz f(x)dx je podintegralni izraz

Promenǉiva x je integraciona promenǉiva. Skup svih funkcija, inte-
grabilnih na segmentu [a, b], oznaqavamo sa R[a, b] i nadaǉe takve funkcije
�emo nazivati integrabilnim funkcijama. Rimanov integral kratko
�emo nazvati integralom.
Primetimo da se integral I qesto naziva i odre�enim integralom za
razliku od skupa primitivnih funkcija 1 neke funkcije, koji smo nazi-
vali neodre�enim integralom.

1Primitivnom funkcijom funkcije f(x) nazivamo funkciju ϕ(x), x ∈ (a, b), ako je ona
diferencijabilna i ako zadovoǉava jednakost ϕ′(x) = f(x), x ∈ (a, b)
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2. ǋutn - Kotesove kvadraturne formule

Neka treba izraqunati integral

I =

∫ b

a

f(x)dx

Nala�eǌe vrednosti integrala naziva se mehaniqka kvadratura ili,
kra�e, kvadratura. Ako su u pitaǌu dvostruki integrali onda se
naziva mehaniqka kubatura ili samo kubatura. Izraqunavaǌe odred-
jenog integrala na osnovu niza poznatih, izraqunatih vrednosti yi =
f(xi), gde su qvorovi xi ∈ [a, b], i = 0, ..., n podintegralne funkcije ili in-
tegranda f(x), naziva se pribli�na ili numeriqka integracija.

Mogu se konstruisati razliqite formule za pribli�no izraqunavaǌe
integrala - kvadraturne formule. Qesto se te formule dobijaju na
slede�i naqin. Funkcija f(x) se zameni na odseqku [a, b] ili na ǌe-
govim delovima drugom, od ǌe jednostavnijom funkcijom F (x), koja je u
nekom smislu bliska funkciji f(x). Na primer, tra�i se da se funkcije
F (x) i f(x) poklapaju u qvorovima tj. zahteva se da je F (xi) = f(xi),
i = 0, ..., n. U svojstvu funkcije uzimaju se algebarski polinomi ili
trigonometrijski polinomi ili racionalne funkcije itd. Ako je in-
terval integracije konaqan i f(x) na ǌemu nema singulariteta, onda se
mo�e posti�i visoka taqnost sa polinomom relatinvo niskog stepena.

Kvadraturne formule su qesto slede�eg oblika

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑
k=0

Akf(xk), xk ∈ [a, b] (5)

gde se Ak nazivaju koeficijentima a xk qvorovima kvadraturne for-
mule. Smisao parametra n je oqigledan: xto je ve�e n, to se po prav-
ilu mo�e dosti�i ve�a taqnost odgovaraju�im izborom Ak i xk. Prema
tome, smatra�emo da je n fiksirano i razmotriti zadatak izbora Ak
i xk poxto nekad ni xk ne mo�emo birati. Podintegralna funkcija je
data tabliqno pa su onda xk fiksirani, pa se mogu birati samo Ak.
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Qvorovi su izabrani na bilo koji naqin. Treba na�i koeficijente Ak.

Konstruiximo interpolacioni polinom Ln(x) za funkciju f(x) sa qvorovima
xk, k = 0, ..., n. Dakle,

Ln(x) =

n∑
k=0

Πn+1(x)

(x− xk)Π
′
n+1(xk)

f(xk)

gde je Πn+1(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn).
Sada imamo

f(x) = Ln(x) +Rn(x)

Zamenom prethodnih jednakosti dobija se

I =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

Ln(x)dx+

∫ b

a

Rn(x)dx

Imaju�i u vidu jednakost (5) sledi

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

Ln(x)dx =

n∑
k=0

f(xk)

∫ b

a

Πn+1(x)

(x− xk)Π
′
n+1(xk)

dx

Dakle, ∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑
k=0

Akf(xk) (6)

gde se koeficijenti kvadraturne formule raqunaju po formuli

Ak =

∫ b

a

Πn+1(x)

(x− xk)Π
′
n+1(xk)

dx k = 0, ..., n (7)

Formule (6) i (7) se nazivaju ǋutn Kotesove kvadraturne formule. Prime-
timo da za dati raspored qvorova koeficijenti Ak ne zavise od funkcije
f(x).
Grexka kvadraturne formule je

Rn(f) =

∫ b

a

Rn(x)dx =

∫ b

a

fn+1(ψ)

(n+ 1)!
Πn+1(x)dx

odavde je

|Rn(f)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!

∫ b

a

|Πn+1(x)|dx

gde je |fn+1(x)| ≤ Mn+1 = const., x ∈ [a, b]. Ako je f(x) = Pm(x) i m ≤ n, onda je
Rn(x) = 0. Ako su granice integracije a i b ujedno i qvorovi kvadraturne
formule, onda je kvadraturna formula zatvorenog tipa a u suprotnom
sluqaju je otvorenog tipa.

11



Qvorovi su ekvidistantno raspore�eni.

Neka treba izraqunati integral

I =

∫ b

a

f(x)dx

Neka su qvorovi x0, x1, ..., xn ekvidistantni tj. neka je interval inte-
gracije podeǉen na n jednakih delova du�ine

h =
b− a
n

odnosno, neka su taqke xk = a+kh, k = 0, ..., n qvorovi interpolacije. Tada
kvadraturna formula

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑
k=0

Akf(xk)

slede�eg oblika

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)

n∑
k=0

Cnk f(a+ kh)

gde je,

Cnk =
Ak
b− a

=
1

b− a

∫ b

a

Πn+1(x)

(x− a− kh)Π
′
n+1(a+ kh)

dx

a

Πn+1(x) = (x− a)(x− a− h)(x− a− 2h)...(x− a− nh).

Ako uvedemo smenu x = a+ th(0 ≤ t ≤ n) onda se dobija:

Πn+1(x) = Πn+1(a+ th) = hn+1t(t− 1)...(t− n)

x− a− kh = th− kh = h(t− k)

Π
′

n+1(a+ th) = (xk − x0)...(xk − xk−1)(xk − xk+1)...(xk − xn) =

= (−1)n−khnk!(n− k)!

pa je

Ckn =
1

b− a

∫ n

0

hn+1t(t− 1)...(t− n)

h(t− k)(−1)n−khkk!(n− k)!
hdt

ili

Ckn =
h

b− a
(−1)n−k

k!(n− k)!

∫ n

0

t(t− 1)...(t− n)

t− k
dt
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Na taj naqin dobijamo kvadraturne formule∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)

n∑
k=0

Cnk f(a+ kh)

sa qvorovima: a = x0, x1 = x0 + h, ..., xk = x0 + kh, ..., xn = b i koeficijentima

Cnk =
1

n

(−1)n−k

k!(n− k)!

∫ n

0

t(t− 1)...(t− n)

t− k
dt

Primer: Izvesti kvadraturne formule oblika

∫ 1

0

f(x)dx = A1f(
1

4
) +A2f(

1

2
) +A3f(

3

4
)

Rexeǌe: Za date qvorove, gore navedene kvadraturne formule, treba odrediti nepoz-
nate koeficijente A1, A2, A3. Uzimaju�i za podintegralnu funkciju f(x) = xi, i =
0, 1, 2 dobija se sistem

∫ 1

0

dx = A11 +A21 +A31

∫ 1

0

xdx = A1
1

4
+A2

1

2
+A3

3

4∫ 1

0

x2dx = A1(
1

4
)2 +A2(

1

2
)2 +A3(

3

4
)2

Nakon izraqunavaǌa odre�enih integrala dobija se sistem

A1 +A2 +A3 = 1

1

4
A1 +

1

2
A2 +

3

4
A3 =

1

2

1

16
A1 +

1

4
A2 +

9

16
A3 =

1

3

Odavde je rexeǌe A1 = 2
3 , A2 = − 1

3 , A3 = 2
3 pa kvadraturna formula glasi∫ 1

0

f(x)dx ≈ 2

3
f(

1

4
)− 1

3
f(

1

2
) +

2

3
f(

3

4
)

Primetimo da su dobijeni koeficijenti nezavisni od podintegralne funkcije i da
je formula taqna za sve polinome qiji je stepen nije ve�i od dva.
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3. Grexka oceǌivaǌa numeriqke integracije

Dobijamo od qega zavisi procena grexke oceǌivaǌa odre�enog in-
tegrala sa odre�enim brojem intervala koja se odnosi na metod nu-
meriqke integracije razmatrane u poglavǉu 2. Ove ocene se zasnivaju
na pretpostavǉenim odgovaraju�im Tejlorovim serijama integranda
f(x)

f(x) = f(xi) + f ′(xi)(x− xi) +
1

2
f ′′(xi)(x− xi)2 + ... (8)

i integracije na intervalu xi ≤ x ≤ xi+1

∫ xi+1

xi

f(x)dx = f(xi)∆x+
1

2
f ′(xi)(∆x)2 +

1

6
f ′′(xi)(∆x)3 + ... (9)

Prvo oceǌujemo grexku koja se odnosi na pravougaonu aproksimaciju
sa oceǌenim integrandom f(x) na levom delu svakog intervala. Grexka
∆i na intervalu [xi, xi+1] je razliqita od prethodne relacije i ocene
f(xi)∆x:

∆i = [

∫ xi+1

xi

f(x)dx]− f(xi)∆x ≈
1

2
f ′(xi)(∆x)2

Grexka na svakom intervalu je reda (∆x)2. Poxto postoji ukupan broj
n intervala i ∆x = (b − a)/n, ukupna grexka pravougaone aproksimacije
je n∆i ∼ n(∆x)2 ∼ n−1.
Oceǌena grexka trapezoidne aproksimacije mo�e biti na�ena na isti
naqin. Grexka na intervalu [xi, xi+1] je razliqita od taqne ocene inte-
grala i ocene 1

2 [f(xi) + f(xi+1)]∆x

∆i = [

∫ xi+1

xi

f(x)dx]− 1

2
[f(xi) + f(xi+1)]∆x (10)

Koristimo relaciju (8) da ocenimo integral i tako oceǌeno f(xi+1)
daje uslov koji nije proporcionalan sa f ′ i grexka reda (∆x)3 je pridru-
�ena jednom intervalu. Ukupna grexka na intervalu [a, b] koja se odnosi
na trapezoidnu aproksimaciju je reda n−2.
Poxto se Simpsonovo pravilo zasniva na pogodnom integrandu f(x)
na intervalu [xi−1, xi] parabole, grexka je srazmerno proporcionalna
otkazanom f ′′(x). Mo�e se oqekivati da uslov grexke u redosledu f ′′′(xi)(∆x)4

doprinosi, ali ovi uslovi su otkazani zbog ǌihove simetriqnosti.
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Otuda je (∆x)4 uslov Tejlorovog izraza funkcije f(x) adekvatan Simp-
sonovom pravilu. Ako se zadr�i uslov (∆x)4 u Tejlorovoj seriji, mo�e
se na�i grexka na intervalu [xi, xi+1] koja je reda f ′′′′(xi)(∆x)5 pa je onda
ukupna grexka na intervalu [a, b] koja se odnosi na Simpsonovo pravilo
reda O(n−4).
Ocene grexke mogu biti izvedene u dve dimenzije na sliqan naqin.
Dvodimenzionalni integral funkcije f(x, y) je opsega pod povrxinom
odre�enom sa f(x, y). Kod pravougaone aproksimacije, integral je za-
pisan kao suma paralelograma sa popreqnim presekom ∆x∆y i visinom
odre�enom sa f(x, y). Da bi se utvrdila grexka, proxiruje se f(x, y) u
Tejlorovoj seriji na

f(x, y) = f(xi, yi) +
∂f(xi, yi)

∂x
(x− xi) +

∂f(xi, yi)

∂y
(y − yi) + ...

i grexka se zapisuje kao

∆i = [

∫∫
f(x, y) dx dy]− f(xi, yi)∆x∆y

Ako iz prethodne dve jednakosti prvu jednakost zamenimo u drugu nalazi
se da je uslov otkazan koji je proporcionalan sa f i integral po (x−xi)dx
je 1

2 (∆x)2. Integral pod uslovom sa poxtovaǌem dy daje faktor ∆y. In-
tegral koji je proporcionalan sa y − yi daje sliqan doprinos. Poxto
je ∆y reda ∆x, grexka koja se odnosi na intervale [xi, xi−1] i [yi, yi+1] je
vode�eg reda u ∆x:

∆i ≈
1

2
[f ′x(xi, yi) + f ′y(xi, yi)](∆x)3

Vidi se da je grexka koja se odnosi na jedan paralelogram reda (∆x)3.
Poxto postoji n paralelograma, ukupna grexka je reda n(∆x)3. Me�u-
tim u dve dimenzije, n = A/(∆x)2 pa je ukupna grexka reda n−1/2. Ukupna
gexka u jednoj dimenziji je reda n−1, kao xto se moglo pre videti.
Odgovaraju�e oceǌene grexke u dve dimenzije generalizuju�i trape-
zoidnu aproksimaciju i Simpsonovo pravilo su redom reda n−1 i n−2.
U opxtem sluqaju, ako se grexka kre�e do reda n−a u jednoj dimenziji,
onda grexka u d dimenzija se kre�e do n−a/d. Monte Karlo grexke se
kre�u do reda n−1/2 nezavisno od d. Za dovoǉno veliko d, Monte Karlo
metod integracije �e voditi smaǌvaǌu grexke za isti izbor pokuxaja
n.
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3. Osnovne integracione formule

Osnovne formule za numeriqku integraciju se dobijaju iz jednaqine
(3) za male stepene IP (n = 1, 2, 3) sa ekvidistantnim interpolacionim
qvorovima. Ovako dobijene osnovne integracione formule su poznate
pod nazivom ǋutn - Kotesove formule. One se primeǌuju na malim pod-
intervalima, xirine nekoliko koraka h a integral na celom intervalu
[a, b] se onda dobija kao zbir integrala dobijenih primenom osnovnih
formula (poglavǉe Trapezna i Simpsonova integraciona formula).
Korak interpolacionih qvorova h se u kontekstu numeriqke integracije
naziva integracioni korak. ǋutn - Kotesovu formulu koja se bazira
na IP n-tog stepena dobijamo prema jednakosti (3) integracijom ǋu-
tnovog IP 1. stepena uz smenu integracione promenǉive:

x = x0 + αh, dx = hdα

Tako izvodimo,

In =

∫ xn

x0

Pn(x)dx = h

∫ n

0

(y0 + α∆y0 +
α(α− 1)

2
∆2y0 + ...+

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
∆ny0)dα

(11)

In = h[ny0 + n2

2 ∆y0 + 1
2 (n

3

3 −
n2

2 )∆2y0 + (n
4

24 −
n3

6 + n2

6 )∆3y0 + ...], (n > 3)

Iz posledǌe jednakosti dobijamo tri osnovne integracione formule:

In = h[ny0 + n2

2 ∆y0], za n = 1 (11.a)

In = h[ny0 + n2

2 ∆y0 + 1
2 (n

3

3 −
n2

2 )∆2y0], za n = 2 (11.b)

In = h[ny0 + n2

2 ∆y0 + 1
2 (n

3

3 −
n2

2 )∆2y0 + (n
4

24 −
n3

6 + n2

6 )∆3y0], za n = 3 (11.c)

Grexka ǋutn - Kotesove formule (12) se prema (4) dobija integracijom
grexke interpolacije xto nakon smene integracione promenǉive daje
opxti izraz:

En =
hn+2

(n+ 1)!

∫ n

0

α(α− 1)...(α− n)fn+1(ξ)dα (12)

za ξ ∈ (x0, xn).
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1. Trapezno pravilo

Najjednostavnija integraciona formula je osnovna Trapezna formula
koja je poznata i pod nazivom trapezno pravilo. Dobijamo ga smenom
za n = 1, ∆y0 = y1 − y0 u formuli (11.a)

I1 =
h

2
(y0 + y1) (13)

Geometrijska interpretacija formule je povrxina trapeza sa osnovama
y0 i y1 i visinom jednakom koraku integracije h.

Slika 1.4: Geometrijska interpretacija trapeznog pravila

Kod trapezoidne aproksimacije ili pravila, primena opxte for-
mule (12) za grexku Trapeznog pravila daje:

E1 = h3

12 f
′(ξ), ξ ∈ (x0, x1)
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2. Simpsonovo prvo i drugo pravilo

Podintegralnu funkciju na intervalu integracije [x0, x2] zameǌujemo
kvadratnim IP koji prolazi kroz ekvidistantne qvorove x0, x1, x2. Rezu-
ltat je formula (11.b) koja nakon zamene n = 2 i izraza za konaqne raz-
like daje prvo Simpsonovo pravilo:

I2 =
h

3
(y0 + 4y1 + y2) (14)

Drugo Simpsonovo pravilo se bazira na zameni podintegralne funkcije
na intervalu integracije [x0, x3] kubnom parabolom i dobijamo ga sa
n = 3 iz (11.c):

I3 =
3h

8
(y0 + 3y1 + 3y2 + y3) (15)

Grexka Simpsonovih pravila

Jasno je da drugo Simpsonovo pravilo daje taqnu vrednost inte-
grala ako je funkcija f(x) kvadratni ili kubni polinom. Tada su svi
qlanovi 4. i vixeg reda (oni koji sadr�e konaqne razlike 4. i vixeg
reda) u opxtoj integracionoj formuli (12) koja se bazira na IP n-tog
stepena, jednaki nuli.

Me�utim,i prvo Simpsonovo pravilo daje taqnu vrednost integrala ako
je podintegralna funkcija polinom 3. stepena, zahvaǉuju�i tome xto se
faktor

n4

24 −
n3

6 + n2

6

uz ∆3y u jednaqini za n = 2 anulira. Geometrijski, to znaqi da dolazi
do ponixtavaǌa grexaka pri numeriqkoj integraciji polinoma tre�eg
stepena na intervalu [x0, x2] prvom Simpsonovom formulom.

Zakǉuqujemo da su Simpsonova pravila pribli�no jednako taqna,
iako je Simpsonovo drugo pravilo slo�enije. Prema opxtoj formuli
za grexku metode (12), grexka Simpsonovog drugog pravila, E3 je pro-
porcionalna sa hn+2 = h5. Mo�e se pokazati da je i grexka prvog
Simpsonovog pravila E2 tako�e proporcionalna petom stepenu inte-
gracionog koraka, mada bi se na osnovu (11) oqekivalo da ona bude
proporcionalna sa h4. Tako se izvodi:

E2 = 1
90h

5f4(ξ) , ξ ∈ (x0, x2)

E3 = 3
80h

5f4(ξ), ξ ∈ (x0, x3)
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Slika 1.5: Ilustracija taqnosti prvog Simpsonovog pravila, ako je f(x) = P3(x)

Ka�e se da su obe formule istog reda taqnosti i zato prvo Simp-
sonovo pravilo koje je jednostavnije a pribli�no taqno kao i drugo
ima daleko ve�u primenu u praksi. Uopxte, pokazuje se da je ǋutn
- Kotesova formula (11.a, 11.b, 11.c), koja se bazira na IP parnog
stepena (n paran broj) istog reda taqnosti kao slede�a po slo�enosti
formula bazirana na IP stepena (n+ 1).
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3. Trapezna i Simpsonova integraciona formula

Umesto da se Trapezno ili Simpsonovo prvo pravilo primene na ceo
interval integracije [a, b], xto bi dalo loxe procene integrala (zbog
velikog integracionog koraka h - grexka su proporcionalne stepenu
koraka), interval integracije se deli na vixe maǌih podintervala.
Integral se dobija kao zbir integrala na pojedinim podintervalima,
koji se raqunaju primenom jednog ili drugog pravila. Tako se dobijaju
slo�ene integracione formule ili jednostavno integracione formule.

Trapezna formula

Delimo interval integracije [a, b] na n jednakih podintrvala xirine,

h = b−a
n

taqkama,

xi = x0 + ih, i = 0, 1, ..., n (x0 = a, xn = b)

i pribli�nu vrednost tra�enog odre�enog intervala funkcije f(x) do-
bijamo kao:∫ b=xn

a=x0

f(x)dx = I =

∫ xn

x0

f(x)dx+

∫ x2

x1

f(x)dx+ ...+

∫ xn

xn−1

f(x)dx ≈ (16)

≈ h
2 (y0 + y1) + h

2 (y1 + y2) + ...+ h
2 (yn−1 + yn) = In

gde indeks n oznaqava broj integracionih koraka na intervalu inte-
gracije [a, b]. Tako, Trapezna formula glasi:

In =
h

2
(y0 + yn + 2

n−1∑
i=1

yi) (17)

Grexka Trapezne formule En jednaka je zbiru grexaka trapeznih prav-
ila na pojedinim podintervalima:

En =
∑n
i=1Ei = −h

3

12

∑n
i=1 f

′′(ξi), ξi ∈ (xi−1, xi)

Ako je f ′′(x) na intervalu integracije neprekidna funkcija, onda pos-
toji ξ za koje va�i:

f ′′(ξ) =
∑n

i=1 f
′′(ξi)

n , ξ ∈ (a, b)
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pa se suma drugih izvoda mo�e prikazati kao:

∑n
i=1 f

′′(ξi) = n, f ′′(ξ) = b−a
h f ′(ξ)

i za grexku Trapezne formule dobijamo:

En = − (b−a)
12 h2f ′′(ξ), ξ ∈ (a, b)

Trapezoidna aproksimacija ili pravilo daje pribli�nu vrednost povr-
xine pod trapezom gde funkcija f(x) uzima vrednosti u poqetnoj i kra-
jǌoj taqki intervala [a, b].

Poxto je aproksimacija oblasti pod krivom u taqkama xi i xi+1 data
sa 1

2 [f(xi+1) + f(xi)]∆x, onda je pribli�na vrednost ukupne oblasti Fn je-
dnaka

Fn = [
1

2
f(x0) +

n−1∑
i=1

f(xi) +
1

2
f(xn)]∆x trapezno pravilo (18)

Simpsonova formula

Poxto se Simpsonovim prvim pravilom numeriqki raquna integral
na intervalu xirine 2h (tri taqke), interval integracije [a, b] delimo
na m jednakih podintervala od kojih svaki obuhvata po dva podinter-
vala xirine h tj. po tri taqke. Oqigledno je postupak primenǉiv samo
ako je ukupan broj koraka n na intervalu [a, b] paran broj (tj. ukupan
broj taqaka neparan) i tada imamo:

n = 2m =
b− a
h

Tada, pribli�nu vrednost tra�enog integrala dobijamo kao zbir pri-
bli�nih vrednosti integrala na pojedinim podintervalima, xirine
2h, dobijenih Simpsonovim prvim pravilom:

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈ h

3
(y0 + 4y1 + y2) +

h

3
(y2 + 4y3 + y4) + ...+

h

3
(yn−2 + 4yn−1 + yn) = In (19)
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Nakon sre�ivaǌa dobijene sume, dolazimo do Simpsonove integracione
formule

In =
h

3
(y0 + yn + 4

n−1∑
i=1,∆i=2

yi + 2

n−2∑
i=2,∆i=2

yi) (20)

gde indeks n oznaqava ukupan broj integracionih koraka na intervalu
[a, b]. Prva suma u zagradi predstavǉa zbir svih ”neparnih” koordi-
nata od 1. do (n− 1) a druga suma zbir svih ”parnih” koordinata od 2.
do (n− 2):

n−1∑
i=1,∆i=2

yi = y1 + y3 + ...+ yn−1,

n−2∑
i=2,∆i=2

yi = y2 + y4 + ...+ yn−2 (21)

Da ponovimo da je ograniqeǌe za primenu Simpsonove formule paran
broj podintervala, odnosno neparan broj taqaka na intervalu inte-
gracije [a, b].
Ako se pozovemo na primer polinoma drugog reda, ukupna povrxina
pod svim segmentima parabole daje aproksimaciju ukupne povrxine
(Simpsonovo pravilo):

Fn = 1
3 [f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + ...

+2f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(xn)]∆x

Simpsonovo pravilo je pogodno za funkciju f(x) koja mo�e biti poli-
nomna. Ako je funkcija f(x) takva, mo�emo oceniti povrxinu ispod
ǌe za dati broj n intervala pa duplirati broj intervala i ponoviti
procenu. Ako su dve procene pribli�ne jedna drugoj, mo�emo stati sa
pove�avaǌem broja intervala. U suprotnom, ponovo �emo duplirati n
dok ne dostignemo �eǉenu taqnost. Naravno, strategija ne va�i ako
f(x) divergira. Primer funkcije koja divergira je f(x) = x−

1
3 za x = 0.

Grexka Simpsonove integracione formule se dobija kao zbir grexaka
Simpsonovog prvog pravila na pojedinim podintervalima xirine 2h.

En = − b−a180 h
4f4(ξ), ξ ∈ (a, b)
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4. Grexka i red integracione formule

Bilo koja integraciona formula izvedena iz nekog od ǋutn - Koteso-
vih pravila ima oblik:

In = h

n∑
i=0

wiyi (22)

gde su wi, i = 0, 1, ..., n konstante koje se zovu ponderi ili te�ine a suma
se zove ponderisana suma. Pri tome, suma svih te�ina je jednaka n:

∑n
i=0 wi = n

Na primer za Trapeznu formulu

w0 = wn =
1

2
, wi = 1, i = 1, 2, ..., n− 1

pa je
n∑
i=0

wi = w0 + w1 + ...+ wn−1 + wn =
1

2
+ 1 + 1 + ...+ 1 +

1

2
= 1 + n− 1 = n

Mo�e se izvesti da grexka opxte integracione formule ima oblik

En = c(b− a)hNfN (ξ), N > 1, ξ ∈ (a, b) (23)

gde je c neka konstanta koja je na primer za Simpsonovu formulu je-
dnaka

c = − 1

180

Na osnovu izraza zakǉuqujemo

• grexka neke metode opada sa smaǌivaǌem integracionog koraka h

• xto je eksponent N u izrazu za grexku neke metode ve�i utoliko je
pri datom integracionom koraku ta metoda taqnija
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Drugi zakǉuqak je oqigledan za integracione korake maǌe od 1, jer
je:

hN1 < hN2, (h < 1), ako je N1 > N2

ali poxto je

hN1 > hN2, (h > 1), ako je N1 > N2

onda, ako je korak h ve�i od 1, va�i obrnuto: ukoliko je eksponent N
ve�i, metoda je maǌe taqna.

Slika 1.6:Ponaxaǌe funkcije hn

Uoqili smo dakle da je grexka neke integracione formule propo-
rcionalna sa hN , pa kada h te�i nuli postaje beskonaqno mala veliqina
istog reda kao beskonaqno mala veliqina hN , pod uslovom da je N-ti
izvod ograniqen u intervalu integracije. To znaqi:

lim
h→0

En
hN

= lim
h→0

c(b− a)( h
b−a )Nfz

N (ζ)

hN
= (24)

= lim
h→0

khN

hN
= k 6= 0,∝ (25)
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gde je k = c(b− a)N−1fz
N (ζ) i pixemo:

En = O(hN )

Za neku integracionu formulu ka�emo da je integraciona formula
reda N, ako je ǌena grexka proporcionalna sa hN . Ukoliko je red
formule ve�i, ona je taqnija. Dok je Trapezna formula drugog reda,
slede�a po slo�enosti, Simpsonova formula je qetvrtog reda, dakle
znatno taqnija od Trapezne formule.

Primer 1: Proceniti numeriqki vrednost integrala∫ 1

0

dx

1 + x2
(=

π

4
)

pomo�u:
a) Trapezne formule
b) Simpsonove formule
sa korakom integracije 0.1. Za obe metode proceniti grexku dobijene vrednosti
integrala koriste�i formule. Vrednosti podintegralne funkcije raqunati sa 5
sigurnih cifara.

Rexeǌe:

Trapezna formula IT = h
2 (y0 + yn + 2

∑n−1
i=1 yi)

Simpsonova formula IS = h
3 (y0 + yn + 4

∑n−1
i=1,∆i=2 yi + 2

∑n−2
i=2,∆i=2 yi)

Korak integracije: h = 0.1
Granice integracije: a = 0 i b = 1 [ x0 = 0 i xn = 1]
Broj podintervala: n = 10
Taqna vrednost integrala: I = 0.78539
Vrednosti podintegralne funkcije sa 5 sigurnih cifara:
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i xi yi
1 0.1 0.99001
2 0.2 0.96154
3 0.3 0.91743
4 0.4 0.86207
5 0.5 0.8
6 0.6 0.73529
7 0.7 0.67114
8 0.8 0.60976
9 0.9 0.55249

Procena integrala na 5 znaqajnih cifara i ǌihove grexke:

IT = 0.78498 ET = I − IT = 0.000416
IS = 0.78542 ES = I − IS = 0.00003
Poxto je grexka < 0.5× 10−3, trapezna formula je dala procenu sa 3 sigurne cifre
a Simpsonova formula je dala taqan rezultat na svih 5 znaqajnih cifara.

Procena granice apsolutne grexke Trapezne formule na osnovu
|E| < b−a

12 h
2M , M = |f ′′(ξ)|max, ξ ∈ (a, b)

Potrebno je na�i najve�u vrednost drugog izvoda f ′′(x) = 8
(1+x2)3x

2− 2
(1+x2)2 na inter-

valu [a, b].
Drugi izvod krive f(x) = 1

1+x2 je monotona funkcija i ima najve�u apsolutnu vred-
nost na doǌoj granici M = |f ′′(x)| = 2 za x = 0.

Procena granice apsolutne grexke Simpsonove formule pomo�u

|E| < b−a
180 h

4M , M = |f4(ξ)|max, ξ ∈ (a, b).

Potrebna nam je najve�a vrednost qetvrtog izvoda funkcije
f4(x) = 384

(1+x2)5x
4 − 288

(1−x2)4x
2 + 24

(1+x2)3 na intervalu [0, 1].
Funkcija ima najve�u apsolutnu vrednost na doǌoj granici M = |f4(a)| = 24 za
x = a.
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5. Procena grexke metode - Riqardsonova ekstrapolacija

Proceǌivaǌe grexaka numeriqke integracije pomo�u formule (17) nije
jednostavno jer zahteva poznavaǌe N-tog izvoda podintegralne funkcije
i ǌegovog ekstrema, a kao rezultat daje qesto znatno preceǌene grexke.
Riqardson je predlo�io slede�i postupak za procenu grexke, koji se
bazira na pretpostavci da se vrednost N-tog izvoda u formuli (17) ne
meǌa mnogo na intervalu integracije. Neka su:

• In, En - procena integrala dobijena integracionom formulom (17)
sa brojem podintervala n, odnosno sa korakom h − (b − a)/n i ǌena
grexka

• I2n, E2n - procena integrala sa duplo maǌim korakom h = h/2 ,
odnosno sa duplo ve�im brojem podintervala 2n i grexka te procene.

Sledi da je taqna vrednosti integrala I

I = In + En = I2n + E2n

a odatle

En − E2n = I2n − In (26)

Odnos grexaka te dve procene je uz datu pretpostavku jednak:

E2n

En
=
c(b− a)(h2 )NfN (ξ1)

c(b− a)hNfN (ξ2)
=

1

2N
(27)

i imamo dve jednaqine iz kojih mo�emo da na�emo grexke. Iz prethodne
jednakosti sledi da je E2n = En

2N i smena tog izraza u (26) daje jednaqinu
po En iz koje dobijamo:

En =
I2n − In
1− 1/2N

i

E2n =
I2n − In
2N − 1

Tako mo�emo da procenimo taqnu vrednost integrala:

I = I2n − E2n = I2n +
I2n − In
2N − 1

(28)
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Za Trapeznu formulu koja je drugog reda dobijamo izraze za grexku
i procenu taqne vrednosti integrala smenom N = 2 u opxte izraze:

E2n = 1
3 (I2n − In), I = I2n + E2n = 4

3I2n −
1
3In

Za Simpsonovu formulu smenom N = 4 dobijamo

E2n = 1
15 (I2n − In), I = I2n + E2n = 16

15I2n −
1
15In

Primer 2: Proceniti grexku integrala izraqunatog Trapeznom formulom iz primera
1. Riqardsonovom ekstrapolacijom.

Vrednost podintegralne funkcije izraqunate u primeru 1. koristimo u ovom
primeru, gde je korak integracije h = 0, 1. Dobijena vrednost integrala Trapeznom
formulom je IT = 0.78498. Potrebna nam je jox jedna vrednost integrala dobijena sa
duplo maǌim ili duplo ve�im integracionim korakom.
Jednostavnije je raqunaǌe integrala sa duplo ve�im korakom jer ne zahteva nove
vrednosti podintegralne funkcije. Tako je

I2n = IT

Sledi raqunaǌe integrala sa duplo maǌim brojem podintervala, n = 5. U sumu
ulazi svaka druga ordinata tj. samo parne ordinate (y0, y2, ..., y10).

i xi yi
1 0.2 0.96154
2 0.4 0.86207
3 0.6 0.73529
4 0.8 0.60976

hn = 2h In = hn

2 (y0 + yn + 2
∑n−2

2
i=1 y2i) = 0.78373

Po Trapeznoj formuli vrednost integrala je IT = 0.78498 pa bi onda procena
grexke Trapezne formule bila E2n = I2n−In

3 = 4.2× 10−4 gde je dobijena realna pro-
cena grexke na svih 5 decimala.
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4. Monte Karlo

”Numeriqku metodu Monte Karlo karakterixe rexavaǌe matemati-
qkih problema pomo�u modeliraǌa sluqajnih promenǉivih i stati-
sitiqkog oceǌivaǌa karakteristika tih promenǉivih. Naziv metode
potiqe iz qlanka ”The Monte Carlo method”, N. Metropolis, S.M.Ulam, 44, No.247, 335-
341, iz 1949. godine. Smatra se da je metoda Monte Karlo korix�ena
i ranije. Razvoj raqunarske tehnike doprineo je znaqajnom pove�aǌu
korix�eǌe metode Monte Karlo. Sa razvojem raqunara metoda Monte
Karlo je postala primenǉivija jer je inaqe ”ruqno” modeliraǌe vre-
dnosti sluqajnih promenǉivih veoma spor proces.

Oblast primene metode Monte Karlo se puno proxirila posledǌih
godina. Neke od tih oblasti primene su: biologija, ekologija, hidro-
logija, atomska fizika, statistiqka fizika, statistika, sistemi maso-
vnog opslu�ivaǌa (planiraǌe kapaciteta skladixta, luka, parkinga...)
, teorija pouzdanosti sistema (planiraǌe elektro energecke mre�e)...

Problemi koji se sre�u u raznim oblastima se mogu ”prevesti”
ili svesti na matematiqke probleme: rexavaǌe sistema linearnih je-
dnaqina ili nejednaqina, rexavaǌe integrala (jednostrukih ili vixe-
strukih), rexavaǌe diferencijalnih jednaqina, rexavaǌe parcijalnih
diferencijalnih jednaqina itd. Svaki od navedenih matematiqkih za-
dataka se mo�e rexiti i metodom Monte Karlo, xto se posebno ko-
risti kad je teorijsko rexeǌe suvixe komplikovano ili ne mo�e da
se odredi, iako znamo da postoji. Tako�e je znaqajno da su algoritmi
Monte Karlo po pravilu jednostavni i laki za programiraǌe. Va�no
je naglasiti da se metodom Monte Karlo mo�e poslu�iti da se neka
”teorija” opovrgne, ali naravno ne mo�e predstavǉati dokaz da je neka
”teorija” ispravna (dobijeni rezultati mogu samo biti indicija is-
tra�ivaqu da je na dobrom putu).”(iz [1])

Monte Karlo metode su klasa algoritama za izraqunavaǌa koja se
oslaǌaju na ponovno sluqajno biraǌe uzorka za izraqunavaǌe rezu-
ltata. Qesto se koriste za simuliraǌe matematiqkih i fiziqkih si-
stema. Monte Karlo simulacija odslikava stohastiqke procese kod
kojih vreme ne igra ulogu. Ona se oznaqava i kao metoda ponovǉenih
pokuxaja. Numeriqke metode, poznate kao Monte Karlo metode, mogu se
slobodno definisati kao statistiqki simulacioni metodi, kod kojih
se upotrebǉavaju nizovi sluqajnih brojeva za izvrxeǌe simulacije.
Metoda Monte Karlo posledǌih nekoliko decenija dobija status pot-
puno zaokru�ene numeriqke metode sposobne za rexavaǌe najkomplek-
snijih zahteva.
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Naziv Monte Karlo proizilazi iz naziva quvenog kazina u Monaku.
Korix�eǌe sluqajnosti i procesa ponavǉaǌa u metodi je analogno ak-
tivnostima koji se doga�aju u kazinu.

Monte Karlo metoda se primeǌuje u raznim simulacijama koje ko-
riste sluqajne brojeve. Najqex�e se metoda koristi samo za statiqke
tipove simulacija kod kojih se u rexavaǌu problema koristi stvaraǌe
uzoraka iz raspodela sluqajnih promenǉivih. Pri tome, problemi
mogu biti bilo deterministiqkog, bilo stohastiqkog karaktera. Ra-
zlikujemo slede�e primene Monte Karlo simulacije:

• Deterministiqki problemi koje je texko ili skupo rexavati. Ti-
piqan primer je korix�eǌe ovog metoda za izraqunavaǌe odre-
�enih integrala koji se ne mogu rexiti analitiqki. Monte Karlo
metoda se u ovom sluqaju mo�e koristi tako xto se generixe niz
sluqajnih taqaka (xj , yj) sa jednakim verovatno�ama unutar odred-
jenog pravougaonika. Zatim ispituje koliko je generisanih taqaka
sadr�ano u povrxini koja odgovara integralu i vrednost inte-
grala se oceǌuje odgovaraju�om relativnom frekfencijom.

• Slo�eni fenomeni koji nisu dovoǉno poznati. Ovo je druga klasa
problema koje se rexavaju uz pomo� Monte Karlo metoda. Verova-
tno�e se koriste za izvo�eǌe niza ekperimenata koji daju uzorke
mogu�ih staǌa zavisnih promenǉivih. Statistiqkom obradom re-
zultata dobija se raspodela verovatno�a zavisnih promenǉivih
koje su od interesa. Druxtveni i ekonomski problemi se rexavaju
na ovaj naqin.

• Statistiqki problemi koji nemaju analitiqka rexeǌa. Stati-
stiqki problemi bez analitiqkog rexeǌa (na pr. procene kriti-
qnih vrednosti ili testiraǌe novih hipoteza) su jedna speci-
fiqna klasa problema koji se rexavaju Monte Karlo simulacijom.
Rexavaǌe takvih problema tako�e se zasniva na generisaǌu sluqa-
jnih brojeva i promenǉivih.”
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1. Pogodak-promaxaj metod

Sada �e biti istra�en drugaqiji metod oceǌivaǌa integrala
∫ b
a
f(x)dx.

Izaberimo pravougaonik nad [a, b] qija je visina h i povrxina A = h(b−a).
Funkcija f(x) je ograniqena granicama pravougaonika. U takozvanoj
Monte Karlo metodi pogodak-promaxaj odre�eni integral je oceǌen
na kvadratu koji ograniqava funkciju f(x) na intervalu [a, b]. Kvadrat
se kre�e od a ka b i od 0 do fmax gde je fmax > f(x) na celom intervalu.
Postoji n taqaka koje su odabrane na sluqajan naqin na datom kvadratu.
Ocena integrala mo�e biti dobijena raqunaǌem ukupnog broja taqaka
nS koje se nalaze ispod krive f(x). Sledi da je ocena Fn u metodi pogo-
dak - promaxaj data sa

Fn = A
nS
n

gde je A = (b− a)fmax oblast na kojoj se taqke biraju. Svakih n taqaka je
dobijeno generisaǌem uniformno raspore�enih brojeva S1 i S2 tako da
je

x = a+ S1(̇b− a) y = S2ḟmax

.

Ocena integrala postaje preciznija kako broj pokuxaja n → ∞ pa
�e eventualno konvergirati taqnom odgovoru tj. rexeǌu. Kvalitet
odgovora zavisi od niza sluqajnih brojeva koji se prilikom izraqu-
navaǌa koriste. Mogu se dobiti nezavisne ocene ponavǉaju�i izraqu-
navaǌa koriste�i razliqite nizove sluqajnih brojeva. Upore�uju�i
vrednosti dobija se ideja preciznog izraqunavaǌa.

2. Ocena sredǌe vrednosti

Drugi Monte Karlo integracioni metod je zasnovan na teoremi o
sredǌoj vrednosti gde je integral odre�en proseqnom vrednosti in-
tegranda f(x) na intervalu a ≤ x ≤ b. Da bi odredili ovu proseqnu
vrednost, biramo taqke xi na sluqajan naqin kao i vrednosti funkcije
u tim taqkama i raqunamo odgovaraju�e f(xi). Kod jednostrukih inte-
grala ocena Fn integrala u metodi ocena sredǌe vrednosti je data sa

Fn = (b− a)(f) = (b− a) 1
n

∑n
i=1 f(xi)

Taqke xi su sluqajne vrednosti raspore�ene uniformno na intervalu
a ≤ xi ≤ b i n je broj pokuxaja.
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3. Monte Karlo analiza grexke

Metode numeriqke integracije i Monte Karlo metod daju pribli�na
rexeǌa qija taqnost zavisi od broja pokuxaja. Do sada se koristilo
znaǌe o taqnoj vrednosti koja bi se dobila na razliqitim interval-
ima da bi se utvrdila grexka Monte Karlo metode koja te�i nuli kao
pribli�na vrednost n−1/2 za veliko n, gde je n broj pokuxaja. Treba
videti kako oceniti grexku kada je taqna vrednost integrala nepo-
znata. Zavisnost grexke je nezavisna od prirode integrala, i mnogo
va�nije, ne zavisi od dimenzije integrala.
Posmatrajmo Monte Karlo oceǌivaǌe integrala funkcije f(x) = 4

√
1− x2

na intervalu [0, 1]. Dobijeni rezultat je Fn = 3.1489 za sluqajan niz od
n = 104 pokuxaja koriste�i metod sredǌe vrednosti. Upore�uju�i Fn
sa taqnim rezultatom F = π ≈ 3.1416, nalazimo da je grexka pridru�ena
n = 104 pokuxajima aproksimativno 0.0073.

Ako je integrand konstantna funkcija onda bi grexka bila nula,
pa bi Fn bilo jednako F za bilo koje n. Zaxto to va�i? Ponaxaǌe
funkcija ukazuju da je mogu�a veliqina grexke disperzija σ2, defini-
sana sa

σ2 = f2 − (f)2 (29)

gde je

f = 1
n

∑n
i=1 f(xi) f2 = 1

n

∑n
i=1 f(xi)

2

Iz definicije standardne devijacije σ, vidimo da ako je f nezavisno od
x, vrednost za σ je nula. Za primer koji je prethodno pomenut i za
niz sluqajnih brojeva dobija se Fn = 3.1489, pa je σ = 0.8850. Poxto je
vrednost σ dva reda veliqina ve�a od grexke, zakǉuqi�emo da σ ne
mo�e biti direktna veliqina grexke. Umesto toga, σ je mera koliko
funkcija f(x) varira na posmatranom intervalu.
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Jedan od naqina kako na�i odgovaraju�u meru grexke je pratiti
vrednosti grexke kako opada ako n raste. U tabeli 1.1 vidimo da kako
se n kre�e od 102 do 104, grexka opada po broju pokuxaja n tj. kao ∼ 1/n

1
2 .

Me�utim, tako�e vidimo da je σn konstantna i mnogo ve�a od posma-
trane grexke.

n Fn grexka σn
102 3.0692 0.0724 0.8550
103 3.1704 0.0288 0.8790
104 3.1489 0.0073 0.8850

Tabela 1.1: Primeri Monte Karlo mereǌa za ocenu sredǌe vrednosti funkcije
f(x) = 4

√
1− x2 na intervalu [0, 1]. Prava grexka je data razlikom |Fn − π|. Stan-

dardna devijacija σn je na�ena iz jednakosti (26).

Svakim nizom od n pokuxaja dobija se sredǌa vrednost mereǌa koju
oznaqavamo sa Mα. U opxtem sluqaju, mereǌa nisu jednaka jer svako
mereǌe se odnosi na razliqiti niz sluqajnih brojeva. Tabela 1.2
prikazuje rezultate od deset mereǌa za n = 104 pokuxaja. Vidimo da
grexka varira od mereǌa do mereǌa. Kvalitativno, veliqina razlika
me�u mereǌima je sliqna pravim grexkama i ove razlike su vrednost
grexke pridru�ene svakom pojedinaqnom mereǌu.

niz α Mα prava grexka
1 3.1489 0.0073
2 3.1326 0.0090
3 3.1404 0.0012
4 3.1460 0.0044
5 3.1526 0.0110
6 3.1311 0.0105
7 3.1311 0.0105
8 3.1358 0.0058
9 3.1344 0.0072
10 3.1405 0.0011

Tabela 1.2: Primer Monte Karlo mereǌa sredǌe vrednosti funkcije f(x) = 4
√

1− x2

na intervalu [0, 1]. Ura�en je total za svako od 10 mereǌa za n = 104 pokuxaja.
Prikazani su sredǌa vrednost Mα i prave grexke |Mα − π| za svako mereǌe.
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Da bi se dobila kvantitativna mera grexke, odredi�emo razlike
ovih mereǌa koriste�i standardnu devijaciju sredǌe vrednosti σm
koja se definixe kao

σm
2 = M2 − (M)2 (30)

gde je

M = 1
m

∑m
α=1Mα

i

(M2) = 1
m

∑m
α=1Mα

2

Mada σm daje verovatno�u grexke, nax metod dobijaǌa σm dodavaǌem
novih mereǌa je nepraktiqan, poxto bi trebalo kombinovati dodatna
mereǌa da bi se dobila boǉa ocena. Sledi relacija

σm =
σ√
n− 1

≈ σ√
n

(31)

Jedan naqin da se proveri relacija (31) je da se inicijalna mereǌa
od n pokuxaja podele na s podskupova. Ova procedura ne zahteva do-
datna mereǌa. Zabele�imo da je sredǌa vrednost za f(xi) u k-tom pod-
skupu oznaqena kao Sk. Kao primer, podeli�emo 104 pokuxaja prvog
mereǌa na s = 10 podskupova i n/s = 103 pokuxaja za svaki podskup.
Sredǌa vrednost funkcije f(x) za svaki podskup k nije jednaka. Da
bismo izmerili grexku koristi�emo standardnu devijaciju sredǌe
vrednosti za svaki podskup. Oznaqimo ovu veliqinu sa σs gde je

σs
2 = (S2)− (S)2

gde se proseqna vrednost odnosi na podskupove. Zakǉuqujemo da mo�emo
protumaqiti n pokuxaja ili kao pojedinaqno mereǌe ili kao skup
mereǌa od n/s pokuxaja. Verovatno�a grexke je data standardnom
devijacijom za n pokuxaja podeǉenom sa kvadratnim korenom broja
pokuxaja. Drugo tumaqeǌe podrazumeva da je verovatno�a grexke data
standardnom devijacijom za s mereǌa koja se odnose na podintervale
podeǉene sa kvadratnim korenom broja mereǌa.

Mo�emo napraviti grexku xto maǌu sa pove�aǌem broja pokuxaja
ili pove�aǌem efikasnosti individualnih pokuxaja smaǌuju�i stan-
dardnu devijaciju.
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4. Va�nost biraǌa uzorka

U prethodnim sekcijama je pokazano da je grexka Monte Karlo ocene
proporcionalna σ i inverzno proporcionalna kvadratnom korenu broja
pokuxaja. Postoje dva naqina da se grexka smaǌi u Monte Karlo ocen-
jivaǌu - pove�avati broj pokuxaja ili smaǌiti disperziju. Drugi iz-
bor je po�eǉniji jer ne zahteva mnogo kompijuterskog vremena. Uvodi-
mo tehnike va�nosti biraǌa uzorka koje smaǌuju σ i poboǉxavaju efika-
snost svakog pokuxaja.
U kontekstu numeriqke integracije, uvodimo pozitivnu funkciju p(x)
tako da je ∫ b

a

p(x)dx = 1

i ako integral zapixemo kao

F =

∫ b

a

[
f(x)

p(x)
]p(x)dx

Integral se mo�e oceniti biraǌem uzorka u skladu sa raspodelom
verovatno�e p(x) pa dobijamo sumu

Fn =
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)

Suma Fn postaje ocena sredǌe vrednosti za funkciju gustine verovatno-
�e p(x) = 1/(b−a). Biramo oblik za p(x) koja minimizuje disperziju inte-
granda f(x)/p(x). Poxto ne mo�emo da ocenimo σ analitiqki u opxtem
sluqaju, odre�ujemo σ aposteriori i biramo oblik p(x) koji imitira
f(x) xto je vixe mogu�e, gde je f(x) ve�e. Izbor zamene p(x) bi uspo-
rio variraǌe integranda f(x)/p(x) i disperzija �e biti smaǌena. Kao
primer, posmatrajmo integral

F =

∫ 1

0

e−x
2

dx

Oceǌivaǌe integrala F sa p(x) = 1 za 0 ≤ x ≤ 1 je prikazano u prvoj
koloni tabele 1.4. Razuman izbor te�ine funkcije je p(x) = Ae−x, gde je
A odabrana tako da je p(x) sliqno f(x). Vrednosti prikazane u drugoj
koloni tabele 1.4 su tra�ene vrednosti. Vidimo da je vreme izraqu-
navaǌa po pokuxaju za neuniformni sluqaj ve�e pa maǌe vrednosti σ
qine korisnim neuniformnu raspodelu verovatno�e jox efikasnijom.
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p(x) = 1 p(x) = Ae−x

n pokuxaja 4× 105 8 ×103

Fn 0.7471 0.7469
σ 0.2010 0.0550

σ/
√
n 3× 10−4 6× 10−4

Ukupno vreme CPU 35 1.35
CPU vreme po pokuxaju 10−4 2× 10−4

Tabela 1.4: Pore�eǌe Monte Karlo ocena integrala korix�eǌem uniforrmne gus-
tine verovatno�e p(x) = 1 i neuniformne gustine verovatno�e p(x) = Ae−x. Nor-
malizacija konstante A je odasbrana tako da je p(x) normalizovano na jediniqnom
intervalu. Vrednost integrala sa qetri decimalna mesta je 0.7468. Oceǌivaǌe Fn
disperzije σ i verovatno�a grexke σ/n1/2 su prikazani. Vreme CPU je prikazano
jedino za upore�ivaǌe.

Alternativni pristup koristi poznatu vrednost funkcije f(x) na datom
intervalu za izbor uzorka qex�e gde je vrednost funkcije f(x) ve�a.
Ideja je da se funkcijom f(x) odredi verovatno�a za birani uzorak,
pa jedino uzimamo u razmatraǌe integrande f(x) koji su nenegativni.
Da bi se izraqunala gruba ocena relativne vrednosti funkcije f(x),
prvo raqunamo ǌenu proseqnu vrednost uzimaju�i vrednost za k jed-
nako razmaknutim taqkama si i izraqunavaǌa

S =

k∑
i=1

f(si)

Suma podeǉena po k daje proseqnu vrednost funkcije f na intervalu.
Pribli�nu vrednost daje integral F pa sledi F ≈ Sh, gde je h = (b−a)/k.
Ova aproksimacija integrala je jednaka pravougaonoj aproksimaciji.
Sledi generisaǌe n sluqajnih uzoraka. Verovatno�a biraǌa podin-
tervala i je data sa

pi =
f(si)

S

Zbir nad svim podintervalima verovatno�a pi je jednak jedinici. Da
bi se odabrao podinterval sa �eǉenom verovatno�om, generixemo sluq-
ajan broj r uniformno na intervalu [a, b] i odre�ujemo podintrval i

koji zadovoǉava nejednakost (30). Podinterval je odabran sa �eǉenom
verovatno�o pa generixemo sluqajan broj xi na podintervalu [si, si + h]

i izraqunavamo odnos f(xi)
p(xi)

.
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Ocena integrala je data slede�im uslovima. Verovatno�e pi u pre-
thodnoj relaciji su verovatno�e odabira podintervala i, ne verovatno-
�a odabira vrednosti x izme�u x i x+∆x. Verovatno�a p(x)∆x je pi puta
verovatno�a biraǌa posebne vrednosti za x na podintervalu i:

p(xi)∆x = pi ×
∆x

h

Imamo da je

Fn =
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)
=
h

n

n∑
i=1

f(xi)

pi

5. Klasiqna Monte Karlo integracija

Pre primeǌivaǌa tehnike simulacije na praktiqnim problemima,
podsetimo se svojstva koje opravdavaju ǌihovo korix�eǌe. Opxti
problem je oko oceǌivaǌa integrala

Ef [h(X)] =

∫
χ

h(x)f(x)dx

gde χ oznaqava skup gde sluqajna promenǉiva X uzima vrednosti, koja je
obiqno jednako podr�ana raspodelom f. Princip metode Monte Karlo
za aproksimiraǌe prethodne jednakosti je generisaǌe uzorka (X1, ..., Xn)
za raspodelu f i aproksimativan empirijski prosek je

hn =
1

n

n∑
j=1

h(xj)

izraqunavaju�i sredǌu vrednost mean(h(x)) u R, poxto hn konvergira
skoro sigurno ka Ef [h(X)] po strogom zakonu velikih brojeva. Jox pre-
ciznije, kada h2(X) ima konaqno oqekivaǌe za f, brzina konvergencije hn
mo�e biti oceǌeno kao O(

√
n) i asimptocka aproksimacija disperzije je

var(hn) =
1

n

∫
χ

(h(x)− Ef [h(X)])2f(x)dx
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Disperzija mo�e biti oceǌene na uzorku (X1, ..., Xn) sa

vn =
1

n2

n∑
j=1

[h(xj − hn)]2

Jox bitnije, zbog centralne graniqne teoreme, za veliko n va�i da je

hn − Ef [h(X)]
√
vn

aproksimativno raspore�eno kao N(0, 1) raspodela i ovo vodi konver-
genciji i granici povereǌa aproksimacije Ef [h(X)].
Metodologija Monte Karla ilustrovana na primeru mo�e biti us-
pexno implementirana u xirokom spektru predmeta gde raspodele u
modelu mogu biti simulirane. Na primer, mo�emo koristiti Monte
Karlo sume za raqunaǌe kumulativne funkcije raspodele.

Primer 4: Za datu normalnu raspodelu N(0, 1) uzorak veliqine n, (x1, ..., xn) je
aproksimiran sa

Φ(t) =

∫ t

∝

1√
2π
e−y

2/2dy

pa je po metodi Monte Karlo

φ̂(t) =
1

n

n∑
i=1

Ixi≤t

sa taqnom disperzijom φ(t)[1− φ(t)]/n. Mo�e biti da je uvedena metodologija Monte
Karla dovoǉna za aproksimiraǌe integrala. Me�utim, Monte Karlo metod obezbed-
juje dobru aproksimaciju u najregularnijim sluqajevima. Postoji jox efikasnija
alternativa koja ne izbegava direktnu simulaciju funkcije f ali tako�e mo�e biti
iskorix�ena vixe puta za nekoliko integrala. Ponovna upotreba mo�e biti za
familiju frekvencije h ili za familiju gustine f . Problemi repa raspodele mogu
biti obra�eni efikasnije nego simuliraǌe funkcije f jer simulacija doga�aja sa
veoma malom verovatno�om zahteva veliki broj simulacija nad f da bi se postigla
preciznost.
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6. Monte Karlo izraqunavaǌe integrala

Ve� pomenuti metod sredǌe vrednosti, koji se koristi za oceǌivaǌe
jednostrukih integrala, je metod Monte Karlo integracije.

Fn = (b− a)(f) = (b− a)
1

n

n∑
i=1

f(xi)

Sluqajni brojevi xi su raspore�eni uniformno X : U [a, b] na intervalu
a ≤ x ≤ b i n bi bio broj pokuxaja.

1.
∫ π

0
sin(x)dx = − cos(x)|π0 = − cosπ − (− cos 0) = 1 + 1 = 2

(f) = 1
n

∑n
i=1 sin(xi)

Promenǉiva X ima uniformnu raspodelu X : U [a, b]. Funkcija gustine raspodele
je g(x) = 1

b−a = 1
π .

Matematiqko oqekivaǌe: E(sinx) =
∫ π

0
sin(x)g(x)dx =

∫ π
0

sin(x) 1
b−adx = 1

π

∫ π
0

sin(x)dx

I =
∫ π

0
sin(x)dx→ I = πE(sinx) = Fn

Da bi se realizovala sluqajna promenǉiva X sa uniformnom raspodelom U [0, 1]
koristi se R-funkcija runif(x < −runif(n, a, b)#n = 10000, a = 0, b = π ). Kao ǌen
rezultat dobija se neki niz cifara.

Kod u R-u:

> x < −round(runif(10000, 0, π), 5) /*biramo uniformno neki niz cifara na [0, π]
> m < −mean(sin(x)) /*raqunamo sredǌu vrednost
> m
[1] 0.6389945
> pi ∗m /*raqunamo integral
[1] 2.00746

Upore�uju�i vrednost Fn sa taqnom vrednosti rezultata inteegrala nalazi se
da je grexka koja se odnosi na n = 104 pokuxaja aproksimativno 0.00746.
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2.
∫ 2

0
exdx = 6.389056

> x < −round(runif(10000, 0, 2), 5)
> m < −mean(exp(x))
> m
[1]3.205835
> 2 ∗m
[1]6.411671

Upore�uju�i vrednost Fn sa taqnom vrednosti rezultata integrala nalazi se
da je grexka koja se odnosi na n = 104 pokuxaja aproksimativno 0.02262.

3.
∫ 4

1

√
xdx = 4.66667

> a < −function(x){sqrt(x)}
> x < −round(runif(10000, 1, 4), 5)
> m < −mean(a(x))
> m
[1] 1.552631
> 3 ∗m
[1] 4.657892

Upore�uju�i vrednost Fn sa taqnom vrednosti rezultata integrala nalazi se
da je grexka koja se odnosi na n = 104 pokuxaja aproksimativno 0.00878.

Nalazi se da je najboǉe oceǌen integral
∫ 2

0
exdx ovom metodom.

Metod Monte Karlo je jedan od naqina kako se odre�eni integrali
mogu izraqunati. Prilikom korix�eǌa ovog metoda mo�e se pove�ati
broj pokuxajaj kako bi ocena bila efikasnija.
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7. Raspodela verovatno�e koja nije uniformna

U prethodnim sekcijama smo videli da se uniformna raspodela slu-
qajnih brojeva mo�e koristiti za oceǌivaǌe odre�enih integrala.
Po�eǉno je na�i integrand f(x) u okolini x gde ponaxaǌe brzo varira.
Zbog znaqaja biraǌa uzorka, metode zahtevaju raspodelu verovatno�e
koja nije uniformna, pa prvo razmatramo nekoliko metoda za gene-
risaǌe sluqajnih brojeva koji nisu raspore�eni uniformno pre raz-
matraǌa znaqeǌa biranog uzorka. Oznaqi�emo sa r niz uniformno
raspore�enih brojeva na intervalu [0, 1] tako da je 0 ≤ r ≤ 1.
Pretpostavimo da se dva diskretna doga�aja dexavaju sa verovatno�ama
p1 i p2 tako da je p1 + p2 = 1. Kako mo�emo odabrati dva doga�aja sa
taqnim verovatno�ama koriste�i uniformnu verovatno�u raspodele?
Oqigledno je da biramo doga�aj 1 ako je r < p1; inaqe, biramo doga�aj
2. Ako postoje tri doga�aja sa verovatno�ama p1, p2 i p3, onda ako je
r < p1 biramo doga�aj 1; ako je r < p1+p2, biramo doga�aj 2; inaqe biramo
doga�aj 3. Sluqajno odabrana taqka r na linije segmenta �e se na�i u
i-tom segmentu sa verovatno�om jednakom pi.
Posmatrajmo n diskretnih doga�aja. Kako odrediti svaki doga�aj i,
da bi odabrali vrednost za dato r? Za n = 2 i n = 3 vrednost i koja
zadovoǉava uslov je

i−1∑
j=0

pj ≤ r ≤
i∑

j=0

pj (32)

gde smo definisali p0 ≡ 0.
Posmatrajmo neprekidnu raspodelu verovatno�e koja nije uniformna.
Jedan naqin da se generixe takva raspodela je da se na�u granice u
jednakosti (32) kao i verovatno�e pi sa p(x)dx. Gustina verovatno�e p(x)
je definisana sa p(x)dx tako da je doga�aj x izme�u x i x + dx. Gustina
verovatno�e p(x) je normalizovana tako da je

∫ +∝

−∝
p(x)dx = 1 (33)

U jednakosti (32) sume postaju ve� pomenuti integral i nejednakosti
postaju jednakosti. Mo�emo zapisati da je

P (x) =

∫ +∝

−∝
p(x′)dx′ = r′ (34)
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Vidimo da uniformno rapore�en broj r odgovara kumulativnoj verova-
tno�i raspodele funkcije P (x), qija je vrovatno�a odabira vrednosti
maǌa ili jednaka x. Funkciju P (x) ne bi trebalo poistove�ivati sa
gustinom raspodele p(x) ili sa verovatno�om p(x)dx. U mnogim primer-
ima smisleni opseg vrednosti za x je pozitivan. U tom sluqaju, va�i
da je p(x) = 0 za x < 0.
Relacija (33) nas vodi ka metodu inverzne transformacije za generisaǌe
sluqajnih brojeva raspore�enih u skladu sa funkcijom p(x). Ovaj metod
se odnosi na generisaǌe sluqajnog broja r i rexavaǌa jednakosti (34)
za odgovaraju�u vrednost x. Kao primer za ovu metodu, koristi�emo
rerlaciju (34) za generisaǌe niza sluqajnih brojeva u skladu sa uni-
formnom raspodelom verovatno�e na intervalu a ≤ x ≤ b. �eǉena
gustina raspodele p(x) je

p(x) =

{
1/(b− a) a ≤ x ≤ b

0 inaqe

Kumulativna verovatno�a raspodele funkcije P (x) za a ≤ x ≤ b mo�e
biti dobijena sa

P (x) = x−a
b−a

Ako zamenimo P (x) u (30) i reximo po x, na�i�emo �eǉenu relaciju

x = a+ (b− a)r

Primeǌujemo metod inverzne transformacije gustine raspodele funkcije

p(x) =

{
(1− λ)e−x/λ ako je 0 ≤ x ≤∝

0 x < 0
(35)

Daǉim izvo�eǌem sledi

r = P (x) = 1− e−x/λ

Rexeǌe r za dato x daje x = −λ ln(1 − r). Poxto je 1 − r raspore�eno na
isti naqin kao r, zapisa�emo

x = −λ lnx

Promenǉiva x na�ena u prethodnoj jednakosti je raspore�ena u skladu
sa gustinom verovatno�e p(x) datom u relaciji (35).
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Mnoga izraqunavaǌa prirodnog logaritma su spora pa inverzna
transformacija mo�da nije najefikasniji metod za upotrebu.
Iz prethodnog primera, vidimo da dva uslova moraju biti zadovoǉena
u ciǉu primene metoda inverzne transformacije. Posebno, gustina
funkcije verovatno�e p(x) mora omogu�iti analitiqko integraǉeǌe u
jednakosti (35) i da se invertuje relacija P (x) = r za x. Gausova gustina
verovatno�e

p(x) =
1

(2πσ2)1/2
e−x

2/2σ2

(36)

je primer gustine verovatno�e qija kumulativna raspodela P (x) ne
mo�e biti dobijena analitiqno. Me�utim, mo�emo generisati dvodi-
menzionalnu verovatno�u p(x, y)dxdy datu kao

p(x, y)dxdy =
1

2πσ2
e−(x2+y2)/2σ2

dxdy (37)

Prvo, pravimo izmenu me�u promenǉivim uvode�i polarne koordinate:

r = (x2 + y2)1/2 θ = tan−1 y

x

Neka je ρ = r2/2 pa sledi da je dvodimenzionalna verovatno�a

p(ρ, θ)dρdθ =
1

2π
e−ρdρdθ

gde imamo da je σ = 1. Ako generixemo ρ u skadu sa eksponencijalnom
raspodelom i θ uniformno na intervalu 0 ≤ θ < 2π, onda �e promenǉive
(Box−Muller method)

x = (2ρ)1/2 cos θ i y = (2ρ)1/2 sin θ

biti generisane u skladu sa jednakosti (37) sa sredǌom vrednox�u 0 i
σ = 1. Metod koji se koristi za generisaǌe Gausove raspodele je poznat
kao Box−Muller metod.
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5. Upore�ivaǌe deterministiqkog i stohastiqkog
pristupa

1. Neki primeri

Primer 5: Izraqunati slede�e integrale koriste�i se: numeriqkom inter-
gacijom (na pet decimala), klasiqnim postupkom izraqunavaǌa integrala i metodom
Monte Karlo pa analizom grexke uporediti integrale (grexka: 0.5× 10−5).

1.
∫ π

0
sin(x)dx

2.
∫ 2

0
exdx

3.
∫ 4

1

√
xdx

Izraqunavaǌe integrala Trapeznom formulom i Simpsonovom formulom:

1.
∫ π

0
sin(x)dx = −cos(x)|π0 = −cosπ − (−cos0) = 1 + 1 =2

[a, b] = [0, π] n = 10 h = b−a
n = π

10 = 3.141593
10 = 0.3141593 ≈ 0.3 xi = x0 + ih

i xi yi
1 0.3 0.29552
2 0.6 0.56464
3 0.9 0.78333
4 1.2 0.93204
5 1.5 0.99750
6 1.8 0.97385
7 2.1 0.86321
8 2.4 0.67546
9 2.7 0.42738
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Trapezna formula: IT = h
2 (y0 + yn + 2

∑n−1
i=1 yi) y0 = 0 i yn = 0.14112

IT = 0.3
2 (0 + 0.14112 + 2× 6.51293) = 0.3

2 (0.14112 + 13.02586) = 0.15× 13.16698 = 1.975047

ET = |I − IT | = |2− 1.97505| =0.02495

Procena grexke Trapezne formule je dala ocenu na 2 decimale: 2.5× 10−2

Simpsonova formula: IS = h
3 (y0 + yn + 4

∑n−1
i=1 yi + 2

∑n−2
i=2 yi) y0 = 0 i yn = 0.14112

IS = 0.3
3 (0.14112 + 4× 3.36694 + 2× 3.14599) = 0.1(0.14112 + 13.46776 + 6.29198) =

0.1× 19.90086 = 1.99009

ES = |I − IS | = |2− 1.99009| =0.00991 ≈ 0.01101

Procena grexke Simpsonove formule je dala ocenu na 2 decimale: 1.1× 10−2

2.
∫ 2

0
exdx = ex|20 = e2 − e0 = 7.389056− 1 =6.38906

[a, b] = [0, 2] n = 10 h = b−a
n = 2

10 = 0.2 xi = x0 + ih

i xi yi
1 0.2 1.22140
2 0.4 1.49182
3 0.6 1.82212
4 0.8 2.22554
5 1 2.71828
6 1.2 3.32012
7 1.4 4.05520
8 1.6 4.95303
9 1.8 6.04965
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Trapezna formula: IT = h
2 (y0 + yn + 2

∑n−1
i=1 yi) y0 = 1 i yn = 7.38906

IT = 0.2
2 (1 + 7.38906 + 2× 27.85716) = 0.1(8.38906 + 55.71432) = 0.1× 64.10338 = 6.41034

ET = |I − IT | = |6.38906− 6.41034| =0.02128

Procena grexke Trapezne formule je dala ocenu na 2 decimale: 2.13× 10−2

Simpsonova formula: IS = h
3 (y0 + yn + 4

∑n−1
i=1 yi + 2

∑n−2
i=2 yi) y0 = 1 i yn = 7.38906

IS = 0.2
3 (1 + 7.38906 + 4× 15.86665 + 2× 11.99051) = 0.0667(8.38906 + 63.4666 + 23.98102) =

0.0667× 95.83668 = 6.39231

ES = |I − IS | = |6.38906− 6.39231| =0.00325

Procena grexke Simpsonove formule je dala ocenu na 3 decimale: 3.25× 10−3

3.
∫ 4

1

√
xdx =

∫ 4

1
x

1
2 dx = x

1
2
+1

1
2 +1
|41 = 2

3x
3
2 |41 = 16

3 −
2
3 = 14

3 =4.66667

[a, b] = [1, 4] n = 10 h = b−a
n = 3

10 = 0.3 xi = x0 + ih

i xi yi
1 1.3 1.14018
2 1.6 1.26491
3 1.9 1.37840
4 2.2 1.48324
5 2.5 1.58114
6 2.8 1.67332
7 3.1 1.76068
8 3.4 1.84391
9 3.7 1.92354
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Trapezna formula: IT = h
2 (y0 + yn + 2

∑n−1
i=1 yi) y0 = 1 i yn = 2

IT = 0.3
2 (1 + 2 + 2× 14.04932) = 0.3

2 × (3 + 28.09864) = 0.15× 31.09864 = 4.66480

ET = |I − I10| = |4.66667− 4.66480| =0.00187

Procena grexke Trapezne formule je dala ocenu na 3 decimale: 1.87× 10−3

Simpsonova formula: IS = h
3 (y0 + yn + 4

∑n−1
i=1 yi + 2

∑n−2
i=2 yi) y0 = 1 i yn = 2

IS = 0.3
3 (1+2+4×7.78394+2×6.26538) = 0.1(3+31.13576+12.53076) = 0.1×46.6665 = 4.66665

ES = |I − IS | = |4.66667− 4.66665| =0.00002

Procena grexke Simpsonove formule je dala ocenu na svih 5 decimale: 0.2× 10−5

Metodom integracije, koriste�i se Trapeznom i Simpsonovom formulom, dobija se
najboǉe ocena za integral

∫ 4

1

√
xdx dok je metodom Monte Karlo najboǉe oceǌeni

integral
∫ π

0
sinxdx .

integral Trapezna f. Simsonova f. MK metod∫ π
0
sinx = 2 1.975047 1.99009 2.00746∫ 2

0
exdx = 6.389056 6.41034 6.39231 6.411671∫ 4

1

√
xdx = 4.66667 4.66480 4.66665 4.657892
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2. Numeriqka integracija vixestrukih integrala

Ako poqnemo od toga da se grexka smaǌuje kao n−α za d = 1, onda grexka
opada kao n−α/d u d dimenzija. U suprotnom, grexka koja se odnosi na
sve metode Monte Karlo integracije opada kao n−

1
2 nezavisno od dimen-

zije integrala. Poxto je vreme izraqunavaǌa grexke proporcionalno
sa n kod klasiqne metode Monte Karlo, zakǉuqujemo da su za ni�e di-
menzije, klasiqne numeriqke metode uqestalije kao xto je Simpsonovo
pravilo. Me�utim, grexka u konvencionalnim numeriqkim metodama
raste sa dimenzijom i metode Monte Karlo su suxtinski za vixedi-
menzionalne integrale.
Da bi se ilustrovao opxti metod oceǌivaǌa vixedimenzionalnog in-
tegrala,posmatrajmo dvodimenzionalni integral

F =
∫
R
f(x, y)dxdy

gde R oznaqava oblast integracije. Formirati pravougaonik koji zat-
vara region R i deli ga na kvadrate du�ine h. Pretpostavimo da se
pravougaonik prote�e od xa ka xb u pravcu x ose i od ya do yb u smeru
y-ose. Ukupan broj kvadrata je nxny, gde je nx = (xb−xa)/h i ny = (yb− ya)/h.
Ako koristimo sredǌu taqku aproksimacije, integral F je oceǌen kao

F ≈
∑nx

i=1

∑ny

j=1 f(xi, yj)H(xi, yj)h
2

gde xi = xα + (i− 1
2 )h, yj = yα + (j− 1

2 )h i funkcija H(x, y) jednaka jedinici ako
(x, y) ∈ R ili nula inaqe.
Jednostavna metoda Monte Karlo za oceǌivaǌe dvodimenzionalnog in-
tegrala koristi istu pravougaonu oblast kao i iznad ali n taqaka
(xi, yi) je odabrano sluqajno na pravougaoniku. Ocena integrala je onda

Fn = A
n

∑n
i=1 f(xi, yi)H(xi, yi)

gde je A oblast pravougaonika. Zabele�imo da ako je f(x, y) = 1 svuda,
onda je jednakost iznad ekvivalentna metodi pogodak ili promaxaj za
izraqunavaǌe oblasti R.
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3. Vixestruki integrali

Monte Karlo metod dobija na ve�em znaqaju kada posmatramo inte-
graciju u ve�im dimenzijama. Na primer,

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y, z)dxdydz ≈ 1

N

N∑
i=1

f(xi, yi, zi)

gde je (xi, yi, zi) sluqajan niz taqaka za x, y, z ∈ [0, 1]. Ukupno, potrebno nam
je 3N sluqajnih brojeva da bi se generisalo N sluqajnih taqaka. In-
tegral nad proizvoǉnom oblasti koja se integrali je

I =

∫ a2

a1

∫ b2

b1

∫ c2

c1

f(x, y, z)dxdydz

=

∫ a2

a1

[

∫ b2

b1

(

∫ c2

c1

f(x, y, z)dx)]dz

≈ (a2 − a1)(b2 − b1)(c2 − c1)
1

N

N∑
i=1

f(xi, yi, zi)

U opxtem sluqaju, metod sredǌe vrednosti je dat sa

I =

∫
A

f ≈

≈ (povrxina A) × (proseqna vrednost funkcije f nad n sluqajnih
taqaka na A)

Grexka kod standardne numeriqke integracije opada kao n−a, a ∈ N za
d = 1 (jednodimenzionalni integral); na primer kod trapeznog pravila
je n−2 . U d dimenzija, grexka opada kao n−a/d. Ovde n oznaqava ukupan
broj podintervala; broj podintervala po dimenziji je n1/d.
Grexka Monte Karlo integracije uvek opada kao N−1/2.
Troxak izraqunavaǌa je relativan u odnosu na ukupan broj podinter-
vala n ili ukupan broj taqaka N. Iz ovoga mo�emo zakǉuqiti da je
Monte Karlo integracija najefikasnija za d > 2a.
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Primer 6: Dvostruki integral

Posmatrajmo integral funkcije f(x, y) = xye−x
2y na kvadratu x, y ∈ [0, 1].

Koriste�i Monte Karlo metod sredǌe vrednosti (Monte Carlo sample mean - MC),
vrednost ovog integrala je oceǌena generisaǌem N taqaka sluqajno na
datom kvadratu i raqunaǌem proseqnih vrednosti funkcije f(x, y).
Tada je

IMC =
1

N

N∑
i=1

f(xi, yi)

Ovde je faktor oblasti A = 1.
Taqna vrednost integrala je

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

xye−x
2ydxdy =

1

2e
≈ 0.18393972

Slika 1.5: Apsolutna grexka Monte Karlo ocene.
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Grexka se smaǌuje kao 1/
√
N ali postoji nepouzdanost koja se odnosi

na svaku ocenu (linija koja nije prava). Ovo je posledica toga xto
koristimo sluqajne brojeve za izraqunavaǌe ocena. Ako koristimo
niz od N sluqajnih brojeva i ponovimo raqunaǌe sa drugim nizom od
N sluqajnih brojeva, dobi�emo dva razliqita odgovora. Raspodela
odgovora �e postati u�a kako pove�avamo broj N i niz �e konvergi-
rati taqnom odgovoru.
Grexka kod Monte Karlo izraqunavaǌa je razliqita nego kod drugih
metoda integracije. Na primer, posmatrajmo trapezno pravilo.
U ovom sluqaju, grexka je posledica linearne aproksimacije koja se
javǉa na svakom podintervalu. Dele�i podintervale xto maǌe, sklop
je boǉi i grexka opada.

Slika 1.6: Apsolutna grexka Monte Karlo ocene.

Kod u R-u:

> i < −0.18393972
> i mc < −c(0.1822299, 0.1830448, 0.1839015, 0.1839026, 0.1839296)
> abserr < −c(0.00170982, 0.00089492, 3.822e− 05, 3.712e− 05, 1.012e− 05)
> err < −c(0.031622777, 0.01, 0.003162278, 0.001, 0.000316228)
> g range < −range(0, err, abserr)
> plot(err, type = ”o”, col = ”blue”, ylim = c(0, 0.032))
> lines(abserr, type = ”o”, pch = 22, lty = 2, col = ”red”)
> title(main = ”|I (MC)− I|”, col.main = ”red”, font.main = 4)
> legend(1, g range[2], c(”err”, ”abserr”), col = c(”red”, ”blue”), pch = 21 : 22, lty = 1 : 2)
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Vidimo na grafiku da je grexka prilikom prvog izraqunavaǌa in-
tegrala najve�a i da se pove�avaǌem broja pokuxaja ona smaǌuje. Za
n = 107 dobija se najmaǌa apsolutna grexka Monte Karlo ocene.

Primer 7. Izraqunati integral I =
∫ 0.5

0.2
x3(1−x)2.5dx koji ima raspodelu

X : U [0.2, 0.5].

I =

∫ 0.5

0.2

x3(1− x)2.5dx = 0.00428

> x < −runif(100, 0.2, 0.5)
> g < −function(x){
+x3 ∗ (1− x)2.5}
> mean(g(x))
[1]0.01432740
> mean(g(x)) ∗ 0.3
[1]0.004298220

Primer 8: Izraqunati integral I =
∫ 7

1
x1.5e−2xdx koji ima raspodelu

X : U [1, 7].

I =

∫ 7

1

x1.5e−2xdx = 0.12685

> x < −runif(100, 1, 7)
> g < −function(x){
+x1.5 ∗ exp(−2 ∗ x)}
> mean(g(x))
[1]0.02114137
> mean(g(x)) ∗ 6
[1]0.1268482
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Zakǉuqak

Deterministiqki i stohastiqki pristup predstavǉaju naqine izra-
qunavaǌa odre�enih integrala pored elementarnog naqina. Kroz rad
se mo�e primetiti da je numeriqka integracija jedan naqin izraqu-
navaǌa odre�enih integralal koji se vidi kroz primenu Trapezne i
Simpsonove formule. Metod Monte Karlo je drugi naqin i pri tom
izraqunavaǌu je br�i. Ovaj metod koristi jednostavne algoritme za
izraqunavaǌe odre�enih integrala kako jednodimenzionalnih tako i
vixedimenzionalnih. Prouqavaju�i ovu temu mo�e se zakǉuqiti da
su oba pristupa korisna. Stohastiqki pristup je efikasniji i na-
jqex�e se primeǌuje kod vixestrukih integrala. Primeri odre�enih
integrala kod metode numeriqke integracije kao i primeri odre�enih
integrala kod metode Monte Karlo su upore�ivani u ovom radu da bi
se videla efikasnost elementarnog, deterministiqkog i stohastiqkog
pristupa izraqunavaǌa. Suxtina rada je u tome da ako se odre�eni
integrali ne mogu izraqunati elementarno onda se mogu izraqunati
jednim od ova dva pristupa.
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