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1. YBon

N3 uyumenune na ce f;’ f(x)dxz He MOKe YBEK eJIeMEeHTapHO U3pavyHaTHU
npou3niiasu ToTpeda 3a MPpUOIMKHUM U3pavyHaBambuMa. Ha npumMep, naTe-
rpasa HopMmaJsHe, bera u ['ama pacnonesne, ce He MOTy Ha Taj HAYUH U3pady-
HaTU na he y oBoM pamy Outu obOjamrmene Heke MOy NHOCTU u3padyyHaBama
WHTErpaJia ymje m3padyyHaBame HUje MOrylhie eJleMeHTapHUM IIyTeM WU je
nobujena gopmysia Beoma KoMmiimkoBaHa. [loctoje nBe moryhuocTu 3a npu-
OMMKHO pauyHame oapeheHux mHTErpaJa.

[IpBa ce 3acHUBA HA AETEPMUHUCTUUKOM IPUCTYIY U Ty CIaTAjy METOIe
HpI/I6JII/I}HHe UHTerpaluje pa3BUjeHe y OKBUPY HyMepUYKe aHaJU3E. ﬂpyrm
OpucTym je croxactudku kana ce Morre Kapio aIrOPUTMOM U3PATYHABA]Y
onpebenu uaTErpas. Y CTOXaCTUYKU IPUCTYI CIAIA]y METOI OIE€HE CPEe-
b€ BPEIHOCTU U MOToak - npomamaj meton. Morre Kapmo amropurmu cy
jeIHOCTAaBHU U MPAKTUYHU 33 ynoTpeOdy m3padyHaBama BUIIEINMEH3NOHAI-
HUX UHTerpaJja. PemaBame OBakKBUX IMpoOJjeMa 3aCHUBA Ce HA T'eHEePUCAHY
caydajHux OpojeBa.

Y mornaBiby HYMEPUUYKA MHTErPaIyja TOBOPU CE€ O alpPOKCUMUPAHKhY O~
UHTerpaJiHe (QYHKIUje WHTEPIOJIAIVOHNM IOJMHOMOM IITO OW 3HAYWIO Ia

ce onpebenu mHTErpaJ f: f(x)dr TpUOIMKHO M3pavyyHaBa.

Y morjaB/by OCHOBHE MHTErpalllloHe (opwmyJiie nomMumy ce T'pamesna u
CuMncoHOBa MHTErpanuoHa (GopMyJia Kao jefaH Ol HAUMHA HYMeDUYKe WH-
Terpamnuje Hana onpebheHmM mHTEpBaJOM [a,b]. Tarobe, roBopu ce o rpeTm
HyMepU4YKe UHTeTpalje Koja ce jaBshba IPUIINKOM IPUMEHEe TOMEHYTUX (op-
Mmyisa Ha onpebenom umuTerpasy. bwhe ommcana mpuMeHa UHTErPAIMOHUX
dopmyna Kpo3 OpuMepe Kao W IPOIEeHa T'PEelIKe KOja Cce MPUINKOM TOT
n3pavyHaBama jaBJba.

Y moraaBmy MouTte Kapmo roBopu ce 0 mOpekay caMor Ha3uBa METOME
Kao 1 omakje meron motudue. OBaj MeTON cmama y CTOXACTUYKUA ITPUCTYID
u3pavyHaBama OoApeheHOr mMHTerpaja KOju je ePpUKACHUjU Ol HyMEPUIKe
UHTEerpamnuje jep je Op:ku IpUINKOM m3pauyHaBama oapebheHor uarerpaJa.

Ha xpajy, y merom morznaBiby Ouhe HaBeneno ynopebuBame oba mpuc-
Tyna, IpuMep u3padyHaBama olapeheHor mHTerpaJja AeTePMUHUCTUYKAM U
CTOXACTUYKMM IPUCTYIOM KaO M M3PadyHaBame BUIIECTPYKUX WMHTErpaJia
MmeTomom Moure Kapio.



2. Hymepuuka mHTErpamuja

Hywmepuuka uuTerpamnuja je mocTymnak u3padyHaBama MPUOIMKHE BpeI-
HocTu oapebhenor muTerpaJsa

b
I :/ f@)de (a<b) (1)

13 BpeIHOCTU MOAMHTErpajHe QyHKIUje natux ypebhernom rabenoM (z;, f(z;)),
i=0,1,...,n, IPU YeMy MIPETIOCTABHAMO na je x9 <a u b < z,. CAUYHO KAO
KOJ HYMEPUUYKOT AndepeHrpama, Ha YOUEHOM OJICEYKY [a,b] dyHEIUja f(z)
ce aIpOKCUMUPa MHTEPIOJAIMOHNM IIOJIUHOMOM P,(z), Ia ciaenmn na je

fllx) = P)(z), a<z<b

Axo je ¢pyHEIMja MOBOJFHO IJIaTKa W aKO Cy pacTojama m3Meby yBopoBa
NOBOJLHO MaJia, MOKe ce ouekmBaTu Aa ce f'(r) m P, (zr) He pa3JIWKyjy MHOTO
Ha OJCEYKY [a,b]. Hymepuwura mHTErpammja ce omHOCH, KaO U HYMEPUUKO
mudepeHnupame, Ha allpOKCUMAalX]y MOAUHTerpaJiHe (PYHKIU]e MHTePIOoJia-
mmonuM nosmmaoMoM (UIT):

b b
f@)=~ P,(z), m<mn / f@)dx ~ / P, (x)dx (2)

AKO IpeTnocTaBuMoO ma MHTEPIOJIAMOHN OJIMHOM IPOJIa3u KPO3 CBE TAUKE
rabene (z;, f(z;)), i=0,1,..,n 1 Ia Ce TpaHUIle MHTETPAIKje MOKJIAIA]y Ca Ip-
BOM U TOCJIEAHOM BPENHOIMINY HE3aBUCHO MPOMEHJ/bUBE y Tabesn, TpasKeHn
UHTErpaJ I pauyHaMO TPUOJIMKHO Kao:

I /ab_xn flz)de ~ /: Pu(2)dz = I, 3)

=Zo 0

a rpemka Merone E, je jemHaka MHTErpaJly I'PelIKe MHTeprnojanuje R,:
E,=|I-1,| :/ flz)dz —/ P, (z)dx :/ R, (z)dz (4)
xo o o

Ha caumu 1.1 maycrpoBaHa je HyMeprdka WHTerpanuja GpyHknuje f(z), WH-
TerpalrjoM MHTEPIOJAIMOHOT MOJMWHOMA Ca& E€KBUIAUCTAHTHUM WHTEPIIOJa-
IIVOHUM YBOPOBUMA, CTENEHa n = 5. TauHa BPEIHOCT WMHTerpaJia [ jemHaka
je TOBPINMUHU UCTHOMA KpuBe f(r) a mpubImKHA WIN HYMEPUYKA BPETHOCT I,
TMOBPIINHU MCIION KPUBE TMOJUHOMA P, () HAA MHTEPBAJOM UHTErpaluje [a,b].
['pemka Hymepuuke mHTerpaluije jenHaka je 30upy Trpelnraka UHTerpalldje
Ha TMOjeIUHAYHUM II0AMHTEPBAJUMA IIUPUHE h.



Caura 1.1: Hymepuuka unrerpanuja ¢pyuxuuje f(z).

'pemra MeTome y HEKOM NMOAWHTEDBAJy IMPWHE h U3Meby nBa cycemHa
WHTEPIIOJAIMOHA YBOPa MO AaICOJYTHOj BPETHOCTM j€ jemHaKa IMOBPIITUHU
u3Mebhy kpuBux f(r) u P(r). Bumumo ma rpemike mMHTErpalyje y IOjeIruHUM
MOMUHTEPBAJIUMA UMA]y PA3JIMUYUTE 3HAKE MTa ce Y 30UpPy AeJIMMUYHO TOHUII-
TaBajy: I0OJa3u N0 mebycobHe kKommeH3zanmuje I'pemraka. 1ako Ce 38 HyMepuuky
unTerpanmujy Moxke pehu ma je:

e HYMEPUUYKA METO0a, NpEnuU3HMja O MHTEePIOoJanyje IMOJIMHOMA

e crabuman WM HOOPO yCIOB/LEH pauyHcku nponec (I'DEIIKe yCien Iy GuTka
3HAUAJHUX Iudpapa Ha NOjeIMHUM IOIUHTEpBAJIUMa ce Takobe meby-

COBOHO KOMIIEH3Y]Y )



Knacuune meTone HyMepuuke MHTErpalldje 3aCHOBAHE CY HA T€OMETPUj-
CKOj mMHTepuperanuju mHTerpasa (1) kao obsactu mon GyHKIMjoM f(r) Ha
MHTEPBAILY [a,b] (BumeTu ciauky 1.2).

¥ A =iz
1 "_/ir

¥
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Cnura 1.2: Unrerpax I je jemnak obmactu ucnon kpuse f(z), f(x) > 0, x € [a, b]

Kon oBux Mmetoma r-oca je momesbeHa HA n jeIHAKUX WHTEPBAJIA MIUPUHE
Az, Tae je

T, = 2o + nAx

Y mpeTxomHUM jeTHAKOCTUMA 7o =a U x, = b. HajjennocraBHUje mpubIMmKHO
U3pavyyHaBame o0sacTH mox (QYHKIUjOM f(r) je IO3HATO KAaO mpaBoyraoHa
anpokcuMmanuja. KO IpaBoyraoHe arpokcuMaliyje, f(r) je onemeHa Ha TOUYETKY
WHTEepBaJa U anpokcuManuja F, MHTerpaJja je mata ca

F, = Z;:Ol (z;)Ax IIpaBOyracHa alpoOKCHUMAaIuja

[TocToje paznnumTty HaunHU 3a oxpebuBame mpubOIMKHE BPEAHOCTU WH-
Terpasa Hanm onpebenum nomenom. Takobe, mocroje paznamumry pazinosu
300T KOjUX ampoOKCcHMAaIuja MOoyke OuTm KopucHa. Ha mpumep, HEe MOxke ce
cBaka (YHKOMja MHTEerpaJnuTy. Yak, axko MOCTOjU MHTErpanuoHa (GopMmyiia
U1 najbe TO Hehe OMTH HajUpenM3HUjU HAYWH 32 U3padyHaBame WHTerpalja.



Y mumy na ce mobuje HEKM yBUI HYMEpUUKe WHTErpallvje, MPUPOTHO je
noncetutu ce PumaHOBe mHTerpammje, Koja Mo:ke OuTH BubheHa Kao jenaH
Ol IPUCTYIa 3a allPOKCUMUPaHE€ UHTErPaja.

IIpernocraBmamo na je f(r) orpaHnYeHa (yHKIUja Ae@UHUCAHA HA WHTEP-
BaJy [a,b] 1 1ma je xo,...,z, TOAeNa P TOT MHTEpBaJa. 3a CBaKO i CJIeON Ha je

M;(f)= sup f()

TE[Ti—1,%i]

mi(f)= _inf  f(a)

T€[Ti—1,T4]

Hexka je Az; =2;,—z;—1. I'opma llapOyoBa cyma (pyHEIUje f(x) KOja oAroBapa
nonenu P je mepuHUCAHA Ca

=1

nok je nmomwa lapbyoBa cyma ¢yHEDUje f(r) KOja Cce OTHOCH Ha MOIeNy P
neduHUCaHA ca

L(f,P) = mA
i=1
l'opwmu uHTErpas ¢dyurumje f(z) Ha UHTEPBANY [a,b] je OepUHUCAH KAO

U(f) =inf(U(f, P))

U DOWmU MHTerpaJ pyHEnuje f(z) je medumHMCAH KAO

L(f) = sup(L(f, P))
rae MHQUMYM U CYIPEMyM Yy3UMajy BPETHOCTW HaJ CBUM Moryhwmwm mome-
mama P mHTEpBajaa [a,b. AKO Cy BPemHOCTU TrOPHEr U AOHEr WHTeprpaJa
¢yHKIUje f(r) jemHAKE YBOAM Ce 3ajeHWYKA O3HAKa, MHTErPaJl f; f(x)dz, 1
Ipu TOM Ce Ha3uBa PumanosB maTerpan ¢pyaxumje f(x).



1. Ilojam odpehenoz unmezpana

YounmMo mHTEpBAJ [a,b] € R. Ilomemom cermenta [a,b] HA3UBAMO KOHAYAH
ckyn P tavaka P = {xg,21,...,2,}, TAKO 14 je a = x9 < 1 < ... < z, = b. CEKyn
Pla,b] cBUX momesa cerMeHTa [a,b] ypemmhemo pemamnujom C. Ako je P' C P,
pehwrhemo na je momena P ¢unmja ox monmese P, OMHOCHO nma je monena P’
rpy6ima o momesne P. Ca Ax; o3HaunheMo Ax; = xz; — ;1,1 = 1,2,3....,n. Ilomx
mapaMeTpoM mojese moapaldyMeBaMo marAx; = A\(P).

Tauky ¢ m3abepemMo Ha CBAKOM CETMEHTY [v; 1,z;),i = 1,2,3,...,n. CKym cBuUX
Tavyaka O3HavYaBaMoO ca & = {&,&,....&,}. Ha taj mauun mobuja ce momena ca
HCTAaKHyTUM TadkaMa (P,£) cerMeHTa [a,b].

Hedpunvnuja: Hera je f:[a,b] — R u Heka je (P, ) momesia ca MCTAKHY TUM
TavykaMa cerMeHTa [a,b]. 306up

n

o(f,P&) =) f&)Ax

i=1

Ha3MBa Ce UHTEI'PAJHOM CYMOM (QYHKNUje f 3a JaTy HOIely.

¥ oA =iz

¥
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Cnuka 1.4: TTomena (P,§) cermenta [a,b], roe je Ax; =x; — 2,21, i =1,2,...,n

36up mIpaBOyraoHUKA ca OCHOBaMa [r;_i,r;] M BUCHHAMa f(r;) jeJHAK je ma-
TOj MHTETPAJHO] CYyMHU. Y OUMMO AEJOBE PABHU KOJU cCaIp:Ke Tadke KOoje ce
Hajla3e y NIPaBOyraoHUIIMAa a He HaJla3e Ce Y KPUBOJUHUJCKOM Tpamesy,
Ka0 " TadKe KOje Cce Haja3e y KPUBOJUHUJCKOM Tpamedy, a mMmajyhm y
BUAYy MHTYUTUBAH MOjaM IMOBPIIUHE, MOKEMO 3aKbYUUTU Oa YKYIHE MOBP-
IIHE TOMEHYTUX NeJOBa MOTY OWUTH MPOW3BOJLHO MAaJie, a Oa je MOBPIINHA
KPUBOJIMHIjCKOT Tpare3a NPUOIMAKHO jeIHAKA UHTEIPAJHO] CyMMU.



Heduaumumja: 3a 6poj I KaxkeMo na je nuMec (IpAHUYHA BPEIHOCT) UHTE-
rpajHUX cyMma o(f, P,¢), ¢yHEIUje f : [a,b] - R KaJa mapameTap INoJejle TEeXU
HYJIN 1 IINIIEeMO

li P& =1
P(ggov(f, )

aKO 3a CBaKO e < 0 IIOCTOjU §, TAKO Ja 3a CBaKy HOJely Ca HCTAKHYTUM
TauykaMa (P,¢) € Pla,b] Ba:Kku HejeTHAKOCT

lo(f, P&l <e

KaJ IOl je mapaMeTap momeiie P(£) Mamu Of e.

Axko nmMec mOCTOju M KOHAUYAH je OHIA Ce Kake na je GpyHKuuja f uHTe-
rpadbuiHa y PuManoBoM cMuCIy Ha CEerMEHTY [a,b]. Bpoj

I= i P,
p(i?io”(f’ )

Ha3mBa ce PumaHOBUMM mHTerpasoMm (yHKIUje f HA CETMEHTY [a,b] U muIIe ce

b
I:/ f(x)dx
[Ipu Tom ce:
e ¢ U b HA3UBA]Y JOHOM U TOPHOM I'DAHUIIOM WHTETrpPaJIa
e QpyHKIMja [ HA3UBA C€ MOAUHTErPATHOM (YHKIUjOM (MHTErDAHIOM )
e 13pa3 f(r)dz je MOMMHTET PAJTHA U3Pa3

[IpomenmuBa z je muTerpanuona npomenmuBa. CKyn cBUX (yHKIUja, UHTE-
rpaOMITHIX Ha CETMEHTY [a,b], O3HAUaBaMO ca R[a,b] 1 HaJa/b€e TaKBe (YHKIje
hemo HazmBaTu MHTErpadbuIHUM (QyHKIUjamMa. PuMaHOB MHTErpaJ KpaTKo
hemo HaszBaTM MHTErpaJoM.

[IpumeTumo ma ce mHTErpaJs I 4YecTo Ha3uBa U oapeheHuM MHTErpaJjom 3a
pa3yuKy O CKylla IPUMUTUBHUX (YHKIUja ' Heke QYHKOMje, KOju CMO Ha3W-
BaJim HeonpebheHuM WHTErpaIoM.

HIpuMmutuBHOM QYHKIMjOM (YHKIMje f(z) HA3MBaAMO (VHKIU]Y ¢(z), = € (a,b), aKO je OHA
mupepeHnrjabuIHa U aKo 3aJ0BOJbABA jeTHAKOCT ¢’ (z) = f(z), = € (a,b)



2. Ibymn - Komecose xeadpamypre $opmyse

Hera Ttpeba uzpauynaTtyt MHTErpaJ

I= /abf(:c)dz

Hanaskeme BpemHoCcTH MHTErpaJjia Ha3WBa Ce MEXaHWYKA KBaApaTypa WU,
kpahe, kBagparypa. AKO Cy y OUTAmy ABOCTPYKU WUHTErPAJU OHIA Ce
Ha3MBa MEXaHWYKa KybaTypa mau camo Kybarypa. V3pauyHaBame onpen-
JEHOT WMHTerpaJja Ha OCHOBY HM3a IMO3HATUX, M3pAdYyHATUX BPETHOCTU y; =
f(z;), TAE Ccy YBOPOBU z; € [a,b], i = 0,...,n IOAUHTETpaJHe (QyHKIUje UJIN WH-
Terpagna f(r), HA3UBa CE HpUOIWKHA WJIY HyMepU4YKa MHTErpanuja.

Mory ce kKoHCTpyUCaTU PaA3anYIUTE GOpMYyJIe 3a TPUOIMKHO N3PaAYyHABAHKE
UHTerpaJia - kBanparypHe ¢opmyne. Uecto ce Te ¢dopmyine nodujajy Ha
cnemehu vHauwmn. PyHEIUja f(r) ce 3aMEHM Ha OJMCEYKY [a,b] UIU HA He-
TOBUM JleJIOBUMAa APYTOM, Ol B¢ JeJHOCTABHUJOM (PYHKIUjOM F(x), KOja je y
HEKOM cMucity Onucka Gyuknuju f(r). Ha npumep, Tpasku ce na ce ¢pyHKnmje
F(xr) m f(z) mokjamajy y YBOpOBMMAa Tj. 3axTeBa ce ma je F(x;) = f(z;),
i =0,.,n. Y CBOJCTBY (YHKIHUje y3uMajy ce ajredbapCKu MOJVWHOMU WIIN
TPUTOHOMETPHjCKU MOJUHOMU WU PAIVOHAJHE QyHKIUje UTA. AKO je uH-
TepBaJ MHTerpallije KOHAYaH U f(r) Ha BbeMy HeMa CUHIYJIAPUTETa, OHNla Ce
MOK€ MOCTUNU BUCOKA TAYHOCT Ca& MOJMHOMOM DEJaTUHBO HUCKOT CTEIEHA.

KBanparypre popwmyie cy gecto cieneher obmuka

b n
I= [ f@dom Y Afen), o lad (5)
a k=0

roe ce Ay Ha3WBa]y KoepUIMjEeHTHMa a r, YBOPOBUMAa KBaApaTypHe (op-
myise. CMucao mapamerpa n je ouurienan: mrTo je Behe n, TO ce mo mpas-
iy Mo:ke noctuhu Beha TauynHoct oarosapajyhum nzdopom A, u z,. [Ipema
ToMme, cmarpaheMo na je n puUKCHUpaHO U Pa3MOTPUTHU 3adaTak u3dbopa Ay
U z; TMOIITO HEKAJ HU z; He MokeMo Omparu. llommaTerpanna ¢yHEIUja je
nata TabIWMYHO Ia Cy OHIA r);, (PUKCUpAHU, ITa Ce MOTY OupaTtu caMo Ay.
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UsopoBu cy m3abpanu Ha 6mio koju HaumH. Tpeba mHahu koedurujenre Ay.

KoucTpynmumo nHTEpPIOIaOHN TIOJINHOM Ly, (7) 38 pYyHKIU]jy f(z) ca YBOPOBUMA
Tk, k=0,..,n. Iakie,

n

Lnfa) = Y- s )

k=0 xr— ’Ik)H/n—‘,-l(I’k)

rae je I, 1(x) = (z — x0)(x — 21)...(x — x,).
Cana nmamo

f(x) = Ln(x) + Rn(2)

3aMeHOM TPEeTXOIHUX jeIHAKOCTU mobuja ce

I= /ab f(z)dz = /abLn(l')dl‘-l- /ab R, (z)dx

Nwmajyhu y Buny jemaakoct (5) ciaenn

I/abf(:r)dac%/abLn(x)da:if(a:k)/ab( M)

=0 @ — @)1, 4 (2n)
Iakme,

n

b
[ f@de~ Y Aus(an (©)

k=0

rie ce Koe(UIUJEHTU KBaApaTypHe GopMyJie paduyHa]y IO GOpMyIn

b

11,

Ap = / +1/(a:) dr  k=0,..n (7)
o (@—ap), (2)

dopwmyite (6) u (7) ce HasuBa]jy Hbyrn Korecose ksanparypue popmyse. [Ipume-

TUMO Ja 3a JaTU paclopel YBOPOBa KOC(PpUIUJeHTU Aj, He 3aBUCE O QYHKIN]je

f(@).

I'pemrka kBagpaTypHe GopMmylie je

b b pn+1
Rn(f):/a Rn(x)daz:/a {n+(11§!)ﬂn+1(z)dx

omaBme je

M, b
o ++11>! / I, 41 (z)|dz

rae je |f"ti(z)| < My = const., x € [a,b]. AkO je f(x) = P,(zr) u m <n, oHIA je
R,(r) =0. AKO cy rpaHuIile UHTErpAIje a U b yjeTHO U YBOPOBU KBAIPATY PHE
dbopMyse, OHIa je KBaIpaTypHa (OPMYJa 3aTBOpeHOr TMHa a y CYIPOTHOM
CJyYa]y J€ oTBOpEeHOr TwuIa.

[Bn(f)] <

11



UBopoBU Cy €KBUAMICTAHTHO pacnopebenm.

Hera Ttpeba uzpauynatyt mHTErpaJ

= / ! fa)dn

Heka cy uBopoBu wg,z1,...,2,, EKBUOUCTAHTHN T]. HEKa j€ WHTEPBAJ WHTE-
rpamnuje moje/beH Ha n JeJHAKUX OeJI0Ba Iy:KUHE

OIOHOCHO, HEKA CY TaYKe zrj = a+kh, k= 0,...,n YBOpOBU mHTEepnoyanuje. Tana
KBagpaTypHa Gopmyiaa

b n
1= [ f@s =Y A
a k=0

canencher obnuka

b n
I= / f@)dz ~ (b—a) Y Cifla+kh)

k=0

rue je,

Ay 1t I, ()
0 _ _ , d
“ = b—a/a (@ —a— kh)TL, ,,(a+ kh)

M,11(z) = (x —a)(x —a—h)(x — a— 2h)...(x — a — nh).
Axko yBemeMo cMeHy x =a+th(0 <t <n) oHZa ce mobuja:
M, 1(x) = My (a+th) = A"t —1)...(t —n)
z—a—kh=th—kh=h(t—k)
0,y (a+ th) = (x5 — 20)..(x — 2—1) (T — Tpp1)one (T — ) =
= (=D *r"E!(n — k)!

mna je

1 /” Rt —1)...(t — n)
A 0 h(t—k)(—l)”*khkk!(n—k)!hdt

nJin

_h (=)™ Mt —1)..(t—n)
Oﬁb—ak!(n—k)!/o t—k dt
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Ha taj maumua nobujamo kBaapaTypHe (Gopmyiie

n
/ f@)dz ~ (b—a) Y Cyf(a+ kh)
k=0
ca YBOPOBUMA: a = Zo,x1 = Tg + A, ...,xx = zo + kh, ..., z, = b ¥ KOePUIU]eHTUIMA

WL (=Rt —1)..(t = n)
Ck_nk!(n—k:)!/o t—k dt

ITpumep: N3BecTu rBanparypae ¢popmyiie 00gMKa

| @ = A )+ 201(3) + A05(D)

Pememe: 3a nate uBopoBe, rope HaBemeHe KBaapaTypHe popMyie, Tpeba 0apeanTy Hemo3-
Hate xoepunujenre Aq, Ay, Az. Ysumajyhu 3a momumrerpanmy ¢ymruumjy f(z) = x'i =
0,1,2 mobuja ce cucrem

1
/ d$:A11+A21+A31
0

1
1 1 3
dr = A1~ + Aa— + As—
/OJCZ 14+ 22+ 34

[ e = b e sl
xodr = - = -
0 vl ) Y
Hakon m3pauynaBama ogpebhenux muaTerpasga nobuja ce cucrem

A1+A2+A3=1

1 1 1
A+ A A ==
Vil + 5712 + 3755
1 1 1
—A —A A
1+ 12 + 3= 3
Opane je pememe Ay = % Ay = S,Ag = % ma KBaJgparypHa (GOpMyJa riaacu
2 .3
[ s =2 - 3+ 31

IIpumeTrnmo na cy mobujeHm KOe(UIMjeHTW HE3aBHUCHU O IOAUHTErpajHe (YHKIWje U Oa
je dbopMmyna TadyHa 3a CBe IOJMHOME YWju je cremeH Huje Behu on mBa.
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3. I'pewra ouyemwusamna Hymepuuke unmezpayuje

ITobujamo on yera 3aBUCHM IPOIEHA I'DENIKE OleHmUBama omapeheHor mH-
Terpasa ca oapebenuMm OpojeM mHTepBaJsia KOja ce OJHOCH Ha METOJ HY-
MepUYKe MHTerpamnuje pa3marpane y noraasmpy 2. OBe oleHe ce 3aCHUBAjY
Ha IpeTnocraB/beHMM oarosapajyhmm TejmopoBum cepmjaMa mMHTErpaHIa

f(z)

f(x) = f(xs) + f(z) (@ —2;) + %f“(a:i)(x —x)? + ... (8)

W MHTETpaIje Ha UHTEPBAAY z; <z < ;41

Ti41 1 1
/ Fla)dz = fe)Aa+ 3 f ) (Aa)? + ¢ () (Aa) + . ()
[IpBO omemyjeMo rpemky Koja ce OOHOCU Ha NPaBOYTaOHY alpPOKCUMAIIA]Y
ca OIEHEHUM UMHTETPAHIOM f(r) Ha JEBOM MeJIy CBAKOT MHTepBaJa. [ pemka
A; Ha UHTEPBAJIY [1;,7;41] je pazaumuuTa O NPETXOMHE pejallije U OIeHe
flx)Ax:

1

=" f@dd) - epae L) (A0

I'pemka na cBakoM mHTEepBaJy je pena (Ax)?. Ilomro mocroju ykyman 6poj
n uHTEpBaJa 1 Az = (b —a)/n, YKYIHA I'DENIKa IPABOyraoHe AIpPOKCUMAIje
je nA; ~n(Az)? ~n=t.

Onemena rpemka Tpame3onaHe arpokcuManuje Mmoxke outu Hahena Ha ucTH
HauuH. |'pemka Ha MHTEPBANY [z;,7;+1] j€ Pa3IUYUTa O TadyHE OIleHE WHTE-

rpajia u oueHe i[f(z;)+ f(wi41)]Az

A= 7 f@ytel = Jl) + SGailas (10)

i

Kopuctumo penanujy (8) Ia OLEHVMMO VHTErpaJl U TAKO OLEHEHO f(z;y1)
naje yCJaOB KOjUu HUje MPOTMOPIIMOHAJIaH ca f/ 1 rpemka peaa (Az)? je mpuapy-
’KeHa jeTHOM MHTePBaJIy. Y KyIHa I'DEelIKka Ha UHTEPBAJIY [a,b] KOja ce OTHOCH
Ha Tpalle30uIHy alpOKCUMAaIA]jy je pena n~ 2.

[Tomro ce CuMIICOHOBO HpaBMJIO 3aCHUBA Ha IONOIHOM WHTErpaHmy f(z)
Ha WHTEPBAJY [r;_i,r;] mapaboje, Tpemka je cpa3MepHO MPOIOPINOHAJIHA
oTrazauoM f”(z). Moske ce ouekuBaTHU ma ycJoB rpemke y penociaeny f” (x;)(Ax)*
OOTPUHOCHU, aJIi OBU YCJOBM CYy OTKa3aHU 300T HUXOBE CUMETPUUYHOCTU.
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Otyna je (Az)* ycaos TejmopoBor m3pasa ¢pysrmuje f(z) amexkBaran Cumi-
coHOBOM TpaBuiy. Ako ce 3anp:xu yciaoB (Ax)* y TejmopoBoj cepuju, Mmoske
ce Hahu rpemka Ha MHTEPBANY [z;,7:+1] KOja je pena f"(z;)(Az)® ma je oHOa
VKYIHA I'PEIIKa HA UHTEPBAJY [a,b] KOja ce omHocu Ha CUMIICOHOBO IPABUIIO
pena O(n™?).

Omene rpemke MOTYy OUTH M3BEAEHE y MBE MUMEH3Wj€ Ha CIWYAH HAUUH.
JIBoamMeH3MOHANHN MHTerpaj (yHKnuje f(z,y) je omncera moJ MOBPIIMHOM
ompebenom ca f(r,y). Kon mpasoyraome ampokcuMmanuje, WHTETPaJ je 3a-
OUCAaH Kao CyMa MapaJiejorpaMa ca MOIPEYHUM IPECEKOM ArAy U BUCUHOM
onpebenom ca f(z,y). lla Ou ce yrBpauia rpemka, npomupyje ce f(z,y) y
TejmopoBoj cepuju Ha

Of (i, ys)

fly) = flai,yi) + T(x—xi) + Of (@i, yi)

8y (yiyl) + te

U T'PEIIKa Ce 3alrcyje Kao

A= [[ #wdody) = fas ) dedy

AKO 13 IpeTxXoAHe ABE jeTHAKOCTU IPBY jeTHAKOCT 3aMEHUMO V APYTY HaJIa3u
ce a je yCJIOB OTKa3aH KOJU je MPONOPINOHAJIAH Ca f M MHTErpaJ o (r—x;)dx
je 3(Az)?. VHTerpaJ mox yciaoBOM ca IIOMITOBameM dy maje gaxrop Ay. Mn-
TerpaJl KOju je MpPOMOPHUOHAJAH ca y — y; Jaje caumdvaH monpuuoc. llomro
je Ay penma Ax, Tpemka KOja ce OMHOCU Ha MHTEPBAJE [r;,7;—1] W [y, yit1] J€

Boneher pena y Aux:

Ai 5 [F2wn ) + fy vl (Ae)

Bumu ce nma je rpemka Koja ce OQHOCHU HA jemaH mapaJjesiorpaMm pena (Az)s.
[TomTo mocToju n mapaJsiesorpama, yKymHa rpemka je pema n(Az)®. Meby-
TUM y OBe OUMeH3uje, n = A/(Az)? ma je yKylHa rpemia pena n~ /2. YkymnHa
remka y jeqHOj OUMEH3UjU je pena n~ ', Kao IMTO Ce MOIJIO IIPpe BUIETU.
Onrosapajyhe onemeHe rpemke y OBe NUMeH3Wje TeHepaiausyjyhu Tpare-
3ommHy anpokcumanujy u CUMICOHOBO MpaBMJIO Cy penoMm pema n~! um n~2.
Y ommTeM ciiydajy, ako ce rpemka kpehe mo pena n=% y jeIHO] AUMEH3U]U,
oHga rpemka y d muMensuja ce kpehe mo n~%/?. Monrte Kapmao rpemke ce
kpehy mo pema n~'/? me3zaBucHo oxn d. 3a moBOJLHO Besuko d, Moure Kapio
MeTOJ MHTerpalyje he BOAUTH CMamkbBamy I'PEIIKe 33 UCTU U300 MOKyIIaja
n.
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3. OcHoBHe mHTerpanuone popmyJie

OcHoBHe (QopMyse 3a HyMePUYKY WHTErpanujy ce nodujajy u3 jenHadmHe
(3) 3a mause crenene WII (n=1,2,3) ca eKBUIUCTAHTHUM MHTEPIOJIAIMOHIM
uyBopoBuMa. OBako mobujeHe OCHOBHE MHTErpanuoHe (pOpMyJie Cy MO3HATe
non Ha3uBOM Hbyrr - Korecose dopmymne. OHe ce mpuMemyjy HA MaJUM IOI-
UHTEepBaJUMa, MIUPUHE HEKOJIUKO KOPaKa h a UHTErpaJl Ha IIeJIOM UHTEPBAJIY
[a,b] ce omma moOuja Kao 30Up MHTErpaJja AOOUjeHUX TPUMEHOM OCHOBHUX
dopmyna (mornasme Tpamesna u CUMIICOHOBA MHTErpanuoHa GOpMyJIa).
Kopak nHTEpIIOIAIMOHNX YBOPOBA h C€ Y KOHTEKCTY HyMePUYKe MHTEerpaluje
Ha3uBa MHTEerpannoHu kopak. IbyTH - KorecoBy dopmyiy koja ce Dasmpa
Ha WII n-tor cremena mobujamo mpema jemuakocTtu (3) mHTerparmujom Hby-
tHoBor UII 1. crenmena y3 cMeHy mHTerpanmoHe IPOMEHJLUBE:

T = x9 + ah, dr = hda

Tako m3BoIUMO,

(a—1)la—n+1)
n!

A"yo)dor
(11)

Tn n -1
I, = / P, (z)dx = h/ (yo + Ayo + %A% +o+ 2
Zxo 0

3 2

2 3 2 4
I = hlnyo + % Ayo + 5 (% — %) A% + (57 — %5 + %) A%0 +..], (n>3)

W3 nmocnenme jenHakocTu 1OOMjaMO TpuU OCHOBHE WMHTerpamuoHe (GopMmyJie:

I, = hinyo + % Ayol, 32 n=1 (11.a)

3 2

I, = hinyo + % Ayo + 1 (% — 2)A%y), 3a n=2 (11.6)

3

L, = hlngo + % Ago + (% — 2 A2y + (% — 20 4 2)A3y], 3a n=3 (11.11)

['pemka Hoytu - Kotecose dpopmyne (12) ce npema (4) nobuja naTErpammjom
rpeIIKe MHTEPIOJNANrje MTO HAKOH CMEeHe WHTEerpaluoHe MPOMEHJ/LUBE naje
OTIIITU U3PA3:

n+2 n
Fn = h / afa— 1)...(a - n) /" (€)da (12)

3a § € (xo,xn)-
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1. Tpane3no npasu.io

HaJ_]e,IIHOCTaBHI/I_]a MHTeTpanuoHa ¢Gopmyiia je ocHOBHa Tpame3Ha ¢opMmyna
KOja je Mo3HaTa U IOJ HAa3WBOM Tpame3HO npasBwmio. Jlobmjamo ra cMeHOM

3an=1, Ayg=y1 —yo Yy popmyau (11.a)

L Zg(yo-i-yl) (13)

I'eomerpujcka unTepuperanuja GopMyJie je HOBPIIXHA Tpale3a Ca OCHOBaMa
Yo U y; U BUCUHOM jeIHAKOM KOPAaKy WHTEerpamuje h.

| &|

A IIZEN "

BN x

Cuura 1.4: T'eomerpujcka MHTEpIpETANja TPAIE3HOT TPaBUIIA

Kon Tpamesouane ampokcuMmalnuje Wi MPaBUa, MPUMEHa ONmTe (HOop-
MmyJte (12) 3a rpemky Tpamesnor mpasuia maje:

Er =2 1(6), € € (x0,21)
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2. Cumncoroso npeo u 0pyz0 Npasu.o

[TomuuTerpaany cpyHKuMJy Ha WHTEPBAJy WHTETrpaluje [rg,r2] 3aMemyjeMo
KBa,IP &THIM NII xoju IPOJIa3n KPO3 eKBUAUCTAHTHE YUBOPOBE o, 1, T2. Pesy-
aTaT je popmyiia (11.6) KOja HAKOH 3aMeHe n = 2 U U3pa3a 3a KOHAyHe Pa3-
JVKe naje npso CUMIICOHOBO IPABUIIO:

h
I = g(yo +4y1 +y2) (14)

Jlpyro CummncorHoBO npasumiio Ce 0a3upa Ha 3aMeHU MOAVWHTETPAJIHE (YHKIU]je
Ha WHTEPBAJy WHTErpalyje [zg,r3] KyOHOM mapabojoMm um mobujamo ra ca
n=3wu3 (11.m):

3h
I3 = §(90 +3y1 + 3y2 + y3) (15)

I'pewra Cumncorosuxr npasuasa

Jacuo je ma mapyro CuMICOHOBO NMpPaBWJIO Oaje TadHy BPEIHOCT WHTE-
rpaJja ako je ¢yHKIUja f(r) KBaApaTHU uiau KyOHW nosmHoM. Tana cy cBm
wianoBu 4. m Bumer pena (OHU KOjU caap:ke KOHAUHEe pa3yuke 4. v BUIIer
pena) y ommroj uHTerpanuonoj Gopmyau (12) koja ce basupa mwa WII n-tor
CTeleHA, jeTHAKW HYJIU.

MebyTuM,u npso CuMncoroBo mpaBusio Iaj€ TauHy BPeJHOCT MHTEIPAJIa aKo
je mommHTEerpaJsJHa (YHKIVja mosmHOM 3. cremeHa, 3aXBaJbyjyhn ToMe mTO ce

(haxTop

4 3 2
n” _n’ | nt
27~ 6 T

y3 A’y y jemHauumHU 3a n = 2 aHyJaupa. l'eoMeTpujcku, TO 3HAUU Oa A0Ja3U
[0 MOHUIITABAKA I'PEIlaka IPU HYMEPUYKO] MHTErPallju mojmHoMa Tpeher
CTEIeHA HA MHTEPBAJY [7¢, 2] TPpBOM CUMICOHOBOM (HOPMYIIOM.

3akmyuyjemo na cy CuMmncoHOBa mpaBuia TPUOIMKHO jeTHAKO TadHA,
nako je CUMIICOHOBO Ipyro mpaBumiio ciosxkeHuje. [Ipema ommroj dopmynn
3a rpemky mMerone (12), rpemka CUMIOCOHOBOT IpPyror mpaBuia, Ez je mpo-
nopruoHaJsiHa ca h"t? = h°. Moxke ce mokazaTu Oa je W T'pemKa IPBOT
CumrnconoBor npasuia Fp; Takohe TPOMOPIMOHAJIHA METOM CTEIEHY WHTe-
rpamroHOT KOpaka, Majga Ou ce Ha OCHOBY (11) OouekMBaJO ma OHa Oyme
npomnopruoHasHa ca hi. Tako ce u3Bonu:

=55 h5f4(£) , §€ (‘TO»:’CQ)

E3 = &h°f4(¢), € € (zo,23)
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ﬂx)jl.
Tz%(x)dx: TPg (e
LY LTS P3I:x:|
PTG~
Bix)
0y, x Xy =

Caura 1.5: Waycrpanuja tauroctu upsor CuMncoHoBor npasuia, ako je f(z) = Ps(x)

Rasxxe ce ma cy obe cbopMyﬂe HCTOT peJla TAYHOCTU U 3aTO IPBO Cumr-
COHOBO TPABUJIO KOje je jemHOCTaBHUje a MPUOIMKHO TAYHO KAaO U APYro
nMa Oajeko BeNy mpuMeHy y Hpakcu. Y OmITe, moka3yje ce na je Hobyru
- Korecosa ¢opmyna (11.a, 11.6, 11.;), koja ce Gasupa ma MII mapmor
crenena (n mapan 6poj) UCTOr pelma TAYHOCTHU Kao cieneha mo CIoKeHOCTH
dopmyrna 6azupana Ha WII crenena (n+1).
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3. Tpanesna v Cumncornos8a uHmMeZPAYUOHA HOPMYAQ

YwMmecto na ce Tpamesuno miu CUMICOHOBO IPBO MPAaBUIO IPUMEHE HA I€0
VHTEPBAJ UHTErpanuje [a,b], mTo 6u Hajo Jole IpoueHe uHrerpata (36or
BEJIMKOT WHTErPAIMOHOI KOpakKa h - TPENIKa Cy IPONOPHNOHAJNHE CTEIeHy
KOpakKa), MHTEPBAJI MHTerpalyje ce Ieu Ha BUIIe MambUX I[I0JUHTEDBAJIA.
Nurterpan ce nodbuja kao 30up MHTErpasia Ha MMOjeqUHUM IIOIUHTEPBAJJIAMA,
KOjU Ce PadyyHajy IPUMEHOM jeTHOT WM APYTOr mpaBuiaa. 1ako ce modujajy
CJIOJKeHEe MHTerPalloHe (POpPMyJie UIU je JHOCTAaBHO MHTErDalloHe (POpMYyJIe.

Tpanesna popmyaa

IlesnmuMo MHTEPBAJ UHTETPAIUje [a,b] HA n je JHAKAX TOAVWHTPBAJA MUPUHE,

TavyKaMma,

x; =xo+ih, i=0,1,...n (ro =a,x, =)

U IpuOIMKHY BPEIHOCT TPpasKeHOr onpebheHor uHTepBasa GpyHKIUjE f(x) T0-
dujaMo Kao:

/ab_mn f(z)dz =1 = /ﬂ: f(z)dx + /: f(z)dz + ...+ /: f(z)dz ~ (16)

=0 n—
~Lyo+y) Ry y) e+ By ) = 1

rae WHIEKC n O3Ha4YaBa OPOj MHTEIPAIMOHUX KOPaka HA MHTEPBAJy WHTE-
rpanuje [a,b]. Tako, Tpanesna popmyna riacu:

n—1

h
L= 5 (yo +yn +2)ui) (17)
i=1

I'pemra Tpamnesne popmyie E, jenHaka je 30upy rpemraxka Tpame3HUX IPaB-
nJjia Ha HOjeI[I/IHI/IM IO IVHTEPBAJIMIMa:

3
En=Y 0 Ei=-150 (&), & € (zim1, @)
Ako je f"(r) HA MHTEPBAJY WHTerpaluje HEeIpeKuIHa (QYHKIUja, OHIA MOC-
TOJU & 3a KOj€ BaKU:

71(§) = Bl e (a,0)
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ITa C€ CyMa APYTUX M3BOJda MOMKE IIPDUKa3aTU Kao:

Sy f1(&) =n, (€)= PFAf(E)

u 3a rpemky 1pame3ne popmysae modujamo:

E,=-Y0p2 (¢, € € (a,b)

Tpanesongua anpokCUMAaIMja UIU TPABUIO Na]j€e TPUOIMKHY BPEIHOCT TOBP-
mIHE TOJ Tpame3oM rae GyHKIuja f(z) y3uMa BPEeIHOCTU y MOYETHO] U Kpa-
jB0] TaYKU WHTEpBaJa [a,b].

[TomTo je ampokcuMalija 06JaaCTU MO KPUBOM y TadyKaMa x; U x;,1 AATa
ca i[f(ziy1) + f(z;)]Az, oHIA je mpuOIMKHA BPEIHOCT YKyNHe obnacTu F, je-
JTHAKA

n—1
F, = [%f(xo) + Z flz:) + %f(xn)]A:z: Tpame3Ho IPaBUJIO (18)
i=1

Cumnconosa popmyaa

[Tomro ce CUMIICOHOBUM MPBUM IPABUIOM HYMEPUUKU PAUyHA UHTETPAJI
HA MHTEPBAJY MUPUHE 2h (TPU Tauke), MHTEPBAJ MHTErpauuje [a,b] DeIuMO
Ha m jegHAKUX MOAUHTEPBAJIa O KOjUX CBaKU OoOyXBaTa MO ABA IMOIUHTEP-
BaJia MUPUHE h Tj. M0 Tpu Tauke. OUUriIeqHo je TOCTyIaK IPUMEHJLUB CaMO
AKO je yKymaH OpOj KOpaka n Ha WHTePBAJIY [a,b] mapad 6poj (Tj. ykymax
6poj Tauaka HemapaH) U Tana UMAMO:

b—a
h

Tana, npubAMKHY BPeIHOCT TPaKEHOT MHTErpaJia 100ujaMo Kao 30up mpu-
OMMKHUX BPEIHOCTU WHTErpaJia Ha MOjeIUHUM IMOAUNHTEPBAJIUMA, IMAPUHE
2h, nooujerux CUMIICOHOBUM TPBUM IPABUIOM:

n=2m=

b
h h h
I= / f(z)dr ~ g(yo +4y1 +y2) + 5(92 +4ys +ya) + ... + g(yn—2 +4yn—1+yn) =In (19)
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Hakon cpebuBama nobujene cyme, nosna3umMo 10 CHMIICOHOBE MHTETpanoHe
$popmyite

h _ —_
In = g(y0+yn+4‘ Z yi+2‘ Z yi) (20)
i=1,Ai=2 i=2,Ai=2

rIe MHAEKC n O3HAYaBa YKyIaH OPOj MHTErPaUOHUX KOPaKa Ha MHTEPBAJY
[a,b]. IlpBa cyma y 3arpanu nmpencTtaBsba 30Up CBUX ~HEMApHUX KOOPAU-
HaTa on 1. mo (n—1) a apyra cyma 30up cBux ’"mapHux’ KOOpAUHATA OX 2.
oo (n—2):

n—1 n—2

Z Yi=Y1+Ys+ ..+ Yn-1, Z Yi=Y2+Ys+ o+ Yn2 (21)
i=1,Ai=2 i=2,Ai=2

Ila moHOBMMO 1na je orpanuveme 3a npuMeny CuMmncoHoBe (GopMmyiie mapaH
Opoj moawHTEpBaJia, ONHOCHO HemapaH OpPOj Tayaka Ha WHTEPBAJy WUHTE-
rpanuje [a,b.

KO Ce IMO30BEeMO Ha IpUMep MOJWHOMA JAPYror pena, yKyIHAa MOBPIINHA
IOJl CBUM cerMeHTuMa mapaboJie maje ampoKCUMAalUjy YKYIHE ITOBPIIUHE
(CI/IMHCOHOBO l'IpaBI/IJ'IO):

F, = L[f(x0) + 4f (1) + 2f(x2) + 4f (z3) +

+2f(wn—2) +4f(Tn-1) + f(zn)] Az

CyMICOHOBO MPABUJIO j€ MOTOMHO 3a (GYHKUUjYy f(r) KOja MOKe OUTHU MOJIU-
HOMHa. AKo je (yHERIUja f(z) TAKBA, MOMKEMO OIEHUTU MOBPIIUHY WCIOI
Be 3a OaTu Opoj n MHTEpBaJa Ha AyNaupaTu Opoj MHTepBajla U MOHOBUTU
nporeHy. AKO cy OBe MPOIeHe MPUOIMKHE jeIHA APYTOj, MOKEMO CTATU Ca
noBehaBameMm Opoja mHTEpBaJga. Y CyOIpPOTHOM, MOHOBO NheMO AyNIUPATH n
IOK He NOCTUTHEMO kesbeHy TauHocr. Hapasro, crpareruja HE BAKM AKO
f(z) musBeprupa. Ilpumep (yHEIUje Koja museprupa je f(z)=z"3 3a x = 0.

I'pemka CumMmicoHOBe MHTErpaIioHe popmyie ce nobuja Kao 30up rpemaka
CuMIICOHOBOT TPBOTr IPABUJIA HA MOjeIMHUM IIOAVMHTEPBAJIUMA IMUPUHE 2h.

B, = —555h*f1(€), € € (a,b)
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4. I'pewra u ped unmezpayuorne $opmyae

Buno koja uaTerpanmona ¢gopmyna usBenena n3 Hekor on byru - Korteco-
BUX NPaBUJIA UMa OOJIUK:

=Y ww, (22)
=0

rae cy wg, it =0,1,...,n KOHCTaHTE Koje Ce 30BYy NOHIAEPU WJIN TEKNHE a CyMa
ce 30Be moHAepucana cyma. [Ipu TomMe, cyma CBUX TEeKUHA je jeTHAKA n:

Z;L:O w; =N
Ha npumep 3a Tpanesny ¢popmyiry
wy = Wy = i’wi =1i=12,...,n—1

mna je
n

1 1
Zwi:wo—i—wl—i—...—kwn_l—i—wn:§—|—1—|—1—|—...—|—1+§:1—|—n—1:n
=0

Moske ce M3BECTU [a rpemmka ONIITEe MHTEeTparuoHe ¢gopmyse MMa OOJUK

B, =c(b—a)hN fN(€),N > 1,¢ € (a,b) (23)

re je ¢ HeKa KOHCTaHTa Koja je Ha npumep 3a CUMICOHOBY (OpMysIy je-
JTHAKA

1
180

Ha ocuoBy m3pa3sa 3akmydyjeMo
e rpemka HEKE Merone omana CA cMamMBameM MHTEIPAIVOHOT kopaka h

e IITO je ekcnoment N y U3pa3y 3a TPENIKy HeKe MeTone Behm YTOJIUKO je
IpU JaTOM MHTETrpPaAllMOHOM KOPaKy Ta MeTona TadyHUja
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Ilpyru 3ak/bydak je ouurienaH 3a UMHTErpaIruoHe Kopake Mame on 1, jep
je:
hNt < BNz (h < 1), akO je Ny > N,

aJu TOIITO je

RNt > pN2 (R > 1), ako je Ny > Ny

OHZa, akKo je Kopak h Behu on 1, Baky OOPHYTO: YKOJWKO j€ €KCIIOHEHT N
Behu, MeTona je Mame TadHa.

v

Cuuxra 1.6:Ilonamame ¢pyuarnuje h”

Younnam cMO Hakje Ia je IPelKa HeKe MHTerpanuoHe (GopMylie IPOIo-
puroHaJsiHa ca hY | ma Kana h TeRU HYJIU HOCTaje OECKOHAUHO MaJjia BEJINYNHA
KCTOr pena Kao OEeCKOHAYHO MaJja BeawdwHa h'Y, mox ycaoBoM ma je N-Tu
U3BOJ OTPAaHWYEH Yy WMHTEPBAJy MHTerpamuje. 1o 3HaUWU:

c(b—a) ()N £N(0)
o = (24)

>
J
<}

Z
> .
1
=
>

=lim — =k #0,x (25)
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rae je k=c(b—a)N1£N(¢) u mumenmo:
E, = O(hM)

3a HEKy MHTErpPAIOHY (OPMYyJIY KaKEMO Oa je MHTEerPAIMOHA (OPMYyIa
pema N, ako je meHA T'pemKa mponopuuoHaJtHa ca h’¥. YKOJIuWKO je pen
¢opmyine Behu, ona je taunuja. lok je Tpamesna ¢opmyna apyror pena,
cieneha no caokenoctn, CuMncoHoBa (opMyJia je UeTBPTOr pela, NaKje
3HATHO TayHUja on 1'pamesne popmye.

IIpumep 1: IlpouenuTn HYMEPUYKNA BPETHOCT MHTETPATIA

A
o 1+a2" 4

nomohy:

a) Tpamnesue dpopmyie

6) Cumnconose (Gopmyie

ca ropakoMm wmHTerpamuje 0.1. 3a obe MeTone MPOMEHUTH TPEMKy TOOUjeHe BPETHOCTU
unTerpaia kopucrehu ¢opmyne. Bpensoctu momuHTerpasine (yHKHUje padyyHATH ca b
CUT'ypHUX Iudapa.

Pememe:
Tpanesna popmyiia Iy = %(yo +Yn +2 2?211 Yi)

-1 —2
CumMiiconoBa dopmyia Is = 2(yo + yp + 4 D it Ai—2 Yi T 200 Ao Yi)

Kopaxr uarerpanuje: h = 0.1

I'panrune materpamuje: a =0 u b =1 [20=0wn z, =1]
Bpoj moguuTeprasa: n = 10

Tauna Bpemnoct unterpaJsaa: I = 0.78539

Bpenaoctu monuaTerpanHe GpyHKIUje ca 5 CUIYypPHUX mupapa:
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L Yi

1] 0.1 ] 0.99001
21 0.2 | 0.96154
3103 0.91743
41 0.4 | 0.86207
510.5 0.8

6 | 0.6 | 0.73529
7107 0.67114
8 | 0.8 | 0.60976
9 (0.9 | 0.55249

IIpouena muTerpasa Ha 5 3HavajHUX MUdapa U BHUXOBE I'DEIIKE:

I = 0.78498 Er =1—Ir =0.000416

Is = 0.78542 Eg =1—-1g=0.00003

[MomTo je rpemxa < 0.5 x 1072, Tpamesna gopmya je majna IpomeHy ca 3 CUTypHE TEdPe
a CuMmrmcoHoBa ¢GopMmyJiia je majia TadyaH pe3yiaTaT Ha CBUX D 3HaUajHUX mupapa.

IIpoyena 2parnuue ancoaymmue epewke Tpanesne gopmyae na ocrosy
B < *5th*M, M =[f"()lmas, € € (a,b)

IMoTpe6uo je mahu majsehy Bpennoct npyror mssoma [/ () = (Hiz)g, z2 — (Hzﬁ)z Ha WHTEP-
Bamuy [a,b].

Ilpyru usson xpuse f(r) = ﬁ je MoHOTOHa (yHENUja 1 UMa HajBelly amcosyTHY Bpe-
HOCT Ha nowoj rpamumu M = | (x)] =2 3a © = 0.

IIpoyena zpanuye ancoaymmne zpewre Cumncornose Gopmyase nomohy

|E| < bngh‘lM, M = |f4(§)|maxv §€ (a,b).

Ilorpebua Ham je Hajseha BpemHOCT UeTBPTOr M3BOLA (yHKIM]jE

fx) = (1435:42)5964 _ (1381%)4 z2 + (1+2§2)3 Ha uarepsaay [0, 1].

dynrmmja uMa HajBeNly amcosyTHY BpeaHOCT Ha nomoj rpamumu M = |f*(a)| = 24 3a
T =a.
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5. Ilpouena 2pewre memode - Puwapodconosa excmpanosauuja

[TpouewmuBame rpemaka HyMepruUike HHTerpanuje nomohy gpopmyse (17) muje
jeaHOCTaBHO jep 3aXTeBa IT03HABame N-TOT U3BOIa IOANHTET DAJHE (YHKIN]jE
U IErOBOT €KCTPEeMa, a Kao pe3yJTaT Jaje YeCTO 3HATHO mpelem-eHe TPemlke.
Puuapncon je mpenmosxkuo caenehu mocTtymak 3a IPOIEHY I'DEIIKE, KOjU ce
6a3upa Ha IPETIOCTABIM Ja Ce BPEIHOCT N-TOr m3Boda y ¢opmynu (17) me
Mema MHOTO Ha MHTepBaJy uHTerpamnuje. Heka cy:

e I,, E, - IpolleHA MHTErpaJia NOOUjeHa MHTErpAnUOHOM (popMmysioM (17)
ca OpojeM moaWMHTEpBAaJa n, OAHOCHO Ca KOPAKOM h — (b —a)/n U HEHA
rpemka

e I5,, F», - IpPOIleHa HUHTErpaJa ca OYNJO MamuUM KOpPakoM h = h/2
OIOHOCHO ca aymio Behum OpojeM moauHTepBaJia 2n U IPEIIKa Te MPOIEHE.

Cnemu na je TayHa BPpEAHOCTU MHTETrpajia [

I=1,+FE,=1I),+ E,
a ogatTiie

En - E2n = IQn - In (26)

OgmHoC rpemaka Te JBe IPOIEHE je y3 ATy IPETIOCTABKY jeIHAK:

E2n _ C(b - a’)(%)NfN(gl) _ i
E, c(b—a)hNfN(&) 2N
1 UMaMO [Be jeTHaunHe U3 KOjux MOo:keMo na Habhewmo rpemke. M3 nperxomne

jemHakocTu crenu na je Es, = £ m cMeHa TOr m3pasa y (26) maje jeqHadumy
no E, U3 Koje moOujamo:

(27)

IZn_In
E, ="
1—1/2N
n
IQn_In
By = o
TN

Tarko MOkeMO na MPOIEHNMO TaYyHY BPETHOCT WHTErpaJa:

IQn - In

I:I2n*E2n:IQn+ﬁ

(28)
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3a Tpamesny dpopmyiy KOja je APYror pema mnobujaMo m3pase 3a TDENKy
U IPOIEHY TauvHe BPETHOCTW MHTErpaJja CMeHOM N =2 y ONIIITe u3pase:

Eop = %(IQTL - In); I =1y, + FEoy = %I2n - %In

3a CumnconoBy ¢opmyay CMEHOM N =4 mobujamo

Egn = %([Qn — In)7 1= IQn + E2n = %1271, - %5In

Ilpumep 2: Ilpomnenutuy rpemky uHTErpasa u3payynaror Tpamne3HoM GopMyIoM U3 TpuMepa
1. PuyapacoHOBOM €KCTPAIIOJIAIN]OM.

Bpemsoct momuHTerpanHe (yHKIUje m3padyHaTe y mpuMepy 1. KOPUCTHMO y OBOM
npuMepy, rae je kopak unrerpanuje h = 0,1. lobujena Bpenuoct muTerpaiga Tpamnesnom
¢dpopmysom je I = 0.78498. ITorpebua HaM je jom jenHa BpeAHOCT MHTerpaJia JoOUjeHa ca
OYIJIO MAakhUM WA IyIUIO BeNUM MHTErparmuoOHUM KOPaKOM.

JemHOocTaBHUje je pauyHame MHTErpaja ca AyIIo BeNlnM KOpDakKOM jep He 3axXTeBa HOBE
BpEeOHOCTU NOAMHTErpajHe (yHEKOUje. Taro je

IQn = IT

Cnenu pauyHame MHTErpajga ca OyIJIO MamuM OpojeM moawmHTepBada, n = 5. Y CyMy
yia3y cBaka Apyra ODAMHATA Tj. caMo mapHe opauHare (Yo, Y2, ..., Y10)-

D Yi

1] 0.2 | 0.96154
2| 0.4 | 0.86207
31 0.6 | 0.73529
41 0.8 | 0.60976

n—2
hp=2h I, ="2(yo+y, +23,72 o) =0.78373
I[Io Tpanesnoj ¢popmynu Bpenuoct mHTerpasa je Ip = 0.78498 ma Om omma mpoueHa

rpemke Tpamesne popmyne buna Ei, = % = 4.2 x 107 rzme je nobujena peaJHa mpo-
IeHa TPEMIKe Ha CBUX O JIeNuMaJa.

28



4. MorTe RapJio

”Hywmepuuky merony Moure Kapio kapakrepurie pemaBame MaTeMaTH-
yKuX npobiieMa mOMONy Momenupama CIydajHUX NPOMEHJbUBUX U CTATU-
CUTUYKOT OIlelhUBalka KapaKTePUCTUKA TUX IPOMeHBuBUX. Has3uB metone
noTude mu3 4diaaHka “The Monte Carlo method”, N. Metropolis, S.M.Ulam, 44, No.247, 335-
341, n3 1949. romuue. Cmarpa ce ma je meroma Moure Kapiso rkopumrhena
u panuje. Pa3Boj pauyHapCke TeXHUKE JOTIPUHEO je sHauvajuom moBehamy
Hopnmhe}be MmeTone Monte Kapno Ca paSBOJeM padyHapa MeTo.a MomnTe
Rapuio je mocrana mpuMeHJ/buBHja jep je nHAUe " pydHO’ MOIEIWPake Bpe-
OHOCTY CJIy4YajHUX MPOMEHJPUBUX BEOMa CIIOP IPOIEC.

Ob6nact npumene metrone MouTe Kapio ce myHo npomupusiia mociieamux
roauHa. Heke on Tux oGsacTtu mpuMeHe Cy: OMOJIOTHja, €KOJIOTHja, XUAPO-
Joruja, aToMCKa (PU3MKA, CTATUCTUYKA PU3UKA, CTATUCTUKA, CUCTEMU MaCO-
BHOT OICIY:KUBambha (MJIaHUPAamhe KAalUTeTa CKIAIUIITA, JIYKA, TaPKUHTA. .. )
, TeOpUja MOY3JAHOCTU CUCTeMa (IIAaHUPAHE €JIEKTPO €HEPrelKe MPEXKe). ..

[IpoGnemu koju ce cpehy y pasauMm obOsacTumMa ce MOTY ~HpeBecTu’
U CBECTU HA MAaTEeMaTHUUKe NMpobjeMe: pelaBame CUCTEMA JUHEAPHUX je-
MHAYMHA WU Heje IHAUMHA, PellaBaie nHTerpada (je IHOCTPYKUX WU BUIIe-
CTPYKUX ), pellaBame AU(epPeHIUjaHIX je THAUMHA, DEllaBae TapIVjaTHIX
nupepeHnujannnx jenHayrnaa utn. CBaky O HaBeIEHWX MATEMATUYKUX 3a-
nataka ce Moxke pemmtu n MeromoM Mourte Kapio, mrto ce mocebHO KO-
PUCTU KAl je TEOPUjCKO pellelme CYBUIIe KOMIIIUKOBAHO WJIM HE MOMXKE Ia
ce oapenr, MaKO 3HAMO na moctoju. Tarkobe je 3HauUajHO Ha Cy aJrOPUTMU
MonTe Rapao mo nmpaBuily jeIHOCTaAaBHU U JIAKW 3a IporpaMupame. BaskHo
je Harmacutu na ce Meronom MorTte Rapio moike mocay:RKuTm na ce Heka
”Teopuja”’ OmOBprHe, aju HAPABHO HE MOKE MPEACTAB/HFATU AOKA3 Ha je HEKa
"rTeopuja” ucupasaa (IOOUjEHN PE3yNTATU MOTY CaMO OUTHU WHIWIU]A UC-
TpaskuBauy na je Ha mobpowm myty).” (u3 [1])

MouTe Kapmno metome cy kjiaca ajaropuraMma 3a U3padyHaBama Koja ce
oclamajy Ha IOHOBHO CJIydYajHO Oupame y30pPKa 3a M3padyHaBame pPe3y-
arara. YecTto ce KopucTe 3a cUMyJIUpalme MATEMATUYKUX U QU3UUKUX CHU-
crema. MorTe Kapao cumymnanuja oncinkaBa CTOXACTUUYKE IIPOIECE KO
KOjuX BpeMe He urpa yisory. OHa ce o3HAYaBa U KAO METOMAA MOHOBJHEHUX
nokymaja. Hymepuuke meTone, mo3nare kao Moute Rapio merone, mory ce
c1000MHO NePUHUCATU KAO CTATUCTUYKU CUMYJIAIVMOHU METONU, KOX KOjUX
ce ynorpebJ/paBajy HU30BU CIYyUYajHUX OpOjeBa 3a M3BPIIEHE CUMYJIAIU]E.
Metona Moute Kapio nmociaenmux HEKOIUKO AelleHUja HOo0Ouja CTaTyC MOT-
IIYHO 3a0KPY:KeHe HyMepUYKe MeTOoIe CIOCOOHe 3a pelaBame HajKOMIJIEK-
CHUJUX 3aXTeBa.
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Hazus MouTe Kapmo npousniasu u3 Ha3uBa YyBeHOT Ka3uHa y MoHaKYy.
Kopumheme cayuajuoctu u npoieca NoHaBbakha Y METOAN j€ AHAJOTHO aK-
TUBHOCTUMA KOju ce norabajy y ka3umHy.

MonTe Kapmo metona ce mpumemyje y pa3HUM CUMYyJalljaMa Koje KO-
pucte ciayuajue 6pojeBe. Hajuemhe ce meToma KOpucTy caMoO 3a CTATUUKE
TUMIOBE CUMYJIAIN]ja KO KOJUX Ce Y pelraBamy IpobiieMa KOPUCTUA CTBAPAH:E
y30paka 13 paclojesa CAyYajHUuXx MpoMeH/suBux. I[Ipm Tome, mpobaemu
MOTY OuTH OUIO NETEPMUHUCTUUKOT, OMJIO CTOXaCTUUKOI KapakTepa. Pa-
3nukyjemo ciaenehe npumene Moute Rapmno cumynamnuje:

o JleTepMUHNCTUYKA npobJieMu Koje je TeImKO WU CKyNo pemasatu. Tu-
OUuYaH IpuMep je Kopnmhe}be OBOI' MeTOZa 3a W3paduyHaBame Oonpe-
benux maTErpasa Koju ce He MOTy permuTu anajgutuaku. Morte Kapimto
MeTOona Ce y OBOM CJIydajy MOKe KOPUCTHU TAKO IITO Ce TeHepPUIle HU3
CIydajHUX Tadvaka (r;,y;) ca jeTHAKUM BepoBaTHOhama yHyTap oIpen-
jeHor MpaBOYTaOHUKA. 3aTWUM UCIUTYje KOJUKO je TeHePUCAHUX TadaKa
Caap:KaHO y NOBPIIMHM KOja OAroBapa MHTETPAJy U BPEJHOCT MHTE-
rpaJja ce ouemyje oarorapajyhoM pesaTuBHOM (peKdeHIjoM.

e CroskeHu eHOMEHUM KOju HUCY AOBOJbHO mo3HaTtu. OBO je Apyra Kiaca
npobiiema Koje ce pemanajy y3 nomoh Moute Kapao metona. Beposa-
THONe ce KOpuCTe 3a M3BODEeHme HU3a eKIepuMeHaTa KOJU Najy Y30pKe
MOTryhux crama 3aBUCHUX NPOMeHbUBUX. CTATUCTUUKOM 0OpamIoM pe-
3ysaTara nobuja ce pacmnonesa BepoBaTHONA 3aBUCHUX NTPOMEHJHUBUX
KOje cy on mHTepeca. IpymTBeHN U eKOHOMCKU PODOJIEMU ce PeniaBajy
Ha OBa) HAYWH.

e CraTucTuukn npobieMu KOju HeMajy aHaJUTUYKa pemema. Crarum-
cTuyky mpobiaeMu Ge3 aHAJUTUYKOL pelema (Ha Op. IPOIeHe KPUTU-
YHUX BPENHOCTU WM TECTUPAme HOBUX XUIOTE3a) Cy jeTHa CIeIu-
¢uuHa KIaca npobiema koju ce pemanajy Moute Kapao cumynanujom.
PemaBame TakBux mpobaema Takobhe ce 3acHUBA Ha TeHEPUCADY CIIyda-
jHUX OpoOjeBa M MPOMEHJbUBUX.”
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1. Ilozodax-npomauiaj memood

Capna he Outu ucTpaskeH Ipyradynju MeTO OleHhUBAKa NHTET PDAJIA f; f(x)dx
Nzabepumo mpaBoyraoHuK HAL [a,b] Ynja je BUCUHA h 1 mOBpmuHa A = h(b—a).
dyurmuja f(r) je orpaHMYeHa TPaHUIlaMa MPaBOYTaOHUKAa. ¥ TAKO3BAHO]
MonTe Kapmo metomu moronmak-mpomaliaj ompeheHu mHTerpaJ je olemeH
Ha KBaApaTy KOju OrpaHWYaBa (yHKOU]Y f(r) Ha MHTEepBaJy [a,b]. KBaapar
ce erhe Om a K& b 1 O 0 IO fraz TAE j€ frmaz > [f(z) HA IEJIOM WHTEPBAJY.
[TocToju n Tauaka Koje cy omabpame Ha CiaydajaH HAUUH HA JaTOM KBaIPaTYy.
Omena mHTErpasa Moke OuTu Mo0OUjeHa padyHameM yKymHOT Opoja Tadaka
ng Koje ce HaJsiaze ucnon kpuse f(r). Cimenu ma je omena F, y METOIU MOTO-
IaK - IpoMalaj aaTa ca

F,=A"
n

rae je A= (b—a)fma: 00IACT HA KOjO] ce Tauke Oupajy. CBakux n Tadvaka je
nobujeHo reHepucameM YHUGOPMHO pacnopebenux O6pojeBa S; u S; Tako ma
je

il':a‘i’Sl(b*a) y:SQflmaz

Onena mHTErpasa mocTaje IpenusHUja Kako Opoj mOKymaja n — oo Ia
he eBeHTyaJIHO KOHBEPrUpaTU TAYHOM OATOBODPY Tj. pememny. Kpamurer
OArOBOPA 3aBUCU OJ HU3A CIAYYAjHUX OpOjeBa KOjU Ce MPUIMKOM U3Pady-
HaBama Kopucte. Mory ce mobuTu He3aBUCHE OIleHe MOHAaBJbAjyhu u3pady-
HaBawma KopucTehu pasianynTe HM30BE CIyYajHUX OpojeBa. Ymnopebyjyhm
BPEIHOCTU n0o0uja ce maeja MPEnu3HOT U3padyHaBaba.

2. Ouena cpedmwe apednocmu

Hpyru Mourte Kapmo uHTErpanmonu mMeTon je 3aCHOBAH HA TEOPEMU O
Cpenmoj BPENHOCTU THe je MHTerpasl onpebheH mpoceyHOM BPENHOCTU WH-
Terpanna f(z) Ha wHTEpBaAJY a < z < b. Ila Ou ompemmam OBy HPOCEUHY
BPENHOCT, OMpaMoO Ta4yke r; HA CIydajaH HAYMH KaO UM BPENHOCTU (YHKIUjE
y TUM TavykaMa " padyHamo oaromapajyhe f(z;). Kom jemHocTpykux mHTe-
rpaJja oneHa F, mHTerpaja y METOIU OIleHa CPeIHe BPEeTHOCTU je HaTa ca

Fr=0b-a)(f)=(b—a); 3 f(x)

Tauke z; cy caydajue BpenHocTu pacnopebene yHUPOPMHO Ha MHTEPBAILY
a<z;<bwu n je OpOj MOKyIIaja.
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3. Mowme Kapao ananusa 2peurke

Metone nymepuuke narerpamnuje u Moure Kapisio meron najy mpubamxaa

pelnrema dyrja TAYHOCT 3aBUCH O Opoja mokymaja. /lo cama ce KOpUCTUIO
3HAKEe O TAYHO] BPENHOCTU KOja Om ce moOuiia Ha Pa3JIMUUTAM HHTEPBAJI-
uMa na ou ce yrBpauina rpemkra Morte Kapiao meTone koja Texu HyJIU Kao
npubamKHa BPpEeOHOCT n~ /2 3a Beauko n, rae je n 6poj mokymaja. Tpeba
BUOETU KAKO OIEHUTU T'PEIIKY Kada je TAYHa BPEIHOCT WHTErpajia Helo-
3HATa. 3aBUCHOCT TPEIIKe je He3aBUCHA O MPUPOIe UHTErpaJia, U MHOTO
Ba)KHMj€, HE 3aBUCU O AMMEH3Uje UHTETPAJa.
[Tocmarpajmo MouTe Kapio onemuBame nunterpasaa GyHskmuje f(z) = 4v/1 — x2
Ha mHTepBady [0,1]. lobujenu pesynrat je F, = 3.1489 3a caydajaH HU3 OJ
n = 10* mokymaja ropucrehu meron cpemme Bpemuoctu. Y mnopebhyjyhu F,
ca TAYHUM DPe3yJaTaToM F = r = 3.1416, HaJa3MMO Oa je I'pellka IPpUIPYHEHA
n = 10* moKymajuMa arpoKCUMATUBHO 0.0073.

Axo je mHTerpaHn KOHCTaHTHaA (YHKIMja OHZA Ou rpemka Ouia HyJa,
ma Ou F, Ousno jemHako F 3a Ouisio koje n. 3amro 1o Basku! [lomamame
¢yHEIMja yKasyjy ma je moryha BeauyuHa T'pDEIIKe mucmepsuja o2, AeOUHU-
caHa ca

o =~ (f)? (29)

rue je
f= %Z?:l f(xi) 7= %Z?:l fxi)?

W3 nepununuje crammapime nesmjanuje o, BUAUMO Ja aKO je f HE3aBUCHO O
r, BPEAHOCT 3a o je HyJa. 3a OpUMep KOjU je HPETXOMHO MOMEHYT U 3a
HU3 cJIydajHux OpojeBa mobuja ce F, = 3.1489, ma je o = 0.8850. IlomTo je
BPEAHOCT o OBa pela BeaumuuHa Beha o rpermrke, 3akbydnhneMo na o He
MOKe OMTU MUPEKTHA BEJIWUYMHA TPEIIKe. Y MEeCTO TOTa, o je Mepa KOJUKO
¢yHEIMja f(r) BapUpa Ha TOCMAaTPAHOM WHTEDBAJY.
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Jenman on maumuaa kako Hahm omrosapajyhy Mmepy rpemke je mpaTruTu
BPEIHOCTHU I'PEIIKe KaKO Omaaa ako n pacre. Y Tabeau 1.1 BuamMo ma Kako
ce n kpehe ox 102 1o 104, rpemka onazna mo 6POjy MOKyIaja n Tj. Kao ~ 1/nz.
Mebyrtum, takobe Bumumo na je o, KOHCTaHTHa u MHOrO Beha om mocma-
TpaHe TPEIIKe.

n F, rpeuka On

102 3.0692 0.0724 0.8550
102 3.1704 0.0288 0.8790
104 3.1489 0.0073 0.8850

Tabena 1.1: Ilpumepum Monte Kapio Mepema 3a OIeHy Cpenme BPEIHOCTU (YHKIVjE
f(z) = 4¥/1 — 22 ua unrepsany [0,1]. Ilpasa rpemra je marta pasmurom |F, — 7|. Cran-
mapiHa nesujanuja o, je Habena u3 jemmaxoctu (26).

CBakuM HU30M O n MOKymIaja moOuja ce cpemma BPETHOCT Mepema KOjy
O3HavYaBaMoO ca M,. Y OmmTeM Ciydajy, Mepema HUCY jeIHaKa jep CBaKO
Mepeme ce OTHOCU Ha Pa3jIUudnuTN HU3 ciaydajHux OpojeBa. Tabema 1.2
npuKa3yje pesyarare on HeceT Mepema 3a n = 10* mokymaja. Bumumo na
Tpelka Bapupa Ol Mepema 10 Mepema. RBaluTaTUBHO, BEJINUYUHA PA3JIVKA
MeDhy MepemuMa je CamdHA MIPaBUM I'DEIIKaMa U OBE PA3JUKE CY BPETHOCT
IpelKe TPUAPYRKEeHEe CBAKOM II0jeIUHAYHOM MEpPEemY.

HU3 o M, npaBa I'pemKa
1 3.1489 0.0073
2 3.1326 0.0090
3 3.1404 0.0012
4 3.1460 0.0044
) 3.1526 0.0110
6 3.1311 0.0105
7 3.1311 0.0105
8 3.1358 0.0058
9 3.1344 0.0072
10 3.1405 0.0011

Tabena 1.2: IIpumep Moute Kapiso mepema cpeame Bpenuoctu pyurnuje f(z) = 4v/1 — x2
ma wuaTepsaxy [0,1]. Ypaber je Toram 3a cako om 10 mMepema 3a n = 10* mokymaja.
IIpukasanu cy cpenma Bpemnoct M, u mpase rpemke | M, — 7| 3a cBakO Mepeme.
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Ila ©6u ce mobOumiia KBAaHTUTATUBHA Mepa IPElIKe, ompemuhemMo pa3juKe
OBUX Mepema kKopucTtehum crapmapIHy TeBUjalvjy CpPeame BPEAHOCTU o,
Koja ce me(uHHuIIe Kao

om? = M?* — (M)? (30)

rue je

Mana o, naje BepoBaTHONY rpelnke, HAI METOI 100U]ama 0, 10 IABAHEM
HOBUX Mepema je HempaKTUdaH, MomTo O0u Tpebasio KOMOMHOBATHA OOAATHA
Mepema na ou ce mobusa 6osma omena. Cirenu penamuja

g

a. =
m /771_ 1

~
~

(31)

Sl

Jenan mauuu na ce mposepu penamuja (31) je na ce MHUNUjaHA MEpema
oI n TOKyImaja momeje Ha s moackymoBa. OBa mpouenypa He 3axTeBa HO-
[HaTHA Mepema. 3abeleRkuMo na je cpeama BPemaHoCT 3a f(z;) y k-TOM MOMI-
CKyIly O3HaueHa kKao S,. Kao mpumep, momemumhemo 10* mokymaja mpBor
Mepema Ha s = 10 moAckymoBa W n/s = 10° moOKyImaja 3a CBaKW HOACKYTI.
Cpenma BpenHocT (yHEIUje f(r) 3a CBAaKM HOICKYI k Huje jenHaka. Ila
OUCMO M3MEPUJIN TPEIMKY KOPUCTMNEeMO CTaHmapIHy ACBUjAIA]y CPEImhe
BPEIHOCTHU 3a CBaku MOACKyn. O3HAUMMO OBY BEJIWYUHY Ca o, TOE je

2= (52) - (5)?

e ce MpOCeYHa BPETHOCT OMHOCH Ha MOACKYTOBE. 3aK/bYyUyjeMO da MOKEMO
OPOTYMAYUTA n MOKYIIaja WUIX KaOo IMOjeAMHAYHO Mepeme WU Kao CKYII
Mepema O n/s HOKymmaja. BepoBaTtHoha rpemke je mara craHzapIHOM
,HeBI/IjaIII/IjOM 3a n TOKYIIaja IOAEJHEHOM Ca KBa,IPATHIM KOPEHOM opoja
nokymaja. pyro Tymaueme noapasymMena Ja je BepoBaTHONa rpemke naTa
CTaHIAPAHOM IE€BUjalMjOM 3a s Mepema KOja ce OOHOCe Ha MOAUHTEePBAaJe
nomes/beHe ca KBaAPAaTHUM KOPEHOM Opoja Mepema.

MoskeMO HApaBUTHU TPEMIKY IMTO Mamy ca nmoBehamem Opoja MOKyIIaja

niv noBehamem e(bI/IHaCHOCTI/I WHANBUIYAJHUX MOKyIIaja cMamyjyhu cran-
napOoHy OeBUjalunjy.
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4. Baxcrocm bupamwa yzopka

Y mpeTxomHUM CeKnujaMa je moka3aHo na je rpemka Moute Kapio omene
IPONMOPIUOHAJNHA ¢ ¥ MHBEP3HO IPOIOPIMOHATIHA KBAAPATHOM KOPEeHy Opoja
nokymaja. [locTtoje nBa Haumua ma ce rpemka cmamu y MouTe Kapio omnen-
juBamy - noBehaBartu O0poj mokymaja niau cmamuTy aucnep3ujy. Ipyrum mz-
0OOp je mokeJbHUjU jep He 3aXTeBa MHOTO KOMIIMjYyTEPCKOT BpeMeHa. Y BOIU-
MO TEXHUKE Ba;KHOCTM 6upama y30pka KOje CMamy]y o U T000JbIIaBajy edura-
CHOCT CBaKOT IOKyIIaja.

Y KOHTEKCTY HyMepW4YKe MHTeTpaluje, yBOAVWMO MO3UTWBHY (GYHKIM]Y p(x)

TaKO na je
b
/ p(z)dx =1

1 aKO MHTErpaJl 3allueMO Kao

b
r= [ pwa

p(z)

WNuTerpan ce Moske OLEHUTH OWpameM y30pKa y CKIALY Ca PACIONEJIOM
BepoBaTHOhe p(z) ma mobujamMo cymy

L fl)
A e

Cywma F, mocTaje oIeHa Cpelme BPeIHOCTH 3a (YHKIM]Y I'YCTUHE BEPOBATHO-
he p(z) =1/(b—a). Bupamo 06nuK 3a p(r) KOja MUHUMUIYje OUCIEP3Ujy WHTE-
rpagna f(z)/p(x). IlomTo HE MOKEMO ma OINEHWMO ¢ AHAJIUTUYKUA Yy OIIITEM
caydajy, onpebyjemo o amocrtepuopu u dbupamo OOJUK p(r) KOjU UMUTUPA
f(x) mTo je Bume moryhe, rae je f(z) Behe. WM36op 3amene p(z) Ou ycmo-
puo Bapupame MHTerpanna f(r)/p(r) u mucuepsuja he dutu cmamena. Kao
npuMep, TOCMATPajMO UHTErPAJ

1
2
F:/efxdx
0

OuemuBame mHTErpasa F ca p(z) =1 3a 0 < z < 1 je mpuUKa3aHO Yy MPBO]
koJioHU Tabese 1.4. Pa3yman n30op TexmHe yHEKIUMje je p(x) = Ae™*, T1e je
A omabpana Tako na je p(xr) caudHOo f(x). BpemHocTu mpumra3aHe y ApyToj
koJoHu Tabesne 1.4 cy Tpaskene BpenHocTtu. Bmammo na je BpeMe mspady-
HaBama IO MOKYIIajy 3a HeyHU(POPMHU ciydaj Behe ma Mame BPeTHOCTU o
YyHEe KOPMCHUM HEYHU(POPMHY pPaCIOey BepoBaTHONhe jour e(pUKaCHUjOM.
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p()=1 | p(z) = Ae”"
n MOKYIIaja 4 x 10° 8 x103
F, 0.7471 0.7469
o 0.2010 0.0550
o/vn 3x 1074 6 x 1074
Ykynuo Bpeme CPU 35 1.35
CPU BpeMe IO TOKYIIajy 1074 2x 1074

Tabena 1.4: Ilopebeme Mourte Kapimo omerna uaTerpana kopumhemeM yHIQOPPMHE I'yC-
tune BeposatHohe p(z) = 1 u meynupopmue rycrune Beposaruolie p(z) = Ae ®. Hop-
Masnusanuja koHcranre A je omacOpana tako ma je p(x) HOPMANM3OBAHO HA j€AUHUYHOM
uHTEpBaJy. BpenHocTt mHTerpasa ca derpu mermmaiana Mecta je 0.7468. Ounemusame [,
mucrepsuje o u BepoBarHoha rpemke o/n'/? cy npuxazamu. Bpeme CPU je mpuxazamno
jemuso 3a ynopebhuBame.

AJTepHATUBHU IPUCTYI KOPUCTU MO3HATY BPEAHOCT GyHKUUje f(r) HA TATOM
MHTEpBaJsy 3a u300p y30pka vemhe rae je BpenHoct ¢yHENuje f(x) Beha.
Wneja je ma ce dpysrmmjom f(z) oxpeam BepoBaTrHONa 3a OupaHu y30pak,
a jeQVHO y3MMaMO y pa3MaTparme MHTerpaHne f(r) KOju Cy HEeHEeraTWBHU.
Ila 6u ce m3pauyHasa rpybda oIeHa peslaTMBHE BpenHOCTH (yHKOUje f(x),
IIPBO pavyyHaMO Ie€Hy MPOCEYHy BPENHOCT y3mMajyhwm BpemHocT 3a k jen-
HAKO pa3MaKHyTUM TadvyKaMa s; U U3PadyHaBaHha

Cywma mopmesmeHna 1o k ;Laje IIPOCEYHY BPEIHOCT (yHKIUje f Ha MHTEePBAJYy.
[Tpubnmxmy BPEIHOCT naje UHTETpaJ F na ciaenu F = Sh, Tae je h=(b— a)/k
OsBa ampokcumanuja VHTErpaJia je jeIHaka NpaBOyraoHO] alpPOKCUMAILM]H.

Caemu remepucame n CIydajHUX y3opaka. Beposarnoha Oupama moIuH-
TepBaJa i je maTta ca

pi = f(s:)
S
30up HAJI CBUM IOAMHTEPBAJIMMa BepoBaTHONA p; je jemHak jemmuunu. la
Ou ce oadpao MOAMHTEPBAJ Ca *KEJHEHOM BepOBATHONOM, T€HEPUIIEMO CJIIY Y-
ajag Opoj r yHH(POPMHO HA WHTEPBAIY [a,b] M onpeDyjemo mommHTpBAaJ i
KOJU 3aJ0BOJbaBa HejeIqHaKocT (30). lonunrTepBasn je omabpaH ca KeJbeHOM
BepoBaTHONO ma reHepumeMo ciaydajaH Opoj z; Ha MOIUHTEPBAIY [s;,s; + h]

1 M3pavyyHaBaMO OIOHOC %
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Omena maTerpata je mara ciaenehwum yciaosuma. Beposarmohe p; y mpe-
TXOJHO] pejaluju cy BepoBaTHohe onabupa noamHTepBasa i, He BEPOBATHO-
ha omabupa Bpemnoctu z usmeby x u z+Ax. BepoBatHoha p(z)Az je p; myTa
BepoBaTtHoha Oupama mocebHe BpeOHOCTU 3a r HA MOAWHTEPBAJY i:

Az

i) Az =p; x —
p(zi)Ax pi X —

Nmamo na je

5. Raacuuna Mowme Kapao unwmezpayuja

[Ipe IPUMEHUBAKA TEXHUKE CI/IMyJIauMJe Ha IPAKTUYHUM IpobieMuMa,
MOJCETUMO Ce CBOjCTBa KOje OmpaBlIaBajy WUXOBO Kopumrheme. Ommru
npobJieM je OKO OIeHUBAMKA UHTETrPAJIA

B/ (h(X)] = [ ha) o)z

X

e Yy 03HaUYaBa CKyI I'Je CJyYajHa IPOMEHbUBA X Y3UMa BPEIHOCTH, KOja je
0buuHO jemHAKO moAp:kaHa pacmomesoM f. Ilpunnun merome MouTte Kapito
3a ampPOKCUMUpAHE MPETXOIHE jeIHAKOCTU je TeHepucame Y30pKa (X1, ..., X,)
3a pacrnomenay f U alpOKCUMATUBAH €MIUPU]CKU MPOCEK je

1 n
ﬁzh l'j
j=1

uspauyHaBajyhum cpenmy BpemHocT mean(h(r)) y R, mOmTO h, KOHBEPrUpA
CKOPO CUT'YPHO Ka Ef[h(X)] IO CTPOrOM 3aKOHY BeJMKUX OpojeBa. Jom npe-
nu3Huje, kamaa h?(X) uMa KOHAYHO OUYEKUBamme 3a f, Op3uHa KOHBepFeHHI/IJe ho,

MOsKe OUTU OIEeHEeHO Kao O(y/n) 1 ACUMIITONKA alpPOKCUMAaINja IUCTIeP3uje je

mmm=1/ww—amam%mm

n
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Iucneps3uja Moke OUTU OleHEHE Ha Y30PKY (Xi,..., X,) ca

1
n?

Up =

n
7 2
> Iz —Rp)]
j=1
Jom OuTHUje, 300T MEeHTpaJHEe T'PAHUYHE TEOPEME, 3a BEJIUKO n BaKU 1A je

hn B Ef[h’(X)}
o

anpoKcUMaTUBHO pacmopebeno rkao N(0,1) pacmomesna U OBO BOIU KOHBEP-
TeHIIMjU U TPaHUIM NOBepema anpokcumanuje Erlh(X)].

Meromonoruja Moute KRapna miayctpoBana Ha TpuUMEpy MOKe OUTU ycC-
MEITHO WMIIEMEHTUPAaHA Yy IIUPOKOM CIEKTPY OpeaMeTa TIe pacuoaese y
Momesry Mory outu cumynupane. Ha mpumep, mosxkxemo kopuctutu MonTe
Kapmno cyme 3a pauyHame KyMyJaTUBHE (YVHKIMje PACIOIee.

IIpumep 4: 3a nary mopmanny pacnomenxy N(0,1) ysopak semuuwmue n, (1,...,Z,) je
aIIPOKCUMUPAH Ca

t
1 2
(1) = ——e V24

®) /0< V2T Y

na je mo meromu Monte Kapio

(]Aﬁ(t) = %Z Ixzﬂﬁt
1=1

ca taynoMm mucnepsujoM ¢(t)[1 — ¢(t)]/n. Moxke Gutu na je yBemena meronosormja MonTe
Kapmaa nososmua 3a anpokcuMmupame uarerpaiga. Mebhyrum, Monre Kapiio meton o6e36e -
jyje mobpy ampokcuManujy y HajperyiapHujuMm ciaydajeBuma. llocroju jom eduracHuja
aJTepHATUBA KOja He m3beraBa MUPEKTHY cuMystanujy ¢yaenuje f anu takobe moske Gutum
WCKOpUIINEeHa BUIIE MyTa 3a HEKOJWKO mHTerpaJja. I[lomoBHa ymorpeba Mo:ke Outwm 3a
damunujy ¢perBernuje h mnu 3a pamunujy rycrune f. IIpobaemu pema pacmomesie MOTy
6utu obpabenn eduracHuje Hero cuMmynupame ¢yHkimje f jep cumyiaanuja norabaja ca
BEOMa MaJiOM BepoBaTHONOM 3axTeBa Beiaukn Opoj cumynanuja #Han f na O6u ce mocTuriaa
IPEU3HOCT.
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6. Morwme Kapao uspauyrasame uHmMeZPaia

Beh momenyTu metonm cpemme BPpeTHOCTH, KOjU Ce KOPUCTHU 3a OIECHUBAME
jemHOCTPYKUX mMHTEerpaJja, je meron Moute Kapio unrerpamuje.

F= 0= a)() = -0 310

Cnyuajan 6pojesu z; cy pacnopeberu yHnpopMHO X : Ula,b] Ha MHTEPBAILY
a<z<bwun Ou Ouo OPOj MOKyIIA]ja.

1. [)sin(z)dz = — cos(z)[§ = —cosm — (—cos0) =14+1=2

(f) = 3 2y sin(z;)

ITpomensmusa X nma yaugpopmuy pacnoneny X : Ula,b]. Pynrnuja ryctune pacmoneie
: 1 1
je g(@) =55 =+

Marematuuko ouerupame: E(sinz) = [ sin(z)g(z)dz = [ sin(z);-de = L [ sin(z)dx

I= fo sin(z)de — I = tE(sinz) = F,

Ila 6u ce peanm3oBasna caydajua npoMermusa X ca yaupopmuoM pacnoxenom U0, 1]
kopuctu ce R-¢pyuruuja runif(x < —runif(n,a,b)#n = 10000,a = 0,b =7 ). Kao mwen
pe3yarar mobuja ce HEKM HU3 mudapa.

Kony R-y:

> x < —round(runif(10000,0,7),5) /*6upamo yrudopmro nexu wuz yudapa ra [0, 7]
>m < —mean(sin(z)) /*pauynamo cpedwy epednocm

>m

[1] 0.6389945

> pixm [*pauynamo unmezpan

1] 2.00746

Yuopebyjyhu BpenunocT F,, ca TauHOM BPETHOCTHU PE3yJTATa MHTEErPaJia HAJIA3U CE
na je rpemka koja ce omsocu Ha n = 10* mokymaja anpokcumaTusHO 0.00746.
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2. [Ze*dr = 6.389056

> ¢ < —round(runif(10000,0,2),5)
>m < —mean(exp(z))

>m

[1]3.205835

>2%m

[1]6.411671

Ymuopebyjyhu Bpenmoct F, ca TayHOM BPETHOCTU PE3yJTaTa WHTErPaJia HAJIA3ZU CE
Ia je TpemEKa Koja ce oxHocu Ha n = 10* moxymaja ampoxcumarusao 0.02262.

3. [ Vadr = 4.66667

> a < — function(z){sqrt(x)}

> ¢ < —round(runif(10000,1,4),5)
>m < —mean(a(z))

>m

1] 1.552631

>3%xm

1] 4.657892

Ymnopebyjyhu Bpenmoct F, ca TayHOM BPETHOCTU PE3yJTaTa MHTErPaJia HAJIA3ZU CE
Ia je TpemEka Koja ce omHocu Ha n = 10* moxymaja ampoxcumaruszo 0.00878.

. . 2 .
Hana3u ce ma je majbome omnemen MHTETPAT fo e”dr oBOM METOIOM.

Meton MouTe Kapiso je jeman on HauymHA KaKO ce oapeheHu MHTerpasun
Mory m3pauyHaTtu. [Ipuaukom kopumhema oBOT MeTona MO:ke ce moBehatu
Opoj nmokymajaj Kako Om omeHa OmiIa epUKACHU]A.
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7. Pacnodena eeposamnohe xoja nuje ynupopmna

Y ImpeTXOomHMM CEeKIUjaMa CMO BUIEIN Ja ce YHU(YOPMHA pacronesa CIy-
JajHMX OpojeBa MOM¥Ee KOPUCTUTH 3a OLehUBame OApeDheHmX mHTerpasa.
[Toxemuo j je Hahwu uHTETrpaH f(r) Y OKOJMHY z TJe MOHAIIame OP30 Bapupa.
360r 3Havaja Oupama y30pKa, METOME 3aXTeBajy pacmoaeny BepoBaTHOhe
KOja HMje YHHU(OpPMHA, IIa IPBO pa3MaTpaMO HEKOJMKO MeTola 3a IeHe-
pucame ciIydJajHuUX OpojeBa Koju Hucy pacnopebenm yHudopMHO mpe pas-
MaTpama 3Hauema Oupanor y3opka. Os3maumhemo ca r HU3 YHUPOPMHO
pacnopebenux 6pojeBa Ha mHTEepBaJdy [0,1] Tako ma je 0 <r < 1.
[IpermocTaBUMO ma ce nBa MUCKpeTHA morabaja memaBajy ca BepoBaTHOhaMma
p1 U py TAKO Ha je p; +p» = 1. Karko mMoxkemo omabparu mBa morabaja ca
TayHUM BepoBaTHOhama kopuctehm yHMpOpMHY BepoBaTHOhy pacmnoznesne?
Ouursnenno je ma dupamo morabaj 1 ako je r < p;; uHauve, bupamo morabhaj
2. Axo moctoje Ttpu morabaja ca BepoBaTHOhama p;,ps U p3, OHZA aKO je
r < p; bupamo morabaj 1; ako je r < p;+ps, Oupamo morabaj 2; unaue dupamo
norabaj 3. Ciuyuajuo omabpana Tauka r Ha JUHKje cerMeHTa he ce Hahu y
i-TOM CErMEHTY Ca BEepOBATHONOM jemTHAKOM p;.

[Tocmarpajmo n muckpernux norabaja. Kako ompemutwm cBaku morabaj i,
na Ou omabpaJyu BPeTHOCT 3a maTo r! 3a n =2 U n = 3 BPEOHOCT i KOja
3a,10BOJbABa YCJIOB je

i—1 i
D pi<r<)yop (32)
j=0 j=0

rue cMo neduHUICAIU py = 0.

[TocmaTpajMo HENpeKnAHY pacloneily BepoBaTHONe KOja HUje yYHU(POPMHA.
Jenan HauwmH na ce reHepuIre TakBa pacuoneisia je na ce Hahy rpanure y
jemmaxocTu (32) xkao u BepoBaTHole p; ca p(x)de. I'ycTuna BeposarHOhE p()
je medpmHUCaHA ca p(xr)dr Tako na je morabaj z m3meby z m z +dz. I'ycTtuna
BepoBaTHOhE p(r) je HOpMaIM30BaHA TAKO A4 je

+ox
/ p(z)dz =1 (33)

Y jemmaroctu (32) cyme moctajy Beh momeHyTu mHTErpas u HejeIHAKOCTU
nocrtajy jemHakoctu. MoskeMmo 3ammcaTu na je

+ox
Plz) = / p(a)dz =1’ (34)
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Bunumo na yaupopmuo panopeben 6poj r oaroBapa kymysaTuBHOj BepoBa-

taohm pacmomene ¢ymknuje P(r), duja je BpoBaTHOha omabupa BpeTHOCTHU
Mama uiam jenHaka r. Pymrmujy P(r) He Om Tpebano nmomcroBehmBaTu ca
T'YCTUHOM pacionese p(r) Wim ca BepoBaTHONOM p(x)dr. Y MHOTUM IpuUMep-
Ma CMUCJIEHU OIICET BPENHOCTHU 3a z j€ MO3UTUBAH. Y TOM CJy4Ya]y, BaKU
na je p(x) =0 3a x < 0.
Penanuja (33) HAC BOAM Ka METOJY MHBep3He TpaHChopManuje 33 DEHEPUCAHE
cayJajHux 6pojeBa pacnopebenux y craany ca ¢yurumjom p(z). OBaj MmeTon
ce OHOCU Ha FeHEePUCame CIYyYajHOr Opoja r W pelmaBama jeqHakocTu (34)
3a omroBapajyhy BpemnocT rx. Kao mpumep 3a 0By MeTOdy, KOPUCTUNhEMO
pepaanujy (34) 3a reHepucame HU3a CJAyUYaJHUX OpOjeBa y CKIALY Ca YHU-
(GOpMHOM pacmomesioM BepoBaTHOhe Ha mHTepBaly a < z < b. sRemeHa
rycTuHa pacnomueie p(zr) je

0 wunaue

p(z)z{ 1/(b—a) a<z<b

KywmynaruBaa BepoBarHoha pacmnonene ¢yurumje P(z) 3a a < x < b MOXKe
outu mobujeHa ca

Ako 3amenumo P(z) y (30) n pemmmo no z, Hahuhemo skemeny penamujy

xr=a+ (b—a)r

[IpuMmemyjemMo MeTOn MHBEP3HE TPAaHC(HOPMAIje I'yCTUHE pacnoaesie (yHKII]je

[ (1=XNe®/* aro je 0 <2 <o
o) = { N (35)
HamuMm ussBobhemeMm cienu
r=Px)=1-e%?
Pememe r 3a mato = maje x = —\In(1 — ). ITomro je 1 —r pacunopebeno ua

MCTU HAUMH Kao r, 3anucahemo
r=-Alnz

[IpomenmuBa » HaheHa y MpeTxomqHOj jeJHAKOCTHU je pacmnopebheHa y CRIamy
ca IyCTMHOM BepoBaTHONe p(r) maTtom y pemamuju (35).
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Mnuora wm3pauyyHaBama OPUPOIHOI JIOTAPUTMa Cy CIOpa IIa WHBEP3HA
TpaHcopManja MO¥kIa HUje HajeUKACHUJU METOX 3a yIOTPeOy.
W3 nperxonuor nmpuMmepa, BUIAAMO 1a OBA YCJIOBa MOpPajy OUTU 3aM0BOJLEHA
y LUy NpUMeHe MeTona WHBep3He Tpancpopmaruje. Ilocebro, rycruna
¢yuruMje BepoBaTHOhe p(r) MOpa OMOTryNUTU AHAJIUTUYKO WHTETDAJLEHE Y
jemnakocTu (35) um na ce mHBepTYyje pesnanuja P(z) =r 3a z. ['aycoBa ryctuHa
BepoBaTHOhE

1 _22/952
p(x) = We / (36)

je mpuMmep rycTuHe BepoBaTHOhe uuja KyMmyJaTWUBHA pacnopesna P(zr) He
MOske OuTu moOujena anamutuauHo. MebhyTum, MokeMo remepucaru aBOAU-
MEH3UOHAJHY BepOoBaTHONY p(z,y)drdy maTy Kao

1 2 2 2
_ — (x4 20
p(z,y)dxdy = Img2® vI/29 dady (37)
[IpBo, mpaBuMo u3meny Mebhy mpomMeHBUBUM yBOaehU mosapHe KOO IUHATE:
r= (2 +4*)Y?  §=tan"? J
x
Heka je p=1r?/2 nma caenu na je NBOAMMEH3MOHAJHA BepoBaTHONhA
1
p(p,0)dpdd = —e~Pdpdf
27

rme mMaMo 1a je o = 1. AKO reHepumemo p y CKaay Ca eKCIIOHEHIIU]AJHOM
pacnonenoMm u § yHUPOPMHO HA MHTepBaJy 0 < 6 < 27, OHIa he TPOMEHJbUBE
(Boa: — Muller method)

z=(2p)"Y%cos® u y=(2p)"%sind

ouTtu reHepUCaHe y CKIaly ca jemmakoctu (37) ca cpenmoM Bpe/:[Homhy Omu
o =1. Meron Koju ce KOpUCTU 3a reHepucame [ 'aycoBe pacrnomgesie je mo3HaT
Ka0 Box — Muller MmeTO.
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5. ¥YnmopebuBame meTepMUHUCTUUKOT M CTOXACTUYKOT
MIpUCTyIIa

1. Hexu npumepu

IIpumep 5: Wspauymatu ciaenehe maTerpasie kopucrehm ce: HyMEPUUKOM WHTEP-
ranujoMm (Ha IET JenuMalia), KIaCUYHAM MOCTYIIKOM U3DadyHABAaHha NHTErPasa 1 METOA0M
MonTe Kapso na amammsom rpemke ynopenuTtu uaTerpaJe (rpemsa: 0.5 x 107°).

1. [, sin(z)dx
2. f02 e*dx
3. [ ade
VspauynaBame unterpasna Tpanesaom ¢popmystom u CHMIICOHOBOM (pOPMYJIIOM:

1. [ sin(x)dz = —cos(x)|§ = —cosm — (—cos0) =1+ 1 =2

[a,b] =[0,7] n=10 h=122=" =319 — (3141593 ~ 0.3  x; =20 +ih
1]0.37] 029552
2 0.6 | 0.56464
310.9]0.78333
4 11.2]0.93204
5| 1.5 [ 0.99750
6 | 1.8 [ 0.97385
7121 0.86321
8 24 0.67546
9 [ 2.7 0.42738
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Tpanesna ¢opmyna: Ir = 2(yo + y, + 22?;11 Yi) Yo =0 u y, = 0.14112

Ir = %3(0+ 0.14112 + 2 x 6.51293) = %3(0.14112 + 13.02586) = 0.15 x 13.16698 = 1.975047
Ep = |I — Iy| = |2 — 1.97505| =0.02495

[Tponena rpemke Tpanesne Gopmyse je mana oneny Ha 2 germmade: 2.5 x 1072

Cumnconosa popmyna: [g = %(yo + yn + 42?:_11 yi + 2 Z?:_; Yi) Yo =0 m y, = 0.14112

Is = %(0.14112 +4 % 3.36694 + 2 x 3.14599) = 0.1(0.14112 4 13.46776 + 6.29198) =
0.1 x 19.90086 = 1.99009

Eg = |I — Is| = |2 — 1.99009| =0.00991 ~ 0.01101

IIponena rpemke CumnconoBe ¢popmyiie je majia oueny za 2 menmmase: 1.1 X 1072

2.[ e"dr = e”|} = ¢ — ¢ = 7.389056 — 1 =6.38906

[a,0) =[0,2] n=10 h=bt2=2-02  z;=u1¢+ih

L Yi

0.2 | 1.22140
0.4 | 1.49182
0.6 | 1.82212
0.8 | 2.22554
2.71828
1.2 | 3.32012
1.4 | 4.05520
1.6 | 4.95303
1.8 | 6.04965

O 00| N[O O b= | W DN | .
—
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Tpanesuna popmyna: It = %(yo +yn + 22?;11 Yi) Yo =1 u y, = 7.38906

I = %2(1 + 7.38906 + 2 x 27.85716) = 0.1(8.38906 + 55.71432) = 0.1 x 64.10338 = 6.41034
Ep = |I — Ip| = |6.38906 — 6.41034] =0.02128

[Iponena rpemke Tpamesne Gopmyite je mana omexy Ha 2 memmmade: 2.13 x 1072

Cummnconosa popmyna: Is = %(yo + Yn + 42?:_11 yi + 22?:_22 ¥i) yo =1 m y,, = 7.38906

Is = %(1 + 7.38906 + 4 x 15.86665 + 2 x 11.99051) = 0.0667(8.38906 + 63.4666 + 23.98102) =
0.0667 x 95.83668 = 6.39231

Eg = |I — Is| = |6.38906 — 6.39231| =0.00325

IIponena rpemke CumnconoBe GpopMmyiie je gaja oueHy Ha 3 menumae: 3.25 X 1073

4 oAl bttty 9 3y 16 2 14 _
3.‘[1 \/Edl’—fl l'2d.'L'— %+1 1—51’2‘1—?—5—?—4.66667

[a, ) =[1,4] n=10 h=22=23=03 z;=x¢+ih

€T Yi

1.3 | 1.14018
1.6 | 1.26491
1.9 | 1.37840
2.2 | 1.48324
. 1.58114
2.8 | 1.67332
3.1 | 1.76068
3.4 | 1.84391
3.7 | 1.92354

O 00| || U I | W N | =
N}
[
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Tpanesna ¢opmyna: It = 2(yo + y, + 2 Z?;ll ¥i) Yo=1lmy,=2

Ir = %53(1 4+ 2 + 2 x 14.04932) = %3 x (3 + 28.09864) = 0.15 x 31.09864 = 4.66480
Ep = |I — I1o| = |4.66667 — 4.66480| =0.00187

[Iponena rpemke Tpamesne gopmydte je mana omexy Ha 3 memmmade: 1.87 x 1073

Cmmmconosa dopumyma: Is = 2(yo +yn +43 0 g + 250 v) yo=1 1 y, =2

Is = %(1+2+4x7.78394+2><6.26538) = 0.1(3+31.13576+12.53076) = 0.1 x46.6665 = 4.66665

Eg = |I — Is| = |4.66667 — 4.66665| =0.00002

[Tponena rpemke CuMmcoHoBe GopMmyle je majta omeHy Ha cBux b memumade: 0.2 x 107°

Meromom maTerpamnuje, kopucrehu ce Tpanesznom u CumncornoBom ¢popmysnom, mobuja ce
. 4 . .
Hajbome OlleHa 3a WHTErPaJl fl Vadz nok je meromom MonrTte Kapso majbosme onemenn
s .
uHTerpas [, sinrdz .

WHTEerpaJ Tpane3na ¢. | CumconoBa ¢. | MK meron

Jy sinz =2 1.975047 1.99009 2.00746
f02 e*dr = 6.389056 6.41034 6.39231 6.411671
f14 Vadr = 4.66667 4.66480 4.66665 4.657892
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2. Hymepuuka unmezpayuja 8UULECMPYKUL UHMEZPANG

AKO mOUHEMO OJ TOTa Ja Ce T'PElIka CMamyje Kao n~ 3a d = 1, OHIa I'PEIIKa
omama kKao n~*/?y d muMmeHnsuja. Y CYHOpPOTHOM, I'DEIIKA KOja Ce OIHOCU Ha
cBe MeTone Monte Kapisio uarerpamnuje omnana Kao n~2 HE3aBUCHO O IUMEH-
3uje mHTEerpasia. llomro je Bpeme u3padvyHaBama I'PENIKe MPOIOPIIMOHAITHO
ca n kon kiaacuune merone Moure Kapso, 3akmydyjemMo na cy 3a HUKE IU-
MeH3Uje, KIACUYHE HyMEePUYKEe MeTonIe yuecTaiuje Kao mro je CuMIcoHOBO
npasuio. MeDhyTum, rpemka y KOHBEHIMOHAJHUM HYMEPUUYKUM METOIaMAa
pacte ca mumensujoMm m Merome Mourte Kapiio cy CyImTUHCKU 3a BUIIE V-
MEH3UOHAJHE UHTEerpaJe.

Ila 6u ce maycTpPOBAO OIIITU METO OIEHUBAHa BUIIEINMEH3UOHAJIHOT WH-
TerpaJia,mocMaTpajMo ABOIUMEH3NOHAJIHI UHTEI DA

F = [ f(z,y)dxdy

raoe R o3HayaBa oOsacTt uHTerpanuje. PopmMupaTy npaBOyraoHUK KOjU 3aT-
Bapa permoH R W Oeau ra Ha kBajnapare nmy:xuHe h. IlpermocraBmmo na ce
IPaBOYTAOHUK NMPOTEXKE O T, Ka x, Y HPaBIy x OCE U OX y, MO y, Y CMEpPy
y-oce. YKymnaH Opoj KBaaparta je ngn,, TIe je Ny = (xp—xq)/h 1 Ny = (Yo — Ya)/h-
AKO KOPUCTUMO Cpemy TAUKy ampOKCUMaluje, MHTerpaj F je OlNemeH Kao

The x; = Zo+ (i — 3)h, Yj = Yo+ (j — 3)h ¥ PyHEIUja H(z,y) jeoHAKA je JUHUONA aKO
(z,y) € R nany HyJa UHAYE.

JennoctaBua metona Moute Rapio 3a onemuBame IBOAMMEH3NOHAJIHOT WH-
Terpajia KOpUCTU MCTY IPaBOYraoHy oO0JIACT KaO0 WM M3HAJM aJU n Tadaka
(z;,9;) je omabpaHo cirydyajHo Ha mpaBoyraonuky. OlneHa mHTErpaJa je OHaa

rae je A obmact mpaBOyraoHuKa. 3abesiesknMo na ako je f(z,y) =1 cByza,
OHZA je jeIHAKOCT M3HAJ €KBUBAJEHTHA METOMIU MOTOMAK WJIM IMPOMAIIAj 3a
n3pavyHaBame obsactu R.
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3. Buwecmpyrxu unmezpaau

Monte Kapmno meron nobuja Ha Behem 3Hauajy Kamga mocMaTpaMO WHTE-
rpamujy y Behum mumensujama. Ha mpumep,

1 1 1 1 N
I= drdydz ~ — iy Y1y <1
[ RCTEIEEES SIS

rae je (z;,vi,2) CIydajaH HU3 Tadaka 3a z,y,z € [0,1]. YKynHO, moTpebHO HaM
je 3N cayduajHux OpojeBa ma O0u ce remepucaJio N ciaydajHUX Tadaxa. VIH-
TerpaJi HaJl IPOU3BOJHHOM ODJIACTU KOja CE€ MHTETrPAJU je

I= /:2 /:2 /:2 f(x,y, z)dzdydz
-/ / b (f F @y, 2)dw)da

1 N
= (az —ar)(bz = bi)(e2 — 1) > f@i i, %)

i=1

Y ommTeM ciaydajy, METOX CPpeahe BPEITHOCTHU je MaT ca

i~ [ 1=

~ (mospmmua A) x (mpocevyna BpeaHOCT (GyHKUUje f HAL n CIYyJajHUX
Tavyaka Ha A)

'pemrka konx crammapiHe HyMeprUYKe MHTerpamnuje omana Kao n % a € N 3a
d =1 (jeIHOAMMEH3MOHAJHI WHTErPAJI); Ha IPUMED KOJ TPAIEe3HOT pPaBUIa
je n=2 . Y d muMensuja, rpemka omnana kao n-%?. Opme n 03HaUYaBa YKYIAH
6poj moauHTEpBaJa; 6POj MOAUMHTEPBAJA IO AUMEH3Uju je n'/e.

I'pemka Monte Kapio unrerpanuje ysek omana kao N~—1/2,

Tpomak n3pavyyHaBama je pejlaTUBaH y OMHOCY HA YKYIaH OpOj MOAMHTED-
BaJla n WJIM YKymaH Opoj tadaka N. U3 oBora MokeMO 3aK/BYUUTU A4 j€
Monte Kapmno naTerpanuja HajepuracuHuja 3a d > 2a.
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IIpumep 6: /[BOCTpYKM MHTETpaJ

[TocmarpajMo mHTETpad GyHEOUje f(r,y) = zye ™ ¥ Ha KBaAPaTy z,y € [0,1].
Kopucrehu Monrte Kapsio meron cpensme Bpennoctu (Monte Carlo sample mean - MC),
BPEIHOCT OBOT MHTEeTpaJia je OolelmeHa reHepucameM N Tadyaka CIyYajHO Ha
[DATOM KBaApaTy U pavyyHameM IIPOCEYHUX BPENHOCTU (QYHKIUje f(z,y).

Tana je

1 N
NZ xzayz

Osne je parrop obmacTtu A= 1.
Tauna BpeIHOCT MHTErpaJia je

1 1
1
I= / / zye~ Vdrdy = — ~ 0.18393972
o Jo 2e

1
B = e
Feer — — lsmgr()

107
107

107

10

10 16‘ 107 1cf 1d

Cuaura 1.5: AncosnyTtra rpemka Moute Kapno ouene.
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['pemka ce cmamyje kao 1/v/N ajau MOCTOjU HEMOY3TAHOCT KOja ce OTHOCU
Ha cBaky oueny (nmuHuja koja Huje mpasa). OBo je mocienuuma Tora mTo
KOPUCTUMO CJay4dajHe OpojeBe 3a u3padyHaBame omeHa. AKO KOPUCTUMO
HU3 on N CiyJYajHUX OpojeBa M MOHOBUMO PAaUyHAMmE Ca APYTUM HU30M O
N ciayyajuux OpojeBa, mobuhemo mBa pasauuuTa oaroBopa. Pacmomena
oarosopa he mocratu y:ka kKako moBehasamMo Opoj N u HuU3 he KOHBepru-
paTn TAYHOM OATOBODY.

I'pemra kox Monre Kapio mspadyHaBama je pasauduTa HErO KOX APYIUX
Merona unrerpanuje. Ha mpumep, mocmarpajMo TpamesHo mpasuio.

Y oBOM ciyuJajy, Tpenika je MmOocjenulia JUHeapHe alpoKCUMaluje Koja ce
jaBspa Ha cBakoM momumHTepBaty. [lemehu monuHTEpBaIe MTO Mame, CKIOI
je 60U M TpemKa onaua.

1_(Mc)-i|

err
****** abserr

0.030
|

elr
0015 0020 0025
| | |

0010
|

0.005
1

0000
|

Cuaura 1.6: AncosyTra rpemka Mourte Kapso ouene.

Kon y R-y:

>4 < —0.18393972

> i-me < —¢(0.1822299, 0.1830448, 0.1839015, 0.1839026, 0.1839296)

> abserr < —c(0.00170982,0.00089492, 3.822¢ — 05,3.712¢ — 05,1.012¢ — 05)

> err < —¢(0.031622777,0.01,0.003162278,0.001,0.000316228)

> g_range < —range(0, err, abserr)

> plot(err, type =" 0", col = "blue”, ylim = ¢(0,0.032))

> lines(abserr, type = 70", pch = 22,lty = 2, col ="red”)

> title(main =" |I_(MC) — I|”, col.main = "red”, font.main = 4)

> legend(1, g-range[2], c("err”,” abserr” ), col = c("red”,”blue’),pch = 21 : 22,1ty =1 : 2)
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Buamvo ma rpaduky na je rpemka DPUIMKOM IPBOT M3pavyHaBama WH-
terpaJia mHajseha m ma ce moBehaBameMm Opoja mokymaja oHa cMamyje. 3a
n =107 mobuja ce majMama amcoayrtHa rpemka Moute Kapmo ormene.

Ipumep 7. VI3pauynartu uaTerpas I = fo 5 2*(1—z)??dzr KOju UMa PaCHOOeLy
X :U[0.2,0.5].

0.5
I= / 23(1 — x)*Pdx = 0.00428
0.2

> x < —runif(100,0.2,0.5)
> g < —function(z){

+23 % (1 — )2}

> mean(g(x))
[1]0.01432740

> mean(g(z)) * 0.3
[1]0.004298220

IIpumep 8: V3pauynatu mHTerpata I = ff r1%e"2*dy KOjU MMa PaCHomery
X :U[L7).

7
I= / 2'Pe 2 dr = 0.12685
1

> x < —runif(100,1,7)
> g < — function(z){
+ald xexp(—2 % x)}

> mean(g(z))
[10.02114137

> mean(g(z)) * 6
[1]0.1268482
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3akJpydaK

JleTepMUHUCTUYKYA ¥ CTOXACTUYKU IPUCTYI IPENCTABHAjY HAUNHE U3Pa-
JyyHaBama onpeheHnX mHTerpasia mopen eJeMeHTAPHOT HadWHa. KRpo3 pan
ce MOKe TMPUMETUTHU Ma je HyMepWuYKa WHTerpalurja jelaH HAUYWH U3pady-
HaBama oApeheHux MHTerpaJaJ Koju ce BUIu Kpo3 npumeny Tpamnesne u
CumnconoBe dpopmysne. Meron Monte Kapio je npyru HaumH u npu TOM
u3pauyHaBamy je Op:ku. OBaj MeTOI KOPUCTU jeTHOCTABHE AJTOPUTME 3a
u3pavyyHaBame oapebheHux mHTerpaJia Kako jeIHOAWMEH3UMOHAJIHUX TAaKO U
BumeauMeH3noHaHnx. [IpoyuaBajyhu oBy Temy Moske ce 3aKbydUTH O
cy oba mpuctyna kopucHa. CTOXaCTUYKM NPUCTYI je ePUKACHUjU U Ha-
juemrhe ce mpuMmemyje KO BUMIECTPYKUX mHTerpasa. [Ipumepu omxpebhenux
WHTEerpaJia Kol MeToJe HyMepUYKe MHTerpalnje kKao u npumMepu onpebhenux
uHTerpaJsa kon Mmerome Moure Kapio cy ynmopebuBanu y oBoMm paxy na ou
ce Buesna e(pUKACHOCT €JIeMEeHTAPHOT, NeTEPMUHUCTUYKOT M CTOXACTUYKOT
npucTyna udpauyyHaBama. CymTuHa pama je y TomMe na ako ce ompebhenm
UHTErpaii He MOTY M3PauyHaATHU €JIEMEHTAPHO OHJA Ce€ MOTY U3padyHaATHU
jemHUM O OBa MBa MPUCTYIIA.
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