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1 Uvod

Simplektiqke strukture su nastale u prouqavaǌu klasiqnih meha-
niqkih sistema (kao xto je recimo planetarni sistem) i dela kla-
siqne simplektiqke geometrije su nastala u pokuxajima razume-
vaǌa ovakvih sistema. Iz ovakvih prouqavaǌa se razvila savre-
mena simplektiqka teorija. U uvodnom poglavǉu pokuxa�emo da
skiciramo kako se iz prouqavaǌa varijacionih problema doxlo
do Hamiltonovih sistema diferencijalnih jednaqina i do osnov-
nih pojmova simplektiqke geometrije koji �e u kasnijem delu rada
biti formalnije definisani.

Posmatrajmo taqku x u Euklidskom prostoru Rn koja se kre�e
trajektorijom x(t). Neka je L(t, x, v) dva puta diferencijabilna
funkcija 2n+ 1 promenǉive (t, x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) gde pod v ∈ Rn =
TxR

n podrazumevamo tangentne vektore u taqki x ∈ Rn koji pred-
stavǉaju brzinu ẋ. Razmotrimo problem minimalizacije dejstva
integrala:

I(x) =

∫ t1

t0

L(t, x, ẋ)dt

na prostoru puteva x ∈ C1 ([t0, t1], Rn) koji zadovoǉavaju graniqne
uslove:

x(t0) = x0 x(t1) = x1.

Ovde funkciju L nazivamo Lagran�ijanom ovog varijacionog pro-
blema. Neprekidno-diferencijabilan put x : [t0, t1] → Rn nazi-
vamo minimalnim ako je I(x) ≤ I(x + ξ) za svaku varijaciju ξ ∈
C1 ([t0, t1], Rn) sa uslovima ξ(t0) = ξ(t1) = 0.

Stav 1. Minimalni put x : [t0, t1]→ Rn je rexe�e Ojler-Lagran�ovih
jednaqina:

d

dt

∂L

∂v
=
∂L

∂x
, (1)

gde su x i v n dimenzioni vektori.

Dokaz:

Preslikavaǌe I : C1([t0, t1]), Rn)→ R je diferencijabilno ako je:

I(x+ h)− I(x) = Lxh+O(h2),
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gde je Lx linearno preslikavaǌe. Oznaqimo sa h = h(t) priraxtaj
na prostoru puteva i primenimo Tejlorovu formulu:

I(x+ h)− I(x) =

∫ t1

t0

(L(t, x+ h, ẋ+ ḣ)− L(t, x, ẋ))dt

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂x
h+

∂L

∂ẋ
ḣ)dt+

∫ t1

t0

O(h2) ∼
∫ t1

t0

(
∂L

∂x
h+

∂L

∂ẋ
ḣ)dt.

Daǉe uzevxi da je u = ∂L
∂ẋ

i dv = ḣdt primeǌujemo parcijalnu
integraciju i dobijamo:∫ t1

t0

∂L

∂x
hdt+

∂L

∂ẋ
h
∣∣t1
t0
−
∫ t1

t0

∂

∂t

∂L

∂ẋ
hdt =

∫ t1

t0

(
∂L

∂x
− ∂

∂t

∂L

∂ẋ

)
hdt+

∂L

∂ẋ
h
∣∣t1
t0
.

Kako imamo uslov h(t0) = h(t1) = 0 posledǌi sabirak je jednak nuli
i va�i tvr�eǌe.

Q.E.D.
Ako su zadovoǉeni Le�androvi uslovi:

det

(
∂2L

∂vj∂vk

)
6= 0 (2)

tada smo u prethodnom stavu definisali regularan sistem dife-
rencijalnih jednaqina drugog reda n promenǉivih x1, . . . xn. Ovde
je korisno uvesti nove promenǉive:

yk =
∂L

∂vk
(t, x, v).

Ako je x rexeǌe sistema dobijamo da va�i:

ẏk =
d

dt

∂L

∂vk
=

∂L

∂xk
.

Definicija 1. Ako imamo funkciju f : V → R, gde je V konaqno
dimenzioni vektorski prostor, za p ∈ V ∗ definixemo Le�androvu
transformaciju sa:

f ∗ : V ∗ → R f ∗(p) = sup
x∈V

(p(x)− f(x)).
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Ako imamo sluqaj konveksne funkcije f : Rn → R za fiksirano
p = ∂f

∂x
jednaqina x = x(p) se mo�e rexiti na osnovu teoreme o

inverznoj funkciji i dobiti funkcija od p. Tada je Le�androva
transformacija:

f ∗(p) = xp− f(x(p)).

Primenom Le�androvih transformacija prevodimo sistem difer-
encijalnih jednaqina drugog reda sa n promenǉivih u sistem difer-
encijalnih jednaqina prvog reda sa 2n promenǉivih i Ojler-Lagran-
�ov sistem jednaqina se transformixe u Hamiltonov sistem:

ẋ =
∂H

∂y
ẏ = −∂H

∂x
, (3)

odnosno va�i stav:

Stav 2. Neka je x : [t0, t1] → Rn neprekidno-diferencijabilan put i
y : [t0, t1] → Rn nove promen	ive koje smo ranije uveli. Tada je x re-
xe�e Ojler-Lagran�ovih jednaqina (1) ako i samo ako su x i y rexe�a
Hamiltonovih jednaqina (3).

Dokaz:

Diferencirajmo jednaqinu:

H(t, x, y) = yẋ− L(t, x, ẋ).

Diferencijal leve strane jednakosti je:

dH =
∂H

∂y
dy +

∂H

∂x
dx+

∂H

∂t
dt,

dok diferenciraǌem desne strane dobijamo:

dH = ydẋ+ ẋdy − ∂L

∂t
dt− ∂L

∂x
dx− ∂L

∂ẋ
dẋ = ẋdy − ∂L

∂t
dt− ∂L

∂x
dx.

Izjednaqavaju�i ove izraze dobijamo:

∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −∂L

∂y
=

∂

∂t

∂L

∂ẋ
= −ẏ.

Q.E.D.
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Pod uslovima:

det

(
∂2H

∂yj∂yk

)
6= 0

mogu�a je i inverzna transformacija, tj. Hamiltonov sistem
se mo�e prevesti u sistem Ojler-Lagran�ovih jednaqina odgo-
varaju�eg varijacionog problema.

Iako su promenǉive yk formalno uvedene one imaju prirodnu
fiziqku interpretaciju kao koordinate momenta.

Primer: (Keplerov problem)
Posmatrajmo sistem diferencijalnih jednaqina:

d2xk
dt2

= − ∂V
∂xk

gde je y = ẋ = v i Hamiltonijan je zbir kinetiqke i potencijalne
energije:

H =
1

2
|y|2 + V (x)

dok je Lagran�ijan ǌihova razlika:

L =
1

2
|v|2 − V (x).

Keplerov problem je specijalni sluqaj gorǌih jednaqina za n = 3
i potencijal V (x) = − 1

|x| i ǌime se u klasiqnoj mehanici opisuje
put planeta oko Sunca ili kretaǌe elementarnog naelektrisaǌa
oko fiksnog centra.

Mo�emo dati i malo drukqiji pristup koji dovodi do varija-
cionog principa. Neka je L Lagran�ijan koji zadovoǉava Le�a-
ndrove uslove (2) i H(t, x, y) odgovaraju�a Hamiltonova funkcija
i neka su date diferencijabilne krive x : [t0, t1]→ Rn i y : [t0, t1]→
Rn kao i ranije i z(t) = (x(t), y(t)). Tada se integral I(x) sla�e sa
integralom dejstva ΦH(z) definisanim sa:

ΦH(z) =

∫ t1

t0

(〈y, ẋ〉 −H(t, x, y)) dt.
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Ovo je integral forme:

λH =
n∑
j=1

yjdxj −Hdt

du� krive z : [t0, t1]→ Rn . On odgovara integralu I(x), ali je ΦH(z)
definisan za svaki put z u faznom prostoru R2n qak i kada nisu
ispuǌeni uslovi nedegenerisanosti. Na osnovu slede�eg stava
vidimo da Hamiltonove jednaqine mogu biti direktno izvedene
iz principa najmaǌeg dejstva.

Stav 3. Kriva z : [t0, t1] → R2n je kritiqna taqka ΦH ako i samo ako
su zadovo	ene Hamiltonove jednaqine.

Dokaz:

Neka je zs = (xs, ys) jednoparametarska familija krivih i potra�imo
izvode za s = 0:

ξ =
∂

∂s
xs
∣∣
s=0

µ =
∂

∂s
ys
∣∣
s=0

Φ̂H =
∂

∂s
ΦH(zs)

∣∣
s=0

.

Diferenciraǌem pod znakom integrala i parcijalnom integraci-
jom dobijamo:

Φ̂H =

∫ t1

t0

〈µ, ẋ− ∂yH〉 dt−
∫ t1

t0

〈ẏ + ∂xH, ξ〉 dt+ 〈y(t1), ξ(t1)〉−〈y(t0), ξ(t0)〉

i kako posmatramo varijacije sa fiksnim krajevima imamo ξ(t0) =
ξ(t1) = 0 i posledǌa dva qlana u izrazu su jednaka nuli. Dobijamo
da se dva integrala anuliraju za svako ξ i µ.

Q.E.D.

U kordinatama z = (x1, . . . xn, y1, . . . yn) Hamiltonov sistem mo�e
biti zapisan kao:

J0ż = ∇Ht(z)

gde je Ht(z) = H(t, z), ∇Ht oznaqava gradijent Ht, a J0 matricu
2n× 2n:

J0 =

[
0 −E
E 0

]
,

6



gde smo sa E oznaqili jediniqnu matricu. Oqigledno J0 pred-
stavǉa rotaciju za π/2 u svakoj od Oxkyk ravni i J2

0 = −E.
Vektorsko poǉe:

XHt = −J0∇Ht : R2n → R2n

nazivamo Hamiltonovo vektorsko poǉe pridru�eno funkciji Ht

ili simplektiqki gradijent Ht.
Zadajmo vremenski zavisnu Hamiltonovu funkciju R×Rn → Rn :

(t, x, y) 7→ Ht(x, y) i oznaqimo sa φt,t0H rexeǌe preslikavaǌa zadanog
Hamiltonovim jednaqinama. Definisano je sa φt,t0H (z0) = z(t) gde
je z(t) jedinstveno rexeǌe Hamiltonovih jednaqina sa poqetnim
uslovom z(t0) = z0. Oblast definisanosti φt,t0H je otvoreni skup
Ωt0,t svih z0 ∈ R2n za koje postoji rexeǌe na vremenskom intervalu
[t0, t]. Difeomorfizam φt,t0H : Ωt0,t → Ωt,t0 zadovoǉava:

∂

∂t
φt,t0H = XHt ◦ φ

t,t0
H

φt2,t1H ◦ φt1,t0H = φt2,t0H φt0,t0H = id.

U vremenski nezavisnom sluqaju Ht ≡ H normalizujemo stavǉaju�i
t = 0 i dobijenu familiju difeomorfizama φtH = φt,0H nazivamo
Hamiltonov tok generisan sa H.

Difeomorfizam ψ : R2n → R2n nazivamo simplektomorfizam ako
je:

dψ(ζ)TJ0dψ(ζ) = J0 (4)

za svako ζ ∈ R2n. Kao xto ime sugerixe simplektomorfizmi qu-
vaju simplektiqku strukturu (videti (5)). Prvo �emo pokazati
da quvaju klasu Hamiltonovih diferencijalnih jednaqina.

Stav 4. Neka je ψ : R2n → R2n simplektomorfizam i neka je ζ(t) rex-
e�e Hamiltonovih diferencijalnih jednaqina:

ζ̇ = XH◦ψ(ζ).

Tada je z(t) = ψ(ζ(t)) rexe�e Hamiltonovog sistema, tj.:

XH◦ψ = ψ∗XH ,

gde je ψ∗XH(a) = dψ−1(a)XH(ψ(a)) pull − back vektorskog po	a Xh.

7



Dokaz:

Jednostavno se vidi da za svaki difeomorfizam ψ na R2n i svaku
funkciju H va�i:

∇(H ◦ ψ)(p) = dψ(p)T∇H(ψ(p)).

Iz pretpostavki stava dobijamo:

dψ(ζ)T∇H(ψ(ζ)) = ∇(H ◦ ψ)(ζ)

= J0ζ̇ = dψ(ζ)TJ0dψ(ζ)ζ̇ = dψ(ζ)TJ0ż.

Mno�eǌem sa (dψ(ζ)T )−1 dobijamo da je ż = XH(z) i sledi zakǉuqak
stava.

Q.E.D.

Stav 5. Kad god je definisan φt,t0H je simplektomorfizam.

Dokaz:

Neka je z0 ∈ R2n i definiximo z(t) = φt,t0H (z0) i:

Φ(t) = dφt,t0H (z0) ∈ R2n×2n.

Tada je za svako ζ0 ∈ R2n funkcija ζ(t) = Φ(t)ζ0 rexeǌe jednaqine:

ζ̇ = dXHt(z)ζ.

Kako je J0XHt = ∇Ht sledi:

J0Φ̇(t) = S(t)Φ(t) Φ(t0) = E,

gde je S(t) ∈ R2n×2n simetriqna matrica:

Sjk(t) =
∂2Ht

∂zj∂zk
(φt,t0H (z0)).

Treba da poka�emo da je ΦTJ0Φ = J0. Ovo je oqigledno taqno za
t = t0, a tada je taqno i za proizvoǉno t jer:

d

dt
ΦTJ0Φ = ΦTJ0Φ̇ + Φ̇TJ0Φ = ΦT (S − ST )Φ = 0.

Q.E.D.
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Najjednostavnija klasa simplektomorfizama su linearni. Ako
radimo u Euklidskom prostoru sa kanonskom bazom mo�emo iden-
tifikovati linearno preslikavaǌe sa matricom Ψ ∈ R2n×2n. Takva
matrica se naziva simplektiqka ako zadovoǉava:

ΨTJ0Ψ = J0.

To znaqi da je odgovaraju�e linearno preslikavaǌe Ψ : R2n → R2n

simplektomorfizam. Opxtije difeomorfizam ψ : R2n → R2n je
simplektomorfizam ako i samo ako mu je Jakobijan dφ(z) simplek-
tiqka matrica za svako z ∈ R2n. Simplektiqke matrice qine grupu
koju oznaqavamo sa Sp(2n) = Sp(2n,R).

Stav 6. Ako su Φ i Ψ simplektiqke matrice tada su i ΦΨ , Ψ−1 i
ΨT tako�e simplektiqke matrice.

Stav se lako dokazuje jednostavnim mno�eǌima identiteta iz
pretpostavke. Kao posledicu vidimo da simplektiqke matrice
zaista qine grupu. Ako posmatramo matricu u obliku:

Ψ =

[
A B
C D

]
gde su A,B,C,D realne n × n matrice zakǉuqujemo da je Ψ sim-
plektiqka ako i samo ako je ǌen inverz oblika:

Ψ−1 =

[
DT −BT

−CT AT

]
tj. ako su zadovoǉene jednakosti:

ABT = BAT CDT = DCT ADT −BCT = E.

Odavde lako sledi da je matrica 2 × 2 simplektiqka ako i samo
ako joj je determinanta jednaka 1. Za matrice ve�ih dimenzija
mo�e se pokazati da je determinanta tako�e 1, ali obrat tvr�eǌa
ne va�i.

Posmatrajmo diferencijalnu 2-formu:

ω0 =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj (5)
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Koriste�i zapis ζ = (ξ, µ) i ζ ′ = (ξ′, µ′) gde su ξ, ξ′, µ, µ′ ∈ Rn mo�emo
pisati:

ω(ζ, ζ ′) =
n∑
j=1

(ξjµ
′
j − ξ′jµj) = 〈J0ζ, ζ

′〉 = −ζTJ0ζ
′.

Ovde posmatramo ω0 kao kososimetriqnu, bilinearnu formu na
tangentnom prostoru TzR

2n = R2n. Svi dosadaxǌi pojmovi mogu
biti opisani u terminima 2-forme ω0. Na primer ψ je simplek-
tomorfizam ako i samo ako je :

ψ∗ω0 = ω0

i Hamiltonovo vektorsko poǉe XH je odre�eno identitetom:

i(XH)ω0 = dH,

gde je unutraxǌe mno�eǌe definisano sa:

i(XH)ω(ξ) = ω(XH , ξ).

Ovakav pristup je dominantan u savremenoj simplektiqkoj teoriji
i mi �emo ga se dr�ati u narednim poglavǉima.

Iz prethodne diskusije sledi da svaki simplektomorfizam ψ
quva zapreminsku formu:

dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn =
1

n!
ω0 ∧ · · · ∧ ω0

jer ψ∗ prolazi kroz klinasti proizvod. Tj. va�i:

det dψ(z) = 1.

Odavde vidimo da simplektiqke matrice imaju determinantu jedan.
Za n > 1 konstruisani su primeri difeomorfizama koji quvaju za-
preminu, a nisu simplektiqki.

Neka z(t) = (x(t), y(t)) zadovoǉava Hamiltonove jednaqine u slu-
qaju kada je Ht ≡ H : R2n → R vremenski nezavisno. Tada je:

d

dt
H ◦ z =

n∑
j=1

∂H

∂xj
ẋj +

n∑
j=1

∂H

∂yj
ẏj = 0. (6)
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Ovo znaqi da je Hamiltonova funkcija H konstantna du� rexeǌa
sistema. Ovo svojstvo se uobiqajeno naziva Zakon oquvaǌa ene-
rgije. Geometrijski znaqi da je skup nivoa H invarijantan u
odnosu na Hamiltonov tok.

Funkcija F : R2n → R se naziva integral za Hamiltonov sistem
(6) ako je konstantna du� rexeǌa sistema. Sama Hamiltonova
funkcija je integral. Ako je z(t) rexeǌe sistema tada je:

d

dt
F ◦ z = (∇F )T ż = −(∇F )TJ0∇H =

n∑
j=1

(
∂F

∂xj

∂H

∂yj
− ∂F

∂yj

∂H

∂xj

)
.

Posledǌi izraz se naziva Puasonova zagrada od F i H i oznaqava
sa:

{F,H} = −(∇F )TJ0∇H.
Mo�e se pokazati da va�i:

{F,H} = ω0(XF , XH)

Sledi da je F integral Hamiltonovog sistema ako i samo ako je
{F,H} = 0. Jedna od va�nih qiǌenica je da je prostor glatkih
funkcija na R2n Lijeva algebra u odnosu na Puasonove zagrade,
tj. va�i slede�i stav:

Stav 7. Prostor C∞(R2n) je Lijeva algebra xto znaqi da je Puasonova
zagrada antisimetriqna i zadovo	ava Jakobijev identitet:

{{F,G} , H}+ {{G,H} , F}+ {{H,F} , G} = 0

za svake tri glatke funkcije F,G i H na R2n. Tako�e Lijeva zagrada
pridru�enog Hamiltonovog vektorskog po	a je data sa:

[XF , XH ] = X{F,H},

xto �emo dokazati u stavu 13. Sledi da Hamiltonova vektorska po	a
formiraju podalgebru Lijeve algebre vektorskih po	a na R2n.

Jox jedan naqin opisivaǌa simplektomorfizama je kao difeo-
morfizama koji quvaju Puasonovu zagradu, tj. va�i i slede�i
stav:
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Stav 8. Difeomorfizam ψ : R2n → R2n je simplektomorfizam ako i
samo ako je:

{F,G} ◦ ψ = {F ◦ ψ,G ◦ ψ}

za sve F,G ∈ C∞(R2n).

Stavovi 7 i 8 se mogu videti u [6].
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2 Simplektiqka linearna geometrija

Definicija 2. Simplektiqki vektorski prostor je ure�eni par (V, ω)
gde je V konaqno dimenzioni vektorski prostor, a ω bilinearna forma
ω : V × V → R koja je:

• kososimetriqna:

∀v, u ∈ V ω(v, u) = −ω(u, v),

• nedegenerisana:

∀u ∈ V ω(u, v) = 0 ∀v ∈ V ⇒ u = 0.

Primer:

Osnovni primer simplektiqkog vektorskog prostora je R2n sa stan-
dardnom formom

ω0 =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Napomena: Primetimo da simplektiqki vektorski prostor mora
biti parne dimenzije.

Definicija 3. Linearni simplektomorfizam simplektiqkog vektor-
skog prostora (V, ω) je izomorfizam vektorskog prostora Ψ : V → V
koji quva simplektiqku strukturu u smislu:

Ψ∗ω = ω

gde je:
Ψ∗ω(u, v) = ω(Ψu,Ψv).

Linearni simplektomorfizmi vektorskog prostora qine grupu
koju oznaqavamo sa Sp(V, ω), a u sluqaju standardne simplektiqke
strukture Euklidskog prostora sa Sp(2n) = Sp(R2n, ω0).

Definicija 4. Simplektiqki komplement linearnog potprostora
W ⊆ V je potprostor definisan sa:

W ω = {v ∈ V | ω(v, u) = 0 ∀u ∈ W} .
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Simplektiqki komplement ne mora biti transverzalan u odnosu
na W . Potprostor W se naziva:

• izotropan ako je W ⊆ W ω;

• koizotropan ako je W ⊇ W ω;

• simplektiqki ako je W ∩W ω = {0};

• Lagran�ov ako je W = W ω.

Napomena: Primetimo da je W izotropan ako i samo ako se
ω anulira na W , a W je simplektiqki ako i samo ako je ω |W
nedegenerisana forma.

Stav 9. Za svaki potprostor W ⊆ V va�i:

dimW + dimW ω = dimV (W ω)ω = W.

Dokaz:

Mo�emo definisati preslikavaǌe iz vektorskog prostora V u du-
alni prostor W ∗ sa:

ϕ : V → W ∗ ϕ : v 7→ ω(v, ·) |W .

Odredimo jezgro i sliku ovog preslikavaǌa:

kerϕ =
{
v ∈ V

∣∣ ω(v, ·) |W= 0
}

= W ω,

Imϕ =
{
ω(v, ·) |W

∣∣v ∈ V } = W ∗.

Kako je W konaqnodimenzion va�i:

dimW = dimW ∗.

Konaqno na osnovu teoreme o izomorfizmu imamo:

dimV = dim kerϕ+ dim Imϕ,

dimV = dimW ω + dimW.

Za dokaz drugog dela stava primetimo da je:

(W ω)ω =
{
v ∈ W

∣∣ ω(v, u) = 0 ∀u ∈ W ω
}
.
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Vidimo da je W ⊂ (W ω)ω jer za svako v ∈ W imamo da je ω(v, u) = 0
za sve u ∈ W ω iz definicije W ω. Sa druge strane za svako u ∈ W ω

je ω(v, u) = 0 za sve v ∈ (W ω)ω pa iz definicije sledi da je (W ω)ω ⊂
W , tj. va�i:

(W ω)ω = W.

Q.E.D.

Teorema 1. Ako imamo simplektiqki vektorski prostor (V, ω) dimen-
zije 2n tada postoji baza ovog prostora u1, u2, . . . , un, v1, . . . , vn takva
da va�i:

ω(uj, uk) = ω(vj, vk) = 0 ω(uj, vk) = δjk ∀j, k ∈ {1, . . . , n}

i ova baza se naziva simplektiqka baza.

Dokaz:

Teoremu �emo dokazati indukcijom sa korakom dva.

• (baza indukcije) dimV = 2
Kako je forma ω nedegenerisana postoje vektori u i v takvi
da je:

ω(u, v) = 1

i oni qine simplektiqku bazu.

• (hipoteza) dimV = 2n− 2
Neka svaki simplektiqki prostor dimenzije 2n − 2 ima bazu
tra�enog oblika.

• (indukcijski korak) dimV = 2n
Iz nedegenerisanosti firme postoje vektori u1 i v1 takvi da
je:

ω(u1, v1) = 1.

Neka je V1 = L(u1, v1) linearni omotaq ova dva vektora. Tada
je V1∩V ω

1 = {0}, xto mo�emo videti iz slede�eg raquna. Neka
je v ∈ V1 ∩ V ω

1 .
v ∈ V1 ⇒ v = αu1 + βv1

v ∈ V ω
1 ⇒ ω(v, u1) = 0, ω(v, v1) = 0
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ω(v, u1) = ω(αu1 + βv1, u1) = αω(u1, u1)− βω(u1, v1) = −β ⇒ β = 0

ω(v, v1) = ω(αu1 + βv1, v1) = αω(u1, v1) + βω(v1, v1) = α⇒ α = 0.

Sledi da je v = 0.
Dokaza�emo sada da je:

V = V1 ⊕ V ω
1 .

Naime, neka je w proizvoǉan vektor i neka je:

ω(w, u1) = ν ω(w, v1) = µ.

Vektor v se mo�e drukqije zapisati kao:

w = −νv1 + µu1 + w + νv1 − µu1 = w1 + w2,

gde smo oznaqili sa w1 = −νv1+µu1 i w2 = w+νv1−µu1. Vektor
w1 pripada V1 kao linearna kombinacija baznih vektora, a
vektor w2 pripada V ω

1 , xto vidimo iz:

ω(w2, u1) = ω(w + νv1 − µu1, u1)

= ω(w, u1)− νω(u1, v1)− µω(u1, u1) = ν − ν = 0

ω(w2, v1) = ω(w + νv1 − µu1, v1)

= ω(w, v1) + νω(v1, v1)− µω(u1, v1) = µ− µ = 0.

Iz prethodnog stava znamo da je dimV ω
1 = 2n − 2 i on ima

simplektiqku bazu {u2, . . . , un, v2, . . . , vn} na osnovu idukcijske
pretpostavke. Tada imamo da je {ui, vi}ni=1 simplektiqka baza
prostora V .

Ovim smo dokazali tvr�eǌe teoreme.
Q.E.D.

Posledica:

Ako je (V, ω) proizvoǉan simplektiqki vektorski prostor postoji
izomorfizam:

Ψ : R2n → V

takav da va�i:
Ψ∗ω = ω0.
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Zaista, dovoǉno je uoqiti izomorfizam definisan sa:

Ψz =
n∑
j=1

xjuj +
n∑
j=1

yjvj,

gde je z = (x1 . . . xn, y1, . . . yn).

Stav 10. Ako je V 2n dimenzioni realni vektorski prostor, tada je
kososimetriqna bilinearna forma ω nedegenerisana ako i samo ako je
�en n-tostruki spo	ax�i proizvod ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω razliqit od 0.

Dokaz:

Neka je forma ω degenerisana i neka je v 6= 0 tako da je :

ω(v, u) = 0 ∀u ∈ V.

Ako izaberemo bazu v1, . . . , vn tako da je v1 = v tada je:

ωn(v1, . . . , vn) = 0.

Neka je sada forma ω nedegenerisana. Kako je wn0 forma zaprem-
ine i razliqita od 0, to je na osnovu prethodne posledice i ωn

razliqita od 0.
Q.E.D.

Na osnovu reqenog u uvodnom poglavǉu, o elementima Sp(2n)
mo�emo razmixǉati kao o realnim matricama dimenzije 2n × 2n
koje zadovoǉavaju uslov:

ΨTJ0Ψ = J0

gde je:

J0 =

[
0 −E
E 0

]
.

Stav 11.

Sp(2n) ∩O(2n) = Sp(2n) ∩GL(n,C) = O(2n) ∩GL(n,C) = U(n).
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Dokaz:

Primetimo da za realnu 2n× 2n matricu Ψ va�i:

Ψ ∈ GL(n,C) ⇔ ΨJ0 = J0Ψ
Ψ ∈ Sp(2n) ⇔ ΨTJ0Ψ = J0

Ψ ∈ O(2n) ⇔ ΨTΨ = E

i lako je uoqiti da svaki od ova dva uslova povlaqi tre�i. Presek
ovih grupa se sastoji od matrica:

Ψ =

[
X −Y
Y X

]
∈ GL(2n,R)

koje zadovoǉavaju uslov:

XTY = Y TX XTX + Y TY = E,

a to je zapravo uslov da matrica bude unitarna.
Q.E.D.
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3 Simplektiqke mnogostrukosti

3.1 Osnovni pojmovi

Smatra�emo nadaǉe da je M glatka mnogostrukost bez granice i
najqex�e kompaktna, ako nije drukqije naglaxeno.

Definicija 5. Simplektiqka struktura na glatkoj mnogostrukosti
je zatvorena nedegenerisana 2 forma ω ∈ Ω2(M).

Iz nedegenerisanosti sledi da je svaki tangentni prostor TqM
simplektiqki vektorski prostor. Iz ovog algebarskog svojstva
mo�emo zakǉuqiti da postoji kanonski izomorfizam tangentnog i
kotangentnog raslojeǌa:

TM → T ∗M : X 7→ i(X)ω = ω(X, ·).

Kako je svaki tangentni prostor simplektiqki mo�emo zakǉuqiti
da je simplektiqka mnogostrukost uvek parno dimenziona. Tako�e
kako se, na osnovu pokazanog u stavu 10, n -tostruki klinasti
proizvod ω ∧ · · · ∧ ω nikad ne anulira sledi da M mora biti ori-
jentabilna.
Zatvorenost je geometrijsko svojstvo i kao posledicu uoqavamo da
je simplektiqka forma ω predstavnik kohomoloxke klase :

a = [ω] ∈ H2
DR(M ;R).

Stav 12. Ako je M zatvorena, simplektiqka mnogostrukost tada su
de Ramove kohomoloxke grupe H2k

DR(M), 1 ≤ k ≤ n netrivijalne.

Dokaz:

Neka je za neko k H2k
DR(M) = 0. Znamo da je dω = 0 i dω∧k = 0, pa

kako je H2k
DR(M) trivijalna ωk je u nultoj klasi, tj. ova forma je i

taqna. Sledi da je ωk = dα za neku 2k−1 formu α. Sada primenom
Stoksove teoreme dobijamo:∫

M

ω∧n =

∫
M

dα ∧ ω∧n−k =

∫
M

d(α ∧ ω∧n−k) =

∫
∂M

α ∧ ω∧n−k.

Znamo da je M bez ruba, pa je integral zapreminske forme nula
xto daje kontradikciju.

Q.E.D.
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Poznato je da su kohomoloxke grupe sfere:

Hk
DR(Sn) =

{
R k = 0, n,
{0} k 6= 0, n.

Odavde imamo primer parno dimenzionih mnogostrukosti koje ne
dopuxtaju simplektiqku strukturu, a to su sfere S2n, n ≥ 2.

Pored standardnog primera R2n mo�emo dati jox neke osnovne
primere simplektiqkih mnogostrukosti:

• Cn uz standardnu identifikaciju sa R2n;

• svaki otvoren skup u R2n;

• orijentabilne povrxi;

• sferu S2 mo�emo posmatrati kao:

S2 =

{
(x1, x2, x3) ∈ R3|

∑
j

x2
j = 1

}
.

Tada je simplektiqka forma na ǌoj data sa :

ωx(ξ, η) = 〈x, ξ × η〉 , ξ, η ∈ TxS2.

Povrxina sfere sa ovom formom je 4π;

• kotangentno raslojeǌe (videti poglavǉe 3.2.).

Definicija 6. Neka je X glatko vektorsko po	e i φt familija difeo-
morfizama mnogostrukosti M takva da je:

dφt
dt

(x) = X(φ(x)), φ0(x) = x.

Tada je Lijev izvod forme ω u pravcu vektora X definisan sa:

LXω = lim
t→0

φ∗tω − ω
t

.
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Analogno se definixe izvod vektorskog poǉa u pravcu vektora:

LXY = lim
t→0

φ∗−t(Yφt)− Y
t

.

i mo�e se pokazati da je Lijev izvod isto xto i komutator vek-
torskih poǉa, tj. va�i:

[X, Y ] = LXY =
d

dt
φ∗−tY.

Ovde je φt tok X, a φ∗Y (p) = dφ−1(p)Y (φ(p)) pull − back vektorskog
poǉa Y .

Teorema 2. (Kartanova formula) Ako je φt : M →M glatka familija
glatkih preslikava�a, X(φt(x)) = d

dt
φt(x) i ω k-forma tada je:

d

dt
φ∗tω = φ∗t (d(i(X)ω) + i(X)dω) . (7)

Dokaz:

Dokazuje se indukcijom po stepenu forme. Detaǉi se mogu videti
u [9].

Ako imamo glatku familiju ωt diferencijalnih formi iz lin-
earnosti pull − back-a mo�e se dokazati opxtiji oblik:

d

dt
φ∗tωt = φ∗t

(
d(i(X)ω) + i(X)dω +

dωt
dt

)
. (8)

Setimo se da smo definisali u uvodnom poglavǉu simplektomor-
fizme, sada mo�emo dati opxtiju definiciju:

Definicija 7. Simplektomorfizam simplektiqke mogostrukosti
(M,ω) je difeomorfizam ψ koji quva simplektiqku formu, tj. za koji
va�i:

ω = ψ∗ω.

Grupu simplektomorfizama oznaqava�emo sa Symp(M,ω) ili
Symp(M). Kako je forma nedegenerisana homomorfizam tangentnog
i kotangentnog raslojeǌa je bijekcija pa postoji jedan-jedan odnos
vektorskih poǉa i 1-formi:

χ(M)→ Ω1(M) : X 7→ i(X)ω.
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Za vektorsko poǉe ka�emo da je simplektiqko ako je i(X)ω zatvo-
rena forma. Prostor simplektiqkih vektorskih poǉa oznaqavamo
sa χ(M,ω). Kada je M zatvorena χ(M,ω) je Lijeva algebra grupe
Symp(M,ω), xto sledi iz slede�eg stava.

Stav 13. Neka je M zatvorena mnogostrukost i t 7→ ψt glatka fami-
lija difeomorfizama generisanih familijom vektorskih po	a Xt ∈
χ(M) sa:

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt ψ0 = id.

Tada je ψt ∈ Symp(M,ω) za svako t ako i samo ako je Xt ∈ χ(M,ω) za
svako t. Da	e va�i da ako su X, Y ∈ χ(M,ω) tada je i [X, Y ] ∈ χ(M,ω)
i va�i:

i ([X, Y ])ω = dH H = ω(X, Y ).

Dokaz:

Na osnovu Kartanove formule za Lijev izvod (7) i qiǌenice da
je forma zatvorena dobijamo:

d

dt
ψ∗tω = ψ∗t (i(Xt)dω + d(i(Xt)ω)) = ψ∗t d(i(Xt)ω),

tj. va�i prvi deo stava.
Primetimo da je X simplektiqko vektorsko poǉe ako i samo ako
je Lijev izvod LXω = 0.
Neka su sada X i Y simplektiqka vektorska poǉa sa odgovaraju�im
tokovima φt i ψt. Tada imamo:

[X, Y ] = LYX =
d

dt

∣∣
t=0
ψ∗tX

i ([X, Y ])ω =
d

dt

∣∣
t=0
i(ψ∗tX)ω = LY (i(X)ω) = di(Y )i(X)ω = d(ω(X, Y )).

Drugu jednakost smo dobili iz toga xto je ψ∗tω = ω, pa je i
i(ψ∗tX)ω = ψ∗t (i(X)ω). Tre�u jednakost smo dobili iz Kartanove
formule (7) uz qiǌenicu da je forma i(X)ω zatvorena.

Q.E.D.

Za svaku glatku funkciju H : M → R vektorsko poǉe XH : M →
TM odre�eno sa:

i(XH)ω = dH
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se naziva Hamiltonovo vektorsko poǉe pridru�eno Hamiltonovoj
funkciji H. Ako je M zatvorena ovo vektorsko poǉe generixe
jednoparametarsku grupu difeomorfizama φtH koja zadovoǉava:

d

dt
φtH = XH ◦ φtH φ0

H = id.

Ova familija se naziva Hamiltonov tok pridru�en funkciji H.
Poxto je taqna forma i zatvorena Hamiltonov tok quva ω.

Ako oznaqimo Hamiltonove difeomorfizme mnogostrukosti M sa
Ham(M) zakǉuqujemo da je Ham(M) ⊆ Symp(M). U specijalnom
sluqaju kada je H1

DR(M) = {0} tada je Ham(M) = Symp(M). Mo�emo
primetiti da je vektorsko poǉe XH tangentno na nivo H = const
iz jednaqina:

dH(XH) = (i(XH)ω)(XH) = ω(XH , XH) = 0.

Primer:

Neka je H funkcija visine x3 na sferi S2 nezavisna od t.. Nivoi
su krugovi konstantne visine i Hamiltonov tok φtH rotira svaki
krug konstantnom brzinom. U cilindriqnim koordinatama XH je
zapravo vektorsko poǉe ∂

∂θ
.

U prvom poglavǉu smo definisali Puasonovu zagradu, sada
dajemo opxtiju definiciju:

Definicija 8. Puasonova zagrada {·, ·} na M je preslikava�e:

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M),

koje je:

• antisimetriqno;

• bilinearno;

• zadovo	ava Lajbnicovo pravilo;

• zadovo	ava Jakobijev identitet.
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Mo�e se pokazati da je izrazom:

{F,G} = ω(XF , XG)

definisana Puasonova zagrada. Puasonova zagrada definixe struk-
turu Lijeve algebre na prostoru glatkih funkcija na M .

Stav 14. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Tada va�i:

1. Gde god je definisan Hamiltonov tok φtH je simplektomorfizam
koji je tangentan na potprostor nivoa H.

2. Za svaku Hamiltonovu funkciju H i svaki simplektomorfizam
ψ va�i:

XH◦ψ = ψ∗XH .

3. Lijeva zagrada dva Hamiltonova vektorska po	a XF i XG je Hamil-
tonovo vektorsko po	e [XF , XG] = X{F,G}.

Dokaz:

Prvi deo stava smo ve� pokazali ranije. Drugi deo sledi iz:

i(XH◦ψ)ω = d(H ◦ ψ) = ψ∗dH = ψ∗i(XH)ω = i(ψ∗XH)ω.

Ovde druge jednakost sledi iz toga xto pull − back komutira sa
operatorom d, a posledǌa iz qiǌenice da je ψ∗ω = ω.
Tre�i deo stava je zapravo drukqije formulisan drugi deo stava
13.

Q.E.D.

Iz ovog stava mo�emo zakǉuqiti da Hamiltonova vektorska
poǉa formiraju podalgebru Lijeve algebre vektorskih poǉa. Pre-
slikavaǌe H 7→ XH je surjektivni homomorfizam Lijevih algebri
glatkih funkcija na M sa Puasonovim zagradama u Lijevu algebru
Hamiltonovih vektorskih poǉa. Jezgro ovog preslikavaǌa qine
konstantne funkcije.
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3.2 Hamiltonova izotopija

Posmatrajmo glatko preslikavaǌe:

[0, 1]×M →M : (t, q) 7→ ψt(q)

takvo da je ψt ∈ Symp(M,ω) i ψ0 = id. Ovakva familija simplekto-
morfizama se naziva simplektiqka izotopija na M, i svaka ovakva
familija je generisana jedinstvenim vektorskim poǉem Xt : M →
TM koje zadovoǉava:

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt.

Kako je ψt simplektomorfizam za svako t i vektorska poǉa Xt su
simplektiqka i va�i:

di(Xt)ω = 0.

Ako su sve ove 1-forme taqne tada postoji glatka familija Hamil-
tonovih funkcija Ht : M → R takva da je:

i(Xt)ω = dHt,

xto znaqi da je Xt Hamiltonovo vektorsko poǉe pridru�eno fami-
liji Ht za svako t. U ovom sluqaju se Ht naziva vremenski zavisan
Hamiltonijan, a ψt se naziva Hamiltonova izotopija.

Primetimo da ako je M prostopovezana mnogostrukost svaka
simplektiqka izotopija je Hamiltonova, jer je tada H1

DR(M) = {0}.

Simplektomorfizam ψ je Hamiltonov ako postoji Hamiltonova
izotopija ψt koja spaja ψ0 = id i ψ1 = ψ. Prostor Hamiltonovih
simplektomorfizama oznaqavamo sa Ham(M,ω) ili jednostavnije
Ham(M). Odnos simplektiqke i Hamiltonove grupe difeomor-
fizama je tema kojoj �emo se detaǉnije posvetiti u narednim
glavama i mo�e da predstavǉa okosnicu daǉih istra�ivaǌa jer
sadr�i dosta otvorenih problema.

3.3 Kotangentno rasloje�e

Kotangentna raslojeǌa formiraju jednu od osnovnih klasa sim-
plektiqkih mnogostrukosti. Kotangentno raslojeǌe T ∗L je vek-
torsko raslojeǌe qija su seqeǌa 1-forme na L. Univerzalna ili

25



kanonska (Liuvilova) forma λcan ∈ Ω1(T ∗L) je forma qija je sim-
plektiqka forma data sa:

ωcan = −dλcan.

U standardnim lokalnim koordinatama (x, y) gde su x kordinate
na L, a y na fibri TxL kanonske forme su date sa:

λcan = y dx, ωcan = dx ∧ dy.

Neka su x : U → Rn lokalne koordinatne karte na L. Mo�emo
o koordinatama misliti kao o realno vrednosnim funkcijama na
U . Tada su diferencijali u taqki q ∈ U linearna preslikavaǌa
dxj(q) : TqL → R i qine bazu dualnog prostora T ∗q L pa se svaki
vektor v∗ ∈ T ∗q L mo�e zapisati kao:

v∗ =
n∑
j=1

yj dxj.

Koordinate yj su jedinstveno odre�ene sa q i v∗ i odre�uju koor-
dinatne funkcije T ∗U → Rn : (q, v∗) 7→ y(q, v∗). Sve u svemu imamo
koordinatne karte T ∗U → Rn × Rn : (q, v∗) 7→ (x(q), y(q, v∗)) i u ovim
koordinatama je kanonska 1-forma data sa:

λcan =
n∑
j=1

yj dxj.

Da bismo pokazali da je ova forma nezavisna od izbora koordi-
natnih karata mo�emo posmatrati xta se dexava pri smeni koor-
dinata, a mo�emo dati i definiciju forme nezavisnu od koordi-
nata xto �emo ovde i uqiniti. Posmatrajmo projekciju:

π : T ∗L→ L, (q, v∗) 7→ q.

Diferencijal ove projekcije je linearno presklikavaǌe:

dπ(q, v∗) : T(q,v∗)T
∗L→ TqL.

Sada je v∗ linearni funkcional na TqL i vrednost kanonske
1-forme u taqki (q, v∗) je kompozicija:

λcan(q,v∗) = v∗ ◦ dπ(q, v∗) : T(q,v∗)T
∗L→ R,
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tj. pull − back v∗ pri projekciji π. Ovo je saglasno sa definici-
jom od ranije jer u lokalnim koordinatama (x, y) na T ∗L linearno
preslikavaǌe dπ(q, v∗) je dato sa (ξ, η) 7→ ξ i sledi da je v∗ ◦dπ(q, v∗)
linearan funkcional (ξ, η) 7→ 〈y, ξ〉 koji mo�e biti zapisan kao∑

j yj dxj. Oqigledno je iz predstavǉaǌa forme λcan da je 2-forma
ωcan = −dλcan nedegenerisana, pa je (T ∗L, ωcan) simplektiqka mno-
gostrukost.

Stav 15. 1-forma λcan ∈ Ω1(T ∗)L je jedinstveno odre�ena svojstvom:

σ∗λcan = σ

za svaku 1-formu σ : L→ T ∗L.

Dokaz:

U lokalnim koordinatama x na L 1-forma σ na L mo�e biti za-
pisana kao:

σ =
n∑
j=1

aj(x) dxj.

Kada je posmatramo kao preslikavaǌe iz L u T ∗L ova forma je
data u lokalnim koordinatama sa:

x 7→ (xj, . . . , xn, a1(x), . . . an(x)),

pa je pull − back forme λcan zapravo forma σ.
Q.E.D.

Ako imamo dve simplektiqke mnogostrukosti (M1, ω1) i (M2, ω2)
tada je i ǌihov Dekartov proizvod simplektiqka mnogostrukost,
sa formom µπ∗1ω1 +νπ∗2ω2, gde su π1 i π2 kanonske projekcije, a µ i ν
proizvoǉne konstante razliqite od nule. Ova forma je zatvorena
zbog linearnosti i zatvorenosti ω1 i ω2:

dω = d(µπ∗1ω1 + νπ∗2ω2) = µπ∗1dω1 + νπ∗2dω2 = 0.

Za nedegenerisanost pogledajmo:

ω((X1, X2), (Y1, Y2)) =

µπ∗1ω1((X1, X2), (Y1, Y2)) + νπ∗2ω2((X1, X2), (Y1, Y2)) =
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µω1(π1∗(X1, X2), π1∗(Y1, Y2)) + νω2(π2∗(X1, X2), π2∗(Y1, Y2)) =

µω1(X1, Y1) + νω2(X2, Y2).

Ako je (X1, X2) 6= 0 tada je X1 6= 0 ili X2 6= 0. Uzmimo da je X1 6= 0.
Iz nedegenerisanosti ω1 postoji Y tdj. ω(X1, Y ) 6= 0. Mo�emo
izabrati (Y1, Y2) = (Y, 0) i vidimo da je tada ω razliqito od nule.
Sliqno mo�emo postupiti i u drugom sluqaju i zakǉuqujemo da
je forma nedegenerisana.

3.4 Mozerov trik i Darbuova teorema

U ovom delu �emo opisati Mozerov trik koji ima mnoge znaqa-
jne posledice, kao xto je da simplektiqke mnogostrukosti nemaju
lokalnih invarijanti.

Slobodno govore�i Mozerov argument govori da za svaku fami-
liju simplektiqkih formi ωt ∈ Ω2(M) sa taqnim izvodom:

d

dt
ωt = dσt

postoji familija difeomorfizama ψt tako da va�i:

ψ∗tωt = ω0. (9)

Glavna ideja je da odredimo difeomorfizme ψt predstavǉaju�i ih
kao tok familije vektorskih poǉa Xt na M . Pretpostavimo da je:

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt, ψ0 = id. (10)

Treba odrediti vektorska poǉa Xt tako da je zadovoǉena jed-
naqina (9). Diferenciraǌem uz primenu Kartanove formule (8)
dobijamo:

0 =
d

dt
ωt = ψ∗t

(
d

dt
ωt + i(Xt)dωt + di(Xt)ωt

)
.

Kako je ωt zatvorena forma za svako t i ǌen izvod taqna forma
ovo je zadovoǉeno ako va�i:

σt + i(Xt)ωt = 0. (11)
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Kako je forma ωt nedegenerisana postoji jedinstvena familija vek-
torskih poǉa Xt koja zadovoǉava ovu jednaqinu i na taj naqin smo
dobili familiju ψt koja zadovoǉava tra�ene uslove kao rexeǌe
diferencijalne jednaqine (10).

Ovaj argument je skroz korektan u sluqaju kada je M kompak-
tna mnogostrukost. U opxtem sluqaju treba proveriti da postoji
rexeǌe diferencijalne jednaqine na tra�enom vremenskom inter-
valu.

Stav 16. Neka je M 2n dimenziona glatka mnogostrukost i Q ⊆ M
kompaktna podmnogostrukost. Pretpostavimo da su ω0, ω1 ∈ Ω2(M)
zatvorene 2-forme koje su jednake i nedegenerisane na TqM u svakoj
taqki q ∈ Q. Tada postoje okoline Q N0 i N1 i difeomorfizam ψ :
N0 → N1 tako da va�i:

ψ |Q= id ψ∗ω1 = ω0.

Dokaz:

U svetlu Mozerovog trika dovoǉno je pokazati da postoji 1-forma
σ ∈ Ω1(N0) takva da va�i:

σ |TQM= 0, dσ = ω1 − ω0.

Tada mo�emo posmatrati familiju zatvorenih formi:

ωt = ω0 + t(ω1 − ω0) = ω0 + tdσ.

Skupǉaju�i N0 po potrebi mo�emo dobiti da je ova familija
nedegenerisana na N0 za svako t. Tada mo�emo dobiti odgovaraju�a
vektorska poǉa Xt koja se anuliraju na Q rexavaju�i jednaqinu
(10). Skupǉaju�i ponovo okolinu N0 po potrebi mo�emo dobiti
da rexeǌe diferencijalne jednaqine postoji na vremenskom in-
tervalu 0 ≤ t ≤ 1.

Da bi pokazali postojaǌe forme σ razmatra�emo restrikciju
eksponencijalnog preslikavaǌa na normalno raslojeǌe TQ⊥ pod-
mnogostrukosti Q u odnosu na proizvoǉnu Rimanovu metriku na
M:

exp : TQ⊥ →M.
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Posmatrajmo i okolinu nultog seqeǌa:

Uε =
{

(q, v) ∈ TM | q ∈ Q, v ∈ TqQ⊥, |v| < ε
}
.

Restrikcija eksponencijalnog preslikavaǌa na Uε je difeomor-
fizam na N0 = exp(Uε) za dovoǉno malo ε. Definiximo sada
φt : N0 → N0 za 0 ≤ t ≤ 1 sa:

φt(exp(q, v)) = exp(q, tv).

Sada je φt difeomorfizam za t > 0 i va�i:

φ0(N0) ⊆ Q, φ1 = id, φt |Q= id.

Daǉe sledi:
φ∗0τ = 0, φ∗1τ = τ,

gde smo sa τ oznaqili τ = ω1 − ω0.
Kako je φt difeomorfizam za svako t > 0 mo�emo definisati vek-
torsko poǉe :

Xt =

(
d

dt
φt

)
◦ φ−1

t .

Dobijamo:
d

dt
φ∗t τ = φ∗tLXtτ = d(φ∗t i(Xt)τ) = dσt,

gde je familija 1-formi :

σt(q; v) = τ

(
φt(q);

d

dt
φt(q), dφ(q)v

)
glatka u trenutku t = 0 i anulira se na Q. Daǉe sledi:

τ = φ∗1τ − φ∗0τ =

∫ 1

0

d

dt
φ∗t τdt = dσ, σ =

∫ 1

0

σtdt.

Q.E.D.

Teorema 3. (Darbu) Svaka simplektiqka forma ω na M je lokalno
difeomorfna standardnoj formi ω0 na R

2n.
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Dokaz:

Dovoǉno je primeniti prethodni stav u sluqaju kada je Q jedna
taqka.

Posledica:

Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost dimenzije 2n. Tada
postoji otvoreno pokrivaǌe {Uα}α mnogostrukosti M i karte α :
Uα → α(Uα) ⊆ R2n tako da va�i α∗ω0 = ω. Ovaj atlas ima simplek-
tiqku matricu prelaska:

d(β ◦ α−1)(x) ∈ Sp(2n), x ∈ α(Uα ∩ Uβ).

Karte sa ovom osobinom se nazivaju Darbuove karte.
Iz ovoga zakǉuqujemo da za razliku od Rimanove geometrije sim-
plektiqke mnogostrukosti nemaju lokalnih invarijanti, ve� samo
globalne kao xto je na primer kohomoloxka klasa forme [ω].

Teorema 4. Neka je M zatvorena mnogostrukost i ωt glatka fami-
lija formi na M u istoj kohomoloxkoj klasi. Tada postoji familija
difeomorfizama ψt na M tako da va�i:

ψ0 = id ψ∗tωt = ω0.

Skica dokaza:

Da bismo primenili Mozerov trik moramo na�i glatku familiju
1-formi σt takvu da va�i:

dσt =
d

dt
ωt.

Kako su ωt u istoj kohomoloxkoj klasi forme ωt − ω0 su taqne, pa
su i forme τt = d

dt
ωt, tj. za svako t postoji 1-forma σt takva da

je dσt = τt. Glatkost familije se pokazuje indukcijom po broju
skupova u dobrom pokrivaǌu mnogostrukosti M. Doka�e se da
va�i za kompaktno sadr�ane forme u koordinatnim kartama pri-
menom Poenkareove leme sa kompaktnim nosaqem, a zatim se in-
duktivni korak dokazuje upotrebom Majer-Vietorisovog niza. Za
detaǉe videti [6].

Q.E.D.
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Neka je Q ⊆ M podmnogostrukost. Familija ulagaǌa ψt : Q →
M koja poqiǌe sa inkluzijom se naziva izotopija Q u M . Ako je
ψt = ψ0 na nekom podskupu Y ⊂ Q naziva se izotopija rel Y . Ako ψt
quva simplektiqku strukturu naziva se simplektiqka izotopija.
Za dve simplektiqke forme ω0 i ω1 ka�emo da su izotopne ako pos-
toji glatka familija ωt simplektiqkih formi iste kohomoloxke
klase koja ih spaja. Ka�emo da su jako izotopne ako postoji famil-
ija izotopija ψt na M tako da je ψ∗1ω1 = ω0.

Jedna od poznatih qiǌenica iz diferencijalne topologije je
da se izotopija kompaktne podmnogostrukosti Q ⊂M mo�e proxi-
riti na ceo M , ali je pitaǌe kada je to mogu�e u simplektiqkoj
kategoriji. Na neku okolinu od Q je mogu�e proxiriti ako je
Q lepo izabrana u odnosu na formu ω, recimo kada je simplek-
tiqka ili Lagran�ova. Za proxireǌe na ceo M me�utim postoje
kohomoloxke opstrukcije. Vixe detaǉa o ovome u [6].

Teorema 5. Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost
i Q ⊂ M kompaktan podskup. Neka je ψt : U → M simplektiqka
izotopija otvorene okoline U skupa Q i neka je:

H2(M,Q;R) = 0.

Tada postoji okolina N od Q takva da je N ⊂ U i simplektiqka izo-
topija φt : M →M Takva da za svako t va�i:

ψt |N= φt |N .

Dokaz:

Videti [6].

3.5 Podmnogostrukosti i okoline

Razmatra�emo ulo�ene podmnogostrukosti koje unutraxǌu top-
ologiju nasle�uju iz okru�eǌa. Podmnogostrukost Q ⊂ M se
naziva simplektiqka (izotropna, koizotropna, Lagran�ova) ako
je za svako q ∈ Q podprostor TqQ simplektiqkog vektorskog pros-
tora (TqM,ω) simplektiqki (izotropan, koizotropan, Lagran�ov).
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Primer:

Nulto seqeǌe i fibre kotangentnog raslojeǌa T ∗L sa kanonskom
simplektiqkom strukturom su Lagran�ove, jer se kanonska 1-forma
anulira na ovim podmnogostrukostima. Ili opxtije za svaku
glatku podmnogostrukost Q ⊂ L anihilator:

TQ⊥ =
{

(q, v∗) ∈ T ∗L|q ∈ Q, v∗ |TqQ= 0
}

je Lagran�ov podprostor. Podmnogostrukost TQ⊥ se naziva konor-
malno raslojeǌe i specijalni sluqajevi su nulto seqeǌe (Q = L)
i fibra (Q = pt).

Primer:

Za datu simplektiqku mnogostrukost (M,ω) prozvod M × M do-
puxta prirodnu simplektiqku strukturu (−ω) × ω. Podprostori
M ×{pt} i {pt}×M su simplektiqki, dok je dijagonala Lagran�ov
podprostor.

Stav 17. Grafik Γσ ⊂ T ∗L 1-forme σ je Lagran�ov ako i samo ako je σ
zatvorena.

Dokaz:

Grafik Γσ je slika ulagaǌa σ : L→ T ∗L. Sledi da se simplektiqka
forma −dλcan anulira na Γσ ako i samo ako:

0 = σ∗(dλcan) = d(σ∗λcan) = dσ.

Ovde smo koristli osobinu kanonske forme da je σ∗λcan = σ.
Q.E.D.

Stav 18. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i ψ : M →
M difeomorfizam. Tada je ψ simplektomorfizam ako i samo ako je
grafik:

graph(ψ) = {(q, ψ(q)) | q ∈M} ⊂M ×M
Lagran�ova podmnogostrukost simplektiqkog prostora (M×M,−ω×
ω).

Dokaz:

Oznaqimo γ ulagaǌe:

γ : M →M ×M, q 7→ (q, ψ(q)),
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i neka je ω̂ = π∗1ω − π∗2ω forma na proizvodu M × M . Grafik je
Lagran�ov potprostor ako i samo ako je γ∗ω̂ = 0. Sa druge strane
imamo:

γ∗ω̂ = γ∗π∗1ω − γ∗2ω = (π1 ◦ γ)∗ω − (π2 ◦ γ)∗ω.

Koriste�i qiǌenicu da je π1◦γ identiteta, a π2◦γ = ψ zakǉuqujemo
da va�i ekvivalencija:

γ∗ω̂ = 0⇐⇒ ψ∗ω = ω.

Q.E.D.
Ovaj stav pokazuje koliko su Lagran�ove podmnogostrukosti

va�ne, i u ǌihovom prouqavaǌu su se razvile znaqajne tehnike i
naxli va�ni primeri u simplektiqkoj teoriji.

Teorema 6. Neka je za j = 0, 1 (Mj, ωj) simplektiqka mnogostrukost,
Qj kompaktna simplektiqka podmnogostrukost i νQj = (TQj)

ω sim-
plektiqko normalno rasloje�e. Pretpostavimo da postoji izomor-
fizam Φ : νQ0 → νQ1 simplektiqkih normalnih rasloje�a na Q0 i Q1

koja natkrivaju simplektomorfizam ϕ : (Q0, ω0) → (Q1, ω1). Tada se ϕ
mo�e proxiriti do simplektomorfizma ψ : (N(Q0), ω0)→ (N(Q1), ω1)
tako da dψ indukuje preslikava�e Φ na νQ0.

Dokaz:

Prvo primetimo da se ϕ mo�e proxiriti do difeomorfizma ϕ′ :
N(Q0)→ N(Q1) tako da dϕ′ indukuje preslikavaǌe Φ na TQω

0 . Ovde
mo�emo uzeti:

ϕ′ = exp1 ◦Φ ◦ exp−1
0

gde je expj eksponencijalno preslikavaǌe okoline nultog seqeǌa u
normalnom raslojeǌu Qj u neku okolinu Qj u Mj. Zakǉuqujemo da
su ω0 i ω1 dve simplektiqke forme koje se poklapaju na tangentnom
prostoru kompaktne podmnogostrukosti pa tvr�eǌe teoreme sledi
primenom stava (16).

Q.E.D.

Teorema 7. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i L ⊂M kom-
paktna Lagran�ova podmnogostrukost. Tada postoji okolina N(L0) ⊂
T ∗L nultog seqe�a i okolina V ⊂M od L i difeomorfizam φ : N(L0)→
V tako da va�i:

φ∗ω = −dλ φ
∣∣
L

= id

gde smo sa λ oznaqili kanonsku 1-formu na T ∗L.
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Dokaz:

Dokaz poqiva na qiǌenici da je normalno raslojeǌe L uM izomorfno
tangentnom raslojeǌu. Detaǉi se mogu na�i u [6].

Stav 19. Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost. Tada
se okolina identitete u Symp(M) mo�e identifikovati sa okoli-
nom nule u vektorskom prostoru zatvorenih 1-formi na M .

Skica dokaza:

Na osnovu prethodne teoreme postoji okolina N(∆) ⊂ M × M
dijagonale ∆, konveksna okolina N(M0) ⊂ T ∗M nultog seqeǌa
M0 i difeomorfizam ψ : N(∆) → N(M0). Pretpostavimo da je
ψ ∈ Symp(M,ω) dovoǉno C1 blizu identitete. Na osnovu stava
18 grafik ψ je Lagran�ova podmnogostrukost N(∆), pa je L =
Ψ(graph(ψ)) Lagran�ova podmnogostrukost T ∗M . Nadaǉe L je slika
glatkog preslikavaǌa:

M → T ∗M : q 7→ Ψ(q, ψ(q))

koje je C1 blizu kanonskog ulagaǌa nultog seqeǌa. Sledi da je
graf 1-forme σ na M koja je zatvorena na osnovu stava 17. De-
taǉnije u [6].

Q.E.D.
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4 Grupa simplektomorfizama i grupa

Hamiltonovih difeomorfizama

U prethodnom poglavǉu smo definisali grupe simplektomorfi-
zama i Hamiltonovih difeomorfizama. ǋihov odnos je i glavna
tema ovog rada, a ovde �emo navesti ǌihive osnovne osobine.
Prvo �emo pokazati da dva simplektomorfizma ψ1 i ψ2 koja su
dovoǉno blizu u C1 topologiji mogu biti spojena glatkim putem
simplektomorfizama, tj. va�i teorema:

Teorema 8. Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost.
Tada je grupa simplektomorfizama Symp(M,ω) lokalno putno pove-
zana.

Dokaz:

Dokaz se bazira na tome da se okolina identitete u Symp(M,ω)
mo�e identifikovati sa okolinom nule u vektorskom prostoru 1-
formi na M , na osnovu stava 19. Naime, mo�emo identifikovati
dijagonalu u prostoru M×M sa nultim seqeǌem u T ∗M , qime smo
dobili tra�enu identifikaciju okoline identitete u Symp(M,ω)
sa prostorom zatvorenih 1-formi. Sve ove forme imaju grafik Γσ
koji le�i u konveksnoj okolini N(M0) nultog seqeǌa u T ∗M i ako
imamo 1-formu σ imamo i ceo put tσ, t ∈ [0, 1]. Sledi da je prostor
formi kontraktibilan, pa i okolina identitete.

Q.E.D.
Grupa simplektomorfizama kompaktne mnogostrukosti je bes-

konaqno dimenziona Lijeva grupa qija je Lijeva algebra prostor
χ(M,ω) simplektiqkih vektorskih poǉa i to je jedna sa Kartanove
liste prostih nerastavǉivih Lijevih grupa.

Neka je Symp0(M,ω) komponenta identitete u Symp(M,ω). Na
osnovu prethodne teoreme za svako ψ ∈ Symp0(M,ω) postoji glatka
familija simplektomorfizama ψt ∈ Symp(M,ω) takva da je ψ0 = id
i ψ1 = ψ. Za familiju simplektomorfizama postoji jedinstvena
familija vektorskih poǉa XtM → TM takva da va�i:

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt.

Ka�emo da familija Xt generixe izotopiju ψt. Kako su ψt sim-
plektomorfizmi za svako t i vektorska poǉa Xt su simplektiqka
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i va�i di(Xt)ω = 0. Ako su sve ove 1-forme taqne tada postoji
glatka familija Hamiltonovih funkcija Ht : M → R takva da je:

i(Xt)ω = dHt.

Neka je za svako t Xt Hamiltonovo vektorsko poǉe pridru�eno
funkciji Ht. Podsetimo se da se u ovoj situaciji ψt naziva Hamil-
tonova izotopija generisana vremenski zavisnim Hamiltonijanom
Ht. Simplektomorfizam ψ ∈ Symp(M,ω) se naziva Hamiltonovim
ako postoji Hamiltonova izotopija ψt ∈ Symp(M,ω) od ψ0 = id do
ψ1 = ψ. Prostor Hamiltonovih simplektomorfizama oznaqavamo
sa Ham(M,ω) = Ham(M). Navikli smo da su grupe u geometriji
date transformacijama koje quvaju zadatu strukturu, xto ovde
nije sluqaj i nije odmah jasno da je Ham(M) grupa.

Stav 20. Podgrupa Ham(M,ω) ⊂ Symp(M,ω) je normalna i putno
povezana.

Dokaz:

Ako je Ht = 0 tada je i dHt = 0 i dobijamo vektorsko poǉe Xt = 0
koje generixe izotopiju ψt = id, jer je tada dψt

dt
= 0. Iz ovoga

vidimo da je id neutral u Ham(M).
Neka su sad ψt i φt Hamiltonove izotopije generisane vremen-

ski zavisnim Hamiltonijanima Ht i Kt. Pokaza�emo da je ψt ◦ φt
generisana Hamiltonijanom definisanim sa:

(H]K)t = Ht +Kt ◦ ψ−1
t .

Po definiciji je:
i(XH]K)ω = ω(XH]K , ·).

Tako�e je:

i(XH]K)ω = d(H]K) = d(Ht +Kt ◦ ψ−1
t ) =

dHt + dKt ◦ dψ−1
t = ω(XHt , ·) + ω(XKt , dψ

−1
t ) =

ω(XHt , ·) + ω(dψt(XKt), ·) = ω(XHt + dψt(XKt), ·).

Iz ovoga mo�emo zakǉuqiti da je:

XH]K = XHt + dψt(XKt).
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Sa druge strane diferenciraǌem dobijamo:

d(ψt ◦ φt)
dt

=
dψt
dt

+ dψt(
dφt
dt

) = XHt + dψt(XKt).

Ovim je pokazano da je Ham(M) zatvoreno za kompoziciju.
Za inverz posmatrajmo:

H t = −Ht ◦ ψt.

Na osnovu pokazanog znamo da je:

H]H = 0,

pa vidimo da je Ham(M) zatvoren za inverz. Ovim smo pokazali
da je Ham(M) zaista grupa.

Neka je sada χ proizvoǉan simplektomorfizam. Da bismo pokazali
da je χ ◦ ψt ◦ χ−1 Hamiltonov definiximo:

Hχ
t = Ht ◦ χ−1.

Mo�emo izvesti sliqan raqun kao i ranije:

i(XHχ
t
)ω = ω(XHχ

t
, ·)

i(XHχ
t
)ω = dHχ

t = d(Ht ◦ χ−1) =

dHt ◦ dχ−1 = ω(XHχ
t
, dχ−1) =

ω(dχ(XHχ
t
), ·).

Ovim smo pokazali da je:

XHχ
t

= dχ(XHχ
t
).

Tako�e diferenciraǌem dobijamo isti izraz:

d

dt
(χ ◦ ψt ◦ χ−1) = dχ(XHχ

t
),

pa mo�emo zaǉuqiti da je grupa Ham(M) normalna.
Putna povezanost je oqigledna iz definicije.

Q.E.D.
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Prethodne definicije mo�emo uopxtiti i na sluqajeve kada
M nije kompaktna, pri qemu �emo zahtevati da je bez granice. U
ovom sluqaju �emo posmatrati simplektomorfizme sa kompaktnim
nosaqem, a grupe �emo oznaqavati sa Sympc(M) = Sympc(M,ω) i
Hamc(M) = Hamc(M,ω). U ovim grupama imamo topologiju C1

konvergencije na kompaktnim skupovima.

Sympc(M) =
⋃

K⊂M K kompaktan

SympK(M)

gde smo sa SympK(M) oznaqili simplektomorfizme sa nosaqem u
kompaktnom skupu K. Ovde va�i da za svaki konaqan neprekidan
put φt, t ∈ [0, 1] u Sympc(M) postoji kompaktan skup K koji sadr�i
sve nosaqe φt. Potpuno analogno:

Hamc(M) =
⋃

K⊂M K kompaktan

HamK(M)

gde HamK(M) sadr�i sve simplektomorfizme φ koji su vremenske
funkcije neke Hamiltonove izotopije sa nosaqem u K.

Stav 21. Neka imamo mnogostrukost sa taqnom formom (M,ω = −dλ)
i familiju difeomorfizama φt sa kompaktnim nosaqem uz uslov φ0 = id.
Tada je:

1. ψt simplektomorfizam za svako t ako i samo ako je forma ψ∗t λ− λ
zatvorena za svako t;

2. ψt Hamiltonov simplektomorfizam za svako t ako i samo ako je
forma ψ∗t λ− λ taqna za svako t.

Dokaz:

Prvi deo stava sledi iz definicije, jer je ψt simplektiqka ako i
samo ako je ψ∗tω = ω, a to znaqi da je i d(ψ∗t λ− λ) = 0.
Podsetimo se da je ψt Hamiltonov ako samo ako je forma i(Xt)ω =
dHt taqna. Primenom Kartanove formule dobijamo:

ψ∗t λ− λ = ψ∗t λ− ψ∗0λ =

∫ t

0

d

ds
ψ∗sλds =

∫ t

0

ψ∗s(i(Xs)(−ω) + d(i(Xs)λ))ds = d

∫ t

0

ψ∗s(i(Xs)λ)ds−
∫ t

0

ψ∗s(i(Xs)ω).

39



Dobili smo da je ψ∗t λ− λ taqna forma za svako t ako i samo ako je∫ t
0
ψ∗s(i(Xs)ω) taqan za svako t, a ovo va�i ako i samo ako je forma

ψ∗t (i(X)ω) taqna.
Q.E.D.

Ovde mo�emo posmatrati homomorfizam:

Sympc0(M)→ H1
c (M ;R) ψ 7→ [λ− ψ∗λ].

I tako�e sliqno kao xto �emo pokazati kasnije za kompaktne mno-
gostrukosti ovde imamo taqan niz:

0→ Hamc(M)→ Sympc0 → H1
c (M ;R)→ 0.

Objasnimo jox malo algebarsku strukturu grupe Ham(M) u
slede�ih nekoliko stavova.

Stav 22. Neka su ψt i φt Hamiltonovi tokovi generisani Hamilto-
novim funkcijama F i G. Ako za svako t va�i da je ψt ◦ φt = φt ◦ ψt
tada je {F,G} = 0.

Dokaz:

Kao xto smo videli u dokazu stava da je Ham(M) grupa, Hamilto-
novim tokovima ψt ◦ φt i φt ◦ ψt odgovaraju :

F +G ◦ ψ−1
t G+ F ◦ φ−1

t .

I kako su jednaki za svako t imamo:

F +G ◦ ψ−1
t = G+ F ◦ φ−1

t .

Sada ovu jednakost mo�emo diferencirati u odnosu na t i dobi-
jamo slede�i niz jednakosti:

−dG(XF ) = −dF (XG),

ω(XG, XF ) = ω(XF , XG),

{F,G} = {G,F}.

Iz antikomutativnosti Puasonove zagrade imamo tvr�eǌe stava.
Q.E.D.
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Stav 23. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i U ⊂M otvo-
ren i neprazan podskup. Tada postoje ψ, φ ∈ Ham(M,ω) takvi da im je
nosaq u U i ψ ◦ φ 6= φ ◦ ψ.

Dokaz:

Izaberimo taqku x ∈ U kao i tangentne vektore X, Y ∈ TxU takve
da je ω(X, Y ) 6= 0. Konstruixemo funkcije F i G takve da je:

dFx = i(X)ωx, dGx = i(Y )ωx.

Ovakve funkcije mo�emo uvek dobiti u taqki. Zatim, definixemo
van taqke x funkcije na proizvoǉan naqin. Izaberimo i skup V
takav da je x ∈ V ⊆ V ⊂ U . Na osnovu Urisonove leme postoji
funkcija:

ρ : M → R,

ρ(x) =

{
1 x ∈ V,
0 x ∈ U c.

Sada mo�emo definisati nove funkcije mno�eǌem poqetnih sa ρ:

F̃ = ρ · F, G̃ = ρ ·G.

Pridru�imo ovim funkcijama Hamiltonove difeomorfizme ψ i φ.
Tada je u taqki x ψ ◦ φ 6= φ ◦ ψ, na osnovu prethodnog stava, jer je:

{F̃ , G̃}x = {F,G}x = ω(XF , XG)x = ω(X, Y ) 6= 0.

Na osnovu ǌihove konstrukcije nosaq funkcija F̃ i G̃ je u U , pa
je i nosaq ψ i φ u U .

Q.E.D.
Navedimo u vezi sa ovom temom jox dve teoreme koje je dao

Banjaga (videti [1]):

Teorema 9. Ako je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost
grupa Ham(M,ω) je prosta.

Teorema 10. Neka su (M1, ω1) i (M2, ω2) dve zatvorene simplektiqke
mnogostrukosti qije su grupe Hamiltonovih difeomorfizama izomorfne.
Tada su ove mnogostrukosti konformno simplektomorfne, tj. postoji
difeomorfizam ψ : M1 →M2 i broj c 6= 0 tako da je ψ∗ω2 = cω1.

Drugim reqima teorema govori da algebarska struktura grupe
Hamiltonovih difeomorfizama odre�uje simplektiqku mnogostru-
kost do na faktor.
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5 C1 i C0 fluks-hipoteza

Definisa�emo fluks homomorfizam na univerzalnom natkrivaǌu
Symp0(M) (pogledati dodatak). Pretpostavimo da je M zatvorena
mnogostrukost i oznaqimo sa S̃ymp0(M,ω) univerzalno natkrivaǌe
komponente identitete. Taqka u S̃ymp0(M,ω) je homotopska klasa
glatkog puta ψt ∈ Symp0(M,ω) sa fiksnim krajevima ψ0 = id i
ψ1 = ψ. Ovu klasu �emo oznaqiti sa {ψt}. Struktura grupe mo�e
biti uvedena na dva ekvivalentna naqina kao kompozicija sim-
plektomorfizama ili kao nastavǉaǌe puteva. Tako mo�emo mis-
liti o {ψt} · {φt} kao o klasi ekvivalencije puta ψt ◦ φt ili kao o
klasi ekvivalencije glatke reparametrizacije date sa :

χt =

{
φ2t 0 ≤ t ≤ 1/2

ψ2t−1 ◦ φ1 1/2 ≤ t ≤ 1
.

Mo�e se pokazati da je put ψt ◦ φt homotopan χt sa fiksnim kraje-
vima, pa imamo jednakost klasa:

{χt} = {ψt ◦ φt}.

Definicija 9. Fluks homomorfizam Flux : S̃ymp0(M) → H1(M,R)
definixemo sa :

Flux({ψt}) =

∫ 1

0

[i(Xt)ω] dt ∈ H1(M,R)

gde je Xt vektorsko po	e definisano sa:

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt.

Moramo najpre proveriti da je fluks dobro definisan tj. da
zavisi samo od homotopske klase sa fiksnim krajevima puta ψt.
Koristi�emo uobiqajenu identifikaciju H1(M,R) sa Hom(π1(M), R),
tj. smatra�emo da kohomoloxka klasa odgovara homomorfizmu
π1(M)→ R definisanom sa :

γ 7→
∫ 1

0

∫ 1

0

ω(Xt(γ(s)), γ̇(s))ds dt.
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Stav 24. Fluks je dobro definisan, tj. desna strana prethodne for-
mule zavisi samo od homotopske klase γ i homotopske klase ψt sa fik-
snim krajevima.

Dokaz:

Kako je ψt familija simplektomorfizama 1-forme i(Xt)ω su zatvo-
rene. Definiximo sada preslikavaǌe β : S1 × [0, 1]→M sa:

β(s, t) = ψ−1
t (γ(s)).

Diferenciraju�i jednakost ψt(β(s, t)) = γ(s) u odnosu na s i t do-
bijamo:

dψt(β)
∂β

∂s
= γ̇(s) dψt(β)

∂β

∂t
= −Xt(γ(s))

i kako su ψt simplektomorfizmi va�i ψ∗tω = ω pa imamo:

Flux({ψt})(γ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

ω

(
∂β

∂s
,
∂β

∂t

)
ds dt.

Geometrijski ovo znaqi da je β preslikavaǌe cilindra S1×[0, 1] na
M sa fiksiranim krajnim kru�nicama. Zakǉuqujemo da jednaqina
zavisi samo od homotopske klase ψt sa krajevima ψ0 = id i ψ1 = ψ,
tj. definicija fluksa je korektna.

Q.E.D.

Ovaj stav ima i geometrijsku interpretaciju:
vrednost Flux({ψt}) na petǉi γ je zapravo simplektiqka povrxina
ograniqena petǉom γ pri izotopiji ψt. Sliqan argument va�i i
ako posmatramo prirodnije preslikavaǌe β′ [0, 1] × S1 → M dato
sa:

β′(t, θ) = ψt(γ(θ)).

Ovo preslikavaǌe predstavǉa sliku petǉe γ pri toku ψt.

Stav 25. ∫
β∗ω =

∫
β′∗ω.

Dokaz:

Dovoǉno je pokazati da su preslikavaǌa:

β′(t, θ) = ψt(γ(θ)) i ψ(β(θ, 1− t)) = ψ1 ◦ ψ1−t(γ(θ))

43



homotopna sa fiksiranim krajnim kru�nicama (u t = 0 i t = 1), a
to va�i jer su putevi {ψt} i {ψ1 ◦ ψ1−t} homotopni sa fiksnim
krajevima. (Dovoǉno je uoqiti familiju simplektomorfizama
ψt,s = ψt ◦ ψs, t ≥ s.)

Sada sledi jedna od najva�nijih teorema koja nam daje vezu
izme�u fluks homomorfizma i Hamiltonovih simplektomorfizama.

Teorema 11. Neka je ψ ∈ Symp0(M,ω). Tada je ψ Hamiltonov sim-
plektomorfizam ako i samo ako postoji simplektiqka izotopija:

[0, 1]→ Symp0(M,ω) : [0, 1] 7→ ψt

takva da va�i:

ψ0 = id ψ1 = ψ Flux({ψt}) = 0.

Tako�e ako je Flux({ψt}) = 0 tada je {ψt} izotopan sa fiksiranim kra-
jevima Hamiltonovoj izotopiji.

Dokaz:

Ako je ψ Hamiltonijan on je krajǌa taqka Hamiltonove izotopije
ψt koja odgovara familiji Hamiltonovih funkcija Ht : M → R i:

Flux({ψt}) =

∫ 1

0

[i(Xt)ω] dt =

∫ 1

0

[dHt] dt = 0.

Obratno, neka je ψt ∈ Symp0(M,ω) simplektiqka izotopija od ψ0 =
id do ψ1 = ψ takva da je Flux({ψt}) = 0 i definixemo Xt ∈ χ(M,ω)
sa:

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt.

Znamo da je integral
∫ 1

0
i(Xt)ω dt taqan i treba da meǌamo izo-

topiju ψt tako da je i(Xt)ω taqna za svako t. Ekvivalentno je da
treba da je integral

∫ T
0
i(Xt)ω dt taqan za svako T ∈ [0, 1]. Prvi

korak je modifikovati ψt Hamiltonovom izotopijom tako da dobi-
jemo da je 1-forma

∫ 1

0
i(Xt)ω dt nula.

Kako je Flux({ψt}) = 0 postoji funkcija F : M → R takva da je:∫ 1

0

i(Xt)ω dt = dF.
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Neka je φsF Hamiltonov tok ove funkcije. Kako je ovaj tok Hamil-
tonov dovoǉno je dokazati teoremu za kompoziciju φ−1

F ◦ ψ. Ovo je
krajǌa taqka nastavǉaǌa puteva ψ′t definisanog sa:

ψ′t =

{
ψ2t 0 ≤ t ≤ 1/2,

φ1−2t
F ◦ ψ1 1/2 ≤ t ≤ 1.

Izotopija ψ′t je generisana familijom vektorskih poǉa X ′t takvim
da je

∫ 1

0
X ′tdt = 0. Dakle mo�emo uzeti da je ψ = ψ1 za neku izo-

topiju sa
∫ 1

0
Xtdt = 0.

Neka za svako t va�i da je θst ∈ Symp0(M,ω), s ∈ R tok generisan
vektorskim poǉem:

Yt = −
∫ t

0

Xλ dλ

d

ds
θst = Yt ◦ θst θ0

t = id.

Iz Y0 = Y1 = 0 sledi da je θs0 = θs1 = id za svako s pa je :

φt = θ1
t ◦ ψt

�eǉena izotopija od φ0 = id do φ1 = ψ1 = ψ. Ovo sledi iz toga xto
je fluks homomorfizam grupa i va�i:

Flux({φ}0≤t≤T ) = Flux
(
{θ1

t }0≤t≤T
)

+ Flux ({ψt}0≤t≤T )

= Flux ({θsT}0≤s≤1) +

∫ T

0

[i(Xt)ω] dt

= [i(YT )ω] +

∫ T

0

[i(Xt)ω] dt = 0.

U drugoj jednakosti smo iskoristili da je fluks homotopno in-
varijantan, a u tre�oj da je θsT tok YT .

Q.E.D.

Primetimo da svi ovi rezultati va�e i ako M nije kompak-
tna mnogostrukost pri qemu se posmatraju simplektomorfizmi sa
kompaktnim nosaqem i grupa H1

c (M,R).

Stav 26. Ako je ω = −dλ i ψt : M → M simplektiqka izotopija sa
kompaktnim nosaqem tada je Flux({ψt}) = [λ− ψ∗1λ].
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Dokaz:

Ako je ψt generisana vektorskim poǉem Xt sa kompaktnim nosaqem
tada va�i:

[i(Xt)ω] = − [ψ∗t i(Xt)dλ] = − [ψ∗tLXtλ] = − d

dt
[ψ∗t λ] .

Odavde sledi zakǉuqak stava inegracijom od 0 do 1.
Q.E.D.

Posmatrajmo korespondenciju ψ → σ = C(ψ) izme�u simplek-
tomorfizama ψ : M → M koji su dovoǉno C1 blizu identiteti i
zatvorenih 1-formi σ na M . Preciznije neka je Ψ : N(∆)→ N(M0)
lokalni simplektomorfizam izme�u okoline dijagonale ∆ ⊂ M ×
M i okoline nultog seqeǌa M0 ⊂ T∗M takav da je Ψ∗ωcan = −(ω)×ω
i Ψ(q, q) = (q, 0) za q ∈M . Tada je σ = C(ψ) ∈ Ω1(M) definisano sa:

Ψ(graph(ψ)) = graph(σ).

Stav 27. Ako je ψt ∈ Symp(M) simplektiqka izotopija takva da je ψt
dovo	no blizu identiteti u C1 topologiji za svako t tada je:

Flux({ψt}) = − [σ1]

gde je gde je σt = C(ψt). Specijalno ψt je Hamiltonova izotopija ako i
samo ako su 1-forme σt taqne.

Dokaz:

Posmatrajmo lokalnu simplektiqku izotopiju:

Φt = Ψ ◦ (id× ψt) ◦Ψ−1

u N(M0) ⊂ T ∗M . Postoji glatka familija difeomorfizama ft :
M →M takva da va�i:

Φt ◦ i = σt ◦ ft

gde je i : M → T ∗M inkluzija nultog seqeǌa. Mo�emo posmatrati
σt kao preslikavaǌa M → T ∗M . Oznaqimo sa i∆ = Ψ−1 ◦ i : M →
M ×M inkluziju dijagonale. Tada je:

Flux({ψt}) = i∗∆Flux({id× ψt}) = i∗∆Ψ∗Flux({Φt}) = i∗Flux({Φt}).
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Mo�e se pokazati da iako izotopija Φt na otvorenoj okolini nul-
tog seqeǌa u T ∗M nije sa kompaktnim nosaqem mo�emo primeniti
prethodni stav Flux({Φt}) = [λcan − Φ∗1λcan]. Sledi:

i∗Flux({Φt}) = − [i∗Φ∗1λcan] = − [f ∗1σ
∗
1λcan] = − [σ1] .

Ovde smo iskoristili da je σ∗λcan = σ1 i qiǌenicu da je f1 izo-
topno identiteti. Ovim je stav dokazan.

Q.E.D.

Ako je ψt Hamiltonova izotopija takva da je samo u krajǌoj
taqki ψ = ψ1 dovoǉno C1 blizu identiteti tada 1-forma σ = C(ψ)
ne mora biti taqna, ali na osnovu narednog stava kohomoloxka
klasa σ mora pripadati slici:

Γω = Flux(π1(Symp0(M))) ⊂ H1(M ;R).

Grupa Γ = Γω se naziva fluks grupa ili Kalabijeva grupa. Ona je
podgrupa H1(M,Pω) gde je Pω = [ω] ·H2(M ;Z) ⊂ R prebrojiva grupa
perioda ω, tj. skup vrednosti ω na prebrojivoj grupi H2(M ;Z).
Sledi da je i Γ prebrojiva grupa.

Stav 28. Ako je ψ ∈ Symp0(M,ω) dovo	no blizu identitete u C1

topologiji i σ = C(ψ) ∈ Ω1(M) definisano kao i ranije tada va�i:

ψ ∈ Ham(M,ω)⇐⇒ [σ] ∈ Γω.

Dokaz:

Posmatrajmo simplektiqku izotopiju ψt zadatu sa C(ψt) = tσ. Tada
va�i da je:

Flux({ψt}) = − [σ] .

Kako je ψ Hamiltonov simplektomorfizam mo�e se produ�iti na
petǉu: [0, 2] → Symp0(M,ω) : t 7→ ψt, koja je za t ≥ 1 generisana
Hamiltonovim vektorskim poǉima i zadovoǉava ψ0 = ψ2 = id.
Daǉe va�i da je:

Flux({ψt}0≤t≤2) = Flux({ψt}0≤t≤1) = −[σ].

Iz ovoga sledi da je [σ] ∈ Γω.
Obratno, ako je [σ] ∈ Γω izaberimo petǉu ψt ∈ Symp0(M,ω) sa
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Flux({ψt}) = [σ] i produ�imo je na interval [0, 2] sa C(ψt) = [(t−1)σ]
za t izme�u 1 i 2. Ovo mo�emo uraditi kad god je σ dovoǉno malo
u C1 topologiji. Dobijeni put ψt, 0 ≤ t ≤ 2 ima nula fluks pa
mo�e biti deformisan u Hamiltonovu izotopiju. Iz ovoga sledi
da je ψ = ψ2 Hamiltonov simplektomorfizam.

Q.E.D.

Stav 29. Svaki gladak put ψt ∈ Ham(M) je generisan Hamiltonovim
vektorskim po	ima.

Dokaz:

Neka je ψ0 = id. Tada je kohomoloxka klasa σt = C(ψt) u grupi
Γω = Flux(π1(Symp0(M))) za dovoǉno malo t. Kako je grupa Γω pre-
brojiva glatko preslikavaǌe t 7→ [σt] je konstanta. Kako je σ0 = 0
sledi da je σt taqna za svako dovoǉno malo t. Iz ovoga sledi da
je Flux({ψt}0≤t≤ε) = 0 za dovoǉno malo ε, pa je ψt izotopija za do-
voǉno malo t.

Q.E.D.

Stav 30. 1. Postoji taqan niz prosto povezanih Lijevih grupa:

0→ H̃am(M,ω)→ S̃ymp0(M,ω)→ H1(M ;R)→ 0

gde je H̃am(M,ω) univerzalno natkriva�e Ham(M,ω), a tre�e
preslikava�e fluks homomorfizam.

2. Postoji taqan niz Lijevih algebri:

0→ R→ C∞(M)→ χ(M,ω)→ H1(M ;R)→ 0

gde je tre�e preslikava�e H 7→ XH a qetvrto X 7→ [i(X)ω].

3. Postoji taqan niz grupa:

0→ π1(Ham(M,ω)→ π1 (Symp0(M,ω))→ Γω → 0

gde je Γω slika od π1(Symp0(M,ω) ⊂ S̃ymp0(M,ω) pri fluks homo-
morfizmu.

4. Postoji taqan niz grupa:

0→ Ham(M,ω)→ Symp0(M,ω)→ H1(M ;R)/Γ→ 0

gde je tre�e preslikava�e indukovano fluksom.
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Dokaz:

Na osnovu prethodnog stava svaki gladak put ψt ∈ Ham(M) koji
polazi u identiteti je Hamiltonova izotopija pa ima fluks 0. To
pokazuje da je H̃am(M) ⊂ ker(Flux). Obratno ako je Flux({ψt}) = 0
tada je put ψt homotopan sa fiksnim krajevima Hamiltonovoj izo-
topiji pa je {ψt} ∈ H̃am(M). Sledi da je H̃am(M) = ker(Flux).
Prvi deo stava sledi sada iz surjektivnosti fluksa.
Ostali delovi su oqigledni osim mo�da u tre�em delu da je pres-
likavaǌe π1(Ham((M)) injektivno u π1(Symp0(M)). Posmatrajmo
proizvoǉan put [0, 1] → S̃ymp0(M) sa krajem u H̃am i izotopno
sa fiksnim krajevima putu u H̃am(M) = ker(Flux). Ovo je sada
parametrizovana verzija prvog dela stava pa i ovaj deo tvr�eǌa
sledi.

Q.E.D.

Podgrupa Γω grupe H1(M ;R) iz prethodnih stavova jox uvek
nije dobro prouqena, a koliki je ǌen znaqaj pokazuje slede�a teo-
rema.

Teorema 12. Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost
i Γω ⊂ H1(M ;R) slika π1(Symp0(M)) pri fluks homomorfizmu. Tada
su ekvivalemtna tvr�e�a:

1. Ham(M,ω) je podmnogostrukost Symp(M,ω);

2. Ham(M,ω) je C1 zatvorena u Symp(M,ω);

3. Γω je diskretna grupa.

Dokaz:

Posmatrajmo ponovo ve� definisan difeomorfizam:

ψ → C(ψ).

Dobijamo identifikaciju C1 okoline:

U ⊂ Symp0(M,ω)

identitete u grupi simplektomorfizama (M,ω) sa C1 okolinom:

V ⊂ ker d ⊂ Ω1(M)
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nule u prostoru zatvorenih 1-formi. Na osnovu dokazanog stava
ovaj difeomorfizam slika Hamiltonove difeomorfizme na skup
zatvorenih 1-formi u V qija homoloxka klasa je u Γ = Γω.

C(Ham(M,ω) ∩ U) = VΓ = {σ ∈ V | [σ] ∈ Γ} .

Sada Γ je diskretna ako i samo ako VΓ sadr�i samo taqne forme
u dovoǉno maloj okolini V nule, a to va�i ako i samo ako je
Ham(M,ω)∩U difeomorfno linearnom potprostoru V , za dovoǉno
malo U . Ovim je pokazana ekvivalencija prvog i tre�eg tvr�eǌa.
Dokazujemo da iz drugog sledi tre�i deo stava. Pretpostavimo
suprotno da Γ nije diskretna. Kako je Γ prebrojiva podgrupa
realnog vektorskog prostora H1(M ;R) sledi da nije zatvorena i
skup cl(Γ) \ Γ sadr�i prozvoǉno mali element. Sledi da postoji
zatvorena 1-forma σ ∈ V \VΓ koja mo�e biti aproksimirana nizom
σν ∈ VΓ u C∞ topologiji. Izaberimo ψ, ψν ∈ Symp0(M,ω) tako da je
C(ψ) = σ i C(ψν) = σν. Tada je na osnovu stava 28 ψν ∈ Ham(M,ω) i
ψ ∈ Symp0(M,ω) \Ham(M,ω). Kako ψν C

∞ konvergira ka ψ dobili
smo kontradikciju.
Ostalo je jox da poka�emo da iz tre�eg dela stava sledi drugi.
Pretpostavimo suprotno pretpostavci da Ham(M,ω) nije C1 zatvo-
rena u Symp0(M,ω). Tada mora postojati simplektomorfizam ψ ∈
Symp(M,ω) koji mo�e biti aproksimiran nizom ψν ∈ Symp(M,ω)
u C1 topologiji. Fiksirajmo dovoǉno veliki ceo broj k takav
da je ψ−1

k ◦ ψ ∈ U . Tada je
[
C(ψ−1

k ◦ ψ)
]
/∈ Γ na osnovu stava 28 i

γν = [C(ψ−1
ν ◦ ψν)] ∈ Γ za svako dovoǉno veliko ν. Sledi da Γ nije

zatvorena pa nije ni diskretna xto je kontradikcija. Ovim smo
dokazali celu teoremu.

Q.E.D.

Iz prethodne teoreme vidimo da ako je Γω diskretna tada je
Ham(M,ω) Lijeva podgrupa Symp(M,ω), qija je Lijeva algebra
prostor Hamiltonovih vektorskih poǉa. Podsetimo se da je Γω
podgrupa H1(M,Pω) gde je Pω = [ω] ·H2(M ;Z) ⊂ R prebrojiva grupa
perioda ω. Vidimo da je Γω diskretna kada je Pω diskretna, reci-
mo kada je [ω] ∈ H2(M ;Q). Kada M nije kompaktna i ω je taqna tada
je Γ trivijalna grupa, pa samim tim i diskretna. Poznato je da
je Γ diskretna i kada je Kelerova ili opxtije Lefxecova mno-
gostrukost (za definicije videti dodatak). Rexeni su jox neki
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sluqajevi u kojima se zna da je Γ diskretna, ali koji zahtevaju
texke metode savremene simplektiqke topologije.

Sada mo�emo dati fluks-hipoteze:

Hipoteza 1. Za sve kompaktne simplektiqke mnogostrukosti (M,ω)
grupa Ham(M,ω) je C1 zatvorena u grupi Symp0(M,ω).

Na osnovu prethodne teoreme ekvivalentna je hipoteza:

Hipoteza 2. Fluks grupa je diskretna za sve kompaktne simplektiqke
mnogostrukosti.

Tako�e mo�emo dati i hipotezu u sluqaju C0 konvergencije:

Hipoteza 3. Za sve simplektiqke mnogostrukosti grupa Ham(M,ω)
je C0 zatvorena u komponenti identitete u grupi svih simplekto-
morfizama.

Primetimo da grupa Ham(M,ω) ne mora biti C0 zatvorena u
grupi simplektomorfizama, mada nisu jox uvek prona�eni kontra-
primeri. Mogu�e je da grupa Sympc(R2n) ima vixe komponenti
povezanosti. Proizvoǉan simplektomorfizam φ sa kompaktnim
nosaqem u R2n mo�e se reskalirati da ima nosaq u proizvoǉno
maloj okolini taqke. Ovo nam daje izotopiju od φ do elementa koji
je proizvoǉno C0 blizu identitete. Ovo je jedan mogu�i pravac
daǉeg istra�ivaǌa jer nije poznato da li je Sympc(R2n) nepovezan
za neko n. Jedan od poznatih rezultata je da je Sympc(R4) kontrak-
tibilan, pa samim tim i povezan (videti [6]).

Nadaǉe �emo pod fluks-hipotezom podrazumevati C1 hipotezu.
Glavni problem fluks-hipoteze mo�emo videti i na slede�i

naqin. Posmatrajmo dugaqak Hamiltonov put {φt∈[0,1]} koji poqiǌe
u identiteti i qiji grafik prizvoǉno puta napuxta Vajnxta-
jnovu okolinu U dijagonale u (M × M,−ω × ω), ali se vra�a u
okolinu u trenutku t = 1. Kao xto je poznato U mo�emo identi-
fikovati sa nultim seqeǌem u kotangentnom raslojeǌu M i tada
je Hamiltonova izotopija koja ostaje unutar U data kao grafik
familije taqnih 1-formi. Ako put napuxta okolinu nema argu-
menta da 1-forma koja odgovara krajǌoj taqki bude taqna.
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Mo�e se dokazati da ako je Ham(M) Ck zatvoren za neko k ≥ 1
ekvivalentno je da je Ck zatvoren za svako k ≥ 1. Samo se sluqaj
C0 konvergencije suxtinski razlikuje i deluje texko rexiv sem
u nekim specijalnim sluqajevima. Sve poznate invarijante su C0

invarijante pridru�ene Hamiltonovim putevima ali zavise od
krajǌe taqke. Tako�e va�i da je grupa svih simplektomorfizama
Symp(M) C0 zatvorena u grupi svih difeomorfizama, ali nije
poznato da li je komponenta identitete Symp0(M) C0 zatvorena u
grupi Symp(M) (pogledati [5]).

Da bismo razjasnili vezu izme�u fluks-hipoteze i topoloxkih
osobina orbita {φt(x)} petǉi {φt} navedimo teoremu koja se mo�e
na�i u [5]:

Teorema 13. Za svaki Hamiltonov tok {φt∈[0,1]} na zatvorenoj sim-
plektiqkoj mnogostrukosti postoji najma�e jedna fiksna taqka x ∈
M za φ1 tako da je pet	a {φt(x)}t∈[0,1] kontraktibilna. Specijalno
svaka pet	a u G na kojoj se fluks anulira evaluacijom se slika u 0 ∈
π1(M).

Kao posledicu ove teoreme imamo slede�i stav.

Stav 31. Fluks homomorfizam ima diskretnu sliku na π1(Symp0(M))
ako i samo ako ima diskretnu sliku na podgrupi K grupe π1(Symp0(M))
formiranoj od pet	i sa kontraktibilnim orbitama u M .

Skica dokaza:

Moramo pokazati da ako fluks homomorfizam ima diskretnu sliku
na podgrupi formiranoj od simplektiqkih petǉi sa trivijalnom
evaluacijom u π1(M) cela slika Γ je diskretna. Da bismo videli
ovo dovoǉno je dokazati da postoji okolina nule U u H1(M ;R)
takva da je svaka klasa α ∈ Γ ∩ U slika pri Flux simplektiqke
petǉe sa kontraktibilnom orbitom.

Ako je U dovoǉno mala okolina mo�e da se doka�e da tada svaka
klasa α ∈ U mo�e biti predstavǉena 1-formom λ koja generixe
autonomni lokalno Hamiltonov tok ψλt qije zatvorene orbite u
vremenskom intervalu t ∈ [0, 1] su nule λ.

Da vidimo da U ima tra�ena svojstva uoqimo α ∈ Γ. Tada je ψλ1
φ1 za Hamiltonov tok {φt}. Mo�e se dokazati da postoji x fiksna
taqka φ1 = ψλ1 , tako da je odgovaraju�a zatvorena orbita od {φt}
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kontraktibilna. Posmatrajmo sada petǉu u Symp0(M) dobijenu
kompozicijom puteva {φ1−t} i {ψt}. ǋen fluks je jednak α. Sledi
da ako su jedine fiksne taqke ψλ1 nule λ tada su ǌihove orbite
kontraktibilne. Vixe detaǉa se mo�e prona�i u [5].

U svetlu prethodnog izlagaǌa deluje da je svaka simplektiqka
orbita Hamiltonova do na homotopiju. U opxtem sluqaju odgovor
je odriqan, a neki specijalni sluqajevi su predmet istra�ivaǌa
(pogledati [5]).

Definicija 10. Simplektiqko dejstvo S1 = R/Z na (M,ω) je jedno-
parametarska podgrupa R → Symp(M) : t 7→ ψt simplektomorfizama
koja ima period 1. Dejstvo se naziva Hamiltonovim ako su simplek-
tomorfizmi Hamiltonovi.

Analogno se definixe i torusno dejstvo T n = Rn/Zn na (M,ω).
U [5] se mo�e prona�i slde�i stav:

Stav 32. Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost.

1. U dimenziji 4 svako simplektiqko S1 dejstvo sa kontraktibil-
nom orbitom je Hamiltonovo (i ima fiksnu taqku).

2. Postoje ne-Hamiltonova simplektiqka S1 dejstva na 4 dimonzi-
onoj mnogostrukosti sa orbitama homolognim 0 , ali koje nisu
kontraktibilne.

3. U dimenziji 6 postoje ne-Hamiltonova S1 dejstva sa fiksnom
taqkom, pa i kontraktibilnim orbitama.

Iz prethodnog vidimo da nije mogu�e razlikovati Hamiltonove
petǉe od drugih na osnovu samo topoloxkih osobina orbita. Ako
posmatramo evaulaciju: evφ : Hk(M) → Hk+1(M) petǉe {φt∈[0,1]}, u
dimenziji k > 0, ona slika k-cikle γ u trag Cγ = ∪t{φt(γ)}. Sledi
da je {φt} Hamiltonova do na homotopiju ako i samo ako se [ω]
anulira na slici ev |H1.

Napomenimo jox jednu varijantu fluks-hipoteze. Neka je M
simplektiqka mnogostrukost i L ⊂ M Lagran�ova podmnogostru-
kost i oznaqimo sa H(L) (tj. S(L)) prostor Lagran�ovih podmno-
gostrukosti dobijenih od L Hamiltonovom (tj. Lagran�ovom izo-
topijom). U ovom kontekstu Ci hipoteza glasi da je H(L) Ci zatvo-
rena u S(L) (videti [5]).

53



6 Primeri

6.1 Razna tvr�e�a

Na ovom mestu navex�emo neke poznate rezultate, uglavnom bez
dokazivaǌa, jer dokazi zahtevaju naprednije simplektiqke tehnike.

• Neka je G grupa difeomorfizama koji quvaju neku datu struk-
turu na M . Tada je c-fluks homomorfizam:

Fc : π1(G)→ H1(M ;R)

definisan za par (φt∈[0,1], γ) ∈ π1(G) × H1(M ;R). Integracija
klase c ∈ H2(M) na tragu {φt}t∈[0,1] se anulira ako je c karakter-
istiqna klasa strukture oquvane sa G. Za sluqaj kada je
G grupa simplektiqkih difeomorfizama i kada je c prva
Qernova klasa tangentnog raslojeǌa simplektiqke mnogost-
rukosti fluks se anulira za monotone mnogostrukosti. (Mno-
gosotrukost je monotona ako je simplektiqka i zadovoǉava
c = kω za neko k > 0). Tvr�eǌe se mo�e videti u [5].

• Dokazano je tako�e da je Γ diskretna kada je klasa simplekti-
qke forme nerastavǉiva, tj. kada je [ω] suma proizvoda ele-
menata H1(M ;R) (videti [5]).

• U sluqaju torusa T 2n = R2n/Z2n va�i da je Γω = H1(T 2n;Z), pa
je samim tim i diskretna i fluks-hipoteza va�i. Detaǉan
dokaz se mo�e videti u [6].

• Tako�e fluks-hipoteza va�i u sluqaju simplektiqkog torus-
nog dejstva na zatvorene simplektiqke mnogostrukosti. Dokaz
se mo�e videti u [5].

• Fluks-hipoteza va�i ako je mnogostrukost sferno racionalna.
Mnogostrukost je sferno racionalna ako je slika sfernih 2-
klasa pri integracionom morfizmu

∫
ω : HS

2 → M diskretna
podgrupa R (oblika λZ za neki nenegativan realan broj λ).
Sferne klase mo�emo shvatiti kao klase koje mogu biti pred-
stavǉene neprekidnim preslikavaǌima na 2-sferi.

HS
2 = im(π2(M)→ H2(M ;Z)).
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Tako�e hipoteza va�i za mnogostrukosti qiji je minimalni
Qernov broj nula ili nije maǌi od dimM , koji je nenegativni
generator slike HS

2 prve Qernove klase tangentnog raslojeǌa
M . Hipoteza va�i i ako M ima dimenziju 4 i π1(M) dejstvuje
trivijalno na π2(M). Dokaz ovih tvr�eǌa se mo�e videti u
[5].

• Tek nedavno je Ono u radu [12] dokazao da je za zatvorene sim-
plektiqke mnogostrukosti fluks grupa diskretna, uz pomo�
najsofisticiranijih i najnaprednijih verzija Florove ho-
mologije.

• Posmatrajmo prostor glatkih preslikavaǌa M → M i oz-
naqimo saMap0(M) komponentu povezanosti identitete. Flu-
ks homomorfizam je tada mogu�e proxiriti do homomorfizma
π1(Map0(M)) → H1(M ;R). Definiximo Γtop kao sliku ovog
preslikavaǌa. Pokazano je da C0 hipoteza va�i u sluqaju
Lefxecove mnogostrukosti za koju va�i da je Γtop = Γ. Dokaz
se mo�e videti u [5].
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6.2 Realne Botove mnogostrukosti

Sada �emo detaǉnije dokazati fluks-hipotezu u jednom malo jed-
nostavnijem sluqaju.

Definicija 11. Realna Botova kula visine n je niz RP 1 rasloje�a:

Mn →Mn−1 → · · · →M1 → pt

gde je svako RP 1 rasloje�e Mi → Mi−1 projektivizacija Vitnijeve
sume dva realna linearna rasloje�a na Mi−1. Svako Mi se naziva re-
alna Botova mnogostrukost.

Mo�e se primetiti da je M1 = RP 1 i M2 = (RP 1)2 ili Kla-
jnova boca. Ako je svako raslojeǌe u kuli trivijalno tada je
Mn = (RP 1)n. Imamo veliki izbor netrivijalnih raslojeǌa na
svakom stepenu kule, pa su poznate mnoge razliqite klase difeo-
morfizama u realnim Botovim mnogostrukostima. Jedan deo Botovih

mnogostrukosti je orijentabilan, a neke od ǌih su simplektiqke
mnogostrukosti i one su nama ovde zanimǉive. Pokaza�emo da za
realne Botove mnogostrukosti va�i da su ekvivalentni stavovi:

1. M je kohomoloxki simplektiqka (videti dodatak);

2. M je simplektiqka;

3. M dopuxta Kelerovu strukturu (videti dodatak).

Primetimo da implikacije (3) ⇒ (2) ⇒ (1) uvek va�e dok obrnute
implikacije ne va�e u opxtem sluqaju. Na primer CP 2]CP 2 je
kohomoloxki simplektiqka, ali nije simplektiqka mnogostrukost
jer ne dopuxta skoro kompleksnu strukturu. Postoje i primeri
mnogostrukosti koje su simplektiqke, ali ne dopuxtaju Kelerovu
strukturu.

Pokuxajmo sada da drukqije opixemo Botove mnogostrukosti.
Neka je B(n) skup gorǌe trougaonih matrica nad prstenom Z/2 koje
na dijagonali imaju 0. Za z ∈ S1 i a ∈ Z/2 = {0, 1} definiximo
z(a) = z ako je a = 0 i z(a) = z za a = 1. Mo�emo definisati i
involuciju ai na T n = (S1)n sa:

ai(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zi−1,−zi, zi+1(Aii+1), . . . zn(Ain)),
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gde Aij oznaqava element matrice A u i-toj vrsti i j-oj koloni.
Oznaqimo sa G(A) grupu transformacija na T n generisanu sa ai,
i oznaqimo sa M(A) = T n/G(A) koliqniqki prostor. M(A) je re-
alna Botova mnogostrukost i svaka Botova mnogostrukost se mo�e
dobiti kao M(A) za neko A ∈ B(n). Botova mnogostrukost ne odre-
�uje jedinstveno matricu A, ali ona ipak sadr�i sve geometrijske
informacije o ǌoj. Na primer:

M(A) je orijentabilna⇐⇒
n∑
j=1

Aij = 0 za svako i.

Tako�e mo�emo Botove mnogostrukosti opisati kao koliqniqki
prostor Rn sa afinim transformacijama. Neka je Γ(A) grupa
afinih transformacija generisanih sa si koje definixemo sa:

si (u1, . . . , un) =

(
u1, . . . ui−1, ui +

1

2
, (−1)A

i
i+1ui+1, . . . , (−1)A

i
nun

)
.

Tada eksponencijalno preslikavaǌe R → S1 : u 7→ exp(2π
√
−1u)

indukuje difeomorfizam Rn/Γ(A) na T n/G(A) = M(A).
Neka su du1, . . . dun standardne 1-forme na Rn. Kako je svaka duj

invarijantna u odnosu na paralelnu translaciju u Rn one odgo-
varaju formama na T n ∼= R2n/Z2n koje �emo isto oznaqiti. Sledi
da je endomorfizam a∗i na H

∗(TN) indukovan sa ai ∈ G(A) dat sa:

a∗i ([duj]) =

{
[duj] ako je Aij = 1
−[duj] ako je Aij = 0

.

Primetimo da kako je M(A) = T n/G(A) i G(A) je konaqna grupa
va�i:

H∗(M(A)) = H∗(T n)G(A).

Stav 33. Neka je J podskup {1, 2, . . . , n}. Tada
∏

j∈J [duj] ∈ H∗(T n) je
invarijanta u odnosu na G(A) ako i samo ako je

∑
j∈J Aj = 0 u Z2.

Dokaz:

Iz ve� reqenog sledi:

a∗i

(∏
j∈J

[duj]

)
= (−1)

∑
j∈J A

i
j

∏
j∈J

[duj].
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Sledi da je
∏

j∈J [duj] fiksiran sa a∗i ako i samo ako je
∑

j∈J A
i
j = 0,

xto povlaqi zakǉuqak stava sa obzirom da je G(A) generisana sa
ai.

Q.E.D.
Sada mo�emo formulisati najva�niju teoremu u sa vezi Botovim

mnogostrukostima.

Teorema 14. Neka je a ∈ B(2n). Tada su ekvivalentna tvr�e�a:

1. M(A) je kohomoloxki simplektiqka, tj. postoji α ∈ H2(M(A))
takva de je αn razliqito od nule.

2. Postoji n podskupova {j1, jn+1}, . . . {jn, j2n} skupa {1, 2, . . . , 2n} takvih
da va�i:

n∐
k

{jk, jk+n} = {1, 2, . . . , 2n}

Aj1 = Ajn+1 , . . . Ajn = Aj2n .

3. Postoji simplektiqka forma na M(A).

4. Postoji Kelerova struktura na M(A).

Tako�e svaka α ∈ H2(M(A)) koja zadovo	ava prvi uslov mo�e biti pred-
stav	ena kao simplektiqka forma.

Dokaz:

Kako je svaka simplektiqka mnogostrukost kohomoloxki simplek-
tiqka i svaka Kelerova mnogostrukost simplektiqka dovoǉno je
dokazati implikacije (1)⇒ (2) i (2)⇒ (4).

Pretpostavimo da je ispuǌen prvi uslov. Kao xto je reqeno
mo�emo identifikovati H∗(M(A)) sa H∗(T n)G(A) pa formu α mo�emo
na jedinstven naqin zapisati kao:

α =
∑

j<k,Aj=Ak

cj,k[duj ∧ duk] cj.k ∈ R

i kako je αn 6= 0 sledi drugo tvr�eǌe.
Pretpostavimo sada da A ∈ B(2n) zadovoǉava drugi uslov i

identifikujmo R2n sa Cn na slede�i naqin:

zk = ujk +
√
−1ujk+n .
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U ovom smislu Γ(A) dejstvuje biholomorfno i izometriqno. U
stvari dejstvo si ∈ Γ(A) na Cn mo�e se dati kao:

si(z1, . . . zn)k =


zk + 1

2
ako je i = jk

zk +
√
−1
2

ako je i = jk+n

zk ako je Aijk = Aijk+n = 0 i i 6= jk, jk+n

−zk ako je Aijk = Aijk+n = 1

gde k sa leve strane oznaqava k-tu komponentu. Zakǉuqujemo da
koliqniqki prostor M(A) = Cn/Γ(A) nasle�uje standardnu Kele-
rovu strukturu na Cn.

Pretpostavimo sada da forma α zadovoǉava prvi uslov teo-
reme. Mo�emo definisati diferencijalnu zatvorenu 2-formu na
R2n sa:

ω =
∑

j<k,Aj=Ak

cj,kduj ∧ duk.

Oqigledno iz uslova da je αn 6= 0 sledi da se forma ω ne anulira
pa je simplektiqka forma na R2n. Kako je ω invarijantna za dej-
stvo Γ(A) na R2n odgovara simplektiqkoj formi na koliqniqkom
prostoru M(A) = R2n/Γ(A).

Q.E.D.

Teorema 15. Neka jeM(A) realna Botova mnogostrukost i ω simplek-
tiqka forma definisana u prethodnoj teoremi. Tada je fluks grupa Γω
rexetkasta grupa H1(M(A)) maksimalnog ranga.

Dokaz:

Na osnovu stava 33 H1(M(A)) je generisana sa [duj] sa Aj = 0. Kako
je M(A) simplektiqka broj nula kolona u A je paran i H1(M(A))
je parnodimenzioni prostor, na osnovu teoreme 14, i neka je ta
dimenzija 2r. Iz linearnosti mo�emo zameniti redosled koordi-
nata tako da je forma ω na M(A) data sa:

ω =
r∑
i=1

dui ∧ dui+r +
∑

j<k,Aj=Ak 6=0

cj,kduj ∧ duk.

Kako je M(A) = T 2n/G(A) i Ap = 0 za p = 1, . . . 2r dobijamo da
mno�eǌe S1 na p-toj koordinati na T 2n odgovara dejstvu S1 naM(A)
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i definixe simplektiqku izotopiju {φpt}. Jednoparametarska fa-
milija {Xp

t } koja odgovara ovoj izotopiji je tada data sa ∂
∂up

do na
konstantu i sledi da je:

Flux({φpt}) =

∫ 1

0

[i(Xp
t )ω] dt =

∫ 1

0

[duq]dt = [duq]

gde je q = p+ r za 1 ≤ p ≤ r i q = p− r za r+1 ≤ p ≤ 2r. Ovo pokazuje
da Γω razapiǌe H1(M(A)) nad R. Kako je Γω zatvorena i diskretna
u H1(M(A)) ona mora biti mre�a punog ranga.

Q.E.D.
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7 Kalabijev homomorfizam

Radi kompletnosti izlagaǌa u ovom poglavǉu pozabavi�emo se
nekompaktnim sluqajem i jox jednim homomorfizmom nazvanim Ka-
labijev homomorfizam. (Ili ponekad drugi Kalabijev homomor-
fizam kada se pod prvim podrazumeva fluks homomorfizam.)

Neka je (M,ω) nekompaktna taqna simplektiqka mnogostrukost
i izaberimo 1-formu λ ∈ Ω1(M) tako da va�i:

ω = −dλ.

Oznaqimo sa Sympc0(M,ω) komponentu identitete grupe simplekto-
morfizama sa kompaktnim nosaqem i sa Hamc(M,ω) grupu Hamilto-
novih difeomorfizama sa kompaktnim nosaqem. (Podrazumevana
je topologija direktnog limesa.) Tada, na osnovu stava 21, za
φ ∈ Sympc0(M,ω) va�i da je Hamiltonov ako i samo ako postoji
funkcija F takva da je:

φ∗λ− λ = dF.

Definicija 12. Za dato φ ∈ Hamc(M) mo�emo definisati:

CAL(φ) = − 1

n+ 1

∫
M

Fωn

i nazivamo ga Kalabijevim homomorfizmom.

Stav 34. Kalabijev homomorfizam je dobro definisan, tj. broj CAL(φ)
ne zavisi od izbora 1-forme λ koja zadovo	ava ω = −dλ i preslikava�e:

CAL : Hamc(M)→ R

jeste homomorfizam.

Dokaz:

Neka je λ+α druga 1-forma takva da je dα = 0. Tada kako φ indukuje
identitetu u kohomologiji forma φ∗α − α je taqna. Dovoǉno je
pokazati da ako je φ∗α − α = dG sledi da je

∫
Gωn = 0 a ovo sledi

iz slede�ih jednakosti:∫
M

Gωn =

∫
M

G dλ ∧ ωn−1 =

∫
M

(d(Gλ)− dG ∧ λ) ∧ ωn−1
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=

∫
M

(−φ∗α + α) ∧ λ ∧ ωn−1 =

∫
M

−φ∗α ∧ λ ∧ ωn−1 +

∫
M

φ∗(α ∧ λ ∧ ωn−1)

=

∫
M

−φ∗α ∧ (λ− φ∗λ) ∧ ωn−1 = 0.

Posledǌi izraz je nula jer je α zatvorena i λ− φ∗λ taqna forma.
Kako φ quva ω da bismo videli da je CAL homomorfizam mo�emo
izvesti slede�i raqun:

CAL(φψ) = − 1

n+ 1

∫
(F]G)ωn = − 1

n+ 1

∫
(F +G ◦ φ−1)ωn

= − 1

n+ 1

∫
Fωn − 1

n+ 1

∫
G ◦ φ−1ωn = CAL(φ) + CAL(ψ).

Q.E.D.

Mo�emo dati i drukqije obrazlo�eǌe prethodnih tvr�eǌa.
Poznato je da je jedinstvena funkcija sa kompaktnim nosaqem F
koja zadovoǉava φ∗λ− λ = dF data simplektiqkim dejstvom:

F (z) =

∫ 1

0

(i(Xs)λ−Hs) ◦ φs(z)ds

gde je φs ∈ Hamc(M) prozvoǉna Hamiltonova izotopija od φ0 = id
do φ1 = φ tj.:

d

dt
φt = Xt ◦ φt φ0 = id i(Xt)ω = dHt.

Stav 35. Pod prethodnim pretpostavkama va�i:

CAL(φ) =

∫ 1

0

∫
M

Htω
n dt

CAL(φ) = − 1

n+ 1

∫
M

φ∗λ ∧ λ ∧ ωn−1.

Dokaz:

Neka je Ft : M → R jedinstvena funkcija sa kompaktnim nosaqem
takva da je φtλ− λ = dFt. Tada sledi:∫

M

φ∗tλ ∧ λ ∧ ωn−1 =

∫
M

(φ∗tλ− λ) ∧ λ ∧ ωn−1,
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∫
M

(dFt) ∧ λ ∧ ωn−1 =

∫
M

(d(Ftλ)− Ftdλ) ∧ ωn−1,∫
M

d(Ftλ ∧ ωn−1)−
∫
M

Ft(dλ) ∧ ωn−1 =

∫
M

Ftω
n.

Da bismo dokazali prvi deo stava iskoristimo da va�i:

d

dt

∫
M

Ftω
n =

∫
M

(i(Xt)λ−Ht)ω
n.

Kako je svaka 2n+ 1 forma na M nula va�i:

0 = i(Xt)(λ ∧ ωn) = (i(Xt)λ)ωn − λ ∧ i(Xt)(ω
n)

= (i(Xt)λ)ωn − nλ ∧ i(Xt)ω ∧ ωn−1

= (i(Xt)λ)ωn + n(dHt) ∧ λ ∧ ωn−1

= (i(Xt)λ)ωn + nd(Htλ) ∧ ωn−1 − nHtdλ ∧ ωn−1

= (i(Xt)λ+ nHt)ω
n + nd(Htλ ∧ ωn−1).

Integraǉeǌem ove jednakosti na M dobijamo:∫
M

(i(Xt)λ+ nHt)ω
n = 0,

pa daǉe sledi:

d

dt

∫
M

Ftω
n =

∫
M

(i(Xt)λ−Ht)ω
n = −(n+ 1)

∫
M

Htω
n

qime je dokazan stav.
Q.E.D.

Ovim je na drugi naqin dokazano da je CAL(φ) dobro definisan.
Na osnovu stava 34 Kalabijev homomorfizam se mo�e produ�iti
do:

CAL : Sympc0(M,ω)→ R

tako da na taqnim mnogostrukostima imamo homomorfizam:

Flux⊕ CAL : Sympc0 → H1
c ×R.
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U opxtem sluqaju kada je M i daǉe nekompaktna ali ne nu�no
taqna mnogostrukost mo�emo definisati homomorfizam na uni-
verzalnom natkrivaǌu H̃amc(M) formulom:

C̃AL({φt}) =

∫ 1

0

∫
M

Htω
n dt

gde je Ht jedinstveni Hamiltonijan sa kompaktnim nosaqem koji
generixe izotopiju φt. Ako oznaqimo sa Λ sliku π1(Hamc(M)) pri
C̃AL dobijamo indukovani homomorfizam;

CAL : Hamc(M,ω)→ R/Λ.

U nekompaktnom sluqaju va�i i slede�a teorema.

Teorema 16. Ako je M nekompaktna mnogostrukost bez granice tada
je jezgro Kalabijevog homomorfizma CAL : Hamc(M,ω) → R/Λ prosta
grupa.

Ovaj stav se mo�e videti u [6].
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8 Topologija simplektiqke grupe

Topologija simplektiqke grupe je veoma zanimǉiva za prouqa-
vaǌe, jer mnoga va�na i interesantna pitaǌa jox uvek nemaju
odgovore. Na primer pitaǌa:

• Koji difeomorfizmi date simplektiqke mnogostrukosti su
izotopni simplektomorfizmu?

• Ako su dva simplektomorfizma glatko izotopni da li su i
simplektiqki izotopni?

Na ova pitaǌa jox nema opxteg odgovora, ve� su ura�eni samo
neki va�ni primeri.

Kako simplektomorfizmi quvaju kohomoloxku klasu [ω] slika
π0(Symp(M,ω)) u π0(Diff(M)) je sadr�ana u podgrupi koja se sa-
stoji od onih elemenata koji fiksiraju [ω]. Posmatrajmo za primer
standardni torus T 2n = R2n/Z2n. Mo�e se dokazati da svaka ma-
trica Ψ ∈ SL(2n, Z) daje difeomorfizam na torusu i taj difeomor-
fizam quva kohomoloxku klasu standardne simplektiqke struk-
ture ako i samo ako je Ψ simplektiqka matrica. Vidimo da je
svaki difeomorfizam koji quva kohomoloxku klasu [ω0] homotopan
simplektomorfizmu, ali za n ≥ 2 ne znamo da li je izotopan
simplektomorfizmu. Tako�e ne znamo da li je svaki simplekto-
morfizam na T 2n simplektiqki izotopan linearnom simplektomor-
fizmu Ψ.

Osobine preslikavaǌa π0(Symp(M,ω)) ↪→ π0(Diff(M)) su za sada
ispitane samo za neke specifiqne mnogostrukosti, ali mi mo�emo
posmatrati i opxtiji sluqaj, tj. preslikavaǌe:

πk(Symp(M,ω)) ↪→ πk(Diff(M)).

Ovo preslikavaǌe nije uvek surjektivno, na primer ako imamo
formu τλ = λσ0 × σ1 na S2 × S2 gde su σ0 i σ1 standardne po-
vrxinske forme sa ukupnom povrxinom 1 i λ ≥ 1. Pokazano je
da se topologija grupe Gλ = Symp(S2 × S2, τλ) meǌa sa promenom
parametra λ. Kada je λ = 1 π0(Gλ) = Z/Z2 je generisana difeo-
morfizmima koji meǌaju dve sfere, i Gλ prelazi deformacionom
retrakcijom u Lijevu grupu SO(3)×SO(3). Kada je λ > 1 π0(Gλ) = 0
i π1(Gλ) je beskonaqna (element beskonaqnog reda je rotacija).
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Kako π1(Diff(S2 × S2)) ima red najmaǌe 2 sledi da preslikavaǌe
π1(Gλ) → π1(Diff(S2 × S2)) nije surjektivno. Konstruisani su i
primeri nekompaktnih mnogostrukosti za koje va�i qiǌenica da
se π1(Sympc(M,ω)) ne slika surjektivno u π1(Diff(M)).

Postoji i drugi razlozi da oqekujemo da je πk(Symp(M,ω)) maǌa
od πk(Diff(M)). Posmatrajmo evaluaciju:

πk(Ham(M,ω))→ πk(M)

Na osnovu stava 30 mo�e se dokazati da inkluzija Ham(M) ↪→
Symp0(M) indukuje izomorfizam na πk, pa kada je k > 1 svejedno
je da li posmatramo πk(Ham(M)) ili posmatramo πk(Symp0(M,ω)),
ali za sluqaj k = 1 postoji razlika. Na primer, poznato je da
je evaluacija trivijalna na π1(Ham(T 2n, ω0)) a nije trivijalna na
π1(Symp0(T 2n, ω0)). Ovo zapa�aǌe se mo�e uopxtiti za proizvoǉnu
mnogostrukost.

Stav 36. Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost i
{φt}t∈[0,1] pet	a u Ham(M,ω). Tada su pet	e t 7→ φt(x) nula u ho-
mologiji.

Skica dokaza:

Dokaz se zasniva na nala�eǌu Poenkareovog duala klase petǉe
γ = {φt}0≤t≤1. Mo�e se izraqunati da je Poenkareov dual klase γ
klasa:

1

V ol(M)

[
Flux({φt}) ∧

ωn−1

(n− 1)!

]
∈ H2n−1(M ;R).

Sledi da je γ nula u homologiji kad god je Flux({φt}) = 0. Vixe
detaǉa u [6].

Jaqe tvr�eǌe da su petǉe kontraktibilne uM se mo�e pokazati,
ali zahteva dubǉe savremene simplektiqke tehnike.

Uopxte mo�emo posmatrati homomorfizam:

π1(Map(M,M))→ π1(M)

indukovan evaluacijom:

Map(M,M)→M : φ 7→ φ(q)
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gde smo sa Map(M,M) oznaqili prostor neprekidnih preslika-
vaǌa iz M u M . Slika ovog homomorfizma se naziva grupa evalu-
acija. Ova grupa je donekle izuqavana, dok se u sluqajevima kada
je k > 1 o analognim grupama zna jako malo.

Mo�emo tako�e posmatrati jezgro preslikavaǌa iz πk(Symp(M))
u πk(Diff(M)). Zajdel je izuqavao ovaj problem za sluqaj k = 0.
Ovde sa problem svodi na to da treba na�i dva simplektomor-
fizma koji su glatko izotopni, a nisu simplektiqki izotopni.
Posmatrao je formu ψL pridru�enu ulo�enim Lagran�ovim sfe-
rama. Pokazao je da je ψL ◦ ψL uvek glatko homotopno identiteti,
ali u mnogim sluqajevima nije simplektiqki izotopno identiteti.
Dokazi se zasnivaju na primeni Florovih homoloxkih grupa.

Ovde smo nabrojali samo neka topoloxka pitaǌa u vezi sa sim-
plektiqkom grupom iz kojih se vidi da je ovo oblast u kojoj su tek
neki problemi rexeni, a mnoga zanimǉiva pitaǌa su jox uvek
otvorena i predstavǉaju oblast otvorenu za nova istra�ivaǌa.
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9 Umesto zak	uqka

Pokuxali smo u ovom radu da damo prikaz jednog savremenog i
texkog matematiqkog problema. Podrazumevano je da je za razume-
vaǌe rada neophodno samo osnovno matematiqko predznaǌe, pa su
postupno uvedeni osnovni pojmovi simplektiqkog pristupa. Gla-
vna tema rada su Hamiltonova i simplektiqka grupa difeomor-
fizama i ǌihov odnos. Objaxǌena je fluks- hipoteza u C0 i C1

varijanti, a data su i ekvivalentna tvr�eǌa. Tako�e navedeni su
primeri klasa mnogostrukosti za koje je problem rexen. Nadamo
se da je iz rada vidǉivo koliko je ova tema interesantna i kakve
mogu�nosti daje za daǉe istra�ivaǌe. Naravno daǉa istra�i-
vaǌa podrazumevaju ovladavaǌe naprednijim i sofisticiranijim
tehnikama, tako da se ovaj tekst mo�e smatrati i uvodom u daǉi
rad. Nadamo se da smo uspeli u naxoj nameri da jedan apstraktan
i te�ak problem jasno i zanimǉivo izlo�imo.
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10 Dodatak(Neke definicije)

Na ovo mestu �emo navesti definicije nekih pojmova korix�enih
u radu, koje ne spadaju u standardno matematiqko obrazovaǌe, a
nisu naxle svoje prirodno mesto u ranijim poglavǉima.

Definicija 13. Ako je M 2n dimenziona mnogostrukost skoro kom-
pleksna struktura na M je kompleksna struktura J na tangentnom
rasloje�u TM .

Nedegenerisana 2-forma ω ∈ Ω2(M) je kompaktibilna sa skoro
kompleksnom strukturom J ako je kompaktibilna sa J kao sim-
pletiqka bilinearna forma naTM , tj. ako:〈u, v〉 = ω(u, Jv) defin-
ixe Rimanovu metriku.

Skoro kompleksna struktura J se naziva integrabilnom ako
postoji atlas {α, Uα}α na M tako da je J predstavǉena matricom
J0 u lokalnim koordinatama:

dα(q) ◦ J0 = J0 ◦ dα(q) : TqM → R2n

Definicija 14. Kelerova mnogostrukost je simplektiqka mnogostrukost
(M,ω) sa integrabilnom skoro kompleksnom strukturom J .

Definicija 15. Ako su mno�e�a Ln−1
[ω] : H1(M) → H2n−1(M) i Ln[ω] :

H0(M) → H2n(M) izomorfizmi [ω] se naziva Lefxecov element. U
ovom sluqaju ure�eni par (M,ω) se naziva Lefxecova mnogostrukost.

Va�i da je svaka Kelerova mnogostrukost i Lefxecova, kao i
da je svaka Lefxecova mnogostrukost simplektiqka.

Definicija 16. MnogostrukostM dimenzije 2n je kohomoloxki sim-
pletiqka ako postoji α ∈ H2

DR(M) tako da je αn razliqito od nule.

Definicija 17. Univerzalno natkriva�e π : P̃ → P topoloxkog
prostora P je prostor homotopskih klasa puteva :{

γ : [0, 1]→ P
∣∣ γ(0) fiksirano π([γ]) = γ(1)

}
.
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