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1 VYBox

CuMniaeKkTUYKe CTPYKTYpPe Cy HACTaJle y TPOyYaBamy KIACUYHIX MeXa-
HUYKUX cuCcTeMa (Kao IITO je PErUMO MJIaHEeTAPHU CUCTEM) U JIeJia Kia-
CUYHE CUMIIJIEKTUYKE T'€OMETPUje Cy HacTajla y MOKYMajuMa pa3yMe-
Bama OBaKBUX cucTeMa. VI3 OBakKBUX MpoydaBama Ce pa3BUJA CaBpe-
MEHa CUMIIJIEKTUYKA Teopuja. Y YBOMTHOM IOTJIABJ/BY MOKyImmahemo ma
CKUIIIPAMO KaKO Ce U3 MPOoydYaBama BapUjaIllMOHUX MpoOJeMa MOIIIO
1o XaMUIJITOHOBUX CHUCTEMa NU(PEPEHIN)aJTHUX jeTHaUYnHa U OO OCHOB-
HUX TIOjMOBa CUMIIJIEKTUUYKE reoMeTpuje Koju he y KacHUjeM ey pamia
outu GopmaHUje NePUHUCAHU.

[TocmaTpajmo Taury = y Eykaumackom npoctopy R" koja ce kpehe
rpajekropujom x(t). Heka je L(t,x,v) mBa myrta mudepenimjabuiina
¢yuruuja 2n + 1 npomenmuse (t,x1,..., Ty, V1,...,0,) TOe 0L U € R" =
T, R" monpa3symeBaMO TaHTE€HTHE BEKTOpe y Tauku r € R" kKoju mpen-
craBmajy Op3uny . Pasmorpmmo mpobiieM MUHMMAJIM3ANU]E 1€jCTBA
UHTErpaja: .

1
I(z) = / L(t,z,&)dt
to
na npoctopy nyrtesa x € Cl ([t,t1], R") kKoju 3am0BOMmaBajy rpaHuyHe
yCJIOBE:
I(to) = 29 I(tl) =XT1.
Osne ¢pyrkmujy L mazuBamo JlarpamxujaHoM oBOT' BapujaIiOHOT IPO-
6nema. Henperumnuo-nmudepenmumjabunan oyt = @ [to,t1] — R" Hasm-

BaMo MuHUMaJHUM akro je [(z) < I(x + &) 3a cBaky Bapujamujy & €
C ([to, ta], R") ca ycnosmma £(ty) = &(t1) = 0.

Cras 1. Munumannu nym x : [ty,t] — R™ je pewere Ojaep-Jlazpanocosus

jednavura:
doL 0L

dt ov Oz’
2de cy T u v N OUMEHBUOHU BEKMOPU.

(1)

oka3z:
[Mpecaukasame I : C([tg,t1]), R") — R je nudepeHnujabuiHo ako je:

I(x +h) — I(x) = L,h + O(h?),



rae je L, nmuHeapHo npeciukaBame. Osnauumo ca h = h(t) npupamraj
Ha IPOCTOPY IIyTeBa ¥ IPUMEHNMO 1€jI0poBy (GpopMyIIy:

[(z+h) — I(z) = /tl(L(t, v+ h,@+ h) — L(t,z, &))dt

to

" 9L oL, g " oL oL,
— [ (@Eny iya )~ [ (Eny iya.
/to (e +a¢)t+/to o) /t G T 3

ame y3eBmu na je u = g—é u dv = hdl npuMemyjeMo mapIujaaHy

UHTEerpanujy m mobujamo:

hoL OL [ 00L /oL 0 0L oL ,
%hdH%hLO -/, 5 5t = /t (% — @%) hdt+%h}to.

to

Kako nmamo ycnos h(tg) = h(t1) = 0 nocnenmu cabupak je jeaHak HyIu
U BayKu TBpDHeme.

Q.E.D.
Axo cy 3amoBosmenu JlexxaHapoBU yCJIOBU:
O?L
det 0 2
0v;0vy, 7 )
Taza CMO y IPETXOAHOM CTaBY Ae(DUHUCAIN PeryjiapaH CUcTeM aude-
PEHIUjaTHUX je IHAUMHA APYTOr pena N MPOMEHJBUBUX T1,...T,. OBIe

j€é KOPUCHO yBECTU HOBE IMPOMEHJLUBE:

Axo je x pememe cucteMa noOMjaMO oa BaKU:

. d 0L oL

Yo = o = o
dt 8Uk Ga:k

Hedbununuja 1. Axo umamo dynxuyujy f : V. — R, 2de je V xonauno

QUMEHZUOHY 8eKMOpcKY, npocmop, 3a p € V™ dedpunuwemo Jlescarndposy

MPAHCHOPMAYUTY Ca:

ffrvi—=R  f(p) =sup(p(z) — f(z)).

zeV



Axro mMamo ciy4daj KOHBeKcHe ¢yukuuje f : R" — R 3a ¢urcupano
p = % jemmaunHa r = z(p) ce MOMKe DEIUTH HA OCHOBY TeopeMe O
WHBEP3HO] QyHEIUju n nobutm ¢yurnmja on p. Tana je Jlexxammpoa
TpaHC(hOpManmja:

fr(p) = zp — f(z(p)).

[Ipumenom JlesxarapoBux TpaHchoOpMaIrja IPEBOAUMO CUCTEM IUPeEP-
€HIII]aJHUX je JHAUMHA APYTOT Peaa ca n IPOMEHJLUBUX y CUCTEM nudep-
EHIIVjAJIHUX jeqHaUYnHA IPBOT pena ca 2n npoMmenmusux u Ojaep-Jlarpan-
’KOB CHCTEM jeqHaUMHa ce TpaHchopmumie y XaMUITOHOB CUCTEM:

. OH . OH
L= 8_y Yy = T ox’ (3)

OJHOCHO BaiKM CTaB:

Cras 2. Hexa je v : [ty,t1] — R" menperudno-dudepenyujaburan nym u
y : [to,t1] — R™ nose npomennuse koje cmo parnuje yseau. Tada je x pe-
were Ojaep-Jlaepanscosux jednavura (1) ako u camo ako cy T u Yy peuwersa
Xamuamonosux jednauuna (3).

okas:
npepennupajmo jeqHaunHy:

H(t,xz,y) =yi — L(t,z, ).
Iugepennujan neBe cTpaHe je THAKOCTH je:

H H H
arr = 2 g, ¢ 8—xd:v Lo

IOK mudepeHnmpameM JecHe cTpaHe No0mjaMo:

oL oL oL 9L oL
dH = ydi + ady — Zat — Lae — Cai = idy — Zar — .
T T

NsjennauaBajyhu oBe uzpase modujamo:

oH . OH _ 9L _00L _ .
By or oy otor U

Q.E.D.



[Ton ycaoBuma:

02H
det 0
<0yjayk) 4

Moryha je m wmHBep3Ha TpaHchopManuja, Tj. XaMUITOHOB CHUCTEM
ce moxke mpeBectu y cuctem Ojnep-JlarpamkxoBux jemHavyuwHa OAro-
Bapajyher Bapujamuonor npobJiema.

Nako cy nmpomeHsmpuBe ¥y, HOPMAJHO yBeneHE OHE MMajy NPUPOITHY
(U3UUKY MHTEPIPEeTaln]y Kao KOODAMHATE MOMEHTA.

ITpumep: (Kennepos mpo6Giaem)
[Iocmarpajmo cucrteM audepeHnrjaTHIX jeTHAYnHA:

dQIk oV

a2 Oxy,

roe je y =& = v u XaMUJITOHU]AH je 30Up KUHETUYKE U MOTEHIIN]aJTHe
eHepruje:

1
H = SlyP + V()

nok je Jlarpamxujan BUXOBa Pa3IUKa:
Lo
L= §]v| — V(z).

Kennepos npobiem je cuenujasuu ciaydaj rOpPmUX jeqHAUNHA 38 N = 3

n noreHuujan V(x) = —ﬁ 1 BUME Ce Yy KJIaCUYHO] MEXaHUIU OIMCY]e

nyT miaHera oko CyHIla MM KpeTame eJleMEeHTapHOT HaeJleKTpUcama
OKO (JMKCHOT LIEHTPA.

MoskeMo mat 1 MaJo APYKYMU)U NPUCTYI KOjU DOBOAUW IO Bapuja-
nuonor npuHnuna. Hera je L Jlarpamxujan koju 3amoBosbaBa Jlexka-
vapose yciaose (2) u H(t,z,y) onmrosapajyha Xamuaronosa ¢yHkImja
" Heka cy mare audepeHnmjabuine kpuse T : [to, 1] — R" n y: [to, t1] —
R™ xao u panuje u 2(t) = (x(¢),y(t)). Tana ce narerpasx I(x) ciaaxke ca
rHTerpaJsioM aejcrsa Py (z) mepurucannMm ca:

@ﬂ@:/Ym@—HwaWﬁ.

to



OBo je muTErpaJs ¢popwme:

Ay =Y yjda; — Hdt

J=1

Iys& KpuBe 2 : [to, t1] = R" . Ou omrosapa unrerpany I(z), anu je ®y(2)
meUHUCAH 3a CBAKU HyT 2 v (hasHoM mpocTopy R?™ uak m Kaza HUCY
UCIYHEHN YCJIOBM HenereHepucaHoctu. Ha ocHoBy ciaeneher crasa
BUAVMO Ja XaMUJITOHOBE jeqHAUMHE MOTY OWTU OUPEKTHO W3BeIeHe
13 IPUHINUIA HajMamer IejcTBa.

Cras 3. Kpuea z : [ty t1] — R je xpumuuna mauxa Py ako u camo axo
cy 3adosomere Xamuamonose jednarune.

okas:
Heka je z, = (x4, ys) jenHonapamerapcka paMuiInja KPUBUX U TOTPAKUMO
n3Bome 3a s = (:
0 —~ 0

0
52 %%‘szo K= %yshzo oy = %q)H(ZS)L:O'
HudepennupameM TOA 3HAKOM UHTErPaJja U MaplIujaTHOM WHTET PAIi-
joM mobujamo:

/\ t1 t1

B = [ =0y de— [ (g QL. de+ (y(1), (1))~ ((to). (0]
to to

¥ KaKO IIOCMATpaMoO Bapujamuje ca (pUKCHUM KpajeBuma umamo (tg) =

€(t1) = 0 m mocnenma nBa ynana y mspasy cy jemnaka nyau. Jlobujamo

a ce OBa MHTErpaJia aHyJIupajy 3a CBako & U .
Q.E.D.

Y kopmuHaTama z = (T1,...Tn, Y1, - Yn) XAMUITOHOB CUCTEM MOKE
OUTU 3ammucaH Kao:

Joi = VH,(2)

rae je Hy(z) = H(t,z), VH; o3nauaBa rpanujenr H;, a Jy marpuiy

2n X 2n:
0 —F
JO|:E 0 :|7



roe cMo ca F osmaunnau jemmuuuny marpury. Ouwuraemno Jy mpen-
craB/ba poraunujy 3a m/2 y cBakoj on Oy,,, DaBHUA 1 Jg=-E.
Bekropcko mome:

Xy, = —JVH, : R* — R*™

HA3UBAMO XAMUJITOHOBO BEKTOPCKO IIOJbe NMPUAPY:KEHO (yHEumju H,
UIN CUMIIJIEKTUYKU T'paaujeHt H;.

3amajMo BpEMEHCKU 3aBUCHY XatlvtmnTOHOBy ¢yurmujy RXR" — R":
(t,x,y) — Hi(x,y) m o3HaYMMO ca ¢}’ pellemhe IPeCInKaBamba 3a,JaH0T

. . t,t
XamunronosuM jennaumaama. lepunucano je ca ¢5°(z0) = z(t) rme
je z(t) jemuHCTBEHO peleme XaMUITOHOBUX jeJHAUMHA Ca MOYETHUM
t,to

ycnoBoM z(tg) = zp. O6Gaact mepunucanoctu ¢;° je OTBODEHU CKYII
Q1 CBUX 2y € R?" 3a KOje MOCTOjU pelene Ha BPEMEHCKOM UHTEPBAIY

[to,t]. Hudeomopdusant ¢ : Qy; — Uy 32M0BOMbABAL

tito __ t,to
5% = Xn, 0 0F

t2,t1 ti,t0 __ ta,to to,to __
H °Pg = Pm g o= 1d.

Y BpeMeHCKu He3aBUCHOM ciaydajy H; = H mopmanmsyjemo craBibajyhu

t = 0 u mobujeny ¢damunujy mupeomopusama @b, = gb? Ha3MBaMO

XaMUJITOHOB TOK reHepucaH ca H.
Hupeomopduzam 1 : R** — R*™ gazuBaMo CUMILIEKTOMOP(GU3aM aKO
je:

dyp(Q)" Jodip(¢) = Jo (4)

3a cBako ( € R?". Kao mTo mme cyrepuime CUMILIEKTOMOP(QUIMHU Y-
Bajy CUMIUIEKTUYKY CTPYkTypy (Bumeru (5)). IIpsBo hemo mokaszaru
[a 4yBajy KiIacy XaMUJITOHOBUX MUPEPEHIVjaTHUX jeTHAUNHA.

CraB 4. Hexa je 1) : R*™ — R*" cumnaexmomopdusam u nexa je C(t) pew-
erwe Xamuamonosuxr JuPeperuujatur jeoHavuHaG:

{ = Xnoy(C).

Tada je z(t) = ¥ (((t)) pewerwe Xamusmonosoe cucmema, mj.:
XHO'L/) = w*XHa

2de je V* Xy (a) = dip1(a)Xg(¢(a)) pull — back sexmopckoz nowa Xp,.

7



oxkaz:
JemnocTaBHO ce BumM ma 3a cBaku madpeomopousam i Ha R’ u cBaky
oyurnujy H Basku:

V(H o¢)(p) = di(p)" VH((p)).

W3 mpernocraBkm craBa nobujamo:

dy(Q)"VH((C)) = V(H 0 ¢)(C)
= Jo¢ = d(Q)"Todvp(¢)¢ = dip(¢)" Jo.

Muosxemenm ca (dy(¢)T)™! nobujamo na je 2 = Xy (2) u cnenu 3axmbydar
cTaBa.

Q.E.D.

Cras 5. Kad 200 je dedpurucan (bgo je cuMnAeKmomopPhusam.

oxkaz:
Hexa je 2y € R? u nedumumumo z(t) = ¢4/ () u:

(I)(t) _ d¢?}0(z0) c RQ"“".
Tana je 3a cBako (g € R?™ ¢pynrnuja ((t) = ®(t)(y pememe jennauune:

C' = dXHt(Z)C'

Kaxko je JyXpy, = VH; cnemu:
Jo®(t) = S(t)®(1) d(ty) = E,

rae je S(t) € R*™ 2" cumeTpuyuHa MaTpUNA:

ath t,to
- szazk( H (ZO))

Sik(t)

Tpeba ma moxaskemo ma je ®1J,® = J,. OBo je ounmrsenno TadHO 34
t =tp, a Taga je TAYHO W 3a MPOU3BOJLHO t jep:
d

%cpTJch = o7 Jyd 4+ T J,® = o7 (S — ST)d = 0.

Q.E.D.



HajjenmocTaBHUja KIaca CUMIUIEKTOMOP(U3aMa Cy JUHeapHU. AKO
pamuMo y EyKIMACKOM TPOCTOPY ca KAHOHCKOM 0a30M MOMKEMO MICH-
TUGUKOBATH JIMHEAPHO IpecanKaBame ca Marpurom ¥ € R??" Taxsa
MATpHUIA CE HA3UBA CUMILICKTUYKA aKO 33,0BOJHbABA!

U v = J,.

To 3maum na je omrosapajyhe mmEeapro mpeciaumsasame W : R — R?"
cuMitekTroMopdusam. Ommruje mudeomopdusam ¢ : R*™ — R?" je
CUMILIEKTOMOD(U3aM aKo U caMo ako My je JakoOujau d¢(z) cuMmiiek-
TUYKa MaTPHUIA 32 cBako z € R, CUMIIEKTUYKe MaTpUIe YUHE TPYILY
KOjy o3HauaBaMmo ca Sp(2n) = Sp(2n, R).

Cras 6. Axo cy ® u U cumnaexmuure mampuye mada cy u ®U , U1 gy
U maxohe cumniexmuure mampuye.

CraB ce JakO MOKa3yje je IHOCTABHUM MHOKEHUMa UISHTUTETA U3
IPEeTIOCTaBKe. Kao mociemuny BUAMMO & CUMIJIEKTUYKE MaTPUIlE
3amcTa 4ymHe rpymy. AKO mocMaTrpaMo MATpPUIy y ODJIUKY:

[

roe cy A,B,C,D peanne n X n Marpuie 3akpbydyjemo ma je U cum-
IJIEKTUYKA aKO M CaMO aKO je HeH MHBepP3 ObJIuKa:

_ DT BT
vl

Tj. aKO Cy 3aJ0BOJbEHE jeTHAKOCTU:
AB" =A™  ¢cD"=DC"  AD" - BC" =E.

OpmaBnme smako ciaenu na je MaTpuma 2 X 2 CAMIIIEKTUYKA aKo U CaMoO
aKo joj je merepMmuHaHTa jemHaka 1. 3a marpuie Behux aumensuja
MOJKE ce IMMOoKa3aTu na je aeTepMuHaHTa Takobe 1, aau oOpat tBphema
HE BaKMN.

ITocmarpajmo mudepernujainy 2-Gpopmy:

wo =Y da; N dy (5)

Jj=1



Kopucrehu zanuc ¢ = (§,u) u (' = (&', 1) vme cy &, &, p, 1 € R" moskemo
IIMcaTu:

n

w(¢,¢) =Y (& — Epy) = (Jo, ) = =TI

J=1

OBnme mocMarpamo wy Ka0 KOCOCUMETPUUHY, OuianHeapHy (GOpMy Ha
TaHreHTHOM npoctopy 1,R*™ = R?". CBu gocajalimy IOjMOBU MOTY
OuT; ommcaHu y TepMuHUMa 2-hpopme wy. Ha mpumep ¢ je cuMmmiiek-
TOMOp(U3aM aKO M CaMO aKO je :

Y wy = wo
1 XaMUJITOHOBO BEKTOPCKO HoJbe Xy je oapeheHo maeHTUuTeToM:
iW(Xpg)wo = dH,
rIe je yHyTpalllhe MHOXeHme Ne(UHMCAHO ca:
H(Xi)w() = w(Xi,€).

OBakaB IPUCTYT je JOMUHAHTAH Y CABPEMEHOj CUMIIJIEKTUYKO] TEOPUjU
1 MU heMo ra ce Ap:KaTU Yy HAPEIHUM MOTJIABHUMA.

W3 nperxonHe muckycuje ciiend a CBAKU CUMIIJIEKTOMODQU3aM 1
YyBa 3allPEeMUHCKY (pOPMY:

dl’l/\dyl/\/\dxn/\dyn: wo/\.../\wo

n!
jep ¥* mposasu kpo3 kauHacTu npomsBon. Tj. Basku:
det dip(z) =

OpmaBe BUOMMO & CUMIIEKTUYKE MaTPUIE nUMa]y NeTEPMUHAHTY jeIaH.
3a n > 1 KOHCTpYHCAHU Cy TpuMepu audeoMophuzama KOju IyBajy 3a-
IPEMUHY, & HUCY CUMIIEKTUUKU.

Heka z(t) = (z(t),y(t)) 3amoBo/saBa XaMUITOHOBE jeHAUNHE y CILY-
uajy xana je H, = H : R* — R Bpemenckn He3aBucHO. Tana je:

0
0 =X gt 2 s =0 ®
J Yj



OBo 3Haum na je XaMuiaToHOBa (GyHKnMja H KOHCTAHTHA LYK PEUIeHa
cuctema. OBO CBOjCTBO ce yobMuajeHO HA3MBA 3aKOH OYyBama €He-
pruje. I'eomerpumjckm 3HauUM na je CKyn HuBoa [ wWHBapujaHTaH y
omHOCY Ha XaMUJITOHOB TOK.

dymrmuja F : R? — R ce Ha3uBa nHTErpaJ 3a XaMUJITOHOB CHCTEM
(6) ako je rKOoHCTaHTHa my:k pemema cucrema. Cama XaMUITOHOBA
¢yuruuja je marerpas. Ako je z(t) pememe cucrema Taua je:

d "\ (OF 0H OF 0H
L Foz= (VF)': = —(VF)TJoVH = <—— - __) |
dt ; Ox; 0y, Oy; Oz,
[Tocnenwmu m3pa3s ce naszuBa Ilyaconosa 3arpana on F'u H u o3nadaBa
ca:

{F,H} = —(VF)"J,VH.

MO}'KG C€ IIOKa3aTN Ja BaiKWU:
{F7H} = CL)O(XF,XH)

Crnenu ma je F maTerpas XaMUJITOHOBOI CHCTEMa aKO W CaMO aKoO je
{F,H} = 0. Jemna oI Ba:KHUX UULEHUIA je Ha j€ MPOCTOP TJIATKUX
dyurmuja ma R?" Jlujea aarebpa y omaocy Ha IlyacoHose 3arpame,
Tj. Baku ciaenehwu crTas:

Cras 7. IIpocmop C™(R*) je Jlujesa anzebpa wmo snavu da je Iyaconosa
3a2pada aHMUCUMEMPUYHG U 3adosomaesa Jarxobujes udenmumem.:

({F,GY, HY + {{G, H},F} + {{H,F},G} =0

3a ceaxe mpu 2aamke gynkyuje F,G u H na R*™. Taxohe Jlujesa sazpada
npudpyotcernoz Xamuamonogoe 6eKmopckoz noma je 0ama ca:

[XFa XH] = X{F,H}7
wmo hemo doxazamu y cmasy 13. Caedu da Xamuamonosa 8eKmopeka nonsa

dopmupajy nodarzebpy Jujese arzebpe sexmopckus nosa na R*™.

Jom jeman HauuH onMcUBaBma CUMIIJIEKTOMOD(QU3aMa je Kao Audeo-
Mopduzama koju uyBajy llyacomoBy 3arpamy, Tj. Baxku u cienehwn
CTaB:

11



Cras 8. Jugpeomoppusam v : R*™ — R®™ je cumniexmomopdpusam axo u
Camo aro je:

{F,G}otp={Foy,Goy}
sa cee I, G € C(R™).

CraBoBu 7 u 8 ce mory Buneru y [6].

12



2 CuMmIinieKTU4Ka JIMHeapHa reoMeTpuja

Hedunnunuja 2. Cumniexmuury eekmopcku npocmop je ypehenu nap (V,w)
2de je V' konaumno JuMen3uony 6EKmMopcKy npocmop, & wW ousuHeapHa Gopma
w:V xV — R xoja je:

® KOCOCUMEMPUYHAG.

Yo,u eV w(v,u) = —w(u,v),

[} HedeeeHepucaHa:

YueV w(u,v) =0 YveV =u=0.

IIpumep:
OCHOBHU IPUMepP CUMIIEKTUYKOT BEKTOPCKOT IpocTopa je R?" ca cTan-
OapaIHOM (OPMOM

Wo = dej A dy]
j=1

Hanomena: I[IpumernMo na CUMIIEKTUYKN BEKTOPCKU IPOCTOP MOPa
OUTM mapHe AUMEH3Uje.

Hedbuaunuja 3. Jlureapru cumniexmomophpu3am CuUMnIEKmudsoe 6eKmop-
cxoz npocmopa (V,w) je usomoppusam eexmopcroe npocmopa ¥ : V. — V
KOJU 4Y8G CUMNAEKMUYKY CMPYKMYPY Y CMUCAY:

U = w

2de je:
U*w(u,v) = w(Vu, Yov).

JluHeapHU CUMILIEKTOMOP(YU3MU BEKTOPCKOT IIPOCTOPA YUHE T'PYITY
Kojy ozuauaBamo ca Sp(V,w), a y ciayuajy cTaHmapaHe CUMIIEKTUYKE
crpykrype Eyrmuackor mpoctopa ca Sp(2n) = Sp(R*", wy).

Hedbununuja 4. Cumniekmuvky KOMNAEMEHM AUHEAPHO2 NOMNPOCMOPG
W CV je nomnpocmop dedpurucan ca:

We={veV | whu =0 YueW}.

13



CUMIIEKTUYKY KOMIIJIEMEHT He MOpPa OUTY TPaHCBEP3aJaH Y OTHOCY
wa W. Ilorupoctop W ce masuBa:

e y3oTpomnaH ako je W C W«

e xKou3oTpomaH ako je W O W«;

e cuMmekTuku axo je W NWY = {0};
e JlarpamxoB ako je W = W«.

Hanomena: Ilpumerumo na je W m3oTpoman akO @ caMO aKO ce
w amymupa Ha W, a W je CUMIUVIEKTUUYKM akO U CaMO ako je w |w
HenereHepucaHa ¢opMa.

CraB 9. 3a cearxu nomnpocmop W C 'V easrcu:
dim W + dimW* = dim V (W) =W.

okas:
Moskemo nedpumHUCATA IPECINKABAHKE€ U3 BEKTOPCKOT npocTopa V' y my-
a1 npocTtop W* ca:

o: VW w:v—w(v,) |w.
OmpenuMo je3rpo u CIMKY OBOI IPECIUKABAHA!
kerp={veV |w,)|lw=0} =W

Imp ={w,") |w |v eV} =W*"

Kako je W koHauyHOIUMEH3MOH BaYKU:
dim W = dim W*.
Konauno Ha OCHOBY TeopeMe O M30MOP(YUIMY MMaMO:
dim V' = dim ker ¢ + dim I'mg,

dimV = dim W* + dim W.

3a mOKa3 OApYror nejia cTaBa MPUMETUMO Oa je:

W) ={veW | ww,u)=0VuecW"}.
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Buanvo na je W C (W*)* jep 3a cBako v € W umamo na je w(v,u) =0
3a cBe u € W* u3 mepununuje W«. Ca npyre crpane 3a cBako u € W¥
je w(v,u) =0 3a cee v € (W¥)” na uz nepununuje cremu na je (W«)” C
W, 1j. Basku:

(W) =W.
Q.E.D.
Teopema 1. Axo umamo cumnaexmuyku sexmopcry npocmop (V,w) dumen-
suje 2n mada nocmoju 6a3a 06802 NPOCMOPA Ui, U, . . ., Uy, V1, ..., Uy MAKEA
da saosicu:

wlug, up) = wvy,v) =0 wluy,ve) =06, Vi, ke {l,...,n}
u 06a 6a3a ce HA3UBA CUMNAEKMUYKG 0a3q.

oxkaz:
Teopemy hemo mokaszaTu MHIYKIWjOM Ca KOPaKOM MBA.

e (Gasza unnyknuje) dimV =2
Kako je ¢popma w HemereHepmcaHa IOCTOje BEKTOPU U U U TAKBU
na je:
w(u,v) =1

U OHU YWHE CUMILJIEKTUYKY Oa3sy.

e (xumore3sa) dimV =2n —2
Heka cBakm CUMIIEKTUYKUA MIPOCTOP AUMeH3Uje 2n — 2 uMa 0a3y
TpasKeHOr O0JIMKA.

e (MHAYKIUjCKUA KODaK) dimV = 2n
W3 HenerenepucanocT pupMe MOCTOje BEKTOPU Uy U U1 TAKBU 14
je:

w(ug,v) = 1.

Heka je V; = £(uq,v;) auneapuu omorau oBa aBa BekTopa. Tama
je ViNnV¥ = {0}, mro moskemo Buneru u3 caeneher pauyna. Heka
jeveVinvy.

veV =v=au + fun

ve Vi =w,u) =0, wl,v)=0
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w(v,ur) = wlou + Pu,ur) = aw(ug, uy) — pw(ur,v) = —5= =0
w(v,v1) = w(auy + Bur,v1) = aw(ug,v1) + Pw(vy, 1) =a = a=0.

Craemnu ma je v = 0.
IHokazahemo cana ma je:

V=Vie V.
Hawuwme, HEKA je w mpoW3BOJbaH BEKTOP U HEKA je:
w(w,uy) = v w(w,v1) = p.
BekTop v ce Moske ApyKUmMje 3ammcaTy Kao:
w = —vv; + pu; +w+ rv; — pup = wi + wa,

rae CMO O3HAUMIIN Ca Wy = —VU1+ Uy U We = W+rv; —pu;. BexTop
wy mpunana Vi Kao JuHeapHa KOMOMHAIMja Oa3HUX BEKTOpPa, a
BEKTOD We Ipunama V|, mTo BUIUMO U3:

w(ws, u1) = w(w + vvy — paug, uq)

)
= w(w,uy) — vw(uy,vy) — pw(u,u)) =v—v=>0
w(w, v1)

wa,v1) = w(w + vy — pug, vy)
— w(w,v0) + vo(or,01) — uon, 1) = i — 1 = 0,

N3 mperxomsor crasa 3HaMoO ma je dim V¥ = 2n — 2 m oH uma
CUMILIEKTUYRY 0a3y {ug, ..., U, V2, ..., V,} HA OCHOBY WIYKIWjCKe
npernocraBke. Tana mmamo na je {u;,v;}l, cummiekTruka 6a3a
npoctopa V.

OBuM cmo mokasaau TBpbheme Teopeme.

Q.E.D.

Ilocaeauria:
Axko je (V,w) npon3BomaH CUMIIEKTUYKN BEKTOPCKU IIPOCTOP IMOCTOJU

“30MODp(pu3aM:
U:R™ 5V

TaKaB Ja BaiKU:
U = wo-
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3ancTa, JOBOJLHO j€ YOUUTU M30MOP(PU3aM ne(pUHUCAH Ca:

n n
Pz = g Tiu; + E Y;v;,
=1 j=1

rae je 2= (T1... Tp, Y1, - Yn)-

CraB 10. Axo je V 2n dumenauonu peaany 8eKmopcky, npocmop, mada je
KOCOCUMEMPUYHA DUNUHEGPHA HOPMA W HEDC2EHEPUCAHG GKO U CAMO GKO je
HeH N-TOCMPYKY CNOLAULIHLY NPou3sod w A w A -+ Aw pasaudum od 0.

oxkaz:
Hexka je ¢dopma w meremepucana u Heka je v # () Tako ma je :

w(v,u) =0 YueV.
Axo uzabepemo 6a3y vq,...,v, TAKO Ia je v; = v Taua je:
W (v, ..., 0,) =0.
Hexa je cama ¢opma w Henmerenepucarna. Kako je wy dopma 3ampem-

nHe U pazimunta ox (), TO je Ha OCHOBY NPETXONHE TMOCcCenuIe u w"
pazauuuta ox 0.

Q.E.D.

Ha ocHOBY peueHOr y yBOOHOM IOTJIaBIbY, O ejaeMeHTUMa Sp(2n)
MOKEMO Pa3MUIIJbATA KA0 O PEaJHMM MaTpuiiamMa ITUMeH3Uuje 2n X 2n
KOje 3a/10BOJbaBa]y yCJIOB:

v v = J,

rme je:

Cras 11.

Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) NGL(n,C) = O(2n) N GL(n,C) = U(n).
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oxkaz:
[IpumeTumo ma 3a peanny 2n X 2n matpuny ¥ Basku:

e GL(TL, C) s UJ, =¥
Ve Sp(2n) <« V0 =],
VeO2n) & VIUv=F

U JIAaKO je YOUYUTHU Ja CBAKU O OBa ABa yciyioBa noBiaum tpehu. IIpecex
OBUX I'DyIla Ce CaCTOJU O MaTpUIA:

X =Y

=1y x

} € GL(2n,R)

KOj€e 3aJ0BOJbaBa]y yCJIIOB:
Xy =vT'X X'X+Y?'Y =FE,

a TO je 3aIpaBO YCJOB Oa MaTpuia Oyae yHUTApPHA.
Q.E.D.
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3 CuMIIeKTu4YKe MHOTOCTPYKOCTH

3.1 OcHOBHU IIOjMOBH

Cuarpahemo Haname na je M riaaTka MHOTOCTPYKOCT 0e3 T'DaHUIE U
Hajuemhe KOMIIAKTHA, aKO HUje APYKYMje HArJIAIIEHO.

Hedbuaunnuja 5. Cumniekmuura cmpykmypa Ha 240mMK0J MHO20CTPYKOCTIU
je sameopena nedezenepucana 2 gopma w € Q*(M).

W3 menerenepucanoCT ClIeIM Ja je CBaKM TaHTeHTHU npoctop 1,M
CUMIIJIEKTUYKA BEKTOPCKU mpocTop. M3 oBor asrebapckor cBOjCcTBa
MOYKEMO 3aKJbYUUTU Ja IOCTOJU KAHOHCKW M30MOP(U3aM TAHI€HTHOT U
KOTAQHT€HTHOT PacJIojema

TM - T*M: X — i(X)w =w(X,").

Kako je cBaky TAHM€HTHU MPOCTOP CUMIIJIEKTUYKNA MOYKEMO 3aKJbyUUTU
[a je CUMINIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT YBEK mapHO auMeH3noHa. Takxobe
KaKO ce, Ha OCHOBY IOKa3aHOr y craBy 10, n -TOCTPyKW KIMHACTU
nIpou3BOa W A - -+ A w HUKAI HE aHyaupa cieau na M mopa Outwm opu-
jeHTabUIHA.

3aTBOPEHOCT jeé TeOMETPHUjCKO CBOjCTBO U KAO MOCJIEIUILy YOUaBaMoO 1a
je cuMmiIekTryka GpopMa w MpeAcTaBHUK KOXOMOJIOIIKE KJIace :

a=[w] € Hyx(M;R).

CraB 12. Axo je M sameopena, cumMniexmuuka MHoO20CmpyKocm maoda cy
de Pamose xozomonowse epyne Han(M), 1 < k < n nempusujare.

okazs:
Hexka je 3a mexo k HZ%(M) = 0. 3namo ma je dw = 0 u dw"t = 0, ma
kako je H2% (M) tpusujanma w® je y mHyaToj knmacu, Tj. oBa gopma je u
tauna. Crnemu na je w* = da 3a mexy 2k — 1 popmy a. Cama mpumeHOM
CrokcoBe Teopeme nobujamo:

/wA”:/ da/\wm_k:/ d(oz/\wm_k):/ a AWk,
M M M oM

3uamo na je M 6e3 pyba, ma je mHTErpaJ 3ampeMuHCKe (GopMe HyJIa
mITO 1aje KOHTPAANKIN]Y.
Q.E.D.
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Ilo3raTo je ma cy KOXOMOJOIIKe Ipyle cgepe:

Hpp(S") = { {g} Z;SZ

OnmaBme mMaMO TpuUMep MapHO AUMEH3MOHUX MHOTOCTPYKOCTHU KOje He
MOMYIITAjy CUMILIEKTAYKY CTPYKTYpPY, a To cy chepe S n > 2.

[Topen crapmapaHOr IpuMepa R?" MOKEMO aTH jOII HeKe OCHOBHE
npuMepe CUMIIEKTUYKUX MHOTOCTPYKOCTH:

e (" y3 crTagmapIHy UIOECHTUGUKALU]Y Ca R?":
® CBaKU OTBODeH Ckym y R*™;

® OpUjeHTAOUIIHE MOBPIIN;

e chepy S? MOxKEMO MOCMATPATHU KAO:

S? = {(xl,asg,xg) € RﬂZx? = 1}.

J

Tanma je cummniekTmdka popMa Ha HOj JaTa Ca :

wﬂf(éan) = <$7§X77>> 5,7’}€T$52.
[loBpmmua chepe ca oBoM dpopmoM je 47;
e KOTAHICHTHO paciojeme (BuaeTy moriaasibe 3.2.).

Hedbununuja 6. Hexa je X 2aamko sexmopcko nowe u ¢ damusuja dupeo-
moppusama mrozocmpyrocmu M makea da je:

do,

o) = X(6@),  dola) =

Tada je Jlujes uzcod dopme w y npasuy sexmopa X dedunucan ca:

fwo—w
Lxw= lim¢t—.
t—0 t
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Amnasnorso ce ,Z[eCt)I/IHI/IIHe n3BO A BEKTOPCKOT IIOJba Yy IIPaBIy BEKTOPaAa:

(V) =Y
LyY —fim Zel¥e) =Y
t—0 t

1 MOJKe ce MOoKa3aTu na je JlujeB m3BOM MCTO MITO M KOMYyTATOpP BEK-
TOPCKUX MOJba, Tj. BaKWU:

d
X, Y| =LxY =—0¢",Y.
[7 ] X dt¢—t

Osge je ¢ Tok X, a ¢*Y(p) = do~'(p)Y (¢(p)) pull — back BexTOpCKOT
moJsba Y.

Teopema 2. (Kapmanosa gopmyaa) Axo je ¢y : M — M zaamra damuiuja
enamrux npecaurasara, X (¢y(x)) = %qﬁt(:ﬂ) u w K-popma mada je:

d * * . .
0w = 9 (d(i(X)w) +1(X)dw) . (7)
oxkaz:
ITora3yje ce mEAyKnujoM 1o crenery ¢opme. leramu ce MOy BHIOeTU
y [9].

AkO mMamo TIaTKy GaMuInjy w; IUdepeHnunjaasanx GOpPMU U3 JIUH-
eapuocTu pull — back-a Mo:ke ce mMOKa3aTU OMUIINTUjU OOJUK:

d . . dw
—¢rwy = ¢ [ d(i(X)w) +i(X)dw + — ) . (8)
dt dt
CeTumo ce ma cMO mepUHUCAIN Yy YBOAHOM TOTJIABIBY CHUMILIEKTOMOD-
¢usme, caza MOKEMO NATHU ONIITU]Y HePUHUINI]Y:

Hedununuja 7. CumniexmomopPhusam CuMnieKmMuvKke Mo20CmpyKocmu
(M,w) je dupeomopdusam 1 xKoju wyea cumniekmuury Gopmy, mj. 3a Koju
BAIHCU:

w =Y w.

'pyny cummniaekromop¢uzama ozumauvasahemo ca Symp(M,w) wan
Symp(M). Kako je popma Henerenepucana XoMOMOP(PU3aM TAHTE€HTHOT
Y KOTAHTE€HTHOT PacJjojema je OujeKrnuja ma moCTOju jeaaH-jelaH OqHOC
BEKTOPCKUX IOJba u 1-hopmu:

(M) = QM) : X = i(X)w.
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3a BEKTOPCKO MOJbE KAKEMO Ja je CUMILIEKTIYKO ako je i(X )w 3aTBo-
pena popma. [IpoCTOp CUMILIEKTUYKAX BEKTOPCKUX MOJba O3HAUABAMO
ca x(M,w). Kana je M 3arBopena x(M,w) je JlujeBa anrebpa rpyme
Symp(M,w), mro caenu u3 caeneher crasa.

CraB 13. Hexa je M s3ameopena mmozocmpyrocm u t — 1, 2aamxa damu-
Auja dupeomophusama 2eHEPUCAHUT HAMUAUIOM BEKMOPCKUT Nova X; €
X(M) ca:

d .
%7/% = X, 0y o = d.

Tada je ¢, € Symp(M,w) 3a ceaxo t axo u camo axo je X; € x(M,w) sa
ceaxo t. Jamwe sasicu da axo cy X,Y € x(M,w) mada je u [X,Y] € x(M,w)
U 8aAHCU!

i([X,)Y))w=dH H=w(X,Y).

oxkaz:
Ha ocuoBy Kapranose dpopmyne 3a Jlujes uszson (7) m yumenure na
je popma 3aTBOpeEHa nOOMjaMO:

i = Ui (X + (X)) = B (X)),

Tj. BayKM IPBU AEO CTaBA.

[Ipumernmo na je X CHUMIJIEKTMYKO BEKTOPCKO IIOJbE aKO M CAMO aKO
je JlujeB m3Bon Lxw = 0.

Heka cy cana X n Y cuMmiekTnyka BEKTOPCKA MOJba ca OAroBapajyhum
TOKOBUMa ¢; u ;. Tama umamo:

d *
(X,Y] =Ly X = EL:O%X

i ([(X,Y])w= %Loi(iﬁX)w = Ly (i(X)w) = di(Y)i(X)w = d(w(X,Y)).

Ilpyry jemHakoCcT cMO nOoOwWiau M3 TOra IITO je Y;w = w, Ha je u
(VX )w = ¥ (i(X)w). Tpehy jemmaroct cmo mobunu u3 Kapranose
dopmyme (7) y3 unmenuny na je popma i(X)w 3aTBOpEHa.

Q.E.D.

3a cBary raartky ¢yukuujy H : M — R BexkTopcko nome Xy : M —
TM onpebeno ca:
i(XH)w =dH
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ce Ha3mBa XaMMJITOHOBO BEKTOPCKO IOJbE MPUAPYKEHO XaMUITOHOBO)]
¢yurnuju H. Axo je M 3arBOpeHa OBO BEKTOPCKO MOJbE TE€HEPUIIE
jemHOmapamMeTapcKy Tpyly mapeoMopdusama ¢f Koja 3amoBOsbaBA:

d ,
Eﬁbfq = Xuody op = id.

OBa ¢pamunauja ce Ha3wBa XAaMUJITOHOB TOK NPUAPYKeH (QyHKIuju H.

IlomTo je Tauna ¢opMa u 3aTBOpeHa XAaMWJITOHOB TOK YyBa W.
Axro o3HauymMo XaMuUITOHOBe audeomMopduame MHOrocTpyroctu M ca
Ham(M) sakmyuyjemo na je Ham(M) C Symp(M). Y cueuujamaom
cryuajy kana je Hpp(M) = {0} tana je Ham(M) = Symp(M). Moskemo
OIPUMETUTHU Oa j€ BEKTOPCKO ToJbe Xy TAHTMeHTHO Ha HuUBO H = const
U3 jeTHAYUHA:

ITpumep:
Hexka je H ¢ymkmuja Bucune x3 Ha chepu S? HesaBucua on t.. Huson
Cy KPyTrOBM KOHCTAHTHE BUCUHE M XAMUJITOHOB TOK ¢f DOTHpA CBAKU

KPYT KOHCTAHTHOM OP3WMHOM. Y NWUJIWHIPUYHUM KOOpIauHaTama Xy je

3aIpaBO BEKTOPCKO IIOJbe %.

Y mpBoM morsnaBspy cMmo neduuucanau llyacomoBy 3arpany, cana
najeMo ONIITH]y Ae()UHUIN]Y:
Heduunumja 8. [lyaconosa sazpada {-,-} na M je npecaukxasarve:
{3 CF(M) x C=(M) — C%(M),
Koje je:
® GHMUCUMEMPUYHO;
® OUNUHEAPHO;

e 3adosomasa Jlajonuy080 npasu.so;

e 3adosomasa Jarxobujes udenmumem.
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Moske ce mokaszaT; Oa je m3pa3oM:
{F,G} = w(XFp, X¢)

nepunucana [Iyaconosa 3arpana. Ilyaconosa 3arpana nedununme cCTpyk-
Typy JlujeBe anredOpe Ha mpocTopy raaTeux QyHrnuja Ha M.

Cras 14. Hexa je (M,w) cumnaexmuuka muozocmpyrocm. Tada saorcu:

1. I'de 200 je dedpunucan Xamuamoros mok ¢ty je cumnaexmomoppusam
KOjUu je manzenman 1a nomnpocmop nusoa H.

2. Ba ceary Xamuasmonosy dynrxuyujy H u ceaku cumniexmomoppusam
U sastcu:

Xpoy = V" Xy

3. Jlujesa 3aepada dea Xamuamonosa sexmopcra nowva Xp u Xqg je Xamuna-
monoso eexmopcro nove [Xp, Xa| = X(pay-

oxkaz:
[IpBu meo craBa cmo Beh mokazanau pauuje. pyru meo ciaenu u3:

i(Xprog ) = d(H 0 15) = $*dH = §*i(Xpp)w = i(0* Xop)w.

OBne mpyre jemmakocT ciaemu m3 tora mro pull — back romytupa ca
ormepaTropoMm d, a mocjeqma U3 YUmheHnIe 1a je 'w = w.
Tpehn neo crasa je 3ampaBo Apykudmje GOPMYyJIVCAH APYTU TEO CTABA
13.

Q.E.D.

N3 oBor craBa MOKEMO 3aKBYUUTH A& XAMHUJITOHOBA BEKTOPCKA
nospa popMmpajy nozanredopy Jlujese anredpe BekTopckux nospa. Ilpe-
caukaBame H — Xy je cypjekruBHN XOoMoMOp¢uzam JlujeBux anredbpu
rnatkux pyuknuja Ha M ca IlyaconoBum 3arpanama y JlujeBy anrebpy
XaMUJITOHOBUX BEKTOPCKUX IOJbA. Je3rpo OBOI IpECIUKABaWka UMHE
KOHCTaHTHE (hyHKIUje.
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3.2 XaMuJaToOHOBa M30TOMNHja
[TocmaTpajMo TIATKO MPECIUKABAE:
[0,1] x M = M : (¢, q) = (q)

TakBO ma je U, € Symp(M,w) u ¢y = id. OBakBa paMunIMja CUMILIEKTO-
Mop@dur3amMa ce Ha3MBa CUMIIJIEKTUYKA U30TOonMja HAa M, 1 cBaka oBakKBa
dhamMunmja je reHepucaHa je JMHCTBEHUM BEKTODPCKUM mosbeM X; : M —
T'M xoje 3amoBoJbaBa:

d
E¢t = X; 0ty

Rako je i, cumnnexkromopdmzam 3a CBakO ¢ M BEKTOPCKa MOJba X; CY
CUMILJIEKTUYKA, U BayKU:

Axo cy cBe oBe 1-popMe TauHe Taga MOCTOjU rAaTKa GaMuInja XaMu-
ToHOBUX (QyHEIUja H, : M — R TakBa ma je:

Z(Xt)w = dHt,

mTo 3Haun Aa je X; XaMMJITOHOBO BEKTOPCKO MOJLE IPUAPYKEHO PaMu-
nuju H; 3a cBako t. Y oBoMm caydajy ce H; Ha3mBa BPEMEHCKU 3aBUCAH
XaMUJITOHUjaH, & 1)y ce Ha3MBa XaMUJITOHOBA U30TOIM]a.

[Ipumerumo ma axko je M mpocTomoBe3aHa MHOTOCTPYKOCT CBakKa
CUMILIEKTUYKA U30TONHUja je XaMUITOHOBA, jep je Tana Hhp(M) = {0}.

Cumvnuexrromopduzam ¢ je XaMUITOHOB aKO IOCTOjU XaMUJITOHOBA
uzoTonuja ; Koja cmaja ¥y = id u ¥ = ¢. llpoctop XaMuiaToHOBUX
cuMIIeKToMOpr3ama o3HauaBamMo ca Ham(M,w) nnu jemHocrasHuje
Ham(M). OpgmsOC crMIIeKTHUYKEe M XAaMUITOHOBE Ipyne Iu(eoMop-
¢n3ama je Tema kKojoj hemo ce nerajbHUje HIOCBETUTH Yy HapeTHUM
rjaBaMa M MOYKE Oa MPEICTaB/ba OKOCHUILY NAaJbUX UCTPAKUBAKA jep
CaIp:KU NOCTa OTBOPEHUX mnpobiieMa.

3.3 KoraHreHTHO pacJjiojeme

Koranrentna paciojema ¢opMupajy jemHy O OCHOBHUX Kjaaca CUM-
MIEKTUYKUX MHOTOCTPYKOCTU. KoTaHreHTHO paciojeme T*L je Bek-
TOPCKO pacilojelme umja cy ceuema l-¢opme Ha L. YHuUBep3aHA WA
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kaHoHCcKa (JImyBuioBa) dpopMa A, € QY (T*L) je dopma uumja je cum-
IJIEKTUYKa (opMa JaTa ca:

Wean = _d)\can-

Y crammapOHUM JIOKAJHUM KOOpIuHATAMa (T,y) Tae Cy T KOpAUHATE
Ha L, a y Ha ¢ubOpu T,L KaHOHCKe (popMe Cy maTe ca:

Aean = Yy dzx, Wean = dx N dy.

Herka cy =z : U — R" nokanse koopamHaTHe kKapte Ha L. Mokemo

O KOOpAMHATAMa MUCJIUATUA KAO O PEaJHO BPEIHOCHUM (YHKIMjaMa Ha

U. Tana cy mudepennmjanm y taukm ¢ € U nmHeapHA NPECINKABAHA
. *

dzj(q) : T,L — R wm umme Gasy myamsor mpoctopa T,L ma ce cBaku

BekTOp v* € T,/ MOKe 3amucaru Kao:

vt = Zyj dx;.
j=1

Koopmunate y; cy jemuncrseno onpebene ca g u v* u oapebyjy xoop-
muaatHe (yHruuje T*°U — R" : (q,v*) — y(q,v*). CBe y cBeMmy mmamo
koopmuHatHe kapre T°U — R™ x R" : (q,v*) — (x(q),y(q,v*)) m y oBuM
KOOpAMHaTaMa je KaHOHCKa l-¢popma marta ca:

)\can = Zy] dl’j.
j=1

ITa Obucmo mokasaim na je oBa (Gopma He3aBHUCHA oI m300pa KOOpIu-
HATHUX KapaTa MOKEMO MOCMATPATHU MITa Ce AeMiaBa MPU CMEHU KOOP-
OVHATA, & MOKEMO JaTU U OeUHUNM]Y GopMe He3aBUCHY O KOODIV-
HaTa MmMTO hemo oBae m yumHuUTHU. [locmMaTpajMo mpojeriujy:

m:T*L — L, (q,v") — q.
ndepennuja oBe nIpojekrnuje je JMHEAPHO IPECKINKABAHE!
dr(q,v*) : TqunT"L — T, L.

Cana je v* nuHeapHu (yHKIUOHAN Ha 1, 1 BpeIHOCT KaHOHCKE
1-popme y Tauru (¢, v*) je komMmosunuja:

Acan(gwr) = V* 0 dm(q,v*) : T(gomT*L — R,
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Tj. pull — back v* mpu npojeknuju m. OBO je cariacHoO ca ne(pUHUIN-
joM on panuje jep y JIOKaJdHUM KoopauHaTtama (z,y) Ha T*L muHeapHO
npecaukasame dr(q,v*) je mato ca (§,n) — & u caenu na je v*odm(q,v*)
muaeapan ¢yurimumonas (£,n) — (y,€) xKoju Moske OGuThM 3amucaH Kao
Zj y; drj. OuuraenHo je m3 IpeicTaBbama PopMe ., Ha je 2-popma
Wean = —dAean Hemerenepucana, na je (1%L, we,) CAMIIEKTAYKA MHO-
TOCTPYKOCT.

CraB 15. I-hopma Aean € Q1 (T*)L je jeduncmeeno odpehena ceojemeom:
0 Xean = 0O
3a ceaxy 1-gpopmy o : L — T*L.

oxkaz:
Y nokanHuM KoopauHaTaMa r Ha L l-¢popma o Ha L Moke Outm 3a-
nrcaHa Kao:

o= Zaj(x) dz;.
j=1

Rana je mocmarpamo kao mpeciaukaBawme m3 Ly T*L oBa dopma je
naTa y JOKAJHUM KOODIWHATAMA CAa:

r = (T4, .., T, a1(2), ... a,(2)),
na je pull — back popme A, 3ampaBo popma o.
Q.E.D.

Ako mmamo aBe cuMmimekTuuke MHOrocrpykoctu (My,wy) n (M, ws)
Tajga je u BUXOB JleKapToB HPOU3BOJ CUMIIEKTUYKA MHOIOCTPYKOCT,
ca GOpPMOM pTiwi + VTowe, TOE CY M1 U Ty KAHOHCKE NIPOjeKIuje, a [t U V
IPOU3BOJbHE KOHCTAHTE pasnuuute oxn Hyse. OBa popma je 3aTBOpeHa
360r JIMHEAPHOCTU U 3aTBOPEHOCTH Wi U Wa:

dw = d(pmiwy + vriws) = pmidw; + vrydws = 0.

3a HeIereHePUCAHOCT MOTJIenajMo:

w((X1, X2),(V1,Y2)) =

/“Tikwl((Xh X2>7 (}/1’ YQ)) + VW;W?((Xh X2)7 (YL }/2» =
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pwr (1 (X7, Xo), 1. (Y7, Y2)) 4 vws (M2, (X7, Xo), mou (Y1, Y2)) =
o (X1, Y1) + vws (X, Ya).

Ako je (X1, X2) # 0 ranma je X1 # 0 uau Xy # 0. ¥Y3mumo ga je X; # 0.
N3 memerenepucanoctu w; mocroju Y taj. w(Xp,Y) # 0. Moskemo
nzabparu (Y1,Y2) = (Y,0) u Buagumo ma je taga w pasiuyduTo O HyJe.
CIMYHO MOMKEMO IMOCTYIUTUA U Yy APYTCOM CIYydYajy M 3aKbydyjeMO Oa
je popMa HenereHepucaHa.

3.4 MozepoB Tpuk u /lapbyoBa Teopema

Y oBoMm meny hemo ommcatu Mo3epoB TpUK KOju mMa MHOTE€ 3Hada-
jHE TocJenuniie, Kao MTO je Ha CUMIIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTHU HEMAjy
JIOKAJIHUX WHBAPUjaHTHU.

Cnobonuo roBopehu Mo3epoB apryMeHT TOBOPH Ia 3a CBaKy (paMu-
nujy cuMIIekTudrux popmu wy € Q%(M) ca TauHUM U3BOIOM:

d
— W = d(ft

dt
nocroju pamunauja aupeoMopduzaMa Y; TaKO Na BAKU:

Piwy = wo. (9)
['naBua uneja je ma ongpenuMo nudpeomMopdusMe Uy IpeacTaBsbajynm ux

Kao TOK (aMuinje BeKTOpCkux nosra X; Ha M. IIpernocraBuMmo na je:

%% = X; oy, Yo = id. (10)

Tpeba ompemnuTu BEKTOPCKa IMOJba X; TaKO Ha je 3aI0BOJHEHA jelI-
HaunHa (9). dudepenuupamem y3 npumeny Kapranose dpopmyie (8)
nobujamo:

d d . :
0= —w =1} (Ewt + i(Xy)dw, + dZ(Xt)“t) :

KRako je w; 3arBOpeHa ¢gopma 3a cBako ¢ W HeH M3BOJ TadyHa (Qopma
OBO j€ 3aJI0BOJHEHO aKO BAKU:

o + i(Xy)w, = 0. (11)
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Kako je popma w; HenerenepucaHa IOCTOjU je IMHCTBEHA (haMUJINja BEK-
TOPCKUX TOJba X; KOja 3aJ0BOJbaBa OBY jeHAUWHY U HA TA)] HAYUH CMO
nobunu gpaMmanjy 1; Koja 3aI0BOJbaBa TPAKEHE YCJIOBE KAO DPelleHe
mudepenimjanne jeqaavune (10).

OBaj apryMeHT je CKpPO3 KODEKTaH y ciydajy kana je M kKoMmmak-
THa MHOTOCTPYKOCT. &Y ONIIITEM CIydajy Tpeba IpOBEPUTHU & MOCTOjU
penresne nudepeHnyjagie jeJHaYNHEe Ha TPaKE€HOM BPEMEHCKOM MHTEP-
BaJLy.

Cras 16. Hexa je M 2n dumensuona z2aamra muozocmpyrocm u Q C M
Komnaxmua nodmmozocmpyxocm. Ipemnocmasumo da cy wo,w; € Q*(M)
sameopere 2-gpopme Koje cy jeonare u wedezenepucare wa TyM y ceakoj
mauky ¢ € Q. Tada nocmoje oxoaune Q Ny u Ny u dudeomopdpuszam 1 :
No — Ny maxo da sascu:

Qﬂ |Q: 1d @/}*wl = Wwy-

oxkaz:
Y cBerny Mo3epoBor Tpuka JOBOJLHO je MOKA3aTHU Aa HocToju 1-popma
o € Q' (Ny) TakBa na Baku:

o ‘TQM: O, do = w1 — Wp.
Tanma moxemMo mocMaTpaTé GaMUIN]y 3aTBOPEHUX (OPMU:
wy = wp + t(wy — wp) = wp + tdo.

Ckymmajyhu Ny mo morpebum MokeMO mHoOWUTH Oa je oBa (haMumimja
Henerenepucana Ha Ny 3a cBako t. Tama moskemo nobutu oarosapajyha
BEKTOPCKa moJba X; Koja ce aHmysupajy Ha () pemapajyhu jennauuny
(10). Crymmajyhu moroso oronuny Ny mo moTpebu MOKeMO q06UTH
Oa pelmeme OupepeHnujaJHe jelHauuHe IOCTOJU Ha BPEMEHCKOM WH-
TepBaxy 0 <t < 1.

ITa 6m mokazaJsu nocrojame Gopme o pazmarpahemo pecTpurnujy
eKCIIOHEHIIM]aJIHOT MPEeCINKaBamha Ha HOPMAJHO paciojeme T'Q+ mon-
MHOTOCTPYKOCTHU () Y OOHOCY Ha MPOU3BOBLHY PUMaHOBY METPUKY HA
M:

exp: TQ+ — M.
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[TocMaTpajMoO M OKOJMHY HYJITOL CEeUYCHA:
U. = {(q,v) eETM|qgeQ,ve TqQL,|v| <€}.

Pecrpurnmja excnoHeHIUMjaJHOT IpecimkaBama Ha U, je mudeoMop-
¢uszam Ha Ny = exp(U.) 3a moBomHO Mausio e. Jedpununmwmmo cana
¢r: Ng— Ng3a 0<t<1 ca:

¢r(exp(g, v)) = exp(g, tv).
Capna je ¢, mupeomopouzam 3a t > 0 u Basku:
¢o(No) € Q, ¢1 = id, b o= td.

Iame ciaemm:
* *
¢OT - 07 ¢IT = T7

e CMO Ca T O3HAUMIMU T = W] — Wy.
Kako je ¢, mupeomopduzam 3a cBako t > 0 MOKEMO ne(PUHICATU BEK-

TOPCKO IIOJbE !
d _
Xt = <£¢t> (@] ¢t 1.

d :
%@T = ¢y Lx,m = d(¢;i(Xy)T) = doy,

Iobujamo:

rue je pamunuja l-popmnu :

o) = 7 (a)s (o) ot )

raarka y TperyTky t = 0 u amyaupa ce Ha (). lame cuenu:
1 d 1

T =T — GyT = / —¢irdt = do, o= / o.dt.
o dt 0

Q.E.D.

Teopema 3. (/lapby) Ceara cumnaexmuura gopma w wa M je aoxasno
dueomopdra cmandaponoj gopmu wy na R*".
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oxkaz:
IloBOBHO je MPUMEHUTU MPETXOMHU CTAB Yy Caydajy kKama je () jemHa
TaYKa.

Ilocaeauria:
Heka je (M,w) cuUMIUIEKTHUYKA MHOTOCTPYKOCT muMmensuje 2n. Tana
IOCTOju OTBOPEeHO HokpumBame {U,}, MHOrocrpykoctu M m kapre « :
U, — a(U,) C R*™ tako na Basku a*wy = w. OBaj aTiac uMa CUMILIEK-
TUYKY MaTPUILy TPETacKa:

d(Boa 1) (x) € Sp(2n), x € a(U, NUp).

KRapre ca oBom ocobunoM ce HasmBajy [lapOyoBe rapre.

W3 oBora 3akmyuyjeMo na 3a pa3iuky on PuManoBe reoMeTpuje CUM-
IJIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTU HEMAjy JOKAJHUX WHBapujantu, Beh camo
riaobaJiHe Kao LITO je Ha IpUMep KOXOMOJIOIIKA Kiaca Gopme [w].

Teopema 4. Heka je M sameopena mmo2ocmpyrxocm u wy 2A4MEa Gamu-
auja gopmu na M y ucmoj koxomorowroj xaacu. Tada nocmoju damuiruja
dugpeomoppuszama v, na M maro da sasrcu:

o = id lﬁfwt = Wp-

Ckuma gokasa:
ITa 6ucmo npumennsnu Mo3epoB Tpuk MopamMo Hahw riatky dpaMuinjy
1-dbopmu 0, TakBy ma Baku:

dUt = —Wk.
dt
K Wy Y MCTO] KOXOMOJIOMIKO] KJIACH Me W; — W TayHe, II
Rako cy wy CTOj KOXOMOJIOIIKO acu popme wy o Cy TadHe, IIa
_d . .
cy m popme T, = —wy, Tj. 3a cBako t mocroju l-¢popma oy TaksBa na
je doy = 1. I'matrocT pamuinje ce mokasyje MHIYKIMjOM IO OPOjy
CKymoBa y mobpoM mokpuBamy MHOrocTpykoctu M. Ilokaske ce ma
BasKM 3a KOMIIAKTHO calpskaHe opMe y KOOPDAMHATHUM KapTama MIpu-
MeHoM lloenkapeoBe neme ca KOMIAKTHMM HOcCadeM, a 3aTUM Ce WH-
OYKTUBHU KOpak nokasyje ynorpedbom Majep-Bueropucosor auza. 3a

nmerasbe Buneru [6].

Q.E.D.
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Heka je Q) C M momvuoroctpykoct. Pamunuja ynarama ¢; : Q —
M koja moumme ca WHKIY3UjoM ce HazuBa uzoronuja (Q y M. Axo je
Yy = 1 Ha HEeKOM moackymy Y C () mHasuBa ce m3oronuja rel Y. Axo iy
YyBa CUMILJIEKTUYKY CTPYKTYDPY HA3MBa CE€ CUMIIEKTUYKA U30TOIHja.
3a IBe CUMIJIEKTUYKE (POPMeE Wy U wy KarKeMO Ja CY M30TOIHE aKO IIOC-
TOJU I'JIaTKa (aMUIn]a w; CUMIIEKTUYKUX (POPMU HUCTE KOXOMOJIOIIKE
KJIace Koja X crnaja. Rakemo ma cy jako M30TOIHE aKO MOCTOjU (haMUJI-
uja n3oronuja Y, Ha M Tako ma je Piw; = wy.

Jemna on mo3HATUX YWBEHUIA U3 JU(epeHIUjaJHe TOIOoJIoTHuje je
[a ce M30TOMMja KOMIIaKTHE MOAMHOTOCTpYKOoCcTH () C M MO:ke mpoIu-
putu Ha 1eo M, anu je muTame Kala je TO MOTyhe y CUMIIEKTUUYKO)]
kareropuju. Ha mery orosmuy on () je moryhe mpommputu aro je
() nmemo mzabpaHa y OZHOCY Ha (GOPMY W, PENMMO KaJa j€ CUMILIEK-
tuuka miu JlarpamkoBa. 3a mpomupeme Ha meo M mehyrum mocroje
KOXOMOJIOIIKE ONCTPyKImje. Bume merama o oBome y [6].

Teopema 5. Hexa je (M,w) KOMNaKmHua cumniekmuuka MHO20CMPYKocm,
u QQ C M xomnaxman nodckyn. Hexa je Yy : U — M cumnaexmuvka
udomonugja omsopene oxoaune U ckyna Q) u nexa je:

H*(M,Q;R) = 0.

Tada nocmoju oxoasuna N 00 QQ maxea da je N C U u cumniexmuvrka u3o-
monuja ¢; : M — M Taxea da 3a ceaxo t eascu:

wt ’N: ¢t ‘N .

oka3s:
Buneru [6].

3.5 IloAMHOroCTpyKOCTU U OKOJIMHE

Pazmarpahemo yioskeHe MOIMHOTOCTPYKOCTU KOj€ YHYTPAIIHY TOI-
osorujy Hacielhyjy u3 okpyskema. l[lommuorocrpykoct ) C M ce
HA3MBA CUMILIEKTUUYKa (M30TPONHA, Kou3oTpomHa, Jlarpamskosa) ako
je 3a cBako ¢ € () moampocTop 7,() CUMIJIEKTUYKOT BEKTOPCKOT IIPOC-
topa (1T, M,w) cuMmInerTryky (M30TPOIaH, KOM30TponaH, Jlarpamxos).
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IIpumep:
Hynto ceuewme m ¢ubpe KOTaHreHTHOr paciojema 1L ca KaHOHCKOM
CUMIIJIEKTUYKOM CTPYKTYpoM cy Jlarpamxose, jep ce kaHOHCKa 1-popMma
aHyJIMpa Ha OBUM IOAMHOTOCTPpyKOcTMMa. Maum onmruje 3a cBaky
TJIATKY MOAMHOTOCTpyKOoCcT () C L aHMXUIATOD:

TQ" = {(¢,v") € T"Llg € Q,v" |1,0= 0}

je Jlarpamxos noanpocrop. IlomurorocTpykoct TQL ce Ha3uBa KOHOP-
MAJHO pPacCJOjemhe U CIEeNUjalHu CIyJajeBu Cy HyaTo ceueme (Q = L)

n pubpa (Q = pt).

ITpumep:
3a mary CUMIUIEKTUYKY MHOTOCTpykocT (M, w) mpossom M x M no-
OyITa TPUPOIHY CUMIUIEKTUYKY CTPYKTYPY (—w) X w. Iommpocropu
M x{pt} n {pt} x M cy cuMmImuiekTuuku, Ok je mujaronaja Jlarpanmxos
HOIIIPOCTOP.

Cras 17. I'pagpux ', C T*L 1-popme o je Jlaepanstcos ako u camo axo je o
30'MeopeHa.

okas:
I'padur [', je ciuka ynarama o : L — T*L. Cuenu na ce CUMIITIEKTUYKA
dpopma —dA.,, anyaupa Ha I, ako m camMo ako:

0= 0"(dAcan) = d(0" Aean) = do.

OBae cMO KOpUCTIU OCOOUWHY KAHOHCKE (popMe na je %Ay, = 0.

Q.E.D.

Cras 18. Heka je (M,w) cumnaexmuuka mmozocmpyrocm u v @ M —
M dupeomoppusam. Tada je 1V cumnaexmomoppudam arxo u camo Ko je

epadpuk:
graph(v) ={(q.¢(q)) | € M} Cc M x M

Jlazpansrcosa nodmmozocmpykocm cumnaexmuykoe npocmopa (M x M, —w X
w).

oxkaz:
O3uaunMo 7y yjaarame:

vy: M — M x M, q— (¢,v(q)),
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U HEKa je W = mjw — Tyw (popma Ha npoumssomy M x M. I'padux je
JlarpamxoB moTopocTop ako u camo ako je v*w = 0. Ca gpyre crpane
IMaMO:

VW =7"Tw = Yw = (T107)w— (T207)w.
Kopucrehu uyumenuity na je 7,0y UAEHTUTETA, & M0y = 1) 3aKJbYUIY]jEMO
[a BayKM €KBUBAJICHIU]A:

V' =0<<= Y'w=w.
Q.E.D.

OsBaj craB mokasyje KOJIWKO cy JlarpamkoBe MOIMHOTOCTPYKOCTHU
BasKHE, U Y BUXOBOM IpPOydYaBamy Cy Ce pPa3BuUjie 3HaYajHE TEXHUKE U
HAIJIV Ba)KHU NPUMEPU y CUMIIIEKTUYKO] TEOPUjU.

Teopema 6. Hexa je 3a j = 0,1 (M;,w;) cumnaekmuura mrozocmpyxocm,
Qj womnarmna cumniexmuura nodmmozocmpykocm u vg, = (TQ;)” cum-
NAEKMUYKO HOPMAAHO pacaojerwe. Ilpemnocmasumo da nocmoju usomop-
dusam © : vo, = Vg, CUMNAEKMUYKUT HOPMAAHUT pacaojersa Ha Qo u (4
Koja namrpueajy cumnaexmomoppusam ¢ : (Qo,wo) — (Q1,w1). Tada ce ¢
mootce npowupumy do cumnaekmomoppusma v = (N(Qo),wo) — (N(Q1),wr)
maxo da dip undyryje npecaurasare O Ha v, .

oxkaz:
[TpBO mpuMeTuUMO Oa ce ¢ MOKe MPOMUPUTU 10 mupeoMopdusMa ¢ :
N(Qo) — N(Q1) Tako na dy’ unnykyje npeciurasame ¢ va TQY. Opne
MOYKEMO y3eTU:
¢’ = exp; o® o exp,’

rJe je exp; eKCIOHEHI]aIHO IPECINKABANLE OKOJIMHE HYITOT CeYema y
HOPMaJHOM paciojemy (); y HeKy okonuHy (); vy M;. 3akmydyjemMo na
Cy Wp U w; OBE CUMINIEKTUYKe (hopMe Koje ce IOKJIalajy Ha TAaHT€HTHOM
IIPOCTOPY KOMIIAKTHE IIOJIMHOTOCTPYKOCTH IIa TBpheme TeopeMme ciienu
npumeroM crasa (16).

Q.E.D.

Teopema 7. Heka je (M,w) cumnaexmuska muozocmpyrocm u L C M xom-
naxmua Jlazpanscosa nodmmozocmpyrocm. Tada nocmoju oxoauna N(Lg) C
T* L nyamoe cenerva u oxoauna V-C M 00 L u dugeomoppusam ¢ - N(Lg) —
V' maxo da saotcu:

gw=—d\  ¢|, =id

2de cmo ca A o3Havusu Kanonceky 1-gpopmy na T* L.
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oxkaz:
Iloka3 mourBa Ha YMH€HUNM A4 j€ HOPMAaJIHO paciojewme Ly M m3zomopdHO
TaHMeHTHOM paciojewy. leramu ce mory Hahu y [6].

Cras 19. Hexa je (M,w) xomnaxmua cumnaekmuska mruozocmpyrocm. Tada
ce okoauna udenmumeme y Symp(M) moorce udenmudurosamu ca okoru-
HOM HYAE Y 8EKMOPCKOM Npocmopy 3ameopenux 1-gopmu wa M.

Ckuma gokasa:

Ha ocmoBy mperxomue teopeme mnocroju okoimua N(A) C M x M
mujaronase A, kouBekcHa oxkoiumua N(My) C T*M mynrtor ceuema
My nu mudpeomopduzam ¢ : N(A) — N(M,). IIpernmocraBumo na je
Y € Symp(M,w) nosomuo C' 6nusy mmentmrere. Ha ocHOBy craba
18 rpa¢dur ¢ je Jlarpamkosa mommuorocrpykroct N(A), ma je L =
U(graph()) Jlarpamkosa nogvmuorocrpykoct T*M. Haname L je cauka
PJIATKOT MPECIUKABAMA:

M —=T"M:q~— ¥(q,1(q))

roje je C'' GAM3Yy KaHOHCKOT yiarama HYJITOT cedema. Ciemu ma je
rpad l-popme o Ha M kKOja je 3arBOpeHa Ha ocHOBY ctaBa 17. Ile-
raspHUje vy [6].

Q.E.D.
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4 TI'pyna cuminiekTomMopdusamMa m rpyia
XaMujaToHoBux amdeoMopdpusama

Y IpeTxomHOM IOIJIaBJby CMO HeOUHUCAIN I'PYIE CUMILIEKTOMOPQU-
3aMa 1 XaMMJITOHOBUX audeomopouszama. Ibuxos omHoc je m riaBHA
TeMa OBOI' paja, a OBAe heMO HaBeCTH HUXWBE OCHOBHE OCOOWHE.
I[IpBo hemo morkazaTu nma gBa cuMIIEKTOMOpPOU3MAa ;1 U Yy KOja Cy
noBOBHO 6im3y y C! Tomonoruju Mory GMTH CHOjeHa TJIATKUAM IIyTeM
CUMILIEKTOMOD (pr3aMa, Tj. BaKU TeopeMa:

Teopema 8. Hexa je (M,w) KOMNAKMHG CUMNAEKIMUYKE MHO20CTPYKOCT.
Tada je zpyna cumnaexmomopduszama Symp(M,w) aokasro nymmuo nose-
3aHQ.

oxkaz:

Ilokas ce 6a3upa Ha TOMEe na ce okoamHA uneHturere y Symp(M,w)
MOK€ MAEHTU(PUKOBATHI Ca OKOJMHOM HyJIEe ¥ BEKTOPCKOM IpOCTOPY 1-
¢dopmu Ha M, Ha ocHOBY crtaBa 19. Hamme, moxeMo maeHTHGUKOBATH
mujaroHaiy y npoctopy M x M ca myntuMm cedewmeM y T* M, ynme cmo
nOo6UIM TpaskeHy MAeHTUGUKAIM]Y OKOoIuHe unenturere y Symp(M,w)
ca mpocTopoM 3aTBopeHnx l-¢popmu. Cse oBe popme uMmajy rpaduk [,
KOju Je:xu y KoHBeKCcHO] okomuuu N (My) mynror cevewa y T*M u ako
rMamo 1-popmy o mmamo u neo uyr to,t € [0,1]. Caemu ma je mpocTop
(OpMU KOHTPAKTUOWJIAH, ITa ¥ OKOJIMHA MIEHTUTETE.

Q.E.D.

'pyna cuMmmiekTomMopduszama KOMIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH je Oec-
KOHaUYHO muMeH3unoHa JlujeBa rpyna uumja je JlujeBa aarebpa mpocTop
X(M,w) cUMIOIEKTUYKIX BEKTOPCKUX [I0Jba U TO je jenna ca Kapranose
JUCTE MPOCTUX HepacTaBmusux JlujeBux rpymna.

Hera je Sympo(M,w) rommonenta upenturere y Symp(M,w). Ha
OCHOBY MPETXOIHe TeopeMe 3a cBako ¢ € Sympo(M,w) nmocToju raaTra
dammanja cuMmmiekroMopdusama Y, € Symp(M,w) TakBa ma je vy = id
u Y = 1. 3a paMuanjy CUMILIEKTOMOP(U3aMa IMOCTOjU jeIUHCTBEHA
davmnmja BekTOpcKux nosma X; M — T'M TaxBa ma BaKu:

d
Ewt = X 0ty

Raxxemo ma damwunuja X; remepumie uzoronujy ;. Rako cy i cum-
IJIEKTOMOP(U3MU 3a CBAKO { U BEKTOPCKA IOJba X; Cy CUMIIEKTUYKA
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u Baxku di(Xy)w = 0. Aro cy cBe oe l-¢popme TauyHe Tama MOCTOjU
riatka paMuiarja XamMuiaToHOBuX ¢yuknmja H, : M — R taxBa na je:

Z(Xt)w = dHt

Hera je 3a cBako t X; XaMMITOHOBO BEKTOPCKO NHOJbE MPUAPYKEHO
¢oyurnuju H,. IlonceTmMmo ce na ce y oBOj cuTyanuju ¢, Ha3uBa XaMUII-
TOHOBa M30TOMNNja T'€eHePUCaHa BPEMEHCKU 3aBUCHUM XaMUJITOHU)aHOM
H;. Cumnaexromopousam ¢ € Symp(M,w) ce HazuBa XaMUITOHOBUM
aKo mocToju XaMuaToHoBa m3oronuja ¢, € Symp(M,w) om g = id mo
Y1 = 9. IlpocTop XaMMJITOHOBUX CHUMIIJIEKTOMOD(dU3aMa O3HaAUaBAMO
ca Ham(M,w) = Ham(M). HaBurau cMO ga Ccy rpyle y TeoMeTpuju
nate TpaHchopManujaMa Koje 4YyBajy 3alaTy CTPYKTYpPY, IITO OBIe
HUje ciaydaj u HUje ommax jacHo ma je Ham(M) rpymna.

Cras 20. Ilodzpyna Ham(M,w) C Symp(M,w) je nopmarna u nymuo
no6e3ana.

oxkaz:
Axo je Hy = 0 Tanma je u dH;, = 0 m nobujamo BeKTOpCKO mosme X; = 0
KOje TeHepullne M30Tonujy v, = id, jep je Tana % = 0. W3 oBora

BuauMO na je id meyrpan 'y Ham(M).

Heka cy canm v n ¢; XaMuiITOHOBE M30TOMNKje TeHEPUCAHE BPEMEH-
cku 3aBucHuUM Xamuatonujanuma H; m K;. Ilokazahemo ma je 1 o ¢
reHepucaHa XaMUJITOHUjaHOM Ie(@UHUCAHUM Ca:

(HEK), = Hy + Ky 01,
Ilo nepurMIMIjU je:

i(XHﬁK)w = w(XHﬁK, )
Takobe je:

i(XHﬁK)w = d(HﬁK) = d(Ht + K; o 2/};1) =
dH; + dK; o dipy = w(Xa,, ) + w(Xi,, diy ) =
W(XHM ) + w(dwt(XKt)7 ) = W(XHt + dwt(XKt)7 )

W3 oBora Mo:keMo 3aKBYUUTH Oa je:

Xusx = X, + dipy(Xg,).
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Ca mpyre cTrpaHe mudepeHIUpameM T00ujaMo:

d(wt o ¢t> diy doy
e = i
dt

OBuwMm je nmokaszano na je Ham(M) 3aTBOpEHO 38 KOMIIO3UIIN]Y.
3a MHBEpP3 MOCMaTPajMo:

ﬁt = _Ht O ¢t'
Ha ocHoBYy morazaHor 3HaMO na je:
HiH =0,

na BuauMo na je Ham(M) 3arBopen 3a muBep3. OBUM CMO IMOKa3aiu
na je Ham(M) 3aucra rpyna.

Heka je canma x npon3sBosbad cuMmiiekromopduszam. la 6ucmo nokasaan
na je x o oy ! XaMUITOHOB AeOUHUATIIMO:

HYX=Hox "

MoskemMo M3BeCTU CAWYAH PAYyH KAaO U paHUje:
i(XHtX)W = W(XHtXa )
i(Xpx)w = dH} = d(H; o X H =
dH,odx ™ = w(Xpyx, dx ) =

W(dX(XHtX)a )
OBuM CcMO TTOKa3aJI 1a je:

XHtX = dX(XH,?‘)'

Tarobe mudepennupamem nobmjaMo UCTU U3Pa3:

d )
e dox™) = dx(Xay),

na MOsKeMo 3amyunTu na je rpyna Ham(M) mopmamna.
IIyTHa mOBe3aHOCT je ouuriaenHa u3 AeUHULN]eE.

Q.E.D.
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[Tperxonue medpuuUITje MOKEMO YOIIMITATA W Ha CIydajeBe Kaaa
M Huje KOMHIakTHa, IPU YeMy heMmo 3axTeBaTu na je 0e3 rpanune. Y
OBOM cJy4ajy heMo mocMaTpaTé CUMIIEKTOMOD(PU3Me ca KOMIAKTHUM
HOcaueM, a rpymne hemo osmauasatu ca Symp®(M) = Symp“(M,w) n

Ham®(M) = Ham‘(M,w). Y oBuMm rpymama mmamo tomojorujy C?
KOHBEPTEHIje HA KOMIIAKTHUM CKYIOBUMA.
Symp*(M) = U Symp" (M)

KCM K kompaktan

rae cmo ca Symp (M) osHaumnu cuMmmIeKTOMOpOU3ME Cca HOCAueM Y
KoMnakTHOM ckymy K. OBme Baky ma 3a CBAKM KOHAYAH HENPEKUIAH
oyt ¢yt € [0,1] y Symp®(M) nmocroju komnakran ckyn K Koju canp:u
cBe HOCcaue ¢;. lloTmyHO aHAJOTHO:

Ham®(M) = U Ham™ (M)

KCM K kompaktan

rae Ham® (M) canps#u cBe cUMIIEKTOMOP(U3ME ¢ KOjUu Cy BPEMEHCKe
¢yHEIUje HeKe XaMUJITOHOBE U30TONHMje ca HocadueM y K.

Cras 21. Hexa umamo mmozocmpyrocm ca maswnom gopmom (M, w = —dN)
u pamurugy oudeomophpudama ¢ ca KOMNAKMHUM HOCAYEM Y3 YCA06 ¢y = id.
Tada je:

1. Y cumnaexmomoppusam 3a cearo t axo u camo axo je dopma PN — X
3aMBOPEHa 30, CBaAKO t;

2. Yy Xamusamonos cumnaexmomoppuszam 36 c8ako t axo u camo axo je
dopma P; X — X\ mauna 3a ceaxo t.

oxkaz:
[IpBu meo craBa ciaemu u3 peduHUnNUjE, jep je Yy CUMIJIEKTUYKA aKO U
caMo ako je ¥fw = w, a 1o 3Haum ga je u d(P;A — ) = 0.
[Toncerumo ce na je ¢, XaMUITOHOB aKO caMmo ako je dpopma i(X;)w =
dH; rauna. Ilpumenom KapranoBe ¢hopmyiie nobujamo:

t
d
Ui = A= uid = viA= [ s =
o ds

/0 (X (~w) + d(i(X)A))ds = d / (XN ds — / B2 ((X ).
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Ilobunu cMo na je Yy A — A\ TauHa gopma 3a CBAKO ¢ aKO M CaMO aKo je
fot P¥(i(Xs)w) Tavan 3a cBakKO t, a OBO BasKM aKO U CaMO ako je popma
i (i(X)w) Tauna.

Q.E.D.

OBze MOkeMO mocMaTpaTu XOMOMOP(uU3am:
Sympg(M) — HX(M;R) ¢ A=)

N raxobe comuno kao mrTo hemMo nokaszaTy KacHUje 38 KOMIAKTHE MHO-
TOCTPYKOCTHU OBJ€ MMaMO TadyaH HU3:

0 — Ham(M) — Symp§ — H(M; R) — 0.

OGjacanMo jom majo anarebapcky crpykrypy rpyne Ham(M) y
caenehmx HEKOJIUKO CTAaBOBA.

CraB 22. Hexa cy Y u ¢y Xamuamonosu mokosu 2enepucany Xamuimo-
nosum dymnruyujama F u G. Axo 3a ceaxo t easicu da je P, o ¢y = ¢y 0 Yy

mada je {F,G} = 0.

okasz:
Kao mro cmo Bumenu y nokasy crasa na je Ham(M) rpyma, Xamuaro-
HOBUM TOKOBUIMA ; O ¢y U ¢y © 1y OATOBaApPajy :

F+Goyt G+Fop .
U kakxo cy jemHarm 3a CBako { mMaMo:
F+GoYp' =G+ Fog, "

Capna 0By jemHaKOCT MOKEMO IU(EepEeHIUpaT y OAHOCY Ha t u mobu-
jamo cimemehu HU3 je IHAKOCTU:

—dG(XFp) = —dF(Xg),
w(Xe, Xr) = w(Xr, Xq),
(F.G} = {G, F}.

N3 arTukomyraruBHOocTH I[lyacoHoBe 3arpamne mmamMo TBpheme cTasa.

Q.E.D.
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Cras 23. Hexka je (M,w) cumnaiexmuura muozocmpykocm u U C M omeo-
pen u Henpaszan nodexkyn. Tada nocmoje 1, ¢ € Ham(M,w) makeu da um je

nocaw y U upop # ¢ o

oxkaz:
Nzabepumo tauky x € U rkao u tanreutne Bekrtope X,Y € T,U takse
na je w(X,Y) # 0. Koucrpyumenmo ¢pyurnuje F' u G Takse na je:

dF, = i(X)w,, dG, = i(Y)w,.

OsBakBe (pyHKNMje MOKEMO yBEK HOOUTHU ¥ TAYKU. 3aTUM, AeHUHUIIEMO
BaH Tauyke T (YHKIUje Ha NPOU3BOJbaH HauwmH. K3abepumo u ckym V

takaB ga je x € V C V C U. Ha ocuHOBY Y pucoHoBe jieMe IOCTOjU

¢yHKIUjA:
p:M— R,

(z) = 1 z€eV,
P 0 zeU-.
Canma mMoskeMO medpuHICATU HOBE (DYHKIMje MHOMKEHEM MOUYETHUX Ca p:

F= p-F, G = p-G.
[Tpunapysxrmo oBuM ¢yHKIMjamMa XaMUITOHOBE AupeoMopduaMe ¢ u ¢.
Tana je y Taukm x 1 o ¢ # ¢ 01, HA OCHOBY MPETXOOHOI CTaBa, jep je:

{ﬁ’ é}x - {F> G}x = W(XFyXG)x - W(X> Y) 7é 0.

Ha ocHOBY muxoBe KOHCTDPYKIje HOCAY (YHKIN]ja FudG jey U, nma
jemuocau Yy m ¢ y U.

Q.E.D.

HaBemumo y Be3u ca OBOM TeMOM jOII JOBE TeOopeMe Koje je mao
Banjara (Buzeru [1]):

Teopema 9. Axko je (M,w) 3ameopena cuMNAEKMUYKE MHO20CTPYKOCT,
epyna Ham(M,w) je npocma.

Teopema 10. Hexa cy (My,wq) u (Msy,ws) dee 3ameopene cumniexmuske
MHO20CTPYKOCTU “uje ¢y epyne Xamuimonosux dudeomopdusama usomopPre.
Tada cy 06e M1H020cMPYKOCTNU KOHPOPMHO CUMNAEKMOMOPHHE, Mj. NOCMOoju
dugpeomoppusam 1 : My — My u 6poj ¢ # 0 mako da je P*wy = cwy.

Hpyrum peunma TeopemMa roBopu na ajaredapcka CTPYKTypa rpyime
XaMUITOHOBUX AudeoMopdur3ama ogpehyje CUMIIEKTUYKY MHOTOCTDY -
KOCT IO Ha (aKTop.
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5 C!'u C" dayke-xunoresa

Hepunucahemo duykrc xoMoMop(dr3aM HA YHUBEP3ATHOM HATKPUBAY
Sympo(M) (mornenatu momarak). I[Ipermocrasumo na je M 3aTBopena
=
MHOTOCTPYKOCT U O3HAUUMO ca Sympy(M,w) yHUBEP3aIHO HATKPUBAE
R

KOMIIOHEHTe uieHTuTere. Taura y Sympo(M,w) je xoMoTOICKa Kaaca
raaTtkor myta v € Sympo(M,w) ca ¢urcHuM KpajeBuMma Py = id u
1 = 1. OBy ruacy hemo oznauutu ca {¢;}. Crpykrypa rpymne moxe
OuTM yBeIeHa Ha MNBAa EKBUBAJICHTHA HAUYMHA KAO KOMIIO3UIIAja CUM-
IEKTOMOP(r3aMa WM Ka0 HACTABJbAHE IIyTeBa. 1TaKO MOKEMO MUC-
matu o {1} - {¢;} ka0 0 KnACU exkBUBaJEHNUjE MyTa Y © ¢; UIU KAO O
KJIACU €KBUBAJIEHIM]€ TJIaTKe pernapaMeTrpusaluje maTe ca :

B Doy OStSl/Q
Xe = Yy10¢r 1/2<t<1

Moske ce mokaszaTu ma je myT 1 O ¢; XOMOTOIAH Y; Ca (QUKCHUM Kpaje-
BUMa, IIa UMaMO jeTHAKOCT Kjaca:

{Xt} = {¢t © ¢t}

Hedbunnnnja 9. Payxc zomomoppusam Flux : %O(M) — HY(M,R)
dehunuremo ca :

1
Fluz({t}) = / i(X,)w] dt € H' (M, R)
0
2de je X; sexkmopcko nome dedpunucaro ca:
d
—y = X; 0y,
dtwt t ¢t
Mopamo vajupe mpoBeputu na je Gaykc nobpo medpuHUCAH Tj. Ia
3aBHCHM CaMO OJ XOMOTOIICKe Kjace ca (UKCHUM KpajeBUMa IIyTa ;.
Kopuctuhemo yobuuajeny unentudurarmjy H' (M, R) ca Hom(m (M), R),

Tj. cMmarpahemo ma KOXOMOJIOmEKA KJjaca OAroBapa XOMOMOP(OU3IMY
m (M) — R medpunucanom ca :

Ve /01 /OlcU(Xt(v(S))d(S))ds dt.
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CraB 24. Qayxc je dobpo depunucan, mj. decna cmpana npemrooue dop-
MYAE 3G4BUCY CaAMO 00 TOMOMONCKE KAGCE Y U TOMOMONCKE KAace Yy ca Puk-
CHUM KPAJEBUMA.

okas:
Kako je 1y pamunuja cummierromopduzama 1-popme i(X;)w cy 3aTBO-
pere. [lepunaumumo cana npecaukasame (3 : S! x [0,1] = M ca:

B(s,t) =1 (1(s)).

Hudepenuupajyhu jemmaroct ¢, (5(s,t)) = v(s) y omaocy Ha s u t mo-
oujamo:
ﬁ op

d¢t(5) =(s) d¢t<5)_ = —Xi(v(s))

1 KaKO Cy U CMMHJIeKTOMop(bM3MM BaKU ;W = W IIa MMaMO:

Fluz({i}) / / (aﬁ 8ﬂ>d dt.

CeomeTpujcku 0BO 3HauM na je [ npecaukaBame muauaapa S x [0, 1] na
M ca ¢urcupaHUM KpPajHUM KPYKHAIAMA. 3aKbYUIyjeMO Ia jeTHAUYNHA,
3aBUCU CaMO OJ XOMOTOIICKE KJiace 1y ca KpajeBuMma Yy = id u P = 1,
Tj. JepuHUNUja (IyKCa je KOPEKTHA.

Q.E.D.

OBaj cTaB MMa M reOMETPUjCKYy MHTEPIPETAI]Y:
Bpenaoct Flux({y,}) Ha meTmu vy je 3ampaBo CUMIIEKTUYKA MTOBPIITHA
OTpaHWYEHA MEeTILOM 7 npu uzoronuju ;. Ciandad apryMeHT BasKU U
aKo mocMaTpamo npupoanuje npecaumkasame (' [0,1] x ST — M nmato

' B(1,0) = v (+(0)).

OBo mpeciukaBame TPEACTaABbA CIUKY METIHE Y IPU TOKY ;.

[ro- fie
Hoxkazs:

JIoBOJLHO je mOKa3aTy! Mla Cy IPECINKABAA!

Bt 0) = ve(v(0)) m P(B(0,1—1)) =11ov1(v(F))

Cras 25.
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XOMOTONHA ca (UKCUPAHUM KpajHuM kpy:kHuUnama (y t =0wu t=1), a
TO Bayku jep cy myreBu {iy} m {y o ¢y} XomMoTOmHM ca (GUKCHUM
kpajesuma. (ZloBosmHO je youmTwm (amMuianjy CHUMINIEKTOMOD(dr3aMa

Urs =1 oths,t = s.)

Cana cienu jenmHa ol HajBaAXKHUjUX TeopeMa KOja HAM Jnaje Be3y
n3sMebhy daykc xomoMoppusma u XaMUITOHOBUX CUMILIEKTOMODU3aMa.

Teopema 11. Hexa je ¢ € Sympo(M,w). Tada je ¢ Xamuamonos cum-
NAEKMOMOPPHUIAM KO U CAMO GKO NOCTNOJU CUMNACKMUNKG U30MONUJA:

[0,1] = Sympo(M,w) : [0,1] —
maxkea da easicu:

Go=id =1  Flur{i}) = 0.

Taxobe axo je Flux({1:}) = 0 mada je {¢} usomonan ca durcuparnum xpa-
jesuma Xamuaimornoeo] usomonuji.

okas:
Axo je ¢ XaMUJITOHMjaH OH je Kpajmba Tauyka XaMUJITOHOBE M30TOIM]je
1y KOja onrosapa (pamMuianju XaMuiaToOHOBUX ¢yHEuUja H;: M — R m:

Fluz({ty}) = /0 (X, )] dt = /0 (dH,] dt = 0.

O6partHo, Heka je 1y € Sympy(M,w) cuMIIeKTUUKa U30TONMUja O Py =
id mo 1y =1 raksa na je Fluz({i}) = 0 u mepmummemo X; € y(M,w
ca:

d
E@/}t = X; 01y

3HaMO Oa je MHTerpaJ foli(Xt)w dt Tavyan u Tpeba ma MEmAMO U30-
ronujy 1, tako ma je i(X;)w Tauna 3a cBako t. EkBuBasieHTHO je ma
Tpeba ma je mHTerpaJ fOTi(Xt)w dt Tauan 3a cako T € [0,1]. Ilpsu
KOPaK je MOIU(PUKOBATH 1y XaMUJITOHOBOM M30TONIjOM TAKO Oa HOOU-
jemo ma je 1-opma foli(Xt)w dt myna.

Kako je Fluz({i;}) = 0 mocroju ¢pyuruuja F : M — R rtaksa ma je:

1
0
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Hexa je ¢} XammaToHOB TOK OBe (pyHENUje. Kako je oBaj Tor Xammi-
TOHOB JOBOJHHO j€ MOKA3aTU TEOPEMY 3a KOMIIO3UIIU]Y qﬁ}l o). OBo je
Kpajia Tauka HACTABJ/bAA IIyTeBa 1, Ne(QUHUCAHOr Ca:

w/_ th 0§t§1/27
PTY eh %oy 1/2<t<1.

N3zoronuja 9, je reHepucana (pamMuiInjoM BEKTOPCKUX MOJba X, TAKBAM
na je fol X/dt = 0. [lakme MokeMO y3eTw ma je 1) = 1) 3a HEKY U30-
TONUjy ca fol Xidt = 0.

Heka 3a cBako t Baku ma je 07 € Sympy(M,w),s € R TOK reHepucan

BEKTOPCKUM IIOJHEM:
t

Y, = —/ Xy dA
0

d
0 =Yio0; 0y = id.
N3 Y, =Y, =0 cremu na je 05 = 0] = id 3a cBako s ma je :

¢t:9tlo?/ft

JKeJbeHa M30TOmUja o1 ¢ = td mo ¢ = Y1 = 1. OBO cuaenu U3 TOra IITO
je piykc xoMoMop$usaM Irpyna U BaKU:

Fluz({¢}o<i<r) = Flux ({0, Yo<i<r) + Fluz ({1 }o<i<r)
= Flue ({#hocct) + [ (X

~ iVl + | (Xl dt =0,

Y Opyroj jemqHaKOCTM CMO UCKOPUCTHUIX Ja je (PIYKC XOMOTOIHO WH-
BapujaHTaH, a y Tpehoj na je 07 Tor Yr.

Q.E.D.

[IpumeTuMo nma cBu OBU pe3ysTaTy Baske m ako M HUje KOMIIaK-
THA MHOTOCTPYKOCT IIPU Y€MYy C€ MOCMAaTPajy CAMIIEKTOMOD(OU3MU Ca,
KOMIAKTHUM HOcadeMm u rpyna H} (M, R).

CraB 26. Axo je w = —d\ u ¢y : M — M cumnaexmuvka u3omonuja ca
komnarmuum nocauem mada je Flux({i:}) = [N — YTA].
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oxkaz:
Ako je 1, remepucana BEKTOPCKUM MMOJbeM X; Ca KOMIAKTHUM HOCAUYEM
Taa BaKU:

(X)) = — W7i(X)AN] = — [ Lx A = — 5 WA

OpmaBne cimenu 3akbydak craBa uHerpamnujom ox 0 mo 1.
Q.E.D.

[Tocmarpajmo ropecnougentujy v — o = C(¢) usmeby cummiex-
Tomopdusama ¢ : M — M xoju cy mosomro C' 6ausy maenTuTeTH 1
3arBOpenux l-¢popmu o Ha M. Ilpenusuuje neka je ¥ : N(A) — N (M)
JIOKAJHU CUMILIEKTOMOp$u3am usmebhy okonumue mujaronane A C M X
M wu oronune Hyaror ceuema My C T«M rakas na je Viwe,, = —(w) Xw
u ¥(q,q) = (q,0) 3a ¢ € M. Tana je 0 = C(v)) € Q'(M) nedpunucano ca:

W(graph(y)) = graph(o).

Cras 27. Axo je 1y € Symp(M) cumnaexmuuka uzomonuja maxea da je Yy
dosonno bausy udenmumemu y Ct monoaoeuju 3a ceaxo t mada je:

Fluz({¢1}) = = [o1]

2de je 2de je o, = C(1y). Cneyujaano ¢, je Xamuamonosa uzomonuja axo u
camo axo cy 1-popme oy maune.

oka3z:
[TocmarpajMo JTOKAJIHY CUMIJIEKTUYKY M30TOIU]Y:

O, = Vo (id x ) o U™t

y N(My) € T*M. Tlocroju raatka damumiauja mupeomopduzama f; :
M — M TarBa ma BayKuU:

Q01 =040 f;

rae je 1 : M — T*M wunkiIy3uja HyJTOr cedyema. MoxkeMo mocMaTpaTu
o, kao npecaukaBama M — T*M. Osmaunmo ca in = ¥V loi: M —
M x M wurnysujy mujaronase. Tana je:

Fluz({i}) = ixFluz({id x ¢ }) = ixV* Fluz({®;}) = " Flux({D:}).
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Moske ce mokaszatu na mako nzoronuja P, Ha OTBOPEHOj OKOJIUHU HYJI-
TOor ceuema y 1M HUje ca KOMIAKTHMM HOCAYEM MOYKEMO MPUMEHUTU
nperxonau ctaB Fluz({®;}) = [Aan — PiAean]. Coemm:

P Fluz({0,) = — [ @\ an] = — [f107 Aean] = — [01].

OBme CMO MCKOPUCTUIU 1A j€ 0 \.qp, = 07 U YUEBEHUIY Oa je f; m30-
tonHO umeHTureT. OBUM je CcTaB MOKA3aH.

Q.E.D.

Axo je 1, XaMUJITOHOBA M30TOIMja TAKBa M4 je CaMO y KPajmoj
Tauku ¥ = 1; nosomuo C' 6ausy mnenturetu Tana 1-popma o = C(v))
He MOopa OWTH TavyHa, ajd HAa OCHOBY HAPEMIHOT CTaBa KOXOMOJIOIIKA
KJaca 0 MOpa IMPUIAIATU CJIIUI:

[, = Fluz(m (Sympo(M))) C H (M; R).

I'pyna I' =T, ce masuBa ¢uykc rpyna unu Kamabujesa rpyna. Ona je
noarpyna H'(M, P,) rme je P, = [w]- Hy(M;Z) C R npebpojusa rpyna
nepuona w, Tj. CKYI BPEAHOCTU w Ha mpebpojusoj rpymu He(M; 7).
Caemu ma je u I' mpebpojuBa rpymna.

CraB 28. Axo je 1 € Sympo(M,w) dosowno 6ausy udewmumeme y C1
monoaoceuju u o = C() € QY (M) dedunucaro xao u parnuje mada easicu:

Y € Him(M,w) <= [o] € T,.

oka3z:
[TocmaTpajmo cuMIIeKTUURY n3oronujy ¢, 3anary ca C(i;) = to. Tana
BaKM Ia je:

Fluz({¢i}) = — o]

Rako je ¥ XaMuaToHOB cuMIIEKTOMOP(@U3aM MOXKE Ce MPOILYKUTU Ha
nermwy: [0,2] — Sympo(M,w) : t — 1y, KOja je 3a t > 1 remepucana
XaMUJITOHOBUM BEKTOPCKUM TOJbMMA W 3aJ0BOJbaBA Uy = Py = id.
Ilame Basku ma je:

Flux({{y}o<i<e) = Flux({{i}o<i<1) = —[o].

U3 osora cremn na je [o] € T,.
O6patno, ako je [o] € T', mzabepumo meriy 1y € Sympo(M,w) ca
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Fluz({1:}) = [o] u mpoxny:xumo je na uarepsau [0,2] ca C(¢;) = [(t—1)0]
3a t uamebhy 1 u 2. OBO MOKEMO ypaguTU Kamd FOM je ¢ HOBOJLHO MaJO
y C' tonmomoruju. Iobujenu myT 1, 0 < t < 2 mma HysJa (QIyKC ma
MOke butu medopmucan y XaMUIJITOHOBY m3oronujy. VI3 oBora ciienu
na je 1 = 1y XaMUJITOHOB CUMILJIEKTOMOD(U3aM.

Q.E.D.

Cras 29. Csaxu 2aadax nym v, € Ham(M) je zenepucar Xamuamorosum
BEKMOPCKUM NOHUMG.

oka3z:
Heka je ¢y = id. Tama je roxomousomka kinaca o, = C(¢y) y rpynn
I, = Flux(m (Sympo(M))) 3a moBossro mazno t. Kako je rpyna I',, mpe-
6pojuBa riaTko mpeciukaBame ¢ — [0y] je koncranTa. Kako je o9 = 0
clemu ma je o; TayHa 3a CBAKO MOBOJLHO MaJjo t. V3 osora ciemu ma
je Flux({¢i}o<i<c) = 0 3a moBOmHO MaJIo €, ma je i, m30Tonmja 3a I0-
BOJLHO MAJIO .

Q.E.D.

Cras 30. 1. HHocmoju mavan nu3 npocmo nosedanux Jlujesur epyna:

0 — Ham(M,w) — Sympo(M,w) — H' (M;R) =0

2de je %(M,w) yrusepsaano namrpusarwe Ham(M,w), a mpehe
NPECAUKABAIE PAYKC TOMOMOPPHUIAM.

2. Ilocmoju mavan wus Jlujesux aneebpu:
0= R— C®(M)— x(M,w) = H'(M;R) =0
2de je mpehie npecaukasare H — Xy a wemepmo X — [i(X)w].
3. Ilocmoju mavwan Hus 2pyna:
0 — m(Ham(M,w) — m (Sympo(M,w)) — T, — 0

ede je I, caura 00 m (Sympo(M,w) C S/yn\lgo(M, w) npu PGayrc romo-
MOPPUIMY.

4. Hocmoju mayvar nu3 epyna:
0 — Ham(M,w) — Sympo(M,w) — H'(M; R)/T — 0

2de je mpehe npecaurasarve uHdYKO8aHO PAYKCOM.
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oxkaz:

Ha ocHOBy mperxomHOr craBa cBaku riaanak myT ¢, € Ham(M) xoju
oja3u y UOEHTUTETH je XaMUITOHOBa m3oronuja na mMma gaykc 0. To
nokasyje na je %(M) C ker(Flux). O6parno ako je Flux({i:}) =0
Tala je myT 1), XOMOTOIaH ca (UKCHUM KpajeBUMa XaMUJITOHOBO] M30-
ronuju na je {¢} € %(M) Cnemu na je %(M) = ker(Flux).
[IpBu nmeo craBa cienu cana U3 CYypPjeKTUBHOCTU (DIYKCA.

Ocranu nesoBu Ccy OUurieqHu OCUM MO:kaa y Tpehem memy ma je mpec-
muraBame 7 (Ham((M)) unjekrusro y i (Sympo(M)). Ilocmarpajmo
npousBosbad myt [0,1] — %O(M) ca Kpajem y Ham wu msoromno
ca (UKCHUM KpajeBuMa IyTy y %(M) = ker(Fluzr). OsBo je canma
napamMeTpru3oBaHa Bep3uja NPBOT [ejia CTaBa Ma U 0Baj Aeo TBphema
caemnu.

Q.E.D.

[Moarpyna I', rpynme H'(M;R) u3 mpeTXomHUX CTaBOBa jOII yBEK
HUje ToOpo mMpoyueHa, a KOJUKM je HheH 3Hadaj moka3yje ciemeha teo-
pema.

Teopema 12. Hexa je (M, w) KomMnakmua cumniekmuska MHO2Z0CIPYKOCTN
u Ty, C HY(M;R) caurxa m (Sympo(M)) npu dayxc zomomopdusmy. Tada
cy exsusaremmma mepheroa:

1. Ham(M,w) je nodmmnozocmpyrocm Symp(M,w);
2. Ham(M,w) je C' sameopena y Symp(M,w);
3. Ty, je duckpemna 2pyna.

oxkaz:
[TocmaTpajmo moroBo Beh meduuuMcan nudeomopdusam:

= C().
Hobujamo nneatuduramujy C' oxomnume:
U C Sympo(M,w)
UIEHTUTETE y TPymu cuMiiekToMopdusama (M, w) ca C! okonunOM:

V Cker d C Q' (M)
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HyJle Yy OIPOCTOPY 3arBopeHux l-¢opmu. Ha ocHOBY moka3aHOr cTaBa
oBaj mudpeomMopuszaM CIMKa XaMUITOHOBe audeoMopdusMe Ha CKYyI
3aTBOpeHUX 1l-popmu y V umja xomosaomka kaaca je y I'=1T,.

C(Ham(M,w) N U) =Vy = {oc € V| [o] €T}.

Cana I' je nuckperna ako m caMo ako Vi cagp:u caMo TaudHe (Gpopme
y HOBOJLHO MAJIOj OKOJUMHU V HyJe, a TO Ba)KU aKO W CaMO aKO je
Ham(M,w)NU mudpeoMopdHO IrHEAPHOM MOTIPOCTOPY V', 332 JOBOJLHO
maJso U. OBuM je morazaHa ekBUBaJieHIja mpBor u Tpeher tBphema.
Ioxra3yjemo ma m3 mgpyror cienu tpehu meo craBa. IIpermocraBumo
cynporao nma ' muje muckperna. Kako je I' mpebpojuBa momrpyma
peasHOT BekTOpcKor mpoctopa H'(M:;R) cienu ma nuje 3aTBOpeHa u
ckyn cl(I') \ T' canpsxu npossosmsuo Manu enement. Cilenu ma mocToju
3arBOpeHa 1-popma o € V' \ VI koja Moske GUTH AanpoOKCUMUPaHA HI30M
o, € Vr y C* rononoruju. Mzabepumo ¥, 1, € Sympo(M,w) Tako na je
C)=0uC(t,) =0, Tana jewna ocuoBy crasa 28 ¥, € Ham(M,w) u
v € Sympo(M,w) \ Ham(M,w). Karo 1, C* kouBeprupa ka 1) nobuian
CMO KOHTPaAUKIN]Y.

Ocramno je jom ma moraskemo na m3 Tpeher mena craBa ciaenu APYTU.
[IpeTnocTaBuMO cynpoTHO npetnoctasuu ga Ham(M,w) auje C! 3aTBO-
perna y Sympo(M,w). Taga mopa mocrojaTu cuMmIiieKToMopduzam ¢ €
Symp(M,w) xKoju MOske OGuTH anpokcuMupan HuzoMm 1, € Symp(M,w)
y C! romomormju. ®PukrcupajMo MOBOJHO BeIuKX meo 0poj k Taxas
na je o € U. Tama je [C(d ov)] ¢ I' ma ocroBy cTaBa 28 n
v, = [C(¥,  o1h,)] € T 3a cBako nososmno Benuko v. Cuemu na I Huje
3aTBOpEHA Ia HUje HU AUCKPETHA ITO je KoHTpamuknuja. OBUM CMO

NOKa3aJIu Iely TeopeMy.
Q.E.D.

W3 mperxomne teopeme BuamMoO na ako je ', muckperHa tama je
Ham(M,w) Jujesa noarpymna Symp(M,w), uuja je Jlujesa anrebpa
npocTop XaMUITOHOBUX BEKTOPCKUX mosba. llomcerumo ce ma je T,
nonrpyna H'(M, P,) rne je P, = |w]- Hy(M;Z) C R npebpojusa rpyna
nepuona w. Bumumo na je I', muckperna kana je P, nucCKpeTHa, pelu-
Mo kaga je [w] € Hy(M; Q). Kana M Huje kOMIakTHA U w je TauyHa TAIa
je I' rpuBujamna rpyna, ma camMmuM TUM U auckpeTtHa. [lo3maTo je ma
je I' muckperna u rana je KesmepoBa mnu onmruje JledmenoBa MHO-
roCcTpPyKoOCT (3a mepuHUIMje BUAETU NOMATAK). PelmeHu cy jom HeKu
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caydJajeBU y KOojuMa ce 3Ha na je ' muckpeTHa, aau KOju 3aXTeBajy
TEIIKe MeTOJZle CABPEMEHE CUMIIJIEKTUYKE TOIOJIOTH]E.

Canma MokeMO naTu (PIIyKC-XUIOTE3e:

Xunoreza 1. 3a cee komnaxmue cumnaekmuure mnozocmpyrocmu (M, w)
epyna Ham(M,w) je C* sameopena y epynu Sympo(M,w).

Ha ocHoBy mperxonHe TeopeMe €KBUBAJEHTHA j€ XWUIIOTE3a:

Xunoresa 2. Paykc epyna je JUCKPEMHA 34 C8E KOMNAKMHE CUMNAEKMUNYKE
MHO20CTPYKOCTNAU.

Taxkobe moskemo matu u xumore3dy y caydajy Cy KOHBEpPreHIuje:

Xunoreza 3. 3a cee cumnaexmuuke muozocmpyrocmu epyna Ham(M,w)
je C° sameopena y womnonenmu udeHmumeme y 2pynu CeUT CUMNACKIO-
MOPPUAMA.

[Mpumetumo na rpyna Ham(M,w) we mopa 6utu C° 3aTtBOpena y
rPynu CUMIIEKTOMOD(U3aMa, Ma,[a HACY oIl yBeK npoHabheHun KoHTpa-
npumepu. Moryhe je ma rpyna Symp®(R?") uma BuUme KOMIOHEHTH
nose3anoctu. IIpomsBosman cuMmmierToMOpU3aM ¢ ca KOMIIAKTHUM
HOcaueM y R?™ Moe ce peckajupaTu Aa UMa HOCAd y IPOU3BOJLHO
MaJoj okosmHau Tavke. OBO HAM Aaje M30TONU]y OJ ¢ IO eJIeMEeHTa KOju
je mpoussomuo C° 6ausy umentutere. OBO je jemanm moryhu mpasan
Jajber UCTPaKUBamha jep HUje mo3HaTo ma ju je Symp®(R*™) Henmosesan
3a HEKO n. JemaH ol MO3HATUX pesyiTaTa je ma je Symp°(R?') konTpak-
TubuiaH, Ia caMuM TUM U IOoBe3aH (Bumetu [6]).

Haname hiemo moa ¢aykc-xunoTrezom noapasymesatu C! xumoresy.

I'naBEM mpoOseM ¢IIyKEC-XMIOTE3€e MOKEMO BUAETH U Ha ciaenehm
wmaund. [locmarpajmo myrauak XaMUITOHOB IyT {¢ic(o,1)} KOju HOUME
y UOEHTUTETN W YWjU TpaPuEK ODPU3BOJLHO IIyTa HaIymTa DBajHmTa-
juoBy oromuny U mujaromane y (M X M,—w X w), anmu ce Bpaha y
oroyimHy v TpeHyTky t = 1. Kao mro je mosmaro U MoO:KeMO UIOEHTU-
¢rKOBATU Ca HYJITUM CEYEHEM y KOTAHIEHTHOM paciojemy M u tanga
je XaMmmiaToHoBa m3oTomnmja kKoja ocrtaje yuyrap U nara xao rpadux
davMunuje Tagrux l-popmMu. AKO MyT HANyIITA OKOJUHY HEMa apry-
MeHTa na l-opma Koja oaroBapa KpajmoOj Tadyku Oylle TadHa.
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Mosxe ce mokazaTtu na ako je Ham(M) C* sarsopen 3a mero k > 1
ekBUBaJIeHTHO je nma je C* 3aTBopen 3a csako k > 1. Camo ce ciyuaj
C° KoHBepreHmuje CymMTUHCKA Pa3IuKyje U Aesyje TeIIKO PelTuB ceM
y HEKUM CIeIMjaJHuM ciIydajesuMa. Cse moszmare maBapujante cy C°
VHBapUjaHTe TPUIPY:KEHE XAaMUJITOHOBUM MYyTEBUMA AJU 3aBUCE O
kpajimbe Tauke. Takohe Baskm na je rpymna CBUX CUMINIEKTOMOD(pu3amMa
Symp(M) C° 3aTBOpena y rpymm cBux aupeoMopduzama, aau HUje
MO3HATO /a JU je KoMmmoHenTa uaentutere Sympy(M) C° zaTBopena y
rpymu Symp(M) (mornemaru [5]).

ITa 6bucmo pa3jacHunau Be3y udMeDhy (IyKc-XUIoOTe3e U TOIOJJIOIMIKNAX
ocobuna opbura {¢;(r)} mermu {¢;} HaBenMMO TeOpeMy Koja ce MOKe
wahu y [5]:

Teopema 13. 3a csaxu Xamuamonos mowk {¢te[071}} HO 34MBOPEHO] CUM-
NAEKMUYKO] MHO2OCTPYKOCTU NOCTOJU HajMabe jedna durcha mayka T €
M 3a ¢ maxo da je nemma {¢(x)}icpa) KoOHmMparmubuina. Cneyujarmo

ceara nemma y G Ha K0joj ce paykc anysupa esasyayujom ce cauka y 0 €
7T1(M).

Kao mocnenuny oBe Teopeme mmamo cienehu cras.

CraB 31. Daykc xomomopdusam uma duckpemny cauky na w1 (Sympo(M))
aKo U camo ako uma duckpemmuy cauky na nodepynu K epyne m (Sympo(M))
dopmuparoj 00 nemmpu ca kKowmpaxmubusnum opbumama y M.

Ckuma gokasa:

Mopamo nora3zarty ga ako GJIyKC XOMOMOP(pU3aM UMa TUCKPETHY CIIVKY
Ha DOArpynu (OpMHUPAHO] ON CUMIIEKTUYKUX METJ/HU Ca TPUBU)ATHOM
esanmyanujom y mi(M) nena cauka I’ je muckperna. Ila 6ucmo Bumeau
OBO MOBOJLHO je AOKa3aTu ma MocToju okosuna mytae U y H'(M;R)
TakBa na je cBaka kjaaca o« € I'NU caurka npu Flur cuUMIIEKTUYKE
eT/be Ca KOHTPAKTUOMITHOM OPOUTOM.

Axo je U moBOJbHO MaJia OKOJIMHA MOKE 12 Ce JOKasKe Ja Tala CBaKa
kinaca a € U moxe O6uTu mperncraB/beHa 1-popMOM A KOja reHepuire
ayTOHOMHU JIOKQJIHO XaMUJITOHOB TOK 1)} uuje 3aTBOpeHe opbute y
BpeMenckoM uaTepBany t € [0,1] cy myme .

Ha suaumo na U uma TpaskeHa cBojcTBa younMo o € I'. Tana je ¢
¢1 3a XamuatoHoB Tok {¢;}. Moske ce moraszaru ma MOCTOJU T (PUKCHA
Tauka ¢, = 7, Tako ma je oarosapajyha zaTBopena opbura om {¢;}
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kouTpakTubumiana. I[locmarpajmo cama mermy y Sympo(M) mnobujemy
rkomnosumujom nyresa {¢1_,} u {¢,}. Hoen duykc je jemnark a. Cuenn
Ia ako cy jenumHe (QUKCHE Tauke ) HyJe \ Tada Cy HUXOBe opouTe
KOHTpakTuOuiaHe. Bume nerasma ce moxke nponahwn y [5].

Y cBeTJIy IPETXOMHOT M3Jlarama JAellyje Oa je CBakKa CUMIIJIEKTUYKA
opbura XaMUITOHOBA MO HA XOMOTONH]Y. ¥ OMIIITEM CJIydajy OICOBOP
je ompuyYaH, a HEKM CIENUjaJIHA CIIydajeBU Cy IPEAMET UCTPaKUBAa
(morsnemaru [5]).

Hedunanmuja 10. Cumnaexmuuro dejemeo S = R/Z na (M,w) je jedro-
napamemapcka nodepyna R — Symp(M) : t — ¢ cumnaexmomopdusama
koja uma nepuod 1. Jejemso ce nazusa XaMusmonosum ako Y CUMNAEK-
momoppusmu Xamuimonosu.

Anasnoruo ce nepunume u TopycHo pejcrso 1" = R"/Z"™ wa (M,w).
Y [5] ce moske nponahu camehwu cras:

CraB 32. Hexa je (M,w) 3amsopera CumMniekmuuka MHO20CTPYKOCT.

1. ¥V dumensuju 4 ceaxo cumnaexmuuro St dejemeo ca xonmparmubuna-
Hom opbumom je Xamuamonoso (u uma durcny mavwry).

2. ITocmoje ne-Xamuamonosa cumnaiexmuuka S' dejemea na 4 oumonsu-
OHOJ MHO20CMPYKOCTU €A OPOUMaMa LoMos0eHuUM 0 | aru Koje Hucy
KOHMparmubuire.

3. YV odumensuju 6 nocmoje ne-Xamuamonosa S* dejemea ca durcrom
MaukoM, NG U KOHMPAKMUOUAHUM 0OPOUMAMA.

W3 npeTxonHOT BUAUMO Oa HUje MOTYhe Pa3anuKoBaTU XaMUITOHOBE
neTsbe O APYTUX HA OCHOBY CaMO TOIOJIOMKAX 0CcOOuHa opburta. AKO
nocMarpaMo esBaynarujy: evy : Hy(M) — Hyp (M) nerme {dwcppa)}, ¥
mumensuju k > 0, ona ciauka k-tukne v y tpar C, = U{¢(7)}. Cremn
na je {¢;} XammiaroHoBa IO HAa XOMOTONWjy aKO U CAMO akKo ce [w|
AHyJIUpa Ha CJIULU €V |p1.

Hamomennmo jom jemny BapujaHTy ¢uaykc-xunotesze. Heka je M
CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT u L C M JlarpamkoBa 1moaIMHOTOCTPY-
kocT u o3HaunmMo ca H(L) (tj. S(L)) mpocrop JlarpanxoBux moMHO-
roctpykoctu nobujennx on L Xamwuaronosowm (t1j. JlarpamkoBom uzo-
Tonujom). Y oBom kouTekcty C' xunoresa raiacu na je H(L) C* 3aTBo-
pera y S(L) (Buzmeru [5]).
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6 Ilpumepn

6.1 Paz3na tBphema

Ha oBoM MecTy HaBemheMo Heke MO3HATE pe3yiaTaTe, YIJaBHOM 0Oe3
NOKa3WBama, jep MOKa3U 3aXTeBajy HAIPEAHUje CUMIIIEKTUYKE TEXHUKE.

e Hexka je G rpyna mudpeomopduszama Koju 4yBajy HEKY ATy CTPYK-
Typy Ha M. Tana je c-¢pirykc xomoMopdusam:

F.:m(G) — H'(M; R)

nepurncaH 3a map (¢wiep1),7) € m(G) x Hi(M; R). Wuterpamuja
knace ¢ € H*(M) ma tpary {¢;}teo,1] Ce aHyIMpa ako je ¢ Kapakrep
UCTUYHA KJaca CTPYKType ouyBaHe ca (. 3a ciyuaj kaza je
G rpyna CHMIJIEKTUUYKAX audeoMopduzamMa M Kaga je ¢ IpBa
UepHoBa Kjaca TAHMEHTHOT PACIOjeHa CUMIIEKTUYKE MHOTOCT-
PYKOCTH (DIIYKC Ce aHyIupa 3a MOHOTOHE MHOrocTpykocTu. (Muo-
TOCOTPYKOCT je MOHOTOHA aKO je CUMIUIEKTHMYKA U 3aJ0BOJHaBa
¢ = kw 3a Hero k > 0). Tephemwe ce moxe Bunetu y [5].

e JlokazaHo je Takobe na je I' nuckperHa Kana je Kjiaca CUMIIIEKTHU-
uke (GopMe HepacTaBbUBa, Tj. Kala je [w] cyma mpousBoma eje-
menara H'(M; R) (Bumetu [5]).

e Y cayuajy Topyca T*" = R*/7*" paxu na je I', = HY(T?"; Z), na
je caMuM THMM M OUCKPeTHa M (haykc-xunoresa Baxku. leraman
[OKa3 ce Moske Bumeru y [6].

e Tarobe paykc-xumoreza BaK! y CIAyYajy CUMIIIEKTUYKOT TOPYC-
HOT [IejCTBa Ha 3aTBOPEHE CUMIIEKTUYKEe MHOrOocTpykrocTu. Jlokas
ce MOke BUIETH y [5].

o dayrc-xmnoresa BasKM aKO jeé MHOTOCTPYKOCT ChepHO PpAIMOHAIHA.
MuorocTpykocT je chepHO panmoHaJHa aKO je CINKa CPepHUX 2-
KJIaca [IPU UHTErPAnMOHOM MOppuaMy [w : H5 — M muckperHa
noarpyna R (obnuka \Z 3a HEKM HEHETATUBAH peasiaH Opoj ).
Cdepue r1ace MO¥KEMO CXBATUTU KAO KJIAacCe KOje MOTy OUTHU mpe -
CTaBJbeHEe HENIPEKUTHUM IIpeCcInKaBamuMa Ha 2-cdepu.

HS = im(mo(M) — Hy(M; Z)).
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Takobe xumoresa Baky 3a MHOTOCTPYKOCTU UUjU j€ MUHUMAJHU
UYepuos 6poj Hyna uau Huje Mmamu on dim M, Koju je HeHeraTUBHUA
regepaTop cauke H; mpse UepHOBe Kiace TAHTEHTHOT PACiIOjemha
M. Xunoresa Basku u ako M uma mumensujy 4 u m (M) nejcrsyje
rpusujasno Ha mo(M). Ilokas oBux TBphema ce Moyke BUIETH Y

[5].

Tek nenasuo je Ouno y pany [12] nokazao ma je 3a 3aTBOpEHE CUM-
IJIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH (IYKC I'Dylla AUCKPETHa, y3 noMoh
HajCOQUCTUNMPAHUjUX ¥ HajHAIPeIHUjUX Bep3uja Piopose xo-
MOJIOTHj€.

[TocmaTpajMo mpocTop raaTkux npeciamkaBawma M — M u 03-
HaunMo ca Mapy(M) koMmmonenTy noBe3anoctu unenrurere. Piy-
KC XOMOMODp(dm3aM je Taga Moryhe npommpuT 10 XOMOMODP(r3Ma
m(Mapy(M)) — HY(M;R). Iepunumumo [y, KAO CIUKY OBOT
npecankaBama. llokazamo je ma C° xumoTesa Baxku y caydajy
JledmenoBe MEOrOCTPYKOCTH 3a KOjy Baxku na je I'y,, = I'. [lokas
ce Moxke BumeTu y [5].
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6.2 Peasne boToBe MHOTOCTPYKOCTU

Cana hemo nmerasHUje HOKA3aTU (IYKC-XUIOTE3Y Y j€IHOM MAJIO jen-
HOCTABHUJEM CJIYYa]y.

Hedununuja 11. Peaana Bomosa xyaa eucune n je nus RP paciojera:
M, — M, 1 —---— M —pt

2de je ceaxo RP' pacaojewe M; — M;_; npojexmususayuja Bummnujese
cyme 0ea peasna auneapna pacaojerwa wa M; 1. Ceaxo M; ce naszusa pe-
aana Bomosa mmozocmpyrocm.

Moske ce mpumerutu na je M; = RP' u M, = (RP')? unu Kaa-
jHoBa Ooma. AKO je cBakKO paciojeme y KyJau TPUBUjAJHO Tamda je
M, = (RPY)". WVmamo Besuku u360p HETPUBUjaJHUX pacjojema Ha
CBAKOM CTeIeHy KyJle, IIa Cy IO3HATe MHOTE€ DPa3JINYUTe Kilace Iugeo-
Mop¢uzama y peasHuM BoToBuM MHOTOCTpyKOCcTUMA. Jeman meo boTtoBux

MHOTOCTPYKOCTHU j€ OpUjeHTabumIaH, a HEKE Ol HhUX Cy CUMIIIEKTUYKE
MHOTOCTPYKOCTH U OHe cy Hama oBae 3anuMmibuBe. [lokazahemo na 3a
peasrHe boTOBE MHOTOCTPYKOCTU BasKU 118 Cy €KBUBAJEHTHU CTABOBMU:

1. M je KOXOMOJIOIIKA CUMIIEKTAYKA (BUAETU IONATAK);
2. M je cuMIIEKTUUKA;
3. M nmonymra KesnepoBy crpykrypy (BumeTu monarax).

[Tpumernmo ma nvmnukamuje (3) = (2) = (1) yBek Baske mOk 0OpHYyTE
UMIUIMKAIMje He Baske y ommreM caydajy. Ha mpumep CP*CP? je
KOXOMOJIOIIKM CUMIIJIEKTAUKA, aJi HUje CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT
jep He momymTa CKOPO KOMIUIEKCHY CTPYKTYypy. IlocToje m mpumepun
MHOTOCTPYKOCTH KOj€ Cy CUMILIEKTUYKE, aJu He NOmymTajy Kemeposy
CTPYKTYDY.

[Tokymajmo cama ma apykuudje omumeMo BoToBe MHOTOCTPYKOCTH.
Heka je B(n) ckyn ropme TPOyTaOHUX MaTPUIA HAJ IPCTEHOM Z /2 Koje
na mujaronasau mmajy 0. 3a z € S' ua € Z/2 = {0,1} nedpurummmo
z(a) = z ako je a = 0 m z(a) = Z 3a a = 1. Mowxkemo nepunucaT u
unBOIYIMjY a; Ha T" = (SH)" ca:

ai(z1,. .. zn) = (21, -+, 21, —zi,ziH(AfH), o zn(AL)),
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rue A;- O3HAUYaBa eJeMeHT marpuie A y i-TOj BPCTU W j-Oj KOJIOHW.
Oznaunvo ca G(A) rpyny tpanchopmarnuja Ha 1" remepucany ca a;,
n oznaunmo ca M(A) = T"/G(A) ronnunmuru npocrop. M(A) je pe-
amHa BoroBa MHOMOCTPYKOCT 1 ¢Baka oTOBa MHOTOCTPYKOCT C€ MOKe
nobutu kao M(A) 3a neko A € B(n). BotoBa MHOTOCTPYKOCT HE OApe-
byje jemmucTBEeHO MATpPUIy A, adU OHA UIAK CAAPKU CBE T€OMETPUjCKe
nHpopManuje o 1oj. Ha npumep:

M(A) je opujentabuinna <= ZA; = (0 3a cBaxKo 1.
j=1

Tarkobe moskeMo boToBe MHOTOCTPYKOCTU ONMCATU KAO KOJTUYHUYIKUA
npocrop R" ca aduaum tpanchopmamujama. Heka je I'(A) rpyma
a(pUHUX TPaHCOpMaIlMja F€eHePUCAHUX ca S; KOoje Ne(UHUIIEMO Cca:

1 i i
Si(ug, ... uy) = <u1, Ui, U+ = (_1)A¢+1ui+1, . (—l)A"un> )

27
Tamga eKcIoHeHIWjaJgHO TpecaumkaBame R — S 1 u — exp(2my/—1u)
nuaykyje mudpeomoppuzam R"/T'(A) va T"/G(A) = M(A).

Hexa cy duy,...du, cragnapaae 1-¢popme Ha R". Kako je cBaka du;
MHBApUjaHTHA y OIHOCY HA MapajielHy TpaHcaanujy y R"™ one omro-
Bapajy ¢popmama Ha 1™ = R?"/7?" koje hiemo ucto oznauntu. Cremu
na je emnomopdusam af wa H*(TV) unnykosan ca a; € G(A) nar ca:

. W J ldu] ako je A7 =1
a; ([du;]) = { —[du;] ako je A, =0

[Tpumernmo ma wrako je M(A) = T"/G(A) u G(A) je ronauna rpyma
BasKU:

H*(M(A)) = H*(T™)%W,

Cras 33. Hexa je J nodexyn {1,2,....,n}. Tada [[;c,[du;] € H*(T") je
uneapujarma y oonocy na G(A) ako u camo axo je ZjGJ A; =0y Z.

oxkaz:
N3 Beh peuenor ciemu:

a; (H[duﬂ) = (—1)Zj€JA§'H[de]-

jed jedJ
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Cremu na je [[;c,[du;] purcupan ca af axo u camo ako je Y., A =0,
ITO HOBJIAYM 3aKJbyUdak cTaBa ca ob3upom ma je G(A) remepucana ca
a;.
Q.E.D.
Cana MmoxkeMoO GpopMyIMCATH HajBaKHUI]y TeopeMy y ca Be3u boroBum
MHOTOCTPYKOCTUMA.

Teopema 14. Heka je a € B(2n). Tada cy exsusarenmmua mepherva:

1. M(A) je xoxomoarowru cumniexmuura, mj. nocmoju o € H*(M(A))
maxea de je & pazsunumo 00 Hyae.

2. Iocmojun nodckynosa {j1, jns1t, - - - {Jns Jon} ckyna {1,2,...,2n} maxsuz
da sasrcu:

[T it = (1.2, 20}
k

Aj =A; . A=A,

3. Hocmoju cumnaexmuura gopma na M(A).
4. Hocmoju Keneposa cmpyxmypa wa M(A).

Taxole ceaxa o € H*(M(A)) xoja 3adosomasa npsu ycaoe mosice bumu nped-
CMABHEHA KAO CUMNAEKMUYKD Hopma.

oxkaz:
Kako je cBaka CHMIJIEKTAYKA MHOTOCTPYKOCT KOXOMOJIOIIKY CUMIIJIEK-
TUUYKa U CBaka KesepoBa MHOTOCTPYKOCT CHUMIUIEKTUUYKA ITOBOJLHO je
mokazaru uMmmiankanuje (1) = (2) u (2) = (4).

[IpernocTaBuMO na je MCHOyHmEH MPBU yCJIOB. Kao mTO je pedeHo
MoskeMmo naeatudurosaru H*(M(A)) ca H*(T™)4Y na popmy a Moxemo
HA jeIMHCTBEH HAUMH 3aIllCATHA Kao:

a = Z cjrldu; A duy) cjk €R

J<k,A;=Ag

u Kako je o # 0 caemu apyro tBpheme.
[TpernocraBumo cana ma A € B(2n) 3amoBosbaBa APYTU yCJIOB U
UIEHTUPUKY JMO R? ca O™ wa cnenehu mauwumn:

2 = uj, + \/—1u]~k+n.

o8



Y oom cmuciay ['(A) mejcTByje GUXOTOMOPOHO M M30METPUYHO. Y
crBapu nejctBo s; € ['(A) ma C™ Moxke ce maTu Kao:

zk—i-% aKo je i = J
) oA+ aKo je i = jrin
si(2 -2k = 2 ako je Al = AL =0ui# jk, jrin
—Zk aKo je A;k = Aéﬂn =1

roe k ca JsieBe crpaHe O3HauyaBa k-Ty KOMIIOHEHTY. 3aKJbydyjeMo ma
rkosnmuHnyky npocrop M(A) = C"/T'(A) nacanebyje cranmapnuny Keue-
poBY cTpykTypy Ha C".

I[IpernmocraBuMo cana na ¢gopMa « 3an0BOJbaBa IPBU YCJIOB TEO-
peme. Moskemo nedpumHUCATH DU(EPEHNNjaJHY 3aTBOPEHY 2-(hopMy Ha
R?" ca:

w= Z cjrduj N duy.

J<k, A=Ay

Ouurnenso m3 ycaosa na je " # 0 caenu ma ce popma w HE aHYIUPA
ma je cUMIUIeKTUuYKa (opma Ha R*". Kako je w mHBapujanTHa 3a nej-
ctBo I'(A) Ha R* omroBapa CHUMILIEKTMYKO] (OPMU HA KOJIUMUHUIKOM
npoctopy M(A) = R*"/T(A).

Q.E.D.

Teopema 15. Hexa je M (A) peaana Bomosa muozocmpykocm u w cumniex-
muuka opma depunucana y npemrodnoj meopemu. Tada je dayre epyna I,
pewemmxacma 2pyna H'(M(A)) maxcumanroz panza.

okaz:
Ha ocrosy crasa 33 H'(M(A)) je renepucana ca [du;] ca A; = 0. Kako
je M(A) cumniextuuka 6poj Hysna kKonoHa y A je mapam u H'(M(A))
je mapHOAMMEH3MOHU NMPOCTOP, HAa OCHOBY TeopeMe 14, u Heka je Ta
muMensuja 2r. VI3 nuHeapHOCTH MOYKEMO 3aMEHUTH PeNoCel KOOD u-
HAaTa Tako na je popma w Ha M(A) mara ca:

w= Z du; N dugy, + Z cjrduj A duy.
i=1 j<k7Aj:Ak750
Kako je M(A) = T*/G(A) u A, = 0 3a p = 1,...2r nobujamo na

MHOKeme S' Ha p-Toj KoopauHaTu Ha 12" oarosapa aejctsy S ma M(A)
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¥ meuHUIIE CUMIUIEKTUYRKY m3oTonujy {¢}}. Jemmomapamerapcka da-

. D . . . . 8
muinja { X7} koja OZroBapa OBOj M3OTOMHUJH je TANA AATA CA g, IO HA
KOHCTAHTY M CJIeOV Oa je:

Fluz({¢l}) = / i(XP)w] dt = / (dutgJdt = [du,)

rnrejeq=p+rz3al<p<rumuqg=p—r3ar+1<p<2r. OBo nokasyje
na T, pazanmume H'(M(A)) nan R. Kaxko je ', 3aTBopeHa u IUCKpeTHA
y H'(M(A)) ona Mopa 6uTu Mpeska MyHOT DaHTa.

Q.E.D.
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7 KanabujeB xomomopduzam

Pamun kommieTHocTn m3marama y OBOM IOTJIaBJ/bY Io3abaBuhemo ce
HEKOMIIAKTHUM CJIyYajeM U jOII je THUM XOMOMODP(U3MOM Ha3BaHUM Ka-
nabujeB xomomopdusam. (Muam nmomeran npyru KamabujeB xomoMop-
¢uszaMm Kamga ce MO HPBUM IOAPA3yMeBa (PIYKC XOMOMOpP(U3aM. )

Heka je (M,w) HeKOMIAKTHA TadyHa CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT
u uzabepumo 1-popmy A € QY(M) tako na Basku:

w = —dA.

Oszuraunmo ca Symp§(M,w) KOMIOHEHTY UAECHTUTETE IPYNE CUMIIIEKTO-
Mop@du3zama ca KoMImakTHUM HocaueM u ca Ham(M,w) rpyny XaMuiaro-
HOBUX mudeoMopdusama ca romnakTHuMm HOcaueM. (IlompasymeBana
je Tomosoruja mupekTHOr JumMeca.) Tazna, Ha OocHOBY craBa 21, 3a
¢ € Sympi(M,w) Baxkn na je XaMUITOHOB aKO M CaMO aKO IIOCTOjU
¢yurnuja [’ TakBa ma je:

A — X =dF.

Hedbunnumja 12. 3a damo ¢ € Ham®(M) moocemo dedpunucamu:

1
CAL(¢):—H+1/MFW”

u Hasusamo 2a Kanrabujesum xomomophusmom.

Cras 34. Kanrabujes xomomoppusam je dobpo dedunucan, mj. 6poj C AL(¢p)
He 3asucu 00 usbopa 1-gpopme X K0ja 3600606066 W = —d\ U NPECAUKABaAILE:

CAL: Hom‘(M) — R
jecme zomomophuzam.

oka3z:
Hexka je A+a npyra 1-¢popma Taksa na je da = 0. Tana xkaxko ¢ manykyje
UIOEHTUTETY y KOXoMmoJioruju dopma ¢*a — « je tauna. J[loBosbHO je
MOKa3aTu Aa ako je ¢*a — a = dG caenu na je wa” = 0 a oBo ciengu
u3 caenehux jemnaxocTu:

/Gwn:/ GdA/\w”‘lz/(d(GA)—dG/\)\)Aw”‘l
M M

M
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:/(—¢*a+a)A)\Aw”_1:/ —qu*a/\)\/\oJ”_1+/ P AXNAW™T)
M M M

= / —d*a A (X —¢*A) AW =0.
M

[Tocnenmu m3pa3 je Hyna jep je a 3aTBOpeHa U A — ¢*\ TayHa dopwma.
Karo ¢ uyBa w ma 6ucmo Bumenu ga je C AL xomoMop¢pr3aM MOKEMO
u3Bectu ciaenehu pauym:

CAL(¢0) = —HLH / (FiG)w" = —n%l / (F4Gog )
1 n 1 -1, n _
:—n+1/Fw —n—H/Goqﬁlw = CAL(¢) + CAL(v).

Q.E.D.

MoskemMo maTu u ApYKUHje OOpa3jaokKeme MPETXOMHUX TBPDhHema.
Ilo3dnaTo je ma je jenmHCTBeHa (QYyHKOUWja ca KOMIAKTHAM HOocadeM F
KOja 3am0BoJbaBa ¢\ — \ = dF mara CUMIIEKTUYKUM [1€jCTBOM:

Flz) = / (i(X)A — H,) o 6,(2)ds

rae je ¢s € Ham®(M) npo3BomHa XaMUITOHOBA M30TONMja O1 ¢o = id
oo ¢1 = ¢ Tj.:

d . :
%th = Xy oy ¢o = 1id i(X)w = dH,.

CraB 35. Ilod npemxzodnum npemnocmasrama 6aHcu:

CAL(¢) = /0 1 /M Hy™ dt

1
/ PANAAWTL
M

CAL(9) = n+1

oxkaz:
Hexa je I} : M — R jemnmuCcTBeHa (yHKOMja Ca KOMIAKTHUM HOCAYeM

takBa na je o\ — A = dF;. Tana cuenn:
/ PGIANANWT = / (BN — A AAA W™
M M
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/ (dE)ANA W™ = / (d(FN) — Fyd\) Aw™™Y,
M M

/d(Ft)\/\w”_l)—/ Ft(d)\)/\w"_lz/ Fw".
M M M

Ia bucMo moka3aju HPBU HEO CTABA MCKOPUCTUMO A BAKU:

d
D Fr = / (i(X)N — H,)w"

Kako je caka 2n + 1 ¢dopma wa M mHysna Baku:
0=i(Xy)AAwW") = (1(X)N)w" — A AN i(Xy)(w")
= (((X)NW" = nAA (X )w Aw™!
= (I(X)NW" + n(dH;) ANXAwW"™
= (((X)Nw" + nd(H ) Aw" —nHydA A w™?

Nurerpamemem oBe jemnakoctu Ha M mobujamo:

/ ((( X)X +nHy)w" =0,

IIa OaJbe CJIeOU:

d

— | Fuw" = / ((( XA — Hp)w" = —(n + 1)/ Hyw"
dt Ju M M

yuMe je OOKa3aH CTaB.

Q.E.D.

OBuM je Ha npyru HauwH nokasaHo na je CAL($) nobpo nepunucan.
Ha ocumoBy craBa 34 KanabujeB xomoMopduzam ce MOxKe IPOLYEKUTHU

1o:
CAL : Sympy(M,w) — R

TaKO Oa Ha TaYHUM MHOT'OCTPYKOCTHMMa MMaMO XOMOMOp(i)I/I3aMZ

Fluxr ® CAL : Symp§, — H} x R.
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Y ommTeM ciydajy kana je M m nmajsbe HEKOMIAKTHA aJIU HE HY:KHO
TauyHa MHOT'OCTPYKOCT MOMKEMO Je(pMHUCATU XOMOMOp(U3aM Ha yHU-

Bep3aJsiHOM HaTkpuBamwy Hamc(M) dopmymom:

CAL({&n}) = / / Hw" di

rae je H, jemnHCcTBeHM XaMWJITOHUWjaH Ca KOMIIAKTHUM HOCAYeM KOjU
resepuiie n3oTonujy ¢,. Axo ozmaummo ca A cauky 7w (Ham®(M)) npu

CAL nobujamMo MHIYKOBAHU XOMOMODP(U3aM;
CAL : Ham®(M,w) — R/A.
Y HEKOMHIAaKTHOM CJydajy Basku U cjaeneha Tteopema.

Teopema 16. Axo je M nexomnaxmmna mmozocmpyxocm bes 2panuye mada
je jesepo Kanabujesoz zomomoppusma CAL : Ham (M,w) — R/A npocma

2pyna.

OsBaj craB ce Moxe Bugetn y [6].
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8 TomoJiornja CUMILIEKTUYKE T'pPyIie

Tonmonoruja CUMIIEKTUYKE T'PyIE je BeoMa 3aHMMJBUBA 3a TpOyda-
Bame, jep MHOra BayKHA W WHTEPECAHTHA NUTAMma jOII YBEK HEMAa]y
onrosope. Ha mpumep nurama:

e Koju mudpeoMopdum3Mmy nare CUMIIEKTUUYKE MHOTOCTPYKOCTU CY
M30TOIHY CHUMILJIIEKTOMOD(U3MY !

e AKO Cy [Ba CUMILIEKTOMODP(U3MA TJIATKO M30TONHU A JU CY U
CUMILJIEKTUYKA U30TOIMHU 7

Ha oBa mmrama jom Hema ommrer oarosopa, Beh cy ypabenu camo
HEKU BaYKHU NPUMEPU.

Kako cummniekroMopdu3Mu dyBajy KOXOMOJIOMIKY Kiacy |[w]| ciauka
mo(Symp(M,w)) v mo(Dif f(M)) je canpskana y HOArPyIM KOja ce ca-
CTOjU Ol OHUX ejleMeHaTa Koju purcupajy [w|. [Tocmarpajmo 3a npumep
crangapmau Topyc T2 = R?*"/7Z*". Moske ce mOKa3aTu na CBaKa Ma-
rpuna V¥ € SL(2n, Z) naje nupeomopduszam Ha TOPyCy U Taj ardeoMop-
¢uzaM uyyBa KOXOMOJIOIIKY KJIACy CTaHIAPIHE CUMIIJIEKTUYKE CTPYK-
Type ako u camo ako je VU cuMmiiekTuuyka MaTpuna. BuamMmo na je
cBaku qupeoMophrU3aM KOju dyBa KOXOMOJIOIIKY KIacy |[wp] XomoToman
CUMIUIEKTOMOD(U3MY, aiau 3a n > 2 He 3HAMO Oa JIA jeé M30TOIaH
cuMniekToMopdusmy. Tarobe He 3HAMO Ha M je CBAKM CHUMILJIEKTO-
Mopduzam Ha T?" CUMILIEKTUYKI M30TOIAH JUHEAPHOM CUMILICKTOMOD-
¢usmy W.

Ocobune npecnukaBama mo(Symp(M,w)) — mo(Dif f(M)) cy 3a cana
VCIIATAHE CaMO 34 HEKe CHeNU(PUUHE MHOTOCTPYKOCTH, AJId MU MOKEMO
mocMaTpaTH M ONIITUJU CIydYaj, Tj. IPECINKaBAIE:

me(Symp(M, w)) = m(Dif f(M)).

OBO mpeciuKaBame HUje YBEK CYPjEKTUBHO, HA NPUMEDP aKO UMAMO
dopmy Tn = Aog X 01 Ha S? X S? rme cy 0¢p u 0y CTaHAApIHE TIO-
BpHIMHCKe (opMe ca ykymHoM moBpmmuHOM 1 m A > 1. Ilokazano je
na ce tomosoruja rpymne Gy = Symp(S? x S% 7)) Mema ca TIpoMeHOM
napamerpa A. Kanma je A\ = 1 mo(G)) = Z/Z, je renepucana mudeo-
MoOp($U3MUMa KOoju Memajy nBe chepe, m () npesa3u nedpopMaIrmoHOM
perpakuujom y JlujeBy rpymy SO(3) x SO(3). Kana je A > 1 my(Gy) =0
u 71(G)) je GeckoHauna (egeMeHT GECKOHAYHOI peaa je poTanuja).
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Kaxo m(Dif f(S? x S?)) uma pen HajMame 2 cilenu na MpeCcIUKaBame
m(Gy) — m(Dif f(S* x S?)) muje cypjexrusro. KoucTpyucanu cy u
IPUMEPU HEKOMIIAKTHUX MHOTOCTPYKOCTH 34 KOj€é BaKU UMHCHUIA 4
ce m (Symp®(M,w)) we cauka cypjekrusro y m(Dif f(M)).

[Tocroju n npyru pasno3u ma odyekyjeMo na je mp(Symp(M,w)) mama
on mi(Dif f(M)). IlocmarpajMo eBasyanujy:

m(Ham(M,w)) — mx(M)

Ha ocmoBy craBa 30 moxke ce mokaszaru na uskiaysuja Ham(M) —
Sympo(M) munykyje mzomopdusam Ha 7, ma kazxa je k > 1 cBejemno
je ma am mocmarpamo mx(Ham(M)) nan nocmarpamo g (Sympe(M,w)),
anmu 3a caydaj k = 1 mocroju pasnauka. Ha mpumep, mosmaro je na
je epanyamuja tpusujanna Ha T (Ham(T?",wy)) a Huje TpUBUjaHA HA
71 (Sympo(T*, wp)). OBo 3anamame ce MOKe YOUIITUTU 38 TPOU3BOJLHY
MHOTOCTPYKOCT.

CraB 36. Heka je (M,w) KOMNGKMHG CUMNAEKMUYKG MHO20CMPYKOCM U
{@t}icpa) nemwa y Ham(M,w). Tada cy nemmwe t — ¢y(x) nyaa y xo-
MOAOUJU.

Ckuma gokasa:
Iloka3 ce 3acHMBaA Ha HaJakemy IlOGHKapeoBOr myaJia Kjace IeTihe
v = {¢t}o<t<1. Mowke ce mapauynaru na je Iloenrapeos myas kaace vy

Kjaca: .
wn~

Cnemu nma je v myna y xomousoruju kan ron je Flux({¢;}) = 0. Bume
nerasma y [6].

Jaue TBpheme na cy meribe kKoHTpakTuOUIHE v M Cce Moike MOoKa3aTu,
aJiu 3axTeBa Ny0J/be cCaBpeMEHEe CUMIIJIEKTUYKE TEeXHUKE.
Yonmre MOXKEMO MOCMATPATH XOMOMOD(QuU3aM:

m(Map(M, M)) — w1 (M)
MHIYKOBAH €BaJIyallljoM:

Map(M, M) — M : ¢ — ¢(q)
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rae cmo ca Map(M, M) o3HAUMIN NPOCTOP HEMPEKUIHUX ITPECIINKA-
Bama u3 M y M. Cnuka oBor xoMoMOp$ur3Ma ce Ha3uBa I'PYIa €BaJY-
anmuja. OBa rpymna je mOHERJIe M3yJYaBaHAa, NOK Ce y CiaydJajeBuMa Kana
je k> 1 o anmasorauMm rpynaMa 3Ha jaKO MaJIo.

Moskemo Takobhe mocmarpaTu je3rpo npeciaukasama u3s 7 (Symp(M))
y m(Dif f(M)). 3ajmen je msyduaBao oBaj mpobiem 3a ciydaj k = 0.
OBme ca mpobiseMm cBoam Ha TO ma Tpeba Hahwm aBa CUMIIIEKTOMOP-
¢u3Ma KOju Cy IJIATKO M30TOIHHU, & HUCY CUMIIJIEKTUYKN W30TOIHU.
[Tocmarpao je dopMmy ¥ IpUIAPY:KEHY yJIOkKeHUM JlarpamkoBuM cde-
pama. Ilokazao je ma je 1y, 01y yBEK IJIATKO XOMOTOITHO UAEHTUTETH,
aJil y MHOTUM CJIyYajeBUMa HUj€ CUMIIIEKTUYKA N30TOMMHO UACHTUTETH.
Iloka3u ce 3acHuBajy Ha npuMeHN PIOPOBUX XOMOJIOMKUX I'PYIA.

OsBme cMo HADpPOjasiM cCAMO HEKA TOIMOJOIIKA TATAKA Y BE3U Ca CUM-
MJIEKTUYKOM TPYIIOM U3 KOJUX C€ BUIU I je€ OBO O0DJIACT y KOjOj CY TEK
HEKU TPOOJIeMU pemeHu, a MHOTa 3aHUMJ/bMBA MUTAHa Cy JOII YBEK
OTBOPEHA U MPEACTaB/bajy 00JaCT OTBOPEHY 3a HOBA UCTPAKUBAILA.
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9 VYmMecTo 3aKJbydKa

[Tokymaan cMo y OBOM pany Aa maMoO NPUKA3 jeTHOT CaBPEMEHOr U
TEIMKOT MaTeMaTUdkor npoodaema. [lonmpasymeBaHo je na je 3a pazyMe-
Balme paga HEONXOMHO CaMO OCHOBHO MATEMATUYKO NpeN3HaAlme, Ha CY
IIOCTYIIHO yB€ACHM OCHOBHN HOjMOBI/I CUMILJICKTUYKOI' IIPDUCTYIIA. FJIa—
BHa TeMa paja cy XaMWUJITOHOBA M CHUMIIJIEKTUYKA I'pyna IudeoMop-
¢uszama u muxos ommoc. Ob6jammena je ¢aykc- xumoreza y C° u C!
BapurjaHTU, a naTa Cy U ekBuBaJieHTHa TBphewma. Tarobhe maBenenu cy
IpuMepu Kiaaca MHOTOCTPYKOCTH 3a Koje je mpobiaewm pemrern. Hamamo
ce na je M3 pala BUILUBO KOJUKO je OBA TeMa MHTEPECAHTHA U KaKBe
MoryhuocTtu naje 3a majbe UCTpaskuBame. HapaBHO masma mMcTpasku-
Bama MOoJpa3yMeBajy OBJIalJaBame HAIPEIHUJUM U COPUCTUIUPAHN] UM
TeXHUKaMa, TAKO Na Ceé OBAj TEKCT MOKe CMaTpaTU U YBOIAOM Yy HAJbU
pan. Hamamo ce ma cMo ycmenu y HaIlloj] HaMepy Oa jelaH alCTPaKTaH
U TeKak NpobJieM jaCHO M 3aHUMJBPUBO U3JIOKUMO.
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10 Honarak(Heke nedunurimje)

Ha oBo mecty hemo HaBecTn nepuHUIMje HEKUX IIOjMOBA KOPUIINEHUX
y pamy, Koje He cmanajy y CTaHIapIHO MATEMATUYKO oOpa3oBame, a
HUCY HAIJIEe CBOje MPUPOIHO MECTO y PAHUjUM TOTJIABJLUMA.

Hedbununuja 13. Axo je M 2n dumenauona MHo20CmpyKocm ckopo Kom-
naekcna cmpykmypa na M je xomnaexcna cmpykmypa J Ha maH2enmuom
pacaojervy T M.

Henerenepucana 2-popma w € Q?(M) je koMmakTUOUIHA Ca CKOPO
KOMIIJIEKCHOM CTPYKTYpoM J ako je KoMmaxkTmOmiaHa ca J Kao CHM-
niaeruuka 6unuuHeapua dpopma wal M, 1j. ako:(u,v) = w(u, Jv) nepun-
uie PuMmaHOBY MeTpUKY.

CKOpO KOMILIEKCHA CTPyKTypa J Cce Ha3uBa MHTErpabUIHOM aKo
nocroju arnac {a,U,}, Ha M tako ma je J mpencraB/beHA MaTPUIOM
Jo y JIOKQJIHUM KOODIUHATAMA:

da(q) o Jy = Jyoda(q) : T,M — R*"

Hedbuaunnuja 14. Keaeposa mro2ocmpykocm je CuMniekmuuke MHo20CmpyKocm
(M,w) ca unmezpabustom ckopo KOMNAECKCHOM cmpykmypom J.

Hedununnuja 15. Ako cy mmoorcersa Lml c HY (M) — H™ Y(M) u L, -

HO(M) — H*"(M) usomoppusmu (W] ce nasusa Jepueyos esemenm. V
osom caywagy ypehenu nap (M,w) ce nasusa Jedueyosa mmuozocmpyrocm.

Basxku na je cBaka KemepoBa muorocrpykoct u Jledmenosa, kao u
na je cBaka JledmiemoBa MHOTOCTPYKOCT CUMIIJIEKTUYKA.

Hedbununuja 16. Muozocmpykocm M dumensuje 2n je Koxomos0uKky CuM-
naemuuxa axo nocmoju o € Hpp(M) maxo da je o™ pasaunumo 00 nyae.

Hedbununuja 17. Vuusepsasrno namrpusarwe m : P — P monoasowroe
npocmopa P je npocmop romomonckux kaaca nymesa :

{v:[0,1]] > P } Y(0) gurcupano w([v]) =~(1)} .
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