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1. ®dakrTopusauujay npcreHy

Y oBOM panay, YKOJIMKO ce€ HE Harjlacu apyrauuje, ca R hemo o3HauaBatw
KOMYTaTHBHY O0JIACT LIEJIHX.

3a mpaBu €JIEMEHT p NpCcTeHa R KakeMo Ja je mpocm aKo 3a CBaka JiBa
eileMeHTa a, b € R Baxu cienehe :

plab = pla Vvp]|b.

3a mpaBu He-HyJa €JIEMEHT P KOjU HHUje MHBEP3UOMJIaH y MpCcTeHy R KakeMo
7113 je Hepacmagmus Uil amom 'y IpCTeHy R ako 3a710B0oJbaBa yCJIOB :

p=ab = a€R"VDbER"
TO jeCT, aKO j& CBAKH FHETOB JICTUTEIh WU | WIIH P.

Amomuuna gpakmopuszayuja enemMeHTa r € R je cBaku mpou3BOJ

T':| |T'l',

r7e cy 7; aroMd. 3a NPCTEH KaXeMO Jia je amomuuaH aKo CBAaKH HEroB
eJIEMEHT UMa 0ap jeJTHy aTOMUUHY (pakTopu3alujy.

IIpcren je ca jeomosnaunom ¢paxmopusayujom axko cy CBake JBE aTOMHYHE
(dakTopusalyje MNpPOU3BOJHLHOI €JeMEHTa TOra IIpCTeHa jeqHake (0 Ha
penocinesn U MpuIpy>KeHOCT aToMa-(haxTopa).

Mpumep 1: [Ipcren Z[V—>5] Huje ca jemHO3HAYHOM (PaKTOPH3AIIN]jOM.
Hoka3. Y3mumo, 3a npumMep, €IeMEHT:
6=2-3=(14+v-5)-(1-v-5).

Tpeba nokaszaru na cy enementd a = 1 ++vV—-=5u b =1 —+-5 atomu y Tom
npcreny. Hopme unnniana cy, peaom: 4, 9, 6, 6.



AKo 06U eleMEHT a MMao He-TPUBHjaIaH aenuian y nperery Z[v—5], onma 6u
HOpMa TOT €JIEMEHTa Mopajia OUTH He-TpHUBHjanaH aenwialn opoja 6. O03upom
na jemnaumne a’+ 5b?> =2 wu a’+ 5b? =3 nuje moryhe pemmru y Z,
3aKJbYYYjeMO Ja je a 3aucTa atoM. CIMYHO | 3a €JIEMEHT D.

Teopema 1

Amomuuan oomen R je ca jeOHO3HAUHOM hakmopuzayjom ako u camo axKo cyy
FbeMy C8U AMOMU U NPOCTNU.

[Tpumen6a: CBaka /1Ba eneMeHTa JOMEHA R ca jeTHO3HaYHOM (DaKTOPHU3aIHjoM
umajy 1 H3/1, a tume u H3C. YnpaBo Ta unmenuia uyuau 1omed R [aycosum
OOMEHOM.

JNlema 1

Ceaxu npocm enemenm rkomymamugnoe domena R je npocm u y npcmeny
noaunoma R[X].

Hoxka3. Heka je p npoct enemeHnt y gomeny R. Taga je pR mpocT uaean y
nomeny R, mro 3Haunm ga je R = R/pR pomen. IlpuMeTHMO HpUPOIHH
enumop¢uszam R Ha R:

mar— a=a+pR.

Cana mpumMeTHMo ,,Ha* enuMopduzam oarosapajyhux nmpcreHa noJuHoMa:

d:u = ZarXr — Za_rXr.

Jlomen npecnukasama ® je F = R[X], nox je konomen F = R[X]. Huje Temixo
3akJpyuuTH Aa je ker @ = pF, mito Hac noBOAM 10 3ak/bydka ga je F/pF
nomeH. [IpBa Teopema o m3omopdusmuma Ham kaxe na je F/Kker @ = Im @,
IITO MPUMEH-EHO Ha Haml ciy4daj naje F/pF = F je nomen. To cana 3Hauu 1a
je pF npocr unean y F, na je p mpocro y F = R[X].



Jlema 2

Hexa je K nowe pasnomaxa xomymamuenoe oomena R ca jeonosnaunom
paxmopusayujom. Tada je npumumusan nonunom f amom y npcmeny R[X]
axo u camo axo je amom y npcmeny K[X].

Joxka3. Heka cy nonuHomu g u h npumutuBHH Han R. Jlokaxkumo na je u
BUXO0B npon3Box gh takohe mpumutuBan Hax R. [IpernocraBuMo CympoTHO,
JlaKje HeKa MOCTOju aToM p u3 R, TakaB na p | gh. Mebhyrum, o63upom 1a je
npcreH R ca jeqHO3HaYHOM (DaKTOpU3aIlMjoM, aTOMHU U MPOCTH €JIEMEHTH Ce Y
BEMy Hoayaapajy (reopema 1), 1To 1ajbe 3Ha4M Ja je p U NPOCT y npcTeny R.
[Ipema nemu 1, p je npoct u y npcreny R[X]. Hakne, p | g wnu p | h, wro je
KOHTPAAMKIIH]a.

Heka je cama a € K, makiie MOXe ce MPEJACTaBUTH y OOJIHNKY o = %, a,b €R.

Takohe, 3a cBakm momuHoM f w3 K[X], mocroje enementn a,b €ER u
. a

NPUMUTHBAH NOJMHOM ¢ U3 R[X], TakBu na je f = » 9> OIHOCHO bf = ag.

[Ipu tom, y ipcreny R[X], nonvHOM g HUje Ne/bUB aTOMKUMA M3 R, 11a BaXku u:
f € R[X] & b|a y npcreny R.

Axo je monuaoM f Hanm R pacraBmbuB y K[X], onma je u f = % gh, tne cy

a,b € R, a g,h cy npumutuBHu Hax R. Taja je u moiauHoM gh mpUMHUTUBaH
Hax R. OG3upom nma je f € R[X], 3Hamo na b|la y mpcreHy R, OJHOCHO
a

—=c€R.
b

Cana je 300r MpUMUTHBHOCTH MOJIMHOMA f = cgh jour u ¢ € R*, mTo TayHO
3HAYH J1a je MPUMUTHBAH MOoJMHOM f Hax R pactaBipuB y nipcTeHy R[X] ako n
CaMo aKo je pacTaBJbuB y npcreHy K [X].

[Tpumenba: Ykonuko je mpomMeH R ca jenHO3HauHOM (akTOpH3alMjoM, U3
IPETXOJHE JBE JIEME CIIAN J1a Cy aTOMH IpcTeHa R[X] ympaBo cBu atomu
caMmor JjoMeHa R, Kao ¥ CBU HerOBH IPUMUTUBHU €JIEMEHTH KOjJU Cy aTOMH U Y
npcreny K[X].



Nema 3
Axo je K nosme, onoa je npcmen noaunoma K[X] enasnoudeancku.

Hoxka3. O3naunmo ca U mpousBosbaH muean y npcreny K[X]. Ako je U =
{0}, U jecre rmaBuu uneas. YKoiauko U caipu joll HEKH E€IEMEHT OCHUM
HyJle, OHJIa O]l CBUX OCTaJMX €JeMeHaTa n3adepuMO OHA] HajMamer CTEleHa,
Ha npumep, p. Caga cBaku nonuHOM U € U MOXEMO MPEACTaBUTH Yy OOJIUKY
u = pq + r, rae je r Mamer creneHa o p. Jlera crtpana je enemeHt uaeana U,
pq Takohe, nakie mopa outk u r € U. [loxceTnMo 1a je p eneMeHT HajMamber
crernieHa uzaeana U Koju je pasnuyuT o] HyJE, a T je Mamer CTeneHa oja p.
Haxne, r = 0. Crora 3ak/bydyjeMo J1a p JCJIH CBaKu elleMeHT uaecana U, To
jecr, U = (p).

JNlema 4
Csaxu 2nagHoudeancku npcmen je ca jeOHO3HaAYHOM haxmopusayujom.

Joxka3s. Jloka)xumo MpBo J1a je CBaKH eJIeMEHT a (KOju HHje MHBep3UOUIaH UIn
HyJ1a) TJIaBHOMJICAJICKOT JOMeHa R nesbuB HEKMM aroMoM. Hanwme, ako camo a
HHUje aTOM, OHO UMa Oap jeaHy npaBy (akTopuzanujy a = p,a;. [lopex tora je
u aR C a;R. CiinuHo, ako a; HUJE aTOM, OHJA A, = P,A,, Ma U A;R C a,R.
HacraBumo nu mocrymak, opmupahemo aHar rilaBHUX Uaeana npcreHa R:

aRcagRca,Rc--cayRC--

ITpu Tom je u ynuja U Tux maeana takohe uaean. O63upom na je mpcteH R
TJIAaBHOMJICAJICKH, 3HaMO JIa TIOCTOjU HEKO p 3a koje je U = pR. HapasHo, Tana
eJIEMEeHT p npumnaza 6ap jenHoMm ox uaeana a,R. Heka je n HajMamu npupoiaH
0poj ca TUM cBOjcTBOM. Tama umamo :

PR ca,Rc U =pR,

IITO 3Ha4M Ja je Ty U a,R = pR. To mocebHo 3Hauu ga je a,R mocneamu
YJlaH MCTAKHYTOr JlaHua. Tume je a, ¥ jeAaH aToM KOju JIeJIH NPOU3BOJHHU
enemeHT a. [Iporec je koHauaH (Majonpe A0Ka3aHo), ¥ OTy/a JJeMa y IeJIOCTH.



Teopema 2

Axo je npcmen R ca jeonoznaunom ¢haxmopusayujom, oHOa ce mo c80jcmeo
uyea u y npcmeny noaunoma R[X].

Joxka3. Heka je K mosee pasnomaka Han R. Tanma cBaku noiamHoM f € R[X]
uMa Qakropuzanujy f =cg--h, y ko0joj je ¢ = % €K, nok cy g,..,h
NPUMHUTUBHH MOJMHOMHU Hal R. CBU TH NPUMHUTHUBHH MOJMHOMH Cy aTOMH Y
npcreny K[X], ma crora u y npcreny R[X]. Kao u y nemu 2, cana je u ¢ € R.
Ha ocHoBy neme 1, aromuuna ¢akTopusanuja eaeMeHTa ¢ y R je u merosa
aromnyHa (akropuzanuja y npcreHy R[X]. Cama MokeMo 3akJbyduTH 1a je
npcred R[X] aromuyas.

OsHaunmo ca p Owito kKoju atrom npcreHa R[X] xoju nenu nmpousBox wz. AKo
je py R, onna je mpema teopemu 1 p pocro u'y R[X]. Ako p Huje y R, oHza
U3 jJeMe 2 cienu Ja je p NMPUMUTHBAH MOJMHOM KOju je atom u 'y K[X]. 3a
aToMe npctera K[X] 3Hamo na cy npoctu (*), cTora MoXeMo 3aKJbydUTH Ja Y
BEMY BOKU D | W HITH D | Z.

Axo p | w, onna je w = pq 3a Heko q € K[X]. 30or w € R[X], ciim4HO Kao y
J0Ka3y JieMe 2 CIeAd Jia je W = CcUp, 3a HEKO ¢ € R M HeKH NPUMUTHBAH
noiauHoM v Hax R. Ortyna p nenu w u y npcreny R[X], ma cy caga cBu atomu
npcreHa R[X] w npoctu. Ilpumenmmo mm Tteopemy | Ha mpcreH R[X],
3aKJbyurheMo Ja je Taj MPCTEeH ca JeTHO3HAYHOM (haKTOPU3AIIN]OM.

(*) Jlema 3 roBopu na je K[X] rmaBHOMAEAICKH MPCTEH, I1a U Ca jeAHO3HAYHOM
dakTopuszamujom (j1ema 4), a 3aTUM TeopeMa | TOBOpH J1a Ce aTOMH U TPOCTH
noAyaapajy.



2. UHTerpanHu enemeHTU Hag NPCTEHOM

DedbuvHuumja 1: EnemeHT X npcTeHa R je uHmMezpasnaH Hap, HEroBUM
noTnpcreHom A ako NoOHWUWTaBa 6ap jeaaH MOHWYAH MOSIMHOM M3 MPCTEHA
A[X].

Teopema 1

Hexa je R npcmen, A nexu nomnpcmen 00 R u nexa je x npouseoman enemenm
npcmena R. Crnedehu ycnosu cy ekgusaieHemuu.

(1) Hocmoje ay, ... ,an_1 € A maxeu oa je x™ + ap_1x" 1+ -+ ay, = 0.

(2) Ilpcmen Alx] je A-mooyn konaunoe muna.

(3) IHocmoju nomnpcmen B npcmena R xoju cadpocu A u x u koju je A-
MOOYII KOHAYHO2 MUNA.

Hoka3. Oznaummo ca M A-mogmonmyn mnpcreHa R reHepucan ca 1, x,

2 n

x?,..,x" . TIpema (1) 3akmpydyjemo ma x" € M. Muoxemem (1) ca x/,

nobujamo:

x™ = —q,_x™T — e —qgx/ .

[lITapuine, HHAYKIU{OM M0 j 3aKibydyjemo aa x™*/ € M, 3a ce j = 0. ITomro
je mpcren A[x] jemam A-momyn reHepucad ca x*, k >0, BumuMo na je, y
crBapu, A[x] = M. Oryna (1) nosmaun (2). JacHo je na (2) mosmaum (3).
Joxaxxumo jorur aa (3) nosmaum (1).

Heka je (yq, ..., ¥n) KOHauaH CKyII reHepaTopa 3a B (kao moxyn Hag A), mro
3Hauu j1a je B = Ay, + -+ Ay,. O63upom na je x € B u na je B < R, cinenu
naje xy; € B,3acBako i = 1, ...,n. [lakie, umamo u :

n

Xy = Z aijYj,

j=1
sacel=1,..,nuaq;; €A. To3Hauu ja :



n
Z(&]x—au)y] =0 , l=1,,7’l
j=1

[TocMaTpajMo MPETXOMHO KAo CHUCTEM OJ N XOMOTEGHUX jeJHAYWHA I10
(1, ) Yn). Osmauumo ca d JeTEPMUHAHTY det(6i X —a j). [Tpema
KpamepoBom npasmity 3uamo na je dy; = 0, 3a cako i. To, yommre, 3Ha4n 1a
jeudb = 0,3acBe b € B; nma, nocebno 3a b = 1 umamo d - 1 = 0; crora je u
d = 0. Mehytum, d je ouurieqHO MOHUYAH IOJMHOM IO X, 0O3UPOM Jia ce
u3pa3 HajBeher cremena no0uja kam pasBujemMo mpoumsBox |[i—,(x — a;;)
u3pasa Ha riaBHoj aujaroHanu. Ctora, 3aucta, (3) nosmaun (1).

Hcrakaumo ca f Oamr oHaj MOHMYAH TOJMHOM KOjU X MOHMINTaBa (He Tpeda
UCIYCTUTH U3 Bujaa na je x € R, nok je f € A[X]). Jemnauuny f(X) =0
30BEMO jeOHAUUHOM UHMePAHe 3A8UCHOCMU STIEMEHTa X HaJl IPCTCHOM A.

Jlako ce MOXe J0Ka3aTu Ja je CKyIl CBHUX €JIeMEeHaTa IpcreHa R koju cy
MHTETPAJIHH HaJ IPCTEHOM A jeJjaH MOTIPCTEH NpCTeHa R Koju caapxu A.

OeduHuumja 2: Heka je R nipcreH, a A meroB nmotnpereH. [IpcTen cactaBibeH
O]l CBUX €JIeMeHaTa MpcTeHa R koju cy uHTerpaanu Hax A o3Hauuhemo ca A’ u
3Bahemo ra unmezparnum 3ameopervem npcrea A y npcreny R. UHTerpanHo
3aTBOpemE MpcTeHa A y WHeroBoM MoJjby pasnomaka K 3Bahemo camo
UHMESPATIHUM 3Aameoperbem npcmena A.

Dedunuumja 3: Tlpcren A je unmeepanno 3ameopen axo je o0IACT LETUX U
aKo je jeJHaK CBOM HHTErpajHOM 3aTBopewy. [pyrum peunma, y MOJbY
paznomaka K, ocuM enemMeHaTa camMor TMpcTeHa A, Hema HWHTErpalHuX
ejleMeHaTa Hajg A.

Mpumep 1: Caka o0nacT 1eNUX y KOjOj CBaka JiBa eJleMeHTa MMajy HajBehu
3ajeTHIUYKH JICTUJIAI] je MHTETPaTHO 3aTBOPEHA.

Hoxka3z. O3naunmo ca A mona3ny o0acT nenux u ca K mosse paznomaka o A.
Hexka je x € K koju je unterpanat Hax A. Heka je



Q) X"+ ap_x" 1+ +ay=0, aq; €A

jeaHaunHa WMHTETpaJHEe 3aBHCHOCTH eieMeHTa X Haja A. IlpencraBumo cana
a . .
X =, The cy a,b €A u jom cy a u b y3ajaMHO MpOCTH (Ha OBOM MECTY

KOPHUCTHUMO MPETIOCTaBKy Jla CBakKa JBa elieMeHTa npcTeHa A umajy HajBehn
3ajeJHMYKH aeauial). 3aMeHoM x-a y (1) u MHOXKeHmeM ca b™, 1obujamo:

(2) a® + b(a,_1a®t + -+ a;ab™ % + ayh™ 1) = 0.

O63upom 1a je A obiacT menmx, 3akpydyjemo faa b | a™. 3Hamo na cy a u b
y3ajaMHO MPOCTH, Ta MOXKeMO 3akJbyunTd 1a b | a. To HaMm roBopH 1a je x €
A, crora je v mpcTeH A MHTETPAITHO 3aTBOPEH.

OBaj mpuMep HaM TOBOPH J1a j€ jeTHa MIMPOKa Kiraca MPCTeHa (00JIACTH IEIuX
y kojuma mocroju H3Jl) umHTerpamno 3arBopeHa. CyxaBameM Te Kiace
MOEMO 3aKJbYUUTH J]a Cy 00JIACTH IIETHNX Ca jeJHO3HAYHOM (PaKTOPHU3AIIH]jOM,
riaBHU goMmeHH, Eykimncku nperenu, Herepunu u JlenekuHIOBU MPCTEHU
Takoh)e MHTErpaTHO 3aTBOPEHH.
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3. JloKkanusauyumja

DeduHuumja 1: Heka je R obnact menux. 3a ckyn S C€ R kaxeMmMo jaa je
MYTMUnIUKamuean ako 3a70Bosbapa ciesehe ycnose:

e He caapxu nyny (0 € S)
e Canpxu jenununy (1 € S)
e 3aTBOpEH je 3a MHOXeHE (a,b € S = ab € §).

Dedunnumja 2: Cxyn R[S™1] = {as ':a € R, s € S } 30BeMo okanuzayujom
OpcTeHa R 1Mo MyJITHIUIHKATUBHOM CKYITY S.

IIpumenba: MuBep3e enemeHara M3 ckyma S MoxemMo npoHahu y mnosby
pasnomaka rpcreHa R.

Mpumep 1: Cpaka joKanM3alMja UMa CTPYKTYpy IpCTeHa.

Jloka3. Osnaunmo sokamusanujy ca L = R[S™!]. IMokaxkumo na cy 30up u

a b
MPOM3BOJI CcBaka JBa eiemeHTa u3 L Takohe enementu L. Heka cy — u —
S1 So

enemenTH L (nakne, a,b € Ru sy, s, € 5).

a b as,+bs;

S 52 $152

a b_ab

S1 S22 §152

3aKk/by4ak CIeAW U3 MYJITUIUTMKATHBHOCTH cKyma S (1,5, €S = s;5, € 5).
JacHo ce BuaM na cy M 30Mp M NMPOM3BOA JIBa eleMeHTa u3 L oarosapajyher
obnuka (Opojuiar je u3 mpcreHa R, TOK je MMeHHIal U3 cKyma S).

Jlokanusauujy R[S™1] najuenthe o3nauasamo u ca Rs.
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Teopema 1

Hexa je R npcmen, a P mwezoé npocm uoean. Taoa je ckyn S =R\ P
myamunaukamuean. Jow euuwe, noxarusayuja Rp maoa uma mauno jeoau
MAaKCUManan uoea.

Hoka3. IIpBo, TpebGano Ou oOpasznoxuTd o3HaKy Rp. 3HamMo pga ce
JIOKaJIM3aluja BPIIM 0 MYJITHUIUIMKATUBHOM CKYIy, a Takole 3HaMo Jia MpocCT
unean P Huje o0aBe3Ho TakaB cKym. MehyTum, HHMje TEIIKO 3aKJbYYUTH A
BeroB koMmruieMeHT S = R \ P jecte mynturuinkatuBad. Hanme, o63upom 1a
je P mpoct uaean y R, 3HaMO /1a BaXKH:

abeEP=>a€PVbeEP.
KonTpamnosuiyja je:

a&PAb&P=ab¢P.
[IpenackoM Ha KOMIUIEMEHT J00HjaMo:

aeESAbeS>ab€es,

IITO je yIpaBO JI0OKa3 CBOjCTBA MYJITHUIUIMKATUBHOCTH cKyma S = R\ P.
Jakne, kaga TO HE MOXE Ja H3a30Be Ja’by 3a0yHy, MOJX O3HaKOM Rp
cmatpahemo cKym Rpy p.

HcnurajMo cafa eneMeHTe Jiokanuzanuje Rp (moceOny naxmy hemo obpaTutu
Ha WHBEP3UOWIIHE €IeMEeHTEe Tora MpCTeHa - Rp), Kao W uean y TOM MPCTEHY
reHepucaH CKynom P:

RP={% : aeR,ueR\P}.

[TpumeTnmo n1a cy cBu exeMeHTH ckyna S = R \ P nHBep3UOWIHU y TPCTEHY
Rp (lERUER\P= % =u~! € Rp). Takohe, UcTakHMMO Aa je npcTeH R
jenan motnpcreH npcreHa Rp (a € R,1€R\P = % = a € Rp). [akue,

P < R c Rp (P je jom u npoct). Mehytum, camo P He Mopa yBeK OUTH ujaeanl
npcreHa Rp. Crora, mocMarpajMo ujean NpcTeHa Rp reHepucaH ckymnom P,
(P) =M.

Ucraknytu naean cMo o3Hadywmm ca M jep Haciyhyjemo 1a je To Oamr jequHu
MaKCUMaJHU ujean y npcreHy Rp. Enementu uneana M cy obnuka:

~'p, a€EP, uER\P, pEP,
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(kopuctuMO ympaBo na je M wumean mpcreHa Rp reHepucaH ckynom P).
Melhyrum, 063upom aa je P u uaean npcreHa R, 31amo aa je ap € P. Otyna
3aKJby4aK:

(Py=M={Z, pep, uecr\P}

Hcnurajmo enemente mpcreHa Rp koju Hucy y wmaeany M. Haume, ako je

vE& M,oHmajev = g,b € R\ P,u € R\ P. OnMax MOXeMO 3aKJbyUUTH J1a j&

— u . .
nvl= > takohe enmemeHT ckyma Rp \ M (cmenujasHo, MHBEP3UOWIAH je Y

npcreny Rp), w3 dera cienau na unpean M caapKu CBE €lEeMEHTE KOjHu HUCY
uHBep3uOmIHN y mpcteHy Rp. OTyma u Teopema y UENOCTH jep YIpPaBo
3aKJpyyeHa YMI-EHUIIA TOBOPH U Ja je M MakcuMarnaH ujean mpcreHa Rp u
JEIUHU TaKaB.

DOeduvHuumja 3: Jlomer R je soxkarnu ako je y BEMY CBaKH Hcall KOHAYHO
reHepucaH (IpcTeH je Hemepun) 1 ako ©Ma Ta4yHO jeJJaH MaKCUMaJIaH UIeall.
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4. BanyauMoHMU NPCTEHU

OeduHuumja 1: 3a KoMyTaTHBaH NPCTEH R KakeMO 11a je 6anyayuoHu ako 3a
CBaKa JIBa HEeroBa eneMeHTa a u b Baxxku naa | b umu b | a.

OeduHuumja 1’: Heka je K nosbe pasznomaka Haj oOnamhy nenmux R. Axo 3a
cBaKy eneMeHT U € K Baxu u € R unu u~! € R, oHz1a 3a npcTeH R kaxkeMo 1a
je sanyayuonu.

Mpumep 1: Jlokanuzanuja npcreHa Z 1O KOMIUIEMEHTY IPOCTOr uieasa
U = 27 je BanmyalluoHU MPCTEH.

JHokas3. McniurajMo eeMeHTe 3aj1aTe JIOKaIu3aluje:
L=Zy={%aezs¢2z}

Haxne, npcten L ce cacToju o1 1IeIOOpOjHUX pa3jioMaKa y KojuMa UMEHUIaI]
HUje JeJbUB ca JBa. Tpeba mpuUMETHTH Ja je cKyn L* (CKyn MHBEp3HOMIIHUX
eJeMeHarTa npcreHa L) ympaBo CKyN CBUX ILIEJTOOPOJHUX pasjioMaka Kol KOjUx
HU Opojunanl HUje JesbUB ca JBa. Jpyrum peuumma, npcreH L Moxkemo
MIPEJICTaBUTH U Y OOJIUKY:

L={a-2™, a€l’, m=0},

JaKiie, CBaKM €JEMEHT je€ MPOM3BOA jEAHOT HMHBEP3HOMIHOT €JIeMEeHTa |
creneHa Opoja nBa. Cazna, ako MMaMoO JBa €JIeMEHTa IpcTeHa L, penumo
a=a-2™ub=L-2"(rae cy a,f € L"), ommax BuauMO 12 je O6ap jemaH of
b

n-—
a

&.gm-n

a B . on-m
a3joMakKa — = ==-2
p b B a

CJICMCHAT IIPCTCHA L (KOJ'II/I‘-IHI/IK JABa

WHBEP3UOWIIHA €JIEMEHTa j€ TIOHOBO HMHBEP3UMOWIaH W jom je Oap jemHa of
HejeHaKOCTH ucnyweHa : m —n = 0 wmn —m = 0.

DAeduHuumja 2: Heka cy R € T nipctenu u Heka je [ < R. Kaxemo ma uaean |
npexcusmwasa ynpcreny T ako: [ # R = IT +# T .
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JNlema 1

Hexa cy R € T npcmenu u neka je eremenm A uneepsubunan y npcmeny T.
Ilpoussoman npasu uodean npcmena R osznauumo ca 1. Taoa wuoean |
npeacuémasa y R[A] uauy R[A71].

Joxka3. [IpernoctaBUMO CyIIpOTHO, 1akjie HeKa [ He MpeKuBJbaBa HA Y jeTHOM
0J1 IBa IIOMEHYyTa IIpcTeHa. Taja uMamo:

ag+adA+-+a,A"=1, aq;, €l
bo + bll_l + .-+ bnl_m = 1, bi €l

O06e30emuMo jomr ga cMO M3abpayii HajMamke N KOje OAroBapa HaIluM
notpebama, anu TakBo ja je n = m. [IoMHOXHMO 11 Apyry jeaHaunHy ca A",
no0ujamo:

(1 = b)A™ = by AL + oo + b AV,

[IperxonHu pe3ynTaT MOXEMO YBECTH Yy MPBY jelHAYHHY [OMHOXEHY ca
1 — by:

(1 - bo)ao + (1 - bo)all + -+ an(blln_l + -+ bmATL—m) =1- bo,

IITO HAC JIOBOJU JI0 KOHTPAJUKIHMje jep OM OHIa n — m OWIO HajMame Koje
OJIrOBapa HaluM NotpedamMa, a MPETIOCTaBUIIM CMO J1a je Oalll n TakBo.

Jlema 2

Hexa je R npcmen u nexa je A € R. Tada je A= uumeepanno nao R axo u
camo axo je A~1 € R[A].

Jlokas. IIpernocrasumo aa je A1 unmezpanio nao R, oonocho:
A+ a,_ A7D 4+t g A gy = 1.
[ToMHOXHMMO TIpeTXOHY jeHakocT ca A" u mocie cpehuBama nMamo:
Map_q + apyd + -+ a A" 2% + A1) = —1,
A= —(ap_q + ap_pA + -+ @ A" 2 + A" Y),

IITO HaM YIpaBo roBopu ja je A~ € R[A]. O63upom 1a ce Kopak, Mo KOpak
MO>KEMO BPAaTUTH YHAa3aJl, MMaMo U JI0Ka3 JIeMe Y IeJIOCTH.
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Teopema 1

Hexka je K nomwe, a R nomnpcmen moza noma. Iloped moea, ca I o3nauumo
npouseoman npasu udean npcmena R. Tada nocmoju eanyayuonu oomen V, ca
ceojcmeom 0a je R €V C K, da je K nomwe pasnomaxa nao V u oa uoean 1
npeaxcusmwasay V.

Hoka3. Vcrakammo ckyn mapoBa (Ry,[,) xoju umajy cneaeha cBojcTa:
RcR,cK, I, <Ry I, #R, I Cl,. VYV Taj cCKynmn MOXEMO YBECTH peJaIujy
napiujanHor ypehema Ha cienehu HauwH:

(Ru 1) < (Rg,I3) © Ry D Rg A I, D Ip.

[Ipema IlopHOBOj JIeMH, Y UCTAKHYTOM CKYITy HapoBa TOCTOjH MaKCHMAJTHU
enement, oxanocHo map (V,]). He tpeba ucmycTutH W3 BuAa na ce IpH
onpehuBamy MakCHMaIHOTI €JIEeMEHTa 4YyBajy CBa CBOJCTBa HCTaKHYTHX
napoBa. Cana jom Tpeba nokaszaTu Aa je V' BamyallMOHM TPCTEH ca MOJbEM
pasnomaka K. Jlakne, Tpe6a nokazatuja: A €K = A€V v A" leV.

[IpernocraBumo cynpotHo. Tama mnpema nemu 1 3Hamo npa wuzpean J
npexupibasa y V[A] uma y V[A™1]. Melytum, xoju roa oz Ta asa ciaydaja 6uo
tavaH, map (V,]) He Ou OMo MaKCUMAaJTHU €JIEMEHT CKYIIa ITapoBa.

Teopema 2

Heka je R ummeepanno 3ameopena obracm yeaux ca nomem pasiomaxa K.
Taoa je R = NV, e0e cy V, ceu sanyayuonu npcmenu uzmehy R u K.

Joxa3. Heka je pu€V,, xax a mnpohe cBe mnpcreHe usmely R u K.
I[IpeTnocTaBUMO Ja (i HUje MHTerpanHo Hag R u y3mumo gaje 1 = u~ 1. Ilpema
nemH 2 3HaMO Ja A HHje HHBep3uOmIHO y R[A], mTo HaC 1OBOIM 10 3aKJbydKa
na (A) - wmeanm reHepucaH eigeMeHToM A - mpexwuBibaBa y R[A]. Tlpema
teopemu 1, pcter R[A] ce Moke MPOIIMPHUTH 10 Bayal[MOHOT JoMeHa V C
K, ¢ Tum na (1) mpexwuBibaBa U y qomMeHy V. Mehytum, p cMo neduHUCATH
Tako Ja TpHIaZa CBUM BalyallMOHUM JOMEHHMa KOjH caiapke R, makie
u= A"t €V.To Hac noBoIM /10 KOHTPAMKIIMjE jep TO Ta4HO 3Hauw jaa (A) He
npexuBibaBa y V. Jlakme, u jecte mHTerpasHo Hag R, a o063upom 1a je R
WHTETPATHO 3aTBOPEH, Tajga je M U € R.
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MNpumepba: 11 oOpHYTO, CBakM TakaB MPECEK j€ MHTErPATHO 3aTBOPEH jep je
CBaKW BallyalldAOHW TIPCTCH HWHTErpaiHo 3aTBopeH (y mpumepy 2.1 cmo
JOKa3aIM Jla je cBaka o0JacT menuX y K0joj cBaka JBa enemeHTa umajy H3J[
MHTETPAJIHO 3aTBOPEHA, a jaCHO j& Ja CBAaKW BaTyallOHU JOMEH 3aJ0BOJbaBa
OBaj KpUTEPHUjyM); JOK 3HAMO Ja je MPECeK MHTETPATHO 3aTBOPEHHX JOMEHA
MHTErPaATHO 3aTBOPEH.

Nlema 3
Ceaxu eanyayuoHu 0oOMeH uma maywHo jeOaH MaKCUMAaian uoeal.

Joka3. O3nauumo ca M mpOU3BOJBHU MaKCUMAJIHU HJi€al BalyallMOHOT
nomena V. M3abepumo enement b € M (moryhe je jep 1 € M). Tana 3namo aa
je:

M+ (b) =V,
jep je M makcumanan nnean. Crora, 3a Hekoa € M u x,y € V Baxu :
ax + by = 1.

O63upoM 1a je V BamyanoHu JOMeH, 3Hamo aa a | b unu b | a. Ako 6u Oumno
a|b,onnaje b = aq € M, mTo je KOHTpaaukIuja ca b € M. Jlakne, 3Hamo 11a
b | a u3 uera cneau na b | 1, onHocHo n1a je b uHBep3uOUIHO. Jpyrum peunma,
y MaKCHMaJTHOM Hjieary M ce Haja3e CBU HEWHBEP3UOWIHU €JICMECHTH JIOMEHA
V', mTo Taj uaean YuHU U jeJUHUM MaKCUMATHUM.
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Mpumep 2: CBaku KOHAYHO T'€HEpPUCAH HJeaj y BalyallHOHOM JIOMEHY je
TJIaBHU.

Hoxka3. Heka je U = (a4, ...,a,) unean BaryaruoHor nomena V. Ememente
a, ..., A, MOXeMo mopehat Tako ma a, | a,, a, | as,.., a,—;1 | a,. Tana
3namo 1a (a,) € (a,—1) € -+ € (a;) u oamax 3akipydyjemo 1a je U = (aq).

Teopema 3

Hexka je R enasnouodeancku domen ca nosmem paziomaka K. Oznavumo ca V
npousgomarn eanyayuonu oomer usmehy R u K. Taoa je V = Rp, 3a Hexu
npocm udean P y R.

Hoxka3. O3naunmo ca M jenuHm MakcuManHu uaean ox V mca P = M N R.
[Tpumetrumo na je ckyn R \ P MynTUIUIMKaTUBaH CKYN ca jequHuioM (ma je P
u npoct uzean). Axo je s € R\ P, ounaje s~ € V (jep 6u y cynpoTHOM 61110
SEM,naus € P). loacerumo ce naje Rp ={as™, a€R, seER\P}lu
0JIMaxX MOXEMO M3BECTH 3aKJbydak Rp C V.

Nzabepumo enement v € V,v € Rp. Yonmrewe [Ipumepa 1 Ham rosopu na je

— — a .
Rp w BalmyallMOHHU JIOMEH, JAKJIe VU 1 € Rp, oxgnocro v~ ! = S The je a €E R,

7oK je s € R \ P. Axo 6u 6wio a & P, oHl1a 64 €eMeHT % 010 MHBEp3UOUIaH

y Rp, nakne v € Rp, mto je koHTpagukuuja. Crora je curypHo a € P, na u
a € M. O63upom 1a je M ugean y V, u enemMeHT av = s je eleMEeHT Tora
uneana M. Cana je u s € P, mro je kouTpamuknuja. akne, ckyn V \ Rp je
npasaH, OJHOCHO V C Rp.
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Teopema 4

Hexa je K nome, x neoopehena u nexa je K(x) nowe payuonannux ¢ynxyuja
no Heoopehernoj x. Oznayumo ca V npoussoman sanyayuornu oomen usmehy K
u K(x) xome je nomwe paziomara ynpaso K(x) (c mum oa 'V # K(x)). Taoa je
V = K|[x]p, 20eje P = (f), f nepacmasmwue umuV = K[x_l](x-l).

Joxa3s. O63upoM 1a je foMeH V BanyalluoHu, 3HaMo fAaje x € V umu x 1 € V.
Axo je x €V, onna je V O K[x] u Tama je obnmuka V = K[x]p (mpema
teopemu 3). O0nuK ueana P cienu U3 YUbEHHIIE A4 j€ TIPCTeH MOJIMHOMA Hall
M0JbEM TJIABHOMICATICKH.

Ako je, mak, x € V, onga je V D K[x™'] u obmuka je K[x~'], (upema
teopemu 3). Y ngokazy Teopeme 3.1 cMO IPUMETHIIH J1a CY CBU €JIEMEHTH CKyIa

K[x] \ Q nnBep3ubuinu y nokamusauuju K[x~1],. U3 yciosa x & V Moxemo

1

3aKJbYYUTH J1a €IEMEHT X~ HUje MHBep3uOminan y K [x‘l]Q U TUME MOpa OuTH

1

eneMeHT ckynma Q. OO03upoM nma je X~ TpOCT eleMeHT, a npcTeH K[x]

riaBHOMIEaNICKU, Mopa outn Q = (x~1).

p(x)

Npumep 3: Enementu npcrena V = K[x_l](x—1) cy obOmuka PRt je
MOJIMHOM ¢ (X) HE Mamer CTerneHa o1 moauHoma p(x).
Joxa3. Enementu npcrena V cy obnuka :
u(x™1)
v(x1)’
rne nomuHoM v(x~ 1) Huje gemuB momuHOMOM X~ 1. IIpoctom

TpaHc(OpMAaIM]OM MOXKEMO 3aKJbYUUTH A Cy CBU €JIEMEHTH 00JINKA :

Uo (x_l) I
v(x~1) ’

I7I€ HU TIOJIMHOM U (x"l) HUj€ JIeJbUB MOJMHOMOM x~1 (onHOCHO, enemMeHT
ug(x~1) .
v(x~1) J
JICJbUB Ca X~

e MHBep3MOWIaH y Jokanuzanuju V). Jla nonuHom nmo x~ 1 He 6u 6o

1 HeonXoHO je ¥ JOBOJHHO J1a My CJI000IaH YIaH Oyje pasaIuuuT

ona Hyne. Jlakie :
ug(x N =ap+ax ' +-+a,x™™, a,#0,

v(x D) =1+bx 1+ +byx™™
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IlomuaOME Ug U UV MOKEMO NIPEACTABUTHU KA0 KOJIMYHUKE IMOJIMHOMA I10

Ap + Apo1x + -+ apx™  a(x)

up(x™h) = o o

bm + bypgx + -+ x™  b(x)

v(x™1) = o s

[TonmuHoM a je cremeHa n, AOK je moauHOM b crtemeHa m. Caga MOXXeMO
MPUMETHUTH /12 j€ CBaKH eJIeMEHT Jokanu3anuje V obnuka :

. a(x) m
Uy (x )-x"‘——xn .i_ a(x)x
v(x—1) - b(x) xk - b(x) . xmtk
xm

[TomuHoM y Opojuolly je cremeHa m +mn, JOK je TOJIMHOM y HMEHHOILY
creniera m + n + k. Otyna u TBpheme oBor mpumMepa.
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5. lpocTta TpaHcUueHAEeHTHA pawlupera

YucTo TpaHCUEHACHTHO palllupere Mojba K, KOHAYHOT cremneHa d je,
Ha MpUMEp, yrnpaso 1mojbe K(xq, ..., X4) - MOJbE panuoHATHUX (QyHKIHja Mo d
HezaBucHUX Heoapehenux. OOparmhemo HajBHIe Maxkme Ha ciydaj d = 1.
Tana mmamo noJbe panMoOHATHUX (YHKIHja jeHe MpoMeHJbuBe k(Xx), Koje ce
HAa3MBa U MPOCTO TPAHCIEHAEHTHO paluperhe.

Enementu nosba k(x) cy obnuka:
o)
g9(x)

U TIPU TOM je MoJUHOM g (x) jour u MoHu4aH. Jlepunumemo cmenen on A xao
degu = max{deg f,deg g}.

fr9 €klxl, (f,.g9) =1,

Haname hemo yBek cMaTpatd 1a je CBakH €JIeMEHT mmojba k(x) 3amar Ha OBaj
HauwH (mommHomH f(x) u g(x) cy kKo-mpoctu u jou je g(x) MOHUYAH).

Tephewe 1

Hexa je k(x) npocmo mpancyenoenmuo pawiuperse u Hexa je A o6uno xoju
erlemenm moea pawuperva koju Huje y k. Taoa je enemenm A
mpancyenoenman Hao k, x je ancebapcko nao k(A) u jow je [k(x):k(1)] =
deg A.

Ipu mom, nonunom f(X) — Ag(X) je munumannu nonurom 00 x nao k().

Joxa3. Heka je A 3amar y ozaroBapajyhem oOmmky. Tama je x pemieme
jeTHaunHe:

1) fX)=2g(X) =0

Koja je crermieHa n = degA. Heka je b; He-Hyma koedpummjeHt y g(X), a g;
oarosapajyhu koedunmjent y f(X); tana je onrosapajyhu koedunujent y (1)
a; — Ab;. Taj xoepunujert Huje jeanak 0 (y cynmpotHom 6u 6mio A = % € k,

4
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mTo je cynpoTrHo mnpernoctaBuu na A € k). Crora, He wuIIde3aBajy CBU
koedurjentr y (1), ma je 3amcta x anredapcko Haa k(A). Ako O, KOjuM
ciydajem, A Owno anrebapcko Hax k, oHnma Ou u x Owino anrebapcko Ham k
(ympaBo cMo mokasanu ja je x anrebapcko Hax k(A1) = k); omatiie mmMamo u j1a
je A TpanciieHIeHTHO HaT k.

Ocraiio je jomr aa nokaxemo na je f(X) — Ag(X) nepacraBibus (kao Takas he
OWTH ¥ MUHHMAIHH MOJMHOM ox X Hax k(A)). IlpermocTtaBUMO CyMPOTHO.
IIpema nemm 1.2, ememeHT je pactaBibuB y mupcreHy k(A)[X] axko je
pacraBibuB y npcreny k[A][X]. Tana je:

fX)—2g(X) =p=*q, p,q € k[A][X]
p=pX,1), q=qX2).

JleBa cTpaHa je MOJMHOM Koju je JmHeapaH 1no A. Ctora MOXeMO 3aKJby4UTH
na je (ma npumep) p = p(X), a q je nuneapan o A. Jlakie, nommunomu f(X) u
g(X) umajy 3ajeqanuxu gemunai p(X), a To je CyIpOTHO MPETIOCTABIH J1a CY
Ta J[Ba MOJMHOMA KO-TIPOCTA.

Canma 3namo ma je f(X) —Ag(X) munumanau momuHoM on x Ham k(A).
Crenen Tor monmHOMa je ynpaBo n = degA. To ympaBo 3Hauum nga je
[k(x): k(4)] = deg A, onakiie u TBpheme y LETOCTH.

Mocneaunua
Enement A renepuie k(x) axxo je crenena 1, 0lHOCHO aKo je 00JMKa!

_ax+b
T cx+b’

rnecy a,b,c,d € k, TakBu n1a je ad — bc # 0 (oBaj ycioB HaM rapaHryje aa A
Hehe OUTH elleMeHT MoJyia3HoT MoJba Kk, IITO je jeraaH oj ycioBa Tephema 1).
OBa mocneauIa je BaKHA jep cajla 3HaAMO Jia OINUIIEMO CBE €JIEMEHTE KOju
renepumry k(x), mro Ham de facto omoryhaBa ma wucrakHemo cBe
ayromopdusme KomuaHuIKor npcerena k(x)/k.
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JlypoTtoBa Teopema

Hexa je k(x) npocmo mpancyenoenmuo pawuperse. Tada ceaxo nomwe K ca
ceojcmeom k € K € k(x) mopa 6umu ooauxa K = k(A), 3a nexo A koje je
mpawncyenoenmHo Hao k.

Joxka3z. O63upom na je k mpasu nmoxackyn ox K, moxemo uzabpatu A € K\k.
VYupaBo nokazano Tephewme 1 Ham cyrepuiie na je x anrebapcko Hag k(A),
cTora MOXEMO 3aK/byddUTH M Ja je x anrebapcko Han K, nmakie uma
MHUHUMAJTHH [IOJIMHOM HaJl TUM 0JbeM. MICTaKHMMO Taj MOJUHOM:

) X)) =X"+ 2, X" +-+1,, A €EK.

Osne cy cBu A; paunonanue gyHkuuje ox x (jep je x anredapcko Hax k(1)),
crora TOJMMHOM (2) MOXEMO TIOMHOXXUTH HajMalkbUM  3ajeTHHYKUM
caip>KaoleM MOJMHOMA A4, ..., A, U TaKO 100HMjaMO MOJIMHOM:

) D(X,x) = v,()X" + v, (X)X T+ -+ v, (x).

v;(x) cy noauHOMH 1O X 6€3 3ajeTHUYKOT He-KOHCTAaHTHOT /IO, IITO Hac
JIOBOJIH JI0 3aKJbydKa Ja je ® HepacTaBbUB Kao mouHoM 1o X. O63upom 1a je

X TpaHCIEHACHTHO Hajd k, A; = % Hucy cBu y k. Jlakne, moxkemMo uzabparu
0

A € k u neka je m = degA; (3uamo jom u ga je m > 0). Ha oBom mecrty

MOHOBO 30BeMo ynomoh TBpheme 1 koje Ham Kake J1a je x cTemeHa m Haj

k(A;), nox Ham (2) xaxe na je x crenena n Hag K. Hacayhyjemo ma je m = n.

JIoKaXuMo TO caja.

[IpBo, npumetumo cieaehy dynmeHuny:
(*) m = [k(x): k(A)] = [k():K][K: k(A)] = n[K: k(4,)].

Crora je [K: k(4;)] = % Cayia 3HaMO Ja N ey m. 3HaMo | Ja je A; = %,

rae je m = max{deg f,deg g}. Haxue, nomuaom f(X) — 1;g(X) Huje nHyna-
MOJIMHOM, alli UMa HYNy X, IITO 3Ha4YH Ja je JAeJbUB monruHoMoM @ (X) koju je
MUHUMAJTHH TOJMHOM o1 X. JlakJe,

fX) = 29(X) = q(X) - 9 (X).
[ToMHOXUMO JTU IPETXOAHY jeHaKOCT ca g (x) nobujamo:
(4) fFXgx) — gX)f (x) = Q(X, x) - (X, x).

[Toncerumo ce na je @ HepacTaB/bUB Kao monuHOM 1o X. [IpumeTrnmo cana ga
je neBa ctpaHa jemHakoctd (4) cremeHa m mo X, JOK je Ha JECHO] CTpPaHU



23

noauHoM @ crenena O6ap m mo x (m je neduuucaHo mzbopom A; Koju
¢urypumie y ®). To 3Hauu 1a noguHOM @ HE 3aBHCH O] X.

Axo 6u Q OWIO MO3UTHBHOI CTereHa 1o X, oHJa OM UMallo HYJdy Yy HEKOM
anrebapckoM pamupeny o1 k. O3HaunMo Ty Hyy ca «. Tako qobujamo:

f@gx) —gla)f(x) =0, f(a), g(a)#0.

Opnatie je

flo _f&_,
gl@ g '

mro Ou 3Haumino na je A; amrebapcko Ham k, mMTO HAc JOBOIU [0
KoHTpanuknuje. Jakie, momuaoM Q He 3aBUCH HH 011 X .

Jennaxoct (4) cama TpanchopmMuIieMo y:

fF@Og(x) = gX)f (x) = DX, x).

JleBa cTpaHa je cTereHa m MO X, JIOK je JecHa cTerneHa n mo x. Opatie
J0Ja3UuMO 10 3ak/bydka m = n. Kaga oBaj 3akjbydyak KOMOHMHYjeMO ca
jemnakomhy (*), nobujamo na je [K:k(A;)] = 1, mrro Tauno 3uaum na je K
obmuka k(A;), rae je jour A; TpaHCIEHASHTHO HA K.

Mocnepuua 1

Hexa je k nowe, a x neoopehena. Ceaxu npcmen R uzmely npcmena k u k|x]
je obnuka k[A] unu k axo u camo axo je unmeepanno 3ameopen.

Joxa3. [Tosse pasnomaka mpcreHa R o3naunmo ca q(R). JlypoTtoBa Teopema
HaMm cyrepuile ga je oHo obsuka k(A), 3a HeKo A TpaHCLUEHAEHTHO Haja K.
Tako ucrakayro A renepuimie mpcreH k[A] 3a xoju Haciayhyjemo ma je Oamr
npcten R. Ilpumerumo cama ma je npereH k[A] caapkaH y cBakom
BaJyallnoHOM Tipcteny u3melhy nosba k u k(4), ocum moceOHOT BaTyarliOHOT
npctena u3 [Ipumepa 4.3. Takohe, ogmax MokeMo 3aKibyduTH 12 je k[A] € R
(jep je MHTErpaJHO 3aTBOPEH NMPCTEH R TpeceKk CBUX BalyallMOHHWX MPCTEHA
u3mehy R u k(A)). Ilokaxxumo caja jna je, umak, U NpcTeH R caiapxaH y
MpeceKy CBUX BallyaluoHuX npcreHa m3mely k u k(A) obmuka:

V=V, = k[A]p.
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Kao mTo cMo mokazanu y pokazy teopeme 4.4, cBakd BallyalldOHU MPCTEH
usmehy momenyrux mossa je obmuka : V =1V, = k[A]p). O3nauumo ca P
npoct uaean npcrena k[A] renepucan npoctum eixemeHToM p. O03upom na je
R narnpcren ox k([A], 3Hamo u na je pR jenan unean npcreHa R. [Tokaxumo u
71a je MpaBw.

[IpernocTaBUMO CyIpOTHO, OJHOCHO na je pR = R. Taxa mocToju enemMeHt
q € R TakaB na je pq = 1. He 3abopaBumo 1a je R u notnpcren npcreHa k|x].
To 3Hauu ga ce MPOU3BOJ PG MOKE MPEACTABUTH Y 00IHKY Po(x) - qo(x). Taj
MIPOM3BOJI MOKEe OWUTH jeHAK 1 ako M caMo ako je po(Xx) KoHcTaHTa (caMuM
THUM j€ U p KOHCTaHTa, IITO je KOHTpaaukuuja). Jlakie, pR je 3amcra mpaBu
ujiean nperexHa R.

OszHaunmo cana ca V; mpousBosbaH BanmyaunoHu mpcteH uzmehy R u k(4).
3HaMo 71a je y meMy (S) jeAMHH MakcMManHu upean. [laspe, 3HamMo u Aa je
pV; C sV;. Y3 ogroBapajyhu uzbop u, v cieneha jeqHakoCT BaXKy :
u(d)
p-l=s-—=<"s

v(d)

t

OJIaTHO, TIPOCT €JIEMEHT S HE JIeJIU MOJIMHOM V. 3aKJbydyjeMo Ja :
P yiy]
p-v(d) =5 u(d)

[Tocnenmwa jegHaKOCT HaM cyrepuiie aa s Mopa gaenutu p. O03upoMm na je p
IpOCTO, OHJA je U S = p. JIpyrum peunma, umMamo R C 1, 3a CBako p.

Mocnepuua 2

Hexa je K nomnome 00 k(x). Tada K uma cenepamop y k[x] axo u camo axo
je K Nk[x] D k.

Joxka3. Heka je K N k[x] D k. Tana je, mpema [locnemumm 1, mpcren K N k[x]
obomuka k[A]. YnpaBo Taj ememeHT A je TpaxeHu reneparop. OOparHO je
TPHUBH]AJTHO.
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Heka je cama k nosbe u {X,}qen Paminmja neonpehenux Hasg k. [Tokazahemo
na ako je npcred A Kpynose numensuje d takas 1a je k € A € k[{X,}qenl,
oHza noctoje Heoapehene X, ..., X, TakBe 1a cy anredapcky He3aBHCHE Haj K
u noctoju 6ap jenan k-usomopdusam ¢ takas aaje k € ¢p(4) S k[Xy, ..., X4].
To heMo HCKOPUCTUTH Jja TOKAXXEMO J1a je jeIHOJUMEH3HOHH NMPCTeH A KOju
3aJ10BOJbaBa HABEJCHE yCJIOBE 00aBe3HO U auHU IPCTEH HaA k U aKo je join u
WHTETPAIHO 3aTBOPEH, OH/IA j€ M MOJTUHOMHH.

Hanasse, cmarpahemo aa je cBaku MpCTeH KOMYTaTHBAH U J]a IMaMO jeIUHHILY
(pa3nmuuuty o HyJe 3a cabupame). [log numensujom npcreHa A cmarpahemo
yBek KpynoBy numen3ujy npcrena A.

JNlema 1

Hexa je D obnacm yenux u {Xy}gen pamunuja neoopehenux nao D. Heka je
npcmen A makas 0a 3a0060./6a6a Yclose:

1. D<A<D[{Xp}aenl
2. A 3adosomasa ycnos onaoajyhee nanya npocmux uoeand.

Taoa nocmoju Konauan Opoj NPoOMeHLUBUX {)?l}ile u D-xomomopghuzam ¢

6 _
makaeé 0a D[{Xy}genl = DI[X1,...,Xx] u maxas oa je pecmpuxyuja moe
xomopghuzma na npcmen A jow u uzomopghuzam.

Hoxka3. Osnaunmo ca M, mpoct ugean npcreHa R = D[{X,},ena] renepucan
kosekijoM {X,}qen. Heka je jour u Py = My N A; ako je moryhe, nuzabepumo
fo € Py, Tako ma fo# 0. Y momuHOMYy f, Qurypume KOHAYHO MHOTO
HeonpeheHux, o3HauuMo ux ca Xy, ..., X; o
Heka je M; mpoct unean npcrena R renepucan csum X, ocum {X l}fil Cana
3HaMO Jaa f, € P, = M; N A. Kao Manompe, MOXeMO H3a0parth He-HYyia
eneMeHT f; € P, y xoMme (Qurypuiie KOHA4HO MHOro HeoapeheHux.
I[Mpommpumo panuje oapehery xonekiujy {X i}fil 1o {X i}fil (cBe HeoapeheHe
Koje urypunry y nmoauHoMuMa fu U f;). NHIYKTUBHO MOXXEMO HACTaBHTH
MOCTYIAK U 1001jaMo JIaHal] MPOCTUX Uaeana

A>Py>P > >P

KOjU MOpa OMTH KOHa4aH (TI0 IpeTnocTaBin). Jpyrum peunma, 3a HeKo | Baxu
P, = {0}, mro HaM nasbe Kasyje Ja MOCTOjU KOHAYaH CKYI MPOMEHJbUBHX
{X1,...,X)} TakBux ma ako je M, mpocT uWjean TpcreHa R TeHepucaH ca
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{Xotaea \ X1, .., Xi}, onma je M, N A = 0. Y3amemo i1 y 063up npupoanu D-
XxoMoMophuzam :

A/ Mcna)y S R/m,

J0 Ha I/130M0p(1)I/I3aM nMamMo :

D <A<D[Xq, .., Xl

Heonpehene X, n xomomopdusam ¢ 3a10B0JbaBajy TBpheme neme.

JNlema 2

Ilpemnocmasumo 0a je k nowe u oa cy Xy, ..., X, neoopehene nao k. Heka je
A npcmen makae oa je k < A < k[Xy, ..., X,]. Axo je A oumensuje 1, maoa
nocmoju neoopehena Y u k-xomomopghuzam :

¢ : k[Xy, ..., X,] — k[Y]
Koju je uzomopguzam Ha A.

Joka3. MHIyKIMjoM M0 N MOKaXHUMO J1a MOCToju eneMeHT f € k[X, ..., Xy, ]
TaKaB Jia je :

a) Zamnexoli, f =X;—h(Xq,..,X,) uh ne zasucu 00 X;
b) Axo je U uoean zemepucan ca f y npcmeny k[Xy,...,X,], maoa je
UNnA=0.

Cnyuaj n = 1 je ounrienas.

Hexka je P mpoct uaean npcreHa A Koju je MUHUMAaJaH y OJHOCY Ha ciienehe
cBOjcTBO : P je obnmka (f) N A 3a ueko f € k[Xy, ..., X,,] xoje je obmmka:

f = Xi - h(Xll "'lXTl)

rne h He 3aBucH on X;. Y JOKa3y NPEeTXoJHe JeMe CMO MOKa3aliu J1a TakBo P
CUTYPHO IIOCTOjU U, HE yMamYy]yhH OMIITOCT, MOKEMO CTaBUTH Aa je X; = X,,.
3a TakBO f MMaMo Jia je:

kX1, oo, Xnl/(f) = k[Xq, oo, Xnoql.

Jame, umamo k < A /P < k[X4, ..., Xn-1]. Axo Ou 6uno P = {0}, nokas je
3aBpIIeH. Y CYNPOTHOM, JUMEH3Hja ipcteHa A / P Ou Owna jenmnaka 0 (mpcTeH
A je numensuje 1, ma He MOXKE€ MOCTOjaTH JOII HEKU MPOCT HAeaN Y JaHILy).
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Crora 6m Mmopano 6uth P = A mTO je KOHTpaAMKLIHja ca AeHUHUIIM]OM
npoctor uaeana. Oxatie je 3aucra P = {0} u 10Ka3 jgeme je 3aBpIicH.

Jlema 3

Axo je k nomwe u X neoopehena nao k u axo je A 6uno koju npcmen makag oa
jek < A <k[X], onoa je A u jedan agpunu npcmen nao k uuje je unmezpanro
3ameoperve obnuka k[0].

Jloka3s. Heka je A uHTerpamHo 3aTBopeme npcrena A. Ipema mociemumm 1,
3HaMo 1a je A obmuka k[6]. Ao je 6 € k, HeMaMO HEKAaKBUX MPoOIEMa.

Heka je cama f € A—k. Tama je k[f] <A <k[f]. Kako ce f wmoxe
[PEJICTABUTH Y OOJIUKY :

f=0"+a,_0" 1+ +a,0+a,,

6 nomumraBa nommHOM U =0"+an,_ 0" 1+ -+ a0+a,—f (u
nocmarpamo kao nonuHoM Han k[f]). Otyma je 6 wunrterpamno Ham k[f].
[Tokaxumo na je k[6] xonauan k|[f]-momym.

Heka je ¢(0) O6wio xoju enement u3 k[6]. TlogenuMo ra MOJIMHOMOM [ H
nobujamo:

$(6) = u0)q(6) +r(6),

U Ty je JoIl CTeNeH MOJMHOMAa 7 CTPOro MamM OJ CTeleHa IOJIMHOMA [,
oxrocHo n. He 3a6opasumo n1a je u(0) = 0, majeu :

$(6) =r(6).
O063upoM J1a je cTereH MOJMHOMA ' MarbU O 1, MOXKEMO 3aKJbYUIHTH :
k(0] < k[f][L,0, ...,6™ 1],
OJTHOCHO, k[6] je 3amncra koHa4aH k[f]-Momyi.

Opatne cnemu na je m mpereH A jeman koHadan k[f|-momyn. Ilpcren
k[f1[1,0,...,0™ '] Mmoxemo Hanucatu u xao k[1,0,...,0™ L, f], mro ynpaso
3Ha4M Ja je npcTeH A ¥ apuHu NpCcTeH Haj noJbeM k.
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Teopema 1

Hexa je k nowe, a {Xy}qen pamunuja neoopehenux nao mum nomem. Heka je
A jeonooumesuonu npcmen makas oa je k < A < k[{Xy}aeal Taoa je A
agunu npcmen Hao k. U euwe, ako je A unmecpanno 3ameopen, oHoa je u
obnuka A = k[0], 3a nexo 8 (0oHocHO, norunomHu je).

Joxa3. Ilpema nemu 1, pamunnjy HeonpeheHUX MOKEMO CBECTH Ha KOHAYHO
MHOro Heoapehenux. [Ipema nemu 2, THX KOHAYHO MHOTO CBOAMMO Ha jeIHY.
3akJbyyak ciaeau u3 jJeme 3.
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