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Glava 1

Uvod

U ovom radu posmatramo kompletne teorije prvog reda u najvixe prebro-
jivom jeziku. Ispitujemo modelsko teoretske mogu�nosti za uvo�eǌe poj-
ma dimenzije koji bi bio u skladu sa ranije poznatim primerima, recimo
dimenzijom u vektorskim prostorima. Zadovoǉavaju�i pojam dimenzije je
onaj koji do na izomorfizam klasifikuje modele jedne teorije. Centralni
deo rada qine teorema:

Za ℵ1-kategoriqnu teoriju, postoji formula i izolovani tip i
za ǌih vezan pojam dimenzije takav da su dva modela teorije
izomorfna ako i samo ako im je dimenzija jednaka;

i put do ǌe: Dokaz ove teoreme je zasnovan na specifiqnom modelsko teo-
retskom konceptu nezavisnosti u modelima ω-stabilnih teorija (xto je
xira klasa od klase neprebrojivo kategoriqnih).

Intuitivno jasani pojamovi (linearne) nezavisnosti u vektorskim pro-
storima i algebarske nezavisnosti u poǉima se daju relativno jednostavno
mogu uopxtiti u pojam acl nezavisnosti, ali se pokazuje da to nije dovoǉno,
pa je naxe istra�ivaǌe velikim delom bilo okrenuto pojmu nezavisnosti
u Morlijevom rangu, kao i pojmovima te�ine i predte�ine. Upravo kori-
x�eǌe predte�ine i te�ine qini originalan deo ovog rada.

Teorija je kategoriqna u kardinalu κ ili κ-kategoriqna, ako do na
izomorfizam ima jedan model mo�i κ. Motivacija za uvo�eǌe ovog pojma
le�i u slede�im primerima:

• Neka je T teorija beskonaqnih vektorskih prostora nad poǉem F u
jeziku {+, ·f , 0 | f ∈ F}. Svaki model teorije T je do na izomorfizam
odre�en dimenzijom.

(a) Poǉe F je beskonaqno: T je neprebrojivo kategoriqna ali nije
ℵ0-kategoriqna.
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(b) Poǉe F je konaqno: T je totalno kategoriqna (u svim beskonaqnim
kardinalima).

• Dva algebarski zatvorena poǉa karakteristike 0 su izomorfna akko
im transcendentne baze imaju istu mo�.

Dakle, ACF0 je κ-kategoriqna za svaki neprebrojiv kardinal κ.

1954. Lox (L′os)je postavio slede�u hipotezu:

Neka je L prebrojiv jezik i T ǌegova teorija. Ako je T katego-
riqna u jednom neprebrojivom kardinalu, onda je kategoriqna u
svakom neprebrojivom kardinalu.

Mo�e se spekulisati da li je Lox pretpostavio da postoji prirodan pojam
dimenzije u modelima neprebrojivo kategoriqnih teorija, jer takav pojam
postoji u prethodnim primerima. U tim primerima su modeli izomorfni
ako i samo ako imaju istu dimenziju. Pri tom su mo� strukture M i ǌena
dimenzija dim(M) povezani jednakox�u |M| = dim(M)+ℵ0, odakle direktno
sledi da su svaka dva neprebrojiva modela izomorfna. Dakle, proxireǌe
Loxove hipoteze je:

Dva modela ℵ1-kategoriqne teorije su izomorfna akko im je di-
menzija jednaka.

Direktna posledica ovakvog uopxteǌa bi bila Loxova originalna hipo-
teza. Za dokaz uopxtene hipoteze potrebno je uvesti odgovaraju�i pojam
dimenzije. Morli (Morley) je 1965. godine dokazao Loxovu hipotezu:

Morlijeva teorema([9]): Ako je T kategoriqna u nekom, onda je kate-
goriqna u svakom neprebrojivom kardinalu! �

Morli je istra�ivao razne karakterizacije neprebrojivo kategoriqnih
teorija. Pokazao je da su slede�i iskazi ekvivalentni:

1. T je neprebrojivo kategoriqna;

2. T je ω-stabilna i nema Votov par;

3. Svaki neprebrojiv model teorije T je zasi�en.

U svom dokazu, Morli nije uveo precizan pojam dimenzije. To je za jednu
potklasu neprebrojivo kategoriqnih teorija uradio Marx (Marsh) 1966.
godine u svojoj doktorskoj disertaciji ([7]). Tu potklasu qine jako mini-
malne teorije i Marx je za ǌih dokazao uopxtenu hipotezu. Formula sa
parametrima iz M je minimalna ako definixe beskonaqan skup koji se ne
mo�e podeliti na dva beskonaqna definabilna podskupa sa parametrima
iz M. Ona je jako minimalna ako se to ne mo�e uraditi ni u bilo kom
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elementarnom raxireǌu strukture M. Teorija je jako minimalna ako je
formula x ≡ x (jako) minimalna u svakom ǌenom modelu.

Predgeometriju qini skup snabdeven operatorom cl koji zovemo opera-
torom zatvoreǌa i koji zadovoǉava monotonost, tranzitivnost, konaqnog je
karaktera i zadovoǉava Xtajncovu (Steinitz) aksiomu zamene:

a ∈ cl(A ∪ {b}) \ cl(A) povlaqi b ∈ cl(A ∪ {a}).

Osobine koje mora zadovoǉavati operator zatvoreǌa je prvi naveo Van
der Verden (Van der Waerden) 1930. godine. Ako je (V, cl) predgeometrija,
onda se u ǌoj mo�e uvesti pojam baze i dimenzije sliqno kao u vektor-
skim prostorima: Baza je minimalan u odnosu na inkluziju skup kome je
zatvoreǌe ceo prostor ili, ekvivalentno, maksimalan nezavisan skup. Po-
kazuje se da su svake dve baze iste mo�i za koju ka�emo da je dimenzija
predgeometrije. Klasiqni primeri predgeometrija su:

1. Za vektorski prostor V i A ⊆ V neka je cl(A) potprostor generisan
skupom A, tj. lineal skupa A.

• (V, cl) je predgeometrija.

• dim(V ) je (obiqna) dimenzija.

2. Za poǉe (F,+, ·, 0, 1) oznaqimo sa A′ ǌegovo potpoǉe generisano skupom
A ⊂ F . Neka je b ∈ cl(A) akko p(b) = 0 za neki nekonstantan polinom
p(x) sa koeficijentima iz A′.

• (F, cl) je predgeometrija.

• ǋena dimenzija je transcendentna dimenzija poǉa F .

Treba primetiti da je pojam predgeometrije (a time i pojam baze i di-
menzije) nezavisan od teorije modela, tj. za ǌihovo uvo�eǌe nije potrebno
nikakvo predznaǌe. Marx je vode�i se navedenim primerima uveo pojam
algebarskog zatvoreǌa acl u bilo kom modelu M:

acl(A) je unija svih konaqnih skupova koji se mogu definisati preko A.

Marx je dokazao da acl zadovoǉava monotonost, tranzitivnost i da je kona-
qnog karaktera, a ako je uz to jox M minimalan, onda je (M, acl) predgeo-
metrija. Marx je zatim pokazao da su dva modela jako minimalne teorije
izomorfna akko im je dimenzija jednaka. Posledica je da su jako minimalne
teorije neprebrojivo kategoriqne.

Ima me�utim teorija koje su neprebrojivo kategoriqne ali nisu jako
minimalne. To pokazuje slede�i primer.

Primer: T = Th(Z(ω)
4 ,+, 0) pri qemu je Z(ω)

4 direktna suma kopija Z4 ili
skup svih ω-nizova koji imaju sve nule osim konaqno mnogo koji pripadaju
skupu {1, 2, 3}, i sabiraǌe je po koordinatama mod 4.
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• T nije jako minimalna: φ(x) = 2x ≡ 0 definixe podgrupu beskonaqnog
indeksa, svaki ǌen koset je beskonaqan pa teorija nije jako minimalna.

• φ(x) je jako minimalna. Dakle, u T postoji jako minimalna formula
bez parametara.

• T je neprebrojivo kategoriqna. �
Prisustvo jako minimalne formule u ovom primeru nije sluqajno. Ve�

iz Morlijevog rada se moglo izvesti da neprebrojivo kategoriqna teorija
ima jako minimalnu formulu sa parametrima iz nekog modela. Ukoliko
se, kao u primeru, takva formula mo�e na�i bez parametara Marx je u
doktoratu 1966. pokazao da:

(a) Ako M |= T , onda je (φ(M), acl) predgeometrija;
(b) Svaki M |= T je prost i modelski minimalan nad φ(M); i
(v) M i N su izomorfni akko φ(M) i φ(N) imaju istu dimenziju.

U dokazu ovog dela Marxove quvene teoreme, osim jake minimalnosti, nije
potrebno koristiti nove tehnike, a izgleda da je ovakav opis modela u to
vreme bio poznat Morliju.

Primer: Posmatrajmo T = Th(Z(ω)
4 , f) gde je f definisano sa

f(x, y, z) = x− y + z (sabiraǌe po koordinatama je mod 4).

• Ako c ∈ Z(ω)
4 , tada je sa Fc(x) = x+ c definisan automorfizam.

• Ako su a i b razliqiti tada je F (x) = x − a + b automorfizam i
F (a) = b. Svaka dva elementa imaju isti tip.

• Fiksirajmo a ∈ Z(ω)
4 i definiximo x+ay = f(x, a, y). Tada F (x) = x−aa

definixe izomorfizam struktura (Z(ω)
4 ,+a, a) i (Z(ω)

4 ,+, 0).

T nije jako minimalna. Kako svaka dva elementa imaju isti tip, sve xto
se u ovoj teoriji mo�e definisati bez parametara je prazan skup i ceo
model: nema jako minimalnih formula bez parametara. Ali, ako se ubaci
parametar a onda je formula f(x, a, x) = a jako minimalna. �

Dakle, postoje neprebrojivo kategoriqne teorije u kojima jako minimal-
ne formule zavise od parametara. Postavǉa se pitaǌe: Da li dimenzija
modela zavisi od izbora parametara? Boldvin-Lahlanova teorema daje ne-
gativan odgovor na ovo pitaǌe. ǋen dokaz je zahtevao nove ideje i tehnike,
xto je bio uvod u teoriju klasifikacija struktura prvog reda zaqet u [13].

Da bismo bli�e objasnili formulaciju teoreme, fiksirajmo neprebro-
jivo kategoriqnu teoriju T i navedimo par qiǌenica:

• Postoji jako minimalna formula sa parametrima iz prostog modela
φ(x, a); tip p∗ = tp(a) je realizovan u svakom modelu.

• Za svaku realizaciju b tipa p∗ u modelu M formula φ(x, b) je jako
minimalna. Na ǌenom skupu rexeǌa imamo predgeometriju definisanu sa
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aclb(A) = acl(A ∪ {b}) ∩ φ(M, b), za A ⊆ ϕ(M, b̄).

dimb̄(M) oznaqava ǌenu dimenziju.

Teorema Boldvina i Lahlana([1])
(a) Ako ā1, ā2 ∈M realizuju p∗ tada je

dimā1(M) = dimā2(M).

dimā1(M) zavisi samo od p∗ i ϕ pa je oznaqavamo sa dimϕ,p∗(M).

(b) Ako je I baza predgeometrije (ϕ(M, ā1), aclā1), tada je M prost i mo-
delski minimalan nad ā1I.

(v) M je do na izomorfizam odre�en sa dimϕ,p∗(M).

Rad je pun tehniqkih detaǉa koji se qitaocu mogu (i verovatno ho�e)
uqiniti zamornim. Na �alost, oni qine bitan alat i ne mogu se izbe�i.
Takav je, recimo, pojam Votovog para. Neophodan je da bi se pokazalo da
je teorija kategoriqna u jednom kardinalu, takva u svakom kardinalu ili
da je prost model nad odre�enim tipovima beskonaqnih skupova ujedno i
modelski minimalan.

Posle ovog slede dva poglavǉa u kojima su navedeni osnovni pojmovi
i tvr�eǌa iz teorije modela. Zatim sledi poglavǉe koje se bavi pojmom
predgeometrije. Ve� tu se mogu uoqiti kǉuqne osobine pojma ternarne ne-
zavisnosti: ,,Skup A ne zavisi u predgeometriji od skupa B preko C” �emo
obele�avati sa A ⌣|

dim
B ⟨C⟩. U petoj glavi uvodimo pojam jako minimalne

formule, strukture i teorije i bavimo se Marxovom teoremom.
U xestom poglavǉu uvodimo pojam κ-stabilne teorije i Votovih parova

i dokazujemo Morlijevu teoremu. Sedmo poglavǉe se bavi Morlijevim
rangom i totalno transcendentnim teorijama. To su teorije u kojima
svaki tip ima ordinalan rang a opisujemo ih time da se u ǌihovim mo-
delima ne mo�e praviti beskonaqno binarno drvo definabilnih skupova.
U sluqaju prebrojivih teorija totalna transcendentnost je ekvivalentna
ω-stabilnosti.

Osmo poglavǉe je posve�eno nezavisnosti u Morlijevom rangu. U ǌemu
utvr�ujemo osnovne osobine relacije ⌣|

MR , definixemo pojam nezavisnih
familija i te�ine tipa.

Radi se o ternarnoj relaciji nezavisnosti na podskupovima:

a ⌣|
MR

B ⟨C ⟩ oznaqava da ,,a ne zavisi vixe od B ∪ C nego xto
ve� zavisi od C”.

Teorija ternarne nezavisnosti je razvijena tek krajem sedamdesetih i po-
qetkom osamdesetih godina, i to u nexto xirem kontekstu stabilnih teo-
rija. Naravno da Boldvin i Lahlan nisu koristili ovu tehniku ve� je
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ǌihov dokaz koristio ad hoc argumente koji su je zameǌivali u kǉuqim
delovima, xto je bilo mogu�e uz pretpostavku neprebrojive kategoriqno-
sti. Izlo�eni dokaz se ipak ne oslaǌa na punu teoriju nezavisnosti, i
kǉuqno tehniqko tvr�eǌe ,,konaqnost te�ine tipova” u posledǌoj glavi je
dokazano samo za sluqaj neprebrojivo kategoriqnih teorija.

U posledǌem, devetom poglavǉu dokazujemo Boldvin-Lahlanovu teoremu.

Posebnu zahvalnost dugujem profesoru Predragu Tanovi�u na ulo�enom
trudu i strpǉenu u radu sa mnom. Nije nikakvo preterivaǌe re�i da me je
on uveo u svet moderne teorije modela i da bez ǌega ove teze ne bi bilo!

U Beogradu, 1. februara 2011. godine Dejan Ili�



Glava 2

Osnove

Kraj celine koja poqiǌe jednom od reqi: Teorema, Lema, Tvr�eǌe, Defini-
cija, Napomena i Osobina je oznaqen znakom �. Standardni skupovi pri-
rodnih, celih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva su oznaqeni
mathbb slovima: N, Z, Q, R i C. Strukture su oznaqene mathcal slovima:
Z = (Z, S, 0), N = (N,+, ·, <, 0, 1), N = (N,+, ·, 0, 1), R = (R,+, ·, <, 0, 1),
Q = (Q, <) itd. |M | oznaqava mo� skupa M . |M| je mo� skupa nosaqa struk-
ture M. a oznaqava (a1, . . . , an). Ako je f : A−→B i (a1, . . . , an) ∈ An onda
�emo sa f(a1, . . . , an), odnosno sa f(a) oznaqavati (f(a1), . . . , f(an)). Kao xto
za skup jednaqina u poǉu realnih brojeva ka�emo da je saglasan ako ima
rexeǌa, tako i za G, skup formula jezika L kojima su slobodne promenǉive
me�u {x1, . . . , xn}, ka�emo da je saglasan sa teorijom T akko je teorija
T ∪ G(c1, . . . , cn) zadovoǉiva u jeziku L′ koji nastaje tako xto smo jeziku L
dodali nove simbole konstanti {c1, . . . , cn}, pri qemu je G(c1, . . . , cn) skup
reqenica koja nastaje tako xto svako slobodno javǉaǌe promenǉive xi u
formulama skupa G zamenimo simbolom konstante ci. Za interpretacije
novih simbola konstanti, tj. za (cM1 , . . . , cMn ) ka�emo da je rexeǌe G-e u
strukturi M. Skup svih rexeǌa u M obele�avamo sa G(M). Kad je G
saglasno sa T, tako�e ka�emo da je T∪G zadovoǉivo.

Oznake vezane za skupove, operacije sa skupovima, relacije, ordinale
i kardinale i ǌihovu aritmetiku su standardne i mogu se na�i u ve�ini
u
benika (na primer u [11]).

Kad ne pravi zabunu, umesto da pixemo X ∪{a1, . . . , ak}, mo�emo da skra-
timo zapis i pixemo X ∪ a, za a = (a1, . . . , ak). Takvo zapis �e biti zgodan,
recimo, kad parametre formule φ(x, a) �elimo da dodamo nekom skupu X
ili jeziku L. U literaturi se nalazi jox skra�niji zapis: Xa, umesto
X ∪a i ab umesto a∪ b. I mi �emo nekad koristiti isti zapis, prete�o kad
radimo u univerzumu.

Sa ForL �emo oznaqiti skup svih formula jezika L. Fv(φ) je skup slobo-



8 2 Osnove

dnih promenǉivih formule φ. φ(x1, . . . , xn) znaqi da je Fv(φ) ⊆ {x1, . . . , xn}.
Skup takvih formula1 obele�avamo sa ForL(x1, . . . , xn). Ako je Fv(φ) = ∅
onda za φ ka�emo da je reqenica. SentL je skup svih reqenica jezika L. AtL
skup svih atomskih formula jezika L. Ne�emo pisati ForL∅ za SentL.

2.1 Elementarna preslikavaǌa

Koristi�emo osnovna tvr�eǌa teorije modela koja se mogu na�i u stan-
dardnim ud�benicima teorije modela [4, 5, 8, 12].

Teorema saglasnosti: Ako je T ⊢ φ, onda T |= φ.
Teorema kompletnosti: Ako je T |= φ, onda T ⊢ φ.
Teorema kompaktnosti: Teorija ima model ako i samo ako svaki ǌen

konaqan podskup ima model.
Neka je M struktura jezika L i A ⊂M . Apsorbovaǌe skupa A u jezik

je proxirivaǌe jezika L do jezika LA = L ∪ {ca | a ∈ A} (pri qemu su ca
novi simboli konstanti, tj. L ∩ {ca | a ∈ A} = ∅) i formiraǌe LA-struk-
ture MA =(M, ..., a)a∈A, gde je svaki nov simbol konstante ca interpretiran
kao a. Kad ne dovodi do zabune, koristi�emo M i za strukturu jezika L
i za strukturu jezika LA. Nekad �emo pisati LA = L ∪ {a | a ∈ A} umesto
LA = L ∪ {ca | a ∈ A}. ThA(M) = {φ ∈ SentLA

|M |= φ}.

ThM (M) je elementarni dijagram L-strukture M.
Th∅(M) = Th(M) je puna teorija strukture M.
∆(M) = ThM (M) ∩ {φ(m), ¬φ(m) | φ ∈ AtL i m ∈ Mn} je dijagram L-
strukture M.

Ako su M i N dve L-strukture i Th(M) = Th(N ), onda pixemo M ≡ N
i ka�emo da su strukture M i N elementarno ekvivalentne.

Ako je a1, a2, . . . , an ∈ A ⊆M , onda

M |= φ[a1, . . . , an] akko M |= φ(a1, . . . , an)

(tj. MA |= φ(a1, . . . , an)). Zato ne�emo insistirati na preciznoj upotrebi
sintakse ve� �emo qesto pisati M |= φ(a1, a2, . . . , an) misle�i na prethodna
dva.

Neka su M i N dve L-strukture i µ :M−→N . Ka�emo da je µ L-utapaǌe
ako je ,,1-1” preslikavaǌe saglasno sa interpretacijom simbola jezika L.
Ako je inkluzija L-utapaǌe, onda pixemo M ⊆ N i/ili N ⊇ M i ka�emo
da je M podstruktura strukture N ili da je M su�eǌe strukture N ili
da je N nadstruktura strukture M ili da je N raxireǌe (proxireǌe)
strukture M. Kada je jasno o kom jeziku je req, onda umesto ,,L-utapaǌe”
ka�emo samo ,,utapaǌe”.

1φ(x1, . . . , xn)
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Osobina 2.1.1 Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) µ : M−→N ;

2) Za sve atomske L-formule φ i sve a ∈M<ω kad god je φ(a) smisleno zbog
du�ine n-torke a i broja slobodnih promenǉivih u φ va�i:

M |= φ(a) akko N |= φ(µ(a));

3) Za sve L-formule bez kvantora φ i sve a ∈M<ω kad god je φ(a) smisleno
zbog du�ine n-torke a i broja slobodnih promenǉivih u φ va�i:

M |= φ(a) akko N |= φ(µ(a));

4) N |= ∆(M) kad mN = µ(m) za sve m ∈M . �

Definicija 2.1.2 Neka su M i N dve L-strukture, A ⊆ M i µ : A−→N .
Ka�emo da je µ elementarno L-preslikavaǌe ili, kad ho�emo da na-
glasimo da domen funkcije nije ceo skup nosaq strukture M, da je delimi-
qno (parcijalno) elementarno L-preslikavaǌe ako za svaku L-formulu
φ i sve a ∈ A<ω va�i

M |= φ(a) akko N |= φ(µ(a)),

kad god je φ(a) smisleno zbog du�ine n-torke a i broja slobodnih promen-
ǉivih u φ. Ako je A = M , za µ ka�emo da je elementarno L-utapaǌe.
Ako je inkluzija M ⊆ N elementarno L-utapaǌe, onda pixemo M 4 N
i/ili N < 2M i ka�emo da je M elementarna podstruktura strukture
N ili da je M elementarno su�eǌe strukture N ili da je N elemen-
tarna nadstruktura strukture M ili da je N elementarno raxireǌe
(proxireǌe) strukture M. �

Tvr�eǌe 2.1.3 Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) µ : M−→N je elementarno;

2) N |= ThM(M) kad mN = µ(m) za sve m ∈M ;

3) Tarski-Vot (Tarski-Vaught) test: Za sve L-formule φ(x, y) i sve
a ∈M<ω kad god je φ(a, b) smisleno zbog du�ine n-torke a i broja slobodnih
promenǉivih u φ va�i:

Ako postoji b ∈ N takav da N |= φ(µ(a), b), onda postoji a ∈ M takav da
M |= φ(a, a). �

Neka je M struktura jezika L i A ⊆M . Neka je

,,φ ∼ ψ akko MA |= ∀x(φ(x) ⇔ ψ(x))”

2Ovo �e biti korisno kad ho�emo da ka�emo da za M ,,postoji N takvo da je M 4 N”. Tada
�emo skratiti i re�i: ,,Postoji N < M”.
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definicija relacije na skupu ForLA(x1, . . . , xn). Relacija ∼ je ekvivalen-
cija, qije �emo klase oznaqavati sa ⌈φ⌉. Neka je BnMA

= ForLA(x)/∼ i neka
su operacije +, · i ′ u skupu BnMA

definisane jednakostima

⌈φ⌉+ ⌈ψ⌉ = ⌈φ ∨ ψ⌉, ⌈φ⌉ · ⌈ψ⌉ = ⌈φ ∧ ψ⌉ i ⌈φ⌉′ = ⌈¬φ⌉.

Definicije operacija ne zavise od predstavnika klase pa su dobre, pa je
BnMA

= (BnMA
,+, ·,′ , 0, 1), pri qemu su 0 = ⌈¬∀x(x ≡ x)⌉ i 1 = ⌈∀x(x ≡ x)⌉,

jedna Bulova algebra. Za ǌu ka�emo da je Lindenbaumova (Lindenbaum3)
algebra strukture MA. Na sliqan naqin se dobija Bulova algebra BnT ,
za koju �emo re�i da je Lindenbaumova algebra teorije T , ako se ekviva-
lencija definixe pomo�u

,,φ ∼ ψ akko T |= ∀x(φ(x) ⇔ ψ(x))”.

Tvr�eǌe 2.1.4 Va�i:
1) Ako je µ : M−→N elementarno, onda je M ≡ N ;
2) Ako je L-utapaǌe surjektivno, onda je elementarno;
3) Ako je M ∼= N , onda M ≡ N ;
4) Ako je M 4 N , onda je za sve n va�i BnMA

= BnNA
. �

Definicija 2.1.5 Neka je (I,<) linearno ure�eǌe za neko I ̸= ∅ i za svako
i ∈ I neka je Mi L-struktura. Ka�emo da je {Mi | i ∈ I} lanac L-struktura
ili da je L-lanac ako za sve i, j iz I iz i < j sledi Mi ⊆ Mj. Ako iz i < j
sledi Mi 4 Mj, onda za {Mi| i ∈ I} ka�emo da je elementarni L-lanac.
Kada je jasno o kom jeziku je req, izostavǉamo ga i ka�emo samo ,,lanac” i
,,elementarni lanac” umesto ,,L-lanac” i ,,elementarni L-lanac”. �

Neka je {Mi| i ∈ I} L-lanac. L-struktura M sa skupom nosaqem M =
∪
i∈IMi

se definixe na slede�i naqin:

• Ako je c ∈ ConstL i i ∈ I proizvoǉno izabrano, onda je cM = cMi . Ova
definicija �e biti dobra ako ne zavisi od toga koji element skupa I
smo izabrali za predstavnika u definiciji. Neka je j ∈ I \ {i}.
Iz i < j sledi Mi ⊆ Mj, a time i cMi = cMj

Iz j < i sledi Mj ⊆ Mi, a time i cMj = cMi

}
,

pa umesto i mo�e stajati j.

• Ako je f n-arni funkcijski simbol jezika L i m ∈ Mn, onda postoji
i ∈ I takav da m ∈ Mn

i . Neka jednakost fM(m) = fMi(m) definixe
vrednost funkcije fM u n-torci m. Treba pokazati da ne zavisi od
izbora predstavnika elemnta skupa I.

Neka je j ∈ I \ {i} takvo da m1, . . . ,mn ∈Mn
j .

3Adolf Lindenbaum poǉski matematiqar, ro�en 12. juna 1904. u Varxavi, ubijen od strane
nacista 1941. u Paneriai.
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Ako je i < j, onda je Mi ⊆ Mj, a time i fMi(m) = fMi(m).
Ako je j < i, onda je Mj ⊆ Mi, a time i fMj (m) = fMi(m).

}
Dakle, definicija ne zavisi od izbora elementa skupa I, pa je dobra.

• Ako je R n-arni relacijski simbol jezika L, onda definiximo RM

jednakox�u: RM =
∪
i∈I R

Mi . Oqigledno je da je RM|Mi = RMi .

Za ovako definisano M ka�emo da je unija lanca i pixemo M =
∪
i∈I Mi.

Tvr�eǌe 2.1.6 1) Neka je {Mi | i ∈ I} lanac L-struktura i M =
∪
i∈I Mi.

Za svako i ∈ I va�i Mi ⊆ M. Xta vixe, ako je N L-struktura i za svako
i ∈ I va�i Mi ⊆ N , onda je M ⊆ N .

2) Ako je lanac {Mi | i ∈ I} elementarni, onda je Mi 4 M za svako i ∈ I
i ako je N L-struktura i za svako i ∈ I va�i Mi 4 N , onda je M 4 N .

Dokaz : 1) Da za svako i ∈ I va�i Mi ⊆ M, oqigledno je iz toga kako je
definisana interpretacija simbola jezika L.

Ako je N L-struktura i za svako i ∈ I va�i Mi ⊆ N , onda:

• Oqigledno je M ⊆ N .

• Ako je c ∈ ConstL, onda je cM = cMi za svako i ∈ I. Zbog Mi ⊆ N je i
cMi = cN , pa je cN = cM.

• Ako je f n-arni funkcijski simbol jezika L i m ∈ Mn, onda postoji
i ∈ I takav da m ∈ Mn

i i tada va�i (po definiciji interpretacije
fM) fM(m) = fMi(m). Zbog Mi ⊆ N je i fN (m) = fMi(m), pa je
fN (m) = fM(m).

Dakle, fN = fM.

• Ako je R n-arni relacijski simbol jezika L, onda iz definicije RM-a
i qiǌenice da za svako i ∈ I va�i Mi ⊆ N sledi
RN |M = RN |∪

i∈I Mi
=

∪
i∈I R

N |Mi =
∪
i∈I R

Mi = RM.

Dakle, M ⊆ N .

2) Na osnovu dokazanog pod 1, za svako l ∈ I je Ml ⊆ M. Na osnovu
osobine 2.1.1 sledi da za sve formule bez kvantora φ(x1, . . . , xk) (za sve k)
i sve (a1, . . . , ak) ∈Mk

l va�i:(
⋆

)
Ml |= φ(a1, . . . , ak) akko M |= φ(a1, . . . , ak).

Tako�e, za sve l1, l2 ∈ I, za sve formule bez kvantora φ(x1, . . . , xk) (za sve k)
i sve (a1, . . . , ak) ∈Mk

l1
∩Mk

l2
va�i:
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(
⋆
⋆

)
Ml1 |= φ(a1, . . . , ak) akko M |= φ(a1, . . . , ak) akko Ml2 |= φ(a1, . . . , ak).

Neka je i ∈ I i je (a1, . . . , an) ∈ Mn
i i M |= φ(a1, . . . , an, b) za neko b ∈ M .

Tada je b ∈ Mj za neko j > i, pa Mj |= φ(a1, . . . , an, b). Time je i Mj |=
∃yφ(a1, . . . , an, y). Zbog Mi 4 Mj �e biti i Mi |= ∃y φ(a1, . . . , an, y), xto
znaqi da za neko d ∈Mi va�i Mi |= φ(a1, . . . , an, d). Dakle, va�i Mi 4 M.

Na osnovu (1) va�i M ⊆ N . Neka je m1, . . . ,mk ∈ Mk i b ∈ N takvo
da va�i N |= φ(a1, . . . , ak, b). Poxto je m1, . . . ,mk ∈ Mk i M =

∪
i∈IMi,

postoji j ∈ I takvo da je m1, . . . ,mk ∈ Mj
k. Poxto je Mj 4 N bi�e Mj |=

φ(a1, . . . , ak, d), za neko d ∈Mj. Kako je Mj 4 M (xta vixe, za ovo je dovoǉno
da je Mj ⊆ M) to je M |= φ(a1, . . . , ak, d). Po Tarski-Vot testu je M 4 N .�

Lema 2.1.7 Ako su M i N L-strukture, A ⊆ M , µ : A−→N elementarno
i b ∈ N , onda se µ mo�e produ�iti do elementarnog µp : A ∪ {b}−→N p za
neko N p < N .

Dokaz : Neka su

• c /∈ LN ,

• L′ = {c} ∪ LN ,

• Γ = {φ(c, µ(a1), . . . , µ(ak)) |M |= φ(b, a1, . . . , ak)} i

• ∆ = Γ ∪ ThN (N ) ⊆ SentL′.

Neka je Π konaqan podskup skupa ∆. Po izboru skupova ∆ i Γ bi� konaqan
i Γ ∩ Π. Neka je Γ ∩ Π = {φ1(c, µ(a1), . . . , µ(ak1)), . . . , φj(c, µ(a1), . . . , µ(akj ))}.
Tada va�i M |= φi(b, a1, . . . , aki), kad god je 1 6 i 6 j, pa va�i

M |=
j∧
i=1

φi(b, a1, . . . , aki). Dakle, va�i M |= ∃x
j∧
i=1

φi(x, a1, . . . , aki), a kako je µ

elementarno, bi�e ispuǌeno i N |= ∃x
j∧
i=1

φi(x, µ(a1), . . . , µ(aki)). Ako stru-

kturu N proxirimo do strukture jezika L′ tako xto simbol konstante c

interpretiramo bilo kojim svedokom formule ∃x
j∧
i=1

φi(x, µ(a1), . . . , µ(aki)),

onda va�i N |= (Γ ∩Π) ∪ ThN (N ), a time i N |= Π, jer je Π ⊆ Γ ∪ ThN (N ).

Dakle, ∆ je konaqno zadovoǉiva, pa je, po kompaktnosti, zadovoǉiva.
Neka je N p model teorije ∆ i µp = µ∪ {(b, cNp)}. Oqigledno je µp|A = µ. Iz
ThN (N ) ⊆ ∆ sledi da je N p |= ThN (N ), pa je N p < N .
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Va�i niz ekvivalencija:

M |= φ(b, a1, a2, . . . , ak)}
akko φ(c, µ(a1), µ(a2), . . . , µ(ak)) ∈ Γ

akko N p |= φ(c, µ(a1), µ(a2), . . . , µ(ak))

akko N p |= φ(cNp , µ(a1), µ(a2), . . . , µ(ak))

akko N p |= φ(µp(b), µp(a1), µp(a2), . . . , µp(ak)),

pa je µp elementarno preslikavaǌe, xto je trebalo pokazati. �

Posledica 2.1.8 Ako su M i N L-strukture, A ⊆ M i µ : A−→N ele-
mentarno, onda se µ mo�e produ�iti do elementarnog µp : M−→N p za neko
N p < N .

Dokaz : Neka je M = {ai| i < |M |}, A0 = A, Ai+1 = Ai ∪ {ai} i za i = ∪i 6 |M |
neka je Ai =

∪
j<i

Aj.

1) Neka je N 0 = N i µ0 = µ : A0−→N 0.

2) Na osnovu prethodnog tvr�eǌa za svako µi = Ai−→N i postoje N i+1 < N i

(a time i N i+1 < N ) i µi+1 : Ai+1−→N i+1 koje produ�ava µi.

3) Za i = ∪i 6 |M | neka je N i =
∪
j<i

N j i µi =
∪
j<i

µj. Poxto je {N j | j < i}

elementarni lanac, za sve j < i va�i N j 4 N i. Ako su a1, a2, . . . , ak ∈ Ai
onda su a1, a2, . . . , ak ∈ Aj za neko j 6 i. Xta vixe, postoji najmaǌi takav j.
Va�i:

M |= φ(a1, a2, . . . , ak) akko (jer je µj elementarno)

N j |= φ(µj(a1), µj(a2), . . . , µj(ak)) akko (jer je {N j | j < i} elementarni lanac)

za sve j 6 l < i N l |= φ(µj(a1), µj(a2), . . . , µj(ak)) akko (jer je N l 4 N i za l < i)

N i |= φ(µj(a1), µj(a2), . . . , µj(ak)) akko (jer µi produ�ava µj)

N i |= φ(µi(a1), µi(a2), . . . , µi(ak)).

µi je, dakle, elementarno.

Iz 1), 2) i 3) sledi da je µ|M | elementarno preslikavaǌe kome je domen
M , pa je µp = µ|M | i N p = N |M |. �

Posledica 2.1.9 Ako je A ≡ B i |A| < ℵ0, onda je A ∼= B.

Dokaz : Neka su A = {a1, a2, . . . , an} i µ0 = ∅. µ0 je elementarno pa se mo�e
produ�iti do elementarnog µ : A−→B1 za neko B1 < B.
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Poxto va�i A |= ∃x1, x2, . . . , xn

∧
i<j

¬(xi ≡ xj) ∧ ∀x
n∨
i=1

(x ≡ xi)

 i A ≡ B 4 B1,

bi�e B,B1 |= ∃x1, x2, . . . , xn

∧
i<j

¬(xi ≡ xj) ∧ ∀x
n∨
i=1

(x ≡ xi)

, pa i B i B1 imaju

istu mo� te su jednaki i µ je ,,na” preslikavaǌe, tj µ : A ∼= B. �

Gorǌa Lovenhajm-Skolemova teorema4
Neka je M beskonaqna L struktura i neka je κ > |M|+ |L|. Tada:

• Postoji L struktura N mo�i κ i

• Postoji elementarno utapaǌe strukture M u strukturu N . �

Definicija 2.1.10 Neka je κ beskonaqan kardinal. Ka�emo da je T κ-ka-
tegoriqna teorija ako ima modele mo�i κ i svaka takva dva ǌena modela
su izomorfna jedan drugom. �

Tvr�eǌe 2.1.11 Ako je T κ-kategoriqna teorija onda je potpuna.

Dokaz : Pretpostavimo da teorija T ima model mo�i κ i da nije potpuna.
Tada su za neku reqenicu φ neprotivreqne teorije T ∪ {φ} i T ∪ {¬φ}, pa
postoje strukture Mi mo�i κ5 takve da je M1 |= T ∪ {φ} i M2 |= T ∪ {¬φ}.
Iz M1

∼= M2 bi, na osnovu tvr�eǌa 2.1.4 sledilo M1 ≡ M2, pa bi zbog
M1 |= φ moralo biti i M2 |= φ. S druge strane iz M2 |= T ∪ {¬φ} sledi
M2 |= ¬φ, pa bi M2 |= {φ,¬φ}, xto je kontradikcija pa je pretpostavka
M1

∼= M2 neodr�iva. Dakle, T ima bar dva neizomorfna modela mo�i κ,
te nije κ-kategoriqna. �

2.2 Tipovi

Tvr�eǌe 2.2.1 Neka je L jezik, M L-struktura, A ⊆M i p (x1, . . . , xn) ⊆
ForLA(x1, . . . , xn). Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) ThA(M)∪{φ(c1, . . . , cn)|φ ∈p} je zadovoǉiva teorija jezika LA∪{c1, . . . , cn}
(pri qemu va�i LA ∩ {c1, . . . , cn} = ∅);

2) Za svaki konaqan ∆ ⊆ p va�i MA |= ∃x
∧
φ∈∆

φ(x);

3) Postoje L-struktura N i (b1, . . . , bn) ∈ Nn takvi da je :

4Löwenheim, Skolem
5Lovenhajm-Skolemove teoreme
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a) M 4 N
b) Za sve φ ∈ p va�i N |= φ(b1, . . . , bn);

4) Skup p̂ = {⌈φ⌉|φ ∈ p} je sadr�an u nekom ultrafilteru Bulove algebre
BnMA .

Ako za p(x) va�i jox i da je za svako φ ∈ ForLA taqno bar jedno (a time
i bax jedno) od φ ∈ p i ¬φ ∈ p, onda su 1) i 2) ekvivalentni sa

3’) Postoje L-struktura M i (b1, . . . , bn ∈Mn) takvi da je:
a) M 4 N
b) p(x) = {φ ∈ ForLA|N |= φ(b1, . . . , bn)};

4’) Skup p̂ = {⌈φ⌉|φ ∈ p} je ultrafilter Bulove algebre BnMA .

Dokaz : ,,1 ⇔ 2” : Sledi iz teoreme kompaktnosti i qiǌenice da je ThA(M)
potpuna i deduktivno zatvorena teorija, pa je za ∆, konaqan podskup p-a,
re�i da je ThA(M) ∪ {∃x

∧
φ∈∆ φ(x)} zadovoǉivo je isto xto i re�i da je

∃x
∧
φ∈∆ φ(x) ∈ ThA(M), a to je isto kao re�i MA |= ∃x

∧
φ∈∆ φ(x)

,,3 ⇒ 1” : Oqigledno je da bi takvo N kakvo je u 3) bilo model teorije
ThA(M) ∪ {φ(c1, . . . , cn)|φ ∈ p} kad se ci interpretira kao bi.

,,2 ⇒ 3” : Posmatrajmo teoriju ThM (M) ∪ {φ(c1, . . . , cn)|φ ∈ p}. Neka je ∆
ǌen konaqan podskup. Onda je ∆1 = ∆ ∩ {φ(c1, . . . , cn)|φ ∈ p} konaqan skup
koji odgovara konaqnom podskupu p-a. Iz 2) sledi da MA |= ∃x

∧
φ(c)∈∆1

φ(x).
Ako se svedoci te formule uzmu za interpretaciju simbola ci, oqigledno
je da struktura M′

M = (MM , c
MM
i )i∈{1,2,...,n} postaje model teorije ∆1. Kako

je M′
M model teorije ThM (M) i model teorije ∆1 to je i model teorije ∆

pa je ThM (M) ∪ {φ(c1, . . . , cn)|φ ∈ p} (konaqno) zadovoǉiva. Oqigledno je da
svaki ǌen model N i n-torka (cN1 , . . . , c

N
n ) zadovoǉavaju uslove tvr�eǌa.

,,2 ⇔ 4” : Za svaki konaqan ∆ ⊆ p je MA |= ∃x
∧
φ∈∆ φ(x) akko

Svaki konaqan podskup skupa p̂ = {⌈φ⌉|φ ∈ p} ima SKP6 akko
Skup p̂ = {⌈φ⌉|φ ∈ p} je sadr�an u nekom ultrafilteru Bulove algebre
BnMA

.

3’) postaje oqigledno kad se uoqi da za svako φ va�i taqno jedno od N |=
φ(b1, . . . , bn) i N |= ¬φ(b1, . . . , bn).

4’) Ako za svako φ ∈ ForLA va�i taqno jedno od φ ∈ p i ¬φ ∈ p, onda za svako
φ ∈ ForLA va�i taqno jedno od ⌈φ⌉ ∈ p̂ i ⌈¬φ⌉ ∈ p̂, pa je p̂ ultrafilter. �

Definicija 2.2.2 Za p iz prethodnog tvr�eǌa ka�emo da je n-tip sa
parametrima iz A. Ako za svako φ ∈ ForLA(x) va�i taqno jedno od φ ∈
p i ¬φ ∈ p, onda je p potpuni (kompletni) n-tip, a u suprotnom da je

6Svojstvo konaqnog preseka.



16 2 Osnove

delimiqan ili nepotpun. Skup svih potpunih n-tipova sa parametrima
iz A obele�avamo sa SM

n (A), a skup svih potpunih tipova sa parametrima
iz A obele�avamo sa SM(A)7. Ako za neko m ∈Mn va�i

M |= φ(m) za svako φ ∈ p,

onda ka�emo da m realizuje p i da se p realizuje u M. Ako se p ne
realizuje u M, onda ka�emo da ga M ispuxta. �

Definicija 2.2.3 Za m ∈Mn oznaqi�emo skup {φ ∈ ForLA | MA |= φ(m)}
sa tpM(m/A). Ne�emo pisati tpM(m/∅), ve� tpM(m). �

Osobina 2.2.4 Iz M 4 N sledi ThAM = ThAN i BnMA
= BnNA

a time
i SM

n (A) = SN
n (A). Oqigledno va�i tpM(m/A) ∈ SM

n (A) �

Posledica 2.2.5 [Posledica tvr�eǌa 2.2.1]
p ∈ SM

n (A) akko postoje N < M i m ∈ Nn takvi da je p = tpM(m/A). �

Tvr�eǌe 2.2.6 Neka je M L-struktura i b, d ∈M<ω. Tada:

1) Ako je µ automorfizam M-a koji fiksira taqke skupa A i koji slika bi
u di, onda je tpM(b/A) = tpM(d/A).

2) Ako je tpM(b/A) = tpM(d/A), onda postoje L-struktura N < M i ǌen
automorfizam µ takvi da je µ|A = 1A i µ(b) = d.

Dokaz : 1) Neka je µ automorfizam M-a koji fiksira taqke skupa A i
koji slika bi u di i φ ∈ ForL. Va�i:

φ ∈ tpM(b/A)
akko M |= φ(b1, . . . , bn, a1, . . . , ak)
akko M |= φ(f(b1), . . . , f(bn), f(a1), . . . , f(ak)) (jer je f automorfizam)
akko M |= φ(d1, . . . , dn, a1, . . . , ak) (jer f fiksira a ∈ A i slika bi u di)
akko φ ∈ tpM(d/A).

2) Dokaz ovog dela tvr�eǌa je tehniqki i sprovodi se indukcijom.
Neka je f : A ∪ {b1, . . . , bn}−→M definisano sa f |A = 1A i f(bi) = di za
i ∈ {1, 2, . . . , n}
Poqetni korak: Oznaqimo M sa M0. Na osnovu posledice 2.1.8 mo�e se
zakǉuqiti da postoje N 0 < M0 i elementarno µ0 : M0−→N 0 takvi da µ0

produ�ava f . Ako se posmatra µ−1
0 ali kao preslikavaǌe iz µ0(M0) ⊆ N0

u N0 a ne u M0, xto se mo�e jer je M0 ⊆ N0, onda je ono (delimiqno)
elementarno. Zaista,

N 0 |= φ(µ0(a1), . . . , µ0(an)) akko (jer je µ0 elementarno)
M0 |= φ(a1, . . . , an) akko (jer je M0 4 N 0)
N 0 |= φ(a1, . . . , an) akko

7SM(A) =
∪

0<n<ω

SM
n (A)
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N 0 |= φ(µ−1
0 µ0(a1), . . . , µ

−1
0 µ0(an)), pa se na osnovu posledice 2.1.8 mo�e

produ�iti do nekog elementarnog η0 : N 0−→M1 za neko M1 < N 0. Sad
imamo slede�u situaciju:

M0

µ0

4N 0

η0

4M1.

Sledbeniqki korak:

Neka je M0

µ0

4N 0

η0

4M1

µ1

4N 1

η1

4M2

µ2

4N 2

η2

4M3 4 · · · 4 Mn

µn

4Nn

ηn

4Mn+1.
Posmatrajmo η−1

n , sliqno kao malopre kao preslikavaǌe iz podskupa skupa
Mn+1 u skup Mn+1. Sliqno se kao malopre mo�e pokazati da je η−1

n elemen-
tarno pa se na osnovu posledice 2.1.8 mo�e proxiriti do nekog elemetarnog
µn+1 : Mn+1−→Nn+1 za neko Mn+1 4 Nn+1. Ako se sad posmatra µ−1

n+1 kao
preslikavaǌe iz podskupa skupa Nn+1 u skup Nn+1, pa se opet, na osnovu
posledice 2.1.8 mo�e proxiriti do nekog elementarnog ηn+1 : Nn+1−→Mn+2

za neko Mn+2 < Nn+1.

{Mi | i ∈ ω} je elementarni lanac, kao xto su elementarni i {N i | i ∈ ω}
i {Mi,N i | i ∈ ω}

N =
∪
i<ω

Mi =
∪
i<ω

N i i µ =
∪
i<ω

µi, zadovoǉavaju iskaz teoreme. �

Da ima situacija kad je tpM(b/A) = tpM(d/A) a za svaki automorfizam
µ strukture M takav da je µ|A = 1A nije µ(b) = d pokazuje slede�i primer:

Primer 2.2.7 Neka je L = {<} i M = (Q, <) i A = {1 − 1
i+1 | i < ω}.

Sve xto se jezikom L i elementima skupa A (i logikom prvog reda) mo�e
re�i o elementima 1 i 2 jeste da su ve�i od svakog a ∈ A pa oni imaju isti
tip (tpM(1/A) = tpM(2/A)). Ne mo�emo re�i da je 1 taqka nagomilavaǌa
skupa A i da 2 to nije jer bismo za tako nexto morali da kavntifikujemo
po elementima skupa A: ,,Za svako x < 1 postoji a ∈ A takvo da je x < a”.
Sa druge strane, svaki automorfizam strukture (Q, <) koji je identiqan na
skupu A, mora biti identiqan i na taqkama nagomilavaǌa skupa A (jer <
indukuje intervalnu topologiju). Konkretno: Ako bi neki automorfizam
µ strukture M bio identiqan na taqkama skupa A i slikao 2 u 1, onda
bi bilo koju taqku q ∈ [1, 2) ∩ Q slikao u neki element maǌi od 1, jer
M |= q < 2, pa M |= µ(q) < µ(2), tj. M |= µ(q) < 1, pa je za bar jedno
(tj. sve sem konaqno mnogo) i < ω taqno M |= µ(q) < 1 − 1

i+1 . Poxto µ

fiksira elemente skupa A onda mora biti M |= µ(q) < µ(1− 1
i+1 ), a time i

M |= q < 1 − 1
i+1 , xto je u kontradikciji sa q ∈ [1, 2) ∩ Q. Dakle, nijedan

automorfizam M-a koji fiksira elemente skupa A ne slika 2 u 1. Zato,
ako �elimo da automorfizmom fiksiramo elemente skupa A i da 2 slikamo
u 1, moramo proxiriti M tako da bude elemenata izme�u 1 i skupa A. �
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Tvr�eǌe 2.2.8 Neka (a1, ..., an) ∈Mn i (b1, ..., bn) ∈ Nn. Slede�i uslovi
su ekvivalentni:

(1) tpM(a1, ..., an) = tpN (b1, ..., bn);

(2) f : {a1, ...an}−→N definisana sa f(ai) = bi je elementarno;

(3) (M, a1, a2, ...an) ≡ (N , b1, b2, ..., bn) kao modeli jezika L∪{c1, c2, ...cn}
gde su ci-ovi novi simboli konstanti, tj. Th(M{a1,...an}) = Th(N {b1,...bn}).�

Tvr�eǌe 2.2.9 Neka je M struktura jezika L, A ⊆ M , p(x1, . . . , xn) ⊆
ForLA(x1, . . . , xn) (ne obavezno potpun) n-tip i φ ∈ ForLA(x1, . . . , xn). Sle-
de�i iskazi su ekvivalentni:

1) Za svako ψ(x) ∈ p MA |= ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x));

2) p̂ je sadr�ano u filteru generisanom elementom ⌈φ⌉.

Ako je p potpun n-tip, onda su 1) i 2) ekvivalentni sa

3) MA |= ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x)) akko ψ(x) ∈ p

4) p̂ je ultrafilter generisan elementom ⌈φ⌉.

Dokaz :
1)⇐⇒2) MA |= ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x)) akko

⌈φ⌉ < ⌈ψ⌉ akko
⌈ψ⌉ je u fileru generisanom elementom ⌈φ⌉.

3) i 4) su oqigledni. �

Napomena 2.2.10 Umesto MA |= ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x)) mogli smo pisati
ThA(M) |= ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x)) ili ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x)) ∈ ThA(M). �

Definicija 2.2.11 Za φ iz prethodnog tvr�eǌa ka�emo da izoluje tip
p a za p da je izolovan (formulom φ) i pixemo φ ⊢ p i/ili φ |= p. �

Tvr�eǌe 2.2.12 (Tranzitivnost izolovanosti tipova):
Neka je A ⊆M i (a1, . . . , am, b1, . . . , bn) ∈Mm+n. Tada

tpM(a, b/A) je izolovani tip u SM
m+n(A) akko

1. tpM(a/A) je izolovan tip u SM
m (A) i

2. tpM(b/A ∪ {a1, . . . , am}) izolovani tip u SM
n (A ∪ {a1, . . . , am}).

Dokaz : ,, ⇒ ” : Neka je tpM(a, b/A) izolovan u SM
m+n(A) i neka ga izoluje

LA-formula φ(x, y). Tada je ∃yφ(x, y) ∈ tpM(a/A). Neka je ψ(x) ∈ tpM(a/A) ⊆
tpM(a, b/A). Tada je

MA |= ∀x∀y(φ(x, y)−→ψ(x))
MA |= ∀y(∀x(φ(x, y)−→ψ(x)))
MA |= ∀x(φ(x, d)−→ψ(x)), za svako d ∈Mn
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MA |= ∀x(φ(x, d)−→ψ(x)), za neko d ∈Mn

MA |= ∃y(∀x(φ(x, y)−→ψ(x)))
MA |= ∀x(∃yφ(x, y)−→ψ(x)), pa
∃yφ(x, y) izoluje tpM(a/A).

Neka je θ(y) LA∪{a1,...,am}-formula takva da je θ(y) ∈ tpM(b/A ∪ {a1, . . . , am}).
Tada je θ(y) = Θ(a, y) za neku LA-formulu Θ(x, y)8. Tada je

MA∪{a1,...,am} |= θ(b), a time i
MA |= Θ(a, b), pa je Θ(x, y) ∈ tpM(a, b/A). Dakle,
MA |= ∀y(∀x(φ(x, y)−→Θ(x, y))), jer φ(x, y) izoluje tip tpM(a, b/A)
MA |= ∀y((φ(a, y)−→Θ(a, y)))
MA |= ∀y((φ(a, y)−→θ(y)))
Dakle, φ(a, y) izoluje tpM(b/A ∪ {a1, . . . , am}).
,, ⇐ ” : Neka je ψ(x) LA-formula koja izoluje tpM(a/A) i neka je θ(x, y)

LA-formula takva da θ(a, y) izoluje tip tpM(b/A ∪ {a1, . . . , am}). Neka je
φ(x, y) = ψ(x) ∧ θ(x, y). Pokaza�emo da φ izoluje tpM(a, b/A).

Za poqetak, primetimo da φ(x, y) ∈ tpM(a, b/A)
Neka je ϕ(x, y) ∈ tpM(a, b/A) proizvoǉno izabrana formula. Tada ϕ(a, y) ∈
tpM(b/A ∪ {a1, . . . , am}), pa

(⋆) MA∪{a1,...,am} |= ∀y(θ(a, y) =⇒ ϕ(a, y)).
Ako ne bi bilo MA |= ∀x∀y((ψ(x) ∧ θ(x, y)) =⇒ ϕ(x, y)), onda bi za neko

a1 ∈M va�ilo
MA |= ∃y(ψ(a1) ∧ θ(a1, y) ∧ ¬ϕ(a1, y)).
Dakle, va�i MA |= ψ(a1), pa je tpM(a1/A) = tpM(a/A). Zato (po tvr�e-

ǌu2.2.6) postoji N < MA i µ ∈ Aut(MA) koji fiksira elemente skupa A i a1
slika u a. Tada je MA |= ∃y(ψ(a)∧θ(a, y)∧¬ϕ(a, y)), xto bi znaqilo da postoji
neko b1 takvo da je MA |= (ψ(a) ∧ θ(a, b1) ∧ ¬ϕ(a, b1)), xto je u suprotnosti
sa (⋆), pa je pretpostavka da nije MA |= ∀x∀y((ψ(x) ∧ θ(x, y)) =⇒ ϕ(x, y))
neodr�iva. �

Napomena 2.2.13 Dokaz prethodnog tvr�eǌa nam ka�e u kakvoj su vezi
formule koje izoluju tipove:
Ako φ(x, y) izoluje tpM(a, b/A), onda ∃ yφ(x, y) izoluje tpM(a/A) i φ(a, y) izo-
luje tpM(b/Aa). I obratno, ako je ψ(x) LA-formula koja izoluje tpM(a/A)
ako je θ(x, y) LA-formula takva da θ(a, y) izoluje tip tpM(b/A∪{a1, . . . , am}),
onda φ(x, y) = ψ(x) ∧ θ(x, y) izoluje tpM(a, b/A). �

Posledica 2.2.14 Ako je A ⊆ M i ako je tpM(a1, . . . , am, b1, . . . , bn/A)
izolovan u SM

m+n(A), onda je tpM(a1, . . . , am/A) izolovan u SM
m (A).

Ako (a1, . . . , am, b1, . . . , bn) ∈ Mm+n realizuje izolovan tip u Sm+n(T ), onda
(a1, . . . , am) realizuje izolovani tip u Sm(T ). �

8Mogu�e da su svi parametri koji se javǉaju u formuli θ zapravo samo iz skupa A (ili ih
nema), ali tim pre su u skupu A ∪ {a1, . . . , am}
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2.3 Topoloxka svojstva prostora tipova SM
n (A)

Na skupu SM
n (A) se na prirodan naqin uvodi topologija: za sve φ ∈ ForLA

oznaqimo sa [φ] skup svih elemenata p ∈ SM
n (A) koji sadr�i φ a onda je baza

topologije na SM
n (A) skup B = {[φ] |φ ∈ ForLA(x1, . . . , xn)}. Veza izme�u

ovog topoloxkog prostora i Stonovog prostora Bulove algebre BnMA
je

oqigledna i poqiva na bijekciji:

p
f7−→ {⌈φ⌉|φ ∈ p} = p̂ i p̂

f−1

7−→
∪
p̂ =

∪
⌈φ⌉∈p̂

⌈φ⌉ = {φ|⌈φ⌉ ∈ p̂} = p.

Tvr�eǌe 2.3.1 Va�i:
1) Bazni skupovi u SM

n (A) su otvoreno-zatvoreni;
2) SM

n (A) je kompaktan;
3) SM

n (A) je totalno nepovezan prostor.

Dokaz : 1) p ∈ [φ] akko p /∈ [¬φ], pa [φ] = SM
n (A) \ [¬φ];

2) Neka je F ⊆ SM
n (A). Tada je F = {[φ] | φ ∈ F}, za neko F ⊆ ForLA. Neka

F ima svojstvo konaqnog preseka. Neka je ∆ konaqan podskup F -a. Tada je
je {[φ] | φ ∈ ∆} konaqan podskup skupa F , pa ima svojstvo konaqnog preseka,
tj. postoji neki tip p sadr�an u svakom elemntu skupa {[φ] | φ ∈ ∆}. To
zapravo znaqi da je ∆ konaqan podskup tipa p, pa MA |= ∃x

∧
φ∈∆ φ(x). Zato

se mo�e zakǉuqiti da je F n-tip, pa je svaki potpun n-tip koji sadr�i F ,
a takav je bar jedan, sadr�an u svim elementima familije F , pa je presek
te familije neprazan;

3) Neka je p ̸= q. Postoji φ ∈ p \ q, pa je p ∈ [φ] i q ∈ [¬φ] i [φ] ∩ [¬φ] = ∅. �

Tvr�eǌe 2.3.2 Ako je A ⊆ B ⊆ M i p ∈ SM
n (B), neka je p|A = {φ ∈ p | φ ∈

ForLA}. Tada je p|A ∈ SM
n (A) i preslikavaǌe p 7→ p|A je neprekidno pres-

likavaǌe.

Dokaz : Ako je p ∈ SM
n (B), onda je p = tpN (d/B) za neko N < MB.) Neka

je N ′ su�eǌe strukture N na jezik LA. Tada je p|A = tpN
′
(d/A), a time i

p|A ∈ SN ′

n (A). Kako je M 4 N ′ (tj. MA 4 N ′), to je SM
n (A) = SN ′

n (A). �

Tvr�eǌe 2.3.3 Neka su M i N L-strukture, A ⊆ M i µ : A−→N elemen-
tarno i za p ∈ SM

n (A) neka je µ̃(p) = {φ(x, µ(a))|φ(x, a) ∈ p}. Tada:

1) µ̃(p) ∈ SN
n (µ(A));

2) Preslikavaǌe µ̃ je neprekidno;

3) SM
n (A) i SN

n (µ(A)) su homeomorfni.
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Dokaz :
1) ψ(x, µ(a)) /∈ µ̃(p) akko

ψ(x, a) /∈ p akko
¬ψ(x, a) ∈ p akko
¬ψ(x, µ(a)) ∈ µ̃(p), pa ako je µ̃(p) tip, onda je potpun tip.

Neka je {φ1(x, µ(a)), . . . , φk(x, µ(a))} ⊆ µ̃(p). Tada je {φ1(x, a), . . . , φk(x, a)} ⊆ p.
Poxto je p n-tip va�i�e M |= ∃x(φ1(x, a) ∧ · · · ∧ φk(x, a)).
Poxto je µ elementarno, bi�e N |= ∃x(φ1(x, µ(a)) ∧ · · · ∧ φk(x, µ(a)).
Dakle, µ̃(p) je n- tip. Taqnije µ̃(p) ∈ SN

n (µ(A));

2) Neka je φ(x, a) LA-formula (tj. φ(x, y) L-formula).
Tada je p ∈ [φ(x, a)] akko

φ(x, a) ∈ p akko
φ(x, µ(a)) ∈ µ̃(p) akko
µ̃(p) ∈ [φ(x, µ(a)], pa je µ−1[φ(x, µ(a)] = [φ(x, a];

3) U dokazu dela tvr�eǌa pod 2) je dokazano vixe, dokazano je da je
µ neprekidno i otvoreno (i zatvoreno): i slika baznog je bazan skup i
inverzna slika baznog je bazan skup.

Ako je p ̸= q, onda za neko φ ∈ ForLA va�i φ ∈ p \ q, a time i

p ∈ [φ] ⊆ SM
n (A) (i p /∈ [¬φ] ⊆ SM

n (A)) i q ∈ [¬φ] ⊆ SM
n (A) (i q /∈ [φ] ⊆ SM

n (A)).

Tada va�i

µ̃(p) ∈ [φ] ⊆ SN
n (µ(A)) i µ̃(q) ∈ [¬φ] ⊆ SN

n (µ(A)) ,

pa je µ(p) ̸= µ(q). Dakle, µ je ,,1-1” preslikavaǌe.

Ako je q ∈ SN
n (µ(A)), neka je p = {φ(x, a)|φ(x, µ(a)) ∈ q}. Ako poka�emo da

je p ∈ SM
n (A), s obzirom da je oqigledno je µ̃(p) = q, pokaza�emo da je µ na

preslikavaǌe. Da je p ∈ SM
n (A) sledi iz:

(I) ψ(x, a) /∈ p akko
ψ(x, µ(a)) /∈ q akko

¬ψ(x, µ(a)) ∈ q akko
¬ψ(x, a) ∈ p, pa ako je p tip, onda je potpun tip.

(II) Ako {ψ1(x, a), . . . , ψk(x, a)} ⊆ p, onda je
{ψ1(x, µ(a)), . . . , ψk(x, µ(a))} ⊆ q, pa, poxto je q tip
N µ(A) |= ∃x(ψ1(x, µ(a)) ∧ · · · ∧ ψk(x, µ(a))), pa, poxto je µ elemen-

tarno
MA |= ∃x(ψ1(x, a) ∧ · · · ∧ ψk(x, a)), pa je p tip. �
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Tvr�eǌe 2.3.4 Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) p ∈ SM
n (A) je izolovan;

2) {p} je otvoren skup u SM
n (A);

3) Postoji LA-formula φ takva da je {p} = [φ] (φ �e biti bax formula
koja izoluje tip p).

Dokaz :
,,2 ⇒ 3” : Svaki otvoren skup je unija baznih, pa ako je {p} otvoren, onda
je {p} =

∪
[φ]∈F [φ] za neku nepraznu familiju F . Poxto je unija

∪
[φ]∈F [φ]

neprazna, bar jedan ǌen qlan [φ] mora biti neprazan. Poxto je unija jed-
noqlana, nijedan ǌen qlan ne sme imati vixe od jednog elementa. Dakle,
bar jedan qlan unije je jednoqlan. Oqigledno je da je taj jedini element
jednoqlanog qlana unije bax p. Dakle, za neko φ ∈ ForLA je [φ] = {p};

,,3 ⇒ 2” : Ako je [φ] = {p}, onda je {p} bazni a time i otvoren skup;

,,1 ⇒ 3” : Da va�i 1) znaqi da postoji LA-formula φ takva da je:

MA |= ∀x(φ(x)−→ψ(x)) akko ψ(x) ∈ p.

Neka je q ∈ [φ] \ {p}. Neka je ψ(x) ∈ q \ p. Tada je:

I {ψ,φ} ⊆ q, pa je MA |= ∃x(φx∧ψx). Neka je d svedok te formule. Va�i
dakle, MA |= φ(d) i MA |= ψ(d).

II ¬ψ ∈ p, pa MA |= ∀x(φ(x)−→ψ(x)), pa, kako va�i MA |= φ(d) va�i�e i
MA |= ¬ψ(d).

I i II daju kontradiktorne zakǉuqke (MA |= ¬ψ(d) i MA |= ψ(d)), pa je
pretpostavka da postoji q ∈ [φ] \ {p} neodr�iva.

,,3 ⇒ 1” : Zapravo ,,iz ¬1 sledi ¬3”.
Nek ne va�i 1: Za svako φ(x)∈ForLA postoji θ(x)∈ p takvo da
MA |= ∃x(φ(x)∧¬θ(x)). Ako je p ∈ [φ], onda je φ∈ p. Za takvo φ postoji ψ∈ p
takvo da MA |= ∃x(φ(x) ∧ ¬ψ(x)). Iz φ,ψ∈ p sledi da je p ∈ [φ] ∩ [ψ].
Iz MA |= ∃x(φ(x) ∧ ¬ψ(x)) sledi da je za neko b ∈ M<ω va�i MA |= φ(b) i
MA |= ¬ψ(b). Oqigledno je da je tpM(b/A) ∈ [φ] ∩ [¬ψ].
Iz [φ] = ([φ]∩ [ψ])∪ ([φ]∩ [¬ψ]) i qiǌenice da su [φ]∩ [ψ] i [φ]∩ [¬ψ] neprazni
sledi |[φ]| = |([φ] ∩ [ψ])|+ |([φ] ∩ [¬ψ])| > 2, pa ne mo�e biti [φ] = {p}. �

Tvr�eǌe 2.3.5
Neka je L jezik, T zadovoǉiva L-teorija i p (x1, . . . , xn) ⊆ ForL(x1, . . . , xn).
Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) T ∪ {φ(c1, . . . , cn) |φ ∈ p} je zadovoǉiva teorija jezika L ∪ {c1, . . . , cn} (pri
qemu va�i L ∩ {c1, . . . , cn} = ∅);
2) Za svaki konaqan ∆ ⊆ p va�i T |= ∃x

∧
φ∈∆

φ(x);
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3) Skup p̂ = {⌈φ⌉|φ ∈ p} je sadr�an u nekom ultrafilteru Bulove alge-
bre BnT .

Ako za p(x) va�i jox i da je za svako φ ∈ ForLA taqno bar jedno (a time
i bax jedno) od φ ∈ p i ¬φ ∈ p, onda su 1) i 2) ekvivalentni sa

3’) Skup p̂ = {⌈φ⌉|φ ∈ p} je ultrafilter Bulove algebre BnT .

Dokaz : Sliqno kao tvr�eǌe 2.2.1 �

Definicija 2.3.6 Neka je T L-teorija i p (x1, . . . , xn) ⊆ ForL(x1, . . . , xn).
Ako je T ∪ p (c1, . . . , cn) zadovoǉiva teorija jezika L ∪ {c1, . . . , cn}, pri qemu
va�i L ∩ {c1, . . . , cn} = ∅, onda za p (x1, . . . , xn) ka�emo da je n-tip teorije
T . Ako za svaku formulu φ ∈ ForL(x1, . . . , xn) va�i φ ∈ p ili ¬φ ∈ p,
onda je p potpuni n-tip teorije T , a u suprotnom da je delimiqan ili
nepotpun. Skup svih potpunih n-tipova teorije T se obele�ava sa Sn(T ).
S(T ) =

∪
n∈ω

Sn+1(T ) �

Napomena 2.3.7 Tvr�eǌe 2.3.5 zapravo navodi ekvivalente prethodne de-
finicije. �

Napomena 2.3.8 Ako je T potpuna teorija, onda je ǌeno deduktivno zatvo-
reǌe isto xto i Th(M) za bilo koji M |= T , pa je Sn(T ) = SM

n (∅). �

Definicija 2.3.9 Neka je φ(x1, . . . , xn) ∈ ForL(x1, . . . , xn), neka je L-
teorija T∪ {∃xφ(x)} zadovoǉiva i neka je p (x) n-tip teorije T . Ka�emo da
φ izoluje p ako za svaku formulu ψ ∈ p va�i

T |= ∀x1, . . . , xn(φ(x1, . . . , xn) =⇒ ψ(x1, . . . , xn)) �

Napomena 2.3.10 Ako φ izoluje potpuni tip p, onda za svaku formulu
ψ ∈ ForLA(x1, . . . , xn) va�i:

ψ ∈ p akko T |= ∀x1, . . . , xn(φ(x1, . . . , xn) =⇒ ψ(x1, . . . , xn)). �

Tvr�eǌe 2.3.11 Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1. p ∈ Sn(T ) je izolovan;

2. {p} je otvoren skup u Sn(T );

3. Postoji L-formula φ takva da je {p} = [φ] (φ �e biti bax formula
koja izoluje tip p).

Dokaz : Sliqno kao dokaz tvr�eǌa 2.3.4. �
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2.4 Ispuxtaǌe tipova

Ako T |= ∀x(φ(x) =⇒ ψ(x)) i M model teorije T , onda iz M |= φ(a), sledi
M |= ψ(a). Otud slede�e

Tvr�eǌe 2.4.1 Ako φ izoluje p, onda svaki model teorije T ∪ {∃xφ(x)}
realizuje p.
Ako je T potpuna teorija, onda svaki ǌen model realizuje sve ǌene izolo-
vane tipove. �

Postavǉa se pitaǌe xta sa neizolovanim tipovima. Standardno poǉe
realnih brojeva nema beskonaqno male brojeve, nestandarno ima. Dakle,
mo�emo birati, ho�emo li raditi u modelu koji realizuje ili ispuxta
tip beskonaqno male brojeve. Da li za svaki neizolovan tip imamo izbor
da ga realizujemo ili ne? Da li za svaki skup neizolovanih tipova mo�emo
konstruisati model koji ispuxta sve tipove tog skupa? Ako ne, onda pod
kojim uslovima to mo�emo a pod kojim ne?

Tvr�eǌe 2.4.2 [Teorema o ispuxtaǌu tipova]
Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T zadovoǉiva L-teorija i p neizolovan
(mogu�e nepotpun) tip teorije T . Tada, postoji prebrojiv model M teorije
T koji ispuxta p.

Dokaz : Neka je p k-tip i neka je C̃ = {ci | i < ω} skup novih simbola
konstanti i L′ = L ∪ C̃. Neka je SentL′ = {φi| i ∈ ω} i {di| i ∈ ω} = C̃k.
Konstruisa�emo L′-reqenice θi za i ∈ ω i time L′-teoriju T ′ = T ∪{θi| i ∈ ω}.
Su�eǌe ǌenog kanonskog (Henkinovog) modela na jezik L �e biti model
teorije T koji ispuxta p. Reqenice θn �e zadovoǉavati T |= θi+1−→θi za
sve prirodne i.

korak [0]: Neka je θ0 = ∃x(x ≡ x) Poxto je T neprotivreqna, bi�e to i
T ∪ {θ0}.

korak [3i+1] (potpunost): Ako je T ∪{θ3i, φi} neprotivreqna teorija, neka je
θ3i+1 = θ3i∧φi, a u suprotnom neka je θ3i+1 = θ3i. U oba sluqaja je T ∪{θ3i+1}
neprotivreqna teorija i T |= θ3i+1−→θ3i

9.

korak [3i+2] (svojstvo svedoka): Neka je ni = min{i | ci ∈ C̃ i ci ne uqestvuje
u θ3i+1}. Ovo zapravo znaqi da je cni prvi simbol nove konstante koji nismo
upotrebili u dosadaxǌoj konstrukciji.

Ako je T ∪ {θ3i, φi} neprotivreqna teorija i φi je oblika ∃xψ(x), onda
neka je θ3i+2 = θ3i+1 ∧ ψ( cni). Poxto je T ∪ {θ3i+1} neprotivreqna teorija,
ona ima model. Poxto se cni se ne javǉa u T ∪{θ3i+1}, onda se u tom modelu
mo�e interpretirati kako bilo i ta struktura �e ostati model teorije

9Zapravo je T ∪ { θ3i+1 } |= T ∪ {θj | j 6 3i+ 1}.
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T∪{θ3i+1}. Poxto je θ3i+1 = θ3i∧∃xψ(x) u tom modelu je zadovoǉena formula
∃xψ(x). Ako se cni

interpretira kao (bilo koji) svedok te formule, u
dobijenoj strukturi je zadovoǉena formula ψ(cni), a time ta struktura
postaje model teorije T∪{θ3i+2} pa je ona neprotivreqna i T |= θ3i+2−→θ3i+1.

Ako T ∪ {θ3i, φi} nije neprotivreqna teorija ili φi nije obilka ∃xψ(x),
onda neka je θ3i+2 = θ3i+1. Oqigledno je T ∪ {θ3i+2} neprotivreqna teorija
i T |= θ3i+2−→θ3i+1

10.

korak [3i + 3] (zaobila�eǌe p-a): Neka je di = (e1, . . . , ek). Neka L-formula
ψ(x1, . . . , xk) nastaje tako xto se svako javǉaǌe simbola cj ∈ C̃ \ {e1, . . . , ek}
u formuli θ3i+2 prvo zameni promenǉivom yj a zatim se ispred svega stavi
∃ yj i svako javǉaǌe simbola ej se zameni promeǉivom xj

11.
Poxto p nije izolovan tip, postoji formula φψ(x1, . . . , xk) ∈ p takva da
va�i T ̸|= ∀x(ψ(x) =⇒ φψ(x)). Neka je θ3i+3 = θ3i+2 ∧ ¬φψ(di). Poxto je T ̸|=
∀x(ψ(x) =⇒ φψ(x)), to postoji M, model teorije T ∪ {¬∀x(ψ(x) =⇒ φψ(x))} i
a ∈ Mk takav da va�i M |= ψ(a) ∧ ¬φψ(a). Zbog naqina na koji je nastala
formula ψ, ako u strukturi M simbole konstanti e1, . . . , ek interpretiramo
elementima a1, . . . , ak i ostale simbole konstanti iz C̃ koje se javǉaju u
θ3i+2, oblika cj interpretiramo svedokom za promenǉivu yj, onda M |= ψ(a)
znaqi isto xto i M |= θ3i+2, a M |= ¬φψ(a) isto xto i M |= ¬φψ(di), pa
je tako dobijena struktura model teorije T ∪ {θ3i+3}. Zbog θ3i+3 = θ3i+2 ∧
¬φψ(di) bi�e T |= θ3i+3 =⇒ θ3i+2

12.

Ovim je zavrxena induktivna konsturukcija. Neka je T ′ = T ∪{θi| i ∈ ω}.
Ako bi teorija T ′ bila protivreqna, onda bi, zbog kompaktnosti, neki
ǌen konaqan deo bio protivreqan. Dakle, postoji m ∈ ω takvo da je T ∪
{θ0, . . . θm} protivreqno. Xta vixe, zbog T |= θi+1 =⇒ θi, bi�e T ∪ {θm} |=
T ∪ {θ0, . . . θm}, pa je T ∪ {θm} protivreqna, xto je u suprotnosti sa m-tim
korakom konstrukcije, pa T ′ ne mo�e biti protivreqna.

Neka je M′ kanonski (Henkinov) model teorije T ′ i (a1, . . . , ak) ∈ M ′k. .
Poxto su svi elementi strukture M′ interpretacija nekih simbola kon-
stanti, to je k-torka (a1, . . . , ak) interpretacija nekog di ∈ (̃C). U koraku
3i+ 3 smo se pobrinuli da di ne realizuje tip p (tako xto smo uredili da
zadovoǉava negaciju (jedne) formule iz p).

Dakle, nijedan element strukture M′ ne realizuje p, pa ga M′ ispuxta.
M su�eǌe strukture M′ na jezik L je tra�eni model. �
Napomena 2.4.3 Kada bi L bio neprebrojiv jezik takav da ima neprebro-
jiv skup konstanti C onda bi moglo da se postupi ovako: Uoqi se neki pre-
brojiv skup konstanti C1 = {cn| n ∈ N} i neprebrojiv ostatak oznaqi sa C2.

10Zapravo je T ∪ { θ3i+2 } |= T ∪ {θj | j 6 3i+ 2}.
11Podrazumeva se da se promenǉive yj i xj ne javǉaju u formuli θ3i+2. Ako se javǉaju,

mo�emo umesto cj pisati ycj i stavǉati ∃ycj i umesto ej pisati xej , pa da formula postane
ψ(xe1 , . . . , xek )).

12Zapravo je T ∪ { θ3i+3 } |= T ∪ {θj | j 6 3i+ 3}.
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Uoqi se teorija T = {¬(c ≡ d)| c ̸= d, c, d ∈ C2} i tip p = {¬(x ≡ cn)| n ∈ N}.
Ako je φ(x) L-formula takva da je T ∪ {∃xφ(x)} zadovoǉivo, onda, poxto u
toj teoriji uqestvuje samo konaqno mnogo od konstanti iz C1, postoji neko
k ∈ N takvo da je T ∪{φ(ck)} zadovoǉivo, pa φ ne izoluje p 13. Svaki model
teorije T je neprebrojiv te mora imati element koji nije interpretacija
nijednog simbola konstanti iz C1; taj element realizuje p. �

Tvr�eǌe 2.4.4 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T zadovoǉiva L-teorija
i P najvixe prebrojiv skup neizolovanih tipova teorije T . Tada, postoji
prebrojiv model M teorije T koji ispuxta sve p ∈ P .

Dokaz : P je najvixe prebrojiv, pa postoji surjekcija k : ω−→P . Neka
je π : ω−→ω2 bijekcija i neka je π(i)= (j, k). Pravimo istu konstrukciju
kao malopre, samo xto u koraku 3i+ 3 obezbedimo da dj zaobi�e tip pk. Na
taj naqin se obezbe�uje da nijedan element kanonskog modela ne realizuje
nijedan tip iz P . �

2.5 Neraspoznatǉive, Skolemizacija

Primer 2.5.1 Klasiqan primeri (i verovatno inspiracija za uvo�eǌe po-
jma) neraspoznatǉivih su baza vektorskog prostora i transcedetna baza u
poǉu kompleksnih brojeva (zapravo bilo koji beskonaqan skup algebarski
nezavisnih elemenata u bilo kome algebarski zatvorenom poǉu F qiji
je stepen trancedentnosti beskonaqan). Za bilo koje nizove a1, . . . , an i
b1, . . . , bn algebarski nezavisnih elemenata baze postoji automorfizam σ
koji slika ai u bi. Oqigledno je da je tad F |= φ(a1, . . . , an) ⇐⇒ φ(b1, . . . , bn)
za sve φ koje nemaju vixe od n slobodnih promenǉivih. �

Definicija 2.5.2 Neka je M struktura jezika L, I beskonaqan skup i
X = {xi | i ∈ I } skup (me�usobno) razliqitih elemenata skupa M . Ako za sve
n-torke i1, . . . , in i j1, . . . , jn va�i tpM(xi1 , xi2 , . . . , xin) = tpM(xj1 , xj2 , . . . , xjn),
onda ka�emo da je X skup neraspoznatǉivih strukture M. �

Oqigledno je da bi bilo koja relacija poretka bila prepreka neraspoz-
natǉivosti, pa je od interesa uvo�eǌe slede�eg pojma.

Definicija 2.5.3 Neka je M struktura jezika L, (I,<) beskonaqan line-
arno ure�en skup i X = {xi |i ∈ I} skup (me�usobno) razliqitih elemenata
skupa M . Ako sve rastu�e n-torke za i1 < i2 < · · · < in i j1 < j2 < · · · < jn
va�i tpM(xi1 , xi2 , . . . , xin) = tpM(xj1 , xj2 , . . . , xjn), onda ka�emo da je X skup
ure�enih neraspoznatǉivih strukture M. �

13Ako bi φ izolovalo p onda bi za svako n ∈ N va�ilo
T |= ∀x(φ(x)−→¬(x ≡ cn)) pa bi to va�ilo i za n = k i za x = ck pa bi onda T |= ¬(ck ≡ ck)

xto je u suprotnosti s pretpostavkom da je T zadovoǉiva teorija.
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Napomena 2.5.4 Relacija < kojom se ure�uje skup I ne mora da bude u
jeziku L. �

Primer 2.5.5 Struktura (Q, <) je primer sturkture koja ima ure�ene ne-
raspoznatǉive. Kako su svaka dva intervala (ure�enih) racionalnih bro-
jeva izomorfni to se za svake q′1 < q′2 < · · · < q′n i q′′1 < q′′2 < · · · < q′′n postoje
bijekcije µ0, . . . , µn+1 takve da

1. µ0 : (−∞, q′1)−→(−∞, q′′1 );
2. µi : (q′i, q

′
i+1)−→(q′′i , q

′′
i+1), za 0 < i < n;

3. µn : (q′n,∞)−→(q′′n,∞).
i svako preslikavaǌe quva ure�eǌe. Unija

µ = {(q′1, q′′1 ), (q′2, q′′2 ), . . . , (q′n, q′′n)}
∪

06i6n
µi

je preslikavaǌe koje quva ure�eǌe pa je automorfizam. Za svaku formulu
φ takvu da je |Fv(φ) | 6 n oqigledno va�i

(Q, <) |= φ(q′1, . . . , q
′
n) ⇐⇒ φ(q′′1 , . . . , q

′′
n),

pa je ceo skup racionalnih brojeva skup ure�enih neraspoznatǉivih. �

Struktura (Q, <) je primer strukture koja nema nerazpoznatǉive i ima
ure�ene neraspoznatǉive.

Tvr�eǌe 2.5.6 Neka je M struktura i (X,<) linearno ure�en podskup
skupa M takav da za svaki par rastu�ih nizova a1 < a2 < · · · < ak i b1 <
b2 < · · · < bk postoji automorfizam M-a koji slika ai u bi, onda je (X,<)
skup ure�enih neraspoznatǉivih strukture M. �

Za dati skup A neka je [A]n skup svih n-toqlanih podskupova skupa A.
Primetimo da ako je A linearno ure�en, onda postoji 1 − 1 preslikavaǌe
izme�u elemenata skupa [A]n i rastu�ih nizova elemenata skupa A du�ine
n.

Teorema 2.5.7 - Ramzijeva (Ramsey) teorema : Neka je I beskonaqan skup
i n < ω. Neka je ∼ relacija ekvivalencije na [I]n koja ima (samo) konaqno
mnogo klasa, tada postoji beskonaqan podskup J ⊆ I takav da je ceo [J ]n

sadr�an u jednoj klasi relacije ∼. �

Tvr�eǌe 2.5.8 Neka je L prebrojiv jezik i neka je T ǌegova teorija koja
ima beskonaqne modele. Neka je (I <) beskonaqan linerano ure�en skup.
Postoji L-struktura M |= T koja sadr�i skup {xi | i ∈ I} kao skup ure�enih
neraspoznatǉivih.
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Dokaz : Neka je L∗ = L+ 14 ∩{ ci | i ∈ I}. Neka je Γ = T ∪{¬ ci ≡ cj | i ̸= j }∪Π,
pri qemu je Π = {φ(ci1 , ci2 , . . . , cim) ⇐⇒ φ(cj1 , cj2 , . . . , cjm) | za sve prirodne
brojeve m i rastu�e nizove i1 < i2 < · · · < im i j1 < j2 < · · · < jm i
|Fv(φ) | 6 m }.
Ako se poka�e da je Γ zadovoǉiv skup, onda �e svaki ǌen model M imati
skup ure�enih neraspoznatǉivih i to �e biti skup { cMi | i ∈ I}.
Neka je ∆ konaqan podskup skupa Γ. Neka je I0 = { i ∈ I | ci se pojavǉuje u
skupu ∆} i neka je {φ1, . . . , φm} skup formula koje uqestvuju u Π ∩∆. Neka
je Fv(φ1) ∪ Fv(φ2) ∪ · · · ∪ Fv(φm) = {x1, . . . , xn}.

Neka je N beskonaqan model teorije T i neka je <N bilo koje linearno
ure�eǌe skupa N . Definiximo F : [N ]n−→P ({1, 2, . . . , n}) na slede�i naqin:

Za a1 < a2 < · · · < an neka je F ({a1, . . . , an}) = {k | N |= φk(a1, . . . , an)}.
Tada A ∼ B akko F (A) = F (B) definixe jednu ekvivalenciju skupa [N ]n

kojoj su klase {F−1(X) |X ∈ P ({1, 2, . . . ,m} pa ∼ ima konaqno mnogo klasa
(jer {1, 2, . . . ,m} ima 2m podskupova). Po Razijevoj teoremi (2.5.7) postoji
H beskonaqan podskup skupa N , takav da je [H]n sadr�ano u jednoj klasi
relacije ∼. Neka je ta klasa F−1(X) za neko X ⊆ {1, 2, . . . ,m}. Neka je f
bilo koje preslikavaǌe I0 u H koje quva ure�eǌe, tj. neka va�i f(i) <N f(j)
akko i < j. Oznaqimo sa hi element f(i). Sada za sve i1 < i2 < · · · < in i sve
j1 < j2 < · · · < jn

N |= φk(hi1 , hi2 , . . . , hin) akko k ∈ X akko N |= φk(hj1 , hj2 , . . . , hjn).
Ako za i ∈ I0 interpretiramo ci sa hi, onda (N , hi)i∈I0 |= ∆. Dakle, ∆ je

zadovoǉivo, pa je Γ zadovoǉivo. �

Definicija 2.5.9 Neka je (X,<X) ure�en skup i M struktura koja ga sa-
dr�i. Za skup {tpM(x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn ∈ X i x1 < x2 < · · · < xn } �e-
mo re�i da je tip neraspoznatǉivih i obele�ava�emo ga sa tpM(X,<X).�

Tvr�eǌe 2.5.10 Neka je (X,<X) skup ure�enih neraspoznatǉivih struk-
ture M i neka je (Y,<Y ) beskonaqan linearno ure�en skup. Postoji struk-
tura N takva da je M ≡ N i (Y,<Y ) je skup ure�enih neraspoznatǉivih
strukture N i da va�i tpM(X,<X) = tpN (Y,<Y ). �

Osobina 2.5.11 Neka je L1 ⊆ L2 i neka je Mi struktura jezika Li takva
da je M1 su�eǌe strukture M2 na jezik L1.

1. Ako je (X,<) skup ure�enih neraspoznatǉivih strukture M2, onda je
(X,<) skup ure�enih neraspoznatǉivih strukture M1;

2. Ako je X skup neraspoznatǉivih strukture M2, onda je X skup neras-
poznatǉivih strukture M1. �

Definicija 2.5.12 Neka je M struktura jezika L i neka je X ⊆M .

14L∗ = L ∪ { ci | i ∈ I} uz L ∩ { ci | i ∈ I} = ∅
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1. H(X) je podskup skupaM koji se dobija tako xto se dodaju sve konstan-
te, tj. interpretacije simbole konstanti i onda zatvori za interpre-
taciju funkcijskih simbola. Taqnije: X0 = X∪{cM | c ∈ ConstL } ⊆ M.
Xn+1 = Xn ∪ { fM(x) | f ∈ FunL i x ∈ X<ω

n }.
H(X) =

∪
n<ωXn.

2. Ako je H(X) neprazan, onda neka je H(X) podstruktura strukture M
qiji je skup nosaq H(X). Za H(X) ka�emo da je ǉuska skupa X. �

Ako je bar jedan od skupaova X i ConstL neprazan, onda �e i H(X)
biti neprazan i tada �e postojati H(X). H(X) je u nekom smislu podmodel
generisan skupom X:

• H(X) je podstruktura strukture M i

• Ako je X ⊆ N i N ⊆ M, onda je H(X) ⊆ N .

Oqigledno je da je |H(X) | = |X |+ ∥L ∥.

Za razliku od algebre, gde je jasan pojam objekta generisanog skupom,
kada su relacije ,,upletu”, stvar se komplikuje i moramo se odluqiti da
li �e nam glavni pojam biti ,,podstruktura” ili ,,elementarna podstruk-
tura”. Ako je M = (Q, <) i X konaqan skup racionalnih brojeva, onda je
oqigledno da je (X,< ∩X2) ⊆ (Q, <) = M i da nije (X,< ∩X2) 4 (Q, <) = M.
Sa druge strane, ako je N 4 M i X ⊆ N , onda postoji struktura N ′takva
da je X ⊆ N ′ i N ′4 N 4 M.

S tim u vezi je slede�e razmatraǌe.
Neka je ∃xφ(x, y1, . . . , yn) ∈ ForL formula kojoj su slobodne promenǉive bax
y1, . . . , yn. Za svaku takvu formulu jezika L uoqimo simbol n-arne fukncije
f∃xφ(x,y1,...,y) . Neka je L̂ jezik koji nastaje kad jeziku L dodamo sve takve
simbole funkcija. Taqnije,
L̂ = L ∪ { f∃xφ(x,y) | ∃xφ(x, y) ∈ ForL i |Fv(∃xφ(x, y)) | = n i f∃xφ(x,y) je n-arni
funkcijski simbol }.

Neka je ΣL = {∀y(∃xφ(x, y) =⇒ φ(f∃xφ(x,y)(y), y)) | ∃xφ(x, y) ∈ ForL}

Tvr�eǌe 2.5.13 Neka je T teorija jezika L. Va�i:

1. L ⊆ L̂ i ∥L̂∥ = ∥L∥;

2. Ako je T neprotivreqna teorija jezika L, onda je T∪ΣL neprotivreqna
teorija jezika L̂ i svaki model teorije T (jezika L) mo�e da se proxiri do
modela teorije T ∪ ΣL (jezika L̂).

3. Ako su M,N |= T i M̂, N̂ ǌihova raxireǌa u jezik L̂ i modeli teorije
T ∪ ΣL, onda iz M̂ ⊆ N̂ sledi M 4 N . �
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Dokaz :
1. Oqigledno.

2. Neka je M |= T , neka je |Fv(∃xφ(x, y)) | = n, neka je a1, . . . , an ∈ Mn i
neka je d ∈M proizvoǉno izabran.

Ako je φ(M, a) neprazan15, onda neka je b ǌegov proizvoǉno izabran el-
ement. Neka je tad fM̂∃xφ(x,y) = b ; U suprotnom, neka je fM̂∃xφ(x,y) = d.

Na taj naqin se u strukturi M mogu interpretirati svi simboli skupa
L̂ \ L i na taj naqin se dobije struktura M̂.

Oqigledno va�i M̂ |= ∀y(∃xφ(x, y) =⇒ φ(f∃xφ(x,y)(y), y)), pa je struktura
M proxirena do strukture teorije T ∪ ΣL.

3. Za poqetak, M̂ ⊆ N̂ povlaqi M ⊆ N .
Ako za neke a1, . . . , an ∈Mn, postoji b ∈ N takvo da va�i N |= φ(b, a), onda

va�i N |= ∃xφ(x, a), a time i N̂ |= ∃xφ(x, a), xto uz N̂ |= ∀y(∃xφ(x, y) =⇒
φ(f∃xφ(x,y)(y), y)), daje N̂ |= φ(f∃xφ(x,y)(a), a)). M̂ ⊆ N̂ povlaqi fM̂ = f N̂|M , pa

je f N̂∃xφ(x,y)(a) = f N̂∃xφ(x,y)(a) ∈M . Dakle, za neko d ∈M va�i M |= φ(d, a), pa,
po Tarski-Vot testu, zakǉuqujemo da je M 4 N . �

Tvr�eǌe 2.5.14 - Skolemova (Skolem) teorema : Neka je T teorija je-
zika L. Postoje jezik L∗ i ǌegova teorija T ∗ takvi da je:

1. L ⊆ L∗, T ⊆ T ∗ i ∥L ∥ = ∥L∗∥;
2. Svaki model teorije T mo�e da se proxiri do modela teorije T ∗;
3. T ∗ je modlski potpuna16.

Dokaz : Neka je T teorija jezika L. Neka je L0 = L, Ln+1 = L̂n i L∗ =∪
n<ω Ln. Va�i ∥Ln+1 ∥ = ∥Ln∥, pa je ∥L∗∥ = ∥L ∥ · ℵ0 = ∥L ∥. Neka je T0 = T ,

Tn+1 = T̂n i T ∗ =
∪
n<ω Tn = T ∪

∪
n<ω ΣLn . Primeǌuju�i tvr�eǌe 2.5.13

induktivno, lako se dokazuju taqke 2 i 3 ovog tvr�eǌa. �

Za elemente skupa L∗ \L ka�emo da su Skolemove funkcije jezika L, a
za elemente skupa Σ∗

L = T ∗ \ T da su Skolemove aksiome jezika L. Indeks
u oznaci Σ∗

L je opravdan jer Skolemove aksiome ne zavise od teorije T ve�
samo od jezika L. Ako su T1 i T2 dve teorije jezika L, onda su T ∗

i = Ti ∪ Σ∗
L

teorije koje zadovoǉavaju uslove tvr�eǌa 2.5.14.

Za teoriju jezika L u kojoj za svaku formulu ∃xφ(x, y) ∈ ForL pos-
toji L-term t∃xφ(x,y)(y) takav da je dokazivo ∀y (∃xφ(x, y) =⇒ φ(t∃xφ(x,y)(y), y))
ka�emo da ima ugra�ene Skolemove funkcije. Naravno, to ka�emo bez
obzira da li smo sproveli prethodnu konstrukciju ili je poqetna teorija
ve� zadovoǉavala tra�eni uslov.

15M |= ∃xφ(x, a)
16Ako su M∗,N ∗|= T ∗ i ako je N ∗⊆ M∗, onda je N ∗4 M∗
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Definicija 2.5.15 Ako je M model teorije koja ima ugra�ene Skolemove
funkcije i X ⊆ M , onda za ǉusku H(X) ka�emo da je Skolemova ǉuska
skupa X. �

• H(X) je elementarna podstruktura strukture M.

• Ako je X ⊆ Y ⊆M , onda je H(X) 4 H(Y ).

Tvr�eǌe 2.5.16 Doǌa Lovenhajm-Skolemova teorema
Neka je M beskonaqna L struktura i neka je X ⊆ M . Tada postoji L

struktura N 4 M takva da X ⊆ N i |N | 6 |X|+ |L|+ ℵ0. �

Za strukture koje se prave kao Skolemove ǉuske skupova neraspoznatǉivih
ka�emo da su Erenfojht-Mostovski17 strukture.

Tvr�eǌe 2.5.17 Neka je T ∗ potpuna teorija koja ima ugra�ene Skolemove
funkcije i neka su M i N ǌeni modeli. Neka su (X,<) i (Y,<) skupovi
ure�enih neraspoznatǉivh struktura M i N takvi da je tp(X,<) = tp(Y,<).

1. Dtp(H(X)) = Dtp(H(Y ));

2. Ako je µ preslikavaǌe iz X u Y koje quva ure�eǌe, onda se produ�ava
do elementarnogu utapaǌa µ∗ Skolemove ǉuske X u Skolemovu ǉusku
Y -a. Xta vixe, va�i µ∗(H(X)) = H(µ(X));

3. Ako je µ preslikavaǌe iz X u ǌega samog i ako quva ure�eǌe, onda
se produ�ava do automorfizma strukture H(X). �

Tvr�eǌe 2.5.18 Erenfojht-Mostovski (Ehrenfeucht-Mostowski):
Neka je T potpuna teorija koja ima beskonaqne modele i neka je (X,<) neki
beskonaqan linearno ure�en skup. Tada postoji struktura M |= T u kojoj
je (X,<) skup ure�enih neraspoznatǉivih i svako preslikavaǌe skupa X
koje quva ure�eǌe se produ�ava do automorfizma strukture M. �

Tvr�eǌe 2.5.19 Neka je T prebrojiva potpuna teorija jezika L. Ako
T ima beskonaqne modele, onda ima prebrojiv model M takav da za svaki
kardinal κ > ℵ0 postoji model N mo�i κ takav da je Dtp(M) = Dtp(N ). �

17Ehrenfeucht-Mostowski
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Modeli teorije koji se utapaju (elementarno) u sve druge modele, i koji su
dakle, intuitivno mali, su ujedno i modeli koji realizuju najmaǌe mogu�e
tipova. Zovemo ih prostim. Sa druge strane su modeli teorije koji re-
alizuju najvixe mogu�e tipova. Pokazuje se da su u ǌih utapaju (elemen-
tarno) svi drugi modeli te teorije kardinalnosti maǌe ili jednake datom
modeli. Zovemo ih zasi�enim. Ovo poglavǉe se bavi takvim strukturama,
ondosima me�u ǌima i uslovima za ǌihovo postojaǌe.

3.1 Prosti modeli

Definicija 3.1.1 Neka je T kompletna1 teorija i M |= T . Ako za svako
N |= T postoji elmentarno µ : M−→N , onda za M ka�emo da je prost
model teorije T . Ako je A ⊆M i ako za svako N |= T i svako elementarno
µ : A−→N postoji elementarno µ∗ : M−→N koje produ�ava µ, onda za M
ka�emo da je prost model teorije T nad skupom A. �

Primer 3.1.2 Neka je T = ACF0 i F algebarsko zatvoreǌe poǉa racional-
nih brojeva. Svako ACF0 poǉe sadr�i kopiju racionalnih brojeva pa ako
je K |= ACF0 onda se F utapa u K. Poxto je ACF0 modelski potpuna teorija
to utapaǌe je elementarno. Zato je F prost model teorije ACF0. �

Primer 3.1.3 Sliqno prethodnom primeru, realno zatvoreǌe poǉa ra-
cionalnih brojeva je prost model teorije RCF. �

1kompletnost teorije sledi iz postojaǌa prostog modela ili modela prostog nad skupom, pa
smo je mogli izostaviti iz definicije
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Primer 3.1.4 Sliqno, zbog modelske potpunosti, (Q, >) je prost model
teorije DLO. �

Primer 3.1.5 (N,+, ·, <, 0, 1) je prost moled teorije Th(N,+, ·, <, 0, 1). �

Definicija 3.1.6 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna
teorija i M |= T . Ako je za svako a ∈ M<ω tip tp(a) ∈ S(T ) izolovan,
onda ka�emo da je M atomski model teorije T . Ako je A ⊆ M za svako
a ∈ M<ω tip tp(a/A) ∈ SM(A) izolovan, onda ka�emo da je M atomski
model teorije T nad skupom A. �

Tvr�eǌe 3.1.7 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T zadovoǉiva i pot-
puna L-teorija koja ima beskonaqne modele i neka je M |= T .

M je prost model akko je M atomski i prebrojiv model.

Dokaz :
,, ⇒ ” : Neka je M prost model teorije T . Poxto je T teorija najvixe
prebrojivog jezika, ona ima prebrojiv model. U taj model teorije T se,
kao i u sve ostale, utapa M jer je prost, pa i on sam (M) mora biti
prebrojiv. Ako a ∈ M<ω realizuje p ∈ S(T ) i µ utapa M u neki N |= T ,
onda i µ(a) ∈ N<ω realizuje isti p, pa p ne sme biti neizolovan, jer takav
mo�e da se ispusti (u nekom modelu u koji se M utapa).

,, ⇐ ” : Neka je M prebrojiv atomski model teorije T i neka je N bilo
koji drugi model teorije T . Neka je M = {ai| i < ω} dobro ure�eǌe nosaqa
strukture M.

1. Neka je µ0 = ∅ i ∅ = {aj | j < 0}.
2. Ako je konstruisano elementarno preslikavaǌe µi : {aj | j < i}−→N ,

produ�imo ga do elementarnog µi+1 : {aj | j < i+ 1}−→N .

Poxto je M atomski, tpM(a0, . . . , ai) je izolovan. Neka je φ(v0, . . . , vi) for-
mula koja ga izoluje. Tada je ∃viφ(v0, . . . , vi−1, vi) ∈ tpM(a0, . . . , ai−1), a poxto
je µi elementarno bi�e i ∃viφ(v0, . . . , vi−1, vi) ∈ tpN (µ(a0), . . . , µ(ai−1)), pa pos-
toji b ∈ N takvo da N |= φ(µ(a0), . . . , µ(ai−1), b), a time i tpM(a0, . . . , ai) =
tpN (µ(a0), . . . , µ(ai−1), b). Ako µi+1 definixemo jednakox�u µi+1= µi∪{(ai, b)},
oqigledno je (iz tpM(a0, . . . , ai) = tpN (µ(a0), . . . , µ(ai))) da je µi+1 elemen-
tarno.

µ =
∪
i<ω µi je oqigledno elementarno i domen mu je ceo M pa je elemen-

tarno utapaǌe. Dakle, M je prost model teorije T . �

Tvr�eǌe 3.1.8 Ako je L najvixe prebrojiv jezik i T ǌegova potpuna
teorija koja ima beskonaqne modele, onda su slede�i iskazi ekvivalnetni:

1) T ima prost model;
2) T ima atomski prebrojiv model;
3) izolovani tipovi su gusti u Sn(T ) za svako n ∈ N.
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Dokaz :
,,1 ⇔ 2” : Pokazano tvr�eǌem 3.1.7.
,,2 ⇒ 3” : Neka je M atomski model teorije T i φ(x) formula jezika L
saglasna sa teorijom T . Dakle, T |= ∃xφ(x). Neka je a ∈ M<ω svedok te
formule u strukturi M. Tada je tpM(a) izolovan i sadr�an u [φ].
,,3 ⇒ 2” : Neka je Ni= {¬φ(x1, . . . , xi) | φ(x1, . . . , xi) izoluje tip u Si(T )}.
Ako L-formula θ(x1, . . . , xi) izoluje Ni, onda je ¬θ(x1, . . . , xi) ∈ Ni, xto je
nemogu�e. Dakle, Ni je ili nesaglasan skup formula ili je neizolovani
tip, mogu�e nepotpun. Na osnovu tvr�eǌa 2.4.4, postoji prebrojiv model
teorije T koji ispuxta sve elemente skupa {Ni+1 | i ∈ ω}. To je tra�ena
struktura. �

Tvr�eǌe 3.1.9 Lema potrebna za dokaz tvr�eǌa 3.1.11 i 6.1.3:
Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna teorija, M |= T ,

A ⊆ M , κ beskonaqaqn kardinal i |A| 6 κ. Ako za neku formulu ϕ va�i
| [ϕ ] | > κ, onda postoji formula θ takva da je i | [ϕ∧θ ] | > κ i | [ϕ∧¬ θ ] | > κ.
( [ϕ ] = {p ∈ SM

n (A) |ϕ ∈ p} )

Dokaz : Pretpostavimo suprotno. Neka je p = { θ | | [ϕ ∧ θ ] | > κ}. Poxto
smo pretpostavili da ni za jednu formulu θ ne va�i da je i | [ϕ ∧ θ ] | > κ
i | [ϕ ∧ ¬ θ ] | > κ, onda �e za svako θ ∈ p da va�i | [ϕ ∧ ¬ θ ] 6 κ. Jasno je
da je za svako θ ∈ ForLA(x1, . . . , xn) va�i taqno jedno od θ ∈ p i ¬ θ ∈ p
(jer smo pretpostavili da ni za jedno θ nije istovremeno i | [ϕ ∧ θ ] | > κ i
| [ϕ ∧ ¬ θ ] | > κ i jer je [ϕ ∧ θ ] ∪ [ϕ ∧ ¬ θ ] = [ϕ ] i | [ϕ ] | > κ). Dakle, ako je p
saglasan sa T bi�e potpun tip. Neka je {φ1, . . . , φk} konaqan podskup p-a.

-Ako je
∧k
j=1 φj ∈ p, onda je | [ϕ ∧

∧k
j=1 φj ] | > κ, pa postoji tip (ima ih

neprebrojivo mnogo) koji sadr�i ϕ∧
∧k
j=1 φj a time i

∧k
j=1 φj, pa je

∧k
j=1 φj

zadovoǉiva.
-Ako nije

∧k
j=1 φj ∈ p, onda mora biti ¬

∧k
j=1 φj ∈ p, tj.

∨k
j=1 ¬φj ∈ p, a

time i |[
∨k
j=1 ¬φj ]| > κ. Poxto je [

∨k
j=1 ¬φj ] =

∪k
j=1[¬φj ], bi�e |[¬φj ]| > κ,

za bar jedno j. Ali, onda je ¬φj ∈ p, pa nije φj ∈ p, xto je u suprotnosti s
tim da je {φ1, . . . , φk} podskup p-a.
Dakle, p je potpun n-tip. Ako je q ∈ [ϕ] \ {p}, onda postoji θ ∈ q \ p. Dakle,
q ∈ [ϕ ∧ θ] i p /∈ [ϕ ∧ θ]. Ako oznaqimo ¬ θ sa ψ, onda se mo�e re�i da je
q ∈ [ϕ ∧ ¬ψ] i p ∈ [ϕ ∧ ψ]. Dakle, ako je q ∈ [ϕ] \ {p}, onda je q ∈ [ϕ ∧ ¬ψ], za
neko ψ ∈ p. Taqnije, ako je q ∈ [ϕ] \ {p}, onda je q ∈

∪
ψ∈p[φ ∧ ¬ψ].

Dakle, [ϕ] = {p} ∪
∪
ψ∈p[ϕ ∧ ¬ψ], pa | [ϕ ] | = |{p}| + |

∪
ψ∈p[ϕ ∧ ¬ψ]| 6 κ, jer za

svako ψ ∈ p va�i |[ϕ∧¬ψ]| 6 κ i |p| 6 κ, xto je u suprotnosti s | [ϕ ] | > κ. �

Tvr�eǌe 3.1.10 Lema potrebna za dokaz tvr�eǌa 3.1.11 i 6.1.4:
Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna teorija, M |= T i

A ⊆ M . Ako za neku formulu ϕ(x) va�i da je [ϕ(x) ] neprazan i ne sadr�i
nijedan izolovani tip iz SM

n (A), onda postoji formula θ(x) takva da ni
[ϕ(x) ∧ θ(x) ] ni [ϕ(x) ∧ ¬ θ(x) ] ne sadr�e izolovane tipove i neprazni su.
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Dokaz : Ako bi bar jedan od [ϕ(x)∧θ(x) ] i [ϕ(x)∧¬ θ(x) ] sadr�ao izolovani
tip onda bi taj tip sadr�avala i ǌihova unija [ϕ(x) ].

Ako bi za svako θ(x) bar jedan od [ϕ(x)∧θ(x) ] i [ϕ(x)∧¬ θ(x) ] bio prazan
(a ne mogu istovremeno biti oba), onda neka je p = {θ(x) | [ϕ(x) ∧ θ(x) ] ̸= ∅}.

(⋆) θ(x) /∈ p akko [ϕ(x) ∧ θ(x) ] = ∅.
Neka je q ∈ [ϕ(x) ]. Ako je q ̸= p. Tada postoji ψ(x) ∈ q \ p. Va�i:
•iz ψ(x) ∈ q sledi da je q ∈ [ϕ(x) ∧ ψ(x) ];
•iz (⋆) i ψ(x) /∈ p sledi da je [ϕ(x) ∧ ψ(x) ] = ∅.

Dakle, ne mo�e biti q ̸= p. Drugim reqima:
• p je tip;
• p je jedini element skupa [ϕ(x) ], pa ϕ(x) izoluje p. �

Tvr�eǌe 3.1.11 Ako je L najvixe prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna
teorija, M |= T prebrojiv, A ⊆M i |SM

n (A)| < 2ℵ0 , onda:
1) izolovani tipovi u SM

n (A) su gusti;
2) |SM

n (A)| 6 ℵ0.

Dokaz :
1. Ako je [θ(x)] ̸= ∅ i ako u [θ(x)] nema izolovanih tipova, mora postojati

ϕ(x) takva da su i [θ∧ϕ] i [θ∧¬ϕ] neprazni (i, naravno, ne sadr�e izolovane
tipove).

Pretpostavimo da izolovani tipovi ne qine gust skup u SM
n (A). Napra-

vi�emo binarno drvo formula qija �e svaka grana biti jedan potpun n-tip
i razliqite grane �e davati razliqite tipove, pa �e ih imati bar 2ℵ0 .

korak 1: Neka je φ(x) bilo koja formula takva da je [φ(x)] neprazan i ne
sadr�i izolovane tipove. Takav postoji jer izolovani tipovi ne qine
gust skup u SM

n (A). Po tvr�eǌu 3.1.10 postoji ψ takva da su i [φ ∧ ψ]
i [φ ∧ ¬ψ] neprazni i ne sadr�e izolovane tipove. Oznaqimo φ ∧ ψ sa
φ1, φ ∧ ¬ψ sa φ0 i φ sa φ∅.

Ako smo za sve σ ∈ 2i konstruisali φσ prelazimo na

korak i+ 1: Za φσ, po tvr�eǌu 3.1.10, postoji ψ takvo da su i [φσ ∧ ψ] i
[φσ ∧¬ψ] neprazni i ne sadr�e izolovane tipove. Neka su φσ,1 = φσ ∧ψ
i φσ,0 = φσ ∧ ¬ψ.

Iz konstrukcije je jasno da za bilo koje σ, τ ∈ 2ℵ0 va�i:
• [φτ ] je neprazan i ne sadr�i izolovane tipove;
• Ako je σ ⊂ τ onda φτ |= φσ;
• φτ,j |= ¬φτ,1−j
Neka je f ∈ 2ω. Va�i [φf|1 ] ⊃ [φf|2 ] ⊃ [φf|3 ] ⊃ . . . .

Dakle, skup {[φf|i+1
] | i ∈ ω} predstavǉa familiju zatvorenih skupova koja

ima svojstvo konaqnog preseka. SM
n (A) je kompaktan topoloxki prostor, pa
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{ [φf|i+1
] | i ∈ ω} ima neprazan presek. Izaberimo proizvoǉan element tog

preseka i oznaqimo ga sa pf . Ako je f ̸= g onda postoji i ∈ ω takav da
je f|i = g|i i f(i) ̸= g(i). Po konstrukciji je φf|i+1

|= ¬φg|i+1
pa su pf i pg

razliqiti. Dakle, dodeǉivaǌe f 7→ pf je 1−1 pa sledi 2ℵ0 = |2ω| = |{pf | f ∈
2ω}| 6 |SM

n (A)|.

2. Sliqno kako malopre, napravi�emo binarno drvo.
Neka je |SM

n (A)| > ℵ0. Poxto formula ima prebrojivo mnogo, tj. SM
n (A)

je unija prebrojivo mnogo skupova, bar jedan od ǌih mora da bude nepre-
brojiv. Neka je to [φ∅].

korak 1: Po tvr�eǌu 3.1.9 postoji formula ψ, takva da su i [φ∧ψ] i [φ∧¬ψ]
neprebrojivi. Neka su φ1 = φ ∧ ψ i φ0 = φ ∧ ¬ψ. Va�i:

• | [φj ] | > ℵ0;

• φj |= ¬φ1−j.

Ako smo za sve σ ∈ 2i konstruisali φσ, onda prelazimo na

korak i+ 1: Poxto | [φσ] | > ℵ0, opet na osnovu tvr�aǌa 3.1.9 postoji for-
mula θ, takva da su i [φ∧θ] i [φ∧¬ θ] neprebrojivi. Neka su φσ,1 = φσ∧θ
i φσ,0 = φσ ∧ ¬ θ. Va�i:

• | [φσ,j ] | > ℵ0;

• φσ,j |= ¬φσ,1−j.

Iz konstrukcije je jasno da za bilo koje σ, τ ∈ 2ℵ0 va�i:

Ako je σ ⊂ τ onda φτ |= φσ.

Sliqno kao malopre, svakom f ∈ 2ω mo�e se dodeliti pf ∈ SM
n (A) i to

dodeǉivaǌe je 1− 1, pa tipova ima bar 2ℵ0 . �

Tvr�eǌe 3.1.12 Ako je |SM
n (A)| < 2ℵ0 , onda T ima prost model.

Dokaz : Ako je |SM
n (A)| < 2ℵ0 , onda je, na osnovu tvr�eǌa 3.1.11, skup

izolovonaih tipova gust u SM
n (A), a tada, na osnovu tvr�eǌa 3.1.8, za-

kǉuqijemo da ima prost model. �

Ako je |SM
n (A)| < 2ℵ0 , onda je A najvixe prebrojiv pa tada T ima atomski

nad A tj prost nad A. To sledi iz qiǌenice da kad apsorbujemo A u jezik ne
meǌa se nixta, tj. LA ostaje najvixe prebrojiv, T ′ = Th(MA) je proxireǌe
teorije T u jezik LA i va�i |Sn(T ′)| < 2ℵ0 , pa T ′ ima prost (i atomski pre-
brojiv) model, a ta struktura je nad A prost (i atomski model) teorije T .
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Definicija 3.1.13 Neka je κ beskonaqan kardinal. Ako za svako A ⊆M za
koje va�i |A| < κ, svako delimiqno elementarno preslikavaǌe f : A−→M i
svako b ∈M postoji delimiqno elementarno g : A∪{b}−→M koje produ�ava
f , onda ka�emo da je M κ -homogena struktura. Ka�emo da je M homogena
struktura, ako je |M|-homogena. �

Tvr�eǌe 3.1.14 Neka je A ⊆ M , |A| < |M | i µ : A−→M elementarno
preslikavaǌe. Ako je M homogena struktura, onda postoji automorfizam
strukture M koji produ�ava µ.

Specijalno, dve n-torke elemenata homogene strukture imaju isti tip,
akko postoji automorfizam koji jednu n-torku slika u drugu. �

Dokaz : Uredimo dobro M : M = {aα| α < |M |}.

poqetak : Neka je µ0 = µ : A−→M . µ0 je, po uslovu tvr�eǌa, elementarno
preslikavaǌe.

sledbenik : Ako je za neko α < |M | konstruisano elementarno preslika-
vaǌe µα sa osobinom |dom(µα)| < |M |, onda se zbog homogenosti struk-
ture M, ono (µα) mo�e produ�iti do elementarnog ηα = µα ∪ {aα, b)}.
Preslikavaǌe η−1

α je tako�e elementarno (rezonovaǌe sliqno kao u
dokazu tvr�eǌa 2.2.6), pa se mo�e produ�iti do ementarnog να =
η−1
α ∪ {(aα, d)}. Tada je ν−1

α elementarno preslikavaǌe. Oznaqimo sa
µα+1 ǌemu inverzno preslikavaǌe. Va�i µα+1 = µα ∪ {(aα, b), (d, aα)}.

1. µα+1 je elementarno preslikavaǌe u qijem domenu i skupu slika
se nalazi aα.

2. Domen preslikavaǌa µα+1 ima najvixe dva elementa vixe nego
domen preslikavaǌa µα, pa ako je bilo |dom(µα)| < |M |, onda je
|dom(µα+1)| < |M |.

graniqni : Ako je α 6 |M | graniqni ordinal takav da je za svaki β < α
preslikavaǌe µβ elementarno i da je |dom(µβ)| < |M |, onda neka je µα =∪
β<α µβ. Oqigledno je da je |dom(µα)| 6 |M | i da je µα elementarno

preslikavaǌe.

µ|M | je tra�eni automorfizam.⋄

Ako je tpM(a) = tpM(b), onda je preslikavaǌe µ = {(ai, bi) | i < n} elemen-
tarno. Po malopre�axǌem, µ se mo�e produ�iti do automorfizma. �

Tvr�eǌe 3.1.15 Atomski modeli su ℵ0-homogeni.
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Dokaz : Neka je M atomski model i neka je µ = {(ai, bi) | i < n} elementarno
preslikavaǌe i d ∈ M . Neka formula φ(x, y) izoluje tip tpM(a, d). Tada
je ∃ y φ(x, y) ∈ tpM(a) i tpM(a) = tpM(b), pa M |= ∃ y φ(b, y). Neka je e ∈ M
svedok formule ∃ y φ(b, y), tj. neka je M |= φ(b, e). Tada je tpM(a, d) =
tpM(b, e), pa je η = µ ∪ {(b, d)} elementarno preslikavaǌe. Dakle, M je
ℵ0-homogena struktura. �

Definicija 3.1.16 Neka je T potpuna teorija i M ǌen model. Za skup
svih tipova ( iz S(T ) =

∪
16n<ω Sn(T ) ) koji se realizuju u M ka�emo da

je dijagram tipova strukture M. Dijagram tipova strukture M �emo
oznaqavati sa Dtp(M). �

Tvr�eǌe 3.1.17 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna teo-
rija i M i N prebrojivi i homogeni modeli teorije T . M ∼= N akko
Dtp(M) = Dtp(N ).

Dokaz : ,, ⇒ ” : Oqigledno.

,, ⇐ ” : Neka su {ai | i < ω} =M i {bi | i < ω} = N
Konstruisa�emo niz elementarnih preslikavaǌa iz podskupova strukture
M u strukturu N .

korak 0: Neka je µ0 = ∅. Poxto je T potpuna teorija, µ0 je elementarno.
Ako je konstruisano µi, onda mo�emo da pre�emo na

korak i+ 1: Neka je j najmaǌi takav da aj nije u dom(µi) = {ai1 , ai2 . . . , aik}.
Neka je p = tpM(ai1 , ai2 . . . , aik , aj). Poxto je Dtp(M) = Dtp(N ), mora
postojati (d1, . . . , dk, d) ∈ Nk+1 takvo da je

tpN (d1, . . . , dk, d) = p = tpM(ai1 , ai2 . . . , aik , aj).

Tada je tpN (d1, . . . , dk) = p = tpM(ai1 , . . . , aik) = tpN (µi(ai1), . . . , µi(aik))
(posledǌa jednakost jer je µi elementarno). Preslikavaǌe koje slika
(d1, . . . , dk) u (µi(ai1), . . . , µi(aik)) je elementarno, pa se, zbog homogenosti
strukture N , mo�e produ�iti do f automorfizma strukture N .

Tada je

tpN (µi(ai1), . . . , µi(aik), f(d)) = tpN (d1, . . . , dk, d) = tpM(ai1 , . . . , aik , aj),

pa je ηi = µi∪{(aj , f(d))} elementarno. η−1
i je tako�e elementarno. Neka

je l najmaǌi takav da b l nije u dom(η−1
i ) = {bi1 , bi2 . . . , bik+1

}. Sliqno
kao malopre, η−1

i se mo�e produ�iti do elementarnog νi takvog da je
dom(νi) = dom(η−1

i ) ∪ {bl}. Onda je µi+1 = ν−1
i elementarno preslika-

vaǌe.
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Neka je µ =
∪
i<ω µi. µ je oqigledno elementarno preslikavaǌe. Element

ai ∈ M je dodat domenu preslikavaǌa µ najkasnije u i-tom koraku, pa je µ
elementarno utapaǌe, tj. domen mu je ceo M . Elementu bj ∈ N je na�en
neki iz M koji se slika u ǌega, najkasnije u j-om koraku pa je µ ,,na”
elementarno preslikavaǌe, a time i izomorfizam. �

Posledica 3.1.18 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna
teorija i M i N prosti modeli teorije T . Va�i M ∼= N .

Dokaz : Po tvr�eǌu 3.1.7, M i N su atomski i prebrojivi, pa su po tvr-
�eǌu 3.1.15 izomorfni. �

3.2 Zasi�ene strukture

Definicija 3.2.1 Neka je κ beskonaqan kardinal, L najvixe prebrojiv
jezik, T ǌegova kompletna teorija i M |= T . Ka�emo da je M κ -zasi�en
ako za svako A ⊆M za koje va�i |A| < κ u M realizovano svako p ∈ SM(A).
Ka�emo da je M zasi�en ako je |M | -zasi�en. �

Tvr�eǌe 3.2.2 Za prirodan broj n i beskonaqan kardinal κ su ekviva-
lentni iskazi:

• M κ -zasi�en;

• Ako je A ⊆M , |A| < κ i p (ne obavezno potpun) n-tip nad A, onda se p
realizuje u M;

• Ako je A ⊆ M ,|A| < κ i p (ne obavezno potpun) 1-tip nad A, onda se p
realizuje u M. �

Tvr�eǌe 3.2.3 Neka je κ beskonaqan kardinal.
Ako je M κ -zasi�ena, onda je M κ -homogena struktura. �

Tvr�eǌe 3.2.4 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, neka je M L-struktura
i neka je T = Th(M). Tada:
M je ℵ0-zasi�ena akko je ℵ0-homogena i realizuje sve tipove u S(T ).�

Posledica 3.2.5 Ako su dve strukture zasi�eni i prebrojivi modeli
iste potpune teorije najvixe prebrojivog jezika, onda su izomorfne jedna
drugoj. �
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Tvr�eǌe 3.2.6 Neka je M struktura prebrojivog jezika. Postoji struk-
tura M̃ < M koja je ℵ0-homogena i za koju va�i |M| = |M̃|.

Dokaz : Prvo �emo za proizvoǉnu strukturu N na�i N ′ < N , takvo da
je |N | = |N ′| i da za svaku trojku a, b, d ∈ N<ω, takvu da je tpN (a) = tpN (b),
postoji e ∈ N ′ takvo da je tpN

′
(a, d) = tpN

′
(b, e).

Neka je {(aα, bα, d) |α < |N |} nabrajaǌe svih trojki (a, b, d) takvih da je
a, b, d ∈ N<ω i da je tpN (a) = tpN (b). Pravi�emo elementarni lanac struk-
tura N 0 4 N 1 4 N 2 4 · · · 4 Nα . . . .

1) Neka je N 0 = N .⋄
2) Ako je α graniqni ordinal, onda neka je Nα =

∪
β<αN β.⋄

3) Za α = β+1 neka je Π(x) = {φ(bβ , x) | N β |= φ(aβ , d)}∪ThNβ
(N β). Neka je

∆(c) konaqan podskup skupa Π(c) i neka je {φ1(bβ , x), φ2(bβ , x), . . . , φk(bβ , x)} =
∆(x) \ ThNβ

(N β). Tada za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} va�i N β |= φi(aβ , d), a time
i N β |= φ1(bβ , d) ∧ φ2(bβ , d) ∧ · · · ∧ φk(bβ , d).

Dakle, N β |= ∃x(φ1(bβ , x)∧φ2(bβ , x)∧· · ·∧φk(bβ , x)), a time N β |= φ1(bβ , c)∧
φ2(bβ , c) ∧ · · · ∧ φk(bβ , c), xto uz N β |= ThNβ

(N β) daje N β |= ∆(c).

Dakle, Π(c) je (konaqno) zadovoǉiv skup reqenica jezika LNβ ∪{c}. Neka
je Nα (α = β + 1) su�eǌe ǌenog modela na jezik L.⋄
1, 2 i 3. qine induktivnu konstrukciju elementarnog lanca. Neka je N ′ =∪
α<|N | Nα. Oqigledno je da je |N ′| = |N |.

1. Neka je M0 = M′. Dakle, za svaku trojku a, b, d ∈ M<ω, takvu da je
tpM(a) = tpM(b), postoji e ∈M0 takvo da je tpM0(a, d) = tpM0(b, e).

2. Neka je Mi+1 = M′
i. Dakle, za svaku trojku a, b, d ∈ M<ω

i+1, takvu da je
tpMi (a) = tpMi (b), postoji e ∈Mi+1 takvo da je tpMi+1(a, d) = tpMi+1(b, e).

Neka je M̃ =
∪
i<ωMi. Oqigledno je da je |M̃| = |M| i da je M̃ ℵ0-

homogena struktura. �

Tvr�eǌe 3.2.7 Neka je T potpuna teorija prebrojivog jezika. T ima pre-
brojiv zasi�en model akko je S(T ) najvixe prebrojiv2. �

Posledica 3.2.8 1. Ako T ima prebrojiv zasi�en model, onda ima i prost
model.
2. Ako T ima maǌe od 2ℵ0 modela, onda ima i zasi�en prebrojiv i prost
model. �

Tvr�eǌe 3.2.9
2i tad za ǌu ka�emo da je mala.
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1. Za sve M postoji κ+-zasi�en model N < M za koje je |N | 6 |M |κ.

2. Ako je 2κ = κ+, onda postoji zasi�en model teorije T mo�i κ+.

3. Ako je κ neprebrojiv, regularan3 kardinal takav da je 2λ 6 κ za sve
λ < κ, onda T ima zasi�en model mo�i κ. �

Definicija 3.2.10: Neka je κ beskonaqan kardinal. Za potpunu teoriju T
ka�emo da je κ-stabilna ako iz M |= T , A ⊆M i |A| 6 κ sledi |SM(A)| 6 κ.

Ka�emo da je M κ-stabilna ako je takva Th(M). �

Tvr�eǌe 3.2.11 Neka je κ regularan kardinal. Ako je T κ-stabilna, onda
postoji zasi�en M |= T mo�i κ. Xta vixe, za M0 |= T mo�i κ, postoji
zasi�en M < M0 mo�i κ.

Specijalno, ako je T ω-stabilna teorija, onda postoji zasi�en model
mo�i κ za sve regularne kardinale κ. �

Definicija 3.2.12 Neka je M struktura najvixe prebrojivog jezika i
T = Th(M). Ka�emo da je M κ-univerzalna struktura ako se svaka struk-
tura N |= T mo�i maǌe od κ elementarno utapa u M. Ka�emo da je M
univerzalna struktura ako je |M |+-univerzalna. �

Tvr�eǌe 3.2.13 Neka je κ > ℵ0. Ako je M κ -zasi�en, onda je M κ+-uni-
verzalan. �

Tvr�eǌe 3.2.14 Neka je κ > ℵ0. Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1. M je κ- zasi�ena struktura;

2. M je κ- homogena i κ+-univerzalna struktura.

Ako je κ neprebrojiv kardinal, onda su 1. i 2. ekvivalentni iskazu

3. M je κ- homogena i κ-univerzalna struktura. �

Posledica 3.2.15 Struktura M je zasi�ena akko je univerzalana i ho-
mogena. �

3λ je regularan kardinal ako mu je kofinalnost λ. Dobar primer regularnog je λ+.
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Tvr�eǌe 3.2.16 Neka je L najvixe prebrojiv jezik, T potpuna L teorija
i M i N ǌeni modeli.

1. Ako su M i N zasi�ene beskonaqne strukture isti mo�i, onda su
jedna drugoj izomorfne;

2. Ako je N κ- homogena struktura za neko κ 6 |N | i Dtp(M) ⊆ Dtp(N ),
onda za A ⊆ M takvo da je |A| 6 κ postoji elementarno preslikavaǌe
µ : A−→N ;

3. Ako je M κ- homogena struktura za neko κ 6 |M | i Dtp(M) = S(Th(M)),
onda je M κ -zasi�ena struktura. �

Tvr�eǌe 3.2.17 Ako su M ≡ N homogene strukture iste mo�i koje real-
izuju iste tipove bez parametara, onda su izomorfne jedna drugoj. �

Posledica 3.2.18 Neka je T potpuna teorija najvixe prebrojivog jezika.
Tada:

1. Broj neizomorfnih homogenih modela teorije T mo�i κ nije ve�i od
22

ℵ0 ;

2. Ako T ima prebrojiv zasi�en model, onda broj neizomorfnih homoge-
nih modela teorije T mo�i κ nije ve�i od 22

ℵ0 . �

Definicija 3.2.19 Neka je M struktura jezika L, a ∈Mn, A ∈ M i D ⊆
Mn. Za φ(x, y) ∈ ForL oznaqimo {m ∈ Mk |M |= φ(m, a)} sa φ(Mk, a) ili sa
φ(M,a), budu�i da znaqeǌe k proizilazi iz konteksta φ(x, a). Ka�emo i da
je skup rexeǌa formule φ(x, a).

Ka�emo da se D mo�e definisati (engleski definable) u M ili, ako je
jasno u kojoj strukturi M radimo, da se D mo�e definisati akko postoje
formula φ(x, y) i b ∈ Mm takvi da D = φ(M, b). Tada ka�emo i da φ(x, b)
definixe D u M ili, ako je jasno u kojoj strukturi M radimo, ka�emo
da φ(x, b) definixe D.

Ako skup D definixe formula iz ForLA, onda ka�emo da se D mo�e
definisati preko A (u M).

Za b ∈M ka�emo da se mo�e definisati preko A u M ako se skup {b}
mo�e definisati preko A (u M).
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Ako je φ(M,a) neprazan i konaqan skup i ako je a ∈ Am za A ⊆ M , onda za
φ(x, a) ∈ ForLA ka�emo da je algebarska nad A ili da je algebarska sa
parametrima iz A.

Za b ∈ M<ω ka�emo da je algebarski nad A ako postoji algebarska
formula φ(x, a) ∈ ForLA takva da je b ∈ φ(M,a). �

Tvr�eǌe 3.2.20 Neka je M zasi�en, neka je A ⊆M takav da je |A| < |M | i
neka je X ⊆Mn definabilan parametrima iz M . Tada va�i:

X mo�e da se definixe parametrima iz A akko svaki automorfizam M-a
koji fiksira taqke skupa A, fiksira skup X.

Dokaz :
,, ⇒ ” : Neka je φ(x, y) L-formula takva da φ(x, a) definixe X.

Neka je µ automorfizam M-a koji fiksira taqke skupa A.
b ∈ X akko (jer φ(x, a) definixe X)
M |= φ(b, a) akko (jer je µ automorfizam)
M |= φ(µ(b), µ(a)) akko (jer µ fiksira taqke skupa A)
M |= φ(µ(b), a) akko (jer φ(x, a) definixe X)
µ(b) ∈ X

,, ⇐ ” : Neka X nije takav i neka ne mo�e da se definixe parametrima iz
A. Dakle, nije X =M i X = ∅ i za svako φ(x, y) i svako a ∈ A<ω takve da je
M |= ∃xφ(x, a) i M |= ∃x¬φ(x, a), postoje b ∈ X i d /∈ X takvi da M |= φ(b, a)
i da M |= φ(d, a). Neka je ψ(x,m) formula koja definixe X. Dakle, za
svako φ(x, y) i svako a ∈ A<ω takve da je M |= ∃xφ(x, a) i M |= ∃x¬φ(x, a),
postoje b ∈ X i d /∈ X takvi da

(⋆) M |= φ(b, a) ∧ ψ(b,m) ∧ φ(d, a) ∧ ¬ψ(d,m).
Neka je A1 = A ∪ {m}.
Posmatrajmo skup LA1-formula p(x, y) = {¬ψ(x,m)} ∪ tpM(b,m/A).

Ako je saglasan bi�e sadr�an u nekom q ∈ SM
n+i(A1), a kako je M zasi�ena

struktura, postoja�e (b1,m1) ∈Mn+i koji ga realizuje. Tada tpM(b,m/A) =
tpM(b1,m1/A), pa je µ koje fiksira elemente skupa A i par (b,m) slika u
(b1,m1) elementarno preslikavaǌe. Kako je M zasi�ena struktura, to je
i homogena, pa se µ mo�e produ�iti do automofizma (koji �emo tako�e da
oznaqimo sa µ).

Tada je M |= ¬ψ(b1,m), jer (b1,m1) realizuje tip q (a time i p), tj.
M |= ¬ψ(µ(b),m), pa µ(b) /∈ X.

Dakle, ostalo je da se poka�e da je p saglasan sa teorijom ThA1(M).
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Neka je ∆ konaqan podskup skupa p. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo pret-
postaviti da je ∆ = {¬ψ(x,m) ∧ θ(x, y, a)}4.
Ako nije
ThM (M) |= ∃x∃y(¬ψ(x,m) ∧ θ(x, y, a)), onda je
ThM (M) |= ∀x∀y¬(¬ψ(x,m) ∧ θ(x, y, a))
ThM (M) |= ∀x∀y(ψ(x,m) ∨ ¬ θ(x, y, a))
ThM (M) |= ∀x∀y(θ(x, y, a)−→ψ(x,m))
(⋆⋆) ThM (M) |= ∀x(∀yθ(x, y, a)−→ψ(x,m)).

Kako je ∀yθ(x, y, a) ∈ ForLA
, to , na osnovu ⋆ moraju postojati b2, d2 takvi da

va�i
M |= ∀yθ(b2, y, a) ∧ ψ(b2,m) ∧ ∀yθ(d2, y, a) ∧ ¬ψ(d2,m) xto je u suprotnosti sa
(⋆⋆) po qemu bi bilo
M |= ∀y(θ(d2, y, a)−→ψ(d2,m)).

Naxli smo, dakle, automorfizam M-a koji fiksira elemente skupa A i
ne fiksira skup X. �

Posledica 3.2.21 Neka je M zasi�ena struktura i neka je A ⊆ M takav
da je |A| < |M |. Tada va�i: b mo�e da se definixe parametrima iz A akko
svaki automorfizam M-a koji fiksira taqke skupa A, fiksira i taqku b”.

Dokaz : Direktna posledica tvr�eǌa 3.2.20. �

Tvr�eǌe 3.2.22 Neka je M zasi�en, neka je A ⊆M takav da je |A| < |M | i
neka je b ∈M . Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1. b je algebarski nad A;

2. b ima samo konaqno mnogo slika pri automorfizmima strukture M
koji fiksiraju elemente skupa A;

3. tpM(b/A) ima konaqno mnogo realizacija u M.

Dokaz :
,,1 ⇒ 2” : Ako je b algebarski nad A, onda se za neko k i neke b =

b1, b2, . . . , bk skup {b1, . . . , bk} mo�e definisati parametrima iz A. Po tvrd-
jeǌu 3.2.20, svaki automorfizam M koji fiksiraju elemente skupa A fik-
sira skup {b1, . . . , bk}, pa je
{µ(b) |µ ∈ Aut(M) i µ fiksira elemente skupa A} ⊆ {b1, . . . , bk};

4∆ \ {¬ψ(x,m)} ⊆ tpM(b,m/A) pa kako je tpM(b,m/A) deduktivno zatvoren i ∆ konaqan,
bi�e

∧
{∆ \ {¬ψ(x,m)}} ∈ tpM(b,m/A). ∆ je saglasan akko je ¬ψ(x,m) ∧

∧
{∆ \ {¬ψ(x,m)}}

saglasan.
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,,2 ⇒ 3” : Ako je tpM(b/A) = tpM(d/A), onda je preslikavaǌe µ̃ koji
fiksira elemente skupa A i slika b u d elementarno preslikavaǌe, a kako
je M zasi�ena struktura, to je i homogena, pa se µ̃ mo�e produ�iti do
automorfizma µ. Dakle, {d | tpM(b/A)=tpM(d/A)}⊆ 5

{µ(b)|µ ∈Aut(M) i µ fiksira elemente skupa A}.

,,3 ⇒ 1” : Neka je tpM(b/A) tip koji ima konaqno mnogo realizacija i
neka ih je k. Tada skup

Γ(x0, . . . , xk) = ThA(M) ∪
k∪
i=0

{φ(xi) |φ(x) ∈ tpM(b/A)} ∪ {
∧

06i<j6k
¬ (xi ≡ xj)}

mora biti protivreqan, tj. ne mo�e biti zadovoǉiv, jer bi onda postojalo
k + 1 realizacija tipa tpM(b/A). Dakle, za neke φ1, . . . , φn ∈ tpM(b/A) va�i

ThA(M) |=
k∪
i=0

{φ1(xi), φ2(xi), φ3(xi), . . . φm(xi)} =⇒ ¬

 ∧
06i<j6k

¬ (xi ≡ xj)

, tj

ThA(M) |=
k∧
i=0

 n∧
j=1

φj(xi)

 =⇒
∨

06i<j6k
xi ≡ xj,

pa je
∧n
j=1 φj(x) formula (sa paremetrima iz skupa A) koja definixe

konaqan skup i b pripada tom skupu, te je b algebarski. �

3.3 Univerzalni domen

Jedna od jako korisnih osobina zasi�enih struktura je univerzalnost: Ako
je M zasi�ena strkutura i N ǌoj elementarno ekvivalentna struktura
mo�i maǌe ili jednake (tj. |N | 6 |M|), onda je N izomorfna nekoj ele-
mentarnoj podstrukturi strukture M. Zato je svako pri izomorfizmima
invarijantno svojstvo koje posuduju modeli teorije T = Th(M) mo�i 6 |M|
odr�ano u elementarnim podstrukturama strukture M. Zato mo�emo, ako
izaberemo dovoǉno veliki zasi�en model M |= T , sve modele teorije T
smatrati za elementarne podstrukture M-a.

Pretpostavimo da je T potpuna teorija ima proizvoǉno velike zasi�ene
modele. Neka je Υ neki iskaz o modelima teorije T i neka je M zasi�en
model teorije T . Ako sa ΥM oznaqimo relativizaciju iskaza Υ na elemen-
tarne podstrukture M-a, onda je dokazati da va�i Υ (za sve modele teorije
T ) isto xto prvo proizvoǉno izabrati zasi�eno M |= T , fiksirati ga, a
onda za ǌega dokazati ΥM (za sve podmodele M-a).

Otud slede�a definicija

5zapravo va�i jednakost, ali za ovaj deo dokaza to nije bitno.
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Definicija 3.3.1 Neka T potpuna teorija koja ima zasi�ene modele
proizvoǉno velike mo�i i neka je U jedan takav. Za ǌega ka�emo da je
univerzalni domen teorije T ili, kra�e, da je univerzum teorije T .
Koristi se jox i termin ,,monstrum model”. �

Ako je T ω-stabilna teorija onda ima zasi�ene modele mo�i κ za svaki
regularan kardinal κ. Ako radimo uz dodatni skupovno teoretski uslov
da za svaki kardinal λ postoji jako nedosti�iv ve�i od ǌega, onda �e T
imati univerzalni domen.

Nadaǉe �emo podrazumevati slede�e:
-U je dovoǉno veliki zasi�en model teorije T ;
-Za sve M |= T podrazumevamo M 4 U i |M| < |U|;
-Za svaki skup parametara A podrazumevamo da je podskup univerzuma

i da je |A| < |U|. Za takvo A �e svako p ∈ S(A) biti realizovano (u U);
-Umesto tpU(a/A) i SU

n (A) pixemo tp(a/A) i Sn(A)
-Ako je a ∈ M<ω i φ formula sa parametrima iz M , onda je M |=

φ(a) akko je U |= φ(a). Zato �emo umesto U |= φ(a) pisati |= φ(a) i po-
drazumeva�emo da je N |= φ(a) kad god je a ∈ N<ω.

Jedna od prednosti univerzalnog domena je xto se sad svako elementarno
preslikavaǌe produ�ava do automorfizma U-a.
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Glava 4

O dimenziji

4.1 Predgeometrije

Definicija 4.1.1 Neka je cl : P (V )−→P (V ). (V, cl) je predgeometrija
ukoliko za sve A,B ⊆ V i a, b ∈ V va�e slede�i uslovi:

(1) Idempotentnost A ⊆ cl(A) = cl(cl(A))

(2) Monotonost A ⊆ B povlaqi cl(A) ⊆ cl(B);

(3) Konaqan karakter cl(A) =
∪
{cl(A0)|A0 konaqan podskup od A};

(4)1 Zamena a ∈ cl(A ∪ {b}) \ cl(A) povlaqi b ∈ cl(A ∪ {a}).
Za operator cl koji zadovoǉava (1)-(3) ka�emo da je operator zatvoreǌa
�

Primer 4.1.2 Primeri operatora zatvoreǌa

1. Univerzalna algebra

Neka je (M,fi)i∈I algebra2. Neka je cl(A) podalgebra algebre (M,fi)i∈I
generisana skupom A, za A ⊆M . cl je operator zatvoreǌa.

2. Parcijalna ure�eǌa

Neka je (P,6) parcijalno ure�eǌe. Za A ⊂ P definixemo

cl(A) = {x ∈ P |x 6 a za neko a ∈ P

i cl(∅) = ∅. (P, cl) je operator zatvoreǌa. �
1Steinitz-ova aksioma zamene
2nema relacijskih znakova u jeziku
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Definicija 4.1.3 Za cl(A) ka�emo da je zatvoreǌe skupa A, a za sku-
pove oblika cl(A) da su zatvoreni skupovi. Konaqna predgeometrija se
u kombinatorici naziva i matroid. Geometrija je predgeometrija koja
zadovoǉava i: cl(x) = {x} za sve x ∈ V . �

Primer 4.1.4 Primeri predgeometrija

1. Vektorski prostori - projektivna predgeometrija

Neka je (V,+, f ·)f∈F vektorski prostor nad poǉem F , pri qemu su f ·
unarne funkcije ,,mno�eǌe skalarom f”. Za A ⊆ V definixemo cl(A)
kao podprostor generisan sa A (isto kao u Primeru 4.1.2). (V, cl) je
predgeometrija. Ako je V = R3, zatvoreni skupovi su prave i ravni
koje prolaze kroz koordinatni poqetak (i ∅ i R3).

2. Delovaǌe grupe - degenerisana predgeometrija

Neka je (G, ◦, 1) grupa i L = {Fg | g ∈ G} skup unarnih funkcijskih
simbola. G-skup je svaka L-struktura koja zadovoǉava:

F1(x) = x i Fg(Fh(x)) = Fg◦h(x) (za sve g, h ∈ G).

Ako je (V, ...) G-skup tada se doka�e da svaka funkcija Fg indukuje
permutaciju skupa V . Orbita elementa v ∈ V je O(v) = {Fg(v) | g ∈ G}.
Za A ⊆ V definiximo: cl(A) =

∪
{O(x) |x ∈ A} (isto kao u Primeru

4.1.2). (V, cl) je predgeometrija.

- Ovako definisana predgeometrija je degenerisana (ili trivi-
jalna) xto znaqi da zadovoǉava:

x ∈ cl(Y ) akko (∃y ∈ Y )x ∈ cl({y}).

- Ako je G = {1} onda mo�emo smatrati da se radi o qistoj teoriji
jednakosti.

3. Vektorski prostori - afina geometrija

Neka je V vektorski prostor nad nekim poǉem F . Posmatrajmo struk-
turu (V,G, Fα)α∈F gde je:

G(x, y, z) = x− y + z i Fα(x, y) = α · x+ (1− α) · y.

cl(A) definixemo kao u Primeru 4.1.2 (tj. kao afini podprostor ge-
nerisan skupom A). (V, cl) je predgeometrija.

Ako je V = R3 tada funkcija G odre�uje ,,qetvrto teme paralelograma
dijagonalno nasuprot temenu y”: taqke x y z i G(x, y, z) su temena
paralelograma i du� y G(x, y, z) je ǌegova dijagonala; Fα(x, y) je taqka
koja ,,du�” xy deli u odnosu (1 − α) : α. Zatvoreni skupovi su sve
prave i ravni (i ∅ i R3).
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4. Poǉa - algebarsko zatvaraǌe

Neka je (F,+, ·) poǉe. Definixemo b ∈ acl(A) akko postoji nekonstan-
tan polinom p sa koeficijentima iz poǉa generisanog skupom A, takav
da je p(b) = 0. (F, acl) je predgeometrija. �

Pogledajmo primer poǉa iz drugog ugla: imamo beskonaqno poǉe (F,+, ·).
ǋegovim ‘malim’ podskupovima smatramo konaqne podskupove opisane kao
skup rexeǌa polinomijalne jednaqine. Tada je cl(A) unija svih malih pod-
skupova qije polinomijalne jednaqine imaju koeficijente u potpoǉu gener-
isanim sa A.

Sliqno, u sluqaju vektorskih prostora, malim formulama (po x) sma-
tramo one oblika x =

∑n
i=1 fi vi (vi smatramo parametrima) pa je cl(A)

unija skupa rexeǌa svih malih formula sa parametrima iz A.
Opxti model-teorecki osnov je slede�i: Fiksiramo strukturu prvog

reda M u jeziku L. Posmatramo formule ϕ(x; y) gde su y promenǉive
rezervisane za parametre. Neke od formula ϕ(x, m̄) proglasimo za male
(paze�i da neke oqite stvari moraju da va�e; npr. invarijantnost u odnosu
na automorfizme, unija dve male mora biti mala, ....) Zatim definixemo
cl(A) kao uniju skupa rexeǌa svih malih formula koje imaju parametre iz
A...

Definicija 4.1.5 Neka je (V, cl) predgeometrija. Za neprazan skup A ⊆ V
ka�emo da je cl-nezavisan3 ako za sve a ∈ A va�i a /∈ cl(A\{a}). U suprotnom
ka�emo da je skup A cl-zavisan. Ka�emo da a cl-ne zavisi od A akko je {a}
cl-nezavisno nad A a u suprotnom da a cl-zavisi od A.
Za maksimalan u odnosu na inkluziju cl-nezavisan skup ka�emo da je baza
prostora V . �

Lema 4.1.6 Neka je (V, cl) skup snabdeven operatorom zatvoreǌa. Va�i:
1) cl(A) = cl(B) akko A ⊆ cl(B) i B ⊆ cl(A);
2) Presek zatvorenih skupova je zatvoren.

Dokaz : 1) ,, ⇐ ” : iz A ⊆ cl(B) na osnovu monotonosti sledi cl(A) ⊆ cl(cl(B))
pa se na osnovu idempotentnosti mo�e zakǉuqiti cl(A) ⊆ cl(B). Sliqno, iz
B ⊆ cl(A) sledi cl(B) ⊆ cl(A).
,, ⇒ ” : Pretpostavimo cl(A) = cl(B). Kako, zbog monotonosti, va�i A ⊆
cl(A) zakǉuqujemo A ⊆ cl(B). Sliqno B ⊆ cl(A).

2) Podsetimo da je A zatvoren ako je A = cl(A). Neka je Ai = cl(Ai) za
svako i ∈ I. Iz aksiome (1) u definiciji sledi

(*)
∩
i∈I

Ai ⊆ cl(
∩
i∈I

Ai).

Sa druge starne va�i
∩
i∈I

Ai ⊆ Ai za svako i ∈ I, pa va�i

3mada �emo, kad ne dovodi do zabune, izostavǉati ,,cl” i samo govoriti ,,nezavisan”.
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cl(
∩
i∈I

Ai) ⊆ cl(Ai) = Ai za svako i ∈ I, a time i

(**) cl(
∩
i∈I

Ai) ⊆
∩
i∈I

Ai

Iz zvezde i dve zvezde sledi tvr�eǌe. �

Fiksirajmo predgeometriju (V, cl).

Lema 4.1.7 Ako je A∪B nezavisan i A∩B = ∅ onda je cl(A)∩ cl(B) = cl(∅).

Dokaz : Iz ∅ ⊆ cl(A) ∩ cl(B) zbog monotonosti je cl(∅) ⊆ cl(cl(A) ∩ cl(B)).
Kako je, prema drugom delu leme 4.1.6, cl(A) ∩ cl(B) zatvoren time je i
cl(∅) ⊆ cl(A) ∩ cl(B).

Pretpostavimo suprotno tvr�eǌu: cl(∅) ̸= cl(A) ∩ cl(B). Neka je d takav
da d ∈ (cl(A) ∩ cl(B)) \ cl(∅). Tada d ∈ cl(A) \ cl(∅) i d ∈ cl(B) \ cl(∅).

Iz d ∈ cl(A) i finitarnog karaktera operatora zatvoreǌa (aksioma (3))
sledi da za neki konaqan A0 ⊆ A va�i d ∈ cl(A0), a zbog d /∈ cl(∅) sledi da
je A0 neprazan, tj da za svaki A0 za koji va�i d ∈ cl(A0) i A0 ⊆ A mora da
va�i A0 ̸= ∅. Neka je A0 = {a1, a2, . . . , an} ⊆ A jedan takav i to takav da je d ∈
cl({a1, a2, . . . , an}) i nije d ∈ cl({a1, a2, . . . , an} \ {ai}) za svako i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ovo zapravo znaqi da je A0 najmaǌi takav skup, tj. da nijedan ǌegov pravi
podskup ne sadr�i d u svom zatvoreǌu. Neka je B0 = {b1, b2, . . . , bk} ⊆ B
takav da je d ∈ cl({b1, b2, . . . , bk}).

Poxto je d ∈ cl({a1, a2, . . . , an}) \ cl({a1, a2, . . . , an−1}), na osnovu aksiome
zamene se mo�e zakǉuqiti da je an ∈ cl({a1, a2, . . . , an−1, d}).

Imamo slede�u situaciju:

d ∈ cl(B0) ⊆ cl({a1, . . . , an−1} ∪B0) i {a1, . . . , an−1} ⊆ cl({a1, . . . , an−1} ∪B0)

Odavde sledi {a1, a2, . . . , an−1, d} ⊆ cl({a1, . . . , an−1} ∪B0), a time i

cl({a1, a2, . . . , an−1, d}) ⊆ cl({a1, . . . , an−1} ∪B0)).

Dakle, an ∈ cl({a1, a2, . . . , an−1, d}) ⊆ cl({a1, . . . , an−1} ∪ B0), pa A0 ∪ B0 nije
nezavisan skup, a time ni A ∪B nije nezavisan, xto je kontradikcija. �
Tvr�eǌe 4.1.8 (Induktivna konstrukcija nezavisnih skupova):

A = {ai | i < α} je cl-nezavisan akko ai /∈ cl({aj | j < i}) za sve i < α.

Dokaz : Oznaqimo Ai = {aξ | ξ < i}. Netrivijalan smer: Pretpostavimo
da ai /∈ cl(Ai) za sve i < α i doka�imo da je A nezavisan t.j aj /∈ cl(A \ {aj})
za sve j < α.

Radi svo�eǌa na kontradikcuiju, pretpostavimo suprotno: Neki aj ∈
cl(A \ {aj}) pa, zbog konaqnog karaktera cl (aksioma (3)), postoje i1 < i2 <
... < in+1 razliqiti od j takvi da aj ∈ cl({ai1 , ai2 , ..., ain+1}); zbog aj /∈ cl(Aj)
mora va�iti j < in+1. Pretpostavimo tako�e da smo ik-ove odabrali tako
da je in+1 najmaǌi mogu�. Tada:
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aj ∈ cl({ai1 , ai2 , ..., ain+1}) \ cl({ai1 , ai2 , ..., ain}).

Primenom aksiome zamene dobijamo

ain+1 ∈ cl({ai1 , ai2 , ..., ain , aj}).

Iz i1 < i2 < ... < in < in+1 i j < in+1 sledi {ai1 , ai2 , ..., ain , aj} ⊂ Ain+1 .
Prema tome ain+1 ∈ cl(Ain+1). Kontradikcija. �

Lema 4.1.9 Va�i:
1) A je baza akko je A cl-nezavisan i cl(A) = V ;
2) Ako je a ∈ cl(A ∪ {b}) \ cl(A) onda je cl(A ∪ {b}) = cl(A ∪ {a}).

Dokaz : 1) Ako je A nezavisan i nije cl(A) = V , onda je A ∪ {v} nezavisan
za bilo koje v ∈ V \ cl(A). Ako se za neko v ∈ V skup A mo�e proxiriti do
nezavisnog skupa A ∪ {v}, onda v /∈ cl(A) pa nije cl(A) = V .

2)Ako je a ∈ cl(A ∪ {b}) \ cl(A) onda je {a} ∪ A ⊆ cl(A ∪ {b}), pa je,
po aksiomama 2 i 1 taqno i cl({a} ∪ A) ⊆ cl(A ∪ {b}). Tako�e, ako je a ∈
cl(A ∪ {b}) \ cl(A), onda, po aksiomi zamene, va�i i b ∈ cl(A ∪ {a}) \ cl(A), pa
je po istoj logici kao malo pre cl({b} ∪A) ⊆ cl(A ∪ {a}). �

Tvr�eǌe 4.1.10 Za svaka dva cl-nezavisna skupa A i B za koja va�i B ⊆
cl(A), va�i i |B| 6 |A|.

Dokaz : Neka je A = {ai | i < λ} neka numeracija skupa A i B = {bi | i < α}.
Kako b0 ∈ cl(A) postoji najmaǌi i < λ takav da b0 ∈ cl({a0, a1, ..., ai}); Tada:

b0 ∈ cl({a0, ..., ai−1, ai}) \ cl({a0, ..., ai−1}).

Prema aksiomi zamene imamo ai ∈ cl({b0, a0, ..., ai−1}) a prema lemi 4.1.9

cl({b0, a0, ..., ai−1}) = cl({a0, a1, ..., ai}).

Koriste�i posledǌe i tvr�eǌe 4.1.8 zakǉuqujemo da je nezavisan i skup

A0 = {a0, ..., ai−1, b0, ai+1, ...} = A ∪ {b0} \ {ai}.

Odavde, sliqno kao u lemi 4.1.9 sledi cl(A0) = cl(A). Sve u svemu:

A0 = {a0, ..., ai−1, b0, ai+1, ...} je nezavisan, |A0| = |A| i B ⊆ cl(A) = cl(A0).

Ovim smo zamenili jedan element iz A sa b0 ne promenivxi cl(A) pa A0 i B
zadovoǉavaju iste uslove kao i A i B. Daǉe �emo ponoviti gorǌi postupak
sa A0 i b1 na mestu A i b0. Pre toga, zbog jednostavnosti zapisa, a kako
numeracija elemenata skupa A nije bitna mo�emo pretpostaviti da va�i:

A0 = {b0, a1, a2, ...} = {b0, ai | 0 < i < λ} je nezavisan, |A0| = |A| i
B ⊆ cl(A0) = cl(A).
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Ponovimo prethodni postupak sa A0 (u numeraciji b0, a1, a2, ...) i b1 umesto
sa A i b0: za b1 na�emo najmaǌi qlan niza kojim mo�emo da ga zamenimo
(to ne mo�e biti b0 jer zbog nezavisnosti skupa B va�i b1 /∈ cl({b0})); tako
dobijemo

A1 = {b0, b1, a2, a3...} je nezavisan, |A1| = |A| i B ⊆ cl(A1) = cl(A).

Sada tra�imo zamenu za b2; zbog nezavisnosti skupa B je b2 /∈ cl({b0, b1}) pa
to ne�e biti ni b0 ni b1...
Tako mo�emo ceo B utopiti u A, tj. |B| 6 |A|. �

Posledica 4.1.11 Ako su A i B nezavisni skupovi i ako je cl(A) = cl(B),
onda je |A| = |B|. �

Definicija 4.1.12 Iz prethodne posledice sledi da svake dve baze imaju
istu kardinalnost koja se naziva dimenzija prostora V (oznaka dim(V )).

Ako je A ⊆ V , onda za maksimalan nezavisan skup I ⊆ A ka�emo da je
baza skupa A. �

Centralni rezultat ovog dela je:

Teorema 4.1.13 Va�i:

1) I je baza skupa A akko je I nezavisan i cl(I) = cl(A).

2) Svake dve baze skupa A su iste kardinalnosti (za koju ka�emo da je
dimenzija skupa A; oznaka dim(A)).

3) cl(A) = cl(B) povlaqi dim(A) = dim(B). Posebno: dim(A) = dim(cl(A)).

Dokaz :
1) Sliqno kao dokaz leme 4.1.9.
2) Posledica posledice 4.1.11.
3) Sledi iz 1) ovog tvr�eǌa. �

Posledica 4.1.14 (1) Svake dve baze vektorskog prostora imaju istu kar-
dinalnost, to je dimenzija vektorskog prostora.

(2) Svake dve transcendentne baze poǉa F imaju istu kardinalnost koja
se naziva stepen transcendentnosti poǉa F . �

4.2 dim-nezavisnost u predgeometrijama

U ovom delu �emo definisati ternarnu relaciju nezavisnosti u predgeo-
metrijama. ǋen ciǉ je da poslu�i kao uvod u kasnije definisanu relaciju
nezavisnosti A ⌣|

MR
B ⟨C ⟩ u ω-stabilnim teorijama. Budu�i da se ovi
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rezultati kasnije ne�e koristiti, ǌihove dokaze, koji su uglavnom ele-
mentarni i oslaǌaju se na rezultate prethodnog dela, �emo izostaviti.

Videli smo da u model-teoretskom tumaqeǌu predgeometrija parametri
u formulama imaju va�nu rolu. Slede�a definicija pokriva sluqaj kada
parametre iz A absorbujemo u jezik, ne meǌaju�i ‘male’ formule.

Definicija 4.2.1 Neka je cl : P (V )−→P (V ) i neka je A ⊆ V . Za pre-
slikavaǌe clA : P (V )−→P (V ) definisano sa clA(X) = cl(A∪X) ka�emo da je
lokalizacija cl-a na A. �

Naravno, cl = cl∅.

Tvr�eǌe 4.2.2 Neka je cl : P (V )−→P (V ) i neka je A ⊆ V .
1) Ako je cl operator zatvoreǌa, onda je clA operator zatvoreǌa .
2) Ako je cl predgeometrija, onda je clA predgeometrija. �

U svetlu definicije 4.2.1 i tvr�eǌa 4.2.2 postoje ekvivalenti pojmovi i
osobine onima koji ranije iskazani. Dokazi ve�ine tvr�eǌa koja slede
se mogu dobiti tako xto se preprave dokazi odgovaraju�ih tvr�eǌa koji
su prethodili. Mahom se prepravka sastoji u uniformnoj zameni operatora
,,cl” operatorom ,,clC” ili ,,clX” itd.

Neka je (V, cl) fiksirana predgeometrija.

Za neprazan skup A ⊆ V ka�emo da je cl-nezavisan4 nad B ako za sve
a ∈ A va�i a /∈ clB(A \ {a}). U suprotnom ka�emo da je A cl-zavisan nad B.
Maksimalan u odnosu na inkluziju cl-nezavisan skup nad B je baza nad B
prostora V .

Tvr�eǌe 4.2.3 Va�i:
1) I je baza skupa A nad C akko je nezavisan nad C i ako je clC(I) = clC(A).
2) Svake dve baze skupa A nad C su iste mo�i. �

Iz rezultata prethodnog poglavǉa, prethodtnog tvr�eǌa kao i tvr�eǌa
4.2.2 sledi da svake dve baze nad C imaju istu mo�. Za taj kardinal ka�emo
da je dimenzija prostora V nad C i oznaqavamo ga sa dim(V/C). Ako je
A ⊆ V , onda za maksimalan nad C nezavisan skup I ⊆ A ka�emo da je baza
skupa A nad C. Svake dve baze za A nad C imaju istu mo�, to je dimenzija
skupa A nad C, u oznaci dim(A/C).

Tvr�eǌe 4.2.4 (1) Ako je C0 cl-baza za C i A0 clC-baza za A tada je C0∪A0

cl-baza za A ∪ C.
(2) dim(A ∪ C) = dim(C) + dim(A/C) �

4mada �emo, kao i u sluqaju definicije 4.1.5 kad ne dovodi do zabune, izostavǉati ,,cl” i samo
govoriti ,,nezavisan”.
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Definicija 4.2.5 Neka su A, B i C podskupovi skupa V . Ka�emo da je
A dim-nezavisno od B nad C (ili samo da je A nezavisno od B nad C) ako
je za svaki konaqan A0 ⊆ A ispuǌeno dim(A0/B ∪ C) = dim(A0/C). Oznaka
A ⌣|

dim
B ⟨C⟩. �

Relaciju A ⌣|
dim

B ⟨C⟩ shvatamo i kao: A ne zavisi vixe od B ∪ C nego
xto zavisi od C.

Teorema 4.2.6 Osnovna svojstva dim-nezavisnosti su:

1. Konaqni karakter

A ⌣|
dim

B ⟨C⟩ akko za sve konaqne A0 ⊆ A i B0 ⊆ B va�i
A0 ⌣|

dim
B0⟨C⟩

2. Monotonost

A ⌣|
dim

B1 ∪B2 ⟨C⟩ povlaqi A ⌣|
dim

B1 ⟨C⟩.

A ⌣|
dim

B1 ∪B2 ⟨C⟩ povlaqi A ⌣|
dim

B1 ∪B2 ⟨C ∪B2⟩;

3. Simetrija

A ⌣|
dim

B ⟨C⟩ akko B ⌣|
dim

A ⟨C⟩;

4. Tranzitivnost

A ⌣|
dim

B1 ⟨C⟩ i A ⌣|
dim

B2 ⟨C ∪B1⟩ akko A ⌣|
dim

B1 ∪B2 ⟨C⟩.

�



Glava 5

Minimalne strukture, Marxova
teorema

5.1 Operator acl

Neka je M struktura jezika L, a ∈Mn i A ⊆M . Ponovimo neke definicije
i neke proxirimo. Za formulu φ(x, y) jezika L

{m ∈Mk |M |= φ(m, a)}

je skup definisan formulom φ(m, a). Oznaqavamo ga sa φ(Mk, a), a qesto i
sa φ(M,a), budu�i da znaqeǌe k proizilazi iz konteksta φ(x, a). Ka�emo i
da je skup rexeǌa formule φ(x, a).

Neka je D ⊆Mn. Ka�emo da se D mo�e definisati (u M) (ili da je de-
finabilan sa parametrima u M) ako postoje formula φ(x, y) i b ∈Mm takvi
da D = φ(M, b). Tada ka�emo i da φ(x, b) definixe D. Ako skup D defini-
xe formula sa parametrima iz A, onda ka�emo da se D mo�e definisati
preko A (ili da je A-definabilan). Za b ∈ M ka�emo A-definabilan ako
se skup {b} mo�e definisati preko A.

dclM(A) je skup svih elemenata skupaM koji su A-definabilni. Ukoliko
je M jasan iz konteksta, onda pixemo dcl umesto dclM. Za A ⊆ D je dclD(A) =
dclM(A) ∩D. Ovim je definisan operator

dclD : P (D)−→P (D)

Ako je φ(M,a) neprazan i konaqan skup i ako je a ∈ Am za A ⊆ M , onda
za φ(x, a) ∈ ForLA ka�emo da je algebarska nad A ili da je algebarska sa
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parametrima iz A. Za b ∈ M ka�emo da je algebarski nad A ako postoji
algebarska formula φ(x, a) ∈ ForLA takva da je b ∈ φ(M,a).

aclM(A) je skup svih elemenata skupa M koji su algebarski nad A. Uko-
liko je M jasan iz konteksta, onda pixemo acl umesto aclM. Ako je D =
φ(M,m), onda za A ⊆ D je aclD(A) = D ∩ aclM(A ∪m). Ovim je definisan
operator

aclD : P (D)−→P (D).

U izvesnom smislu algebarsko zatvoreǌe skupa ne zavisi od modela.
Taqnije, va�i slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 5.1.1 Ako je A ⊆M i M 4 N onda je:
1. aclM (A) = aclN (A);
2. dclM (A) = dclN (A)

Dokaz :
1. Ako ā ∈M<ω i |φ(M, a)| = k, onda je

M |= ∃x1, . . . , xk(
∧

16i6k φ(xi, a) ∧ ∀y(φ(y, a) =⇒
∨

16i6k y ≡ xi)

pa istu reqenicu mora zadovoǉavati svaka elementarna nadstruktura i
svaka elementarna podstruktura strukture M koji sadr�i parametre for-
mule φ. Ako je A ⊆ M i M 4 N onda je |φ(M, a)| = |φ(N , a)| za bilo koju
algebarsku formulu φ sa parametrima iz A, a time i φ(M, a) = φ(N , a).
Dakle, b ∈ aclM (A) akko
postoji ā ∈M<ω i algebarska formula φ(x, a) takva da je b ∈ φ(M, a) akko
postoji ā ∈M<ω i algebarska formula φ(x, a) takva da je b ∈ φ(N , a) akko

b ∈ aclN (A).

Sledi aclM (A) = aclN (A).

2. Sliqno kao 1. �

Napomena 5.1.2 Iz prethodnog tvr�eǌa je jasno da ako se D mo�e defi-
nisati, ako je A ⊆ D ⊆ M i ako je M 4 N , onda je raqunati aclD(A) u M
isto xto i raqunati ga u N . Sliqno za dclD(A). �

Definicija 5.1.3 Tip je algebarski ako sadr�i algebarsku formulu. �

Tvr�eǌe 5.1.4 Ako a ∈ acl(C)k tada postoji algebarska formula ϕ(x, c) ∈
tpM(a/C) takva da:

za sve b ∈Mk takve da M |= ϕ(b, c) va�i tpM(a/C) = tpM(b/C)1.

Xta vixe, svaka ϕ(x, c) ∈ tpM(a/C) takva da je |ϕ(Mk, c)| = m najmaǌi
mogu� zadovoǉava tvr�eǌe.

1tj. ϕ izoluje tip tpM(a/C).
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Dokaz : Neka je ϕ(x, c) ∈ tpM(a/C) takva da je |ϕ(Mk, c)| = m najmaǌi mogu�
i neka je φ(x, c) ∈ tp(a/C). Ako ne bi bilo MC |= ∀x(ϕ(x, c) =⇒ φ(x, c)), onda
bi postojalo neko a0 takvo da je MC |= ϕ(a0, c) i nije MC |= φ(a0, c). Ako sa
θ(x, c) oznaqimo formulu ϕ(x, c) ∧ φ(x, c), onda a0 ̸∈ θ(Mk, c) i a ∈ θ(Mk, c)
a ∈ θ(Mk, c) ⊂ {a0} ∪ θ(Mk, c) ⊆ ϕ(Mk, c), xto je u suprotnosti s izborom
formule ϕ.

Dakle, ϕ izoluje tip tpM(a/C). Ako je M |= ϕ(b, c), onda b realizuje tip
tpM(a/C). �

Napomena 5.1.5

1. Svaki algebarski tip je izolovan.

2. Algebarska formula φ(x, a) (sa n slobodnih promeǉivih) je sadr�ana
samo u konaqno mnogo poptpunih n-tipova od kojih je svaki algebarski
i izolovan. To su taqno {tpM(b/a) | b ∈ φ(M, a)}.

3. Algebarnost tipa p se ne mo�e proveriti tako xto se proveri skup
p(M), tj. ima sluqaja kad je p(M) konaqan skup a tip p nije alge-
barski.

4. Struktura koja realizuje samo algebarske tipove je atomska. Takva
struktura je prosta bez obzira na kardinalnost jezika. �

Definicija 5.1.6 Ako a ∈ acl(C) ⊆M , onda za najmaǌi mogu�i m takav
da postoji algebarska nad C formula ϕ(x, c) takva da je a ∈ ϕ(M, c) i
|ϕ(M, c)| = m < ℵ0 ka�emo da je vixestrukost ili multiplicitet (multi-
plicity) a nad C, u oznaci mult(a/C) = m.

Vixestrukost se na isti naqin definixe i za taplove: ako C ⊆ M i
a ∈ Mk i postoji algebarska nad C formula ϕ(x, c) takva da a ∈ ϕ(Mk, c) i
|ϕ(Mk, c)| = m < ℵ0 tada se najmaǌi mogu� takav m naziva vixestrukost a
nad C, u oznaci mult(a/C) = m. Mo�emo proxiriti definiciju i re�i da je

mult(a/C) = inf{ |φ(Mk, c)| |φ(x, c) ∈ ForLC i M |= φ(a, c) }

ako je taj infimum postoji. �

Osobina 5.1.7 Ako je a ∈ acl(C)k ⊆ Mk i za formulu φ va�i mult(a/C) =
|ϕ(Mk, c)| za a ∈ acl(C)k ⊆Mk sledi ϕ(x, c) ⊢ tp(a/C). �

Tvr�eǌe 5.1.8 Neka su C ⊆ M , a = (a′1, ...a
′
k) ∈ aclM (C)k, b = (b′1, ...b

′
l) ∈

aclM (C ∪ {a′1, ...a′k})l i ab = (a′1, ...a
′
k, b

′
1, ..., b

′
l). Tada:

mult(a/C) · mult(b/C ∪ {a}) = mult(ab/C).

Dokaz : Dokaza�emo tvr�eǌe u sluqaju k = l = 1 i C = ∅; opxte je sliqno.
Pretpostavimo:
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mult(a) = m, ϕ(x) je algebarska nad ∅ i a = a1 ∈ {a1, a2, ...am} = ϕ(M);

mult(b/a) = n, ψ(y, a) je algebarska nad {a} i
b = b11 ∈ {b11, b12, ...b1n} = ψ(M,a).

Dakle, ϕ(x) izoluje tpM(a) i ψ(y, a) izoluje tpM(b/a). Na osnovu tvr�eǌa
o tranzitivnosti izolovanosti tipova (tvr�eǌe 2.2.12) i napomene 2.2.13,
sledi da je tpM(ab) izolovan formulom φ(x, y) = ϕ(x) ∧ ψ(y, a)

n = |ψ(M,a)|, pa M |= ∃=nyψ(y, a).
Dakle, ∃=nyψ(y, x) ∈ tpM(a), pa M |= ∀x(ϕ(x) =⇒ ∃=nyψ(y, x))
Neka je Bi = {bi1, bi2, ...bin} = ψ(M,ai) (1 6 i 6 m). Tada:

(1) |{(ai, bij) | i = 1, 2, ...m j = 1, 2, ..., n }| = m · n;

(2) φ(M2) = {(ai, bij) | i = 1, 2, ...m j = 1, 2, ..., n }. �

Posledica 5.1.9 Ako je C ⊆M , onda va�i (za odgovaraju�i k):
mult(a/C) < ℵ0 akko a ∈ aclM (C)k. �

Napomenimo da kad god je d algebarski nad A, onda je

mult(d/A ∪B) 6 mult(d/A).

Tvr�eǌe 5.1.10 Ako je D ⊆M definabilan onda je aclD operator zatvo-
reǌa na D, t.j. ako su A,B ⊆ D, onda va�i:

1) A ⊆ aclD(A) = aclD(aclD(A)) ;

2) A ⊆ B povlaqi aclD(A) ⊆ aclD(B);

3) aclD(A) =
∪
{aclD(A0)|A0 konaqan podskup od A};

Dokaz :
1) Za a ∈ A formula x ≡ a je LA- formula koja definixe skup {a},

koji je, oqigledno konaqan i neprazan, pa je a ∈ aclD(A), a time je i A ⊆
aclD(A). Primeǌuju�i to na skup A1 = aclD(A) dobijamo A1 ⊆ aclD(A1), tj.
aclD(A) ⊆ aclD(aclD(A)).

Neka je d ∈ aclD(aclD(A)) i neka je φ(x, y) (algebarska) LA-formula takva
da φ(x, b) izoluje tip tpM(d/aclD(A)) i neka je ϕ(y) algebarska LA-formula
koja izoluje tpM(b/A). Po teoremi o izolovanosti tipova, φ(x, y) ∧ ϕ(y)
je LA-formula koja izoluje tpM(d, b/A). Po tvr�eǌu 5.1.8 je φ(x, y) ∧ ϕ(y)
algebarska formula. Tada je ∃yφ(x, y) ∧ ϕ(y) algebarska LA-formula i d je
jedno ǌeno rexeǌe pa je d ∈ aclD(A). Odatle, aclD(aclD(A)) ⊆ aclD(A).

Dakle, A ⊆ aclD(A) = aclD(aclD(A));
2) Oqigledno;
3) Ako je b ∈ aclD(A), onda je b ∈ φ(M, a) = {b, b1, b2, . . . , bk} za neke parame-

tre a iz A.
Tada je b ∈ aclD(a) ⊆

∪
{aclD(A0) |A0 konaqan podskup skupa A}. �
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Tvr�eǌe 5.1.11 Ako je D ⊆M definabilan onda je dclD operator zatvo-
reǌa na D, t.j. ako su A,B ⊆ D, onda va�i:

1) A ⊆ dclD(A) = dclD(dclD(A)) ;

2) A ⊆ B povlaqi dclD(A) ⊆ dclD(B);

3) dclD(A) =
∪
{dcl(A0)|A0 konaqan podskup skupa A}; �

5.2 Minimalne strukture

U ovom delu je T potpuna teorija prebrojivog jezika, osim ako se drugaqije
ne naglasi.

Definicija 5.2.1 : Neka je M beskonaqna L-struktura i φ(x, a) nealge-
barska LM -formula. Ka�emo da je φ(x, a) minimalna u M, ako je za svaku
LM -formulu ψ(x, b) taqno jedan od slede�a dva skupa konaqan

φ(M, a) ∩ ψ(M, b) i φ(M, a) ∩ ¬ψ(M, b)

U tom sluqaju i za skup D = φ(M, a) ka�emo da je minimalan.
Ka�emo da je φ jako minimalna, ako je za svaku strukturu N < M i

svaku LN -formulu ψ(x, b) bar jedan od skupova φ(N , a) ∩ ψ(N , b) i φ(N , a) ∩
¬ψ(N , b) konaqan. U tom sluqaju i za skup D = φ(M, a) ka�emo da je jako
minimalan.

Za kompletnu teoriju ka�emo da je jako minimalna ako je svaki ǌen
model jako minimalan skup. �

Primetimo da pojam minimalnosti zavisi od strukture, dok pojam jake
minimalnosti ne zavisi od konkretne strukture ve� samo od teorije.

Lema 5.2.2 Neka su M i N elementarno ekvivalentne strukture, a ∈Mn

i b ∈ Nn i tpM(a) = tpN (b). Za svaku formulu φ(x, y) jezika L va�i:

φ(x, a) je jako minimalna akko je φ(x, b) jako minimalna.

Dokaz : Neka je φ(x, a) jako minimalna formula. Neka je N 1 < N , neka
je b

′ ∈ N1 i neka je ψ(x, b
′
) LN1-formula. Iz tpM(a) = tpN (b) = tpN1 (b)

sledi da je preslikavaǌe µ : b−→M, definisano sa µ(b) = a delimiqno
elementarno preslikavaǌe iz N 1 u M, pa se mo�e produ�iti do delimiqno
elementarnog µ⋆ : bb

′−→M1 za neko M1 < M. Neka je a′ = µ⋆(b
′
). Ako

φ(x, b) ∧ ψ(x, b
′
) nije algebarska, onda, zbog elementarnosti preslikavaǌa

µ⋆, to nije ni φ(x, a) ∧ ψ(x, a′), pa je, zbog jake minimalnosti formule φ,
algebarska formula φ(x, a)∧¬ψ(x, a′), a onda je takva, zbog elementarnosti
preslikavaǌa µ⋆, takva i φ(x, b) ∧ ¬ψ(x, b′).



62 5 Minimalne strukture, Marxova teorema

Dakle, φ(x, b) je jako minimalna.

Kako su strukture M i N u ovom rezonovaǌu ravnopravne, sledi i
simetriqan deo: iz pretpostavke da je φ(x, b) je jako minimalna, da se za-
kǉuqiti da je i φ(x, a) je jako minimalna. �

Tvr�eǌe 5.2.3 Ako je M minimalna struktura i A ⊂ M , onda je i
struktura dobijena iz M absorbovaǌem A u jezik tako�e minimalna. �

Lema 5.2.4 Ako je D ⊂ M jako minimalan, onda va�i Xtajnicova ak-
sioma zamene :

a ∈ aclD(A ∪ {b}) \ aclD(A) povlaqi b ∈ aclD(A ∪ {a}).

Dokaz : Dokaza�emo zamenu u sluqaju A = ∅: a ∈ aclD({b})\aclD(∅) povlaqi
b ∈ aclD({a}). Opxti se svodi na ovaj kada A absorbujemo u jezik.

Neka je φ(x,m) minimalna formula koja definixe D.
Pretpostavimo suprotno: a ∈ aclD({b})\aclD(∅) i b /∈ aclD({a}). Postoji

prirodan broj n i L-formula ϕ(x, y) koji svedoqe a ∈ aclD({b}):

M |= φ(b,m) ∧ φ(a,m) ∧ ϕ(b, a) ∧ (∃=nz)(φ(z,m) ∧ ϕ(b, z)).

Oznaqimo φ(x,m)∧φ(y,m)∧ϕ(x, y)∧(∃6nz)(φ(z,m)∧ϕ(x, z)) sa ψ(x, y). Tada:

M |= ψ(x, y) → (∃6ny)ψ(x, y).

Iz M |= ψ(b, a), zbog b /∈ aclD{a}), zakǉuqujemo da je skup rexeǌa formule
ψ(x, a) beskonaqan, zbog minimalnosti mora biti ko-konaqan; neka mu kom-
plement ima k elemenata. Kako ’za sve osim k’ mo�emo izraziti formulom
imamo: M |= (∀but6kt)ψ(t, a).

Kako a /∈ aclD(∅) sledi de je skup rexeǌa formule (∀but6kt)ψ(t, y) bes-
konaqan: neka su a1, a2, ..., an+1 razliqiti elementi ǌenog skupa rexeǌa.
Tada je |¬ψ(M,ai)| 6 m pa kako je M beskonaqna postoji b′ ∈ M takav da je
M |=

∧
16i6n+1 ψ(b

′, ai). Znaqi |ψ(b′,M)| > n+1, xto je u kontradikciji sa:

M |= ψ(b′, ai) → (∃6ny)ψ(b′, y). �

Tvr�eǌe 5.1.10 i lema 5.2.4 zajedno ka�u da je aclD predgeometrija.

Posledica 5.2.5 Ako je D minimalan skup strukture M tada je (D, aclD)
predgeometrija. �

Primer 5.2.6 Neka je M = {(i, j) ∈ ω2 | j 6 i}. Posmatrajmo strukturu
(M,E) gde je E((i, j), (k, l)) akko i = k (relacija ekvivalencije qije su
sve klase konaqne i imaju redom 1, 2, 3, ... elementa). Lako se pokazuje da
je ona minimalna ali da joj nijedno (pravo) elementarno proxireǌe nije
minimalno. �
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Primer 5.2.7 (1) Algebarski zatvoreno poǉe fiksne karakteristike je
jako minimalna struktura. to sledi iz qiǌenice da teorija dopuxta elim-
inaciju kvantora, pa se svaka formula svodi na koǌukciju jednakosti i ne-
jednakosti. Dakle, svaka svaka formula je ekvivalentna koǌukciji jednog
sistema polinomijalnih jednaqini i negaciji drugog sistema polinomi-
jalnih jednaqina,pa je opqigledno da je skup rexeǌa sistema konaqan ili
kokonaqan.

(2) Vektorski prostor je, sliqnom kao malopre, zbog eliminacije kvan-
tora jako minimalna struktura. �

Primer 5.2.8 (a) (ω,<) je minimalna struktura.
Ako dodamo simbol konstante za 0 i simbole binarnih relacija Sn i defin-
ixemo Sn(a, b) akko a+ n = b ima�emo eliminaciju kvantora.

(b) (ω+ω∗, <) je minimalna struktura. ω∗ je obrnuti ω: ω∗ = {i∗ | i ∈
ω} i ure�eǌe je:

0 < 1 < ... < i < i+ 1 < ... < (j + 1)∗ < j∗ < ... < 1∗ < 0∗. �

Lema 5.2.9 Neka je A ⊆ M i neka je f : A−→N parcijalno elementarno
utapaǌe.

(a) Ako c ∈ aclM (A) tada postoji d ∈ aclN (f(A)) takav da se f mo�e pro-
du�iti do parcijalnog elementarnog utapaǌa f ∪ {(c, d)}.

(b) f se mo�e produ�iti do elemenratnog f⋆ : aclM (A)−→N i pri tome
je f⋆(aclM (A)) = aclN (f(A)).

Dokaz : (a) Neka formula ϕ(x, a) ∈ tp(c/A) svedoqi c ∈ aclM (A): ϕ(x, a) ⊢
tp(c/A). Tada za svaku A-formulu ψ(x, a0):

ili M |= (∀x)(ϕ(x, a) → ψ(x, a0)) ili M |= (∀x)(ϕ(x, a) → ¬ψ(x, a0)),

prva opcija va�i akko M |= ψ(c, a0) (ψ(x, a0) ∈ tp(c/A)), a druga akko
¬ψ(x, a0) ∈ tp(c/A). Kako je f parcijalno elementarno imamo:

ili N |= (∀x)(ϕ(x, f(a)) → ψ(x, f(a0))) ili
N |= (∀x)(ϕ(x, f(a)) → ¬ψ(x, f(a0))).

Daǉe, M |= ϕ(c, a) pa M |= (∃x)ϕ(x, a). f je parcijalno elementarna
pa: N |= (∃x)ϕ(x, f(a)) i postoji d ∈ N takav da N |= ϕ(d, f(a)). Zbog
gorǌeg ’ili - ili’ za svaku f(A)-formulu ψ(x, f(a0)) va�i:

N |= ψ(d, f(a0)) akko N |= (∀x)(ϕ(x, f(a)) → ψ(x, f(a0))).

Imamo niz ekvivalencija:

M |= ψ(c, a0) akko M |= (∀x)(ϕ(x, a) → ψ(x, a0)) akko
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N |= (∀x)(ϕ(x, f(a)) → ψ(x, f(a0))) akko N |= ψ(d, f(a0)).

Sledi da je f∗ elementarno i d ∈ aclN (f(A))).
(b) sledi direktno iz dela (a). �

Kako je za bilo koji definabilan skup D u M operator aclD definisan
jednakox�u aclD(A) = D ∩ aclM (A), za sve A ⊆ D, prethodna lema se lako
(dokaz je stvar kompikovane notacije, a ne originalne ideje) uopxti do

Lema 5.2.10 Neka je D definabilan skup u M i neka je D′ definabilan
skup u N . Neka je A ⊆ D i neka je f : A−→N elementarno utapaǌe za koje
je f(A) ⊆ D′.

(a) Ako je c ∈ aclD(A) tada postoji d ∈ aclD′(f(A)) takav da se f mo�e
produ�iti do parcijalnog elementarnog utapaǌa f ∪ {(c, d)}.

(b) f se mo�e produ�iti do elemenratnog f⋆ : aclD(A)−→N i pri tome
je f⋆(aclD(A)) = aclD′(f(A)).

Lema 5.2.11 Neka je M |= T , M 4 N i, a1, . . . , ak ∈ A ⊆ M , φ(x, a) jako
minimalna formula i A ⊆ B ⊆ N1.

1. Postoji taqno jedan nealgebarski tip u SN 1
1 (B) koji sadr�i φ.

2. Ako je µ : B−→N2 elementarno, d1 ∈ φ(N1, a) \ acl(B) i d2 ∈ φ(N2, a) \
acl(µ(B)), onda je µ ∪ {(d1, d2)} elementarno.

3. Ako su bi1, . . . , b
i
n ∈ φ(Ni, a) nezavisni nad A, onda je

tpN 1(b
1
/B) = tpN 2(b

2
/B).

Dokaz :

1. Neka su p i q u SN 1
1 (B) i neka sadr�e φ. Neka je p nealgebarski i neka

je p ̸= q. Tada postoji formula ψ sa parametrima iz B koja je u p \ q.
Iz φ,ψ ∈ p sledi da je i ψ ∧ φ ∈ p, pa je ψ ∧ φ nealgebarska, xto zbog
jake minimalnosti formule φ povlaqi da je ¬ψ ∧φ ∈ q algebarska, pa
je takav i q.

2. Neka je ψ(x) bilo koja formula sa parametrima iz B. Ako je N 1 |=
ψ(d1), iz d1 ∈ φ(N1, a) \ acl(B), sledi da je φ(N 1) ∧ ψ(N 1) beskonaqan
skup, a time i φ(N 1) ∧ ¬ψ(N 1) konaqan. Dakle, postoji broj n takav
da va�i N 1 |= ∃=nx!(φ(x) ∧ ¬ψ(x)). Zbog M 4 N i mora biti i N 2 |=
∃=nx!(φ(x) ∧ ¬ψ(x)) (drugim reqima φ(x) ∧ ¬ψ(x) je algebarska for-
mula) pa, zbog d2 ∈ φ(N2, a) \ acl(µ(B)) ne mo�e biti N 2 |= ¬ψ(d2)) i
mora biti N 2 |= ψ(d2)).
Sliqno, ako N 1 |= ψ(d1), onda N 1 |= ψ(d1). Dakle, µ∪ {(d1, d2)} elemen-
tarno.
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3. Iteriraju�i prethodni postupak, dokazuje se ova taqka tvr�eǌa. �

Neznatnim prilago�avaǌem dokaza prethodne leme, dokazuje se slede�a:

Lema 5.2.12 Neka je M |= T , M 4 N i, φ(x) jako minimalna formula bez
parametara i B ⊆ N1.

1. Postoji taqno jedan nealgebarski tip u SN 1
1 (B) koji sadr�i φ.

2. Ako je µ : B−→N2 elementarno, d1 ∈ φ(N1)\acl(B) i d2 ∈ φ(N2)\acl(µ(B)),
onda je µ ∪ {(d1, d2)} elementarno.

3. Ako su bi1, . . . , b
i
n ∈ φ(Ni) nezavisni nad A, onda je

tpN 1(b
1
/B) = tpN 2(b

2
/B).

Napomena: Ako se u drugu lemu (5.2.12) stavi da je A = ∅, onda je zapravo
ona varijanta prve leme (5.2.11). U takvoj notacije je slede�e tvr�eǌe
posledica obe prethodne leme:

Posledica 5.2.13 Ako su N i, A i φ kao u iskazima lema 5.2.11 i 5.2.12, i
ako je za i = 1, 2 Bi beskonaqan podskup φ(N i) nezavisan nad A, onda su oni
skupovi neraspoznatǉivih istog dijagrama tipova nad A, tj. za svako ele-
mentarno preslikavaǌe µ : A−→A i svako 1 − 1 preslikavaǌe f : B1−→B2,
µ ∪ f je elementarno. �

Teorema 5.2.14 Marx[7]:
(A) Neka je T jako minimalna i neka su M i N ǌeni modeli.

(1) M se mo�e elementarno utopiti u N akko dimM (M) 6 dimN (N ).
(2) M i N su izomorfne ako i samo ako dimM (M) = dimN (N ).

(B) Neka su N i, A i φ kao u iskazima lema 5.2.11 i 5.2.12 i neka je
dimN1(φ(N 1)) = dimN2(φ(N 2)). Tada postoji elementarno
preslikavaǌe µ : φ(N 1)−→N 2 i pri tom je µ(φ(N 1)) = φ(N 2)

Dokaz :
(B) Neka je Bi baza predgemetrije φ(N i) i neka je f bilo koja bijekcija
iz B1 u B2. Primenom posledice 5.2.13 se zakǉuquje da je f elementarno,
leme 5.2.9 i 5.2.10 obezbe�uju da se f da produ�iti do tra�enog µ.
(A) sledi iz (B) �

Ova teorema ima zanimǉivu posledicu u sluqaju jako minimalne teorije:

Posledica 5.2.15 Neka je T jako minimalna teorija u prebrojivom jeziku.
Tada je T neprebrojivo kategoriqna. �
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Glava 6

Stabilne teorije, Votovi parovi
i Morlijeva teorema

6.1 κ-stabilne teorije

Definicija 6.1.1: Neka je κ beskonaqan kardinal. Za potpunu teoriju T
ka�emo da je κ-stabilna ako iz M |= T , A ⊆M i |A| 6 κ sledi |SM(A)| 6 κ.
Ka�emo da je M κ-stabilna ako je takva Th(M). �

Qesto ka�emo ,,ω-stabilnost”, umesto ,,ℵ0-stabilnost”. Primeri ω-sta-
bilnih teorija su jako minimalne teorije iz prethodnog poglavǉa: ACF0

ili teorija beskonaqnih vektorskih prostora nad fiksiranim poǉem. Pri-
mer teorije koja nije ω-stabilna je DLO zato xto postoji kontinuum tipova
u S1(Q); stvar je metoda beskonaqne kombinatorike pokazati da DLO nije
κ-stabilna ni za jedan beskonaqan κ. Na sliqan naqin se mo�e pokazati da
bilo koja teorija koja ima model sa definabilnim parcijalnim ure�eǌem
koje ima beskonaqan strogo rastu�i lanac nije κ-stabilna ni za jedan κ.

Naredna lema utvr�uje da je za ispitivaǌe ω-stabilnosti dovoǉno bro-
jati 1-tipove.

Lema 6.1.2 Neka je n > 1 prirodan broj, κ beskonaqan kardinal i T
potpuna teorija proizvoǉnog jezika. Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) Iz M |= T , A ⊆M i |A| 6 κ sledi |SM
1 (A)| 6 κ;

2) Iz M |= T , A ⊆M i |A| 6 κ sledi |SM
n (A)| 6 κ;

3) Iz M |= T , A ⊆M i |A| 6 κ sledi |SM(A)| 6 κ.
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Dokaz : Dovoǉno je pokazati da iz 1) sledi 2). Pretpostavimo 1) i neka
M |= T , A ⊆M i |A| 6 κ. Bez umaǌeǌa opxtosti, M je zasi�en i ima mo�
mnogo ve�u od κ. Neka p(x) ∈ SM

n (A) i izaberimo a = (a1, a2, ..., an) ∈ Mn

koji realizuje p. Zbog pretpostavke 1) o broju 1-tipova, ima najvixe
κ mogu�nosti za tpM(a1/A), najvixe κ mogu�nosti za tpM(a2/Aa1), .....,
najvixe κ mogu�nosti za tpM(an/Aa1...an−1). Prema tome, ima najvixe κ
mogu�nosti za tpM(a/A) �

Tvr�eǌe 6.1.3 Ako je potpuna teorija T najvixe prebrojivog jezika ω-
stabilna, onda je ona κ-stabilna za sve beskonaqne kardinale κ.

Dokaz : Sliqno drugom delu dokaza tvr�eǌa 3.1.11: pod pretpostavkom da
T nije κ-stabilna za neki neprebrojiv κ pokaza�emo da postoji ,,binarno
drvo visine ω” formula koje proizvodi kontinuum tipova nad prebrojivim
skupom parametara.

Neka je M |= T , A ⊆ M , |A| = κ i |SM
n (A)| > κ. Poxto ima samo κ

formula sa parametrima iz A, mora postojati formula φ∅(x) takva da je
| [φ∅(x)] | > κ.

-korak 1: Na osnovu 3.1.9 postoji ψ(x) takva da je | [φ∅(x) ∧ ψ(x)] | > κ i
| [φ∅(x)∧¬ψ(x)] | > κ. Neka je φ1(x) = φ∅(x)∧ψ(x) i φ0(x) = φ∅(x)∧¬ψ(x).

Ako smo za sve σ ∈ 2i konstruisali φσ(x), onda prelazimo na

-korak i+ 1: Opet na osnovu tvr�eǌa 3.1.9, za sve σ ∈ 2i postoji formula
ψσ(x) takva da je | [φσ(x) ∧ ψσ(x)] | > κ i | [φσ(x) ∧ ¬ψσ(x)] | > κ. Neka je
φσ,1(x) = φσ(x) ∧ ψσ(x) i φσ,0(x) = φσ(x) ∧ ¬ψσ(x).

Po konstrukciji, za svake σ, τ ∈ 2<ω va�i slede�e:

• | [φσ(x)] | > κ;

• Ako je σ ⊂ τ onda φτ |= φσ;

• φσ,k(x) |= ¬φσ,1−k(x).

Neka je A0 skup parametara iz A koji se javǉaju i {φσ(x) |σ ∈ 2ω}. Oqi-
gledno je da je |A0| 6 ℵ0 i da, sliqno kao u dokazu tvr�eǌa 3.1.11, svakoj
grani drveta {φσ(x) |σ ∈ 2ω} mo�e da se dodeli tip iz SM

n (A0), pa da je
|SM
n (A0)| > 2ℵ0 .

Dakle, ako T nije κ-stabilna (za κ > ℵ0), onda nije ni ω-stabilna. �

Tvr�eǌe 6.1.4 Ako je potpuna teorija najvixe prebrojivog jezika T ω-
stabilna, onda su za svako M |= T , A ⊆ M i n > 1 izolovani tipovi u
SM
n (A) gusti.
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Dokaz : Sliqno prvom delu dokaza tvr�eǌa 3.1.11.
Pretpostavimo suprotno: Skup izolovanih tipova u SM

n (A) nije gust.
Tada postoji φ∅(x) takav da nije sadr�an u nijednom izolovanom tipu a
jeste sadr�an u nekom tipu (tj. saglasna je s teorijom T ).

korak 1: Na osnovu tvr�eǌa 3.1.10 postoji ψ(x) takva da su [φ1(x)] i [φ0(x)]
neprazni skupovi bez izolovanih tipova za φ1(x) = φ∅(x) ∧ ψ(x) i
φ0(x) = φ∅(x) ∧ ¬ψ(x).

Ako smo za sve σ ∈ 2i konstruisali φσ(x), onda prelazimo na

korak i+ 1: Za σ ∈ 2i na osnovu tvr�eǌa 3.1.10 postoji ψσ(x) takva da su
[φσ,1(x)] i [φσ,0(x)] neprazni skupovi bez izolovanih tipova za φσ,1(x) =
φσ(x) ∧ ψσ(x) i φσ,0(x) = φσ(x) ∧ ¬ψσ(x).

Skup svih parametara koje uqestvuju u formulama drveta {φσ(x) |σ ∈ 2ω}
oznaqimo sa A0. Oqigledno je |A0| 6 ℵ0.

Iz konstrukcije je jasno da za bilo koje σ, τ ∈ 2ℵ0 va�i:

• [φτ ] je neprazan i ne sadr�i izolovane tipove;

• Ako je σ ⊂ τ onda φτ |= φσ;

• φτ,j |= φτ,1−j.

Neka je f ∈ 2ω. Va�i [φf|1 ] ⊃ [φf|2 ] ⊃ [φf|3 ] ⊃ . . . .
Dakle, skup { [φf|i+1

] | i ∈ ω} predstavǉa familiju zatvorenih skupova koja
ima svojstvo konaqnog preseka. Poxto je SM

n (A0) kompaktan topoloxki pro-
stor, familija {[φf|i+1

] | i ∈ ω} ima neprazan presek. Izaberimo proizvoǉan
element tog preseka i oznaqimo ga sa pf . Ako je f ̸= g onda postoji i ∈ ω
takav da je f|i = g|i i f(i) ̸= g(i). Po konstrukciji je φf|i+1

|= ¬φg|i+1
pa su pf

i pg razliqiti. Dakle, dodeǉivaǌe f 7→ pf je 1− 1 pa sledi

2ℵ0 = |2ω| = |{pf | f ∈ 2ω}| 6 |SM
n (A0)|,

pa T nije ω-stabilna. �

Primer 6.1.5 (1) Neka je T = ACF i P oblast celih. Ako je F al-
gebarsko zatvoreǌe poǉa razlomaka iz P , onda je F prost model nad P .
Svako utapaǌe P -a u neko algebarski zatvoreno poǉe K se mo�e jednozna-
qno produ�iti do utapaǌa F -a u K i to utapaǌe je elementarno.

(2) Sliqno prethodnom primeru, ako je P ure�ena oblast celih i F je
realno zatvoreǌe poǉa razlomaka iz P , onda je F prost model teorije RCF
nad P . �

Dakle, ,,model prost nad A” je modelsko teoretska verzija ,,algebre
generisane skupom A”. U tom smislu su upravo prethodni primeri bili
inspiracija za uvo�eǌe pojma modela prostog nad skupom.
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Napomena 6.1.6 1. Ako je A = ∅, onda se pojmovi ,,prost nad A” i ,,prost”
poklapaju.

2. Ekvivalentna definicija bi bila: ,,Ka�emo da je M prost nad A ako
je prost model teorije Th(MA)”. Ako je A konaqan skup, onda T = Th(M)
ima maǌe od kontinuum potpunih tipova akko TA = Th(MA) ima maǌe od
kontinuum potpunih tipova. Otud teorija koja ima maǌe od kontinuum
potpunih tipova ima prost model nad bilo kojim konaqnim A.

3. Xto se tiqe neprebrojivih teorija, postojaǌe prostih i atomskih
modela je u mnogome slo�enije. Gustina skupa izolovanih tipova u opxtem
sluqaju ne garantuje postojaǌe atomskih modela (jer teorema o ispuxtaǌu
tipova ne va�i za teorije neprebrojivog jezika). Harington (Harrington)
je pokazao da prost model ne mora biti atomski i da je mogu�e da postoje
(me�usobno) neizomorfni prosti modeli iste teorije. Tako�e postoji ne-
prebrojiva teorija koja ima prost model ali ni za jedan konaqan skup nema
prost model nad tim skupom. Ovi primeri su priliqno komplikovani.

4. Naredne teoreme 6.1.8 i 6.1.9 pokazuju da su ω-stabilne teorije
malo ,,pitomije” po pitaǌu prostih modela. Kasnije �emo navesti (bez
dokaza) i Xelahovu teoremu o jedinstvenosti prostih modela u ω-stabi-
lnim teorijama. �

Definicija 6.1.7 Neka je T potpuna teorija, M |= T i A ⊂M . Ka�emo da
je M minimalan model nad A ili da je modelski minimalan nad A ako
za svaki N takav da je A ⊂ N iz N 4 M sledi N = M. M je (modelski)
minimalan ako je minimalan nad ∅. �

Ponekad je prost model istovremeno i modelski minimalan. Na primer,
kad god M (model potpune teorije najvixe prebrojivog jezika) realizuje
samo algebarske tipove, onda je minimalan i prost model. Nije texko na�i
primer prostog modela koji nije minimalan: (Q, <) je prost model teorije
DLO, ali nije modelski minimalan jer je svaki interval I sa racional-
nim krajevima ǌegova podstruktura razliqita od same strukture (Q, <).
Doduxe, (I,<) je izomorfan prostom (Q, <) pa je i sam prost i nije model-
ski minimalan. Poxto je svaki prebrojiv model teorije DLO izomorfan
modelu (Q, <), svaki je prost i nijedan nije modelski minimalan. Jasno
je da kad potpuna teorija ima i modelski minimalan i prost model, da
su oni izomorfni jedan drugom, DLO je primer teorije koja ima prost a
nema modelski minimalan model, dok je Th(Z,+) primer teorije koja ima
beskonaqno mnogo neizomorfnih minimalnih modela i nema prost model.

Postoje i teorije koje imaju minimalan model koji nije prost. Primer
je teorija Th(Z,+) kojoj je (Z,+) minimalan model ali nije prost (nad ∅);
me�utim, on je prost nad {1}.

Naredna teorema garantuje postojaǌe prostog modela ω-stabilne te-
orije nad bilo kojim skupom parametara, mogu�e neprebrojivim. Model
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konstruisan u dokazu je ne samo prost nego i atomski. Me�utim, ona ne
garantuje jedinstvenost modela.

Teorema 6.1.8 Ako je T ω-stabilna potpuna teorija najvixe prebrojivog
jezika, M |= T i A ⊆M , onda postoji nad A prost atomski model M0 4 M.

Dokaz : Pravi�emo niz skupova {Aβ |β 6 α}, a onda �e ǌihova unija biti
skup nosaq strukture M0. Na poqetku konstrukcije ne znamo koji ordinal
�e igrati ulogu ordinala α.

poqetni korak: A0 = A;

graniqni korak: Ako je ∪γ = γ ̸= 0 i za sve β < γ je napravǉeno Aβ, onda
neka je Aγ =

∪
β<γ Aβ;

sledbeniqki korak: Ako nijedan element skupa M \Aβ ne realizuje izolo-
vani tip nad Aβ,onda stajemo sa konstrukcijom i teku�e β je s poqetka
tra�eno α.

Ako postoji element skupa M \ Aβ koji realizuje izolovani tip nad
Aβ, onda izaberimo jedan takav, oznaqimo ga sa aβ i neka je Aβ+1 =
Aβ ∪ {aβ}.

Neka je M0 = Aα
1. Neka je M |= ∃xφ(x, a) za neko a ∈ A<ωα . Po tvr�eǌu 6.1.4, izolovani

su gusti u SM
1 (Aα), pa postoji izolovani p ∈ [φ(x, a) ]. Tada se p realizuje u

M. Recimo da ga realizuje neki element b ∈M . Onda je p = tpM(b/Aα), pa
�e, po izboru ordinala α u konstrukciji, biti b ∈ Aα, a kako je φ(x, a) ∈ p,
bi�e i M |= φ(b, a). Zbog ovoga je M0 4 M (Tarski-Vot test).

2. Neka je N |= T i µ : A−→N elementarno preslikavaǌe. Napravi�emo
niz elementarnih preslikavaǌa takva da svako slede�e produ�uje svako
prethodno.

poqetni korak: µ0 = µ : A0−→N ;

graniqni korak: Ako je ∪γ = γ ̸= 0 i za sve β < γ je napravǉeno element-
arno µβ, onda neka je µγ =

∪
β<γ µβ. Poxto su svi µβ bili elementarni

to �e i µγbiti elementrano;

sledbeniqki korak: Neka je βα i µβ : Aβ−→N konstruisano elementarno
preslikavaǌe. Neka φ(x, a) izoluje tpM0(aβ/Aβ). Tada, na osnovu
trvr�eǌa 2.3.3, formula φ(x, µβ(a)) izoluje1

µβ(tp
M0(aβ/Aβ)) ∈ SN

1 (µβ(Aβ)).

1Na osnovu prvog dela tvr�eǌa 2.3.3, slika tipa je tip, a na osnovu tre�eg, slika jednoqlanog
baznog mora biti jednoqlan.
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M0 |= ∃xφ(x, a) i µβ je elementarno, pa

N |= ∃xφ(x, µβ(a)), pa za neko b ∈ N va�i

N |= φ(b, µβ(a)), pa �e µβ+1 = µβ ∪ {(aβ , b)} biti elementarno.

Dakle, µα je elementarno i domen mu je ceo M0 pa je elemetarno utapaǌe,
time je i M0 prost nad A.

3. Elementi strukture M0 su oblika aβ, za neko β 6 α. Poka�imo
indukcijom da se u M0 realizuju samo izolovani tipovi nad skupom A.

Po konstrukciji je aβ izolovan nad Aβ.
Taqnije, poka�imo da va�i:

,,Tip tpM0(aβ/A) izolovan za sve β 6 α”.

poqetni korak: a0 je izabran tako da je tip tpM(a0/A0) izolovan. S obzi-
rom da je A0 = A i SM

n (A) = SM0
n (A) (jer je A ⊆ M0 i M0 4 M), bi�e

i tpM0(a0/A) izolovan.

graniqni korak: U graniqnom koraku nismo dodavali elemente (aβ je do-
dat skupu Aβ+1 u koraku β + 1).

sledbeniqki korak: Induktivna hipoteza je da za sve γ < β tip tpM0(aγ/A)
izolovan. aβ je izabran tako da je tip tpM(aβ/Aβ) izolovan. S obzi-
rom da je A ⊆ Aβ i, po induktivnoj hipotezi, svako b ∈ Aβ (jer je b = aγ
za neko γ < β) tip tpM0(b/A) je izolovan, po tvr�eǌu 2.2.12 �e biti
izolovan tip tpM0(aβ/A). �

Narednu, Xelahovu (Shelah) teoremu navodimo bez dokaza, poxto je ne-
�emo koristiti.

Teorema 6.1.9 (Jedinstvenost prostih modela u ω-stabilnim teorijama)
Ako je T ω-stabilna potpuna teorija najvixe prebrojivog jezika, M |= T i
N |= T oba prosta nad A i ako je ThA(M) = ThA(N ), onda postoji izomor-
fizam struktura M i N koji fiksira elemente skupa A. �

U dokazu teoreme 6.1.8 koristi se tehnika koja zaslu�uje da se na ǌu
obrati pa�ǌa. Strukture definisane na taj naqin su uvek proste i atomske
nad skupom nad kojim su konstruisane. Put do dokaza Xelahove teoreme o
jedinstvenosti prostih modela nad skupom se mo�e pre�i tako xto se prvo
doka�e jedinstvenost modela konstruisanih nad datim skupom.

Definicija 6.1.10 Neka je M struktura najvixe prebrojivog jezika L
i neka je B ⊆M . Neka je α ordinal i A = {aβ | β < α} ⊆M . Neka je

A0 = B i Aγ = B ∪ {aβ | β < γ} za 0 < γ < α.
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Ka�emo da je niz {aβ | β < α} konstrukcija nad B ako je tpM(aβ/Aβ) izolovan
tip za svako β < α.

M je konstruisan nad B ili konstruktibilan nad B ako se ǌegovi ele-
menti mogu pore�ati u niz koji je konstrukcija nad B. �

Primetimo da je ako je {aβ | β < α} konstrukcija nad B, onda je kon-
strukcija i nad Aβ za bilo koje β < α.

Teorema 6.1.8, u svetlu nove definicije, glasi

Teorema 6.1.11 (1) Neka je T ω-stabilna teorije, M ǌen model i A ⊆M .
Postoji N 4 M koji je konstruisan nad A.

(2) Ako je M konstruisan nad A, onda je prost nad A i atomski (svaki
tip nad A realizovan u M je izolovan). �

Narednu teoremu navodimo bez dokaza budu�i da je ne�emo koristiti.

Tvr�eǌe 6.1.12 Jedinstvenost Konstruktibilnih modela
Neka je A skup i neka su M i N konstruisani nad A. Tada se identiteta

na A produ�ava do izomorfizma struktura M i N . �

6.2 Votovi parovi

Definicija 6.2.1 Neka je κ > λ > ℵ0. Ka�emo da L-teorija T ima (κ, λ)
model ako postoje L-struktura M |= T i L-formula φ(x) takvi da je |M| = κ
i |φ(M) | = λ. �

Definicija 6.2.2 Ka�emo da je (N ,M) Votov (Vaught) par modela teo-
rije T ako M 4 N |= T , M ̸= N i ako postoji LM -formula φ takva da je
φ(M) beskonaqno i da je φ(M) = φ(N ). �

Primer 6.2.3 Primer Votovog para je par nestandarnih modela teorije
T = Th(N,+, ·, 0, <). Ako je M 4 N |= T , N je nastavak2 M-a, a ∈ M je
beskonaqan i φ(x) = x < a, onda je φ(M) beskonaqan i φ(M) = φ(N ). �

Lema 6.2.4 Ako L-teorija T ima (κ, λ) model za κ > λ > ℵ0, onda T ima
Votov par (N ,M).

Dokaz : Neka je N (κ, λ) model teorije T i neka je D = φ(N ), skup mo�i λ.
Po doǌoj Skolem-Lovenhajm teoremi postoji M 4 N koji sadr�i D i za
koji je |M| = |D| = λ. (N ,M) je Votov par. �

Lema 6.2.5 Ako je (N ,M) Votov par modela teorije T , onda teorija T
ima Votov par (N 0,M0) pri qemu su M0 i N 0 prebrojivi.

2engleski original je ,,end-extension”.
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Dokaz : Neka je P unarni simbol relacije koji se ne javǉa u jeziku L i
L∗ = L ∪ {P}. Ako je (N ,M) Votov par, onda neka je N ∗ struktura koja
nastaje iz N tako xto P interpretiramo kao M .

Ako je φ(x) formula jezika L, onda neka je φP (x) formula jezika L∗

definisana na slede�i naqin:
-ako je φ atomska, onda je φP (x1, . . . , xk) =

∧
i∈{1,2,3,...,k} P (xi)∧φ(x1, . . . , xk);

-ako je φ = ¬ ψ, onda je φP = ¬ ψP ;
-ako je φ = ψ1 ∧ ψ2, onda je φP = ψP1 ∧ ψP2 ;
-ako je φ(x) = ∃yψ(y, x), onda je φP (x) = ∃y(P (y) ∧ ψP (y, x) ).
Indukcijom se lako pokazuje da za sve a ∈M i va�i:

M |= φ(a) akko N ∗ |= φP (a).

Neka je θ(x) formula jezika LM koja svedoqi da je (N ,M) Votov par,
tj. takva da je θ(M) beskonaqan i θ(M) = θ(N ). Neka je {m1, . . . ,ml} skup
parametara izM koji se javǉaju u θ. Po Skolem-Lovenhajm teoremi postoji
prebrojiv model N ∗

0 4 N ∗ koji sadr�i {m1, . . . ,ml}. Neka je N 0 su�eǌe
strukture N ∗

0 na jezik L.

Poxto je M 4 N , za svako φ(x1, . . . , xk) va�i

N ∗ |= ∀x((
∧

i∈{1,2,3,...,k}

P (xi) ∧ φ(x)) ⇒ φP (x)).

Iz N ∗
0 4 N ∗sledi da za iste φ va�i

N ∗
0 |= ∀x((

∧
i∈{1,2,3,...,k}

P (xi) ∧ φ(x)) ⇒ φP (x)),

pa ako sa M0 oznaqimo skup {a ∈ N0 | N 0 |= P (a)} i na ǌemu definisanu
podsturkturu strukture N 0 sa M0, onda va�i M0 4 N 0.

Poxto je θ(M) beskonaqan, za svaki prirodan broj k va�i

N ∗ |= ∃x1, . . . , ∃xk

 ∧
16i<j6k

¬ (xi ≡ xj)

 ∧

 ∧
16i6k

θP (xi)


a zbog N ∗

0 4 N ∗, va�i�e i

N ∗
0 |= ∃x1, . . . , ∃xk

 ∧
16i<j6k

¬ (xi ≡ xj)

 ∧

 ∧
16i6k

θP (xi)

 ,

pa je i θ(M0) beskonaqan.
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θ(M) = θ(N ), pa N ∗ |= ∀x
(
θ(x1, . . . , xk)−→

(∧
16i6k P (xi)

))
a zbog N ∗

0 4
N ∗, va�i i

N ∗
0 |= ∀x

(
θ(x1, . . . , xk)−→

(∧
16i6k P (xi)

))
, pa je θ(M0) = θ(N 0).

N \M je neprazan pa N ∗ |= ∃x¬P (x). Opet zbog N ∗
0 4 N ∗, va�i�e N ∗

0 |=
∃x¬P (x), pa

N0 \M0 ̸= ∅.

Dakle, (N 0,M0) je Votov par modela teorije T . �

Napomena 6.2.6 Dokaz prethodnog tvr�eǌa sugerixe da se posmatraǌe
Votovog para (N ,M) zapravo svodi na posmatraǌe sktrukture N ∗, raxi-
reǌe strukture N u jezik L∗ = L ∪ {P}. Pisa�emo (N 1,M1) 4 (N 2,M2),
umesto da pixemo da za strukture jezika L∗ va�i N ∗

1 4 N ∗
2, pri qemu je,

naravno, M1 = {a ∈ N0 | N ∗
1 |= P (a)} i M2 = {a ∈ N | N ∗

2 |= P (a)}. �

Lema 6.2.7 Ako su M0 4 N 0 |= T prebrojivi, ako a ∈ M<ω
0 i ako je

p ∈ SM0
n (a), onda postoje M′ i N ′ takvi da va�i (N 0,M0) 4 (N ′,M′) i p je

realizovan u M′.

Dokaz : Neka je a ∈M<ω
0 i neka je p ∈ SM0

n (a).
Uoqimo Π(x) = {φP (x, a) |φ(x, a) ∈ p } ∪ ThN∗

0
(N ∗

0), skup formula jezika L∗.
Neka je ∆(x) konaqan podskup skupa Π(x) i neka je {φP1 (x, a), . . . , φPk (x, a)}
= ∆(x) \ ThN∗(N ∗). Tada je {φ1(x, a), φ2(x, a), . . . , φk(x, a)} konaqan podskup
tipa p ∈ SM0

n (a) = SN 0
n (a), pa va�i N 0 |= ∃x (φ1(x, a)∧φ2(x, a)∧ · · · ∧φk(x, a)).

Poxto je M0 4 N 0, bi�e M0 |= ∃x (φ1(x, a) ∧ φ2(x, a) ∧ · · · ∧ φk(x, a)), pa
N ∗

0 |= ∃x (φP1 (x, a)∧φP2 (x, a)∧· · ·∧φPk (x, a)), xto uz oqigledno N ∗
0 |= ThN∗

0
(N ∗

0)
znaqi da je N ∗

0 model skupa ∆.
Dakle, Π(c) je konaqno zadovoǉiv skup formula jezika L∗ ∪ c, pa je zado-
voǉiv. Neka je N ∗′′ |= Π(c) i neka je N ∗′ su�eǌe strukture N ∗′′ na jezik
L∗. Iz ThN∗(N ∗) ⊆ Π(c) sledi da je N ∗

0 4 N ∗′, pa ako je M ′ = {a ∈
N∗′ | N ∗′ |= P (a)} i ako je N ′ su�eǌe strukture N ∗′ na jezik L, onda je
(N 0,M0) 4 (N ′,M′). n-torka koja je u N ∗′′ bila interpretacija n-torke c,
oqigledno realizuje tip p i svaki ǌen element zadovoǉava unarni predikat
P . Drugim reqima M′ realizuje tip p. (N ′,M′) je tra�eni par. �

Lema 6.2.8 Ako su M0 4 N 0 |= T prebrojivi, onda postoje N ′ i M′, takvi
da (N 0,M0) 4 (N ′,M′) i za svako a ∈M<ω

0 i svako p ∈ SM0
n (a) va�i:

Ako je p realizovan u N 0, onda je p realizovan u M′.

Dokaz : M0 je prebrojiv pa je M<ω
0 prebrojiv, N 0 je prebrojiv, pa se u ǌe-

mu mo�e realizovati najvixe prebrojivo mnogo tipova iz
∪
a∈M<ω

0
SM0(a).

Iteriraǌem prethodnog tvr�eǌa pravi se prebrojivi elementarni lanac
prebrojivih struktura qija unija je tra�eni Votov par. �
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Lema 6.2.9 Ako su M′ 4 N ′ |= T prebrojivi, ako b ∈ N ′<ω i ako je p ∈
SN ′

n (b), onda postoje M′′ i N ′′ takvi da va�i (N ′,M′) 4 (N ′′,M′′) i p je
realizovan u N ′′.

Dokaz : Sledi direktno iz tvr�eǌa 2.2.1 i definicije (tipa) koja mu sledi
(tvr�eǌu 2.2.1). Ako je p ∈ SN ′

n (b), onda p ostaje tip i kad se jezik raxiri
do jezika L∗ i struktura N ′ do strukture N ′∗ pa postoji N ′′∗, nadstruktura
strukture N ′∗, koja realizuje tip p. Su�eǌe strukture N ′′∗ na jezik L je
N ′′, a ǌena podstruktura qiji je skup nosaq skup P (N ′∗) je M′. �
Lema 6.2.10 Neka su M0 4 N 0 |= T prebrojivi. Postoje prebrojivi, ho-
mogeni M i N , koji imaju isti dijagram tipova i va�i (N 0,M0) 4 (N ,M),
a time i M ∼= N .

Dokaz : Pravimo elementarni lanac (N 0,M0) 4 (N 1,M1) 4 (N 2,M2) 4 . . .

-korak i+ 1
3 : Neka je (N ′

i,M
′
i) Votov par takav da je (N i,Mi) 4 (N ′

i,M
′
i) i

da svako p ∈ S(T ) koje je realizovano u N i bude realizovano i u M′
i.

Postojaǌe takvog para obezbe�uje lema 6.2.8.

-korak i+ 2
3 : Ovaj korak je sliqan postupku u dokazu tvr�eǌa 3.2.6 i ciǉ

mu je, kao i u tvr�eǌu 3.2.6, da obezbedi homogenost strukture.

Ako su a, b, d1 ∈M ′<ω
i i tpM

′
i(a) = tpM

′
i(b), onda neka je (N ′′

i ,M
′′
i ) Votov

par (qije postojaǌe se dokazuje kao u tvdrǌeǌu 3.2.6) takav da va�i
(N ′

i,M
′
i) 4 (N ′′

i ,M
′′
i ) i da u M ′′

i postoji d2 takvo da je tpM
′′
i (a, d1) =

tpM
′′
i (b, d2).

-korak i+ 3
3 : Ovaj korak je sliqan prethodnom, samo xto je osmixǉen da

obezbedi homogenost strukture N .

Ako su a, b, d1 ∈ N ′′<ω
i i tpN

′′
i (a) = tpN

′′
i (b), onda neka je (N i+1,Mi+1).

Votov par (qije postojaǌe se dokazuje kao u tvdrǌeǌu 3.2.6) takav
da va�i (N ′′

i ,M
′′
i ) 4 (N i+1,Mi+1) i da u Ni+1 postoji d2 takvo da je

tpN i+1(a, d1) = tpN i+1(b, d2).⋄

Neka je (N ,M) =
∪
i<ω

(N i,Mi).

Oqigledno je da su M i N prebrojivi jer su takvi i Mi i N i.

Koraci i+ 1
3 obezbe�uju da M i N realizuju iste tipove.

Koraci i+ 2
3 obezbe�uju da M bude homogena struktura.

Koraci i+ 3
3 obezbe�uju da N bude homogena struktura.

Poxto su M i N homogene strukture koje realizuju iste tipove, to su,
po tv�eǌu 3.1.17, me�usobno izomorfne. �

Sledi Votova teorema o dva kardinala.
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Teorema 6.2.11 (Vot) Ako T ima (κ, λ) model za κ > λ > ℵ0 onda T ima
(ℵ1,ℵ0) model.

Dokaz : Po lemama 6.2.4 i 6.2.5, T ima prebrojiv Votov par. Po lemi
6.2.10, T ima prebrojiv Votov par (N ,M), takav da su N i M homogeni
i da realizuju iste tipove iz S(T ), a time su i izomorfni. Neka je φ(x)
formula koja to utvr�uje, tj φ(M) je beskonaqan skup i φ(M) = φ(N ).
Pravimo elementarni lanac (Nα)α<ω1 , takav da je (Nα+1,Nα) ∼= (N 0,M0),
a time i Nα

∼= N za svako α < ω1.

poqetni korak: N 0 = N i M0 = M;

graniqni korak: Za 0 < α < ω1 i α = ∪α, neka je Nα =
∪
β<αN β. Poxto

je prebrojiva unija struktura izomorfnih strukturi N , Nα je i sam
homogen, prebrojiv i realizuje iste elemente skupa S(T ) kao i N , pa
je, po tvr�eǌu 3.1.17, N ∼= Nα;

sledbeniqki korak: Neka je 0 < α 6 ω1 i α = β + 1 i neka je N β ve�
konstruisano. Poxto je M ∼= N ∼= N β. Neka je µ : M ∼= N β. Ako
se µ posmatra kao preslikavaǌe iz dela skupa N u N β, onda se µ, po
posledici 2.1.8, mo�e produ�iti do nekog elementarnog µ̃ : N−→Ñ β za
neko Ñ β < N β. Oznaqimo sa N β+1 (setimo se da je β+1 = α) strukturu
µ̃(N ).

M0 4 N
M0

∼= N β

N ∼= Nα

 pa je N β 4 Nα i
M0

∼= N
M0

∼= N β

N ∼= Nα

 pa je N β
∼= Nα.

Neka je Ñ =
∪
α<ω1

Nα. Oqigledno je da je |Ñ | = ℵ1 i da je:

Ako je Ñ |= φ(a), onda je a ∈M<ω
0 ,

pa je (Ñ ,M0) (ℵ1,ℵ0) model. �

6.3 Morlijeva teorema

Tvr�eǌe 6.3.1 ℵ1-kategoriqna teorija nema Votov par.

Dokaz : Neka je T ℵ1-kategoriqna teorija. Za svako κ > ℵ1 T ima model
mo�i κ kome je svaki beskonaqan definabilan skup neprebrojive mo�i.
Dakle, T ima model mo�i ℵ1 kome je svaki beskonaqan definabilan skup
mo�i ℵ1.

Ako bi T imala Votov par, onda bi po Votovoj teoremi imala (ℵ1,ℵ0)
model, koji je, dakle, model neprebrojive mo�i koji ima prebrojiv defi-
nabilan podskup. Ta dva modela nisu izomorfna, pa T ne mo�e biti ℵ1-ka-
tegoriqna. �
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Da sliqno va�i za sve neprebrojivo kategoriqne teorije a ne samo za
ℵ1 kategoriqne, mo�e se pokazati tek kada se razvije tehnika gradǌe Eren-
fojht-Mostovski struktura. Prvo �emo u lemi 6.3.4 pokazati da to va�i
za ω-stabilne teorije, a onda u tvr�eǌu 6.3.8 da je svaka neprebrojivo
kategoriqna ujedno i ω-stabilna.

Lema 6.3.2 Ako je T ω-stabilna teorija i M ǌen model neprebrojive
mo�i, onda postoji LM formula φ(x) takva da je |φ(M) | > ℵ1 i za svaku
LM formulu ψ(x) je ili |φ(M) ∩ ψ(M) | 6 ℵ0 ili |φ(M) ∩ ¬ψ(M) | 6 ℵ0.

Dokaz : Pretpostavimo suprotno: Ne postoji takva formula, tj. za sve
LM formule sa osobinom |φ(M) | > ℵ1, postoji LM formula ψ(x) takva da
je i |φ(M) ∩ ψ(M) | > ℵ1 i |φ(M) ∩ ¬ψ(M) | > ℵ1.
Sliqno kao u dokazima tvr�eǌa 3.1.11 i 6.1.3 konstruiximo binarno drvo
formula {φσ(x) |σ ∈ 2<ω}, takvih da za svako σ ∈ 2<ω va�i:

• |φσ(M) | > ℵ1 i

• φσ,0(M) ∩ φσ,1(M) = ∅.

Neka je φ∅(x) = x ≡ x. φ∅(M) =M , pa je |φ∅(M) | > ℵ1.

korak 1: Neka je ψ(x) LM formula takva da je i |φ(M) ∩ ψ(M) | > ℵ1 i
|φ(M) ∩ ¬ψ(M) | > ℵ1. Takva formula postoji po pretpostavci. Neka
je φ1(x) = φ∅(x) ∧ ψ(x) i φ0(x) = φ∅(x) ∧ ¬ψ(x).

Ako smo za sve σ ∈ 2i konstruisali φσ(x), onda prelazimo na

korak i+ 1: Po pretpostavci, za sve σ ∈ 2i postoji formula ψσ(x) takva da
je |φσ(M) ∩ ψσ(M) | > ℵ1 i |φσ(M) ∩ ¬ψσ(M) | > ℵ1. Neka je φσ,1(x) =
φσ(x) ∧ ψσ(x) i φσ,0(x) = φσ(x) ∧ ¬ψσ(x).

Po konstrukciji, za svake σ, τ ∈ 2<ω va�i slede�e:

Osobina 1 |φσ(M) | > ℵ1;

Osobina 2 Ako je σ ⊂ τ onda φτ |= φσ, a time je φτ (M) ⊆ φσ(M);

Osobina 3 φσ,k(x) |= ¬φσ,1−k(x), pa je φσ,0(M) ∩ φσ,1(M) = ∅.

Neka je A skup parametara iz M koji se javǉaju i {φσ(x) |σ ∈ 2ω}. Oqi-
gledno je da je |A| 6 ℵ0.

Neka su f i g iz 2ω i f ̸= g. Tada va�i

⋆ φf|1(M) ⊆ φf|2(M) ⊆ · · · ⊆ φf|i(M) ⊆ φf|i+1
(M) ⊆ . . . .

Dakle, presek
∩
i∈ω φf|i+1

(M) je prebrojiv presek niza umetnutih nepre-
brojivih skupova, pa je neprazan. Bilo koji ǌegov (preseka) element je
element strukture M koji realizuje sve formule grane {φf|i+1

(x) | i ∈ ω},
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pa grana qini jedan (mogu�e nepotpun) 1-tip. Neka je d ∈
∩
i∈ω φf|i+1

(M).
Oznaqimo sa pf tip tpM(d/A). Va�i {φf|i+1

(x) | i ∈ ω} ⊆ pf .

Poxto je f ̸= g, onda postoji i ∈ ω takvo da je f|i+1 = g|i+1 i f(i + 1) ̸=
g(i+ 1). Tada je3 φf(i+1)(M) ∩ φf(i+1)(M) = ∅ pa je pf ̸= pg.

Dakle, svakoj grani drveta {φσ(x) |σ ∈ 2ω} mo�e da se dodeli tip iz
SM
1 (A), pa zakǉuqujemo da je |SM

1 (A)| > 2ℵ0 . To znaqi da T nije ω-stabilna
teorija, xto je u kontradikciji sa uslovima teoreme pa je pretpostavka
da za sve LM formule sa osobinom |φ(M) | > ℵ1, postoji LM formula ψ(x)
takva da je i |φ(M) ∩ ψ(M) | > ℵ1 i |φ(M) ∩ ¬ψ(M) | > ℵ1 neodr�iva. �

Lema 6.3.3 Neka je M neprebrojiv model ω-stabilne teorije T . Postoji
pravo elementarno raxireǌe N < M, takvo da za svaki prebrojivi tip
p (x) nad M va�i: ako je p (x) realizovan u N , onda je realizovan u M.

Dokaz : Neka je φ(x) LM formula qije postojaǌe obezbe�uje lema6.3.2. Taq-
nije neka je φ(x) LM formula takva da je |φ(M) | > ℵ1 i za svaku LM formulu
ψ(x) je ili |φ(M) ∩ ψ(M) | 6 ℵ0 ili |φ(M) ∩ ¬ψ(M) | 6 ℵ0 .
Neka je q(x) = {ψ(x) |ψ(x) je LM formula takva da je |φ(M) ∩ ψ(M) | > ℵ1}.

Neka su ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψk(x) proizvoǉni elementi skupa q(x). Onda je
svako i ∈ {1, 2, . . . k} va�i |φ(M) ∩ ¬ψi(M) | 6 ℵ0.
Tada je | (φ(M)∩¬ψ1(M))∪(φ(M)∩¬ψ2(M))∪· · ·∪(φ(M)∩¬ψk(M)) | 6 k ·ℵ0 =
ℵ0, pa je |φ(M) ∧ ¬ (ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψk)(M)4 | 6 ℵ0, a time je i |φ(M) ∧ (ψ1 ∧
ψ2 ∧ · · · ∧ ψk)(M) | > ℵ1, pa postoji element a (zapravo ih ima neprebrojivo
mnogo) skupa M koji zadovoǉava ψ1(x)∧ψ2(x)∧ · · · ∧ψk(x), tj. takav da va�i
M |= φ(a)∧ψ1(a)∧ψ2(a)∧ · · · ∧ψk(a), a time i M |= ψ1(a)∧ψ2(a)∧ · · · ∧ψk(a).

Dakle, T ∪{∃x(ψ1(x)∧ψ2(x)∧· · ·∧ψk(x))} zadovoǉiv a time je q(x) konaqno
zadovoǉiv skup formula pa je tip.

Ako ψ(x) /∈ q(x) onda nije |φ(M) ∧ ψ(M) | > ℵ1, pa mora biti |φ(M) ∧
¬ψ(M) | > ℵ1, a time i ¬ψ(x) ∈ q(x), pa je q(x) potpun tip.

Neka je M′ < M struktura u kojoj je realizovan q(x) (tvr�eǌe 2.2.1 i
definicija tipa) i d ∈ M ′ element koji realizuje q(x) i neka je N 4 M′

prost model nad M ∪ {d} qiji elementi realizuju izolovane tipove nad
M ∪ {d} (a qije postojaǌe obezbe�uje teorema 6.1.8).

Neka je p (y) prebrojivi tip nad M realizovan u N i neka ga realizuje
b. Neka je θ(y, x) LM -formula takva da θ(y, d) izoluje tpN (b/M ∪ {d}), xto
uz p (y) ⊆ tpN (b/M ∪ {d}) daje NM∪{d} |= ∀y (θ(y, d)−→ϕ(y)) za sve ϕ(y) ∈ p (y).
Ako sa θϕ(x) oznaqimo formulu ∀y (θ(y, x)−→ϕ(y)), onda za sve ϕ(y) ∈ p (y)
va�i NM |= θϕ(d). Iz M 4 N sledi da va�i MM |= θϕ(d), pa θϕ(x) ∈ q(x).

Dakle, za sve ϕ(y) ∈ p (y) je ∀y (θ(y, x)−→ϕ(y)) ∈ q(x) .
∃y θ(y, x) je LM -formula za koju va�i MM |= ∃y θ(y, d), pa je ∃y θ(y, x) ∈ q(x)5.

3Osobina 3
4(ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψk)(x) je zapis za ψ1(x) ∧ ψ2(x) ∧ · · · ∧ ψk(x).
5θ(y, d) izoluje tpN (b/M ∪ {d}), pa NM |= ∃y θ(y, d), a time MM |= ∃y θ(y, d), zbog qega

∃y θ(y, x) ∈ q(x).
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Neka je ∆ = {∃y θ(y, x)} ∪ {∀y (θ(y, x)−→ϕ(y)) |ϕ(y) ∈ p (y)}. ∆ je prebrojiv
podskup tipa q(x). Dakle, ∆ se mo�e nabrojati. Neka je ∆ = {δi(x) | i ∈ ω}.
{δi(x) | i ∈ ω} ⊆ q(x), pa za svako k va�i δ0(x) ∧ δ1(x) ∧ · · · ∧ δk(x) ∈ q(x) (jer
je q potpun tip), a time i |φ(M) ∩ (δ0 ∧ δ1 ∧ · · · ∧ δk)(M)6 | > ℵ1 i |φ(M) ∩
(¬ (δ0 ∧ δ1 ∧ · · · ∧ δk))(M) | 6 ℵ0 i(
φ(M)∩ (δ0 ∧ · · · ∧ δk)(M)

)∪(
φ(M)∩ ¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δk))(M)

)
= φ(M).

Za svako k je(
φ(M)∩ (δ0 ∧ · · · ∧ δk)(M)

)
= φ(M) \

(
φ(M)∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δk))(M)

)
, tj.

∩
k∈ω

(
φ(M)∩ (δ0 ∧ · · · ∧ δk)(M)

)
= φ(M) \

∪
k∈ω

(
φ(M)∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δk))(M)

)
.

Za k < j < ω va�i φ(M)∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δk))(M) ⊆ φ(M)∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δj))(M) i

|φ(M) ∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δk))(M) | 6 |φ(M) ∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δj))(M) | 6 ℵ0, pa∣∣∣∣∣ ∪
k∈ω

(
φ(M) ∩ (¬ (δ0 ∧ · · · ∧ δk))(M)

) ∣∣∣∣∣ 6 ℵ0, xto uz |φ(M) | > ℵ1 daje

∣∣∣∣∣ ∩
k∈ω

(
φ(M) ∩ (δ0 ∧ · · · ∧ δk)(M)

)∣∣∣∣∣ > ℵ1.

Treba jox primetiti da je skup
∩
k∈ω

(
φ(M)∩ (δ0 ∧ δ1 ∧ · · · ∧ δk)(M)

)
,

zapravo skup {a ∈M | a zadovoǉava φ(x) i sve formule skupa ∆ }.
Dakle, postoji neprebrojivo mnogo elemenata skupa {a ∈ M | a zadovol-

java φ(x) i sve formule skupa ∆ }. Neka je d′ jedan takav. Va�i:

(⋆) MM |= {∃y θ(y, d′)} ∪ {∀y (θ(y, d′) =⇒ ϕ(y)) |ϕ(y) ∈ p (y)}

Iz MM |= ∃y θ(y, d′) sledi da postoji b
′ ∈ Mn takva da je MM |= θ(b

′
, d′).

Dakle,

1. MM |= θ(b
′
, d′);

2. MM |= ∀y (θ(y, d′) =⇒ ϕ(y)) za sve ϕ(y) ∈ p (y),

}
odakle sledi:

Za sve ϕ(y) ∈ p (y) va�i MM |= ϕ(b
′
), tj. b

′ ∈Mn realizuje tip p. �

Lema 6.3.4 Neka je κ > ℵ1. Ako je T ω-stabilna teorija koja ima (ℵ1,ℵ0)
model, onda T ima i (κ,ℵ0) model.

Dokaz : Neka je M model teorije T mo�i ℵ1 takav da je |φ(M) | = ℵ0 i neka
je N < M model teorije T qiju egzistenciju obezbe�uje lema 6.3.3.

6(δ0 ∧ δ1 ∧ · · · ∧ δk)(x) je zapis za δ0(x) ∧ δ1(x) ∧ · · · ∧ δk(x).
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Neka je p (x) = {φ(x)} ∪ {¬ (x ≡ m) |m ∈M i M |= φ(m)}. Poxto je |φ(M) | =
ℵ0, tip p je prebrojiv, pa kako ga M ispuxta, mora i N da ga ispuxta, pa
je |φ(N ) | = |φ(M) |. N se mo�e izabrati tako da je |N | 6 κ

Iteriraju�i prethodni postupak, mo�e se napraviti elementarni lanac
struktura {Mα |α < κ} takav da M0 = M, Mα+1 < Mα, Mα+1 ̸= Mα i
|φ(Mα+1) | = |φ(Mα) |, za svako α < κ.

Oznaqimo sa Ñ uniju lanca. Oqigledno je da je |φ(Ñ ) | = |φ(M) |, pa T
ima (κ,ℵ0) model. �

Lema 6.3.5 Neka L∗-teorija T ∗ ima ugra�ene Skolemove funkcije i neka
prebrojiv M |= T ∗ sadr�i (I,<) kao beskonaqan skup ure�enih neraspoz-
natǉivih. Tada postoji proizvoǉno veliki M′ ≻ M koji realizuje samo
one tipove koji su ve� realizovani u M.

Dokaz : Fiksirajmo kardinal κ. Zbog kompaktnosti postoji N ≻ M koji
sadr�i neraspoznatǉive J ⊃ I mo�i κ. Neka je M′ Skolemova ǉuska skupa
J . Tada je svaki a ∈ M ′ oblika f(j1, ...jk) za neku Skolemovu funkciju f .
Kako je I beskonaqnan to postoje i1, ..., ik ∈ I koji imaju isti ure�ajni tip
kao j1, ..., jk pa, kako je J ⊃ I skup neraspoznatǉivih, va�i tp(i1, ...ik) =
tp(j1, ..., jk). Sledi da je i tp(f(i1, ..., ik)) = tp(f(j1, ..., jk)) pa je tp(a) reali-
zovan u M . Sliqno, tip svake n-torke iz M ′ je realizovan u M. �

Lema 6.3.6 Neka je L prebrojiv jezik i T ǌegova teorija koja ima besko-
naqan model. Za svaki beskonaqan kardinal κ teorija T ima model M mo�i
κ takav da za svako A ⊆M , M realizuje najvixe |A|+ ℵ0 tipova nad A.

Dokaz : Sliqan dokazu pretodne leme. �

Sad mo�emo da proxirimo tvr�eǌe 6.3.1.

Tvr�eǌe 6.3.7 Neka je L prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna teorija koja
ima beskonaqne modele i κ neprebrojiv kardinal. Ako je T κ-kategoriqna
teorija, onda je i ω-stabilna.

Dokaz : Ako T nije ω-stabilna, onda za neki ǌen prebrojiv model M |= T
i ǌegov skup A ⊆ M va�i |SM(A) | > ℵ0. Kao posledica kompaktnosti,
postoji model N 1 < M kardinalnosti κ koji realizuje neprebrojivo mnogo
tipova iz skupa SM(A). Po lemi 6.3.6, postoji struktura N 2 |= T mo�i
κ takva da je za svaki prebrojiv B ⊆ N2 najvixe prebrojivo mnogo tipova
iz SN 2(B) realizovano u N 2. Dakle, N 1 i N 2 su neizomorfni modeli pa
teorija T nije κ-kategoriqna. �

Tvr�eǌe 6.3.8 Neka je L prebrojiv jezik, T ǌegova potpuna i κ-kate-
goriqna teorija za neki neprebrojiv kardinal κ. T ne dopuxta Votove
parove7 a time ni (κ, λ) modele za sve λ takve da je κ > λ > ℵ0.

7tj. nema Votove parove.
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Dokaz : Na osnovu tvr�eǌa 6.3.7, T je ω-stabilna. Ako bi T imala Votov
par, onda bi po Votovoj teoremi imala (ℵ1,ℵ0) model, a onda bi po lemi
6.3.4 teorija T imala (κ, λ) model. Poxto mo�emo na�i model teorije T
mo�i κ u kome je svaki beskonaqan definabilan skup iste mo�i (κ ), onda
T ne mo�e biti κ-kategoriqna. �

Lema 6.3.9 Svaki beskonaqan skup ure�enih neraspoznatǉivih u modelu
ω-stabilne teorije je neraspoznatǉiv skup.

Dokaz : Pretpostavimo suprotno. Tada postoji beskonaqnno linearno ure-
�eǌe (I,<) i skup ure�enih neraspoznatǉivih A = {a1 | i ∈ I} u nekom mode-
lu M koje ne qine skup neraspozatǉivih. Zbog kompaktnosti, mo�emo pret-
postaviti i da je (I,<) zapravo (Q,<). Kako A nije skup neraspoznatǉivih
postoje: formula φ(x1, x2, ..., xn), racionalni brojevi i1 < i2 < ... < in i
ǌihova permutacija π tako da

M |= ¬(φ(ai1 , ai2 , ..., ain) ↔ φ(aπ(i1), aπ(i2), ..., aπ(in))).

Kako od niza (ai1 , ai2 , ..., ain) do (aπ(i1), aπ(i2), ..., aπ(in)) mo�emo do�i u konaqno
mnogo koraka zamenivxi u svakom koraku mesta neka dva uzastopna elementa
(t.j. grupa permutacija skupa {1, 2, ..., n} je generisana skupom tranzpozici-
ja {(i, i + 1) | 1 6 i 6 n − 1}), zakǉuqujemo da smo svedoke negiraǌa raspoz-
natǉivosti skupa A mogli izabrati tako da

M |= ¬(φ(ai1 , ..., aik−1
, aik , aik+1

, ..., ain) ↔ φ(ai1 , ..., aik−1
, aik+1

, aik , aik+2
..., ain)).

Oznaqimo φ(ai1 , ..., aik−1
, x, y, , aik+2

, ..., ain) sa ψ(x, y). Kako je A skup ure�e-
nih neraspoznatlivih, za sve ik 6 j1 < j2 6 ik+1 va�i

M |= ¬(ψ(aj1 , aj2) ↔ ψ(aj2 , aj1));

i, bez umaǌeǌa opxtosti, M |= ψ(aj1 , aj2) ∧ ¬ψ(aj2 , aj1)). Zakǉuqujemo
da ψ(x, y) na skupu A′ = {at | ik 6 t 6 ik+1} definixe ure�eǌe intervala
racionalnih brojeva. Sada nije texko konstruisati kontinuum tipova: za
svaki realan broj r ∈ [j1, j2] definiximo tip

pr(x) = {ψ(x, at) | t ∈ Q ∩ [j1, j2] i t < r} ∪ {¬ψ(x, at) | t ∈ Q ∩ [j1, j2] i r < t}.

pr-ovi su me�usobno kontradiktorni pa T nije ω-stabilna teorija. Kontra-
dikcija! �

U ω-stabilnim teorijama mo�emo na�i jako minimalne formule. To �e
se pokazati korisnim za uvo�eǌe pojma dimenzije.

Lema 6.3.10 Ako je T ω-stabilna i M |= T , onda:
1) Postoji minimalna formula u M;
2) Ako je M ℵ0-zasi�ena struktura i φ(x, a) minimalna u M, onda je

jako minimalna.
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Dokaz : 1) Kontrapozicijom i indukcijom: Pretpostavimo da nijedna for-
mula nije minimalna u M. Napravi�emo drvo formula {φσ |σ ∈ 2<ω} takvo
da:

1. Ako je σ ⊆ τ , onda φτ |= φσ;

2. φτ,i |= ¬φτ,1−i i

3. φ(M) je beskonaqan.

Konstrukcija indukcijom:

poqetni korak: φ∅ = x ≡ x. φ∅(M) je beskonaqan skup.

sledbeniqki korak: Ako je konstruisana φσ, onda, po induktivnoj hipote-
zi, nije minimalna pa postoji formula ψ takva da i φσ ∧ ψ i φσ ∧ ¬ψ
imaju beskonaqan skup rexeǌa u M, pa ih mo�emo oznaqiti redom sa
φσ,1 i φσ,0. Oqigledno su ispuǌeni svi tra�eni uslovi.

Sada se, sliqno kao u dokazu tvr�eǌa 3.1.11 ili 6.1.4, mo�e svakoj grani
drveta 2ω dodeliti jedan potpun tip i to tako da to dodeǉivaǌe bude
injektivno pa teorija nije ω-stabilna. Kontradikcija.

2) Pretpostavimo suprotno: za neko N 4 M i neko b ∈ N neka je ψ(N , b)
beskonaqan, kobeskonaqan podskup skupa φ(N , a). Kako je M ℵ0-zasi�en,
postoji d takav da je tpM(a, d) = tpN (a, b). Onda je ψ(M, d) beskonaqan,
kobeskonaqan podskup skupa φ(M, a). �

Tvr�eǌe 6.3.11 Neka je L najvixe prebrojiv jezik i T ǌegova potpuna
teorija koja ima beskonaqne modele i nema Votove parove i neka je φ(x, y)
formula jezika L. Postoji prirodan broj n = nφ takav da je za svaku stru-
kturu M |= T i svako a ∈ M<ω skup φ(M, a) ili beskonaqan ili ima maǌe
od n elemenata.

Dokaz : Kontrapozicijom. Pretpostavimo da za φ(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym) po-
stoji niz a1, a2... takav da je za svako n skup φ(M,an) konaqan skup koji ima
bar n elemenata. Neka su P i L∗ = L ∪ {P} kao u napomeni 6.2.6 i dokazu
leme 6.2.5 i neka je Γ(y) tip u jeziku L∗ takav da:

• T ⊆ Γ(y);

• P definixe pravu L-elementarnu podstrukturu;

•
∧m
i=1 P (yi)

• postoji beskonaqno mnogo elemenata x takvih da je |= φ(x, y);

• |= φ(x, y) =⇒
∧k
i=1 P (xi).
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Za bilo koje N < M �e za sve an, zbog konaqnosti, biti φ(M, an) = φ(N , an).
Ako je ∆ ⊆ Γ(y) konaqan, onda se mo�e izabrati dovoǉno veliki n tako
da an realizuje ∆ u (N ,M). Dakle, Γ(y) je konaqno zadovoǉiv, pa je, po
kompaktnosti, zadovoǉiv.

Neka a realizacija tipa Γ(y) u (N ′,M′). Ako se vratimo u jezik L, tada
je φ(M′, a) beskonaqan skup za koji va�i φ(M′, a) = φ(N ′, a), pri qemu je N ′

elementarna prava nadstruktura strukture M′ u jeziku L. Dakle, T ima
Votov par. �

Napomena 6.3.12 Prethodno tvr�eǌe ima zanimǉivu sintaksnu posledicu:
Za φ(x, y) postoji nφ takav da za svaki M i svaki a ∈Mk va�i

|φ(M,a)| je beskonaqan ako i samo ako |φ(M,a)| > nφ

Kako |φ(M, y| > nφ mo�emo izraziti formulom ψ(y) to ψ(y) znaqi da
,,postoji beskonaqno mnogo x takvih da va�i φ(x, y)”. Drugim reqima kva-
ntifikator ∃∞x je definabilan u teorijama bez Votovih parova pa

ψ(y) oznaqavamo i sa (∃∞x)φ(x, y). �

Posledica 6.3.13 Neka je L najvixe prebrojiv jezik i T ǌegova pot-
puna teorija koja ima beskonaqne modele i koja nema Votove parove. Tada:

(1) Svaka minimalna formula je jako minimalna;
(2) Iz tp(a) = tp(b) sledi: φ(x, a) je minimalna akko je φ(x, b) minimalna.

Dokaz : (1) Neka je φ(x, a) minimalna formula u M |= T . Svo�eǌa na kon-
tradikciju radi, pretpostavimo da nije jako minimalna. Neka su N < M,
b ∈ N i ψ(x, y) formula takva da je

|φ(N , a) ∩ ψ(N , b)| > ℵ0 i |φ(N , a) ∩ ¬ψ(N , b)| > ℵ0 .

Kako T nema Votove parove iskoristimo prethodnu napomenu

N |= (∃y) ((∃∞x)(φ(x, a) ∧ ψ(x, y)) ∧ (∃∞x)(φ(x, a) ∧ ¬ψ(x, y))) .

Poxto je M 4 N , mora postojati b
′ ∈ M koji svedoqi egzistencijalni

kvantifikator u prethodnoj formuli. Tada

|φ(M, a) ∩ ψ(M, b
′
)| > ℵ0 i |φ(M, a) ∩ ¬ψ(M, b

′
)| > ℵ0,

pa φ(x, a) nije minimalna u M. Kontradikcija!

(2) Dokaz prvog dela tvr�eǌa utvr�uje da minimalnost formule φ(x, a)
zavisi iskǉuqivo od tp(a). �

Posledica 6.3.14 Neka je L najvixe prebrojiv jezik i T ǌegova pot-
puna teorija koja ima beskonaqne modele. Ako je T ω-stabilna i nema
Votovih parova, onda za svako M |= T postoji jako minimalna formula nad
M. Posebno, postoji jako minimalna formula nad prostim M0 |= T . �
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Lema 6.3.15 Ako T nema Votovih parova, M |= T i A ⊆Mn je beskonaqan
definabilan skup, onda je M minimalan nad A. Ako je T uz to i ω-stabilna
i n = 1, onda je M prost i atomski nad A.

Dokaz : Neka je φ(x) formula koja definixe A. Ako je N 4 M i ako N
sadr�i A, onda je A = φ(N ), xto uz A = φ(M) daje φ(M) = φ(N ), pa N nije
prava podstruktura jer T nema Votove parove.

Ako je uz prethodno T jox i ω-stabilna teorija i A ⊆ M definalilan
beskonaqan skup, onda, na osnovu teoreme 6.1.8 postoji konstruktibilan
nad A model M0 4 M; M0 je prost i atomski nad A. Po malopre�axǌem,
ne sme biti M0 ̸= M, pa je zapravo M prost i atomski nad A, xto je
trebalo pokazati. �

Tvr�eǌe 6.3.16 Neka je T potpuna teorija najvixe prebrojivog jezika,
neka ima beskonaqne modele i neka je κ neprebrojiv kardinal. T je κ-kate-
goriqna ako i samo ako je ω-stabilna teorija koja nema Votove parove.

Dokaz : ,, ⇒ ” : Sledi iz tvr�eǌa 6.3.7 i 6.3.8.

,, ⇐ ” : Na osnovu teoreme 6.1.8, svaka ω-stabilna teorija ima prost
model. Neka je M0 |= T prost. Postoji jako minimalna formula φ(x) sa
parametrima iz M0 (posledica 6.3.14).

Neka su M < M0 i N < M0 mo�i κ. Zbog neprebrojivosti κ va�i
dim(φ(M)) = dim(φ(N)) = κ (postoji < κ formula sa parametrima iz skupa
mo�i < κ pa je i algebarsko zatvoreǌe skupa mo�i < κ mo�i maǌe od κ).
Kako baze iste mo�i imaju isti tip (nad parametrima b formule φ(x)),
zakǉuqujemo da postoji parcijalna elementarna bijekcija koja fiksira b
i jednu bazu preslikava u drugu. Mo�emo je produ�iti do parcijalne
elementarne bijekcije µ : φ(M) ∪ {b}−→φ(N) ∪ {b} . Kako je M prost nad
φ(M)∪{b}, to se µ mo�e produ�iti do utapaǌa µ⋆ : M−→N . N nema pravih
elementarnih podstruktura koje sadr�e φ(N ) (lema 6.3.15) pa mora biti
jednak slici preslikavaǌa µ⋆, tj µ⋆ je izomorfizam. Ovim smo dokazali
da su svaka dva modela mo�i κ izomorfna. T je κ-kategoriqna. �

Kako uslovi T je ω-stabilna i T nema Votove parove ne pomiǌu kardi-
nalne brojeve, iz prethodnog tvr�eǌa sledi Morlijeva teorema.

Morlijeva teorema: Neka je L najvixe prebrojiv jezik i T ǌegova pot-
puna teorija koja ima beskonaqne modele. Ako je T kategoriqna u nekom
neprebrojivom kardinalu, onda je kategoriqna u svakom neprebrojivom kar-
dinalu. �

Sam dokaz tvr�eǌa 6.3.16 daje precizniji opis modela neprebrojivo
kategoriqne teorije. Na osnovu posledice 6.3.14 i leme 6.3.15 sledi da
u neprebrojivo kategoriqnim teorijama uvek mo�emo na�i jako minimalnu
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formulu i da je svaki model prost i modelski minimalan nad skupom ǌenih
rexeǌa. Prema dokazu sledi da umesto skupa rexeǌa mo�emo uzeti samo
parametre formule i neku bazu.

Teorema 6.3.17 : Neka je T neprebrojivo kategoriqna, M |= T , i neka je
φ(x, a) jako minimalna formula, pri qemu je a ∈M .

1. Ako je I acl-baza skupa φ(M) tada je M prost i modelski minimalan
nad I ∪ {a}.

2. Ako N |= T tada: M ∼= N akko postoji b ∈ N takav da je dim(φ(M)) =
dim(φ(N)).

3. T ima 6 ℵ0 neizomorfnih prebrojivih modela8. �

Napomenimo da je tre�i deo prethodne teoreme dokazao Morli u [10],
koji je pretpostavio da broj prebrojivih modela mora biti ili 1 ili ℵ0

(xto su tek Boldvin i Lahlan dokazali). U sluqaju kada jako minimalna
formula nema parametara, imamo precizniji opis modela i potvrdu ove
hipoteze.

Teorema 6.3.18 : Neka je T neprebrojivo kategoriqna i neka ima jako
minimalnu formulu bez parametara φ(x). Ako su M i N ǌeni modeli tada

1. Ako M |= T i I je acl-baza skupa φ(M) tada je M prost i modelski
minimalan nad I.

2. Ako M,N |= T tada: M ∼= N akko dim(φ(M)) = dim(φ(N)).

3. T ima ili 1 ili ℵ0 neizomorfnih prebrojivih modela. �

8Xelah je u [14] dokazao da svaka ω-stabilna teorija ima ili 6 ℵ0 ili 2ℵ0 prebrojivih modela.



Glava 7

Morlijev rang i totalno
transcendentne teorije

U ovom poglavǉu fiksiramo kompletnu, ω-stabilnu teoriju T i ǌen uni-
verzalni domen U. Po konvenciji iz dela 3.3, u kome smo uveli pojam uni-
verzuma, a, b, c oznaqavaju elemente a a, b,.... n-torke elemenata univerzuma.
A,B,C, ... su mali podskupovi a M,N... mali elementarni podmodeli uni-
verzuma.

7.1 Morlijev rang

Motivacija za uvo�eǌe Morlijevog ranga je mereǌe ,,veliqine” skupova.
Ideja potiqe iz ranije poznatih pojmova dimenzije. Recimo, ako vektorski
prostor sadr�i beskonaqno mnogo disjunktnih translata potprostora, od
kojih je svaki dimenzije > n, onda je sam prostor dimenzije > n+ 1. Mor-
lijev rang je uopxteǌe takvog rezonovaǌa i nije pojam dimenzije ve� je
znatno grubǉe ,,mereǌe veliqine” definabilnog skupa.

Morlijev rang definabilnog skupa se definixe indukcijom i kǉuqni
korak je ve� naveden: Morlijev rang definabilnog skupa je > α + 1 akko
sadr�i beskonaqno mnogo disjunktnih definabilnih skupova ranga > α.

Definicija 7.1.1 (a) Za definabilne podskupove D ⊆ Un i ordinal α
definixemo induktivno relaciju MRn(D) > α :

(1) MRn(D) > 0 akko D ̸= ∅;
(2) MRn(D) > α + 1 akko postoji beskonaqno mnogo me�usobno dis-

junktnih Di ⊂ D takvih da je MRn(Di) > α ;
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(3) Za graniqne α: MRn(D) > α akko za svaki β < α va�i MRn(D) > β.

(b) MRn(D) = α akko je α najve�i ordinal takav da je MRn(D) > α;
ukoliko takav ne postoji onda MRn(D) = ∞.

(v) Morlijev rang formule ϕ(x1, ..., xn) je Morlijev rang skupa koji ta fo-
rmula definixe. Oznaqavamo ga sa MRn(ϕ(x)). �

Na ovaj naqin definisan je Morlijev rang nepraznih definabilnih pod-
skupova od Un za svako n > 1. Budu�i da je vrednost n obiqno jasna iz kon-
teksta pixemo samo MR(D) umesto MRn(D). Uobiqajeno je, iz tehniqkih
razloga, definisati i MR(∅) = −1, pri tom smatramo −1 < α <∞ za svaki
ordinal α.

Iz prethodne definicije lako izvodimo:

Lema 7.1.2 1. MR(D) = ∞ akko za svaki ordinal α va�i MR(D) > α.

2. Iz D1 ⊆ D2 sledi MR(D1) 6MR(D2) i

iz |= ϕ(x, a) → ψ(x, b) sledi MR(ϕ(x, a)) 6MR(ψ(x, b)).

3. MR je invarijantan u odnosu na automorfizme: ako je f automo-
rfizam domena tada je MR(D) =MR(f(D)).

4. Iz tp(a) = tp(b) sledi MR(ϕ(x, a)) =MR(ϕ(x, b)) (zato xto postoji
automorfizam koji a preslikava u b).

5. MR(
∪m
i=1 Di) = max {MR(Di) | 1 6 i 6 m}.

6. MR(ϕ(x̄)) = 0 akko je ϕ(x) algebarska formula. �

Napomena 7.1.3 (1) Na isti naqin kao u prethodnoj definiciji mo�emo
definisati rang definabilnih podskupova bilo kog modela M ; oznaqimo
tako definisan rang sa MRM .

(2) Ako je M ℵ0-zasi�en i ϕ(x, a) formula sa parametrima iz M tada je

MRM (ϕ(x, a)) =MR(ϕ(x, a));

xto nije texko zakǉuqiti direktnom proverom uslova definicije: Ako
ϕi(x, bi) definixu disjunktne podskupove skupa ϕ(U, ā) ranga bar α, tada,
zbog ℵ0-zasi�enosti, mo�emo na�i b

′
i-ove u M takve da je tp(b1b2.../ā) =

tp(b
′
1b

′
2.../ā). Zbog elementarnosti, ϕi(x, b

′
i) svedoqe da je MRM (ϕ(x, a)) >

α+ 1. �

Iz definicije sledi da fiksiran definabilan podskup ranga α ne mo�e
sadr�ati beskonaqnu uniju disjunktnih podskupova ranga α; svaka takva
unija mora biti konaqna. Naredna lema garantuje da postoji gorǌe ograni-
qeǌe veliqine takve unije.



7.1 Morlijev rang 89

Lema 7.1.4 Neka je D ⊆ Un definabilan.

(a) Ako je MR(D) = α < ∞, tada postoji najve�i m takav da se D
mo�e predstaviti kao disjunktna unija D =

∪m
i=1 Di, gde je svaki Di ⊆ Un

definabilan i ima rang α.

(b) Ako je MR(D) = ∞, tada se on mo�e predstaviti kao disjunktna
unija dva definabilna podskupa ranga ∞.

Dokaz : (a) Pretpostavimo suprotno. Tada je D definabilan, MR(D) = α
i za svaki m postoji m disjunktnih podskupova skupa D ranga α; nazovimo
svaki takav D α-velikim. Koriste�i ovu pretpostavku D mo�emo razlo�i-
ti: D = D1∪E1, gde je MR(D1) =MR(E1) = α. Tvrdimo da je bar jedan od
D1 i E1 α-veliki: Za fiksno q, neka je D =

∪q
j=1 Cj razlagaǌe na skupove

ranga α. Tada je za svaki j, MR(D1 ∩ Cj) = α ili MR(E1 ∩ Cj) = α. Sledi
da je MR(D1 ∩ Cj) = α za bar q/2 j-ova ili MR(E1 ∩ Cj) = α za bar q/2
j-ova; prema tome bar jedan od D1 i E1 je α-veliki. Ovim smo dokazali da
se svaki α-veliki D mo�e razlo�iti na uniju D = D1 ∪ E1 skupova ranga
α, gde je E1 α-veliki. Na isti naqin razlo�imo E1 = D2 ∪ E2, gde je E2 α-
veliki, potom razlo�imo E2 = D3∪E3.... Na taj naqin dobijamo beskonaqnu
familiju D1, D2, ... disjunktnih podskupova ranga α, xto je u kontradikciji
sa MR(D) < α+ 1.

(b) Primetimo da MR(ϕ(x, a)) zavisi iskǉuqivo od L-formule ϕ(x, y)
i tp(a). Kako imamo 6 2ℵ0 mogu�nosti zakǉuqujemo da postoji α 6 2ℵ0

takav da iz MR(X) > α sledi MR(X) = ∞. Neka je MR(D) = ∞. Zbog
MR(D) > α + 1, iz definicije, sledi da postoje disjunktni D1, D2 ⊂ D
takvi da je MR(Di) > α. Tada je MR(Di) = ∞. �

Ka�emo da D ⊂ Un ranga α <∞ ima (Morlijev) stepen 1 ako ne sadr�i
dva me�usobno disjunktna podskupa ranga α.

Lema 7.1.5 Predpostavimo da je D definabilan podskup ranga α koji se
na dva naqina predstavǉa kao disjunktna unija definabilnih podskupova
ranga α i stepena 1:

D =

p∪
i=1

Di =

q∪
j=1

Cj .

Tada je p = q.

Dokaz : Neka je m broj skupova familije

{Di ∩ Cj | 1 6 i 6 p 1 6 j 6 q}

koji imaju rang α. Za fiksirano i < p Di je predstavǉen kao disjunktna
unija skupova Di =

∪q
j=1 (Di∩Cj) . Kako Di ima stepen 1 mo�emo zakǉuqiti
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da postoji taqno jedan j takav da Di ∩ Cj ima rang α; odavde sledi m = p.
Sliqno je i m = q. �

Iz prethodne dve leme sledi korektnost slede�e definicije.

Definicija 7.1.6 Neka je D ⊆ Un definabilan i MR(D) = α. Morlijev
stepen skupa D je (jedinstven) m takav da se D mo�e predstaviti kao dis-
junktna unija D =

∪m
i=1 Di, gde je svaki Di ⊆ Un definabilan, ima rang α

i stepen 1. Morlijev stepen formule ϕ(x) je Morlijev stepen skupa koji
ona definixe, oznaqavamo ga sa deg(ϕ(x)). �

Tvr�eǌe 7.1.7 Ako su ϕi(x̄) za i = 1, 2, ..., n me�usobno kontradiktorne for-
mule ranga α i deg(ϕi(x̄)) = di tada je

MR(
∨n
i=1 ϕi(x̄)) = α i deg(

∨n
i=1 ϕi(x̄)) =

∑n
i=1 di. �

Tvr�eǌe 7.1.8 ϕ(x) je jako minimalna akko ima MR-rang 1 i stepen 1. �

7.2 Morlijev rang tipova

Neka je x = (x1, ..., xn) i p parcijalan tip po promenǉivim x̄. Definixemo:

MRn(p) = min{MRn(
n∧
i=1

φi(x)) |φ1(x), ..., φn(x) ∈ p}.

Za potpune tipove p ∈ Sn(A) je to isto xto i MR(p) = inf{MR(φ) |φ ∈ p}.
MR(a/B) oznaqava MR(tp(a/B)).

Slede�e tvr�eǌe povezuje Morlijev rang sa topoloxkim osobinama pro-
stora tipova.

Tvr�eǌe 7.2.1 (1) Ako p ∈ Sn(U) tada

MR(p) > α+1 akko je p taqka nagomilavaǌa skupa {q ∈ Sn(U) |MR(q) = α}.

(2) Ako p ∈ S(A) i p je taqka nagomilavaǌa skupa {q ∈ S(A) |MR(q) > α}
tada je MR(p) > α+ 1.

(3) Ako je p ∈ S(A) neizolovan tada je on taqka nagomilavaǌa skupa
{q ∈ S(A) | MR(q) < MR(p)}. �

Ako je MR(p) = α, definixemo Morlijev stepen tipa p:

deg(p) = min{deg(
∧n
i=1 φi(x)) | φi(x) ∈ p i MR(

∧n
i=1 φi(x))) = α}.
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Tip stepena 1 je stacionaran tip.

Napomena 7.2.2 Svaki tip p ∈ S(A) sadr�i formulu istog Morlijevog
ranga i stepena. �

Tvr�eǌe 7.2.3 Neka je MR(p(x)) = α ordinal.

(1) Ako je p stacionaran i ψ ∈ p ima rang α i stepen 1, tada je

q(x) = {φ(x) | MR(ψ(x) ∧ ¬φ(x)) < α}

ǌegovo jedinstveno proxireǌe ∈ S(U) ranga α.

(2) Postoji deg(p) razliqitih q ∈ S(U) koji sadr�e p(x) i imaju rang α.

Dokaz : Bez umaǌeǌa opxtosti neka je p zatvoren za konjukcije.

(1) Nije texko uoqiti da je p ⊆ q. Tvrdimo da je q(x) (neprotivreqan)
tip: neka φi(x) ∈ q(x) za i = 1, 2, ..., n. Tada je MR(ψ(U) \ φi(U)) < α, pa

MR(
∪n
i=1(ψ(U) \ φi(U)) < α i MR(ψ(U) \

∪n
i=1(ψ(U) \ φi(U)) = α ;

odavde sledi MR(ψ(U) ∩
∩n
i=1 φi(U) = α i

∩n
i=1 φi(U) ̸= ∅, pa je q nepro-

tivreqan. Sliqno se poka�e i da je q kompletan.

(2) Neka je deg(p) = n i neka je ϕ(x) ∈ p formula ranga α i stepena n.
Prema definiciji 7.1.6 postoje me�usobno kontradiktorne formule ψi(x̄)
za i = 1, 2, ..., n, ranga α i stepena 1, i takve da je |= ϕ(x̄) ↔

∨n
i=1 ψi(x̄).

Prvo tvrdimo da je MR(p(x) ∪ {ψi(x)}) = α za svako i. Pretpostavimo
da tvr�eǌe nije taqno za recimo i = n. Tada postoji θ(x) ∈ p(x) takva da je
MR(θ(x) ∧ ψn(x)) < α, pa va�i i:

|=
(∨n−1

i=1 ψi(x)
)
∨ (θ(x) ∧ ψn(x)) → (θ(x) ∧ ϕ(x)).

Primetimo da formula sa leve strane ima rang α i stepen n − 1. Sledi
da i formula sa desne strane ima rang 6 α i stepen 6 n − 1. Kako je ona
konjukcija formula iz p(x) imamo kontradikciju.

p(x)∪{ψi(x)} je stacionaran prema izboru ψi pa, prema prvom delu, ima
jedinstveno proxireǌe qi ∈ S(U) ranga α. Kako, zbog |= ϕ(x̄) ↔

∨n
i=1 ψi(x̄)

svako proxireǌe ∈ S(U) tipa p sadr�i taqno jednu formulu ψi(x), sledi
tvr�eǌe. �

Posledica 7.2.4 (1) Svaki q ∈ S(U) je stacionaran.

(2) Ako je M ℵ0-zasi�en tada je svaki q ∈ S(M) stacionaran. Xta vixe,
q sadr�i formulu istog ranga i stepena 1. �
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7.3 Totalno transcendentne teorije

Definicija 7.3.1 Potpuna teorija je totalno transcendentna (ili t.t)
ako svaka formula sa parametrima iz U ima (ordinalan) Morlijev rang.�

U lemi 7.1.4 b) smo dokazali da se svaki definabilan podskup D ranga ∞
mo�e razlo�iti na uniju dva disjunktna definabilna podskupa ranga ∞.
Produ�avaju�i na taj naqin dobijamo binarno drvo visine ω (u odnosu na
inkluziju) definabilnih podskupova ranga ∞.

Tvr�eǌe 7.3.2 T je totalno transcendentna ako i samo ako ne postoji bina-
rno drvo visine ω koje qine definabilni podskupovi u odnosu na inkluziju
u nekom Un.

Dokaz : Ve� smo napomenuli da ako T nije t.t. tada binarno drvo postoji.
Za drugi smer, predpostavimo da postoji binarno drvo definabilnih po-
dskupova od Un i poka�imo da T nije t.t. U suprotnom, svaki element
drveta ima Morlijev rang i stepen; neka je α najmaǌi rang i d najmaǌi
stepen elemenata drveta ranga α. Neka je D element ranga α i stepena d.
Uzmimo dva naredna elementa drveta: D = D1 ∪D2. Tada bar jedan Di ima
maǌi rang ili maǌi stepen nego D. Kontradikcija. �

Podsetimo da je T ω-stabilna akko za svaki najvixe prebrojiv A va�i

|S(A)| 6 |A|+ ℵ0.

Teorema 7.3.3 Prebrojiva teorija T je totalno transcendentna ako i samo
ako je ω-stabilna.

Dokaz : ⇒) Pretpostavimo da je T t.t. Neka je A bilo koji skup. Za φ sa
parametrima iz A, neka je

Uφ = {p ∈ S(A) |φ ∈ p i MR(p) = MR(φ)}.

Svaki element skupa S(A) je u nekom Uφ i svaki Uφ je konaqan, pa je

|S(A)| 6 |For LA|+ ℵ0 = |A|+ ℵ0.

Ako je κ > ℵ0 i |A| 6 κ, onda je i |S(A)| 6 κ.

⇐) Pretpostavimo da T nije t.t. Tada postoji binarno drvo defina-
bilnih podskupova visine ω. Neka je A skup svih parametara formula koje
definixu elemente drveta; tada je |A| 6 ℵ0. Kako svaka grana drveta odre-
�uje tip sa parametrima iz A, i kako razliqite grane odre�uju me�usobno
kontradiktorne tipove, zakǉuqujemo da imamo bar 2ℵ0 tipova sa parame-
trima iz A. Sledi S(A) > 2ℵ0 > ℵ0 = |A|+ ℵ0 �



Glava 8

Nezavisnost u Morlijevom rangu

U ovom poglavǉu T je fiksirana kompletna, ω-stabilna teorija i U ǌen
univerzalni domen. Po konvenciji iz dela 3.3, u kome smo uveli pojam uni-
verzuma, a, b, c oznaqavaju elemente a a, b,.... n-torke elemenata univerzuma.
A,B,C, ... su mali podskupovi a M,N... mali elementarni podmodeli uni-
verzuma. Materijal izlo�en u ovom delu mo�e se na�i u monografijama
posve�enim teoriji stabilnosti [2, 3, 5, 6].

8.1 Pojam i osobine

Definicija 8.1.1 Ka�emo da je A nezavisan (slobodan) u Morlijevom
rangu od B nad C i pixemo

A ⌣|
MR

B ⟨C⟩

ako za sve konaqne nizove a iz A va�i

MR(a/B ∪ C) = MR(a/C).

U suprotnom ka�emo da A zavisi u Morlijevom rangu od B nad C i
pixemo A ⌣-

MR
B⟨C⟩. �

Umesto ,,A zavisi od B nad praznim skupom”, ka�emo samo ,,A zavisi
od B”. Sliqno, izostavǉamo ,,nad praznim skupom” i ka�emo samo ,,A je
slobodno od B”. Ako je q ∈ Sn(C), C ⊆ B i p ∈ Sn(B) proxireǌe tipa q
onda ka�emo da je p slobodno proxireǌe tipa q ako je

MR(p) = MR(q).
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Tako�e u tom sluqaju, ka�emo i da je p slobodno nad C. Kad ne dovodi
do zabune, izostavǉamo ,,u Morlijevom rangu” i ka�emo samo ,,da je A
nezavisno od B nad C”.

Postojaǌe slobodnih proxireǌa tipova sledi iz tvr�eǌa 7.2.3.

Lema 8.1.2 Svaki tip p ∈ S(A) ima slobodno proxireǌe u S(B) za svaki
B ⊃ A. �

Lema 8.1.3 1) MR(a/B) 6 MR(ab/B);

2) a ⌣|
MR

acl(A) ⟨A ⟩;

3) Za svako a i B, postoji konaqan B0 ⊆ B takav da a ⌣|
MR

B ⟨B0⟩;

4) (Tranzitivnost) Za sve a, b i A ⊆ B va�i:

B ⌣|
MR

ab ⟨A⟩ akko B ⌣|
MR

a ⟨Ab⟩ i B ⌣|
MR

b ⟨A⟩.

Dokaz : 1) Neka je a = (a1, . . . , an) i b = (b1, . . . , bm). Tada je

MR(a/B) =MRn(a/B) i MR(ab/B) =MRn+m(ab/B).

Primetimo:

iz |= φ(a, b) (tj. φ(x, y) ∈ tp(ab/B)) sledi ∃y φ(x, y) ∈ tp(a/B).

Sliqno tome, iz |= ψ(a) (tj. ψ(x) ∈ tp(a/B) sledi ψ̂(x, y) ∈ tp(ab/B) za

ψ̂(x, y) = ψ(x) ∧ y1 ≡ y1 ∧ y2 ≡ y2 ∧ · · · ∧ ym ≡ ym.

Indukcijom se proveri da va�i

MRn(∃yφ(x, y)) 6 MRn+m(φ(x, y)) i MRn(ψ(x)) 6 MRn+m(ψ̂(x, y)),

pa je
inf{MR(ψ) |ψ ∈ tp(a/B)} 6 inf{MR(φ) |φ ∈ tp(a′/B)}.

2) Pretpostavimo suprotno; tada postoji LA-formula φ(x, y) takva da je

φ(x, b) ∈ tp(a/acl(A)) i MR(φ(x, b)) = α < MR(a/A).

Neka ψ(y) izoluje tp(b/A). Primetimo da ∃y (ψ(y) ∧ φ(x, y)) ∈ tp(a/A).
Neka je p ∈ S(acl(A)) slobodno raxireǌe tipa tp(a/A).
Tada ∃y (ψ(y) ∧ φ(x, y)) ∈ p i, kako su sva rexeǌa (a ima ih konaqno mnogo)
formule ψ(y) u acl(A), postoji b

′ ∈ acl(A) takav da ψ(b
′
) ∧ φ(x, b′) ∈ p.

Kako ψ izoluje tp(b/A) zakǉuqujemo da je tp(b/A) = tp(b
′
/A), pa je i

MR(φ(x, b
′
)) =MR(φ(x, b)) = α. Dakle,
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MR(p) 6MR(φ(x, b
′
)) = α < MR(a/A),

xto povlaqi da p nije slobodno raxireǌe tp(a/A). Kontradikcija.

3) Sledi iz definicije: svaki tip sadr�i formulu istog ranga i svaki
B0 koji sadr�i parametre te formule zadovoǉava tvr�eǌe.

4) (=⇒:) Va�i B ⌣|
MR

ab ⟨A⟩. Neka je d proizvoǉna n-torka iz B. Tada

MR(d/Aab) = MR(d/A).

Sad je MR(d/Aab) = MR(d/Ab) = MR(d/A).

Iz MR(d/Aab) = MR(d/Ab) sledi B ⌣|
MR

a ⟨Ab⟩.

Iz MR(d/Ab) = MR(d/A) sledi B ⌣|
MR

b ⟨A⟩.

(⇐=:) Neka je d proizvoǉna n-torka iz B.

Iz B ⌣|
MR

b ⟨A⟩ sledi MR(d/Ab) = MR(d/A).

Iz B ⌣|
MR

a ⟨Ab⟩ sledi MR(d/Aab) = MR(d/Ab).

Dakle, MR(d/Aab) = MR(d/A), pa je B ⌣|
MR

ab ⟨A⟩. �

Lema 8.1.4 Neka je (I,<) beskonaqan skup ure�enih neraspoznatǉivih
nad A. Onda:

1) I je skup neraspoznatǉivih nad A;
2) Za svaku formulu φ(x, y) nad A, postoji prirodan broj n takav da

za sve a va�i

|{b ∈ I | |= φ(a, b)}| 6 n ili |{b ∈ I | |= ¬φ(a, b)}| 6 n.

Dokaz : 1) je dokazano u lemi 6.3.9.

2) Bez umaǌeǌa opxtosti neka je |I| = ℵ0. Pretpostavimo suprotno: za
neku formulu φ(x, y) i za svako n postoje In, I ′n ⊆ I mo�i n takvi da je skup

{φ(x, b) | b ∈ In} ∪ {¬φ(x, b) | b ∈ I ′n}

neprotivreqan. Po kompaktnosti i iz neraspoznatǉivosti skupa I, sledi
da je za svaki skup I ′ ⊂ I neprotivreqan skup

pI′(x) = {φ(x, b) | b ∈ I ′} ∪ {¬φ(x, b) | b ∈ I \ I ′}.

Primetimo da su, za razliqite I ′-ove tipovi pI′(x) me�usobno kontradi-
ktorni. Kako ima 2ℵ0 razliqitih I ′-ova zakǉuqujemo |S(I)| > 2ℵ0 , xto je u
suprotnosti sa ω-stabilnox�u. Kontradikcija! �
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Definicija 8.1.5 Neka je p ∈ S(C) stacionaran tip i B ⊇ C. Ka�emo
da je A = {aβ |β < α} Morlijev niz nad B u p ako je za sve β < α tip
tp(aβ/B∪Aβ) jedinstveno slobodno proxireǌe tipa p u S(B∪Aβ), pri qemu
je Aβ = {aδ | δ < β}. �

Lema 8.1.6 Neka je p ∈ S(C) stacionaran tip, B ⊇ C i A = {aβ |β < α}
Morlijev niz nad B u p. Tada je A skup neraspoznatǉivih nad B.

Dokaz : Prenesimo ure�eǌe sa ordinala na skup A: aβ < aγ akko β<γ. Na
osnovu leme 8.1.4, dovoǉno je pokazati da je (A <) skup ure�enih neraspo-
znatǉivih. Poka�imo indukcijom da je

tp(aβ1 , aβ2 , . . . , aβm/B) = tp(aγ1 , aγ2 , . . . , aγm/B),

za sve aβ1 < aβ2 < · · · < aβm i aγ1 < aγ2 < · · · < aγm .

Induktivna hipoteza: Tvr�eǌe va�i za sve k < n.

Neka je aβ1 < aβ2 < · · · < aβn i aγ1 < aγ2 < · · · < aγn . Po induktivnoj
hipotezi je tp(aβ1 , aβ2 , . . . , aβn−1/B) = tp(aγ1 , aγ2 , . . . , aγn−1/B). Dakle, postoji
automorfizam µ univerzuma koji fiksira taqke skupa B i slika aβi u aγi
za i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Dakle,

• µ(B ∪ {aβ1 , aβ2 , . . . , aβn−1}) = B ∪ {aγ1 , aγ2 , . . . , aγn−1};

• automorfizmi quvaju Morlijev rang pa je

MR(p)= MR(aβn/B ∪ {a1, . . . , aβn−1})= MR(µ(aβn)/B ∪ {a1, . . . , aγn−1});

• µ(aβn) i aγn realizuju p;

• budu�i da je stacionaran, p ima jedinstvenu slobodnu ekstenziju
p∗ ∈ S(B ∪ {aγ1 , aγ2 , . . . , aγn−1}).

Iz ovoga sledi da su µ(aβn) i aγn realizacije p∗, pa va�i:

tp(µ(aβn), aγ1 , aγ2 , . . . , aγn−1/B) = tp(aβn , aγ1 , aγ2 , . . . , aγn−1/B).

Kako je µ automorfizam, va�i i

tp(µ(aβn), aγ1 , aγ2 , . . . , aγn−1/B) = tp(aβn , aβ1 , aβ2 , . . . , aβn−1/B),

xto sa prethodnim daje

tp(aβ1 , aβ2 , . . . , aβn/B) = tp(aγ1 , aγ2 , . . . , aγn/B).

Time je pokazano da je (A,<) skup ure�enih neraspoznatǉivih, pa je i skup
neraspoznatǉivih. �
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Lema 8.1.7 (Lema simetrije): Za sve skupove A, B i C va�i:

A ⌣|
MR

B ⟨C⟩ akko B ⌣|
MR

A ⟨C⟩.

Dokaz : Pretpostavimo suprotno. Tada, zbog konaqnog karaktera, postoje
(konaqni) nizovi a i b takvi da je

a ⌣|
MR

b ⟨C⟩ i b ⌣-
MR

a ⟨C⟩.

(⋆) MR(a/Cb) = MR(a/C) = α i MR(b/Ca) < MR(b/C) = β.

Prvo tvrdimo da u (⋆) C mo�emo zameniti ℵ0-zasi�enim modelom M ⊃ C.
Neka je M ′ ⊃ C ℵ0-zasi�en i neka b

′
realizuje slobodno proxireǌe tipa

tp(b/C) nad M ′:

MR(b
′
/M ′) = MR(b

′
/C) = β.

Neka je a′ takav da je tp(a′b
′
/C) = tp(ab/C) (qime odre�ujemo tp(a′/Cb

′
)) i

da a′ realizuje slobodno proxireǌe tipa tp(a′/Cb
′
) nad M ′b

′
. Tada:

MR(a′/M ′b
′
) = MR(a′/Cb

′
) = MR(a′/C) = α ,

MR(b
′
/M ′a′) 6 MR(b

′
/Ca′) < β =MR(b/M ′).

Ako je µ automorfizam koji fiksira C, a′b
′
slika u ab, i M ′ slika u M ,

tada M zadovoǉava:

MR(a/Mb) = MR(a/M) = α i MR(b/Ma) < MR(b/M) = β.

Prema posledici 7.2.4 p = tp(b/M) i q = tp(a/M) su stacionarni tipovi.
Neka je φ(x, y) ∈ tp(ab/M) takva da je

MR(φ(a, y)) < β = MR(p) i MR(φ(x, b)) = α = MR(q).

Neka je I beskonaqan Morlijev niz nad M u q. Tada:

za svaki ai ∈ I va�i MR(φ(ai, y)) < β,

zato xto je MR(φ(a, y)) < β i tp(ai/M) = tp(a/M) = q. Neka je b
′′
realizacija

tipa p koja je nezavisna od I nad M : MR(b
′′
/M I) =MR(p) = β. Tada:

za svaki ai ∈ I va�i |= ¬φ(ai, b
′′
).

Neka je q∗ ∈ S(Mb
′′
I) (jedinstveno) slobodno raxireǌe tipa q. Tvrdimo

da φ(x, b
′′
) ∈ q∗: Jedinstveno slobodno raxireǌe tipa q nad Mb je tp(a/Mb)

koji sadr�i φ(x, b). Zbog automorfizma, jedinstveno slobodno raxireǌe q′

tipa q nad Mb
′′
sadr�i φ(x, b

′′
), pa kako je q′ ⊂ q∗ sledi φ(x, b

′′
) ∈ q∗.

Neka je J beskonaqan Morlijev niz nad Mb
′′
I u q∗:
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za svaki ai ∈ J va�i |= φ(ai, b
′′
).

Posmatrajmo niz IJ relizacija q. Prema izboru I i J , svaki ǌegov
qlan ima rang α = MR(q) nad M i prethodnim qlanovima niza, pa je IJ
Morlijev niz nad M u q. Prema prethodnom:

{ai ∈ IJ | |= ¬φ(d, b′′)} = I i {ai ∈ IJ | |= φ(d, b
′′
)} = J ,

xto je, kako su i I i J beskonaqni, u kontradikciji s lemom 8.1.4. �

Naredna teorema sadr�i listu najva�nijih osobina relacije ”nezavi-
snost”.

Teorema 8.1.8
( I1) Za svaki automorfizam univerzuma µ va�i:

A ⌣|
MR

B ⟨C⟩ akko µ(A) ⌣|
MR

µ(B) ⟨µ(C)⟩;

( I2) (konaqni karakter)

A ⌣|
MR

B ⟨C⟩ akko za sve konaqne A0 ⊆ A i B0 ⊆ B va�i A0 ⌣|
MR

B0 ⟨C⟩;

( I3) (tranzitivnost)

A ⌣|
MR

B1 ⟨C⟩ i A ⌣|
MR

B2 ⟨CB1⟩ akko A ⌣|
MR

B1B2 ⟨C⟩;

( I4) (simetrija) A ⌣|
MR

B ⟨C⟩ akko B ⌣|
MR

A ⟨C⟩;

( I5) Ako je A ⊆ B, tada:

Svaki p ∈ Sn(A) ima konaqno mnogo proxireǌa istog ranga u Sn(B);

( I6) a ⌣|
MR

aclB ⟨B⟩ ;

( I7) (monotonost) Ako je A ⌣|
MR

B1B2 ⟨C⟩, onda je A ⌣|
MR

B1B2 ⟨CB2⟩;

( I8) (monotonost) Ako je A ⌣|
MR

B1B2 ⟨C⟩, onda je A ⌣|
MR

B1 ⟨C⟩.

Dokaz : ( I1) Sledi iz definicije relacije ⌣|
MR i qiǌenice da se Mor-

lijev rang ne meǌa pri automorfizmima.

( I2) Sledi iz definicije relacije ⌣|
MR i definicije Morlijevog ranga.

( I3) Dokazano u lemi 8.1.3.

( I4) Lema 8.1.7.

( I5) Sledi iz tvr�eǌa 7.2.3.

( I6) Deo 3 leme 8.1.3.

( I7) Ako je A ⌣|
MR

B1B2 ⟨C⟩ i a proizvoǉna n-torka skupa A, onda
je
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MR(a/B1B2C) = MR(a/C), pa je MR(a/B1B2C) = MR(a/B2C), a to

upravo znaqi da je A ⌣|
MR

B1 ⟨B2C⟩.

( I8) Ako je A ⌣|
MR

B1B2 ⟨C⟩ i a proizvoǉna n-torka skupa A, onda je

MR(a/B1B2C) = MR(a/C). Tada je MR(a/B1C) = MR(a/C), a to upravo

znaqi (uz qiǌenicu da je a proizvoǉna n-torka skupa A) da je

A ⌣|
MR

B1 ⟨C⟩. �

8.2 Nezavisne familije

Definicija 8.2.1 Skup (ili familija skupova) {Ci | i ∈ I} je nezavisna
nad A ako za svaki i ∈ I va�i:

Ci ⌣|
MR

∪
j∈I\{i}

Cj ⟨A⟩,

u suprotnom je zavisna nad A. �

Sliqno tvr�eǌu 4.1.8 koja govori o induktivnoj konstrukciji nezavisnih
skupova u predgeometrijama, slede�a lema omogu�ava da se ista ideja mo�e
primeniti za konstrukciju skupova nezavisnih u Morlijevom rangu.

Lema 8.2.2 {Ci | i < α} je nezavisan nad A ako i samo ako

za svako j < α va�i Cj ⌣|
MR {Ci | i < j} ⟨A⟩.

Dokaz : ⇒) sledi direktno iz definicije, dokaza�emo samo ⇐).

Pretpostavka je da va�i:

Cj ⌣|
MR {Ci | i < j} ⟨A⟩ za svako j < α.

Svo�eǌa na kontradikciju radi, pretpostavimo da {Ci | i 6 α} nije neza-
visan nad A. Tada postoji k < α takvo da je

Ck ⌣-
MR {Ci | k ̸= i < α} ⟨A⟩.

Neka je m najmaǌi takav da je

Ck ⌣-
MR {Ci | k ̸= i < m+ 1} ⟨A⟩.

Oznaqimo C = ∪{Ci | k ̸= i < m}. Tada je: Ck ⌣-
MR

C Cm ⟨A⟩. Kako, zbog
minimalnosti m, imamo Ck ⌣|

MR
C ⟨A⟩ , primenom tranzitivnosti pa

simetrije, dobijamo:
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Ck ⌣-
MR

Cm+1 ⟨AC⟩ i Cm+1 ⌣-
MR

Ck ⟨AC⟩ .

Zbog monotonosti, ( I7) i ( I8), sledi da je Cm+1 ⌣-
MR {Ci | i 6 m} ⟨A⟩, xto

povlaqi da je {Ci | i 6 m+ 1} zavisan nad A. Kontradikcija. �

Ako je {Ci | i ∈ I} familija skupova i J ⊆ I tada sa CJ oznaqavamo:

CJ =
∪
j∈J

Cj .

Lema 8.2.3 Neka je {Ci | i ∈ I} nezavisan nad A.

(1) Ako je CI ⌣|
MR

B ⟨A⟩ tada je {Ci | i ∈ I} nezavisan i nad AB.

(2) Za svaki J ⊂ I je {Ci | i ∈ I \ J} je nezavisan nad ACJ .

(3) Ako je {Dj | j ∈ J} nezavisan nad A i CI ⌣|
MR

DJ ⟨A⟩ tada je i
{Ci | i ∈ I} ∪ {Dj | j ∈ J} nezavisan nad A.

Dokaz :
(1) CI ⌣|

MR
B ⟨A⟩ zbog simetrije povlaqi B ⌣|

MR
CI ⟨A⟩. Primeǌu-

ju�i prvo ( I7) a potom ( I8) dobijamo:

B ⌣|
MR

CI ⟨CI\{k}A⟩ i B ⌣|
MR

Ck ⟨CI\{k}A⟩.

Zbog simetrije: Ck ⌣|
MR

B ⟨CI\{k}A⟩.
Kako je, zbog nezavisnosti nad A, Ck ⌣|

MR
CI\{k} ⟨A⟩ primenom tranzi-

tivnosti dobijamo:

Ck ⌣|
MR

CI\{k}B ⟨A⟩.

Primenom ( I7) pa potom ( I8) dobijamo:

Ck ⌣|
MR

CI\{k}B ⟨AB⟩ i Ck ⌣|
MR

CI\{k} ⟨AB⟩.

Kako posledǌa relacija va�i za svako k zakǉuqujemo da je {Ci | i ∈ I}
nezavisna nad AB.

(2) Neka je K = I \ J . Pore�ajmo I u ordinalni niz tako da prvo do�u
elementi Ci gde i ∈ K a potom oni za i ∈ J :

Ck1 Ck2 .... Cj1 Cj2 ...

Taj niz zadovoǉava induktivni uslov nezavisnosti iz leme 8.2.2, odakle
sledi da taj uslov zadovoǉava i niz CK Cj1 Cj2 ... . Primenom drugog
smera leme 8.2.2, zakǉuqujemo da je {CK}∪{Cj | j ∈ J} nezavisan nad A pa,
kada ih pore�amo u niz tako da CK bude na kraju, zakǉuqujemo:

CK ⌣|
MR

CJ ⟨A⟩.
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Po prvom delu ove leme sledi da je {Ci | i ∈ K} nezavisan nad ACJ , xto je
i trebalo dokazati.

(3) Pore�ajmo {Ci | i ∈ I} ∪ {Dj | j ∈ J} u niz tako da prvo do�u svi
Ci-ovi a onda Dj-ovi. Tvrdimo da ovaj niz zadovoǉava induktivni uslov
iz leme 8.2.2: Ci-ova ga oqito zadovoǉavaju, pa preostaje da to doka�emo
i za Dj-ove. Iz nezavisnosti {Dj | j ∈ J} nad A i CI ⌣|

MR
DJ ⟨A⟩, prema

prvom delu ove leme zakǉuqujemo da je on nezavisan i nad ACI . Odatle
sledi induktivni uslov i za Dj-ove. �

8.3 Te�ina tipa

Definicija 8.3.1 (1) Predte�ina kompletnog tipa p = tp(a/B), u oznaci
pwt(p) ili pwt(a/B), je definisana na slede�i naqin:

• pwt(a/B) > n akko postoji {Ci | 1 6 i 6 n} nezavisan nad B takav da

a ⌣-
MR

Ci⟨B⟩ za svako i.

• pwt(p) = n akko je n najve�i takav da je pwt(p) > n; u suprotnom
pwt(p) = ∞.

(2) Te�ina kompletnog tipa je maksimalna predte�ina ǌegovog slo-
bodnog raxireǌa1. Drugim reqima

wt(a/B) = sup{ pwt(a/B′) | a ⌣|
MR

B′ ⟨B⟩ i B ⊆ B′},

ako je supremum prirodan broj, a u suprotnom wt(a/B) = ∞. �

Napomena 8.3.2 1. Kako su ⌣|
MR i ⌣-

MR konaqnog karaktera nema umaǌe-
ǌa opxtosti ako se pretpostavi da su Ci-ovi u gorǌoj definiciji konaqni.

2. Predte�ina i te�ina tipa su invarijantne u odnosu na automorfizme
univerzuma:

pwt(a/A) = pwt(f(a)/f(A)) i wt(a/A) = wt(f(a)/f(A))

va�i za svaki automorfizam univerzuma.

3. Pretpostavimo da {Ci | 1 6 i 6 n} svedoqi da je pwt(ā/A) > n:

{Ci | 1 6 i 6 n} je nezavisan nad A i a ⌣-
MR

Ci⟨A⟩ za sve i 6 n

Primetimo da ove dve osobine zavise iskǉuqivo od tp(C1...Cn/A ā) ; kad
god C ′

1...C
′
n realizuje tp(C1...Cn/A ā) tada C ′

1...C
′
n na isti naqin svedoqi

da je pwt(ā/A) > n. �
1Slobodno raxireǌe tipa q je kompletan tip p ⊇ q istog Morlijevog ranga.
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Iz definicije direktno sledi da te�ina ne opada pri prelasku na slo-
bodno raxireǌe; drugi deo narednog tvr�eǌa garantuje da ne mo�e ni da
poraste.

Tvr�eǌe 8.3.3 Pretpostavimo da je A ⊆ B i ā ⌣|
MR

B ⟨A⟩. Tada:
(1) pwt(ā/A) 6 pwt(ā/B);
(2) wt(ā/A) = wt(ā/B).

Dokaz : (1) Pretpostavimo da {Ci | 1 6 i 6 n} svedoqi da je pwt(ā/A) > n:

{Ci | 1 6 i 6 n} je nezavisan nad A i ā ⌣-
MR

Ci⟨A⟩ za sve i 6 n.

Kako ovo zavisi samo od tp(C1...Cn/A ā) to mo�emo pretpostaviti i da je

C1...Cn ⌣|
MR

B⟨A ā ⟩

(uzmemo realizaciju slobodnog raxireǌa tp(C1...Cn/A ā) u S(Bā) i zameni-
mo Ci-ove). Pokaza�emo da {Ci | 1 6 i 6 n} svedoqi i pwt(ā/B) > n.

Kako je ā ⌣|
MR

B ⟨A⟩ primenom simetrije i tranzitivnosti sledi:

B ⌣|
MR

ā C1...Cn ⟨A ⟩.

Odavde prvo zakǉuqujemo C1...Cn ⌣|
MR

B⟨A ⟩ pa, prema lemi 8.2.3(1), je
{Ci | 1 6 i 6 n} nezavisan nad B. Preostaje da doka�emo ā ⌣-

MR
Ci⟨B⟩.

U suprotnom bismo iz ā ⌣|
MR

Ci⟨B⟩ i ā ⌣|
MR

B⟨A⟩ primenom tranziti-
vnosti dobili ā ⌣|

MR
BCi ⟨A ⟩, xto je u protivreqnosti sa ā ⌣-

MR
Ci⟨A⟩.

Ovim smo dokazali da za svako n iz pwt(ā/A) > n sledi pwt(ā/B) > n.

pwt(ā/A) 6 pwt(ā/B) sledi.

(2) Ve� smo napomenuli da te�ina ne opada u slobodnim raxireǌima,
pa preostaje da, pretpostavivxi wt(ā/A) > n, doka�emo wt(ā/B) > n. Neka
D ⊃ A i {Ci | 1 6 i 6 n} svedoqe wt(ā/A) > n:

ā ⌣|
MR

D⟨A⟩, {Ci | 1 6 i 6 n} je nezavisan nad D i a ⌣-
MR

Ci⟨D⟩.

Poxto ovo zavisi samo od tp(DC1 ... Cn/A ā) mo�emo pretpostaviti i:

DC1 ... Cn ⌣|
MR

B⟨A ā⟩.

Odavde prvo zakǉuqujemo B ⌣|
MR

D⟨A ā⟩, xto sa B ⌣|
MR

ā ⟨A⟩, zbog tran-
zitivnosti povlaqi B ⌣|

MR
Dā⟨A⟩. Kako je i D ⌣|

MR
ā⟨A⟩ zakǉuqujemo

da {ā, D,B} zadovoǉava induktivnu nezavisnost nad A; prema lemi 8.2.2
to je nezavisna trojka nad A pa je i ā ⌣|

MR
BD⟨A⟩. tp(ā/BD) je slobodna

ekstenzija tp(ā/A).
Dovoǉno je dokazati da {Ci | 1 6 i 6 n} svedoqe pwt(ā/BD) > n (xto

povlaqi wt(ā/B) > n).
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DC1 ... Cn ⌣|
MR

B⟨A ā⟩ i B ⌣|
MR

ā⟨A⟩

zbog tranzitivnosti povlaqe

B ⌣|
MR

DC1 ... Cn ā⟨A⟩.

Zbog monotonosti imamo B ⌣|
MR

C1 ... Cn ⟨D⟩ odakle, zbog nezavisnosti
{Ci | 1 6 i 6 n} nad D i leme 8.2.3(1), sledi da je {Ci | 1 6 i 6 n} nezavisan
nad BD. Va�i i ā ⌣-

MR
Ci⟨BD ⟩ ; u suprotnom iz

ā ⌣|
MR

Ci⟨BD ⟩ i ā ⌣|
MR

BD⟨A ⟩

sledi ā ⌣|
MR

BDCi⟨A ⟩ xto je u suprotnosti sa ā ⌣-
MR

Ci⟨D ⟩. Ovim smo
dokazali da {Ci | i 6 n} svedoqe pwt(ā/BD) > n xto zavrxava dokaz tvr�e-
ǌa. �

Lema 8.3.4 Ako je M ℵ0-zasi�en tada je pwt(ā/M) = wt(ā/M).

Dokaz : Prema posledici 7.2.4 postoji konaqan A ⊂M takav da je tp(ā/A)
stacionaran i tp(ā/M) ǌegova slobodno raxireǌe. Prema tvr�eǌu 8.3.3
te�ina se ne meǌa u slobodnim raxireǌima pa je wt(ā/A) = wt(ā/M) = n.
Neka je D ⊃ A takav da je

ā ⌣|
MR

D⟨A⟩ i pwt(ā/D) = n.

Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je D konaqan. Tada zbog
zasi�enosti postoji D′ ⊂M takav da je tp(D′/A) = tp(D/A). Kako je tp(ā/A)
stacionaran i

ā ⌣|
MR

D⟨A⟩ i ā ⌣|
MR

D′⟨A⟩,

zakǉuqujemo tp(āD/A) = tp(āD′/A), xto povlaqi pwt(ā/D) = pwt(ā/D′) = n.
Primenom tvr�eǌa 8.3.3(1) dobijamo pwt(ā/A) 6 pwt(ā/M), odakle sledi
pwt(ā/M) = n. �

Lema 8.3.5 Ako je a ⌣|
MR

b ⟨A⟩, ako je M ⊃ A ℵ0-zasi�en i ako va�i:

M ⌣|
MR

ab ⟨A⟩,

onda je svaki od tp(a/M), tp(b/M) i tp(ab/M) slobodno raxireǌe svog su-
�eǌa na A i va�i:

pwt(a/M) = wt(a/A) pwt(b/M) = wt(b/A) i pwt(ab/M) = wt(ab/A).

Dokaz : Iz M ⌣|
MR

ab ⟨A⟩ sledi

ab ⌣|
MR

M ⟨A⟩, a ⌣|
MR

M ⟨A⟩ i b ⌣|
MR

M ⟨A⟩,

pa su tp(a/M), tp(b/M) i tp(ab/M) slobodna raxireǌa svojih su�eǌa na
A. Kako se te�ina quva u slobodnim raxireǌima, i kako je za tipove nad
ℵ0-zasi�enim modelima te�ina jednaka predte�ini imamo:
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pwt(a/M) = wt(a/A) pwt(b/M) = wt(b/A) i pwt(ab/M) = wt(ab/A). �

Tvr�eǌe 8.3.6 (Aditivnost te�ine)

Ako je a ⌣|
MR

b ⟨A⟩, onda je wt(ab/A) = wt(a/A) + wt(b/A) .

Dokaz : Neka je M ⊃ A ℵ0-zasi�en model takav da je M ⌣|
MR

ab ⟨A⟩;
primetimo da takav M uvek postoji: uzmemo ℵ0-zasi�en M ′ ⊃ A i M koji
realizuje slobodnu ekstenziju tp(M ′/A) nad āb̄. Iz M ⌣|

MR
ab ⟨A⟩ i

a ⌣|
MR

b ⟨A⟩ nije texko izvesti

a ⌣|
MR

b ⟨M⟩.

Tako�e
ab ⌣|

MR
M ⟨A⟩, a ⌣|

MR
M ⟨A⟩ i b ⌣|

MR
M ⟨A⟩,

pa su tp(a/M), tp(b/M) i tp(ab/M) slobodna raxireǌa svojih su�eǌa na
A. Kako se te�ina quva u slobodnim raxireǌima naxe tvr�eǌe je ekviva-
lentno sa

wt(ab/M) = wt(a/M) + wt(b/M).

(a) Poka�imo prvo da va�i wt(ab/M) > wt(a/M) + wt(b/M):

Neka je wt(a/M) = n i wt(b/M) = m. Kako je te�ina tipa nad ℵ0-
zasi�enim modelom jednaka ǌegovoj predte�ini, imamo pwt(a/M) = n, pa
postoji {C1, . . . , Cn} koji to svedoqi:

{C1, . . . , Cn} je nezavisan nad M i Ci ⌣-
MR

a ⟨M⟩.

Svaki tip ima slobodno raxireǌe pa tip tp(C1, . . . , Cn/Ma) ima rea-
lizaciju nezavisnu od b (nad Mā). Ne umaǌuju�i opxtost, mo�emo pret-
postaviti da je bax C1, . . . , Cn ta realizacija. Dakle,

C1, . . . , Cn ⌣|
MR

b ⟨ aM⟩,

xto zajedno sa gorǌim uslovom a ⌣|
MR

b ⟨M⟩ daje

b ⌣|
MR

aC1, . . . , Cn ⟨M⟩.

Sada biramo svedoka za pwt(b̄/M) = m, neka je to {D1, . . . , Dm}

{D1, . . . , Dm} je nezavisan nad M i b ⌣-
MR

Di ⟨M⟩.

Kako ove osobine Di-ova zavise iskǉuqivo od M b̄ mo�emo ih prona�i tako
da va�i i:

D1, . . . , Dm ⌣|
MR

ā C1, . . . , Cn ⟨Mb⟩.

Pokaza�emo da {C1, . . . , Cn, D1, . . . , Dm} svedoqi wt(ā b̄/M) > n+m .
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1. a b ⌣-
MR

Di⟨M⟩ sledi iz b ⌣-
MR

Di⟨M⟩. Sliqno i za ba ⌣-
MR

Cj⟨M⟩.
Prema tome āb̄ zavisi od svakog elementa skupa {C1, . . . , Cn, D1, . . . , Dm} nad
M .

2. Iz D1, . . . , Dm ⌣|
MR

ā C1, . . . , Cn ⟨Mb⟩ i b ⌣|
MR

aC1, . . . , Cn ⟨M⟩, na
osnovu simetrije i tranzitivnosti zakǉuqujemo

ā C1, . . . , Cn ⌣|
MR

b̄ D1, . . . , Dm⟨M⟩,

odakle sledi D1, . . . , Dm ⌣|
MR

C1, . . . , Cn⟨M⟩, a odavde je, po lemi 8.2.3(3),
skup {C1, . . . , Cn, D1, . . . , Dm} nezavisan nad M .

Ovim smo dokazali da {C1, . . . , Cn, D1, . . . , Dm} svedoqi wt(ā b̄/M) >
n+m, qime je dokaz ovog dela zavrxen.

(b) Poka�imo da va�i wt(ab/M) 6 wt(a/M) + wt(b/M):

Neka je wt(a/M) = n, wt(b/M) = m i neka je {Ci | i ∈ I} nezavisan nad M i:

Ci ⌣-
MR

ab⟨M⟩ za svako i ∈ I.

Dovoǉno je dokazati |I| 6 m + n; odatle sledi pwt(ā b̄/M) 6 m + n i,
kako je te�ina tipa nad M jednaka ǌegovoj predte�ini, �eǉeni zakǉuqak
sledi.

Neka je J ⊆ I maksimalan takav da je CJ ⌣|
MR

a (M) . Tada:

a ⌣-
MR

Ci ⟨MCJ⟩ za svaki i ∈ I \ J ;

u suprotnom, zbog tranzitivnosti, bismo imali a ⌣|
MR

CJ∪{i}⟨A⟩ xto pro-
tivreqi maksimalnosti. Daǉe, kako je {Ci | i ∈ I \ J} nezavisan nad MCJ
(po lemi 8.2.3(2)) i kako svaki ǌegov element zavisi od a nad MCJ mora
va�iti: |I \ J | 6 wt(a/M) = n.

Iz nezavisnosti {Cj | j ∈ J} nad M i a ⌣|
MR

CJ⟨M⟩ sledi (po lemi
8.2.3(1)) nezavisnost {Cj | i ∈ j} nad Ma. Daǉe, za svaki j ∈ J va�i

Cj ⌣-
MR

b ⟨Ma⟩ ;

U suprotnom, iz Cj ⌣|
MR

b⟨Ma⟩ i Cj ⌣|
MR

a⟨M⟩ zbog tranzitivnosti sledi
Cj ⌣|

MR
ab⟨M⟩, xto je suprotno izboru Cj-ova.

Dakle, {Cj | i ∈ j} je nezavisan nad Ma i svaki ǌegov element zavisi od
b nad Ma. Odavde sledi |J | 6 wt(b̄/M) = m.

Sve ukupno |I| = |I \ J |+ |J | 6 n+m. �
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Glava 9

Dimenzija modela
ℵ1-kategoriqne teorije

U ovom poglavǉu fiksiramo ℵ1-kategoriqnu teoriju T i ǌen univerzalni
domen U. Po konvenciji iz dela 3.3, u kome smo uveli pojam univerzuma,
a, b, c oznaqavaju elemente a a, b,.... n-torke elemenata univerzuma. A,B,C, ...
su mali podskupovi a M,N... mali elementarni podmodeli univerzuma.
Prema Morlijevoj teoremi T je ω-stabilna i nema Votove parove. Jedna od
posledica ω-stabilnosti je da za svaki model M postoji jako minimalna
formula sa parametrima iz M . Posebno, kada je M0 prost model postoji
jako minimalna formula Φ(x, a) gde a ∈ M0. Kako je prost model ujedno
i atomiqan tp(a) je izolovan. Tako�e, jaka minimalnost se quva pri au-
tomorfizmima pa je za svaki b koji realizuje tp(a) formula Φ(x, b) jako
minimalna. Fiksirajmo ovu situaciju kroz ovo poglavǉe:

1. p∗ = tp(a) je izolovan;

2. Φ(x, a) je jako minimalna formula;

3. Za b̄ ∈ N sa dimb(N) oznaqavamo acl-dimenziju (nad b̄) skupa Φ(N, b).
dimb(N) je dimenzija modela N u odnosu na b.

Podsetimo da je acl-dimenzija (nad b̄) skupa Φ(N, b) veliqina najmaǌeg (u
odnosu na inkluziju) I ⊆ Φ(N, b) takvog da je acl(I ∪ {b}) = Φ(N, b) i da je I
acl-nezavisan nad b: za svaki ci ∈ I va�i ci /∈ acl(I ∪ {b} \ {ci}).

Kako je p∗ izolovan on je realizovan u svakom modelu N , pa svaki model
ima bar jednu dimenziju. Glavni rezultat ovog poglavǉa (i celog rada) je
da dimenzija modela ne zavisi od izbora realizacije tipa p∗ u modelu, pa
dimb(N) mo�emo oznaqiti i sa dim(N).

Teorema (Boldvin, Lahlan) dima(M) ne zavisi od izbora a ∈ p∗(M). �
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9.1 Totalno kategoriqne teorije

T je totalno kategoriqna ako je κ-kategoriqna za svaki beskonaqan kardi-
nal κ. Naxa T je ve� neprebrojivo kategoriqna pa do totalne nadostaje
samo ℵ0-kategoriqnost. Podsetimo da je T ℵ0-kategoriqna ako i samo ako
nema neizolovanih tipova nad konaqnim domenom. Jox jedan ekvivalentan
uslov je konaqnost Lindenbaumovih algebri, xto znaqi da za svaki kona-
qan skup A0 ⊆ M postoji samo konaqno mnogo A0-definabilnih podskupova
strukture M .

Lema 9.1.1 Slede�i iskazi su ekvivalentni:

1) T je ℵ0-kategoriqna teorija;

2) Ako je |= p∗(a), onda je acl(A) ∩ Φ(U, a) konaqan za sve konaqne A ⊇ a;

3) dima(M) > ℵ0 za sve M |= T i sve a ∈ p∗(M).

Dokaz : ,,1 ⇒ 2” : Neka je T ℵ0-kategoriqna, a realizuje p∗ i A ⊇ a konaqan
skup. Poxto ima samo konaqno mnogo formula nad A sa jednom slobodnom
promenǉivom, to je i konaqan broj algebarskih formula, a samim tim i
acl(A) ∩ Φ(U, a) mora biti konaqan.
,,2 ⇒ 3” : Pretpostavimo da va�i 2. Neka je M |= p∗(a) i neka je I nad
a baza skupa Φ(M,a); tada je Φ(M,a) ⊆ acl(I ∪ {a}). Ako bi I bio konaqan
onda bi, na osnovu 2, i acl(I ∪{a}) i Φ(M,a) bili konaqni. Kako Φ(x, a) nije
algebarska formula, Φ(M,a) je beskonaqan pa i I = dima(M) mora biti
beskonaqan.
,,3 ⇒ 1” : Neka su M i N prebrojivi modeli teorije T i neka su a ∈ p∗(M)
i b ∈ p∗(N). Neka je I nad a baza skupa Φ(M,a) i neka je J nad b baza
skupa Φ(N, b). Ako va�i 3, onda je |M | = |N | = |I| = |J | = ℵ0 pa postoji
elementarno preslikavaǌe f koje slika I ∪ a u J ∪ b. Poxto je M prost
nad I ∪ a i N prost nad J ∪ b, onda se f mo�e produ�iti do izomorfizma
struktura M i N . Dakle, T je ℵ0-kategoriqna teorija. �

Lema 9.1.2 Pretpostavimo da je a ∈ p∗(M) takav da je dima(M) beskona-
qan. Tada je M zasi�en.

Dokaz : Neka je I baza (nad a) za Φ(M,a), tada je |I| = ℵ0. Neka je N prebro-
jiv zasi�en model, neka b̄ ∈ p∗(N) i neka je J baza (nad b) za Φ(N, b). Zbog
zasi�enosti je |J | = ℵ0. Tada postoji parcijalno elementarno preslika-
vaǌe koje I ∪ {a} preslikava na J ∪ {b}. Ono se produ�ava do izomorfizma
M i N . �

Iz prethodne leme izvodimo jedan deo Boldvin-Lahlanove teoreme.
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Teorema 9.1.3 Ako je dima(M) beskonaqan za neki a ∈ p∗(M) tada je
dima(M) = dimb(M) za svaki b ∈ p∗(M).

Dokaz : Iz |M | > ℵ0 i kardinalnog raquna sledi dimb(M) = |M | za
svaki b ∈ M , pa ostaje da doka�emo sluqaj kada je |M | = ℵ0. Preostaje
da poka�emo da je dimb(M) uvek beskonaqan. U suprotnom, ako je I konaqna
baza za Φ(M, b), tada jedinstven nealgebarski 1-tip u S1(Ia) koji sadr�i
Φ(x, b) nije realizovan u M . Kako je, prema prethodnoj lemi, M zasi�en,
to nije mogu�e. �

9.2 Konaqnost te�ine tipova

U ovom delu �emo dokazati glavni tehniqki rezultat ovog poglavǉa: ko-
naqnost te�ine tipova u neprebrojivo kategoriqnim teorijama. Zapravo,
ovu osobinu imaju tipovi u ma kojoj ω-stabilnoj teoriji, ali je dokaz tog
tvr�eǌa znatno kompleksniji.

Lema 9.2.1
(1) Ako je tp(a/B) jako minimalan, onda

a ⌣-
MR

A ⟨B⟩ akko a ∈ acl(AB);

(2) Ako je tp(a/B) jako minimalan, onda je wt(a/B) = 1;
(3) Ako je {a1, a2, ...an} nezavisan nad B i svaki tp(ai/B) je jako mini-

malan, tada wt(a1a2...an/B) = n.

Dokaz :
(1) Ako je tp(a/B) jako minimalan, onda je MR(a/B) = 1. Slede�i

uslovi su ekvivalentni:

a ⌣-
MR

A⟨B⟩; MR(a/B) > MR(a/AB); MR(a/AB) = 0; a ∈ acl(AB).

(2) Neka je tp(a/B) jako minimalan i neka je B′ ⊇ B takav da a ⌣|
MR

B′⟨B⟩.
Dovoǉno je pokazati da je pwt(a/B′) 6 2. Neka su C1, C2 nezavisni nad B′ i
pretpostavimo a ⌣-

MR
C1⟨B′⟩. Tada, zbog (1), imamo a ∈ acl(B′C1).

Prema osobini I6 iz C2 ⌣|
MR

C1⟨B′⟩ sledi

C2 ⌣|
MR

acl(B′C1)⟨B′⟩,

pa, kako a ∈ acl(B′C1), zakǉuqujemo C2 ⌣|
MR

a (B′) i pwt(a/B′) 6 2.
(3) Sledi iz drugog dela ove leme i aditivnosti te�ine (tvr�eǌe 8.3.6).

�

Ako je tp(a/D) jako minimalan i ϕ(x) ∈ tp(a/D) jako minimalna formula
tada za svaku formulu φ(x) sa parametrima iz D taqno jedna od formula
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ϕ(x) ∧ φ(x) i ϕ(x) ∧ ¬φ(x)

je algebarska. Druga je nealgebarska (ima beskonaqan skup rexeǌa) i mora
biti sadr�ana u tp(a/D). Otud slede�a lema:

Lema 9.2.2 Ako je tp(a/D) jako minimalan tada za svaku formulu φ(x, y)
sa parametrima iz D:

Za svako d̄ ∈ D va�i: φ(x, d) ∈ tp(a/D) ako i samo ako |= (∃∞x)φ(x, d)1.�

Lema 9.2.3 Slobodna ekstenzija jako minimalnog neizolovanog tipa je ne-
izolovana.

Dokaz : Neka je p ∈ S1(A) jako minimalan, neizolovan tip i neka je q ∈
S1(B) ǌegova slobodna ekstenzija. Izaberimo jako minimalnu formulu
ϕ(x) ∈ p. Kako je p neizolovan, on je taqka nagomilavaǌa (u S1(A)) tipova
maǌeg MR-ranga, pa postoji niz razliqitih tipova {pn |n ∈ ω} ⊂ S1(A)
koji sadr�e ϕ(x) i imaju maǌi MR-rang od p; samim tim su algebarski.
Dakle, p je taqka nagomilavaǌa skupa {pn | n < ω}, budu�i da je to jedini
nealgebarski tip koji sadr�i ϕ(x).

Neka je qn ∈ S(B) ekstenzija pn. qn-ovi su razliqiti, pa postoji taqka
nagomilavaǌa skupa {qn |n ∈ ω} koja ne mo�e biti algebarski tip pa mora
imati MR-rang bar 1; kako sadr�i ϕ(x) ona ima MR-rang 1. Budu�i da je
q jedini nealgebarski tip u S1(B) koji sadr�i ϕ(x), zakǉuqujemo da je to
q. q je neizolovan budu�i da je taqka nagomilavaǌa qn-ova. �

Lema 9.2.4 Ako je p = tp(b/d) jako minimalan i neizolovan, a tp(bd/C)
izolovan tada bd ⌣-

MR
C.

Dokaz : Kako je tp(bd/C) izolovan tada je i tp(b/dC) izolovan. S druge stra-
ne, prema prethodnoj lemi, svako slobodno proxireǌe tipa p je neizolo-
vano, pa tp(b/dC) nije slobodno proxireǌe tipa p. Znaqi: b ⌣-

MR
C⟨ d ⟩

odakle, zbog monotonosti, sledi bd ⌣-
MR

C. �

Tvr�eǌe 9.2.5 Svaki tip ima konaqnu te�inu.

Dokaz : Kako se te�ina ne meǌa u slobodnim proxireǌima, dovoǉno je
dokazati da svaki tip nad ℵ0-zasi�enim modelom ima konaqnu te�inu. Zato
fiksirajmo ℵ0-zasi�en model M i a /∈ acl(M) i doka�imo da je wt(ā/M)
konaqan broj.

Fiksirajmo jako minimalnu formulu ϕ(x) sa parametrima iz M i jako
minimalni tip q ∈ S1(M) koji sadr�i ϕ(x). Neka je N prost nad Ma.
Kako T nema Votovih parova, N je minimalan nad M ∪ ϕ(N). Ali nad
M ∪ ϕ(N) postoji i konstruktibilan (samim tim i prost, atomski) model

1Ovo znaqi da je tp(a/D) definabilan.
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koji se mo�e utopiti u N , pa zakǉuqujemo da je N konstruktibilan (prost,
atomiqan) i minimalan nad M ∪ ϕ(N). Zato je tp(ā/Mϕ(N)) izolovan pa
postoji b̄ ∈ ϕ(N) \M takav da je tp(ā/Mb̄) izolovan. Pretpostavimo da je
izabran b̄ = b1, ..., bn najmaǌe mogu�e du�ine. Dokaza�emo wt(ā/M) 6 n.

(1) U prvom koraku dokaza tvrdimo:

(a) tp(bi/M) = q je jako minimalan;

(b) {b1, b2, ..., bn} je nezavisan nad M ;

(v) tp(a/Mb1...bn) je izolovan.

(a) i (v) slede neposredno iz izbora b̄. Da doka�emo (b), pretpostavimo
da {b1, b2, ..., bn} nije nezavisan nad M . Tada neki bi zavisi od ostalih nad
M , recimo bn ⌣-

MR
b1...bn−1⟨M⟩. Prema lemi 9.2.1(1), bn ∈ acl(b1...bn−1M)

pa je tp(bn/b1...bn−1M) izolovan. Kako je i tp(a/Mb1...bn) izolovan, po tran-
zitivnosti izolovanosti, imamo da je tp(abn/Mb1...bn−1) izolovan, pa je i
tp(a/Mb1...bn−1) izolovan, xto protivreqi minimalnosti n. Ovim je deo (b)
dokazan.

(2) U drugom koraku dokazujemo:

za svako C: iz C ⌣|
MR

b1...bn⟨M⟩ sledi C ⌣|
MR

b1...bna⟨M⟩.

Primetimo da je dovoǉno dokazati ovo tvr�eǌe za konaqne C. Neka je
θ(x, y1, ..., yn) ∈ tp(ab1...bn/M) takva da

θ(x, b1, ..., bn) ⊢ tp(a/Mb1...bn).

Pretpostavimo, suprotno tvr�eǌu, da je c takav da

c ⌣|
MR

b1...bn ⟨M⟩ i c ⌣-
MR

b1...bna ⟨M⟩.

Odavde, zbog tranzitivnosti, zakǉuqujemo c ⌣-
MR

a ⟨Mb1...bn⟩, xto
povlaqi da tp(c/Mb1...bn) ima bar dva razliqita proxireǌa u S(Mb1...bna)
(tp(c/Mb1...bnā) i slobodno proxireǌe). Zbog toga i tp(a/Mb1...bn) ima bar
dva proxireǌa u S(Mb1...bnc), pa postoji formula ψ(x, y1...yn, z) takva da:

|= ψ(a, b1...bn, c) i

|= (∃x1x2)(θ(x1, b1, ..., bn) ∧ θ(x2, b1, ..., bn) ∧ ψ(x1, b1...bn, c) ∧ ¬ψ(x2, b1...bn, c)).

Obele�imo ovu formulu sa φ(b1, ..., bn, c). Kako je b1, ..., bn nezavisan nad M
i c ⌣|

MR
b1...bn⟨M⟩, na osnovu simetrije i tranzitivnosti sledi

bn ⌣|
MR

c(Mb1...bn−1),

pa je tp(bn/Mb1...bn−1c) jako minimalno proxireǌe tipa q i va�i:

|= (∃∞yn)(φ(b1, ..., bn−1, yn, c) ∧ ϕ(yn)
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(gde je ϕ ∈ q jako minimalna formula). Ponovivxi ovo rezonovaǌe jox n−1
put dobijamo:

|= (∃∞y1)...(∃∞yn)φ(y1...yn−1, yn, c) ∧ ϕ(y1) ∧ ... ∧ ϕ(yn)).

Ova formula je zadovoǉena i u M pa postoji c′ ∈M takav da:

|= (∃∞y1)...(∃∞yn)φ(y1...yn−1, yn, c
′) ∧ ϕ(y1) ∧ ... ∧ ϕ(yn)).

Primenom leme 9.2.2 dobijamo:

|= (∃∞y2)...(∃∞yn)φ(b1, y2, ...yn−1, yn, c
′) ∧ ϕ(y2) ∧ ... ∧ ϕ(yn)).

Primenivxi lemu 9.2.2 jox n− 1 put dobijamo:

|= φ(b1, b2, ...bn, c
′).

Znaqi, va�i:

|= (∃x1x2)(θ(x1, b1, ..., bn) ∧ θ(x2, b1, ..., bn) ∧ ψ(x1, b1...bn, c′) ∧ ¬ψ(x2, b1...bn, c′)).

Na�imo a1, a2 koji svedoqe egzistencijalne kvantore:

|= θ(a1, b1, ..., bn) ∧ θ(a2, b1, ..., bn) ∧ ψ(a1, b1...bn, c′) ∧ ¬ψ(a2, b1...bn, c′).

Kako θ(x, b1, ..., bn) ⊢ tp(a/Mb1...bn) imamo: tp(a1/Mb1...bn) = tp(a2/Mb1...bn),
xto je, zbog c′ ∈M , u kontradikciji sa

|= ψ(a1, b1...bn, c
′) ∧ ¬ψ(a2, b1...bn, c′).

Ovim smo zavrxili drugi korak dokaza.

Primetimo da iz (a) i (b), prema lemi 9.2.1(3), sledi wt(b1, . . . , bn/M) = n.
Preostaje da doka�emo pwt(a/M) 6 n (budu�i da je pwt = wt nad M). Zato
pretpostavimo da je {C1, . . . , Cn+1} nezavisan nad M i doka�imo da neki
Ci ne zavisi od ā nad M .

Prvo, kako je pwt(b1, . . . , bn/M) = n, za neko i va�i

Ci ⌣|
MR

b1, . . . , bn ⟨M⟩.

U drugom koraku smo dokazali da onda mora va�iti i

Ci ⌣|
MR

ab1, . . . , bn⟨M⟩,

odakle, zbog monotonosti, sledi Ci ⌣|
MR

a⟨M⟩, qime je dokaz zavrxen. �
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9.3 Dokaz Boldvin-Lahlanove teoreme

Lema 9.3.1 Neka je M prebrojiv model i a, b ∈ M realizuju p⋆. Ako je
dima(M) ̸= dimb(M) tada M realizuje svaki tip iz S(T ).

Dokaz : Kako je M prebrojiv to je | dimc(M) | 6 ℵ0 za svako c iz M koje
ralizuje p⋆. Kako je dima(M) ̸= dimb(M), bar jedan od ǌih mora biti ko-
naqan. Xta vixe, za svako a iz M koje realizuje p⋆, dima(M) je konaqno.
Neka je c iz M takvo da je i = dimc(M) minimalna mogu�a dimenzija. Neka
je I baza za Φ(M, c). Tada je M prost nad I ∪ c.

⌈ Lema: Za svako n postoji d izM koje realizuje p⋆ takvo da je dimd(M) > n.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup

{dimd(M) | d je iz M i d realizuje p⋆}

ograniqen. Neka je ǌegov maksimum dimd(M) = j i neka je J baza za Φ(M,d)

za neko d. Kako je dima(M) ̸= dimb(M), zbog minimalnosti i i maksimalno-
sti j, va�i i < j. Neka je J ′ podskup baze J mo�i i i N ⊂ M prost model
nad J ′ ∪ d. Primetimo da je tp(I c̄) = tp(J ′ d̄), pa su, zbog jedinstvenosti
prostih modela, M i N su izomorfni. Zato postoji niz d′ iz N takav da
je dimd′(N) = j. Kako T nema Votove parove to ne mo�e biti Φ(M,d′) ⊆ N ,
pa mora biti dimd′(M) > dimd′(N) = j, xto je u kontradikciji sa pret-
postavkom o maksimalnosti j. ⌋

Neka je p proizvoǉan element skupa S(T ), c ǌegova realizacija i N
prost model nad c. Daǉe, neka je d realizacija p⋆-a u N . Tada je N prost
nad J ∪ d gde je J baza za Φ(N, d) nad d̄. Postoji konaqan J0 ⊆ J takav da
je q = tp(c/J0 ∪ d) izolovan. Po lemi, postoji b iz M koje realizuje p⋆ i
b-nezavisan skup K ⊆ Φ(M, b) za koji va�i |K| = |J0|. Otud, postoji eleme-
ntarno preslikavaǌe koje slika d u b i J0 u K. q je izolovan formulom
sa parametrima iz J0 ∪ d pa je f(q) izolovan formulom sa parametrima iz
K ∪ b. Stoga ga realizuje neki c′ iz M . c′ realizuje p u M . �

Naredno tvr�eǌe kompletira dokaz Boldvin-Lahlanove teoreme.

Tvr�eǌe 9.3.2 Neka je M prebrojiv model i a, b realizacije tipa p⋆ u
modelu M . Tada je dimā(M) = dimb̄(M) .

Dokaz : Neka je M takav da dimā′(M) ̸= dimb̄′(M) za neke ā′, b̄′ koji realizuju
p∗. Tada, prema teoremi 9.1.3, dimā(M) mora biti konaqan za svako a koje
realizuje p⋆. Fiksirajmo takvo ā i neka je I odgovaraju�a baza; tada je
M prost nad Ia. Oznaqimo ā I sa d̄ i primetimo da jako minimalan tip
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q ∈ S1(d̄) koji sadr�i Φ(x, ā) nije realizovan u M (u suprotnom I ne bi
bila baza). Zakǉuqujemo da je q neizolovan. Neka b realizuje q.

Neka je wt(d) = n i neka je r ∈ S(∅) tip nezavisnog (nad ∅) skupa reali-
zacija tp(bd) du�ine n+1. Prema lemi 9.3.1, svaki tip je realizovan u M ,
pa postoje b1d1, b2d2, ..., bn+1dn+1 koji realizuju r. Kako je M prost nad d̄,
to za svaki i je tp(bidi/d̄) izolovan.

Znaqi p = tp(bidi) je jako minimalan i neizolovan, a tp(bidi/d̄) je izo-
lovan, pa mo�emo da primenimo lemu 9.2.4: bidi ⌣-

MR
d̄. Prema tome, d̄

zavisi od svakog od n+1 nezavisnih elemenata skupa {b1d1, b2d2, ..., bn+1dn+1}
xto je u suprotnosti sa wt(d) = n. �

Kao posledicu Boldvin-Lahlanove teoreme imamo precizan opis tipa
izomorfizama modela naxe teorije. Razlikujemo dva sluqaja:

1) T je totalno kategoriqna.

U ovom sluqaju postoji elementaran lanac modela

Mℵ0 ≺Mℵ1 ≺Mℵ2 ≺ ....

takav da je dimMℵα = ℵα i svaki model teorije T je izomorfan taqno jednom
Mℵα .

2) T nije ℵ0-kategoriqna.

U ovom sluqaju, neka je M0 prost model i dim(M0) = n0. Prema lemi 9.1.1,
n0 je prirodan broj. Neka je ā ∈ p∗(M0) i I acl-baza (nad a) za Φ(M0, a).
Tada je jedinstven nealgebarski tip q ∈ S1(Ia) koji sadr�i Φ(x, a) jako
minimalan i neizolovan (budu�i da nije realizovan u M0). Neka je b rea-
lizacija tipa q i neka je M1 prost nad I a b. Prema lemi 9.2.3, tip q1 koji je
slobodno proxireǌe tipa q u S1(I ba) (i jedinstven nealgebarski tip koji
sadr�i Φ(x, a)) je neizolovan, pa je ispuxten u M1. Zakǉuqujemo da je I b
acl-baza (nad a) za Φ(M1, a). Prema tome dim(M1) = n0 + 1. Na ovaj naqin
konstruixemo elementaran lanac modela

Mn0 ≺Mn0+1 ≺Mn0+2 ≺ .... ≺Mℵ0 ≺Mℵ1 ≺ ...

takav da je dimMκ = κ i svaki model teorije T je izomorfan taqno jednom
Mκ.

Teorema (Boldvin-Lahlan) Neprebrojivo kategoriqna teorija ima ili
jedan ili ℵ0 neizomorfnih prebrojivih modela. �
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