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1. UVOD

Teorija igara je nauka o strategijama. To je metodologija koja se koristi za analizu strateskih
problema pri razli¢itim okolnostima i reSavanje konfliktnih ili delimi¢no konfliktnih situacija u kojima
ucesnici imaju suprotstavljene interese. Tokom studiranja, teorija igara je bila jedan od retkih predmeta
¢ija mi je primena u svakodnevnom zivotu bila o¢igledna. Njen jezik razumeju 1 oni koji se nikada nisu
bavili matematikom jer njene formule govore koje odluke da donesemo kako bismo najbolje prosli u
dogovorima sa drugim ljudima. Osim toga, ova teorija se sustinski moze razumeti samo u praksi.
Najpoznatiji primeri odnose se na probleme odluka sa kojima se suocavaju firme, zaposleni, sindikati,
razli¢ita udruzenja, fudbaleri, politicari, vlade, nevladine organizacije, itd.

Dzon Ne$ je 50-ih godina proslog veka razvio teoriju koja opisuje kompleksno ljudsko
ponasSanje, a Ciji je cilj bio da pomogne nauci da predvidi deSavanja u svetu. Ekonomisti su mo¢ i
primenu njegovih spisa' uvideli tek 30 godina kasnije, a 1994. Ne$ je postao dobitnik Nobelove
nagrade. On nije osnivag teorije igara (to su fon Nojman i Morgenstern®), ali je prosirio njen delokrug i
omoguc¢io da mo¢nijim alatom reSava probleme stvarnog sveta. Tako je vremenom ova teorija pocela
da se izu€ava i u sklopu politi¢kih nauka, psihologije, sociologije, a danas se infiltrirala u gotovo sve
oblasti moderne nauke!

Mi ¢emo se u ovom radu baviti teorijom igara koja se koristi za analizu interakcija koje
podrazumevaju pregovore. Razmatra¢emo razvoj teorije pregovora koju je zasnovao Dzon Ne§ u svom
radu ranih 50-ih godina proslog veka. Koristimo termin “pregovor” da opiSemo situaciju u kojoj

1) individue (igraci) imaju mogucnost postizanja dogovora
2) postoji sukob interesa oko kojih se dogovor postize
3) nije moguce nametnuti dogovor na koji neka od strana nije pristala.

Teorija pregovora je ispitivanje veza izmedu ishoda pregovora i okolnosti. Pretpostavljamo da su igraci
racionalni 1 jednakih pregovarackih sposobnosti, da obe strane (ili koliko ih ve¢ ima) imaju jasno
odredene prioritete za svaki moguci ishod i1 kad mora da bira, igra¢ ¢e izabrati alternativu koja dovodi
do za njega najpovoljnijeg ishoda. Probacemo da nametnemo odredenu strukturu pregovorima i
prouc¢imo ishode koji su predvideni pojmom savrSene ravnoteze. Struktura koju ¢emo nametnuti ¢ini
igrace maksimalno simetri¢nim. Igracl istupi sa ponudom koju Igrac2 moze da prihvati ili odbije. U
slu¢aju odbijanja, Igrac2 daje svoju ponudu koju Igra¢l moze da prihvati ili odbije i tako dalje. Gotovo
da svi modeli imaju sekvencijalnu strukturu: igraci moraju da donose odluke jedan za drugim i to po
unapred odredenom redosledu. Taj redosled oslikava proces pregovora 1 proces trgovine.
Pregovarac¢ima je bitno 1 vreme za koje ¢e posti¢i dogovor. Ovakva struktura je fleksibilna 1 omogucava
nam da re$imo Sirok spektar pitanja.

Razmatrac¢emo dva pristupa teoriji pregovora. Pocinjemo proucavaju¢i NeSovu aksiomatsku
teoriju. NeSov rad je pocetna tacka za formiranje teorije pregovora. On je definisao problem pregovora
kao skup parova korisnosti koji se mogu izvesti iz dogovora zajedno sa parom korisnosti koji je
odreden kao “tacka neuspeha”. Funkcija koja dodeljuje jedinstveni ishod svakom takvom problemu je
“reSenje pregovora”. Ne§ predlaze da to reSenje treba da zadovolji Cetiri uslova. Ispostavilo se da
postoji samo jedno takvo reSenje i ono je poznato kao “NeSovo reSenje pregovora”. To reSenje ima
veoma jednostavan oblik pa je zgodno za primenu u ekonomskim modelima.

1 Najznacajniji su radovi Nash Equilibrium i Nash Bargaining Solution (1950)
2 Dzon fon Nojman i Oskar MorgenStern smatraju se osnovacima teorije igara zahvaljujuci njithovom radu Teorija igara i
ekonomsko ponasanje (1944)



2. Aksiomatski pristup : NeSovo reSenje

2.1. Problemi pregovora

Nes je ranih 50-ih godina proslog veka postavio okvir u kome mi danas proucavamo probleme
pregovora. Skup pregovaraca (igraca) je N . NajceS¢e ¢emo se baviti igrama sa 2 igraca u kojima oni
saraduju. Igra¢i mogu ili da postignu dogovor iz skupa dogovora A ili da ga ne postignu, $to dovodi
do dogadaja u slucaju neuspeha D . Za svakog igrata i€N na skupu AU{D] definisana je
relacija >, ( ax,b ako i samo ako Igra¢ i preferira alternativu a u odnosu na 5 ili mu je
svejedno; ako igrac i smatra da su dogovori a i b podjednako povoljni, to ¢emo oznacavati a~;b ).
Objekti N, A, D ipomenutarelacija zasvako €N definiSu jedan pregovor.

Skup A mogucih dogovora moze imati razli¢ite oblike. Dogovor moze biti samo cena ili
moze biti ugovor koji precizira poteze igraca u svakom od mogucih sluc¢ajeva. Pomenuti skup nema
ograni¢enja, ali se odreduje jedinstveni ishod ako igra¢i ne postignu dogovor. Centralnu ulogu u
Nesovoj teoriji igra stav koji igraci zauzimaju prema riziku jer uvek postoji neizvesnost u vezi sa
ponasanjem drugog igraca i to moze da dovede do toga da pregovori propadnu.

Pretpostavimo da za svakog igrata i postoji tzv. funkcija korisnosti u,: AU{D}|> R takva
da je jedan ishod pozeljniji od drugog (ima vecu korisnost) ako ocekivana isplata (korisnost) u prvom
sluc¢aju premasuje oc¢ekivanu isplatu u drugom (ovu formulaciju ¢emo nadalje nazivati pretpostavkom
fon Nojmana i Morgensterna). Drugim refima, pozeljnijem ishodu pripisujemo vecu korisnost, a ako
neke ishode smatramo podjednako pozeljnim, pripisujemo im jednake korisnosti. Takva funkcija
korisnosti jedinstvena je do na pozitivnu afinu transformaciju. Dakle, ako je u, funkcija korisnosti
koja predstavlja >, 1 v, je jedna funkcija korisnosti, tada ¢e v, predstavljati >, ako i samo
akoje v,=au+ P, zaneke realne brojeve a 1 3, gdeje a>0.

Ako je dat skup mogucih dogovora, dogadaj u slucaju neuspeha i funkcija korisnosti za
prioritete igraca, mozemo konstruisati skup svih parova koji mogu biti ishod pregovora, tzv. dostupnu
oblast. To je unija skupa S svih parova (u,(a),u,(a)),a€A i tatke neuspeha (status quo)

d=(u,(D),u,(D)). Predmet naSeg istrazivanja nadalje ¢e biti reSenje pregovora. ReSenje pregovora
nece dati ishod za pojedinacnu situaciju ve¢ €e to biti funkcija.

Definicijal: Problem pregovora je par (S,d), gde je ScIR? kompakt (zatvoren i ograniden) i

konveksan, a d€S 1 postoji sES tako da je s,>d,,i=12. Skup svih problema pregovora

oznaCavamo sa B. ReSenje pregovora je funkcija f:B=>IR? koja svakom problemu pregovora
(S,d)eB dodeljuje element iz S.

Ova definicija ogranic¢ava problem pregovora na mnogo nacina. Najznacajnije, svaki pregovor
indukovan istim parom (S,d) tretirate se isto jer je taj par osnova problema. Druge teorije uzimaju
skup 4 za osnovni. Pretpostavka da je skup S ogranicen znaci i da su sve isplate koje se mogu dobiti u
ishodima ogranicene. Jo§ znacajnije ogranicenje je konveksnost jer ogranic¢ava prirodu skupa moguéih
dogovora i funkcije korisnosti. Ona je zadovoljena ako je A4 skup svih lutrija iz nekog odredenog
skupa “Cistih” dogovora. Definicija takode pretpostavlja da igra¢i mogu da odluce da ne postignu
dogovor (d€S) i utvrden je ishod u tom sluéaju (koji je za svakog igrata nepovoljniji). Ta
pretpostavka obezbeduje da igraci imaju zajednicki interes da se dogovor postigne, iako su u osnovi
sukobljene strane.



2.2 Nesove aksiome

Nesov pristup je aksiomatski. Nametnuo je Cetiri aksiome za reSenje pregovora [ :B=>IR? .
To su uslovi koje bi svako resenje pregovora trebalo da zadovolji.
Kazemo da je par (S’,d’' dobijen iz pregovarackog problema |S,d| transformacijama
s, 2, 5,+B,, i=1,2, akoje d,/=o,d+B,,i=12 i S'={(0,s5,+P,, cr5,+p,)ER2:(s,,5,)ES].
Lako se moZe proveriti da akoje «,>0 za i=1,2, ondapar (S',d’' predstavlja zadati problem
pregovora.

Nezavisnost od ekvivalentnih prezentacija (EP): Pretpostavimo da je pregovor (S',d’  dobijen iz
'S,d| linearnom transformacijom s, o, s,+f,, i=1,2, gdeje @,>0 za i=1,2, .Tadaje
fi(S 'd '>:O‘ifi(S:d>+ B, za i=12.

Problemi pregovora (S,d) i |S',d' predstavljaju istu situaciju. Ako funkcija korisnosti u,
generiSe skup S koji se primenjuje za neki skup dogovora A, onda funkcija korisnosti
v.=o.u+ P, i=1,2 generiSe skup S’ koji je takode primenjen za skup 4. Kako v, predstavlja
istu prioritetizaciju kao u, ishod predviden reSenjem pregovora ¢e biti isti i za (S,d) i za
'S',d'. Stoga ¢e ishodi biti u sli¢noj vezi kao $to su funkcije f,(S',d')=o, f,(S,d)+p, za
i=1,2. Ukratko, ova aksioma zahteva da svaki ishod koji odgovara problemu (S,d odgovara i
problemu (S',d’)

Nes izuzima bilo kakve razlike u pregovarackim sposobnostima medu igra¢ima. Ako postoji
takva asimetrija ona mora biti sadrzana u |S,d . S druge strane, ako su igraci zamenljivi, tada
reSenje pregovora mora dodeliti jednake korisnosti svakom igra¢u. Kazemo da je problem pregovora

'S,d| simetrican akoje d,=d, iako (s;,s,)ESe(s,,5)ES .

Simetricnost (SIM): Ako je problem pregovora |S,d| simetrican, tadaje [ ,(S,d)=1,(S,d).

Ovaj uslov treba da obezbedi fer pregovore. To znaCi da ¢e igraCi koji se nalaze na simetri¢nim
pozicijama ostvariti jednake korisnosti.

Nezavisnost od irelevantnih alternativa (IA): Ako su |S,d) i |T,d) problemi pregovora gde je
ScT i f(T.d)eS, tada f(S.d)=f(T,d).

Drugim re¢ima, pretpostavimo da ako su moguce sve alternative iz 7', igraci ¢e se dogovoriti za
ishod s iz manjeg skupa S. Tada zahtevamo da se igraci odluce za isti ishod s i kada su samo
alternative iz § moguce. To znaci da su odabirom s igrac¢i odbacili kao “irelevantne” sve druge ishode iz
T. Zakljuujemo da onda treba da se odluce za s 1 kada su ograniceni na manji skup: reSenje ne treba da
zavisi od “irelevantnih” alternativa.

Pareto-optimum (PO): Pretpostavimo da je |S,d problem pregovora, s€S,t€S i t>s, za
i=1,2.Tada f(S,d)#s.

To znaci da se igrac¢i nikada nece opredeliti za ishod s ako postoji ishod ¢ koji je za obe strane

bolji. Ako bi pristali na losiji ishod, to bi ostavilo mesta za ponovne pregovore. Ova aksioma dalje
implicira da nec¢e do¢i do neslaganja medu igrac¢ima. Ako sada shvatimo svaki element skupa A4 kao



par koji ¢ine dogovor 1 vreme za koje je taj dogovor postignut i pretpostavimo da se u procesu
pregovora troSe resursi, onda nam ova aksioma nalaZze da se dogovor postize odmah. Primetimo da
aksiome Simetricnost 1 Pareto-optimum ograni¢avaju ponasanje reSenja pojedinatnog problema
pregovora, dok EP i [A zahtevaju da reSenje ispolji neku konzistentnost tokom pregovora.

2.3 Nesova teorema

Nesova ideja da se reSenje dobije iz nekoliko jednostavnih aksioma savrSeno funkcioniSe. On
pokazuje da postoji tacno jedno resenje problema koje zadovoljava navedene cetiri aksiome i to reSenje
je jednostavnog oblika: izdvaja korisni par koji maksimizuje dobitak igra¢a u odnosu na ishod u slu¢aju
da se dogovor ne postigne.

Teoremal: Postoji jedinstveno redenje pregovora /" :B- R’ koje zadovoljava aksiome EP, SIM, IA
1 PO . To resenje dato je formulom :

M(S,d)= argmax (s,—d,)(s,—d,).

(d) di)=<(s),5,) €S

Dokaz: (a) Najpre proverimo da je /" dobro definisano. Skup {s€S:s>d} je kompaktan i
funkcija H definisana sa  H(s,,s,)=(s,—d,)(s,—d,) je neprekidna, tako da postoji reSenje
problema maksimizacije /" . Dalje, kako je [nH strogo konkavna na [(s€S:s>d}, postoji
s€S takodaje s>d. S jekonveksan tako da je maksimum jedinstven.
(b) Dalje proveravamo dali /" zadovoljava aksiome.
EP: Ako su parovi (S’,d’' i |S,d kao iz pretpostavke aksiome, tada je s'€S’ ako i
samo ako postoji s€S takodavazi s,'=o,s+, za i=1,2. Tada imamo
(s:—d,")(s,'—d, '):0‘1 az(sl_dl)(sz_dz)-
Stoga, (s),s,) maksimizuje (s,—d,)(s,—d,) naskupuS akoisamo ako (ot,s+ P, 0,55+ B,)
maksimizuje (s,'—d,’)(s,’—d,’) naskupu S'.
SIM: Ako je |S,d  simerican i (s},s;) maksimizuje H na skupu S, tada, kako je H
simetri¢na funkcija, (s5,s)) takode maksimizuje H na skupu S . Iz toga sledi da je s,=s,, jer je

maksimum jedinstven.
IA: Ako 728 i s €S maksimizuje H na skupu 7, tada s takode maksimizuje H na
skupu S.

PO: Kako je H svuda rastuca, s nece biti maksimum H na skupu S ako postoji €S pri

cemuje >, zai=1,2.
(c) Konacno, pokazaéemo da je f" jedino resenje pregovora koje zadovoljava sve Getiri aksiome.
Pretpostavimo da je i f reSenje pregovora koje zadovoljava sve aksiome. Neka je problem pregovora
zadat parom |S,d| .Pokazaéemodaje [ (S.,d)=f"(S,d).
Korakl. Neka je  f"(S,d)=z Kako postoji s€S tako daje s>d, i=1,2, imamo z,>d,
Nekaje (S’,d’| problem pregovora dobijeniz |S,d transformacijama s,— o, s+ f., koje
pomeraju ta¢ku neuspeha na pocetnu, a reSenje " (S, d) na tacku (1/2, 1/2).
( ai:1/<2(2i_di>))ﬁi:_di/(z(zi_di))Jdi':aldl+[31:0 i

o, (S, d)+ p=o,z+p,=1/2,i=12 ).1 f i f" zadovoljavaju aksiomu EP pa imamo

FAS L 0)=a £ (S, d)+p i fY(S,0)=a, £)(S,d)+B, (=1/2),i=12.

f(S.d)=7"(S,d)= f(S",0)=,"(5",0).
Kakoje f"(S',0)=(1/2,1/2), ostaje da pokazemodaje f(S’,0)=(1/2,1/2).



Korak2. Tvrdimo da S’ ne sadrz tacku (s,',s,") takvu da je s, '+s,’>1. Pretpostavimo

suprotno i neka je (z,,4,)=((1—€)(1/2)+es,",(1—€)(1/2)+€s,’), gde je 0O<e<l. Kako je
S konveksan, tatka (¢,,7,) se nalazi unutar njega, ali za dovoljno malo € je 7,7,>1/4, §to

je suprotno pretpostavei £ (S, 0)=(1/2,1/2).

Korak3. Zbog ogranicenosti S ' , Korak2 obezbeduje postojanje pravougaonika 7 koji sadrzi S’

sa tackom (1/2,1/2) na granici. (Videti Slikul)

Korak4. Zbog aksioma PO i SIM imamo £ (7,0)=(1/2,1/2).

Korak5. Zbog 1A imamo /' (S',0)=1(T,0)= f(S',0)=(1/2,1/2). o

S1, —

R - — — —

Slikal.

/" je NeSovo reenje za problem pregovora |S,d | . Najpre defini§imo granice skupa S, tako da
za svako SES ne postoji s'ES za koje vazi s'#sAs,'>s, i=1,2 ineka je s,=(s,)
jednacina te granice. Par isplate (s;,s;) je NeSovo reSenje problema |S,d  ako i samo ako je

sy=(s)) 1 s, maksimizuje (s,—d,)(y(s,)—d,). Akoje 1 diferencijabilno u s, tada je
drugi uslov ekvivalentan (s3—d,)/(s]—d )=’ (s])

Iako se data definicija odnosi na reprezentativni par, NeSovo reSenje zavisi samo od prioriteta
igraca a ne od reprezentacije tih prioriteta. Pokusa¢emo da dodemo do alternativne definicije koja se
odnosi direktno na prioritete igraca. Ozna¢imo sa p-a mogucnost da se dogovor a&€ A postigne sa
verovatnotom p€[0,1], a verovatno¢a za dogadaj D je 1—p. Neka 3>, oznacava da igra¢ i
daje prednost moguénostima oblika p-a ,a >, oznacava strogu prednost. Razmotrimo dogovor

a’ sa konkretnim vrednostima (i, j)=(1,2) i (i,j)=(2,1), za svako a€d i pe€[0,1] za
koje je  p-a>.a" imamo p-a*;,.a. Pretpostavimo da je “na stolu” dogovor « . Ako igra¢ i
zeli da podnese prigovor za a  tako $to ¢e predloziti alternativu a , ¢ak i ako se suodava sa
rizikom da postoji verovatno¢a 1— p da pregovori propadnu i dode do dogadaja D, tada ¢e 1 igrac j
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prihvatiti isti rizik i odbaciti a u korist dogovora « . Svaki takav dogovor a  ¢ée dovesti do
NeSovog reSenja za problem pregovora. Izaberimo reprezentaciju u, za >, takvu da je
u,(D)=0,i=12. Dakle, « maksimizuje u,(a)u,(a). Pretpostavimo da igra¢ i daje prednost
dogovoru @ nad a i ula’)/ula)<u;(a)lu,(a’) . Tada postoji 0<p<l tako da
u(a")lu(a)< p<u;(a)lu,(a), paje ua )< pua) i u,a)>pu,la’), $to je u suprotnosti
sa definicijom a" . Stogaje wu,(a")/u,(a)zu;(a)lu;(a )=>u1( Vuy(a )>u1(a)u2(a).

2.4 Primene

Podela novca; Averzija prema riziku

Dvoje ljudi mogu da podele odredenu sumu novca na mnogo nacina. Ako ne uspeju da se
dogovore oko podele, novac ¢e im biti oduzet. Ako Zele, oni mogu nesto od te sume da odbace (ali to
ne podrazumeva efikasnu podelu). Pretpostavimo da se radi o sumi od 1000 dinara. Koriste¢i iste
termine, imamo  A={(a,,a,)€R*: a,+a,<1000 Aa;>0,i=1,2] (sve moguée podele 1000 dinara) i

D=(0,0) (ako se ne dogovore igra¢i ne dobijaju nista). Svakog igraca interesuje samo koliko ¢e on
da dobije: igratu i je prioritet @€A u odnosu na bEA ako i samo ako je a,>b, (i=1,2).
Prema tome, prioriteti igrata i na skupu mogucénosti (lutrija) 4 se mogu predstaviti ocekivanom
vredno$¢u funkcije  #, na domenu [0,1] (zbog opstosti skaliramo ukupnu sumu na 1).
Pretpostavljamo da svaki igra¢ ima averziju prema riziku, zbog ¢ega je u, uvek konkavna i bez
smanjenja opStosti neka je  u,(0)=0, i=1,2. Tada je skup

S={(s,, 52)€|R2 (s1,8:)=(u,(a)),u(a,)), (a),a,)€4]
kompaktan i konveksan. Dalje, S sadrzi  d=(u,(0),u,(0))=(0,0), ipostoji tatka s€S takva da je
s;>d,, i=12. Stogaje |S,d problem pregovora.

Najpre pretpostav1mo da igraci imaju iste prioritete, pa se mogu predstaviti istim funkcijama
korisnosti. Tada je |S,d, simetriCan problem pregovora. U tom sluaju znamo NeSovo reSenje
direktno iz aksioma SIM i PO: to je jedinstveni par korisnosti (u(1/2),u(1/2)) koji odgovara
ishodu u kojem se suma podeli na jednake delove medu igracima.

Ako igraci imaju razlicite prioritete, tada jednaka podela novca vise nije dogovor dat NeSovim
reSenjem. Tada reSenje zavisi od prirode njihovih prioriteta. Kako bismo ispitali ovu zavisnost,
pretpostavicemo da Igrac2 ima vecu averziju prema riziku. Tada se njegovi prioriteti, koji su ranije bili
predstavljeni sa u©,, mogu predstavitisa v,=hou,, gdeje h:R->IR rastuca konkavna funkcija i

7(0)=0. (sledi dajei v, rastuéa konkavna sa nulom u 0.) Prioriteti Igra¢al se nisu promenili,

v,=u, .Nekaje 'S’ ,d' pregovor za ovu novu situaciju gde su funkcije korisnosti igra¢a v, i

v,. Nekaje 2z, reSenje od

max u,(z)u,(1—z2),

0<:z<lI
i neka je z, reSenje odgovarajueg problema gde v, zamenjuje wu, i=12. Tada je
(u,(z,),uy(1—z,)) NeSovo reSenje za |S,d/, dok je (v,(z,),v,(1—z,)) NeSovo reSenje za
S',d'. Akosu u,,u, ih diferencijabilnei 0<z,<1, tadaje z, relenjeza
w'(z)_uy'(1-2)

u(z)  w(l—z)

Slicno, =z, jereSenje za




Leve strane prethodne dve jednaCine su opadaju¢e po z, a desne strane rastu¢e po z. Kako je &
konkavna i 4(0)=0, imamo daje /'(z)<h(t)/t, V¢, tako da su desne strane prethodne dve jednacine
barem jednake. Zato zaklju¢ujemo z,<z , kao §to je prikazano na slici2. Ako je u,=u,, iz
prethodnog znamo daje z,=1/2, paje =z ,>1/2. Sumiraju¢i dobijamo slede¢i zakljucak:

Ako se igrac 2 vise plasi rizika, onda ce se dobitak igraca 1 u NeSovom resenju povecati. Ako se
igrac 2 vise plasi rizika od igraca 1, onda ce dobitak igraca 1 u Nesovom reSenju prevazici
polovinu sume.

—

——

0 Zy Zy z — 1000

Slika2. Ako su funkcije korisnosti igraca u,, (i=1,2) Igra¢ 1 dobija z, dinara na osnovu NeSovog resenja. Ako je
funkcija korisnosti Igrata 2 v,=hou,, pricemu je k rastucaikonkavna, a funkcija korisnosti Igraca 1 ostaje u,, tada
Igra¢ 1 osvaja z, na osnovu NeSovog resenja. Iznos novca koji se deli na slici je predstavljen sa 1 (u naSem primeru je
1000 dinara)

Primetimo da ovo vazi samo u slucaju kada je jedna od funkcija korisnosti predstavljena kao
kompozicija konkavne funkcije i funkcije korisnosti drugog igraca. Druga interpretacija istog problema
je transfer robe. Pretpostavimo da Igra¢ 1, “prodavac”, poseduje neku nedeljivu robu, a Igrac 2,
“kupac”, poseduje (deljiv) novac. Roba prodata za koli¢inu novca p za prodavca ima korisnost

u,(p), pricemuje u,(0)=0. Ako kupac ne uspe da dode do robe, tada je njegova korisnost 0, a
ako je dobije po ceni p, tada je njegova funkcija korisnosti u,(1—p), gde je u,(0)=0.
Pretpostavlja se da su u, 1 u, konkavne. Ako igra¢i ne postignu dogovor oko prodajne cene,
zadrzavaju ono Sto imaju. Skup uredenih parova za dogovor je

S=((s,,5,)€ER*:(s,,8,)=(u;(p),u,(1—p)),0<p<1] a tacka neuspeha je d=(0,0), tako da je
ovaj problem identi¢an problemu podele sume novca.

U gornjem primeru dogovor podrazumeva da obe strane dobiju odredenu sumu novca. U
ostalim slu¢ajevima dogovor moze biti jako kompleksan. Na primer, u pregovorima izmedu preduzeca 1
radnickog sindikata, dogovor moze odrediti tok buduéih zarada, pogodnosti i napredovanja.
[lustrova¢emo jedan relativno jednostavan slucaj. Razmatramo pregovore preduzeca i sindikata oko
zarade zaposlenih. Pretpostavimo da sindikat predstavlja L radnika, pri ¢emu svaki van tog preduzeca
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moze da zaradi w,. Ako preduzeée zaposli / radnika, tada ¢e mu proizvodnja biti £ (/).
Pretpostavimo da je f strogo konkavna, f(0)=0 i f(/)>Iw, . Dogovor je par koji predstavlja
zaradu i broj zaposlenih (w,/). Korist od dogovora (w,/) za preduzeée je profit f(/)—wl, a
korist za sindikat je svota [/w+ (L—/)w, koju zarade ¢lanovi. Ograni¢iéemo se na sporazume

(w,1) za koje ée profit preduzeéa biti nenegativan (w< f(/)//), a zarada je barem w,. Stoga
je skup korisnih parova koji mogu biti ishod sporazuma

S={(f(I)=tw, tw+ (L=1)wy): f(1)=Iw,0<I<S LAW=w,}.

Ako se strane ne dogovore, profit preduzeca ¢e biti 0 (jer je f(0)=0), a sindikat dobija Lw,, tako da
je d=(0,Lw,).

Svaki korisni par je oblika (£ (/)—Iw,w+ (L—1)w,), pri&emuje w,<w<f(/)/l Neka
je [* jedinstveni maksimum f(/)+(L—/)w,. Tada je skup korisnih parova koji se mogu postici
dogovorom  S={(s, 5,)€ER 15+ 5, <f (I*)+ (L—1%)w,, 5,>0, s,>Lw,}. Ovo je kompaktan
konveksan skup koji sadrzi tacku neuspeha ¢ =(0,Lw,) u svojoj unutra$njosti. Stoga je | S,d/
problem pregovora.

S obzirom na to da je NeSovo reSenje efikasno (nalazi se na granici skupa ), predvidena radna
snaga je [*, $to maksimizuje profit f(/)—I/w,. Kako bismo nasli predvidenu zaradu, primetimo

da je razlika izmedu isplate sindikata u slu¢aju dogovora (w,/) i isplate u slu¢aju neuspeha
Iw+ (L—1)wy—Lw,=I(w—w,). Stoga je predvidena zarada

argmax (£ (1*)=1*w)I*(w—w,).

w=w,

2.5 Da li su aksiome medusobno zavisne?

Pokaza¢emo sada da nijedna od aksioma nije zavisna od ostalih (suvi$na) i to tako Sto ako
1zbacimo bilo koju od aksioma reSenje koje zadovoljava preostale tri ¢e se razlikovati od NeSovog.

EP: Nekaje g:R;-IR rastuca i strogo konkavna i pretpostavimo da svaka kontura g(x,,x,)=c
ima nagib -1 kadaje x,=x,. ReSenje za problem pregovora |S,d | je jedinstveni maksimum za

g(s,—d,, s,—d,) na skupu [s€S:s>d}. Ovo resenje zadovoljava PO, IA (jer maksimizuje
rastu¢u funkciju) i SIM (zbog nagiba kontura). Da bismo pokazali da se ovo reSenje razlikuje od
Nesovog, nekaje g(x,,x,)=vx,+/x, ineka je problem pregovora |S,d ukojemje d=(0,0)
i § je najmanji konveksan skup koji sadrzi tacke (0,0), (1,0) i (0,2). Maksimum za g je tacka

(sy,5,)=(1/3,4/3), dok je NeSovo reenje (1/2,1).

Drugo reSenje koje zadovoljava PO, IA i SIM, a razlikuje se od NeSovog je maksimum

s;+s, naskupu [s€S:s>d| kojije najblizi pravoj sa koeficijentom pravca 1 i prolazi kroz d.

SIM: Za svako a€(0,1) reSenju f“ koje se odnosina |S,d, dodeljujemo par

argmax (s,—d,)"(s,—d,)' ",
(dy d))<(s,5,)€S

ReSenja iz familije |/ a}(xe(ov,) poznata su kao NeSova asimetri¢na reSenja. Za problem
'S,d), gde je d=(0,0), a S najmanji konveksan skup tacaka (0,0), (1,0) i (0,1), imamo
£S,d)=(a,1-a), Stoseza o#1/2 razlikuje od NeSovog reSenjaza S, d .

IA: Neka je u nekom problemu pregovora |S,d | 5, maksimalni dobitak koji igra¢ i moze da
dobije iz skupa (s€S:s>d], i=1,2. Neka je resenje /*°(S,d) problema |S,d maksimum
skupa S na pravoj koja sadrzi d i (5,,5,). (videti Sliku3) Za problem pregovora u kom je @=(0,0) i
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S najmanji konveksan skup tagaka (0,0), (1,0), (1/2,1/2) i (0,1/2), imamo  f"**(S,d)=(2/3,1/3),
Sto je razli¢ito od NeSovog resenja (1/2,1/2). Aksiome SIM, PO i EP su ocigledno zadovoljene. Ovo
reSenje je poznato kao Kalai- Smorodinski reSenje.

PO: Neka je resenje /¢ definisano  /“(S,d)=d. Ovo resenje ée zadovoljavati aksiome EP, IA i
SIM i razlikovace se od NeSovog.

Neka od opisanih reSenja koje zadovoljavaju po 3 NeSove aksiome imaju zanimljive
aksiomatizacije. Re¢i ¢emo da reSenje pregovora f zadovoljava jaku individualnu racionalnost (JIR)
akoje f(S,d)>d zasvakiproblem |S,d .Tadaneko resenjezadovoljava EP, PO, IAiJIR ako i
samo ako je to antisimetricno Nesovo resenje.

Kalai-Smorodinski resenje  /*° je jedino resenje koje zadovoljava EP, SIM, PO i
aksiomu “monotonosti” koja zahteva da ako S<7 1 ako su maksimalni dobici za igraca i
iz skupa [s€S:s>d} i skupa isti, tada svaki igra¢ nakon pregovora (T ,d dobija
barem onoliko koliko bi dobio nakon pregovora (S, d .

Slika3.Resenje Kalai-Smorodinski  /*°

2.6 ProSirenja teorije

ViSe od dva igraca?

Svi argumenti koji se tiCu NeSovog reSenja se mogu prosiriti tako da vaZe i za situacije u kojima
ucestvuje vise od dva igrata. Ako postoji n igraca tada je problem pregovora par |S,d| gde je
SclR" kompaktan i konveksan, dJd€S i postoji sE€S tako daje s>d,, i=1,..,n. MoZe se

pokazati da je jedinstveno reSenje koje zadovoljava 4 aksiome (EP, SIM, IA i PO su proSirene tako da
vaze i za problem sa n igraca) funkcija koja svakom problemu (S,d | dodeljuje vektor korisnosti
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arg max 1 (s,—d,).
d<seS i=1
./ 1grasanigraCa. Neka je
S=8,X8,X..xS, i ®={f|f=(d,(x),d,(x),....d,(x)),xEZ} je skup svih mogucih ishoda.
Neka je L konveksna granica tog skupa. Razmotricemo svaki element iz L kao ishod. Neka je
(Ky(x"), o K (X)€@, (i=(1,...,m]) i 0<A,<I realni brojevi (X 2,=1).

Neka je F={S1,52, .,S,,d,,d,,...d,

Tada se vektor (p:(gl no, (5, ., :ﬁl Lo, (x"))eL moze protumatiti kao o¢ekivani ishod za

igraca kada se n-torka strategija x' primenjuje sa verovatnoéom A, (i=1,...,m).

Dalje pretpostavimo da je dat vektor isplata  f"€IR", tzv. “status-quo tatka”. Njegove
komponente su isplate svakom igracu u slucaju da se dogovor ne postigne. Par (L, f*) zvaéemo
produzenom formom kooperativne igre I'.

Igraci teze da povecaju svoj dobitak u odnosu na onaj predviden komponentama status-quo
tacke i zele da ostvare dobitak ftakav daje /> /. Njihove nejednake pozicije i sposobnosti ée se
svakako odraziti na vektor isplate f.

Pristupiéemo ovom problemu tako §to ¢emo paru (L, f*) dodeliti vektor /. Definisa¢éemo
funkciju W &ija je oblast definisanosti skup parova (L, f*), pricemuje LcIR" zatvorena,
ograni¢ena i konveksna oblast,a f"€R" takav dapostoji €L zakojivazi f=> /" icijesu
vrednosti podskup IR".

Osim prethodnog, pretpostavicemo da W zadovoljava i sledece aksiome:

w(L, el
WL, [)zf"
fEL, f=W(L, [ )= f=W(L, ) (Pareto-optimum)
Akoje L, SL i W(L,f")eL, tadavazi W(L,f")=W(L, f*) (Nezavisnostod
irelevantnih alternativa)
5. Nekasu o,>0,8,(k=1,...,n) proizvoljne konstante, " =(f7,..., /1) i
f*’:(o’"lf*-i-f)l""’an f*+Bn)’
Ll:[<0"lll+l311"')anln+l3n)|(ll’""ln>€L}'
Tadaje IP(L”f* ’):(alwl-'-ﬁl ""’an wn+6n>’ gdeje qj([”f*):(wl’ ceey wn)
(Nezavisnost od monotono rastu¢ih linearnih transformacija).
6. Neka postoje indeksi i i jtakvidaje f=(f,,..,f, elementiz L ako isamo ako je
¢=(@1, . )EL (@=fr k=i, 0=f 9;=f,) i fi=fjza ['=(f1,...f,). Tadaza
vektor W(L, f")=(y,,...,p,) vazi =1, (Simetrija)

S
=

Ll ol Sl

Teorema? (Sidarovski). Postoji jedinstvena funkcija W koja zadovoljava aksiome 1-6.

Dokaz. Podeli¢emo dokaz u pet delova.

(a)Neka L, [  zadovoljava aksiomu 1. Defini§imo sada >0 kao najveéi broj za koji
postoji  ¢=(q,,...,,)EL takodavazi @=f"=(f7....f,). ¢.>f] (k=1..,r) zaodgovarajuce
indekse i,,....,7,.

Dokaza¢emo da ne postoji ¢=(¢,,...,q,)EL takodavazi @=f" i ¢,>f  zaneki
indeks i#i,(k=1,...,r). Akobitakvo @E€L postojalo, uticalo bi na konveksnost L.

N .
cp:(wl,---,@,1)=§(m+cp)€L i
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1 1 | R .
p.=—@ +—@.>=f +=f.=f. (k=1,...,7r),
cpl,\, 2 (plk 2 (plk 2 ~flA 2 flk Af‘l,l ( > r) pa_]e
cﬁ;%cﬁ+%cpi>%ft+%fj=ff, Sto je u kontradikciji sa definicijom broja r.

(b)Nekasu L,/ i r definisani kao u prethodnom tekstu i posmatramo problem
nelinearnog programiranja:

(max)  g(§)=g(u,,..u,)= 1 (1, f7) (*)
yel,
=1,
@A: k(k L, )
¢,=/7 (j#is k—l,...,r),
P=(@1, . @,).

Posmatramo ovaj problem na nepraznoj, zatvorenoj i ogranicenoj oblasti, $to znaci da postoji
optimalno resenje. Dokaza¢emo da je ono jedinstveno. Pretpostavimo suprotno: neka su (..., u,)
i (u,’,..,u') dvarazli¢ita optimalna problema. Optimalna vrednost funkcije cilja postavljenog
problema je pozitivna, jer je ¢ u (a) definisano kao dopustivo resenje. Tako je u,> f ; u > f j‘/\
(k=1,...,r). Neka je sada a,=u,—f,, b,=u,'— f, idefini§imo dopustivo resenje

uk”Z%(ukﬂtk’) (k=1,...,r). Dobijamo

=5 vakbk#,}glakkrglbk:g(ul,-.-,u,.>. (%)

Zbog optimalnosti  (u,,...,u,) mora vaZiti jednakost u (**), odakle imamo @,=b,, pa dalje
sledi  w,=u, ', k=1,..,r

(c)Nekaje (u,,...,u,) optimalno resenje (*)i ¢=(¢,,....,), ¢, =u, (=1,
¢,=/(j#i,, k=1,.,r). DefiniSemo funkciju ¢ sa (L, )=@. Dokazacemoda @
zadovoljava aksiome 1-6. Aksiome 1-3 su ispunjene prema konstrukciji ove funkcije. Ako je
@(L, f") optimalno na L, bi¢e optimalno i na nekom podskupu L, c L, pa vazii aksioma 4. Kako
bismo dokazali da je ispunjena aksioma 5, izabracemo konstante o,>0 1 8, (k=1,...,n), pri ¢emu su
L,f",r,i,..,i definisani kaoudelu(a). Akosu L’ i /' definisani tako da zadovoljavaju
aksiomu 5, tadaje »'=r iindeksi i,..,i, imajuistasvojstvakaoza L,/ . Kako je
glu,ou)=ay ..o gluy, ..., u,), sledidajeispunjena i aksioma 5. Uzmimo sada da indeksi ,
J ispunjavaju uslove iz aksiome 6. Prema toj aksiomi vazi ¢, =f} (k#i, k#j), ;=fF @;=f],
odaklesledi @'=f", gdeje @ =(¢),....,q.). Nekaje =(¢,,...,¢,) optimalno reSenje (**)i
Y=y, ..., P,) (lﬁk:(ﬁk’k;éirk;éjrll)i:(ﬁj’lﬁj:cﬁi)' Tadaje GEL=YEL i
i€li,,...i.joj€li,..,i|. Akosu i,j€li,, .., i |, tadazbog ograni¢enja (**)vazi
(r)i:cﬁj:f;k .
(d)Nekasuopet L,f ,rii,.., i, definisanikao u delu (a). Dokazujemo da optimalno

Z( Hj C((Ei/_f?))cPi,\ na

reSenje  =(¢,,...,¢,) problema (**) maksimizuje funkciju h(cp):k (I
A

skupu L.
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Pretpostavimo suprotno: nekaje ¢=(q,,...,q,)EL takodavazi h(q@)>h(¢).
Defini§imo @=¢+e(@—¢) (0<e<1). MoZemo uvideti da je

€(0)= 1116, /1 + (g, ~6,)|=2(F+chlg-G)ra, &+ 40, gdesu ay...a, neke
J= / / / /

konstante (nezavisne od € ).

Zbog linearnosti funkcije hvazi  h(q)—h(¢)=h(p—¢)>0. Zadovoljno malo € dobijamo
i g(®)>g(¢), stojeukontradikciji sa optimalnoséu @ .

(e) Kona¢no dokazujemo da je svaka funkcija 1 koja zadovoljava aksiome 1-6 jednaka
funkciji @. Definisemo H={qlh(@)<h(¢), o=(@,,....0,)= 1", o=/ (i#i, k=1,.r) i
Li=LN[gle= f7}.

Ocigledno je L,EH. Posmatrajmo sada linearne transformacije
fi'=6 =1 (k=1..7),

f] ,:(p] (Jilk)kzl,.,r)
Tada ée se, prema delu (c) ovog dokaza, [~ i @ transformisatiu

fi'=0 (k=1....r), f7'=15 (#ink=1..7),
¢, '=1 (k=1...r), §;'=¢,; (j#i, k=1..,r),

a H ¢e se transformisati u H’:{cp’|k§lcp,./\’§r, ¢, =0, @ =17 (i#i,), k=1,..,r}.

Odavde sledi, na osnovu aksiome 6 za y'=(,’,...,, )= (H "', f7) davazi odnos

P, "=y, '=1  (k[=1,...,r). Transformacijom unazad odmah dobijamo ) (H, f)=¢" naosnovu
aksiome 5. Kakoje ¢€L, i L,SH, naosnovu aksiome 4 dobijamo (L,, /*)=¢. Kako seiz
aksiome 2 dobija (L, )€ L,, premaaksiomi4vazi (L, )=y(L,, f")=¢, $tojei trebalo
dokazati. [

Alternativna definicija problema pregovora

Problem pregovora, kako smo ga definisali, sastoji se iz kompaktnog konveksnog skupa
ScIR® ielementa d€S. Ipak, NeSovo reSenje za |S,d  zavisi samo od d i Pareto granice za S.
Kompaktnost i konveksnost skupa S obezbeduju da Pareto granica bude dobro definisana i konkavna.
Umesto §to smo poceli od skupa S, mogli smo da zadamo aksiome i na problemu definisanom sa
nerastu¢om konkavnom funkcijom (i taCkom neuspeha d ). U narednim poglavljima bi¢e prirodnije
tako definisati problem. Tako ¢emo ponekad terminom “problem pregovora” oznaéiti par | S,d/, gde
je S grafik nerastuce konkavne funkcije definisane na zatvorenom intervalu iz skupa prirodnih brojeva,
d€R’, ipostoji s€S takodaje s>d,, i=12.

Da li reSenje moZe da se bazira na prioritetizaciji igraca?

U Nesovom modelu problema pregovora koji se sastoji samo iz skupa S i tatke d&€S ne
pojavljuje se funkcija korisnosti. Prirodno se namece pitanje da li mozemo bazirati teoriju pregovora
samo na osnovnim informacijama o prioritetima igraca. Pretpostavimo da nam je dat skup dogovora 4,
ishod u slucaju neslaganja D€A, 1 prioriteti svakog igrata nad skupom A. Moguce je napraviti
teoriju pregovora koja se zasniva samo na ovim elementima ako odstupimo od osnovne NeSove
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pretpostavke da nije bitna karakterizacija €lanova skupa 4. U svakom sluCaju, suofavamo se sa
poteskocama ako Zelimo teoriju koja ¢e oznaciti ishod koji zavisi samo od prioriteta igra¢a. Da bismo
dosli do takve teorije, moramo biti u mogucnosti da opiSemo ishod samo u terminima prioriteta. Na
primer, teorija moze da predvidi ishod koji Igra¢ 1 najvisSe prizeljkuje, ili moze da predvidi ishod koji
Igrac¢ 2 najviSe prizeljkuje, a prema kojem je Igra¢ 1 ravnodusan. Nijedan od ovih ishoda ne deluje
prihvatljivo. Dalje, intuicija ukazuje na to da ¢e skup ishoda koji se mogu opisati u terminima prioriteta
verovatno biti premali 1 nece sadrzati neki “razuman” ishod. | \

Ako zelimo teoriju koja ¢e zavisiti samo od podataka A D,/l, >, ), tada naSe reSenje F'
mora da zadovolji slede¢i uslov. Neka su <A,D,>l,>2 } i A D', =", =, “> dva pregovora i neka
je T:A- A" funkcija“l-1”takodaje T(A)=A'. Pretpostav1m0 da T &uva prioritete
( T(a)z'T(b) akoisamo ako ax;bzai=1,2 )izadovoljava T(D)=D'. Tada T preslikava
reSenje prvog problema u reéenje drugog problema: T(F(A,D,>,,>,))=F(A4'.D",=",=,").
Specijalno, ako je A D=z A D", =", =’ >, tada je 7' identicko preslikavanje.

Sada pretpostav1m0 da je skup dogovora A={(a,,a,)€ER*:a,+a,<1 A a,>0, i=1,2}, ishod
u slu¢aju neuspeha D=(0,0) i prioriteti svakog igraca i=1,2 definisani susa (a,,a,)x/(b,, b,) akoi
samo ako  a,=b,. Defini§imo 7:4-24 sa  T(a,,a,)=(2a,/(1+a,), a,/(2—a,)). Ovako
definisana funkcija Cuva prioritete i zadovoljava  7(0,0)=(0,0). Jedine tacke za koje vazi

T(a, a,)=(a,a,) su (0,0), (1,0) i (0,1). Stoga teorija pregovora sagradena samo na informaciji
<A, D, >, >2> dolazi samo do ova tri reSenja, ali nam nijedno nije zadovoljavajuce.

NeSov model “promenljive pretnje”

U NeSovom aksiomatskom modelu tacka d koja oznacava ishod ukoliko do dogovora ne dode
je fiksna. Nes§ je prosirio svoju teoriju tako da obuhvata i situacije u kojima igra¢i mogu da uti¢u na
ovaj ishod. Neka je P, skup Cistih strategija igraca i, X, njegov skup meSovitih strategija i neka je

H .2, XZ,2IR njegova funkcija isplate. Igra pocinje tako $to igraci naizmeni¢no biraju meSovite
strategije. Te strategije su potezi koje igraci moraju da preduzmu ako ne postignu dogovor i smatramo
ih pretnjama. Igrac¢i moraju da iznesu svoje pretnje za slucaj da se ne dode do dogovora, ¢ak i kada
par pretnji nije NeSova ravnoteza. Kada izaberu pretnje kojima mogu da maksimizuju sebi isplatu,
dogovor koji se postize je NeSovo resenje pregovora gde je skup moguéih dogovora iz P, XP,, a
taCka neuspeha par isplata u sluc¢aju da se pretnje ostvare. Dakle, time Sto je zapretio Igracu j, Igrac i je
uticao na svoju isplatu datu NeSovim reSenjem.

Preciznije, neka je S (konveksan i kompaktan) skup parova isplata nad P X P,, i definiSimo
funkciju g:52S sa  g(d)=f"(S,d), gde je f" funkcija NeSovog reienja. Neova igra
pretnji je  G* u kojoj je skup &istih strategija igrata i X. i njegova isplata za par (o,,0,) je

gi(H(o,,0,)), gdeje H(o, 0,)=(H,(0,,0,),H,(0,,0,)) .Igra G ima Ne$ovu ravnoteZu
jerje g,oH neprekidna i kvazi-konkavna po ©; za svaku vrednost o .
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3. Strateski pristup: Model naizmeni¢nih ponuda

3.1 Struktura pregovora

Pomenuti model “promenljive pretnje” mozemo shvatiti kao jednu od prvih igara strateskih
pregovora. U aksiomatskom pristupu, ishod pregovora definisan je nizom uslova koje treba da
zadovolji. U strateSkom pristupu, ishod je ravnoteza eksplicitnog modela pregovarackog procesa.
Posmatraju¢i zapanjujucu raznolikost procedura pregovora, suoceni smo sa teSkim zadatkom da
formuliSemo model koji izrazava glavne uticaje na ishod. U ovom poglavlju izgradi¢emo model koji se
fokusira na jednu osnovnu karakteristiku pregovora: stavovi u¢esnika prema vremenu.

Pretpostavimo da dva igraca pregovaraju oko nekog plena veli¢ine 1. Dogovor je par

(x,,x,), gdeje x, dobitak igrata i. Skup mogucih dogovora je
XZ{(xl,xz)ElR:xﬁ x,=1 Ax;=20,i=12]}.
Zelje igraca iz ovog skupa su dijametralno suprotne. Svaki igra¢ razmislja samo o tome koliki deo
plena ¢e dobiti 1 Zeli da to bude Sto viSe. To znaci da ¢e igrac i birati radije x€X nego y€X akoi
samo ako je x> y.. Primetimo da je X skup dogovora, a ne korisnih parova. Ovaj model mozemo
primeniti na ranije opisane primere. U slucaju pregovora oko podele 1000 dinara, x, je predstavljalo
sumu koju dobije i-ti igra¢. U sluc¢aju ugovaranja prodajne cene za nedeljivu robu, x, je cena koju
kupac placa prodavcu. U modelu pregovora oko zarade, x, je profit firme.

OpisSimo proces pregovora. Igra¢i mogu da povlace poteze samo u odredenim periodima iz
(beskonacnog) skupa 7=(0,1,2,...|. U svakom periodu ¢€7 jedan od igraca, recimo i, predlozi
dogovor (iz skupa X), a drugi igra€ ( j ) ili prihvati tu ponudu (izabere Y) ili odbije (izabere N). Ako je
ponuda prihvacéena, pregovori su zavrseni i sprovodi se ono $to je dogovoreno. Ako je odbijena, prelazi
se na period ¢ +1. Sada igra¢ j predlaze dogovor koji igra¢ i moze da prihvati ili odbije. Igra se
nastavlja na isti nacin, kad god je neka ponuda odbijena, prelazi se na slede¢i period. Vreme je
neograniceno, ali ¢e u vecini slucajeva igraci snositi neke troSkove trajanja pregovora Sto ih dodatno
motiviSe da se dogovore. Ponuda koja je jednom odbijena se poniStava. Igrac¢ koji ju je izneo moze u
buduénosti predloziti bilo koji dogovor 1 nema ogranicenja u vezi toga kakvu ponudu moze prihvatiti ili
odbaciti. U svakom trenutku igraci su svesni svojih i protivnikovih prethodnih poteza. Sledec¢a slika
prikazuje strukturu igre u prva dva perioda. Igra pocinje na vrhu “drveta” i vreme pocinje u nultom
periodu. Broj pored svakog ¢vora oznacava koji je igra¢ na potezu. Igrac 1 je prvi na potezu da ponudi
dogovor iz X, koji Igra¢ 2 moZe da prihvati (Y) ili odbije (N). Ako ga prihvati, igra se zavrSava. Pratimo
desnu granu drveta i dolazimo do oznake (x”,0) koja nam govori da je dogovor x” postignut u
periodu 0. Ako Igra¢ 2 odbije ponudu Igraca 1 (leva grana), igra prelazi u period 1 u kojem Igra¢ 2
iznosi ponudu, a Igra¢ 1 na nju odgovara.

Zavrine ¢vorove (u kojima je dogovor postignut) oznaéili smo parovima oblika (x,7) $to
oznacava prirodu dogovora koji je postignut i period u kom je postignut, umesto da ih oznacimo
isplatama. Takode smo pretpostavili da sve beskonacne grane (u kojima se dogovor nikad ne postigne)
vode do istog ishoda D. Kako bismo analizirali izbore igraca, moramo da konkretizujemo njihove
prioritete nad ovim ishodima. Ali, pre toga primetimo da smo pri definisanju da ishod bude ili  (x,7)
ili D, napravili stroge pretpostavke u vezi tih prioriteta. Za svaki period 7=1 mnoge grane vode do
krajnjeg ¢vora oznacenog sa (x, f), bez obzira na prethodnu putanju ili odbijene ponude. Dakle,
pretpostavili smo da je igra¢ima bitno samo kakva je priroda dogovora i u kom vremenskom intervalu
je postignut, a ne i koje su ponude i kontraponude do njega dovele.
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(3:1 ) 1)

Slika4.

3.2 Prioriteti
Pretpostavke

U NeSovom aksiomatskom pristupu reSenje nije zavisilo samo od prioriteta igra¢a nad ishodom
ve¢ 1 od njihovog stava prema riziku. Ovde struktura igre nalaze da je jedan od prioriteta i vreme za
koje se dogovor postigne.

Pretpostavimo da svaki igra¢ i=1,2 ima kompletnu, tranzitivnu i refleksivnu prioritetizaciju

> * naskupuishoda (XXT)U{D].

Definicija2: Igra pregovora sa naizmeni¢nim ponudama je igra sa strukturom opisanom u prethodnom
odeljku, pri ¢emu je prioritetizacija svakog igraca kompletna, tranzitivna i refleksivna relacija na skupu
(XXT)u(D}.

Postavicemo uslove koji ¢e biti dovoljno slabi da omoguce Sirok spektar prioriteta. Najpre
pretpostavljamo da je najmanje Zeljeni ishod D.

A1 (Neuspeh je najgori ishod) Za svaki par (x,t)€ XX T imamo (x,t)x;D.
Ostali uslovi se tiCu ponaSanja ove relacije na skupu X XT7. Najpre zahtevamo da ¢e medu
dogovorima postignutim u istom periodu igra¢ i birati one sa ve¢im iznosom x; 1 birati da to dobije

Sto pre.

A2 (Plen je poZeljan) Za svako t€T,x€X i y€X imamo (x,7)>,(y,t) ako i samo ako
X Vi

3 Akoigrac i smatradasuishodi z iz’ podjednako povoljni, piSemo z~.z’, ilipiSemo =z>.z’,

1 1

ako ne vazi
zzz".
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A3 (Vreme je dragoceno) Za svako (€T ,s€T i x€X imamo (x,t)x/(x,s) akoje i<s i
x> 0.

Dalje pretpostavljamo da je prioritetizacija igraca i neprekidna.

A4 (Neprekidnost) Neka su  {(x,.t)},-, i {(y,,s)];-, nizovi ¢lanova iz X XT pri ¢emu je
lim,, x,=x i lim_ y,=y .Tadaje (x,t)>(y,s) kadgodje (x,,t)x/(y,,s) zasvako n.
Relacija  >; zadovoljava pretpostavke A2 do A4 ako 1 samo ako se prioriteti igraca i na skupu
X XT mogu predstaviti neprekidnom funkcijom korisnosti U .:[0,1]X7T 2 IR koja je rastu¢a po
svom prvom argumentu (udeo plena koju taj igra¢ dobija), a opadajuca po drugom (vreme za koje ¢e ga

dobiti). Ovo sledi iz teoreme dokazane u [8] (Teoremal, str. 680).

Sledec¢a pretpostavka veoma uproséava strukturu prioriteta. Ona zahteva da to da 1i ¢e igrac
birati (x,7) ili (y,s) zavisisamo od x,yirazlike s—¢.

A5 (Stacionarnost) Za svako (€T, x€X i y€X imamo (x,t)>(y,t+1) ako i samo ako
(x,0)>(», 1).

Ako relacija >, zadovoljava A2 — AS tada postoji funkcija korisnosti U, koja prikazuje prioritete
igraca i na skupu X X7 i ima specifican oblik: za svako §€(0,1) postoji neprekidna rastuéa
funkcija  u,:[0,1]>R takva da je U,(x, t)=8u,(x;). * Primetimo da za svaku vrednost
mozemo naci odgovarajucu funkciju u,. Vrednost O nije odredena prioritetima. Takode, funkcija
u, mnije obavezno konkavna.

Ubaci¢emo neka nova obelezja. Za svaki ishod (x,7) iz aksioma A2-A4 sledi da ili postoji
jedinstveno y€X takvo da je igradu i svejedno kad bira izmedu (x,z) i (y,0) ili ée radije
izabrati bilo koji ishod (y,0). Definigimo v,:[0,1]X7T =[0,1] zai=1,2 sa:

Yi akoje (y,0)~(x,1)
i L) = . !
Vil s L) {0 ,akoje (y,0)>,(x,t),VyeXx.

Pojednostaviéemo analizu ako pretpostavimo da za svako (x,7) postoji y tako da je

(y,0)~,(x,t). Iz prethodne jednakosti sledi da ako je v,(x,,¢)>0 tada je igradu i svejedno da li
¢e dobiti  v,(x,,¢) odmahili x, uperioduz v;(x;¢) seodnosinasada$njuvrednost (x,7) za
igraca i, ¢ak i kad je v,(x,¢)=0. Primetimo (y,0)x(x,¢) kad god je  y,=v,(x,.7) i
(y.t)>(x,s) kadgodje vi(y; t)>vi(x;s).

Ako >, zadovoljava A2-A4, tada za svako (€T funkcija v,(.,7) je neprekidna,
neopadajuca i rastuca za svako  v,(x;,#)> 0. Dalje imamo v,(x,, t)<x, zasvako (x,/)EXXT i
vi(x,,t)<x, kad god je x>0, >1. Ako vaz i AS imamo v,(v,(x;,1),1)=v,(x,,2), Vx€EX

Primeri funkcija v,(.,1) i v,(.,1) prikazani su na slici:

4 Na osnovu Teoreme? iz [8], str. 682
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1 T2 0

Y1 /
/

/

x2 = v2(y2,1)

Slika 5.
Poslednji uslov koji postavljamo govori da gubici pri kaSnjenju predstavljaju rastucu funkciju.
A6 (Gubici prilikom kasnjenja rastu) Razlika x,—v,(x,, 1) je rastuéa funkcijapo x,.

Pod ovom pretpostavkom grafik svake funkcije v,(., 1) sa Slike4. ima svuda nagib manji od
1. Takode, ako je u, diferencijabilna, iz A6 sledi da je du,'(x,)<u,'(v,(x,,1)) kad god je
v,(x,,1)>0. Ovaj uslov je slabiji od konkavnosti u,, $toimplicira u,"(x,)<u,’(v,(x;,1)).

Presek grafika funkcija v, (.,1) i v,(.,1)

Osim toga §to presek grafika funkcija v,(.,1) i v,(.,1) ima poseban znalaj, on je i
jedinstven: postoji samo jedan par (x,y)€EX XX takavdaje y,=v,(x,,1) i x,=v,(y,,1).

Lemal. Ako relacija >, svakog igraca i zadovoljava aksiome A2-A6, tada postoji jedinstveni par
(x", Y )EXXX takavdaje yi=v,(x;,1) i x;=v,(y3,1).

Dokaz: Neka je za svako x€X  y(x) dogovor takav da je y,(x)=v,(x,,1) i definidimo
H:X =R, H(x)=x,—v,(,(x),1). Pardogovoraxi y=1(x) zadovoljavai x,=v,(y,,1)
ako i samo ako / (x)=0. Imamo daje /H(0,1)=0 i H(1,0)<0 i H je neprekidna. Stoga, po

teoremi o srednjoj vrednosti, funkcija H ima nulu. Dalje imamo

H(x)=[vi(x;, 1)=x,J#[1=v,(x,, 1)=v,(1=v,(x,, 1), 1)].
Kako je v,(x,,1) neopadajuéa po x,, oba sabirka su opadajuéa na osnovu A6, pa H ima
jedinstvenu nulu. i
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Jedinstveni par (x*, y") iz preseka grafika prikazan je na Slici4. Primetimo da se nalazi ispod
glavne dijagonale, tako daje x> ) (i x5< }).

3.3 Strategije

Strategija igraca precizira njegovu akciju na svakom ¢voru drveta kada je taj igra¢ na potezu’.
Na primer, strategija Igrac¢al pocinje preciziranjem dogovora koji predlaze u ¢ =0, a zatim sledi izbor
(Y - prihvatiti ili NV - odbiti) za svaku od mogucih kontraponuda Igrac¢a 2 u ¢ =1. Strategija se nastavlja
preciziranjem poteza za svaki slede¢i period u odnosu na sve prethodne poteze. Preciznije, neka je

X' skup svih sekvenci (x”,..,x""') ¢&lanova X. Strategija Igra¢a 1 je niz funkcija o=[0|",,
gde svaka ukazuje na prethodne poteze iz tog skupa. Dakle, o':X'=> X, ako je ¢ parno i

o X"'>[Y,N], akojet neparno: strategija Igraca 1 propisuje ponudu u svakom parnom periodu
t, za svaki niz prethodno odbijenih ponuda i odgovor (prihvaceno ili odbijeno) u svakom neparnom
periodu, za svaki niz prethodno odbijenih ponuda nakon ¢ega Igra¢2 iznosi svoju ponudu. Sli¢no tome,
strategija Igraca2 je niz funkcija t={t"]",, gde je :X"'>[Y,N], kad je ¢ parno i

v X' X, kad je ¢ neparno: Igra¢2 prihvata ili odbija ponudu Igrac¢al u svakom parnom periodu, a
u neparnom sam izbacuje ponudu.

Primetimo da strategija precizira poteze u svakom periodu, za svaki niz prethodnih poteza,
ukljucujuéi 1 nizove poteza do kojih ne mora nikada doc¢i. Svaka strategija Igracal mora, na primer,
propisati izbor Y ili N (da ili ne) za ¢ =1 za slu€aj da u ¢ =0 ponudi (1/2, 1/2), a Igra¢2 to odbije i da
kontraponudu, cak iako strategija zahteva da Igracl u ¢ =0 ponudi neSto drugo. Dakle, strategija
propisuje 1 poteze na ¢vorovima do kojih se nece doci ako se prate njene preporuke u prethodnim
periodima. Ovo se u prvom trenutku mozZe uciniti ¢udnim 1 nepotrebnim. Ako nas interesuje samo
Nesova ravnoteZa (videti odeljak 3.4), onda je ovo zaista suvi$no. Pretpostavimo da se strategija o'
Igracal razlikuje od strategije o samo u potezima koje propisuje, a do kojih se ne moze do¢i ako se
postuje strategija o . Tada ¢e parovi strategija (0,t) i (0’,t) dovesti do istog ishoda za svaku
strategiju T Igraca2. Ako zelimo koncept savrSene ravnoteze (bi¢e opisana u odeljku 3.6), tada
zahtevamo da strategija igraca precizira njegove poteze i u situacijama u kojima se nece naci ako bude
postovao tu strategiju. Kako bismo ispitali optimalnost strategije Igraca 7, na primer nakon $to Igrac j
odstupi od svoje prvobitne strategije, Igra¢ i mora imati oCekivanja o budu¢im potezima Igraca .
Strategija igraca j Ce se tada sastojati od njegovih uverenja Sta Igrac i ocekuje da ¢e j da uradi.

Imajte na umu da ne ograni¢avamo strategije da budu “stacionarne”. Dozvoljavamo da ponude i
reakcije igrata na ponude zavise od dogadaja u prethodnim periodima. U nekim modelima se
pretpostavlja stacionarnost, ali je ta pretpostavka problemati¢na. Stacionarna strategija je jednostavna
jer ne zavisi od vremena niti poteza u prethodnim periodima, ali to znac¢i da ¢e Igra¢ j ocekivati od
Igraca i da se drzi svog stacionarnog ponasanja, ¢ak i kada on sam to ne radi. Na primer, stacionarna
strategija u kojoj Igracl uvek predlaze (1/2,1/2) znaci da ¢e 1 nakon $to Igrac 1 po hiljaditi put predlozi
(3/4,1/4), Igra¢ 2 i dalje verovati da ¢e Igracl u sledeCem periodu predloziti (1/2,1/2). Ako
pretpostavimo da su strategije igraca “proste”, znaci da smo pretpostavili da Igrac2 veruje da ¢e Igracl
nastaviti da predlaze (3/4,1/4).

X

5 Ako su svi potezi u igri unapred isplanirani i propisani nekom strategijom, smatramo je “Cistom” strategijom.
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3.4 NeSova ravnoteza

Par strategija (o, T) je “NeSova ravnoteza” ako za dato T nijedna stategija Igracal ne
moZe dovesti do za njega boljeg ishoda od onog koji je odreden parom (o, t) izadato o nijedna
strategija Igraca2 ne moze dovesti do za njega boljeg ishoda od onog koji je odreden parom (o, T).

Nesova ravnoteza je standardno resenje u teoriji igara. Smatramo da je to odgovarajuce reSenje
kada su igraci racionalni, iskusni i kada su viSe puta igrali iste ili bar sli¢ne igre. U nekim igrama
postoji jedinstvena NeSova ravnoteza, pa teorija daje veoma jasna predvidanja. Nazalost, to nije slucaj
u pregovorima sa alternativnim ponudama u kojima prioriteti igraca zadovoljavaju aksiome A1-A6.

Neka je X€X i razmotrimo par (0,T) (stacionarnih) strategija u kojima Igra¢l uvek
predlaze X 1 prihvata ponudu x ako i samo ako je x,=X,, a Igrac2 uvek predlaze X i prihvata
ponudu ako i samo ako je x,=X,. Neka je za Igracal

(?(xo,...,x’fl):)?, V(x°, ..., x""")ex’, akojetparnoi

. t N
- T 4 akoje x,>x;
O_('E:-"a'ﬂ)_ N . t o o—

akoje x\<x,

ako je ¢ neparno.
Strategija T Igraca2 definisana je analogno.

Ako igraci koriste strategije (5,7T), Igracl ¢e predloziti X u ¢ =0, §to ¢ée Igrac2 odmah
prihvatiti i ishod je (x,0). Da bismo se uverili da je (G,T) NeSova ravnoteza, pretpostavimo da
igra¢ i ima drugu strategiju. (x,0) je najbolji ishod za igrada i jer ¢e j uvek predlagati x i odbijati
one x za koje je  x,<X.

Skup ishoda generisanih NeSovom ravnotezom sadrzi ne samo sve mogucée dogovore u nultom
periodu, ve¢ i u kasnijim periodima. Pretpostavimo, na primer, da se strategije & i 7T razlikuju od

0 i T samo u periodu 0 kada Igra¢ 1 ponudi (1,0) umesto X, a Igra¢ 2 odbija svaku ponudu.
Strateski par (&,7T) dovodi do dogovora (¥,1) i jeste ravnoteza ako (¥,1)x,((1,0),0). Ako
Igrac 2 nije toliko nestrpljiv da bi radije dobio 0 danas nego 1 sutra, postoje vrednosti za X koje
zadovoljavaju ovaj uslov, tako da postoji ravnoteza pri kojoj se dogovor postize u periodu 1. Sli¢no se
moze pokazati da za neke prioritete postoje NeSove ravnoteZe pri kojima se dogovor postize u periodu
2 ili kasnije.

MozZemo zakljuciti da pojam NeSove ravnoteze zadaje odredena ogranicenja za ishod, ali nas ne
zadovoljava u potpunosti.

3.5 SavrSena ravnoteza podigre

Mozemo prikazati poteze propisane ranije definisanim strategijama & i T kao “prazne
pretnje”. Strategija T od Igraca2 zahteva da odbaci sve ponude koje su za njega manje povoljne od
X . Ipak, kada se Igrac2 suoci sa takvom ponudom, pod pretpostavkom da ¢e Igra¢l pratiti strategiju
O, tada Igracu2 moze biti u interesu da je ipak prihvati. Pretpostavimo da je x,<1 1 da Igracl

izbacuje ponudu x za koju je u periodu ¢t x,=X;+¢€, zaneko malo €>0. Ako Igra¢2 prihvati ovu
ponudu, u periodu ¢ dobija ¥,—€, dok ako je odbije, na osnovu para (G,T), u periodu 7+ 1

ponudiée ¥, Sto ée Igra¢l prihvatiti i ishodje (x,7+1). Akoje € dovoljno malo, za Igraca2 je
povoljnije da dobije X,—¢€ u periodu f nego X, u periodu ¢ +1, pa ne moze da preti time da ¢e
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odbiti ponudu x.

Pojam NesSove ravnoteze ne iskljucuje koriS¢enje “praznih pretnji” jer procenjuje koliko je
strategija poZeljna samo na osnovu aspekta sa pocetka igre. Kako se niZu potezi propisani parom
strategija, pravi se putanja kroz drvo. Samo je mali podskup svih ¢vorova povezan ovom putanjom.
Ako je par strategija NeSova ravnoteza, ne ulazimo u optimalnost poteza na nepovezanim ¢vorovima.
Ako se strategije T 1 T’ Igraca2 razlikuju samo po potezima koje propisuju na nedostignutim
¢vorovima kada Igra¢l prati strategiju o, tada ¢e (o,t) i (0,t') praviti istu putanju kroz
drvo. Stoga je Igracu2 svejedno da li prati strategiju T ili T’ . Konkretnije, razmotrimo strategiju

t' Igraca2 koja se razlikuje od strategije T definisane u prethodnom odeljku samo u periodu 0,
kada Igrac2 prihvata neke ponude x za koje vazi X, <X,. Kad igra¢l koristi strategiju &, koja od
njega zahteva da Igracu? ponudi barem X, strategije T 1 T' generiSu istu putanju kroz stablo.

Zeltenov® pojam savrSene ravnoteZe se bavi ovim problemom zahtevajuéi da strategija igraca
bude optimalna pocevsi od bilo kog ¢vora u stablu, bez obzira da li ¢e se taj ¢vor dostic¢i ukoliko se
igraci pridrzavaju svojih strategija. Pretpostavimo da je Igra¢l u periodu 0 ponudio x#Xx. Ako se on
inace pridrzava strategije O, da li je pozeljno da se Igrac2 pridrzava T ? Odgovor je ne kada je

x, =X, +€ i €>0, papar (0,T) nije savriena ravnoteza podigre. Par (0 ,T) za koji to vazi
na svakom ¢voru jeste savrSena ravnoteza podigre. Preciznije, podigrama nazivamo igre koje pocinju
od svakog ¢vora u pregovoru.

Definicija3: Strateski par je savrSena ravnoteza podigre pregovora sa alternativnim ponudama ako u
svakoj podigri indukuje NeSovu ravnotezu.

3.6 Glavni zakljucak

Sada ¢emo pokazati da pojam savrSene ravnoteze podigre, za razliku od NeSove, predvida
jedinstven ishod pregovora sa alternativnim ponudama, pri ¢emu prioriteti igraca zadovoljavaju A1-A6.
Strategije & 1 T iz prethodnog odeljka zahtevaju od oba igraca da predloze isti dogovor
X 1 prihvate ponude samo ukoliko su dobre barem kao X. Razmotrimo alternativni strateski par
(6,1) za koji Igra¢l uvek predlaze X, a prihvata ponudu » ako i samo ako je y,=), , a
Igrac2 uvek predlaze ) i prihvata x ako i samo ako je x,>x,. Pod kojim uslovimaza X i )
ée (G,7) biti savrSena ravnoteza podigre? U slucaju da Igrac2 odbije ponudu x u periodu 0, on ¢e
ponuditi ¥ u periodu 1, §to ¢e Igra¢l prihvatiti. Kako bi njegovo odbijanje svake ponude x za koju
vazi  x,< X, bilo uverljivo, moramo imati (,1)>,(x,0) kad god je x,<¥, pa ako je
X,> 0, treba nam (na osnovu A4) (,1)x,(%,0). Istovremeno, mora biti (%,0)>,(5,1) ili ¢e
Igrac2 biti podstaknut da odbije ponudu % u periodu 0. Zaklju¢ujemo da ako je par (G,7)
savrSena ravnoteza podigre, tada je ili  (x,0)~,(p,1), ili x=(1,0) i (%,0)=,(9,1) ,ili kraée
v,(7,,1)=%,. Po istoj logici, da bi Igra¢1 prihvatio neku ponudu u periodu 1 zaklju¢ujemo da mora
biti  (P,1)~,(%,2), ili  $=(0,1) i ($,1)%(%,2). Na osnovu A5 to je ekvivalentno
v,(#,,1)=9,. Ovaj argument pokazuje da ako je (G&,7T) savrSena ravnoteza podigre, onda se
(x,7) mora poklapati sa jedinstvenim reSenjem (x*, y*) slede¢ih jednacina:
yT:VI(xT:l) , X;:"z(y;;l)- (1.1)

(Jedinstvenost sledi iz prethodne leme.) Primetimo da akoje ;>0 i x,>0, tadaje

(00~ (" 1) (x5, 0)~,(y" 1) (1.2)

6 Rajnhard Zelten je nemacki ekonomista sa kojim je DZon Ne§ podelio Nobelovu nagradu
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Primetimo dalje da ako su prioriteti igraca takvi da za svakog igraca i i svaki ishod (x,#) postoji
dogovor y takav da je tom igracu svejedno da li ¢e ishod biti (y ,0) ili (x ,f), tada ¢e za jedinstveno
reSenje  (x7, ") iz(l.1)vaziti y>0 i x,>0, pa (x",y") zadovoljavai(1.2).

Glavni zakljuc¢ak ovog poglavlja je da svaka igra pregovora sa alternativnim ponudama u kojoj
prioriteti igraca zadovoljavaju aksiome A1-A6 ima jedinstvenu savrSenu ravnotezu podigre koja ima
strukturu (G, T).

Teorema3: Svaka igra pregovora sa alternativnim ponudama u kojoj prioriteti igraca zadovoljavaju Al-
A6 ima jedinstvenu savrSenu ravnotezu podigre (o”,t") . Pri ovoj ravnotezi Igra¢l svaki put
predlaze dogovor x" definisan u (1.1), a prihvata ponudu y Igraca2 ako i samo ako je y,>y;.
Igra¢2 svaki put predlaze y*, a prihvata samo one ponude x za koje vazi x,>x,. Ishod toga je da
Igra¢l predlozi x" u periodu 0, a Igra¢2 to odmah prihvati.

Formalno, strategija o  savriene ravnoteze Igradal opisana u ovoj teoremi definisana je
ovako:

o (x",. x)=x", W(x',...x"")ex' akoje t pamnoi

. t *
(O, . ) — vy~ akoje x>y,
’ ’ N akoje xi<y;, akoje ¢neparno.

Strategija T Igraca2 ima istu strukturu: uloge x" i " su zamenjene, kao i re¢i “paran” i
“neparan”. Takode, nismo pretpostavili da su strategije stacionarne, dozvolili smo da potezi zavise od
celokupne istorije igre.

Dokaz: Najpre, da bismo pokazali da je strateski par (0", t") savriena ravnoteZa, moramo pokazati
da u svakoj podigri indukuje NeSovu ravnotezu. Posmatrajmo podigru koja pocinje ponudom Igracal u
periodu ¢°. Kako se Igra¢2 pridrzava strategije T , svaka strategija Igratal koja predlaze x u
periodu 7° dovodi do ishoda (x",¢"). Svaka druga strategija Igratal dovesée do (x,7), gde je

x,<x;, t=t" ilido (y",¢), gdeje t=t+1 ilidoD.Kakoje x,>y,, izAl,A2iA3 sledida
je za Igracal najbolji od ovih ishoda (x*,¢"), paje o najbolji odgovorna T . S druge strane,
ako Igra¢l koristi strategiju ©", svaka strategija Igrata2 koja prihvata x~ u periodu ¢  dovodi
do ishoda (x",#"). Svaka druga strategija Igraca2 doves¢e do (x",7) za ¢>¢" ilido (y,7),
gdeje y,<y,, t=t'+1 ilido D. IzA1,A2iA3 sledi da je za Igraca2 od ovih ishoda najbolji ili

(x",¢%) ili  (y",¢"+1). Sada, po definiciji imamo da je x;=v,(y5,1), pa je (iz AS5)

(x",0)=,(y", 1), (x",¢7)=,(y", £+ 1). Stogaje T najbolji odgovor Igra¢a2 na o". Sli¢no bi
bilo i da smo podigru zapoceli ponudom Igraca2 ili odgovorom na ponudu bilo kog igraca.

Sada ¢emo dokazati jedinstvenost. Za i=1,2 sve podigre koje pocinju ponudom Igracal su
izomorfne (zbog AS5). Neka je G, jedna takva podigra. Postojanje savrSene ravnoteze nam
omogucava da definifemo M ,=sup|v,(x,,¢): postoji savriena ravnoteza za G,sa ishodom (x,7)} i
neka je m, odgovaraju¢i infimum. Primetimo dasu M, 1 m, definisane na podigri koja pocinje
ponudom Igracal,a M, 1 m, napodigri koja poc€inje ponudom Igraca2. Pokazac¢emo da je

M =m=x; i M,=m=y;, (13)

pa je trenutna vrednost za Igracal svake savrSene ravnoteze ishod G,, x;, a trenutna vrednost
ishoda G, zalgrata2 svake savrSene ravnoteze je V.
Treba dokazati da iz (1.3) sledi da je svaka savrSena ravnoteza G, (0", t"). Najpre
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tvrdimo da je u svakoj savrSenoj ravnotezi prva ponuda prihvacena. Pretpostavimo suprotno. Neka
postoji savrSena ravnoteza u kojoj je prva ponuda x Igraal odbijena. Nakon toga igra¢i moraju da
prate savrSenu ravnotezu G,. Iz (1.3) trenutna vrednost za Igra¢a2 je y,, pa trenutna vrednost za
Igradal nije viSe od y,. Kako je v,(y],1)<y)<x], trenutna vrednost savriene ravnoteze za
Igracal je manja od x,, S§to je u suprotnosti sa (1.3). Znadi, pri svakoj savrenoj ravnotezi G,
Igra¢l uvek predlaze x*, $to Igra®2 prihvata, a Igrac2 predlaze uvek y*, S$to Igraél takode
prihvata. Iz (1.1) sledi da Igra¢1 odbija svaku ponudu y za koju vazi y,<y;, a prihvata onu za koju
vazi y,>y|. Analogno je za Igraca2.

Ostalo je da utvrdimo (1.3) u slede¢a dva koraka:

Korakl. m,>=1-v,(M,,1).
Dokaz: Pretpostavimo da u prvom periodu G, Igrat2 predlaze z, pri¢emuje z,>v, (M, 1).
Ako Igra¢l prihvati tu ponudu, ishod je (z,0). Ako je odbije, ishod ¢e imati trenutnu vrednost
najvise v,(M,,1). Stoga ¢e Igra¢l uvek prihvatiti ponudu z, paje m,>1—v,(M,, 1).

Korak2. M ,<1—v,(m, 1).
Dokaz: Ako u prvom periodu G, Igrac2 odbije ponudu Igracal, moze da zadrzi barem m,
odloZeno za jedan period. Stoga ¢e u svakoj savrSenoj ravnotezi Igra¢2 odbiti svaku ponudu x za koju
je  x,<v,(m,, 1). Najvise $to Igra¢l moze dobiti, ako se dogovor postigne u prvom periodu je

1—v,(m,,1). Kako ishod u svakoj savrenoj ravnotezi u kojoj je dogovor odloZen ima trenutnu

vrednost za Igradal najvise v, (1—m,, 1)<1—m,<1—v,(m,,1), sledi zakljutak.

1 T2 0
i /
T I
W I
B
A
wE-—— - - A |
/ y1 = vi(z1,1) I
T2 = Uz(yz, 1) Yo
|
/ | !
0 L‘T ry — 1

Slika6. 1z Korakal i ¢injenice daje m,<y, sledidapar (M, 1—m,) leZiuoblasti A. Sli¢no, na osnovu
Koraka?2 i ¢injenice M ,>x, zakljucujemo da taj par leZi i u oblasti B.

Korak1 obezbeduje da par (M, 1—m,) leziispod krive y,=v,(x,,1). Sli¢no, iz Koraka2 imamo
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da taj par lezi levo od krive x,=v,(y,,1). Kako smo pokazali daje (c",1") savriena ravnoteza
G,, znamo daje M >x|. Sli¢no postoji savriena ravnoteza za G,, ¢&ijijeishod (y",0), pa

. * . * we o o . , . v o v,

je m,<y, i l-m,>y,. Uz ove C¢Cinjenice 1 pomocu slike5. moZemo zakljuciti
M =x|, m,=y, .Analogno se moze pokazatidaje m,=x,, M,=y,, &ime je dokaz zavrien. o

Primetimo da se ovaj dokaz ne oslanja na pretpostavku A6, tako da se umesto nje moze
iskoristiti 1 bilo koji uslov koji garantuje jedinstvenost (1.1).

3.7 Primeri

Ve¢ smo spomenuli funkciju korisnosti U, definisanu sa  U,(x,,¢)=8,x, za svaki par
(x,t)EXXT i U,(D)=0, gde je 0< 9§, <l. Prioriteti koji su predstavljeni ovom funkcijom
zadovoljavaju A1-A6. 0, se odnosi na diskontni faktor Igraca i. Dakle, ovo je model pregovora u
kojem je vreme igrac¢ima dragoceno pa se vrednost dobitka u svakom periodu umanjuje proporcionalno
(to ée biti geometrijska progresija). Imamo daje v,(x;, ¢)=98/x;. Koeficijent o, zavisi od strpljenja
igraca i. lako dobitak vremenom tezi nuli, njegova vrednost ¢e uvek biti pozitivna pa igra moze trajati

neograni¢eno. Tada je na osnovu (1.1)  y;=8,x] i x,=98,), paje

*_ 1_62 62(1_61) . *_ 61(1_62) 1_61
* _(1—6162’ 1-50, )iy 1-0,0, ' 1-0,0,
Akoje 0,=90,=0, tadaje x'=(1/(1+9),8/(1+9)).

Primetimo da kako se 8, priblizava 1, dogovor x" se priblizava (1,0): §to je Igracl

).

strpljiviji, udeo Igracal tezi nuli. Pretpostavka A3 iskljuCuje slucajeve kada su 9, ili O, jednaki
jedinici. Ipak, ako je samo jedno 0, jednako jedinici, i dalje vazi dokaz da postoji jedinstveni vektor
isplate savrSene ravnoteze, ali u ovom slu¢aju postoji mnostvo savrsenih ravnoteza podigre. Na primer,
ako je 0,=1, a 0,<1, tada je jedinstveni vektor isplate savrSene ravnoteze (1,0), ali pored
savrSene ravnoteze opisane u prethodnoj teoremi postoji jos jedna u kojoj Igrac2 odbija ponudu (1,0) u
periodu 0 i predlaze (1,0) u periodu 1, Sto Igra¢l prihvata.

Razmotri¢emo ve¢ pomenuti primer podele novca kroz ovaj model. Igraci 1 1 2 treba da
podele medu sobom iznos od 1000 dinara, ali ta vrednost svakim periodom proporcionalno opada. Za
Igrada 1 ova suma ¢e posle perioda ¢ vredeti §)”'-1000, a za Igrata 2 85 '-1000, pri ¢emu su

0, 1 8, redom njihovi diskontni faktori. Ako je 0,>0, znaéi da je Igra¢ 2 manje strpljiv.
Intuitivno o€ekujemo da ¢e s tim u vezi i njegov dobitak biti manji.

Najpre pretpostavimo da je 9, =9, =9. Ako igra¢ 1 u periodu ¢ moze osvojiti najvise X
nakon §to odbije ponudu Igraca 2, onda on u tom periodu treba da prihvati svaku ponudu kojom dobija
barem 8X. To je zato §to ée X u periodu ¢ +1 vredeti & X, a OX u periodu ¢ vredi

d'9 X=§"X. Dakle, Igra¢ 1 ne moze da preti time da ée odbiti ponudu & X u periodu #. Imajuéi
ovo u vidu, ako u # =2 Igra¢ 1 moze osvojiti najviSe X, on treba Igracu 2 da ponudi 1000—X.
Umanjena vrednost od X u ovom periodu je 0 X, tako da Igra¢ 2 moze u periodu ¢ =1 da ponudi
dogovor (8.X,1000—8.X). U ¢=0 Igra¢ 1 mora ponuditi barem

(1000—(8—8"X),5(1000—8 X)).
Maksimum dobitka Igraca 1 mora biti isti 1 za podigru koja pocinje u periodu 0 i za podigru koja
poéinje u periodu 2. Mozemo zakljuéiti daje X=1000—(8—5"X), pa je resenje
_1000—-9
X =
1-9
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Ovo je ujedno 1 minimum koji Igra¢ 1 moze dobiti (§to mozemo zakljuCiti na isti nacin ako
pretpostavimo da je X u nekom periodu minimum koji Igra¢ 1 moZe osvojiti). Dakle, jedinstveni ishod
1000 -9 6—100062)
-8 1-8
Ako vrednosti  d, 1 0, nisu jednake , analogno prethodnom, vrednost od X u periodu ¢ =3
umanjena u odnosu na period ¢ =2 iznosi 8,X. U periodu ¢ =1 Igra¢ 2 moze ponuditi dogovor
(8, X,1000—9, X). U ¢=0Igra¢ 1 mora da ponudi barem
(1000—8,(1000—8, X ), 8,(1000—9, X)).

igre je  (

Ravnotezni ishod je
1000—10006, 10006,—10009,0,

( 1_6162 ’ 1_6]62

)

Konstantni troSkovi odlaganja

Funkcija korisnosti definisana sa  U,(x;,t)=x,—c,t i U,(D)=—ow, gde je ¢,>0,

predstavlja prioritete igraca i koji zadovoljavaju A1-A5, aline i A6. Tadaje v,(x,,¢t)=x,—c;t, ako je

x,>¢;t, odnosno v,(x,,¢t)=0 u suprotnom. Stoga, ako je x,>c,, vazi v;(x;, 1)=x,—c;, tako da
je x,—v,(x,,1)=c,, $to je konstantno, a ne rastuée po x,. ¢, su troskovi pregovora (ili troskovi
odlaganja) za igraca i. lako ovi prioriteti ne zadovoljavaju A6, za ¢ ,#c, postoji jedinstveni par

(x", y") koji zadovoljava (1.1): za c¢,<c, vazi x"=(1,0), y'=(l-c,,c,), aakoje c¢>c,
vazi  x"=(c,,1—c,), y"=(0,1). Stoga po prethodnoj teoremi i dalje vazi da postoji jedinstvena
savriena ravnoteza podigre u kojoj igra¢i odmah postignu dogovor x"=(1,0) ako je c¢,<c, ili

x"=(c,,1—c,) akoje c¢,;>c,. Dakle, Rubintajn je pokazao da u ovom modelu ravnotezna isplata
zavisi od troSkova pregovora i redosleda igraca (prvi igra¢ je u prednosti). Kada su im troskovi
kasnjenja jednaki 1 manji od 1, ne postoji jedinstveno resenje za (1.1).

Pokazimo ovo na prethodnom primeru. Ako Igra¢ 2 odbije pocetnu ponudu Igraca 1 ukupna
suma ¢e mu nakon toga vredeti 1000—c,. Ako zatim i Igra¢ 1 odbije ponudu Igraca 2, vrednost ¢e
pastina 1000—2c,. Kako se pregovori nastavljaju, vrednost pocetne sume opada u svakom periodu.
Isto ¢e se desiti I Igracu 1, s tim $to je njegov troSak u svakom periodu c¢,. Ishod pregovora za Igraca
1 bice o od 1000, a za Igraca2 f od 1000, pri ¢emu je oa+B=1. TroSkovi pregovora Igraca 2
ukazuju na to da ako bi on prihvatio ponudu f$-:1000 u periodu ¢, dobitak bi mu vredeo

B-1000—¢c,. Slicno tome, Igracu 1 bi ponuda «-1000 u periodu t vredela samo  o-1000—¢c,.

Rubinstajn je pokazao da o i1 3 zavise od toga koji je igra¢ prvi na potezu i da li je

c,>c,,c,=c, 1ili ¢/<c,. Pretpostavimo da Igra¢ 2 u periodu ¢ Igracu 1 nudi dobitak jednak s,,.
Igrac 1 treba da prihvati ovu ponudu ukoliko bi u nastavku igre mogao da dobije samo manji iznos.
Ako bi pokuSao da preti da ¢e odbiti ovu ponudu, to bi bila prazna pretnja. Neka je, na primer,

5,,=450 dinara, c¢,=100 dinara i ako odbije ovu ponudu Igra¢ 1 bi u nastavku pregovora mogao da

se nada isplati ne ve¢oj od 500 dinara. Ako Igra¢ 1 odbije ponudu i osvoji 500 dinara u narednom
periodu, to ¢e mu vredeti 500-(¢ +1)100= 400-100 ¢. Ako, ipak, prihvati ponudu, dobi¢e 450-100 ¢ >
400-100 ¢ Zapravo, Igrac 1 <¢e  pristati na svaku ponudu s,, za koju vazi

$:>500—(£+1)-100+100£=500—100=400. Uopsteno, ako je maksimum koji Igra¢ 1 moze dobiti
nakon $to odbije ponudu Igrada 2 u periodu ¢ Z, $to ¢e mu vredeti najvise Z—(z+1)c,, on treba da
prihvati svaku ponudu s, za koju vazi s, —tc,>Z—(t+1)c, ili s,>Z—c,. Razmotrimo sada
pomenute tri mogucnosti:
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1) c¢,>c,

Savr§ena ravnoteza podigre je da Igra¢ 1 u ¢ =0 predlaze dogovor (c,,1000—c,), §to Igrac 2
prihvata.

Troskovi pregovora za Igraca 1 su veci, ali on ima prednost prvog na potezu. Ako u periodu ¢ =1 Igrac
2 predlozi Igracu 1 0, maksimum koji on u tom trenutku moze osvojiti, nakon §to je u periodu 0 odbio
ponudu Igraca 1, je svih 1000 dinara. Znajuéi to, Igra¢ 1 ¢e u periodu 0 predloziti (c,,1000—c,), jer
zna da ¢e dobitak za Igraca 2 u narednom periodu biti manji. Dakle, iako ima vece troSkove pregovora,
Igrac 1 moze da zagarantuje sebi isplatu c, zato S§to je prvi na potezu.
2) ¢,<c,

SavrSena ravnoteza podigre ove igre podrazumeva da ¢e Igrac¢ 1 u ¢ =0 ponuditi dogovor (1000,0) i da
¢e Igrac 2 to prihvatiti.

Igrac 1 je u apsolutnoj prednosti u ovoj igri tako da ¢e mu pripasti ceo plen. Odlaganje ne bi promenilo
situaciju, osim $to bi umanjilo zaradu oba igraca, a Igra¢ 2 bi svakako izgubio viSe.

3) c¢,=c,=c

U ovom slucaju ne postoji jedinstvena savrSena ravnoteza podigre, ali Igra¢ 1 sebi moze zagarantovati
najmanje ¢ (zbog prednosti prvog na potezu). Ako bi Igra¢ 2 u periodu ¢ ponudio Igracu 1 x, Igra¢ 1 u
prethodnom periodu (¢ -1) moze da zahteva x+c. Ali, u ¢ -2 je x ponovo pristojna ponuda Igraca 2 1
kako je x proizvoljno (vrednosti se razlikuju u zavisnosti od perioda), ne postoji jedinstveno resenje.
Osim toga, ako su troskovi pregovora za igrace jednaki, igra¢i ne moraju da dodu do dogovora odmah
ut=1, ve¢ moze bitiiu ¢t =2.

3.8 Vazne karakteristike savrSene ravnoteze podigre

Odlaganje

Struktura pregovaracke igre sa naizmeni¢nim ponudama omogucava da pregovori traju
neograniceno. Ipak, kod jedinstvene savrSene ravnoteze odmah se zavrSavaju. Sa ekonomske tacke
glediSta pregovaracki proces je efikasan (ne gube se sredstva prilikom kasnjenja). Kojim
karakteristikama to mozemo pripisati? Videli smo da je kod NeSove ravnoteze kasnjenje moguce, ali
efikasnost ima veze 1 sa bitnim pretpostavkama koje smo postavili.

Primetimo da se dokaz da ¢e se dogovor posti¢i odmah ako igra ima jedinstveni vektor isplate
savrSene ravnoteze zasniva samo na pretpostavkama A1, A2 i A3. Drugim rec¢ima, ako prioriteti igraca
zadovoljavaju ove tri pretpostavke i postoji jedinstvena savrSena ravnoteza podigre, odlaganja nece biti.
Dakle, odlaganje je u bliskoj vezi sa postojanjem visSestrukih ravnoteza.

Pretpostavimo da su moguée samo tri podele plena: X =[a,b,c}. Nekaje a>b>c, i
prioriteti igra¢a zadovoljavaju Al, A2, A3 i AS5. Pretpostavimo dalje da, ako igra¢ zeli (x,7) vise
nego (y,t), tada ée takode vise Zeleti (x,7+1) nego (y,7) (dakle (a,1)>(b,0),

(b,1)>(c,0), (b,1)>,(a,0) i (c,1)>,(h,0) ). Tada je za svako x€X par strategija pri
¢emu svaki igra¢ uvek insistira na X (na primer, Igra¢ i uvek predlaze X 1 prihvata ponudu x
ako 1 samo ako je x,=X, ) savrSena ravnoteza podigre.

Konstrui§imo savrSenu ravnotezu podigre u kojoj se dogovor postize u periodu 1. U periodu 0
Igrac1 predloZi a. Igrac¢2 odbije ponudu a ili b 1 prihvati c. Ako Igracl predlozi a u periodu 0 i to bude
odbijeno, od perioda 1 igrace po strateSkom paru savrSene ravnoteze pri ¢emu svaki igra¢ insistira na b
(kao Sto je gore opisano). Ako Igra¢l ponudi b ili ¢ u periodu 0 i to bude odbijeno, tada ¢e se od
perioda 1 igrati po strateSkom paru savrSene ravnoteze pri ¢emu svaki igrac insistira na c.

Ishod ove strategije je da Igra¢l ponudi a u periodu 0, a Igrac2 to odbije i predlozi b u periodu
1, Sto Igracl prihvata. Ako bi Igracl ponudio b pre nego a, ishod bi bio (¢ ,1), Sto je za njega loSije od
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(b ,1). Ako ponudi c ishod je (¢ ,0), Sto je opet losije od (b ,1). Dakle, ovo je savrSena ravnoteza.

Poslednja stavka koja doprinosi da se dogovor postigne bez odlaganja je pretpostavka da je
svaki igra¢ potpuno informisan o Zeljama njegovog protivnika. Intuicija nalaZze da se u suprotnom
pregovori mogu oduziti jer igra¢ moze da predloZi nesto $to bi jedan protivnik prihvatio a neki drugi ne
bi.

Strpljenje

Ishod pregovora zavisi od prirode prioriteta igraca. Karakteristika koju mozemo istaci je stepen
strpljenja. Neka je >, relacija koja oznaCava manje strpljenja od >, ako je
v, '(x,,1)<v,(x,,1) zasve x€X i v, '(x,,1)<v,(x,,1) za neke x€X . Vrednost x]

koja je reSenje (1.1) za >," ne moze biti veca od vrednosti koja je reSenje za >,. Dakle, ovaj
model predvida da Sto je igra¢ manje strpljiv, njegov dobitak je manji.

Simetrija

Struktura pregovaracke igre sa alternativnim ponudama je asimetricna u jednom pogledu: jedan
od pregovaraca prvi iznosi ponudu. Ako igra¢ koji zapocCinje pregovore ima prioritetizaciju >,, a
igra¢ koji prvi odgovara na ponudu >,, teorema3 implicira da ¢e pri jedinoj savrSenoj ravnotezi
igradi posti¢i dogovor " (videti (1.1)) u periodu 0. Kako je x> )|, igra¢ koji prvi daje ponudu je
u prednosti. Ako igra¢i imaju isti stav prema vremenu mozemo biti i konkretniji. Tada je v,=v,, pa
za (1.1) imamo x;=y,=1—y;. Kakoje x;>y], imamo daje x;>1/2, a y;<1/2. Dakle,
onaj koji je prvi na potezu dobija vise od polovine plena. U igri u kojoj jedan igrac¢ daje sve ponude
postoji jedinstvena savrSena ravnoteza pri kojoj taj igra¢ zadrzava cCitav plen.

Asimetrija u strukturi pregovaracke igre sa alternativnim ponudama je veStacka. Jedan od
nacina da se ublaZi njeno dejstvo je da se smanji koli¢ina vremena koja protekne izmedu dva perioda.
Ako je igra¢ima vreme prioritet 1 imaju konstantnu diskontnu stopu, moZemo, kao u ovom slucaju,
simulirati efekat skraéenja perioda razmatrajuéi sekvence igre indeksirane sa A, gde je 87'x,
korisnost igrada i nakon dogovora x i ¢ perioda kasnjenja. Neka je x (A) dogovor postignut (u
periodu 0) pri jedinstvenoj savrSenoj ravnotezi u igri indeksiranoj sa A, u kojoj Igra¢l prvi iznosi
ponudu. Neka je »"(A) dogovor postignut u istoj igri kada Igraé2 prvi iznosi ponudu. Iz proratuna
sa pocetka odeljka sledi da je  x7(A)=(1-85)/(1-685) 1 y3(A)=(1-87)/(1-57853). Pomocu
logé, logd,

Lopitalovog pravila nalazimo da je lim x (A) lim y (A)=( log5, +log 5, 1ogd, + logo.

Dakle, kako period tezi 0, dobitak igraca je isti, bez obzira koji igra¢ prvi iznosi ponudu.
Umesto da skra¢ujemo period, mozemo modifikovati igru tako da njena struktura bude
simetri¢na. Jedan nacin da se to uradi je da razmotrimo igru u kojoj se na pocetku svakog perioda bira
igra€ koji ¢e prvi izneti ponudu sa verovatno¢om 2. Uz pretpostavke fon Nojmana 1 MorgenSterna
mozemo pokazati da ova igra ima jedinstvenu savrSenu ravnotezu. Pri toj ravnotezi Igracl uvek
predlaze X%, algrac2 7, gdeje (%,7) takvo da je Igradul svejedno kada bira izmedu ishoda
(7,0) i lutrije koja dovodido (X,1) ili (7,1) sa istom verovatnoéom, a Igra¢u2 svejedno kada
bira izmedu ishoda (X,0) i iste lutrije.

Stacionarnost prioriteta
Teorema3 vazi i ako oslabimo pretpostavku A5 i zahtevamo samo da prioritet Igra¢al izmedu

ishoda (x, 7) 1 (y, t+1) kada je ¢ neparno, ne zavisi od ¢, a prioritet Igraca2 izmedu (x, ¢) i (y, t+1) ne
zavisi od ¢ ako je ono parno. Razlog je taj Sto smo uz Al, A2 i A3 u vezi sa prioritetima koristili samo
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pretpostavku koja se ticala toga da li ¢e igra¢ prihvatiti ili odbiti ponudu i na taj nacin odvesti igru u
jednu od podigara koje pocCinju u slede¢em periodu. Zato je Igracul svejedno da li ¢e doc¢i do ishoda
(x, ?) 1li (v, t+1) kada je ¢ parno, a Igratu2 kada je ¢ neparno. Sve dok prioriteti zadovoljavaju Al, A2 1
A3 postoji jedinstvena savrSena ravnoteza podigre koja se karakteriSe odgovaraju¢om modifikacijom
(1.1):
Vl()’T) 1):V1(XT:2) i x=v,(y;, 1)-

Da bismo ovo predstavili, razmotrimo slucaj u kome svaki period odgovara nekom intervalu u realnom
vremenu. Pretpostavimo da su prioriteti igraca i nad parom (x,0), gde je x dogovor, a 0 realno
vreme za koje je taj dogovor postignut, predstavljeni funkcijom korisnosti §”x,. Neka je vreme
potrebno igracu i da iznese novu ponudu nakon Sto odbije prethodnu A,. Tada je jedinstvena
savrSena ravnoteza ove igre ista kao i za igru u kojoj je svaki period duzine 1 gde igra¢i imaju
konstantne diskontne faktore ©“. Sto brZe igra¢ i iznese kontraponudu, nakon $to odbije ponudu
igrata j, 0" je vece. Iz toga sledi da ¢e x| biti veée, a ] manje. Dakle, ako A, teZi nuli,
dobitak Igracal tezi celom plenu ( x"=y"=(1,0) ).

3.9 Konacni naspram beskonac¢nih horizonata

Nas izbor beskonacnih horizonata za igru pregovora pokrece vazna pitanja. Na prvi pogled

.....

moZemo konstruisati model €iji je horizont ili neki fiksiran konacan broj ili sluc¢ajna promenljiva.

Igra pregovora sa naizmeni¢nim ponudama sa kona¢nim horizontom ima jedinstvenu savrSenu
ravnotezu podigre (pod pretpostavkama koje smo postavili za prioritete), koja se moze izracunati
indukcijom unazad. S povecanjem horizonta, dogovor postignut pri ovoj ravnotezi konvergira ka
dogovoru postignutom pri jedinstvenoj savrSenoj ravnotezi modela sa beskona¢nim horizontom. Dakle,
model sa beskona¢nim horizontom ¢e predvideti ishod veoma sli¢an onom koji predvida model sa
veoma Sirokim horizontom. Ipak, razlike izmedu ova dva modela nisu beznacajne. U modelu sa
beskonacnim horizontom igrac¢i smatraju da posle svakog odbijanja ponude postoji prostor za
kontraponudu. Takva percepcija ignorise Cinjenicu da smrt jednog od igraca ili kraj sveta moZze spreciti
neku kontraponudu. U modelu sa kona¢nim horizontom, igraci su svesni da postoji zavr$na faza igre i u
potpunosti je uzimaju u obzir prilikom formulisanja svojih strategija. Dakle, znacajna razlika izmedu
ova dva modela nije u realnom postojanju horizonata, ve¢ u strateSkom rezonovanju igraca.

DefiniSimo da duzina podigre bude jednaka najduzoj istoriji poteza. Na primer u igrama
prikazanim na sledecoj slici (slika7) duzine su redom 2 i 1. Opisa¢emo indukciju unazad. Pronaci ¢emo
najpre optimalne poteze igraca koji je prvi na potezu u poslednjoj podigri (duzine 1). Zatim ¢emo,
uzevsi te poteze kao date, pronaci optimalne poteze igraca koji je prvi na potezu u prethodnoj podigri
(duzine 2). Nastavicemo po istom principu dok se ne vratimo na pocetak igre. Lako je odrediti
optimalne poteze igraca na pocetku podigre duzine k: to su potezi koji igrau garantuju najvecu isplatu.

Slika7.
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Razmotrimo igru na slici8. Ova igra ima dve podigre duzine 1 u kojima je na potezu Igra¢ 2. U
podigri sa istorijom poteza C, optimalni potez za Igraca 2 je E, dok je u podigri nakon istorije D njegov
optimalni potez H.

Slika8.

Razmotrimo sada podigre duzine 2. Ova igra ima jednu takvu podigru koja je zapravo cela igra.
Zapocinje je Igrac 1. Kako su nam zadati optimalni potezi u podigrama duzine 1, izborom C na pocetku
igre IgraC 1 sebi garantuje isplatu 2, a izborom D 1. Zakljucujemo da je njegov optimalni potez na
pocetku igre odabir C. Ova igra nema podigre veé¢e duzine od 2 pa nas je indukcija unazad dovela do
strateSkog para (C, EH). Dakle, ovaj par je jedinstvena savrSena ravnoteza podigre.

Sta ée se desiti ako na pocetku neke podigre postoji vise optimalnih poteza? Nastavak indukcije
unazad bi doveo do svih savrSenih ravnoteza igre jer bi razmotrio sve kombinacije optimalnih poteza u
podigrama. Posmatrajmo igru na sledecoj slici:

Slika9.

Ova igra ima tri podigre duzine 1 i u svakoj od njih na potezu je Igra¢ 2. U podigrama nakon
istorija poteza C i D Igracu 2 su oba moguca poteza podjednako povoljna. U podigri nakon istorije
poteza F jedinstveni optimalan potez za Igraca 2 je K. Dakle, sve Cetiri kombinacije poteza (FHK, FIK,
GHK i GIK) su optimalne za Igraca 2 u podigrama duzine 1 (prva komponenta oznac¢ava potez Igraca 2
nakon istorije C, druga nakon istorije D, a tre¢a nakon istorije E).

Ova igra ima jedinstvenu podigru duzine 2 koja je i cela ta igra. Igra¢ 1 je prvi na potezu.
Razmatramo njegov optimalni potez za svaku kombinaciju optimalnih poteza Igraca 2 u podigrama
duzine 1.

- Za kombinacije optimalnih poteza GHK 1 FIK Igraca 2, optimalni potez za Igraca 1 na pocetku
igre je C.

- Za kombinaciju optimalnih poteza GHK Igraca 2, potezi C, D i E su optimalni za Igraca 1

- Za kombinaciju optimalnih poteza GIK Igraca 2, optimalni potez za Igraca 1 na pocetku igre
jeD
Dakle, dosli smo do strateskih parova (C, FHK), (C, FIK), (C, GHK), (D, GHK), (E, GHK) i (D, GIK).
Opis$imo ovu proceduru algoritmom:

- Za svaku podigru duzine 1 naéi skup optimalnih poteza igraca koji je prvi na potezu.
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Indeksirati podigre sa j 1 oznaciti skup optimalnih poteza za podigrujsa S j( 1).

- Za svaku kombinaciju poteza (od kojih je po jedan iz svakog skupa S7(1) ) u svakoj podigri
duZzine 2 na¢i skup optimalnih poteza igraca koji je prvi na potezu. Rezultat je skup strategija za svaku
podigru duzine 2. Oznagiti sa S;(2) skup strategija podigre /.

- Nastaviti ispituju¢i redom duze podigre dok se ne dode do pocetka igre. Na svakom stupnju £,
za svaku kombinaciju strategija gde je po jedna iz svakog skupa S (k—1), naéi, za svaku podigru
duZzine k, skup optimalnih poteza igraca koji je prvi na potezu (a time i skup strategija).

Primenimo ovaj algoritam na prethodni primer. Nabrojmo podigre duZine 1 s leva na desno:
S1(1)=(F,G}, S5(1)={H,I} i 8;(1)=[K]. Postoji &etiri niza poteza tako da je jedan potez iz
svakog skupa: FHK, FIK, GHK 1 GIK. Za FHK 1 FIK potez C Igraca 1 je optimalan na pocetku igre, za
GHK su optimalni C, D i E, a za GIK potez D. Stoga se skup strategija S*(2) sastoji iz (C, FHK),
(C, FIK), (C, GHK), (D, GHK), (E, GHK) i (D, GIK). Ne postoje duze podigre pa je ovo savrSena
ravnoteza podigre ove igre.

Primeri u ovom odeljku su konacne igre, $to zna¢i da imaju konacni broj prethodnih poteza.
Igra¢ koji je prvi na potezu u svakoj podigri ima kona¢no mnogo moguéih poteza i bar je jedan
optimalan. Zato ¢e indukcija unazad uvek izdvojiti bar jedno reSenje koje ¢e biti savrSena ravnoteza
podigre.

3.10. Modeli u kojima igra¢i imaju i drugih (spoljnih) opcija

Ovde ¢emo analizirati dve modifikacije strukture pregovaracke igre sa naizmeni¢nim ponudama
u kojima jedan od igrada ima opciju da napusti svog aktuelnog partnera i u tom slucaju igra se
zavrsava. Obraticemo paznju na slucaj kada je igraCima vreme prioritet sa istim konstantnim
diskontnim faktorom < 1. Razmotrimo dve igre u kojima Igra¢2 ima opciju da zavrsi pregovore (i
dobije isplatu b). Ako moze da prekine igru samo nakon $to odbije ponudu, igra ima jedinstvenu
savrSenu ravnotezu. Ako moze da prekine igru samo nakon §to Igracl odbije njegovu ponudu ili nakon
bilo kog odbijanja, tada za neke vrednosti drugih (spoljnih) opcija, igra ima vise savrSenih ravnoteza. U
oba slucaja ako je b malo u odnosu na isplatu Igrac¢u2 u jedinstvenoj savrSenoj ravnotezi pri ¢emu nema
drugih opcija, onda ova spoljna opcija nema uticaja na ishod igre. Dakle, on ne moze da dobije vise na
drugoj strani. Ako je b veliko, tada u prvom modelu postoji jedinstvena savrSena ravnoteza podigre u
kojoj se igrac¢ima isplacuje (1-b, b), a u drugom postoji opseg isplata (savrSenih ravnoteza).

1. Model u kojem Igrac2 moze istupiti samo prilikom odgovaranja na ponudu

Prouc¢avamo model pregovora sa naizmeni¢nim ponudama u kojem Igrac2, i to samo Igrac2,
moZe unilateralno da prekine pregovore. Ako se to desi u periodu ¢, igratima se isplacuje  (0,8'5),
pri ¢emu je b<l. Ako je b>0, Igrac2 je u prednosti u osnosu na Igracal. On ima alternativu, dok Igracl
nema drugog izbora sem da nastavlja pregovore.

Kada Igrac2 moze da istupi? Ispostavilo se da je ovo pitanje od vaznosti. U ovom odeljku
pretpostavicemo da Igrac2 moze istupiti samo prilikom odgovaranja na ponudu Igracal. S tim u vezi,
struktura pregovora je sledeca. Najpre Igracl predlozi podelu plena x. Igrac2 moze da prihvati ovaj
predlog, da ga odbaci i istupi ili da ga odbaci i nastavi pregovore. U prva dva slucaja pregovori se
zavrsavaju. U prvom slucaju vektor isplate je x, a u drugom (0, b). Ako Igrac2 odbije ponudu i nastavi
pregovore, igra prelazi u slede¢i period, kada je red na Igra¢a2 da da ponudu koju Igra¢l moze da
prihvati ili odbaci. U slucaju odbijanja prode joS jedan period i opet ¢e biti red na Igracal da iznese
novu ponudu. Prva dva perioda prikazana su na sledecoj slici.

32



.’L‘O
o t=20
(0,0),00— ¢ N Y (a0, 0)
1 t=1
N Y (a1,1)

Slikal0. Grana oznadenasa  x' predstavlja “tipicnu” ponudu Igracal u periodu 0. Sli¢no tome, grana oznacena sa

' je “tipiéna” ponuda Igrata2 u periodu 1. U periodu 0 Igra&2 mozZe da odbije ponudu i istupi (Q), odbije ponudu i
nastavi pregovore (N) ili prihvati ponudu (Y).

Propozicijal. Razmotrimo gore opisanu igru pregovora, u kojoj Igrac2 moze istupiti samo prilikom

odgovaranja na ponudu (kao na slici 6). Pretpostavimo da je igracima vreme prioritet sa istim

konstantnim diskontnim faktorom 0<1 i njihove isplate, u slucaju da Igrac? istupi u periodu t, su
(0,8'h), gdejeb<l.

1. Ako je b<d/(1+90), igra ima jedinstvenu savrienu ravnotezu koja se poklapa sa

savrSenom ravnotezom igre u kojoj Igrac2 nema drugih (spoljnih) opcija. To znaci da ¢ée
Igracl uvek predlagati dogovor (1/(1+8),8/(1+9)) i prihvatati svaki predlog y za
koji je  y,=08/(1+9), a Igrac2 ée uvek predlagati dogovor (8/(1+9),1/(1+9)),
prihvatati svaki predlog x za koji je x,>8/(1+0) i nikada neée istupiti. Ishod je da
¢e dogovor (1/(1+9),8/(1+98)) biti postignut odmah.

. Ako je b>08/(1+9), igra e imati jedinstvenu savrSenu ravnotezu pri cemu Igracl
uvek predlaze (1-b, b), a prihvata svaku ponudu y za koju je y,>8(1—b), a Igracé2
uvek predlaze (8(1—b),1—-8(1—0b)), prihvata svaki predlog x za koje je x,=b i
istupa iz pregovora ako je x,< b. Ishod je da ¢e se odmah dogovoriti oko podele

(1-b, b).

. Ako je b=0/(1+9), tada se pri svakoj savrienoj ravnotezi podigre ishod (1-b, b)
postize odmabh.

Dokaz. Najpre primetimo da ako je 8/(1+0)>=h tada je savrSena ravnoteza podigre (SRP)
pregovaracke igre sa naizmeni¢nim ponudama data prethodnom teoremom savrSena ravnoteza ove igre.

8/(1+8)<b, jednostavno je dokazati da je SRP par strategija iz dela 2 propozicije.

Na primer, da bismo proverili da li je za Igra¢a2 optimalno da istupi prilikom odgovaranja na ponudu x
za kojuje x,<b uperiodu ¢, razmotrimo isplate nakon njegove tri mogucnosti. Ako istupi, zadrzava
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b. Ako prihvati ponudu, zadrzava x,< b. Ako odbije ponudu i nastavi pregovore, najbolja isplata
koju moZe obezbediti u periodu £ +1je  1—8(1—b), auperiodu t+2 b. Zbog stacionarnosti strategije
Igradal, za Igraca2 je losije ako Geka do perioda r+2. Sada imamo §°h<8[1—8(1—b)]<b pa
zakljuujemo da je za Igrac¢a2 optimalno da istupi iz pregovora u slucaju da Igra¢l ponudi dogovor x
zakojije x,<b.

Nekasu M, 1 M, supremumi isplata Igracal i Igrac¢a2 pri savrSenim ravnotezama
podigara u kojima Igracl i Igrac2, redom, prvi iznose ponude. Sli¢no, nekasu m,; 1 m, infimumi
ovih isplata.

Korakl. m,=1—0M, (dokaz je isti kao za Korakl u dokazu teoreme3)

Korak2. M, <1—max{b,dm,}.

Dokaz. Nakon $to istupi iz pregovora, Igracu2 se isplacuje b, pa mora biti M <1—0>.
Cinjenica M ,<1—3m, sledi iz istog argumenta kao i u dokazu Koraka2 iz teoreme3.

Korak3. m=1—max{b,d M,} i M,<1—08m,.

Dokaz je analogan kao u koracima 11 2.

Korak4. 8/(1+8)=b = m,<1/(1+d)<M,, i=1.2.

Dokaz. Ove nejednakosti slede iz Cinjenice da pri savrSenoj ravnotezi podigre kakva je opisana
u propoziciji Igracul se ispla¢uje 1/(1+98) u svakoj podigri u kojoj on prvi iznosi ponudu, a
Igracu?2 isto toliko u podigrama u kojima on prvi iznosi ponudu.

Korak5. 8/(1+8)=b = M,=m=1/(1+8) A M,=m,=1/(1+39).

Dokaz. 1z Koraka2 imamo da je 1—M ,=dm, i iz Korakal da je m,=1—-0M,, pa je

1-M,>0-8"M, iiztoga M, ,<1/(1+39). Zbog Korakad sadavazi M ,=1/(1+39).

Dalje,iz Korakal imamo n,>1-8M ,=1/(1+9), paje opet zbog Korakad m,=1/(1+9).

Opet koriste¢i Korak4 vazi  § M,>8/(1+ 8)=>b, paje zbog Koraka3

m=1—-0M,>1-8(1-8m,). Stogaje m,>1/(1+9), odnosno (zbog Korakad) m,=1/(1+39).

Korak6. b>8/(1+0) = m<1—-b<M, A m,<1-8(1—-bh)<M,.

Dokaz. Nejednakosti slede iz opisa SRP u propoziciji (kao kod Koraka4).

Korak7. b=08/(1+8) = M,=m=1-b A M,=m,=1-8(1—b).

Dokaz. 1z Koraka2 imamo da je M <1—b, pa je iz Korakab M ,=1->b. Iz korakal
imamo m,>1-0M ,=1-8(1—b), paje m,=1-8(1-b).

Pokaza¢emo da je OM,<b. Ako pretpostavimo suprotno, da je OM,>b, iz Koraka3 je
M,<1-6m,<1-8(1-0M,), paje M,<1/(1+3). To znacti da bi bilo bh<dM,<d(1+9),
Sto je suprotno pretpostavci.
Kako je O0M,<b, iz Koraka3 imamo m,=1—b, paje m,=1—b (iz Koraka6). Dalje je
M,<1-8m;=1-8(1-b) (K3),paje M,=1-8(1—b) (K6).

Dakle, u svakom od slu¢ajeva ishod SRP je jedinstven. Ako je bh#06/(1+0) dokaz je isti kao
za teoremu3. Ako je  h=08/(1+8) postoji vise od jedne savriene ravnoteze podigre. U nekim od njih
Igrac2 istupa iz igre kada se suoci sa ponudom koja mu nudi manje od b, a u nekim nastavlja

pregovore.
m

2. Model u kojem Igrac2 moze istupiti samo nakon Sto Igracl odbije ponudu
Sada ¢emo prouciti drugu modifikaciju pregovaracke igre sa naizmeni¢nim ponudama. Za
razliku od prethodnog modela, pretpostavljamo da Igrat2 moze istupiti samo nakon $to Igra¢l odbije
ponudu. Sli¢na analiza slucaja odnosi se i na model u kojem Igra¢2 moZe istupiti u oba slucaja — ili
prilikom odgovaranja na ponudu ili nakon $to Igra¢l odbije ponudu, ali ¢emo se zbog jednostavnosti
ograniCiti na gore pomenutu situaciju. Prva dva perioda ove igre prikazana su na sledecoj slici
(Slikall).
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Ako je bh<d’/(1+0), tada spoljna opcija nema uticaja. Igra ¢e imati jedinstvenu savrienu
ravnotezu podigre koja se poklapa sa savrSenom ravnotezom igre u kojoj Igra¢2 nema spoljnih opcija.
Ovo je u vezi sa prvim sluéajem prethodne propozicije. Zahtevamo da je b<d°/(1+9), umesto

h<8/(1+9), kao §to je u modelu iz prethodnog poglavlja, pa bi, ako igraci iznose ponude i
odgovaraju na njih kao kod savrSene ravnoteze igre bez spoljnih opcija, za Igrac¢a2 bilo optimalno da
nastavi pregovore umesto da istupi nakon Sto Igracl odbije ponudu. (Ako Igra¢2 istupi, on osvaja b
odmah. Ako nastavi pregovore, nakon §to prihvati dogovor (1/(1+98),8/(1+9)), isplaéuje mu se

8/(1+8) sa periodom zakasnjenja, $to ¢e sada iznositi &°/(1+9). )

Ako je &°/(1+8)<bh<d’, dobicemo rezultat koji se priliéno razlikuje od onog iz
propozicijel. Postoji mno$tvo savrSenih ravnoteza podigri: za svako E€[1—0,1—5b/8] postoji
savrSena ravnoteza podigre koja se zavrSava momentalnim dogovorom (£,1—&). Postoje i one
ravnoteze u kojima isplata Igracu2 premasuje vrednost njegove spoljne opcije. Tada Igrac2 koristi
svoju spoljnu opciju kao ozbiljnu pretnju.

1
;’EO
o t =20
N
= (z°, 0)
2
1 =1
0,b),1
((0,0),1) 5 02 % (=t 1)

Slikall. U periodu 0 Igra¢2 moze da odbije (N) ili prihvati ponudu (Y), a u periodu 1, nakon $to Igra¢1 odbije ponudu,
Igrac2 moze da istupi iz igre (Q) ili nastavi pregovore ( C).

Propozicija2. Razmotrimo gore opisanu pregovaracku igru, u kojoj Igrac2 moze istupiti samo nakon
Sto Igracl odbije ponudu (kao na prethodnoj slici). Pretpostavimo da je igracima vreme prioritet sa
istim konstantnim faktorom popusta 0< 1 i njihove isplate, u slucaju da Igrac?2 istupi u periodu t, su
(0,8'p), gdejeb<1.
1. Ako je b< 62/(1+ ), igra ima jedinstvenu savrSenu ravnotezu koja se poklapa sa
savr§enom ravnotezom igre u kojoj Igrac2 nema drugih (spoljnih) opcija. To znaci da ce
Igracl uvek predlagati dogovor (1/(1+0),8/(1+9)) i prihvatati svaki predlog y za
koji je  y,=08/(1+90), a Igrac2 ée uvek predlagati dogovor (8/(1+9),1/(1+9)),
prihvatati svaki predlog x za koji je x,>0/(1+0) i nikada neée istupiti. Ishod je da
¢e dogovor (1/(1+90),8/(1+98)) biti postignut odmah.
2. Adkoje &/(1+8)<b<®’, postojace mnogo savrienih ravnoteza podigre. Na primer,
za svako EE€[1—0,1—b/8] postoji savrisena ravnoteza podigre koja se zavriava
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momentalnim dogovorom (E,1—E). Pri svakoj od tih ravnoteza Igracu? se isplactuje
najmanje  S/(1+39).
Dokaz. Svaki deo dokazujemo posebno.

1. Najpre razmotrimo sludaj b<&’/(1+ ). Rezultat ¢e slediti iz teoreme3 kada
dokazemo da je pri svakoj savrSenoj ravnoteZi, posle bilo kog niza poteza, za Igraca2
optimalno da nastavi pregovore umesto da istupi. Neka su M, i m, definisani kao
u dokazu Propozicijel. Iz Koraka 1 i 2 dokaza teoreme3 imamo da je m,>1—-0M i

M, <1-8m,, takodaje m,>1/(1+9). Razmotrimo sada odluku Igrata2 da istupi
iz igre. Ako to uradi, zadrzac¢e b odmah. Ako nastavi pregovore i odbije ponudu Igracal,
igra prelazi u podigru u kojoj on prvi iznosi ponudu. U ovoj podigri njemu se isplacuje
minimum m,, ali sa dva perioda zakaSnjenja, tako da vredi barem

m,=81(1+9). Kako je b<d/(1+0), Igradu2 je bolje da nastavi pregovore
nego da istupi.

2. Razmotrimo sada sluaj gde je 8/(1+08)<h<d’. Kao u prethodnom slucaju vazi

m,>1/(1+8). Pokazaéemo da za svako 1 '€[b/d,d] postoji savriena ravnoteza
podigre u kojoj je isplata Igracu2 jednaka 1. Nakon toga iskoristiéemo te savrsene
ravnoteze da bismo dokazali da za svako E'€[dh,d] postoji savrSena ravnoteza
podigre u kojoj je isplata Igracu2 E°. Posto Igrac2 sebi moze garantovati dobitak

0b tako $to odbije svaku ponudu Igracal u prvom periodu i istupi u drugom periodu,
ne postoji savrSena ravnoteza u kojoj je njegov dobitak manji od 985 . Dalje, posto
Igrac2 mora prihvatiti svaku ponudu x u kojoj je x,>0 u periodu 0, ocigledno ne
postoji savrSena ravnoteza podigre u kojoj njegov dobitak premasuje 6. Dakle, skup
isplata Igradu2 je [8b,0].
Nekaje m'€[h/d,8]. SavrSena ravnoteza podigre data je slede¢om tabelom:

Tabelal n bld 1ZLAZ
1 ponude (1-m". ") (1-b/5,b19) (1-5,9)
prihvatiti x,=8(1-7") x;=8(1-5/9) x,=0
2 | ponude (8(1-m"), 1=8(1-n"))| (8(1—5/8),1-8(1-5/9)) (0,1)
prihvatiti x,=n x,>bld x,>0
istupiti? ne ne da
I¢i na IZLAZ ako Igra¢l | I¢ina IZLAZ ako Igracl I¢ina b/d ako
Prelasci predlozi x zakoje je predlozi x zakoje je Igrac2 nastavi
x>1-n x,>1-b/3 pregovore nakon $to
Igra¢1 odbije ponudu

Pokazimo da je ovaj par strategija SRP. Optimalnost strategije Igracal je jasna. Razmotrimo strategiju
Igraca2. Pretpostavimo da je stanje ne€{h/6,n"} i Igraél predlaze dogovor x za koji je

x,<1—mn. Ako Igra¢2 prihvati ovu ponudu, kao §to bi trebalo, isplacuje mu se x,>1. Ako je
odbije, stanje ostaje 1 1 s obzirom na strategiju Igracal najbolji potez Igraca2 bio bi ili da predlozi
dogovor y, y,=8(1—n), StoIgracl prihvata, ili da predloZi dogovor koji ée Igrac1 odbiti i istupi iz
igre. Vrednost prvog ishoda za Igraca2 je danas §[1—06(1—mn)], $to je pod nasom pretpostavkom da
je  M'=b/8=8/(1+9), jednako veéini vrednosti  m. Drugi ishod Igracu2 danas vredi

db<b/d<m". Stoga je za Igrata2 optimalno da prihvati ponudu x. Pretpostavimo sada da Igracl
predlaze dogovor x za kojije x,>1—m(=1-9). Tada stanje prelazi u IZLAZ. Ako Igra¢2 prihvati

36



ponudu, ispla¢uje mu se  x,< N=<0. Ako je odbije i predlozi dogovor (0,1), moze dobiti . Stoga
je u ovom slucaju za njega optimalno da odbije x.

Razmotrimo izbor Igraca2 nakon $to je Igracl odbio ponudu. Pretpostavimo da je stanje ).
Ako Igrac2 istupi, dobija b. Ako nastavi pregovore i prihvati ponudu Igracal dobija 1 sa periodom
zaostatka, Sto sada vredi dn=bh. Stoga je za njega optimalno da nastavi pregovore.

Konac¢no, razmotrimo ponasanje Igraca2 kada je stanje IZLAZ. Jasno je §ta ¢e prihvatati, a Sta
predlagati, ali $ta ¢e odluciti nakon Sto Igra¢l odbije ponudu? Ako istupi, zadrzava b odmah. Ako
nastavi pregovore, stanje prelazi u b/0 i najbolje §to moze je da prihvati ponudu Igradal kojom
dobija b/d sa periodom zaka$njenja. Dakle, u ovom slucaju je optimalno da istupi. m]

Ako je &°<bh<1, postoji jedinstvena savrSena ravnoteza podigre, u kojoj Igra¢l uvek
predlaze (1—8,0) i prihvata svaku ponudu, a Igrat2 uvek predlaze (0,1), prihvata svaku ponudu x,
zakojeje x,=0 1iuvek istupa.

Uporedimo modele iz ovog 1 prethodnog odeljka. Kada je vrednost b spoljne opcije Igraca2
relativno niska (niza od jedinstvene savrSene ravnoteze podigre u igri u kojoj on nema spoljnih opcija),
tada se njegova pretnja da ¢e istupiti ne shvata ozbiljno 1 prisustvo te spoljne opcije ne utice na ishod. S
druge strane, kada je vrednost b relativno visoka, to jeste ozbiljna pretnja zbog Cega moze biti na
dobitku. Modeli se razlikuju po nainu na koji pretnja moze dovesti do prednosti u pregovorima.
Pozicija Igra¢a2 je jaca u drugom modelu. Tada on moze da iznese ponudu koja se, zahvaljujuci pretnji,
shvata kao “uzmi ili ostavi”. U prvom modelu Igracl ima pravo da iznese poslednju ponudu pre nego
Sto Igrac2 ostvari svoju pretnju, pa moze obezbediti da Igra¢2 ne dobije vise od b. Zaklju¢ujemo da
postojanje spoljne opcije za nekog igraa utiCe na ishod igre samo ako je koriSéenje te pretnje
verodostojno, a do koje mere ona igracu pomaze zavisi od moguénosti pravljenja “uzmi ili ostavi”
ponude, §to opet zavisi od toka pregovora.

3.11 Igra naizmeni¢nih ponuda sa tri pregovaraca

Ovde razmatramo slucaj u kojem tri pregovaraca imaju pristup plenu veli¢ine 1, ako mogu da se
dogovore kako da ga medu sobom podele. Dogovor zahteva da se sva tri igraca usaglase. Postoji
mnogo nadina da se pregovaracka igra sa naizmeniénim ponudama prosiri na ovaj sluéaj. Avner Saked’
je predlozio 1 analizirao jedno takvo proSirenje koje se cCinilo prirodnim. Ipak, doSlo je do
razoCaravajuceg rezultata da ako su igraci dovoljno strpljivi, za svaku podelu plena postoji savrSena
ravnoteza podigre pri kojoj se za tu podelu dogovor postize odmah.

Sledi opis Saked-ove igre. U prvom periodu Igraél predlozi podelu (na primer, vektor

x=(x,,x,,x;) gdeje x,+ x,+x,=1 ),aigradi2 i3 taj predlog prihvate ili odbiju. Ako je bilo ko
od njih odbije, igra prelazi u slede¢i period u kojem je red na Igra¢a2 da predlozi podelu, na koju ¢e
odgovarati Igraci 1 1 3. Ako bar jedan odbije ponudu igra opet prelazi u slede¢i period, u kojem Igrac¢3
daje predlog, a Igraci 1 i 2 odgovaraju. Igra ¢e se nastavljati sve dok oba igraca ne prihvate ponudu na
koju odgovaraju. Prioriteti igrata zadovoljavaju A1-A6 iz poglavlja 3.2. Setimo se da je v,(x;,,?)
predstavljalo sadasnju vrednost koja se isplacuje igracu i za dogovor x u periodu z.

Propozicija3. Pretpostavimo da prioriteti igraca zadovoljavaju pretpostavke A1-A6 iz poglavlja 3.2, i
v,(1,1)=1/2, za i=1273. Tada za svaku podelu plena x, postoji savrSena ravnoteza podigre

gore definisane pregovaracke igre sa tri igraca u kojoj se ishod za podelu x" postize odmah.

Dokaz. Fiksirajmo podelu x*. Tabela 2 opisuje savrienu ravnotezu podigre u kojoj igra¢i odmah

7  Avner Saked, izraelski matematicar
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postignu dogovor x*, pri ¢emu je e jediniéni vektor za igrata i. Pri svakom stanju
y=(y,,v,,v;), svaki igra¢ i predlaze podelu y i prihvata podelu x ako i samo ako je
x,2v;(y;,1). Ako, pri bilo kom stanju y igra¢ predlozi dogovor x za koji ¢e dobiti vise od  y,,
postoji prelaz do stanja e¢’, gdeje j#i igra¢ sa najnizim indeksom za koga je x ,<1/2. Kaoi
uvek, svaki prelaz izmedu stanja se odigra odmah nakon dogadaja koji ga uslovi, odnosno odmah
nakon §to je izneSena ponuda, a pre odgovora na nju. Primetimo da kad god Igra¢ i predlozi dogovor x
zakojije x>0, postojibar jedan igra¢jza kogaje x,<1/2.

Da bismo pokazali da ove stategije €ine savrSenu ravnotezu podigre, najpre ¢emo razmotriti
pravilo igraca i za prihvatanje ponuda. Ako, pri stanju y Igra¢ i mora da odgovori na ponudu, tada je
najvise §to moZe dobiti ako je odbije y, sa periodom zaostatka, §to mu vredi v,(y,,1). Stoga je
prihvatanje dogovora x ako i samo ako je x,>v,(y,,1) najbolji odgovor na strategije ostalih igraca.
Sada razmotrimo pravilo Igraca i za predlaganje ponuda pri stanju y. Ako predlozi x za koje je

x> y,, stanje prelazi u ¢’, j odbije ponudu igraca i (jer je x,<1/2<v,(e},1)=v,(1,1) )ii
dobije 0. Ako predloZi x za koje je x,<y,, ta ponuda e biti ili prihvacena ili odbijena, a Igrac i
dobija najvisSe », usledeéem periodu. Stoga je za Igraca i optimalno da predlozi y.

m

U ovom dokazu jedan od igraca biva “nagraden” jer je odbio ponudu koja odstupa od strategije
1 nakon toga osvaja ceo plen. Rezultat je u suprotnosti sa teoremom3, Sto pokazuje da pregovaracka
igra naizmeni¢nih ponuda sa dva igraca ima jedinstvenu savrSenu ravnotezu podigre. Zakljucujemo da
je klju¢na razlika izmedu ove dve situacije sledeca: kada je u igri tri (ili vise) igraca, jednom od
ispitanika se uvek moze nadoknaditi odbijanje ponude koja odstupa od strategije, dok toga nema u igri
dva igrata. Na primer, u igri sa dva igrata ne postoji savrSena ravnoteza podigre u kojoj Igracl
predlaze dogovor x za koji ée dobiti manje od 1—v,(1,1), jer ako odstupi i predlozi dogovor y za
koji vazi x,< y,<1—v,(1,1), Igrac2 ée morati da pristane na tu ponudu (jer ako je odbije, moZe
dobiti najvise v,(1,1) ).

Tabela2 x" e! & o
predlaze x° e e’ e
! prihvata x> (x], 1) x> (1,1) x,=0 x,>0
predlaze x’ e' e’ e’
2 prihvata X2, (x5, 1) x,>0 x,>v,(1,1) x,>0
predlaze x" e! I o}
3 prihvata x;>vy( x5, 1) x>0 x;>0 x;>v5(1,1)
Ako, pri bilo kom stanju y, Igra¢ i predlozi x zakojeje x>y, ifina
Prelasci stanje e’, gdeje j#i igra¢ sanajnizim indeksom za kogaje x <172

Postoji viSe na¢ina da se dode do jedinstvenog ishoda u Saked-ovoj igri sa tri igra¢a. Na primer,
jasno je da jedina savrSena ravnoteza podigre u kojoj su strategije igraca stacionarne ima oblik sli¢an
jedinstvenoj savrSenoj ravnotezi podigre igre sa dva igraca. (Ako je igraima vreme prioritet sa
uobi¢ajenim konstantnim faktorom popusta O, ravnoteza vodi do podele plena (E,8%,8°E), pri
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gemu je E(1+08+0°)=1. ) Drugi na¢in je da se nekako izmeni struktura igre. Na primer, Peri® i
Saked su predstavili igru u kojoj se igrac¢i smenjuju u postavljanju zahteva. Kada igra¢ iznese svoj
zahtev ne moze ga naknadno uvecati. Igra se zavrSava kada je zbir svih zahteva ne veéi od 1.

8 Moti Peri je izraelski profesor ekonomije.
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4. ZAKLJUCAK

Mozemo slobodno reé¢i da u posleratnom periodu skoro nijedno podru¢je ekonomske analize i
matematickog modeliranja ekonomskih pojava nije ostvarilo toliku ekspanziju i razvoj kao $to je to
slucaj sa teorijom igara. Ona nudi matematicki recept za shvatanje, prihvatanje i snalazenje u naizgled
beznadezno haoticnom svetu.

Savremena teorija igara se fokusira na to da razjasni opste principe ljudskog rezonovanja i na taj
nacin zakljuci $ta presuduje prilikom donoSenja odluka. Pregovori, za razliku od onih igara u kojima
jedan igra¢ dobija onoliko koliko drugi izgubi, nude mogucnost dobitka za obe strane. Cilj svakog
igraca je da dobije Sto viSe mozZe, ali ne (uvek) i da umanji dobitak protivnika. U dobroj nagodbi obe
strane su na dobitku! Nesova prva studija o pregovorima nastala je u njegovom tinejdzerskom dobu, §to
se moze 1 videti jer se pregovara o loptama, dZzepnim noZevima i slicnim stvarima, ali su principi
relevantni i za sofisticiranije ekonomske situacije. Pregovori su osnovna aktivnost u trgovini. Cak i na
velikom trzistu gde trgovcei imaju svoje okruzenje u kome posluju, postoji prostor za pregovore. Ipak,
ve¢ polazna pretpostavka o savrSeno racionalnim i intelektualno ravnopravnim protivnicima znacajno
razdvaja teoriju od prakse. U realnim pregovarackim situacijama ishod ¢e najceSce biti odreden
znanjem, inteligencijom i karakternim osobinama pregovaraca.

Moguce je obradivati ovu temu iz razlicitih uglova i za razli¢ite potrebe, pa je samim tim i
literatura obimna, ali nazalost ne i na srpskom jeziku. Li¢no sam se opredelila za opsti (matematicki)
pristup, umesto za navodenje specifi€nih konfliktnih situacija. Cilj je na prvom mestu bio da pokazem
univerzalnu primenu ovog “oruzja”, zbog ¢ega ga svako moze primeniti na svoje podrucje rada.
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