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1 VYBoJ

IMojam sieBor daxropujena yseo je D. Kypena [I]. ¥V mcrom pamy Kypena
je mocraBuo cienehy xunoresy: majsehn sajemuumaku jgenunar 3a 'n u n! je 2.
OBa xumnoTesa, ca CBOjUM €KBUBAJIEHTHMA, j€ MPEIMET MHOIUX HCTPAXKUBAIHA,
a nojasibyje ce u y kwusu P. Taja (R. Guy "Unsolved problems in Number
Theory" |2]) kao upobaem B44. Xumoresa je y3 momoh padyHapa Buile IryTa
poBepaBaHa, ajau KOHTpanpumep Huje nponeljen. Jeman o nmbesa osor paua
je KOHCTPYKIIMja MporpaMa KOju KOPHUCTH MPEJHOCTH CaBPEMEHe TEeXHOJIOTH]e,
Kao TIITO Cy MPOIECOpPH ca BHIMe jesrapa W 64-OMTHA apXWTEKTYpa, 3a MPOBEPY
Kypenune xunoreze Ha 1mrto BelieM MOYETHOM WHTEpPBAJy CKyMa MTPUPOIHUX
6pojesa.

ITopes momMeHyTOr TporpaMa KOHCTpYHCaHa Cy jOIT TPHW CIAWUYHA KOjU ce
0aBe WUCIUTHBAmEM ajTepHupajyhe cyme daKkTOpHujesia, YOIIITEHmEM JIEBOT
dakTopujesa u cymama creneHoBa pakToOpHujeia. Xumore3a O aaTepHupajyhmm
cymama dakropujena A, =n!— (n— 1)+ (n —2)! —+... — (=1)"1! ce Taxobe
nmamaze y kwusn [2] kao mpobaem B43. Kaxo cy mekm Gpojesum A, mpoctw,
TIOCTaB/HEHO je TUTare fa Ju Mehy mhruMa, 0eCKoavHO MHOTO mpocTux. [Ipobaem
je permmo M. ZKuskosuh [3]. ITomro pereme npobiema Beh mocroju oA je
Wb OBOT CErMEHTA paja KOHCTPYKIHja MpOrpaMa KOju KOPUCTU TPEHYTHO
JOCTYIHY TexXHOJornjy paau ynopehuBama Op3mme oOpaje ImomaTaka ca
TEXHOJIOTUjOM JocTynnHOM y 1999,

Kama cy y mnwmramy yommTeme JieBOr (aKTOpHjesia W CyMe CTeleHoBa
dakTopujesa, MUk je UCIUTHBAKE TMOCTOjarha CIAMIHUX MTPABUIHOCTHA KAO KOJ
JieBor paKTOpHjesa, Kao u OM/I0 KaKBUX JPYTUX MPABUITHOCTH Mehy mobmjeHmm
pesyJsraruMa.



2 EparocrenoBo cuto

EparocrenoBo cuto je ajropuram 3a renepucame mpocTux 0pojesa oz j18a J0
3a/laTe TPAHWIE. YJja3 y aJropuTaM IpecTaB/ba CKyN TPHUPOIHUX OpojeBa, y
OTICeTy OJf JBA JI0 33JaTe TPAHNUIIE, U3 KOTa ce 3aThM m30airyjy OpojeBu Koju HUCy
MPOCTH KAKO OM Ha Kpajy y CKYyILy OCTaju caMo MpocTu 6pojeBu. Ajropuram ce
o/BUja y map jeTHOCTABHUX KOPaKa KOjU ce MUKJINIHO MOHAB/Hajy. Ha modeTky
IIPBOT [UKJIyCa OPOj /iBa Ce O3Ha9aBa KA0 IPOCT OPOj 1 3aTHM Ce U3 CKyIa PeJIOM
u3barryjy c¢Bu OpojeBU KOjU Cy Ie/bUBHU Ca JIBa. Y CBAKOM HapeIHOM ITUKJIYCY
6upa ce IpBU He n3bateHn OPOj KOjU ce HAJIA3M OJIMaX MOCJe 03HAYEHOT TTPOCTOT
6poja m3 TPEeTXOMHOr IUKJIyca W TAKo m3abpaH Opoj ce O3HAYABA KAO MPOCT.
Hame ce m3balyjy cBu OpojeBH KOjy Cy JAe/bUBH OPOjeM KOju je O3HAUEH Kao
upoct 3a raj mukiayc. llukiycu ce moHassbajy CBe JOK ce He j0Dhe 10 3aiare
IPaHMIIE Tj. JIOK Yy CKYILy HE OCTaHy CamO HpocTu OpojeBu.

Ha ocuoBy cniesiehe Teopeme oBaj mocTymak MOXKe 14 C€ CKPATH, JTOBOJHHO
je Ja OmKIycH uay A0 KBaJpAaTHOI KOpPeHa TOPIbe I'DAHUIE YMECTO IO caMe
rpaHure.

Teopema 1. Axo je nosuruBan 1eo 6poj n cjoxKeH Opoj, Taja 7 UMa IPOCT

daxTop p, Taxkas 1a je p?> < n.

Zloxa3 Hexka je p najmarmu mpocT daxTop 0poja n. AKO Cy 7 U § HeTpUBUjaJTHNA
daxTopu 6poja n = rs, ouma je p < r u p < s, U3 Uera ciemu 1a je p? < rs = n.



3 JleBm ddakTopujean, Xumorese u
YOI TEHA

3.1 JleBu dakTopuje

Hedbunnnuja 1. (Kypena [I])3a ceaku nenerarusan uesu 6poj n Heka je JieBu
dakropujen In nedpunucan ca

m=0+1+24+...4+(n—1)!

VY ucrom pagy Kypena je nocrasuo nmrame na jau je In Z 0 (mod n), 3a
cBakn mpupogan Opoj n > 2. Ilomrro je penarmja 3amo0Bo/beHa 3a Opojene
3,4,5,6,7, a caMyM THM ¥ 3a IBUXOBE YMHOINKE, CJIEIN Ja WMa OEeCKOHAIHO
MHOro OpojeBa 1 3a Koje je 'n £ 0 (mod n). [lra Bumme, y paiy mocTaBbeHa
xunoresa ga je 2 najpelin 3ajennnuky geuian 3a 'n u n!l.

Hexa je
r(n) =In (mod n) (1)

Jenan on musbeBa OBOT pajia je KOHCTPYKITMja TporpaMa KOju TpOBepaBa Jia Jin
nocToju TakBo n 3a Koje r(n) = 0, a To je yjenno u upobiem b44 y xwusu [2].
o caza je 6mmo Builie padyHApPCKUX IMPOBEPa OBOT Mpobsema, Kao mTo cy: 2K.
Mujajiosuh 3a n < 311009 [5], M. 2Kuskosuh za n < 22 [,
U. Tamor (Y. Gallot) za n < 226 [6], II Ilo6aunr (P. Jobling) 3a
n < 144000000 7] u M. Tarapesuh 3a n < 10° [§].

3a mposepy oBor mpobsema Huje IIOTPEOHO BPIIUTH HCIHTHBAILE 32 CBE
npupojse Opojese, Beh je TO JIOBOJBHO ypajuTu 3a 1pocre Opojese. 3awucra,
aKo 3a HeKM cjoxkeHn 6poj n Baxn In = 0 (mod n), 1j. n|ln, oHma 3a cakn
pocTH 6poj p KOjU JIeJd 1 BasKu cienehe:

Teopema 2. Ako 3a npupogan 6poj n Baxku n|/n onma 3a cBaku npoct 6poj p,
KOju seu n, Baxu p|/p.

Aoxa3z Axo pln u n|ln 1o woBnaum ga  plln. Kako p pmemm
py (p+ 1), .., (n—=D!mpuemmIn,aln=lp+pl+(p+ D +...4(n—-1),
omHma p menu !p
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3.2 Auarepuupajyhe cyme dakropujena

Heduuunuja 2. (P. Taj [2], npobrem B43) Anrtepanpajyhie cyme daxropujena
cy nedbwunuCcaHe HA cjiemehn HAYWH:

Ap=nl—(n-1+n-2)—+...— (1)1

IMomro cy mekm mpoctm GpojeBn obmuka A, (3! — 2! + 1! = 5 wrm.)
MOCTaB/LEHO je THTame Ja JM MOCTOjH GECKOHAYHO MHOTO TaKBUX TPOCTHX
opojeBa. Heka je

a(n) = A,—1 (mod n) (2)

Axo mocroju n Takso ma a(n) = 0 ouma n geau u A, 3a CBe m > n, ma MOCTOjU
€aMO KOHAYHO MHOTO MpocTux 6pojesa obsmka A,. OaroBop Ha 0BO MUATAE 1A0
je M. 2Kuskosuh [3] nokazasuiu ma ako je p = 3612703 onua p|A,, Vn > p.

3.3 Yoriunremwa JieBor pakropujea

JleBu pakTOpHjesi ce MOTy YOIIITUTH Ha BUIE HAYWHA. JeaHa MoryhHOCT
je ma ce ysexny uuzoBu L(n, k) kao yommrenu dbaxropujesu pena k. Ilpu rome
cy L(n,0) =!n camu neBu daxropujesu, a yormrenu dbakropujesu peaa k cy
KyMyJIaTUBHE CyMe YOIIITeHuX JeBux gakropujena pema k — 1 3a k > 1.

Hedbununuja 3. 3a HeneratusHe 11ej1e OpojeBe n, k HEKa je YOIIITEme JIEeBOT
dakropujena medUHUCAHO Ca

L(n—1,k) + L(n, k — 1), n>1

Y Tabesu 1 nasenenu cy 6pojesu L(n, k) 3a n, k < 8.

n\k [0(p) | 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 1 T 11 16 22 29 37 46 56
4 0] 17| 28 4 66 95 | 132 | 178 | 234
5 34| 51| 79| 123 189 | 284 | 416| 594 828
6 154 | 205 | 284 | 407 | 596 | 880 | 1296 | 1890 | 2718
7 | 874 | 1079 | 1363 | 1770 | 2366 | 3246 | 4542 | 6432 | 9150
8 | 5914 | 6993 | 8356 | 10126 | 12492 | 15738 | 20280 | 26712 | 35862

Tabesa 1: L(n,k),1 <n<80<k<8

Yommrenn dakropujin pena k MOTy Ce MPEJCTaBATH Kao CyMe IPOU3BOA
dakropujenra wu ogrosapajyliux nommnoma L(n,k) = Y0 ilPg(i).
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Crermjanno, Py(i) = 1 jep je L(n,0) =ln = S til = S (n —4). ¥

cremehum pernosuma Ouhe u3Bemere popmysie 3a IPpBA TPHU YOIIITEHA.

Yommrenu jeBu dakTopujenn pefa 1 MOry ce IpeicTaBUTH § OOJIUKY:

L(n,1)

=1+12+ ... +In

=04+ O +1)+...+ O + 1 +... 4+ (n—1)")
=n-0l+n—-1)ll+...+1(n—1)!

= Sy (=il = T i(n — i)

Haxe, sun ce na je Py(i) =i = (})

Yommrrenn jieBu HaKTOPUjen pefa 2 MOTY Ce TPEICTABUTHU Y ODJIUKY:

L(n,2)

=)+ M+2)+...+ (114+12+...+!n)

=nll+m-12+...+1In

=n0)+n-1O'+1)+...+1- 0+ 11+...+(n—-1)1)
n(n+1)0'+ (n—l)n1|+ —|—w(n—l)'

_ Zn 1 (n—i (n i+1) . il = Z;LZI z(z;rl) (’ﬂ B ’L)'

Haxue, Buau ce na je Pa(i) = w = ("gl)

Yormmrrenn jeBu HaKTOpUjen pefa 3 MOTY Ce TPEeICTABUTH Y OOJIUKY:

L(n,3)
=)+ (") + (+12) 4+ ...+ (1) + (11412) + ...+ (1412 4+ ... +In))
=nll4+m-101+12)+...+1-(11+12+...+In)
n-(n+1 n—1)n 1-(1+1
(ntl)yy 4 (ebmp o 4 2Dy,

= iy 4 (oo 41y 44 EAE O p 144 (- 1))
= (mlnth) |y (n2ln g LD g1y

(o (=2)l) oy DO gy 4 RO (1))
=iy i L R = T (i) T, A

Hakue, Bumm ce na je P3(i) = 2321 MTH) = (%7

IMonunomu Py (i) Mory ce mpeicraBuTu Kao OGMHOMHE KOeMUIUEHTH Ma je

rako Po(i) = i = (31), Pi(i) = i = (1), Po(i) = ) = (), Pyi) =

i .
Z;Zl % = (“52), . Morke ce JjakJie IPETIIOCTABUTH 18 Baxku cieiaeha

TeopeMa.

i+k— 1)

Teopema 3. Bpojesu L(n, k) mory ce uspasuru y obmuky y . i (n—i)!(*"
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Zoxas Tepheme Teopeme moKazyje ce maayknujoM. Hemocpeano ce mposepasa
J1a je rBpheme Teopeme Taqno 3a kK = 0 ¥ n IPOU3BOJLHO, OMHOCHO 3a . = 1 u k
npousBosbHo.  OBO je 6aza J0Ka3a WMHIYKIMJOM W [OKPUBA HPBY BPCTY M

KOJIOHy Tabesle ca yOmImTeHWM JaBuM dakTopujemnma. Ja ce Teopema
JIOKazKe, JIOBOJbHO  je  JokasaTtu ga  oHa  Baxku 3a  L(n, k)
ako Baxu 3a L(n — 1,k) u L(n,k — 1). Ilpema gedunmmmjn je

L(n,k) = L(n,k — 1)+ L(n — 1,k). Kaxo je L(n,k —1) =>"" ;(n— Z)'(Hl;’jIQ)
uLin—1k)= E?;ll (n—1- )'(ZH;C 1) cabuparmeM ce gobuja:

L(n,k—1)+ L(n —1,k)
@)'M + 0 (0 — 1 — i) D)

= Tia(n- >“Z“2k#+<n— T
+Zﬂ:11(” — i)l z(1+1)77+k1)

= SIS (0= 1= i R o (- 1))

+3 =1 — ) M

_ z;;l(n — i) EEDEDEHRD (1 4 £) 4 (n— 1)
=yt n—1— Z)IW +(n—1)!

= Cip(n — )HEREEEE - (n - 1))

= 00 (n — i) R SR (= )P = Lin, k)

Hexa je
R(p,k) = L(p,k) mod p 3)
Y Be3u ca yomnmreHuM JieBUM (DaKTOPUjeUMMa MOCTAB/bA Ce MUTAE Ja JIH 34

IbUX Bazke CINIHA TBphema Kao 3a obudHe jieBe (paKTopujese 0JHOCHO 1 JIU Cy
moryhe jemnakoctn R(p, k) = 0.

3.4 Cywme cTerneHoBa dakTopujesia

Hpyro woryhe yommreme JieBux ¢GakTopujesia Ccy CyMe CTeleHOBa
daxTopujeia.

S(n k) =0 +11F 4 4 (n—1)1F =tk

3a k =1 cy 1o obuunu jsesu daxropujeru. Kako cy oBoj cymu cBu cabupim
ceM 1IpBa JiBa IapHu, CyMa je napHa 3a 1 > 2 u cuenujajHo 2 jeju 2.

OBa ocobuna ce moxke yomrmrrutu. Kako 3a 0 < ¢ < p — 1 mpema Majioj
®epmaosoj Teopemu Baxkm P71 = 1 (mod p), zaxmyuyje ce ga je
Sip,p—1) =0r~t 171+ 4+ (p— 1Pt =0 (mod p) na je S(n,p — 1)
Je/bUBO ca p 3a cBako n > p. akme, ako je kK = p — 1 rme je p mpoct 6poj,
onzma mehy 6pojesuma S(n, k) Moxe ma Oyze caMO KOHAIHO MHOTO TTPOCTHUX.
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IIpupomso je pazmarparu ocTarke

Q(p, k) = S(p,k) (mod p) (4)

n norennmnjanne jegnakoctn Q(p,k) = 0. V3 msnoxkeHor ce Buam ja je yBek
Q(p,p — 1) = 0, ma ocraje Ja ce MPOBEPH TMOCTOjalbe OCTAINX, HETPUBUJATHIX
jemnakoctu Q(p, k) = 0.



4 Ilporpamcka peajun3anuja u pe3yaTaTu

3a nponanaxkeme npocrux 6pojesa p 3a koje cy r(p)([), a(p)@), R(p, k) B)
3a meko k, m Q(p, k) @) 3a meko k jemmaxu 0, HATTPABIbEHA Cy IETUPU MIPOTPAMA.

Ogu nporpamu ce pasjukyjy 1o dgpunkiujama Koje obpalyjy npocre Opojese 10K
Cy TeHepHucarme MPOCTHX OpojeBa U Mapasen3alija peaaTn30Bain Ha UCTH HATHH
y CBa YETUPH MPOTPAMA.

4.1 EpaTocTeHOBO CHUTO

3a reHepucame MPOCTUX OPOjeBa KOPUCTHU Ce AJITOpUTaM KOju ce ba3upa Ha
Eparocrenosom cury. Ilpocrux 6pojesa Mamux ox 22° mma 2063689 u onu ce
cMenTajy 'y cratndku Hu3 (nizProstih). Tlopem oBor HHM3a Kpewpa ce W HU3
kBagpata (nizKvadrata) mpocrux GpojeBa KOjU Ce KOPHUCTH Y CKJaay ca
ITomro je 5801 mpsu mpocT 6poj umju je KBampar sehm om 2%°
OHJA je OBaj KBaJpaT y3eT Kao mociaenmn 3a ymuc y nizKvadrata. Ha
uarepBany [2,5801] mma 761 npoctmx 6pojesa ma ce 3aro nizKvadrata
nHunujaan3yje Ha Ty ayxkuny. Koma osor ajropurma je cienehu:

int nizProstih[2063689] ;
nizProstih[0] = 2;
int nizKvadrata[761];
nizKvadrata[0] = 4;
bool prost;
pozicijaSledecegProstog = 1;
duzinaNizaKvadrata = 1;
for( int i = 3; i <= 33554432; i++ )
{
prost = true;
pozicijaKvadrata = O;
while( pozicijaKvadrata < duzinaNizaKvadrata )
{
if( i < nizKvadrata[pozicijaKvadrata] )
{
break;
}
/* pozicijaKvadrata yjemHo mpencTaBba ¥ IOBUIH]Y
omroeapajyher mpocTor 6poja u3 Hucke nizProstih */
else if( i % nizProstih[pozicijaKvadrata] == 0 )
{
prost = false;
break;
X
pozicijaKvadrata++;
}
if ( prost )
{
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nizProstih[pozicijaSledecegProstog] = ij;
pozicijaSledecegProstog++;
if ( duzinaNizaKvadrata < 761)
{
nizKvadratal[duzinaNizaKvadratal = i * i;
duzinaNizaKvadrata++;

Ha mouetky ce y nizProstih ynucyje 2 kao npBu mpoct 6poj, a v nizKvadrata
ce ymucyje 4 Kao KBajapar of, 2. MemmTyjy ce csu 6pojesn om 3 mo 22°. Tlo
yIIacKy y TJIABHY II€TJbY IIPETIIOCTABH Ce 1A je Op0j KOju MCIUTYjeMO IPOCT TAKO
mTo ce DYIOBCKOj POMEHIBUBO] Prost ojieu BpeaHocT true. 3a ucnuTuBame
ce Kopucte nperxoano Hahenn nmpoctu 6pojesu < 5801, Kao 1 IUXOBU KBAIPATH.
[TpBo ce mpoBepasa ma ju je 6poj, KOjU Ce UCTIUTYje, MambU 0T KBaIpaTa MIPOCTOT
6poja momohy Kora ce BpINM TPeHYTHO WCIHUTHBame. AKO je TO ciiydaj OHJIA
mpema, HeMa oTpede Jia ce UCIUTYje Jalbe jep ce JOMLIO JI0 TPOCTOr
Opoja umju je KBagpaT Behu on Opoja KOoju ce MCIUTyje, a HUjeJaH MPETXOTHN
mpoct 6poj Huje meno 6poj Koju ce ucruryje. Ilomohy break mapenbe ce nsna3u
n3 neTbe u 6poj ce ynmeyje Ha ogrosapajyhie mecro y nizProstih (3a ciyuaj na
je mcrmruBanm 6poj < 5801 oHa ce M HEroB KBaIpaT yIucyje Ha onrosapajyhe
Mecto y nizKvadrata). Y ciydajy na je ucnutuBanu 6poj Behu of KBajpara
mpocTor Opoja, KOjuM Ce BPININA WCIUTUBAIGE, MPEJa3u Ce Ha JAPYTy MPOBEpY.
Hpyrom mposepom ce yrBphyje ma sm mpocTt 6poj, KOjuM ce BPIIK IPOBEPA,
gesin 6pOj Koju ce mposepasa. AKO ce yTBpAu Ja npocT Opoj desu OPOj Koju
ce TTpOBepaBa THUME je JT0Ka3aHo Ja MCTTUTUBAHU OPOj HHUje TMPOCT, Ta ce TaKo U
o3HauaBa (IIPOMEHJBUBO] prost mopesu ce Bpennoct false), makon uera ce ussasu
un3 ner/be nmomohy komamme break. VY cympoTHOM HCIUTHBAME Ce€ HACTAB/bA
crenehum Hahenum mpoctum 6pojem mamuM o1 5801. OBaj mporiec ce HaCTaBIbA
JIOK ce He Haljy cBu mpocru 6pojeu Mamu of 22° u yuumy y nizProstih.

4.2 Ilapanenusamuja - HUTHA

Cra derwpm mnporpamMa HaMemeHa cy ja o0pajie BeJnkKdn Opoj MPOCTHX
OpojeBa. Behu 6poj jesrapa Ha maHAIIBUM OpollecopuMa oMmoryhaBajy Ia ce
oBa 0Opasa yOp3a Tako IIITO Ce BHINE MPOCTUX OpojeBa mapaJjenHo obpalyjy
momohy Twmx jesrapa. ¥ OBy cBpxy Kopuiihene cy uHutH. IIporpamm cy
u3BplLIaBanu Ha 1porecopy ca asa jesrpa (Intel Core 2 Duo 2.2GHz), anu cy
HAIMCAHU TAKO Jla Ce MOI'y M3BPIIABATA U HA PadyHAPUMa Ca BHIIE je3rapa.
Kaxko 6u ce ompeano ontumaiad 6poj HUTH TOTPeOHO je mohm 1o nadopMarlimje
0 Opojy jesrapa. ¥ 3aBHCHOCTH OJf OINEPATUBHOI CHCTEMa PA3JIUKY]y Ce
KOMaHJle Kojuma ce gobujajy cucremcke uHbopMmaiuje (6poj jesrapa y oBoM
cayuajy). Ilomro cy nporpamu npeasubenu 3a pas nox Linux-om kopucru ce
caeneha komana:

int brProcesora = ( int ) sysconf( _SC_NPROCESSORS_ONLN );
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Oyukiuja sysconf ppaha 1es00pOjHy BpPEIHOCT THUIIA long u CiayxKu 3a
Jio0ujarbe BPEIHOCTA HEKOI CHCTEMCKOr JIMMUTA WJIU OIIuje, JIOK ce moMohy
napamerpa _SC NPROCESSORS ONLN nobuja 6poj akTuBHUX je3rapa.

[Tapanenuzanuja je pemeHa TAKO IITO Ce jeIHA HAT KOPUCTU 33 00pay
jenmor mpoctor 6poja. Ilopem Tora mrTo cBaka HAT WMa JAPYTadujd MPOCT OPOj
3a 00pajly oHe mMajy u IocebDaH MPOCTOP 3a CKJIAUIITEHE Pe3ysIrara Ia je
TuMe 06e30eherHo j1a HUXOB PaJl He 3aBUCH OJI JIDYTUX HUTHU jep HeMA JIe/bEHUX
momaTaka MeDy uMma. Komuko The mpoctux ©OpojeBa mapasesHo OuTh
obpahuBaHO Tj. KOJIMKO hie HUTU UCTOBPEMEHO OUTH KPEUpPaHO y jeTHOM OJIOKY
3aBucu o7, Opoja mporecopa. Ciemehu 610Kk HUTH Ce Kpenpa KaJja CBe HUTH U3
nperxoaHOr OJIOKa 3aBpIle 00pay U Kaja Ce IHbUXOBU DPE3yJITaTd YIWILY Ha
onrosapajyha wmecra. Ilpoctm OpojeBu koju ce mcroBpemeno obpabyjy cy
CyCeIHU Ta Cy 3aTO pa3jinKe y BPEMEHNMa MOTPEOHUM 3a IHUXOBY 00pay
zanemapsbuBe. [locToju moryhuocT ma Opoj mpocTux OpojeBa HEje cpa3MepaH
6pojy jesrapa. ¥ TOM cjydajy OJIOKOBH Cce Kpewpajy JOK HMa JOBOJHHO
mpocTux OpojeBa Ja ce CBaKW Of IbUX IOMYyHM, a 3a MpocTe OpojeBe Koju Ha
Kpajy TpeocTany Kpewpajy ce mojaTHe HwTh (HTp. ako Tpeba ma ce obpasm
JeBeT mpocTux OpojeBa momolly WeTmpwm je3rpa TO 3HAUM Ja he ce HAKOH B
6JI0Ka OJf YeTHPHM HUTH KPEUPATH JOII jeJHA HUT 3a TOCJEIH MPOCT 6poj).
OBako peaim3oBaHa mapaJenn3anyja omoryhasa ma ce MAKCHMAJTHO UCKOPHUCTE
CBa je3rpa mporecopa 3a yOp3aBame HM3BPIIaBara MpPOrpamMa y3 MUHUMAJIHE
ryoUTKe Kao INTO Cy pa3jumdnTa BpeMeHa oOpaja IpocTux OpojeBa yHyTap
jemHOr OJIOKA M MUKJIyCH Kpewpama u rainema autu. Ko 3a paj ca nutuma je
mpecTaB/beH y ciaenehnM pemoBuma:

int nitiNaRedu = O;
pthread_t niti[brProcesoral;
rezultatNiti = new string[brProcesoral;
zaObradu zo [brProcesoral ;
for( int i = 0; i < 2063689 ; i++ )
{
/* donja_g u gornja_g 4yBajy BPeAHOCTH NPETXOLHO 3aZaTHUX
CpaHWIa MHTEpBaja HAZL KOJjUM CE€ BpUH WHCIWTUBAaBE */
if( nizProstih[i] >= donja_g
&& nizProstih[i] <= gornja_g )
{
// mnpumpeMa mpocTux bpojeBa 3a obpaxmy
if ( nitiNaRedu < brProcesora )
{
zo[nitiNaRedu] .prostBr = nizProstih[i];
zo[nitiNaRedu] .redniBr = nitiNaRedu;
nitiNaRedu++;

}
// 6noroBcka obpazma mpocTux 6pojeBa
else if( nitiNaRedu == brProcesora )

{
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}

}

// Kpeuwpame HUTH
for( int k = 0; k < brProcesora; k++ )
{

while( pthread_create( &nitil[k], NULL,

nit, &zolk] ) );

}
// mpoBepa 3aBpmeTKA paja HATH U OYyBake pPEeLoCiena
for( int k = 0; k < brProcesora; k++ )

{
if ( pthread_join( niti[k], NULL ) )
{
cout << "Greska prilikom racunanja niti za
broj " << zol[k].prostBr << endl;
exit( 1 );
}
// upis u odgovarajuéi fajl
if( rezultatNitil[k] != "" )
{
izlazniFajl << rezultatNiti[k] << endl
<< endl;
}
}

nitiNaRedu = O;

/* y oBoM kopaky mrepammje nizProstih[i] mmje
IpunpeMbeH 3a obpany Beh cy obpahuBaHun
TIPeTXOJHO IIpUIIpeMbeHN IIpoCTH 6pojeBu ma je
IoTpebHO yMaBUTH [IPOMEHBUBY 1 Kako He 6u
IOWIO A[O Ipeckakama */

1--35

else if( nizProstih[i] >= gornja_g )

{

}
}

break;

// obpagma mpeocTamux mpocTux 6pojesa
if( nitiNaRedu != 0 )

{

for( int k = 0; k < nitiNaRedu; k++ )

{

}

while( pthread_create( &nitilk], NULL,

nit, &zolk] ) );

for( int k = 0; k < nitiNaRedu; k++ )

{

if ( pthread_join( nitil[k], NULL ) )

{
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cout << "Greska prilikom racunanja niti za
broj " << zol[k].prostBr << endl;

exit( 1 );
}
if( rezultatNitil[k] !'= "" )
{
izlazniFajl << rezultatNiti[k] << endl << endl;
}

ITpn paxy ca murnma Kopumihena je POSIX (Portable Operating System
Interface) damunuja cranpapaa [9]. VYxyuusamem 3arnasmba pthread.h Ha
moueTrky KoOma omoryhieH je pajl ca OBUM HUATHMA. 3a IHUXOBO KDPEUPAmbhe
kopuctu ce dynkmmja pthread create(). Ilpunmukom kpempama HuTH Morylie je
npocjenuTu camo jegad apryment. Osaj upobJsiem je perieH Tako 1ITo je
HuTuMa mpociehena ciemeha cTpykTypa:

struct zaObradu

{
int prostBr; // mpocT 6poj 3a kKoju ce Bpum obpazma
int redniBr; /* pemuu 6poj 3HAKOBHE HUCKE y KOJjy
ce ymucyje pesyxrar */
I

Hurnma ce mpocnehyje moka3mBad Ha apryMeHT Tj. HA CTPYKTYPY, ajlnd KaKO
ce oJUeKyje Ia je TO MmoKas3wBad Ha TUM void TMOTPedHO je ma ce y OKBUPY came
HUTH OpEeBeJie y oKa3uBad Ha oarosapajyhiu tun. pthread_ create() spaha mymy
aKO je HUT YCIIeITHO KpenpaHa uin Opoj KOju 03HATaBa IT'PEIKY /10 KOjé je TOILIO.
Hexa je ca A o3nauena nut u3 Koje ce nosusa dbyuxuuja pthread join(), a ca b
HUT KOja ce 11o3nBa OBOM (QyHKIMJOM, Tajie ce HUT A cycrienyje 1ok ce Hut b He
n3Bpr. Y caydajy Ja je uut B Beh 3aBprnmia onma He m10a3u 10 CyCHeH3uje
untn A. Ha oBaj maunu ce 06e30ehyje ma cBe HUTH 3aBpIle CBOj 3a/aTaK, Kao
u Jia ce ogyBa pegocien pesyiarara. Pyukuuja pthread join() Bpaha nymy ako
je nmmhbaHa HAT YCIEITHO 3aBPIIUIa Wik OpOj KOju O3HAYaBa T'PEIIKY 10 Koje je
JIOIILIIO.

Y oKBHpY mporpama 3a JieBe (hakTopHjese u aaTepHupajyhie cyme 3a jesan
npoct Opoj reHepuinie ce jelaH pe3y/aTaT, IOK C€ y OKBUPY MporpaMa 3a
VOIIIITEHa JTeBOT (PaKTOPHUjesia U CyMa CTeeHOBa (paKTopujesa 3a jeIaH IpPoCT
6poj remepuine HU3 pe3ysaTara. 300I 0BOra IMOCTOJA MaJia Pa3JIMKa y CaMUM
UMTIJIEMEHTallMjaMa HUTH Yy OKBUPY OBa UEeTWUPH TIpOTpaMa jep ce y TpBa JIBa
KODHUCTHU CaMo jeJHa 1eJ00pojHa MPOMEH/bUBA 3a Pe3yaTaT obpajie JTOK JApyra
JBa TpOrpaMa KODPHUCTH HHU3 IEJ00POjHUX MTPOMEHJPUBUAX 32 CKJIAIUIITEHHE
pesynTaTa obpage. Ilomrro je Apyru ciaydaj ONIITHju OBAe he OWTH MpUKA3aHA
IberoBa HWMILIEMEHTAIMja, KOHKPETHO KO HATH 3a mporpaM Koju obpabyje
cyMe crereHoBa (hakTopHjeria.
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void *nit(void *zo)

{

stringstream ss;

long sumeS[maxStepen];

bool stampa = false;

zaObradu *z (zaObradu *) zo;

sumStepenova( z->prostBr, sumeS );

//u3naseu dpajmoBu cy y LaTeX-y
ss << "\\textbf{" << z->prostBr <<
for( int i = 0; i < maxStepen; i++
{

if ( sumeS[i] <= kriterijum )

{

ll}ll;
)

sumeS[i];

sumeS[i]

- z->prostBr;

§s << " M << i+ 1 << "<
stampa = true;
}
else if( sumeS[i] >= z->prostBr - kriterijum )
{
ss <K " "Ki+1 <"
stampa = true;
}
}
if( !stampa )
{
ss.str( "" );
ss.clear();
}
s[z->redniBr] = ss.str();

return ( NULL );

Y uHuTHMa ce IpBO MpocieheHH IOKAa3uBad I[PEBOIU Yy I[IOKA3WBad HA
omrosapajyhm twm, a moTOM ce mo3mBa oarosapajyha ¢dymkmnmja 3a obpasy
npocror 6poja. Ose dyHKIMje cy KapakTepUCTUIHE 33 CBaKW 1porpam un 6uhe

KacHUje OTHNCaHe.

Hakon mobumjama pesynTara OpoBepaBa ce Hda JHU OH

3a710BOJbaBa KpuTepHjyM ucnuca (0 Kome hie Takohe Outu Buille peun KacHU]E)
W, aKO je TO CjIydaj, CMeITa ce y oaroBapajylly 3HAKOBHY HHCKY Koja je
pesepBucaHa 3a Ty HAT W U3 KOje ce ymucyje y m3aasnu ¢daji.
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4.3 JleBu dakTopujesiu u aarepHupajyhe cyme

[Iporpamom 3a JeBu (haKTOpHjes ce TpoBepaBa Ja JIi IOCTOjU MPOCT OpOj
p > 2 rakas ga p|lp, ogrocuo r(p) = 0. IlosuBame OBOr mporpama ce BPIIK TAKO
IIITO Ce y KOMAHIHOj JIMHUjU, TOPE] U3BPIIHOT (hajma mporpama, yHOCE TPH
apryMeHTa KOju IIPEJICTaB/bajy JObY I'DAHUILy MHTEPBAJA HAJl KOjUM Ce BPIIHN
UCIUTUBAE, 'OPIbY I'DAHUILY TOI' MHTEPBAJIA U KPUTEPU]JYM HCIIUCA.

./leviFaktorijeli.out donja_g gornja_g kriterijum

Murepsan Haj KojuM je npeasuheHo ja ce BpIH ucnuTuBame je [2,22%]) ma
Tako Huje mMoryhe yHeTu BPeIHOCTH 3a IpOMeHsbuBe donja_g w gornja_ g BaH
oBor wHTepBasa. llpomenmuBa kriterijum Moxe Ja WUMa BPEIHOCTH U3
naTepBada [1,100].

Heka je rezultat upomensbusa koja caipzku Bpeanoctu r(p). IIpomensbusa
kriterijum ompebyje xoje Bpemmoctm r(p) Tpeba ma ce mTammajy, TAe ce
pasnukyjy crenehn ciayaajenu:

1. Ako npomensbuBa rezultat npunaga uarepsaiy [0, kriterijum]

2. Ako npomensbuBa rezultat npunana uarepsady [p - kriterijum, pl, toe je p
upoct 6poj Koju ucruTyjemo (3a oBe ciydajeBe y uznazuu (aji ce ynucyje
rezultat - p)

3a mspauynaBawbe r(p) KopucTu ce dbyHknmja int leviF (int p) rme je p
mpocT Opoj Koju ce obpabhyje. Pauyname yHyTap oBe QyHKIHje ce BpIITH
momohy ciemeher xkoaa:

unsigned long faktorijel = 1, rezultat = 1;

for( int 1 = 1; i < p; i++ )

{
faktorijel = ( faktorijel * i ) % p;
rezultat += faktorijel;

}

rezultat %= p;

[Ipomenspuse faktorijel u rezultat cy tuna unsigned long u3 cneneha msa
pasJiora:

1. Kpaapar ox 22° je Behu ox 232 1 (MakcuMyM 3a unsigned int), a mox
64-6utanM Linux-om long je Beamuwmne 64-06mta mITO je cacBUM JOBOJHHO
3a morpebe m3padyHaBaba

2. Kopuctu ce unsigned jep BpemHoCcTH MOTY Ja OyIy camMo MO3UTHUBHE, a U
JieJberbe HEO3HAYEHNX OpojeBa je Oprke O Je/berha O3HAYEHNX 3aTO IIITO Ce
He TPOIIX BpeMe Ha IIPOBEPY 3HAKA
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IIpomensbusa faktorijel ce maunumjanusyje ua 1 jep je 0! = 1, a npomensbuBa
rezultat ce wnunujanuzyje Ha 1 jep je 1 = 0! = 1. Kako Bpemnoctu
daxTopujena He 6u mpobuiia oncer tuna unsigned long mosyo ce He padyna
mocie gobmjarba JieBOr (bakTopujesa, Beh y CBakKOM KOpPaKy UTepalmje
NPWINKOM padyHama HOBOT dakTopujesa.  3a pe3yjararT HUje TOTPEeOHO
padyHaATH MOJYO Yy CBAKOM KOpaky IMEeT/he jep ce y TPOMEHJbUBO] rezultat
cabupajy daxTopHjesnm MO MOIYJIYy P, a IOIMITO THX cabupama MMa YKYITHO
p — 1 onmpga je 3arapanToBano Ja meHa BpegHocT nehe npobnru moMenyTH
orcer. IllTa BuIlle eTMMUHAIIIjOM OBOT Jeiberba ¥ TET/hU J00uja ce Ha OP3WHU
pU padyHamby.

Ilomohy 64-6urHOr kommajimepa mgobujen je acemOiepckm KO KOju je
nckopuihen 3a jga/by onrtmmmsanujy. Umeja je ma ce He KopuwcCTH CTEK
MPWJINKOM padyHama Beli camo permctpu. Y Ty CBpXy HamucaH je ciaemehn
acembyiepcku kO 3a dyukuujy leviF (mom Linux-om ce kopucru AT & T
CHHTaKCa 33 aceMOJIEPCKU JE3UK ):

pushqg  %ri3
pushq  %ri2

# p ce mpommpyje Ha 64 6uTa um cMemTa y rl3
movslq %edi, %ri3

# y r8 ce uyBa BpemmocT mpoMeHnumBe faktorijel
movq $1, %r8

# y r9 ce 4yBa BPEIHOCT IpOMEHBHMBE rezultat
movq $1, %r9

# y r10 ce uyBa BpPeIHOCT IpOMEHBUBE i
movq $1, %ri10
movl $0, %riid
movq $1, Yri2

jmp .L56
.L57:
movq %r8, Jrax

# 1 * t faktorijel
imulq  %r10, Y%rax
# pomux 32 6mTa Ce mpuIpeMa 3a HEO3HAYEHO Oehene
movl %riid, %edx
divq %r13
# y rax ce cMemTa KOJWYHHK, a y rdx ocTaTak
movq %rdx, %r8
# rezultat += faktorijel
addq w8, %r9
# i++
addq %r12, %ri10
.L56:
# mopebheme p m 1
cmpq %r13, %r10
# akKo HHCY jenHaku Bpaha ce y IeThYy
jne .L&7
movq %r9, Yrax
movl %rild, %edx
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# pauyHame MoAyJla BaH IIEThe

divq ~ %ri3

movq %rdx, %rax
popq %rl2

porq %r13

ret

Hexkosmmko ayTopa je cuposesio mpoBepy xumoTese 3a Behu orcer 6pojeBa Hero
y OBOM Dajty.

e 1. Tasor [6] je 2000. rommme m3ppmmo mermmTHBame 10 226, Tama je 3a
u3padyHaBame Kopuiihied caudad ajaropuraMm. Pasiuka ce orjiena y Tome
IIITO Cy YMECTO TeuxX OpojeBa KopuinheHrn OpojeBH y HMOKPETHOM 3apesy.
ITopes Tora mpoBepaBaJia €y ce ABa MpocTa Opoja y WCTOj TETIHH.

e II. IloGmuur [7] je 2004. romwHe HACTABHO MCTPaXKUBAHE Ca TOPHOM
rpaaunom p < 144000000 mpu uemy je KopurinlieH MCTH HAYWH TIPOBEPE
kao u Koz lasora.

e M. Tarapesuh [§] je 2011. romume mogurao rpaumiy jo 10°. 3a oso
ncTpakupame Kopuiihena je 64-OmtHa apxwrTekTypa, MPOBEpaBaHa Cy
JeTnpu Opoja MCTOBpeMeHo, a KO je mucan y u C-u u acemOiiepy.

ITporpamom 3a anrepuupajyhe cyme ce mposepasa ga s p|A,_ 1 (omgHOCHO
na g je a(p) = 0) rue je p jemad of MPoCTUX OpojeBa M3 3a7]aTOT MHTEpBaJa.
IlozuBame n3 KOMaHIHE JTUHHU]E Ce BPIU HA UCTU HAYMH KAO U KOJ IPOTpaMa 3a
JieBu (paKkTOpHjesI, Tj. MOPeI HA3WBA U3BPIMHOT (hajaa 09eKyjy ce TPU apryMeHTa
KOjU O3HA4YaBAajy JIObY U TOPIbY I'DAHUILy MHTEPBaJia, KA0 U KPUTEPHUjyM UCIIUCA.

./alternirajuceSume.out donja_g gornja_g kriterijum

Pasnmuka wu3mely mporpama 3a JjeBe dakTopujese uW Tporpama  3a
anrepuupajyhie cyme ce ornena y tome mro je dynkumja int leviF'(int p)
samemena dbyakuujom int altSuma(int p), a wen ko je:

unsigned long faktorijel = 1;
long rezultat = 0;
bool oduzimanje;

if(p==2)
oduzimanje = false;
else
oduzimanje = true;

for( int i = 1; i < p; i++ )
{
faktorijel = ( faktorijel * i ) % p;
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if( oduzimanje )

{
rezultat -= faktorijel;
oduzimanje = false;

X

else

{
rezultat += faktorijel;
oduzimanje = true;

+

}

rezultat %= p;

if ( rezultat < 0 )
rezultat += p;

IIpomensbuBa rezultat ce mocraBipa HA HYJTy jep anrepHupajyhe cyme kpehy
ox 1! T1j. cBu daxropujesr ce padyHajy yHyTap IeT/be IIa HEMa IOTpede ja
ce rezultat nHUNUjaU3yje Ha HEKY IPETXOIHY BPEIHOCT. rezultat je oBme Tua
long jep Moke Ma MMa TTO3UTHUBHE W HETATUBHE BPETHOCTH. Y BeJieHa je OyJIOBCKa,
poMensbuBa oduzimangje KojoMm ce onpehyje na qm he mohm j0 omysmmama y
Kopamuma urepanuje. Kako cy c¢Bm mpocTm 6pojeBu p, vae je p > 2, HemapHU
ouyia cy csu p — 1 mapau. OBa YUbEHUIA C€ KOPUCTH 33 WHUIMjAJTABAIN]Y
Oy/TOBCKE MIPOMEH/bUBe oduzimange jep axko je p — 1 mapan O6poj oHIa ce y IpPBOM
KOpaKy ureparyje J10/1a3u J10 ojy3uMama y (hopmupamy aarepaupajyhe cyme
Ap—1. Komavan pesyarar padyHamba, KOpUCTehm onmcaHN aJropnTaM, MOXKe
Ja UMa U HEraTUBHY BPEIHOCT A Ce, MOIITO je padyHarme MO0 MOIYIY p, Ha
HETaTWBAH PE3y/ITaT J0aje BPETHOCT p KAKO OM Ce OH IIPEBEO y IMO3UTUBAH
JIOMEH.

OBa dyukImja je Takohe onTuMmmsoBana moMohy acembiiepas

pushq %ri4
pushq  %ri3
pushq  %ri2

# p ce mpommpyje Ha 64 6uTa u cMemTa y rl3
movslq %edi, %ri3
movq $0, J%ri2
movq $1, Yrid

# y r8 ce uyBa BpemHoCT mpoMeHpuBe faktorijel
movq $1, %r8

# y r9 ce uyBa BpeOHOCT IpoMeHBUBe rezultat
movq $0, %r9

# mposepa Za nm je p == 2
cmpl $2, Jedi
jne .L56

# nmowux 8 6mTa rll uyBa BpemHOCT mpoMeHBUBe oduzimanje
movb $0, %riib
jmp .L&7
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.L56:
movb
.LB7:

#
movq
jmp

.L61:
movq

#

$1, %riib

y r1l0 ce uyyBa BpeIHOCT IpOMEHBUBE i

$1, %ri10
.L58
%r8, %rax

i * faktorijel

imulqg  %ri10, Y%rax

# mpunmpeMa 3a HeO3HadYeHO Jehehe QaKTOpHjela
movl %r12d, %edx
divqg %ri3
# y rax ce cMemTa KOJWYHHK, a y rdx ocTaTak
movq Y%rdx, %hr8
#uposepa ma nu je omysmMame O Tj. false
cmpb %ri11b, %ri2b
je .L59 &
# rezultat -= faktorijel
subq w8, %hro
# omysuMame mocTaje O Tj. false
movb %r12b, %riib
jmp .L60
.L59:
# rezultat += faktorijel
addq w8, hr9
# omysuMame mocTaje 1 Tj. true
movb %r14b, %rililb
.L60:
# i++
addq %rid, %r10
.L58:
# mopebeme p u i
cmpq %r13, %r10
# Bpaha ce y meThya KO HHCY JeIHAKH
jne .L61
movq %r9, JYrax
# mommx 32 6buTa rdx ce IpumpeMa 3a O3HA4YEHO Jehenhe
movq Yrax, %hrdx
# muproBame y IECHO Kako 6m y rdx ocTao camMo 3HAK
sarq $63, %rdx
# o3HauYeHO padyHake MOZyJla BaH IIEThe
idivq  %ri3
movq %rdx, %rax
# mopeheme O ca pe3ynaTaToM
cmpq hrax, hri2
# ako je 0 <= rezultat omma HemMa moTpebe ma ce moma p
jle .L62
# rezultat +=p
addq %r13, %hrax
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.L62:
popq %hri2
popq %r13
popq %rid
ret

4.4 VYomiurema U cyMe cTerieHoBa (pakTopujesia

Cuiesieha iBa porpama MpUJIMKOM TT03WBabha U3 KOMaHJIHE JINHUjE 09eKy]y,
TTOpe/T OTMCaHa TP apryMeHTa 3a TMPETXOJHe MporpaMe, U YeTBPTH apTyMeHT.
[Iporpam 3a yommrema JjeBor ¢akTopujera, OTHOCHO 3a HU3PAYyHABAFHE
6pojeBa R(n, k), Kao 4eTBpTH apryMeHT OdYeKyje pell YOIITema 10 Kora fie ce
TEeHEPUCATH Pe3yJITaTh, CMeINTa ra y npomeHspuBy mazrRed, a merose
BpegHOCTH MOry OuTn w3 maTepsamta [1, 100].

./uopsteni.out donja_g gornja_g kriterijum maxRed

Koz nporpama 3a cyme crenenoBa (pakTopujesa, OQHOCHO 34 N3PadyHABAE
6pojeBa (Q(n,k), 4YerBpru apryMeHT LpeACTaB/ba CTremneH Jo0 Kora he wulin
M3pavYyHABAA, FHErOBa BPEIHOCT CE€ CMEMTa y TPOMEHJbUBY mazStepen u
Moxke 6uTH U3 WHTepBasa [1, 256].

./sumeStepenova.out donja_g gornja_g kriterijum maxStepen

AsiropuraM m3padyHaBama YOIIITEHa J1eBOI (haKTOpUjesa je HaJorpaimba
aJTOPUTMa 3a padyHarbe JeBor (aKTopHujesa.

unsigned long faktorijel = 1;

for( int 1 = 0; i <= maxRed; i++ )

{
redovil[i] = 1;

}

for( int i = 1; i < p; i++ )

{
faktorijel = ( faktorijel * i ) % p;
redovi[0] = ( redovi[O] + faktorijel ) 7% p;
for( int j = 1; j <= maxRed; j++ )
{

redovi[j] = ( redovil[j] + redovilj - 11 ) % p;

}

}

Y nmomohuoM Hu3y redovi UyBajy ce pe3y/aTaTH H3PATyHABAKA PEIOBA
yommTema JeBor (phakTopujena 6poja p mo Momysay Tor opoja. Jlyxkwmma oBor
un3a je marRed+1 jep ce Ha mpBOM MeCcTy y Hu3Y €UyBa BPEIHOCT JIEBOT
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daxTopujera 6poja p, MO MOIY/Ty TOr Opoja, JTOK ce Ha IMPEOCTATUM MECTHMA
qyBajy PeJOBH YOIIITEHa JIeBOr (hakTopHjesa. ¥ CBAKOM KOPAKy HTEpAIuje
PEeJIOBI YOIIIIITEha Ce padyHajy Tako IITO UM Ce JI0Jlaje BPEIHOCT IPETXOLHO
n3padyHaTor pejia (TOYETHO ce CBM WHWIMjAIN3yjy Ha BpeqHocT 1 jep je

L(1,k) = 1).

YV ocHoBu ajropurMa 3a padyHarbe CyMa CTeneHoBa (akTopujesa HaIa3u
ce ajropuTaM 3a padyHame JeBor dakropujesia 6poja p 1Mo MOMyJIy TOr Opoja.
Hus npomensbuBux sumeS dYyBa pe3yaTaTe HU3padyHaBara CyMa CTeleHa
dakropujesa (om TpBOr cTemeHa 0 CTeNeHA YHja Ce BPEIHOCT HAJIA3U Yy
IPOMEHJbUBOjO  maxStepen) 1o Momysy 6poja  p. Veenen je u Hus
npomensbuBux faktorijel y wome ce dyBajy cBum cremenoBu (Of jemam 0
maxStepen) TpeHyTHOT (DaKTOPHjesa y NTEPaIH]n.

Asnropuram 3a padyHame cyma cTemeHOBa (akTopujena je ciemehm:

unsigned long faktorijel[maxStepen], ij;

for( int i = 0; i < maxStepen; i++ )

{
sumeS[i] = 1;
faktorijell[i]
}
for( int 1 = 1; i < p; i++ )
{
ij = 1;
for( int j = 0; j < maxStepen; j++ )
{
= (ij *1i) % p;
faktorijel[j] = ( faktorijel[j]l * ij ) % p;
sumeS[j] = ( sumeS[j] + faktorijell[jl ) % p;
}
}

4.5 Jlobujenu pe3yaTaTu

OBzie cy TpeICTaB/LEHN Pe3yJITATH JOOHjeHH PAaJOM IMTPETXOIHO OMMCAHUX
nporpaMa. CBH pe3yaTaru cy HOOHjeHH O MOJIYJy IPOCTOr Opoja 3a KOoju cy
padyHaTu, ma ce 300T jeTHOCTABHOCTHU 3aIUCa KOPUCTE Bell CIIOMEHyTe O3HAKE:

) =307, ! mod p (I)

) =302 (-1 mod p @)
(p k) = i%(p D) mod p @)
e Q(p,k) =10 i" mod p @)

[Iporpam 3a jeBe daxkTopujesie, Tj. 3a UCIUTUBAHE MMOCTOjalba ITPOCTOT
6poja p > 2 3a xoju Baxku p|lp, je mymTen y paj Haj maTepBaiom [2,22°], ca
kpurepujymom ucnuca 10. Bpeme paga mporpama je 6mio oko 95 carum, a
Jobujenu pesynTaTu npukasanu cy y Tabemn 2.

o r(p
alp

:U
S
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p |rp)]| p [ p r(p)
21 0 71| -3 4337 | -5
3] 1 113 | 4 TTIT | 7
5| 4 | 139 -5 10331 | -2
71 6 | 151 10 11813 | 6

11| 1 163 | 4 33703 | 9

13 10 | 197 | 9 77687 | -3

17 [ 4 | 227 2 126323 | -8

19 9 | 277 7 274453 | -1

23| -2 | 349 | -6 | 2275843 | 3

31| 2 | 373 2 | 3467171 5

37| 5 | 467 | 3 | 4709681 | -9

41| 4 | 661 | -10 | 11477429 | 9

67 | -2 | 2437 | 5

Tab6esa 2: IIpocru 6pojesu p 3a koje r(p) u r(p) — p UMajy aLCoJLyTHE
Bpeanoctu < 10

[Ipema owekmBamuma mpocTu OO,

Behu o 2,

KOjU JIeJIM CBOj JIEBU

dakTopujes Huje mpoHaheH, MTOK Cy Pe3y/ITATH MPETXOIHUX MCTPAKUBamba Ha

OBOM HMHTEPBAJIY BepI/I(l)I/IKOBaHI/I.

Aurrepaupajyhe cyme dakropujesia cy mpoBepaBaHe 3a LIpocTe OpojeBe u3
unreppasta [2,2%%], xpurepujym ucrnmca je 6mo 10, a pesynratu ce namase y

Tabemn 3.

p |alp) | p |alp) D a(p)
2 1 67| 5 983 | -3
3] 1 71| 7 1109 | 2
5| 4 79 | 4 1439 | -2
71 3 [109] 5 2741 | 3

11| 4 | 131 -3 3559 | 3

13| -1 | 157 | 6 9439 | -10

17| 8 | 191 6 11119 | -3

19 | 5 | 197 | 2 16007 | -4

23| 5 | 229 | -9 22619 | -3

29 | -10 | 307 | 5 32833 | 6

31| 9 | 367 | 4 52201 | 10

37 | -1 | 463 | -1 394249 | 1

41| 1 | 641 | 3 | 2934901 | 1

43| 5 |647| 5 | 3515839 | -2

47| 6 | 691 | -2 | 3612703 | 0

Tab6esa 3: IIpoctu 6pojeBu p 3a koje a(p) u a(p) — p uMajy ancojyTHe
Bpeanoctu < 10
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Hobujenn pesynratu ce noksamnajy ca pesyiararuma u3 [3]. IIpocr 6poj
p = 3612703 gemm cBojy anrepuupajyhy cymy (Zf;ll (=P
peicTaB/ba perremne mpobiema b43 y kwusu "Hepemenu mpobsemu y Teopuju
6pojesa" [2]. IIporpamy je 6uo moTpeGHO OKO CAT W 9YETPAECET MUHYTA Ja
obpasu npocre GpojeBe u3 uaTepBasa [2,3612703], a oko 102 cara ma obpaiau
npocre 6pojese u3 maTepBaa [2,225],

UcnuruBame yormTerma JieBoT (haKTOPHUjesia je W3BPIIMEeHO 3a MpocTe OpojeBe
U3 uHTEpBaJIa [2, 107]. Kpurepujym ncnmca 1 MaKCUMATHA Pl YOI TEHA JIEBOT
dakropujena cy 6w nocraB/benu Ha 10, a Bpeme obpaje mpoctux Opojesa je
6uso oxo 139 caru. Jlobujenu pesynraru npukaszanu cy y Tabesu 4, npu demy
Cy M30CTaBJLEHN DEIoBU y Kojuma je camo R(p,1) = 1.

p kO [I] 2 [ 3] 456 ]7[8]09]10
2 0 [1]0 | 1]o0 101010
3 1 |1] 2 | 1|12 1 1]2]1]1
5| 4 |[1] 4 | 3| 4 41 |4[34]4
7] 6 |1] 5|6 | 0| 5|6 |6]1|5]6
11| 1 |1]6 ] 016092910
13 10 (1|9 |7 |7 3 [10]9|7]3]3
17 4 |13 |9 |7 | 4] 22]6]10]3
19 9 (1|6 | 1| 3|29 ]|=8[9][2]5
23| 2 |1| 2 | 2 [-10]10] 2 [8|5] 71
29 1] 7 | 1 10| 5038 1
31 2 |1 0 11 12 3
37| 5 |1 -3 5
41| 4 |1 1| 2|8 [ 2108|386
43 1|7 ]-10] 1| 1] 8 -6
47 1] 8 8 6
53 1 -8 -8
61 1[-10 1[5 1
67 2 |1 2 | 2 2
71| 3 |1 6 5
73 1] 10 10 7
79 1] 9 0
89 1 0| 6
97 1 10 5 8
101 1 -8
103 1 1 4
107 1 7
109 1 0
113 | 4 | 1] 3 16
127 1 3 6
131 1 3
137 1 7
139 | 5 |1 4

Tab6esa 4: IIpocru 6pojeu p 3a koje R(p, k) u R(p, k) — p umajy ancosyrue
Bpeanoctu < 10
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p\k

0('p)

10

151

10

157

10

163

167

173

181

(0]
ot

191

1
ot

197

199

223

10

227

229

233

239

-5

269

-7 | -10

271

277

281

313

317

337

-10

349

359

367

373

379

383

389

421

9

463

-10

467

479

503

523

0]
ot

541

587

601

613

647

10

659

661

-10

673

677

691

733
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Tabesa 4: (nacraBak)
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p\k

0('p)

10

787

823

-10

919

941

977

997

1061

1129

1291

1301

1423

1439

1499

1523

1531

1559

1657

1723

2089

2099

2207

-10

2347

2389

2417

2437

2503

2621

-10

2659

2777

2917

2963

3041

3137

3257

3697

3889

4243

4337

4421

4817

4877

5437

5801

6163

6317
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Tabesia 4: (macraBak)
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p\k

0('p)

10

6701

6703

6779

6961

6997

-10

7127

-9

7207

7639

7717

7753

10

8543

-10

8893

8941

9127

-4

9137

9521

9721

-10

10331

11329

11813

11933

13327

15031

15391

ot

16229

10

17137

-5

19963

22123

22817

24043

25579

25603

25997

26693

30241

31033

32831

33703

37561

37781

41011

41617

47569

52289

8 | 10

53597
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Tabesa 4: (nacraBak)
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p\k

10

53629

10

56417

57383

57557

58693

59393

61729

68087

70583

73643

77687

89087

92957

96017

97547

10

100019

10

109379

121021

125423

126323

151471

162221

191537

195089

217001

218479

240587

265123

274453

286163

10

337367

360749

390743

402037

429673

455291

10

513839

524969

536423

550691

554977

861547

880687

905381

929717

[NSY RN WY WY (NUY QY Y U Y Uy Y Qunry | QYUY QU QY QIS Uy QY Uy QU Uy Uy |y [y oy oy Uy Jrunry Uy JIuiry QY QYUY QI JUy JISy Qrunry JIuny [y jrunry g runry Jranry jruy Iy gy

2

Tabesia 4: (macraBak)
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p \k__ | 0(p)
964889
1038671
1064269
1111711
1215367
1309591
1318931
1886657
2240449
2256731
2275843 | 3
2240449
2256731
2275843 | 3
3467171 | 5
3579691
3606661
3617059
3784447
3936827
4709681 | -9
4910579
5713709
5926457
5933167
6672947
7497593
7728067
7895207
8542519

10

-10

[EY YT WY U Y QWY (rUY WY Y Uy Uy YUy [ QIUny U QY Uy QU JUy Junry Jy Uy Jruy Uiy juny g rany Junry Jrany Uy gy

Tabena 4: (macTaBak)

Jlobujern pesynraTu MOKa3yjy Ja 3a CBAKO MPOBEPEHO P 38 YOIINTEHE JEBAX
dakropujesna upsor pena L(p, 1) Baxu L(p,1) (mod p) = 1. Ucuocrassba ce ga
je oBo TBpheme Koje Baxku 3a cBe pUpoHE OpojeBe.

Teopema 4. 3a csaku nupupojan 6poj n Baxu R(n,1) = 1.
Aoxa3 Nspa3 L(n,1) Moxe ce pa3apojuru y JBa cabupka Ha cjenehu HaduH:

ZZ:l k(n—k)! = Z;&(n —k)k! = HZZ;S k! — Z;S kk!

Kako je S 70 kk! = 720 (k + 1) — k! = n! — 0!

nobuja ce ma je

S k=K =Y Tk —nl 0l =14+ r ok =1 (mod n).
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89 0

109 0
233 0
373 0
587 0
659 0
2089 0
5437 0
5801 0
19963 0
429673 0
524969 0
4709681 0

Ta6esa 5: IIpocru GpojeBu p 3a koje je R(p, k) =0

Pacropen, ayna y Tabenu 5 mHemMa HMKAKBY BUJ/BUBY IIPABUIHOCT, IITO j€
CJIMYHO IMIOHAIIAIbY JIeBUX (paxkTOpHjesna u anrepuupajyhnx cyma daxropujesa.

Elo(lp) |1] 2|3 (4|5 |6 |7 8 9 10
P 31|11 | 7|37 |11 |29 | 233 | 19963 | 79

Tabeuia 6: TIpsu npocru 6pojesu p > 2 3a koje je R(p, k) =0u 0 < k <10

Cywme crenenoBa dakropujena S(p, k), onnocno mwuxosu ocraru Q(p, k) cy
WCTIUTHBAHY 3a TpocTe 6pojene u3 maTepBaa [2, 10°], ca kpurepujymom ucruca
10 u makcumasauM creeroM 256. Bpeme moTpebHO 3a 00pa ity mpocTux 6pojeBa
je bumo oko 74 cara, a pe3ynaratu oBOr ekcrepumenta 3a k < 16 ce mamaze y

Tabesnu 7.
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Tab6ena 7: TIpoctn Gpojern p 3a koje Q(p, k) m Q(p, k) — p nmajy ancomyTre

Bpeanoctn < 10
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p \k

10

11

12

14

15

193

197

211

-10

223

227

-1

233

239

241

251

257

263

269

271

277

293

311

317

331

347

349

353

367

373

401

421

433

443

-10

449

463

10

467

487

499

521

523

541

557

563

571

577

599

607

-10

643

659

661

-10

Tabena 7: (HacTaBak)
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p\k 12| 3 |45 |6 | 7|89 101112131415

16

673 -10 -2

751 -8

761 2

769 -5

773 6

829 -4

881 ) 9

971 8

1009 -9

1013 3 0

1019 3

1049 0 -3

1051 7

1087 4

1091 1

1097 10

1129 3 -9

1181 6

1213 2

1303 0

1373 9

1433 9

1453 3

1487 -7

1499 1

1621 -6

1637 -4

Tabena 7: (HacTaBak)

Banaxka ce nepuoauyuHocT y Bpcrama Tabese 7: pemom 3a p = 2,3,5,7,11,13
nyxwuHa nepuofa je 1,2,4,6,10,12. Ilopen tora, mocieamu Opoj y mepuoau je
y HaBemenuMm ciaydajeBuma 0. [TojaBy objammaBa ciiemeha Teopema.

Teopema 5. 3a csakm mpocr 6poj p Hu3 GpojeBa Q(p, k), k = 1,2,3,... je
NepUuoanYan ca MmepuomoM gyzxkube p — 1, ogaocuo Q(p, k +p — 1) = Q(p, k).
[Mopen, Tora Baxku jemuakoct Q(p,p — 1) = 0.

oxa3 llpema majoj PepmaoBoj Teopemu 3a mpocT Opoj p #m 1Meo 6poj a
y3ajamuo mpocT ca p Baxku a1 = 1 (mod p). TlomenyTn nu3 je mepmogmygan
jep 3a mMpom3BOJLHO k BaxKu

Qp,k+p—1) =Yy ithte=t = 07 itk = Q(p, k)

3a cymy crenenoBa dakTopujena, uuju je creneH obmmka k = j(p — 1), 3a
Mpom3BO/BHO j € N, Baxku caerehe:

S(p, k) = 0®P=D 4 = 4 4 (p— 1)!j(p_1) =p-1=0 (mod p) 1j. y
uusy Q(p, k), k = 1,2,... myse cy wianosu ca uniuekcuma j(p — 1) 3a cBaku
npupozaH O6poj j.
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VY mapennoj rabesu npukasanu cy naposu (p, k) 3a koje je Q(p, k) = 0.

P k P k P k P k
1747 | 134 | 5297 | 201 29077 | 142 | 118709 | 118
1787 | 214 | 5431 | 161 29209 | 29 | 124489 | 65
1867 | 155 5683 | 188 30187 | 221 | 140761 | 135
1987 | 132 5779 | 243 30529 | 115 | 152843 | 14
1993 | 124 | 5987 | 244 | 30881 | 144 | 161459 | 48
1999 | 98 6197 | 75 34549 | 200 | 163601 | 129
2099 | 103 6361 | 177 | 36269 | 44 | 169837 | 207
2137 | 24 6637 | 35 36389 | 140 | 181087 | 245
2207 | 158 7417 | 69 38119 | 42 | 191531 | 7
2309 | 159 7561 | 37 42943 | 250 | 199819 | 253
2309 | 238 7793 | 56 43063 | 166 | 210827 | 103
2393 | 122 7817 | 206 | 44617 | 75 | 213091 | 186
2477 | 80 7867 | 143 | 47309 | 120 | 236381 | 80
2551 | 96 8081 | 215 | 47339 | 198 | 251539 | 82
2551 | 149 8377 | 189 | 48073 | 16 | 267961 | 249
2617 | 46 8447 | 79 51869 | 221 | 290057 | 185
2671 | 103 9619 | 240 | 54377 | 10 | 290369 | 204
2719 | 194 | 10433 | 162 55399 | 62 | 298159 | 207
2833 | 43 | 10499 | 28 56263 | 87 | 306739 | 157
3023 | 6 | 10607 | 135 60089 | 108 | 321109 | 155
3049 | 81 | 10631 | 37 62143 | 78 | 322769 | 49
3191 | 179 | 11057 | 127 | 62213 | 137 | 340709 | 27
3307 | 69 | 11827 | 250 | 65609 | 156 | 341179 | 76
3331 | 19 | 11981 | 173 67957 | 250 | 342203 | 177
3529 | 102 | 12503 | 37 73523 | 224 | 343163 | 199
3539 | 228 | 13171 | 129 73897 | 161 | 469939 | 155
3613 | 31 | 13789 | 116 74189 | 170 | 500671 | 119
3617 | 142 | 13859 | 249 74323 | 133 | 553607 | 99
3709 | 135 | 14293 | 29 75337 | 226 | 586541 | 34
3823 | 100 | 15373 | 164 | 81647 | 57 | 599891 | 193
4027 | 250 | 16231 | 98 86753 | 214 | 602081 | 173
4111 | 156 | 16361 | 176 88117 | 19 | 616157 | 191
4339 | 106 | 17093 | 197 | 90917 | 241 | 672029 | 37
4373 | 159 | 17203 | 17 91457 | 206 | 687977 | 150
4451 | 79 | 18211 | 97 97423 | 193 | 782501 | 217
4457 | 72 | 19841 | 56 97967 | 194 | 786673 | 58
4567 | 125 | 20771 | 10 98999 | 197 | 796541 | 28
4673 | 168 | 20879 | 2 | 100669 | 119 | 799873 | 87
4759 | 82 | 22279 | 170 | 104207 | 89 | 822589 | 249
4759 | 235 | 23333 | 49 | 104383 | 229 | 823309 | 45
4871 | 80 | 25409 | 67 | 104597 | 50 | 842267 | 209
4967 | 227 | 26723 | 62 | 104831 | 194 | 843043 | 220
4969 | 202 | 27479 | 16 | 111593 | 248 | 987851 | 113

Tab6esa 8: Ilaposu (p, k) raksu na je Q(p, k) =0, p > 1747, 1 < k < 256
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Hapena Tabena 3a cBako k caap:ku npsu npoct 6poj p 3a xoju je Q(p, k)
HeTpuBHjasHA Hysaa (Hysaa Koja Huje mocnenuna [Teopeme ).

P k P k P k P k

1 89 | 33 29 | 65 18211 | 97

20879 | 2 | 586541 | 34 66 313 | 98
5| 3 51|35 5| 67 5| 99
149 | 4 479 | 36 211 | 68 3823 | 100
5 29 | 37 3307 | 69 47 | 101
23| 6 23 | 38 70 3529 | 102
5| 7 5|39 5|71 5| 103
367 | 8 40 4457 | 72 23 | 104
29 | 9 487 | 41 73 131 | 105
73 | 10 313 | 42 74 757 | 106
5|11 5 |43 5|75 5| 107
1049 | 12 103 | 44 296 | 76 | 60089 | 108
13 233 | 45 7 109
152843 | 14 2617 | 46 62143 | 78 271 | 110
5|15 5 | 47 5|79 5| 111
23 | 16 | 161459 | 48 1087 | 80 112
17203 | 17 859 | 49 229 | 81 | 987851 | 113
109 | 18 23 | 50 23 | 82 114
5|19 5|51 5| 83 5| 115
20 52 84 23 | 116
21 59 | 53 61 | 85 117
1009 | 22 54 86 | 118709 | 118
5|23 5|55 5 | 87 5| 119
2137 | 24 7793 | 56 88 | 47309 | 120
61 | 25 109 | 57 | 104207 | 89 29 | 121
149 | 26 103 | 58 109 | 90 149 | 122
5|27 5|59 51|91 5| 123
23 | 28 23 | 60 367 | 92 1993 | 124
14293 | 29 47 | 61 29 | 93 4567 | 125
30 73 | 62 23 | 94 23 | 126
5| 31 5| 63 51| 95 5| 127
32 64 2551 | 96 1259 | 128

Tabesa 9: TIpsu npocru 6pojesu p > 2 3a koje je Q(p, k) =0, 1 < k < 256,

k#j(p—1)VjeN
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P k P k P k P k
13171 | 129 5431 | 161 47 | 193 83 | 225
130 113 | 162 733 | 194 23 | 226
5| 131 5| 163 5| 195 5| 227
1987 | 132 15373 | 164 196 13 | 228
631 | 133 109 | 165 17093 | 197 | 104383 | 229
1747 | 134 | 43063 | 166 109 | 198 230
5| 135 5 | 167 5| 199 5| 231
136 1381 | 168 34549 | 200 1093 | 232
62213 | 137 59 | 169 281 | 201 29 | 233
23 | 138 23 | 170 4969 | 202 109 | 234
5| 139 5| 171 5| 203 5| 235
521 | 140 172 23 | 204 23 | 236
141 131 | 173 29 | 205 237
211 | 142 181 | 174 73 | 206 2309 | 238
5 | 143 5| 175 5 | 207 5| 239
149 | 144 16361 | 176 208 9619 | 240
61 | 145 29 | 177 89 | 209 90917 | 241
103 | 146 178 1013 | 210 242
5 | 147 5| 179 5| 211 5 | 243
23 | 148 180 212 953 | 244
29 | 149 181 213 47 | 245
687977 | 150 23 | 182 23 | 214 246
5| 151 5| 183 5| 215 5 | 247
149 | 152 184 571 | 216 23 | 248
47 | 153 | 290057 | 185 | 782501 | 217 283 | 249
73 | 154 181 | 186 218 4027 | 250
5| 155 5 | 187 5| 219 5 | 251
4111 | 156 5683 | 188 373 | 220 252
863 | 157 8377 | 189 30187 | 221 521 | 253
2207 | 158 190 222 254
5| 159 5| 191 5| 223 5 | 255
23 | 160 23 | 192 73523 | 224 256

Tabena 9: (macTaBak)

Pacnopen nysna y Tabesn 9 Hema HUKAKBY BH/I/BUBY IIPABUJIHOCT.



5 3ak/bydly U Jajbyu pPa/l

Y oBoMm pajly Cy npejcTaB/beHa HYeTHPHU POrpaMa 3a UCIUTHBAE JIEBOT
dakTopujena, anrepuupajyhie cyme dakTopmjena,  yOUIITema  JEBOT
dakTopujesa u cyme creneHoBa dakTopujesna. Pesymararu 3a jieBu dpakTopujes
u ajrepHupajyhe cyme dakropujesia cy O OYeKWBAHU Tj. HA UCOUTUBAHOM
unTepsasy uuje nuponaljen nupocr 6poj p > 2 Takas ga p|lp, a pesyiararu us [3)
cy norsphenn. Ko yommrema Jsiesor draxkropujesia OTKPUBEHO je j1a 33 CBaKH
npupozan 6poj n Baxku L(n,1) = 1 (mod n) (Teopema 4), nok je 3a cyme
crenenosa dakropujena norsphena nepmommaHocT pesyarara (Teopema b)).
Cruaro Kao KO, JieBOT (baKTOPHUjesIa, HUA KOJ, YOIIITEHA JIEBOT (haKTOPHUjesa,
HU KOJI CyMa CTeleHoBa (hakTopHjesa HUje youyeHa HUKAKBA MPABUIHOCT y BE3U
ca JIeJbUBOCTHMA OJIrOBapajynuM Xumore3u o JIeBOM (PaKTOPHUjeILy.

Moryhu mpaBait Ja/ber pajia y 0Boj 00acTu Morao 0u ma Oye Kopuriheme
BUIIIEMPOIECOPCKUX padyHapa. Y OCHOBH OBOTI MPABIA WUCTPAXKHUBAHA j€
orpomaH Opoj m3padyHaBama Ia Ce TaKO ca MmoBehiameM CUpPOBe MPOIECOPCKE
cHare cMmambyje BpeMme OTPeOHO 3a Ta uspadyHasama. OOpaja BeJuKux
OpojeBa, Kojy orpaHWYaBa JaHAIbU Xap/Bep, Om Tpebasa ma Oyme Moryha y
oymyhuocTH.
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