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4 ÑÀÄ�ÆÀJ



1 Óâîä

Ïîjàì ëåâîã �àêòîðèjåëà óâåî jå �. Êóðåïà [1℄. Ó èñòîì ðàäó Êóðåïà

jå ïîñòàâèî ñëåäå£ó õèïîòåçó: íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà !n è n! jå 2.

Îâà õèïîòåçà, ñà ñâîjèì åêâèâàëåíòèìà, jå ïðåäìåò ìíîãèõ èñòðàæèâà»à,

à ïîjàâ§ójå ñå è ó ê»èçè �. �àjà (R. Guy "Unsolved problems in Number

Theory" [2℄) êàî ïðîáëåì Á44. Õèïîòåçà jå óç ïîìî£ ðà÷óíàðà âèøå ïóòà

ïðîâåðàâàíà, àëè êîíòðàïðèìåð íèjå ïðîíå¢åí. Jåäàí îä öè§åâà îâîã ðàäà

jå êîíñòðóêöèjà ïðîãðàìà êîjè êîðèñòè ïðåäíîñòè ñàâðåìåíå òåõíîëîãèjå,

êàî øòî ñó ïðîöåñîðè ñà âèøå jåçãàðà è 64-áèòíà àðõèòåêòóðà, çà ïðîâåðó

Êóðåïèíå õèïîòåçå íà øòî âå£åì ïî÷åòíîì èíòåðâàëó ñêóïà ïðèðîäíèõ

áðîjåâà.

Ïîðåä ïîìåíóòîã ïðîãðàìà êîíñòðóèñàíà ñó jîø òðè ñëè÷íà êîjè ñå

áàâå èñïèòèâà»åì àëòåðíèðàjó£å ñóìå �àêòîðèjåëà, óîïøòå»åì ëåâîã

�àêòîðèjåëà è ñóìàìà ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà. Õèïîòåçà î àëòåðíèðàjó£èì

ñóìàìà �àêòîðèjåëà An = n!− (n− 1)! + (n− 2)!−+ . . .− (−1)
n
1! ñå òàêî¢å

íàëàçå ó ê»èçè [2℄ êàî ïðîáëåì Á43. Êàêî ñó íåêè áðîjåâè An ïðîñòè,

ïîñòàâ§åíî jå ïèòà»å äà ëè ìå¢ó »èìà áåñêîà÷íî ìíîãî ïðîñòèõ. Ïðîáëåì

jå ðåøèî Ì. Æèâêîâè£ [3℄. Ïîøòî ðåøå»å ïðîáëåìà âå£ ïîñòîjè îíäà jå

öè§ îâîã ñåãìåíòà ðàäà êîíñòðóêöèjà ïðîãðàìà êîjè êîðèñòè òðåíóòíî

äîñòóïíó òåõíîëîãèjó ðàäè óïîðå¢èâà»à áðçèíå îáðàäå ïîäàòàêà ñà

òåõíîëîãèjîì äîñòóïíîì ó 1999.

Êàäà ñó ó ïèòà»ó óîïøòå»å ëåâîã �àêòîðèjåëà è ñóìå ñòåïåíîâà

�àêòîðèjåëà, öè§ jå èñïèòèâà»å ïîñòîjà»à ñëè÷íèõ ïðàâèëíîñòè êàî êîä

ëåâîã �àêòîðèjåëà, êàî è áèëî êàêâèõ äðóãèõ ïðàâèëíîñòè ìå¢ó äîáèjåíèì

ðåçóëòàòèìà.



2 Åðàòîñòåíîâî ñèòî

Åðàòîñòåíîâî ñèòî jå àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïðîñòèõ áðîjåâà îä äâà äî

çàäàòå ãðàíèöå. Óëàç ó àëãîðèòàì ïðåäñòàâ§à ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà, ó

îïñåãó îä äâà äî çàäàòå ãðàíèöå, èç êîãà ñå çàòèì èçáàöójó áðîjåâè êîjè íèñó

ïðîñòè êàêî áè íà êðàjó ó ñêóïó îñòàëè ñàìî ïðîñòè áðîjåâè. Àëãîðèòàì ñå

îäâèjà ó ïàð jåäíîñòàâíèõ êîðàêà êîjè ñå öèêëè÷íî ïîíàâ§àjó. Íà ïî÷åòêó

ïðâîã öèêëóñà áðîj äâà ñå îçíà÷àâà êàî ïðîñò áðîj è çàòèì ñå èç ñêóïà ðåäîì

èçáàöójó ñâè áðîjåâè êîjè ñó äå§èâè ñà äâà. Ó ñâàêîì íàðåäíîì öèêëóñó

áèðà ñå ïðâè íå èçáà÷åíè áðîj êîjè ñå íàëàçè îäìàõ ïîñëå îçíà÷åíîã ïðîñòîã

áðîjà èç ïðåòõîäíîã öèêëóñà è òàêî èçàáðàí áðîj ñå îçíà÷àâà êàî ïðîñò.

Äà§å ñå èçáàöójó ñâè áðîjåâè êîjó ñó äå§èâè áðîjåì êîjè jå îçíà÷åí êàî

ïðîñò çà òàj öèêëóñ. Öèêëóñè ñå ïîíàâ§àjó ñâå äîê ñå íå äî¢å äî çàäàòå

ãðàíèöå òj. äîê ó ñêóïó íå îñòàíó ñàìî ïðîñòè áðîjåâè.

Íà îñíîâó ñëåäå£å òåîðåìå îâàj ïîñòóïàê ìîæå äà ñå ñêðàòè, äîâî§íî

jå äà öèêëóñè èäó äî êâàäðàòíîã êîðåíà ãîð»å ãðàíèöå óìåñòî äî ñàìå

ãðàíèöå.

Òåîðåìà 1. Àêî jå ïîçèòèâàí öåî áðîj n ñëîæåí áðîj, òàäà n èìà ïðîñò

�àêòîð p, òàêàâ äà jå p2 ≤ n.

Äîêàç Íåêà jå p íàjìà»è ïðîñò �àêòîð áðîjà n. Àêî ñó r è s íåòðèâèjàëíè

�àêòîðè áðîjà n = rs, îíäà jå p ≤ r è p ≤ s, èç ÷åãà ñëåäè äà jå p2 ≤ rs = n.



3 Ëåâè �àêòîðèjåëè, õèïîòåçå è

óîïøòå»à

3.1 Ëåâè �àêòîðèjåë

Äå�èíèöèjà 1. (Êóðåïà [1℄)Çà ñâàêè íåíåãàòèâàí öåëè áðîj n íåêà jå ëåâè

�àêòîðèjåë !n äå�èíèñàí ñà

!n = 0! + 1! + 2! + . . . + (n − 1)!

Ó èñòîì ðàäó Êóðåïà jå ïîñòàâèî ïèòà»å äà ëè jå !n 6≡ 0 (mod n), çà
ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n ≥ 2. Ïîøòî jå ðåëàöèjà çàäîâî§åíà çà áðîjåâå

3,4,5,6,7, à ñàìèì òèì è çà »èõîâå óìíîøêå, ñëåäè äà èìà áåñêîíà÷íî

ìíîãî áðîjåâà n çà êîjå jå !n 6≡ 0 (mod n). Øòà âèøå, ó ðàäó ïîñòàâ§åíà

õèïîòåçà äà jå 2 íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà !n è n!.

Íåêà jå

r(n) =!n (mod n) (1)

Jåäàí îä öè§åâà îâîã ðàäà jå êîíñòðóêöèjà ïðîãðàìà êîjè ïðîâåðàâà äà ëè

ïîñòîjè òàêâî n çà êîjå r(n) = 0, à òî jå ójåäíî è ïðîáëåì Á44 ó ê»èçè [2℄.

Äî ñàäà jå áèëî âèøå ðà÷óíàðñêèõ ïðîâåðà îâîã ïðîáëåìà, êàî øòî ñó: Æ.

Ìèjàjëîâè£ çà n < 311009 [5℄, Ì. Æèâêîâè£ çà n < 223 [3℄,

È. �àëîò (Y. Gallot) çà n < 226 [6℄, Ï �îáëèíã (P. Jobling) çà

n < 144000000 [7℄ è Ì. Òàòàðåâè£ çà n < 109 [8℄.

Çà ïðîâåðó îâîã ïðîáëåìà íèjå ïîòðåáíî âðøèòè èñïèòèâà»å çà ñâå

ïðèðîäíå áðîjåâå, âå£ jå òî äîâî§íî óðàäèòè çà ïðîñòå áðîjåâå. Çàèñòà,

àêî çà íåêè ñëîæåíè áðîj n âàæè !n ≡ 0 (mod n), òj. n|!n, îíäà çà ñâàêè

ïðîñòè áðîj p êîjè äåëè n âàæè ñëåäå£å:

Òåîðåìà 2. Àêî çà ïðèðîäàí áðîj n âàæè n|!n îíäà çà ñâàêè ïðîñò áðîj p,

êîjè äåëè n, âàæè p|!p.

Äîêàç Àêî p|n è n|!n òî ïîâëà÷è äà p|!n. Kàêî p äåëè

p!, (p + 1)!, . . ., (n − 1)! è p äåëè !n, a !n =!p + p! + (p + 1)! + . . . + (n − 1)!,
îíäà p äåëè !p
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3.2 Àëòåðíèðàjó£å ñóìå �àêòîðèjåëà

Äå�èíèöèjà 2. (�. �àj [2℄, ïðîáëåì Á43) Àëòåðíèðàjó£å ñóìå �àêòîðèjåëà

ñó äå�èíèñàíå ía ñëåäå£è íà÷èí:

An = n! − (n − 1)! + (n − 2)! − + . . . − (−1)n1!

Ïîøòî ñó íåêè ïðîñòè áðîjåâè îáëèêà An (3! − 2! + 1! = 5, èòä.)

ïîñòàâ§åíî jå ïèòà»å äà ëè ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî òàêâèõ ïðîñòèõ

áðîjåâà. Íåêà jå

a(n) = An−1 (mod n) (2)

Àêî ïîñòîjè n òàêâî äà a(n) = 0 îíäà n äåëè è Am çà ñâå m ≥ n, ïà ïîñòîjè

ñàìî êîíà÷íî ìíîãî ïðîñòèõ áðîjåâà îáëèêà An. Îäãîâîð íà îâî ïèòà»å äàî

jå Ì. Æèâêîâè£ [3℄ ïîêàçàâøè äà àêî jå p = 3612703 îíäà p|An, ∀n ≥ p.

3.3 Óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà

Ëåâè �àêòîðèjåë ñå ìîãó óîïøòèòè íà âèøå íà÷èíà. Jåäíà ìîãó£íîñò

jå äà ñå óâåäó íèçîâè L(n, k) êàî óîïøòåíè �àêòîðèjåëè ðåäà k. Ïðè òîìå

ñó L(n, 0) =!n ñàìè ëåâè �àêòîðèjåëè, à óîïøòåíè �àêòîðèjåëè ðåäà k ñó

êóìóëàòèâíå ñóìå óîïøòåíèõ ëåâèõ �àêòîðèjåëà ðåäà k − 1 çà k ≥ 1.

Äå�èíèöèjà 3. Çà íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå n, k íåêà jå óîïøòå»å ëåâîã

�àêòîðèjåëà äå�èíèñàíî ñà

L(n, k) =







1, n = 1
!n, k = 0
L(n − 1, k) + L(n, k − 1), n > 1







Ó Òàáåëè 1 íàâåäåíè ñó áðîjåâè L(n, k) çà n, k ≤ 8.

n \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 4 7 11 16 22 29 37 46 56

4 10 17 28 44 66 95 132 178 234

5 34 51 79 123 189 284 416 594 828

6 154 205 284 407 596 880 1296 1890 2718

7 874 1079 1363 1770 2366 3246 4542 6432 9150

8 5914 6993 8356 10126 12492 15738 20280 26712 35862

Òàáåëà 1: L(n, k), 1 ≤ n ≤ 8, 0 ≤ k ≤ 8

Óîïøòåíè �àêòîðèjëè ðåäà k ìîãó ñå ïðåäñòàâèòè êàî ñóìå ïðîèçâîäà

�àêòîðèjåëà è îäãîâàðàjó£èõ ïîëèíîìà L(n, k) =
∑n

i=1 i!Pk(i).
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Ñïåöèjàëíî, P0(i) = 1 jåð je L(n, 0) =!n =
∑n−1

i=0 i! =
∑n

i=1(n − i)!. Ó

ñëåäå£èì ðåäîâèìà áè£å èçâåäåíå �îðìóëå çà ïðâà òðè óîïøòå»à.

Óîïøòåíè ëåâè �àêòîðèjåëè ðåäà 1 ìîãó ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó:

L(n, 1)

=!1+!2 + . . . +!n

= (0!) + (0! + 1!) + . . . + (0! + 1! + . . . + (n − 1)!)

= n · 0! + (n − 1)1! + . . . + 1(n − 1)!

=
∑n−1

i=0 (n − i)i! =
∑n

i=1 i(n − i)!

Äàêëå, âèäè ñå äà jå P1(i) = i =
(

i

1

)

Óîïøòåíè ëåâè �àêòîðèjåëè ðåäà 2 ìîãó ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó:

L(n, 2)

= (!1) + (!1+!2) + . . . + (!1+!2 + . . . +!n)

= n·!1 + (n − 1)!2 + . . . + 1·!n

= n(0!) + (n − 1)(0! + 1!) + . . . + 1 · (0! + 1! + . . . + (n − 1)!)

= n(n+1)
2 0! + (n−1)n

2 1! + . . . + 1(1+1)
2 (n − 1)!

=
∑n−1

i=0
(n−i)(n−i+1)

2 i! =
∑n

i=1
i(i+1)

2 (n − i)!

Äàêëå, âèäè ñå äà jå P2(i) = i(i+1)
2 =

(

i+1
2

)

Óîïøòåíè ëåâè �àêòîðèjåëè ðåäà 3 ìîãó ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó:

L(n, 3)

= (!1) + ((!1) + (!1+!2)) + . . . + ((!1) + (!1+!2) + . . . + (!1+!2 + . . . +!n))

= n·!1 + (n − 1)(!1+!2) + . . . + 1 · (!1+!2 + . . . +!n)

= n·(n+1)
2 !1 + (n−1)n

2 !2 + . . . + 1·(1+1)
2 !n

= n·(n+1)
2 0! + (n−1)n

2 (0! + 1!) + . . . + 1·(1+1)
2 (0! + 1! + . . . + (n − 1)!)

= (n·(n+1)
2 + (n−1)n

2 + . . . + 1·(1+1)
2 )0!+

+( (n−1)n
2 + (n−2)(n−1)

2 + . . . + 1·(1+1)
2 )1! + . . . + 1·(1+1)

2 (n − 1)!

=
∑n−1

i=0 i! ·
∑n−i

j=1
j(j+1)

2 =
∑n

i=1(n − i)! ·
∑i

j=1
j(j+1)

2

Äàêëå, âèäè ñå äà jå P3(i) =
∑i

j=1
j(j+1)

2 =
(

i+2
3

)

Ïîëèíîìè Pk(i) ìîãó ñå ïðåäñòàâèòè êàî áèíîìíè êîå�èöèåíòè ïà jå

òàêî P0(i) = i =
(

i−1
0

)

, P1(i) = i =
(

i

1

)

, P2(i) = i(i+1)
2 =

(

i+1
2

)

, P3(i) =

∑i

j=1
j(j+1)

2 =
(

i+2
3

)

, èòä. Ìîæå ñå äàêëå ïðåòïîñòàâèòè äà âàæè ñëåäå£à

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Áðîjåâè L(n, k) ìîãó ñå èçðàçèòè ó îáëèêó
∑n

i=1(n− i)!
(

i+k−1
k

)

.
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Äîêàç Òâð¢å»å òåîðåìå äîêàçójå ñå èíäóêöèjîì. Íåïîñðåäíî ñå ïðîâåðàâà

äà jå òâð¢å»å òåîðåìå òà÷íî çà k = 0 è n ïðîèçâî§íî, îäíîñíî çà n = 1 è k

ïðîèçâî§íî. Îâî jå áàçà äîêàçà èíäóêöèjîì è ïîêðèâà ïðâó âðñòó è

êîëîíó òàáåëå ñà óîïøòåíèì ëàâèì �àêòîðèjåëèìà. Äà ñå òåîðåìà

äîêàæå, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà îíà âàæè çà L(n, k)
àêî âàæè çà L(n − 1, k) è L(n, k − 1). Ïðåìà äå�èíèöèjè jå

L(n, k) = L(n, k − 1) + L(n − 1, k). Êàêî jå L(n, k − 1) =
∑n

i=1(n − i)!
(

i+k−2
k−1

)

è L(n − 1, k) =
∑n−1

i=1 (n − 1 − i)!
(

i+k−1
k

)

ñàáèðà»åì ñå äîáèjà:

L(n, k − 1) + L(n − 1, k)

=
∑n

i=1(n − i)! i(i+1)...(i+k−2)
(k−1)! +

∑n−1
i=1 (n − 1 − i)! i(i+1)...(i+k−1)

k!

=
∑n

i=2(n − i)! i(i+1)...(i+k−2)
(k−1)! + (n − 1)!1·(1+1)·...·(1+k−2)

(k−1)!

+
∑n−1

i=1 (n − 1 − i)! i(i+1)...(i+k−1)
k!

=
∑n−1

i=1 (n − 1 − i)! (i+1)(i+2)...(i+k−1)
(k−1)! + (n − 1)!

+
∑n−1

i=1 (n − 1 − i)! i(i+1)...(i+k−1)
k!

=
∑n−1

i=1 (n − 1 − i)! (i+1)(i+2)...(i+k−1)
(k−1)! (1 + i

k
) + (n − 1)!

=
∑n−1

i=1 (n − 1 − i)! (i+1)(i+2)...(i+k)
k! + (n − 1)!

=
∑n

i=2(n − i)! i(i+1)...(i−1+k)
k! + (n − 1)!

=
∑n

i=1(n − i)! i(i+1)...(i+k−1)
k! =

∑n

i=1(n − i)!
(

i+k−1
k

)

= L(n, k)

Íåêà jå

R(p, k) = L(p, k) mod p (3)

Ó âåçè ñà óîïøòåíèì ëåâèì �àêòîðèjåëèìà ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè çà

»èõ âàæå ñëè÷íà òâð¢å»à êàî çà îáè÷íå ëåâå �àêòîðèjåëå îäíîñíî äà ëè ñó

ìîãó£å jåäíàêîñòè R(p, k) = 0.

3.4 Ñóìå ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà

Äðóãî ìîãó£å óîïøòå»å ëåâèõ �àêòîðèjåëà ñó ñóìå ñòåïåíîâà

�àêòîðèjåëà.

S(n, k) = 0!k + 1!k + . . . + (n − 1)!
k

=
∑n−1

i=0 i!k

Çà k = 1 ñó òî îáè÷íè ëåâè �àêòîðèjåëè. Êàêî ñó îâîj ñóìè ñâè ñàáèðöè
ñåì ïðâà äâà ïàðíè, ñóìà jå ïàðíà çà n ≥ 2 è ñïåöèjàëíî 2 äåëè !2.

Îâà îñîáèíà ñå ìîæå óîïøòèòè. Êàêî çà 0 ≤ i ≤ p − 1 ïðåìà ìàëîj

Ôåðìàîâîj òåîðåìè âàæè i!p−1 ≡ 1 (mod p), çàê§ó÷ójå ñå äà jå

S(p, p − 1) = 0!p−1 + 1!p−1 + ... + (p − 1)!p−1 ≡ 0 (mod p) ïà jå S(n, p − 1)
äå§èâî ñà p çà ñâàêî n ≥ p. Äàêëå, àêî jå k = p − 1 ãäå jå p ïðîñò áðîj,

îíäà ìå¢ó áðîjåâèìà S(n, k) ìîæå äà áóäå ñàìî êîíà÷íî ìíîãî ïðîñòèõ.
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Ïðèðîäíî jå ðàçìàòðàòè îñòàòêå

Q(p, k) = S(p, k) (mod p) (4)

è ïîòåíöèjàëíå jåäíàêîñòè Q(p, k) = 0. Èç èçëîæåíîã ñå âèäè äà jå óâåê

Q(p, p − 1) = 0, ïà îñòàjå äà ñå ïðîâåðè ïîñòîjà»å îñòàëèõ, íåòðèâèjàëíèõ

jåäíàêîñòè Q(p, k) = 0.



4 Ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà è ðåçóëòàòè

Çà ïðîíàëàæå»å ïðîñòèõ áðîjåâà p çà êîjå ñó r(p)(1), a(p)(2), R(p, k) (3)
çà íåêî k, è Q(p, k) (4) çà íåêî k jåäíàêè 0, íàïðàâ§åíà ñó ÷åòèðè ïðîãðàìà.

Îâè ïðîãðàìè ñå ðàçëèêójó ïî �èíêöèjàìà êîjå îáðà¢ójó ïðîñòå áðîjåâå äîê

ñó ãåíåðèñà»å ïðîñòèõ áðîjåâà è ïàðàëåëèçàöèjà ðåàëèçîâàíè íà èñòè íà÷èí

ó ñâà ÷åòèðè ïðîãðàìà.

4.1 Åðàòîñòåíîâî ñèòî

Çà ãåíåðèñà»å ïðîñòèõ áðîjåâà êîðèñòè ñå àëãîðèòàì êîjè ñå áàçèðà íà

Åðàòîñòåíîâîì ñèòó. Ïðîñòèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 225 èìà 2063689 è îíè ñå

ñìåøòàjó ó ñòàòè÷êè íèç (nizProstih). Ïîðåä îâîã íèçà êðåèðà ñå è íèç

êâàäðàòà (nizKvadrata) ïðîñòèõ áðîjåâà êîjè ñå êîðèñòè ó ñêëàäó ñà

Òåîðåìîì 1. Ïîøòî jå 5801 ïðâè ïðîñò áðîj ÷èjè jå êâàäðàò âå£è îä 225

îíäà jå îâaj êâàäðàò óçåò êàî ïîñëåä»è çà óïèñ ó nizKvadrata. Íà

èíòåðâàëó [2, 5801] èìà 761 ïðîñòèõ áðîjåâà ïà ñå çàòî nizKvadrata

èíèöèjàëèçójå íà òó äóæèíó. Ê�oäà îâîã àëãîðèòìà jå ñëåäå£è:

int nizProstih[2063689℄;

nizProstih[0℄ = 2;

int nizKvadrata[761℄;

nizKvadrata[0℄ = 4;

bool prost;

pozi
ijaSlede
egProstog = 1;

duzinaNizaKvadrata = 1;

for( int i = 3; i <= 33554432; i++ )

{

prost = true;

pozi
ijaKvadrata = 0;

while( pozi
ijaKvadrata < duzinaNizaKvadrata )

{

if( i < nizKvadrata[pozi
ijaKvadrata℄ )

{

break;

}

/* pozi
ijaKvadrata ójåäíî ïðåäñòàâ§à è ïîçèöèjó

îäãîâàðàjó£åã ïðîñòîã áðîjà èç íèñêå nizProstih */

else if( i % nizProstih[pozi
ijaKvadrata℄ == 0 )

{

prost = false;

break;

}

pozi
ijaKvadrata++;

}

if( prost )

{
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nizProstih[pozi
ijaSlede
egProstog℄ = i;

pozi
ijaSlede
egProstog++;

if( duzinaNizaKvadrata < 761)

{

nizKvadrata[duzinaNizaKvadrata℄ = i * i;

duzinaNizaKvadrata++;

}

}

}

Íà ïî÷åòêó ñå ó nizProstih óïèñójå 2 êàî ïðâè ïðîñò áðîj, à ó nizKvadrata

ñå óïèñójå 4 êàî êâàäðàò îä 2. Èñïèòójó ñå ñâè áðîjåâè îä 3 äî 2
25. Ïî

óëàñêó ó ãëàâíó ïåò§ó ïðåòïîñòàâè ñå äà jå áðîj êîjè èñïèòójåìî ïðîñò òàêî

øòî ñå áóëîâñêîj ïðîìåí§èâîj prost äîäåëè âðåäíîñò true. Çà èñïèòèâà»å

ñå êîðèñòå ïðåòõîäíî íà¢åíè ïðîñòè áðîjåâè ≤ 5801, êàî è »èõîâè êâàäðàòè.

Ïðâî ñå ïðîâåðàâà äà ëè jå áðîj, êîjè ñå èñïèòójå, ìà»è îä êâàäðàòà ïðîñòîã

áðîjà ïîìî£ó êîãà ñå âðøè òðåíóòíî èñïèòèâà»å. Àêî jå òî ñëó÷àj îíäà

ïðåìà Òåîðåìè 1 íåìà ïîòðåáå äà ñå èñïèòójå äà§å jåð ñå äîøëî äî ïðîñòîã

áðîjà ÷èjè jå êâàäðàò âå£è îä áðîjà êîjè ñå èñïèòójå, à íèjåäàí ïðåòõîäíè

ïðîñò áðîj íèjå äåëèî áðîj êîjè ñå èñïèòójå. Ïîìî£ó break íàðåäáå ñå èçëàçè

èç ïåò§å è áðîj ñå óïèñójå íà îäãîâàðàjó£å ìåñòî ó nizProstih (çà ñëó÷àj äà

jå èñïèòèâàíè áðîj ≤ 5801 îíäà ñå è »åãîâ êâàäðàò óïèñójå íà îäãîâàðàjó£å

ìåñòî ó nizKvadrata). Ó ñëó÷àjó äà jå èñïèòèâàíè áðîj âå£è îä êâàäðàòà

ïðîñòîã áðîjà, êîjèì ñå âðøè èñïèòèâà»å, ïðåëàçè ñå íà äðóãó ïðîâåðó.

Äðóãîì ïðîâåðîì ñå óòâð¢ójå äà ëè ïðîñò áðîj, êîjèì ñå âðøè ïðîâåðà,

äåëè áðîj êîjè ñå ïðîâåðàâà. Àêî ñå óòâðäè äà ïðîñò áðîj äåëè áðîj êîjè

ñå ïðîâåðàâà òèìå jå äîêàçàíî äà èñïèòèâàíè áðîj íèjå ïðîñò, ïà ñå òàêî è

îçíà÷àâà (ïðîìåí§èâîj prost äîäåëè ñå âðåäíîñò false), íàêîí ÷åãà ñå èçëàçè

èç ïåò§å ïîìî£ó êîìàíäå break. Ó ñóïðîòíîì èñïèòèâà»å ñå íàñòàâ§à

ñëåäå£èì íà¢åíèì ïðîñòèì áðîjåì ìà»èì îä 5801. Îâàj ïðîöåñ ñå íàñòàâ§à

äîê ñå íå íà¢ó ñâè ïðîñòè áðîjåâè ìà»è îä 2
25 è óïèøó ó nizProstih.

4.2 Ïàðàëåëèçàöèjà - íèòè

Ñâà ÷åòèðè ïðîãðàìà íàìå»åíà ñó äà îáðàäå âåëèêè áðîj ïðîñòèõ

áðîjåâà. Âå£è áðîj jåçãàðà íà äàíàø»èì ïðîöåñîðèìà îìîãó£àâàjó äà ñå

îâà îáðàäà óáðçà òàêî øòî ñå âèøå ïðîñòèõ áðîjåâà ïàðàëåëíî îáðà¢ójó

ïîìî£ó òèõ jåçãàðà. Ó îâó ñâðõó êîðèø£åíå ñó íèòè. Ïðîãðàìè ñó

èçâðøàâàíè íà ïðîöåñîðó ñà äâà jåçãðà (Intel Core 2 Duo 2.2GHz), aëè ñó

íàïèñàíè òàêî äà ñå ìîãó èçâðøàâàòè è íà ðà÷óíàðèìà ñà âèøå jåçãàðà.

Êàêî áè ñå îäðåäèî îïòèìàëàí áðîj íèòè ïîòðåáíî jå äî£è äî èí�îðìàöèjå

î áðîjó jåçãàðà. Ó çàâèñíîñòè îä îïåðàòèâíîã ñèñòåìà ðàçëèêójó ñå

êîìàíäå êîjèìà ñå äîáèjàjó ñèñòåìñêå èí�îðìàöèjå (áðîj jåçãàðà ó îâîì

ñëó÷àjó). Ïîøòî ñó ïðîãðàìè ïðåäâè¢åíè çà ðàä ïîä Linux-îì êîðèñòè ñå

ñëåäå£à êîìàíäà:

int brPro
esora = ( int ) sys
onf( _SC_NPROCESSORS_ONLN );
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Ôóíêöèjà sys
onf âðà£à öåëîáðîjíó âðåäíîñò òèïà long è ñëóæè çà

äîáèjà»å âðåäíîñòè íåêîã ñèñòåìñêîã ëèìèòà èëè îïöèjå, äîê ñå ïîìî£ó

ïàðàìåòðà _SC_NPROCESSORS_ONLN äîáèjà áðîj àêòèâíèõ jåçãàðà.

Ïàðàëåëèçàöèjà jå ðåøåíà òàêî øòî ñå jåäíà íèò êîðèñòè çà îáðàäó

jåäíîã ïðîñòîã áðîjà. Ïîðåä òîãà øòî ñâàêà íèò èìà äðóãà÷èjè ïðîñò áðîj

çà îáðàäó îíå èìàjó è ïîñåáàí ïðîñòîð çà ñêëàäèøòå»å ðåçóëòàòà ïà jå

òèìå îáåçáå¢åíî äà »èõîâ ðàä íå çàâèñè îä äðóãèõ íèòè jåð íåìà äå§åíèõ

ïîäàòàêà ìå¢ó »èìà. Êîëèêî £å ïðîñòèõ áðîjåâà ïàðàëåëíî áèòè

îáðà¢èâàíî òj. êîëèêî £å íèòè èñòîâðåìåíî áèòè êðåèðàíî ó jåäíîì áëîêó

çàâèñè îä áðîjà ïðîöåñîðà. Ñëåäå£è áëîê íèòè ñå êðåèðà êàäà ñâå íèòè èç

ïðåòõîäíîã áëîêà çàâðøå îáðàäó è êàäà ñå »èõîâè ðåçóëòàòè óïèøó íà

îäãîâàðàjó£à ìåñòà. Ïðîñòè áðîjåâè êîjè ñå èñòîâðåìåíî îáðà¢ójó ñó

ñóñåäíè ïà ñó çàòî ðàçëèêå ó âðåìåíèìà ïîòðåáíèì çà »èõîâó îáðàäó

çàíåìàð§èâe. Ïîñòîjè ìîãó£íîñò äà áðîj ïðîñòèõ áðîjåâà íèjå ñðàçìåðàí

áðîjó jåçãàðà. Ó òîì ñëó÷àjó áëîêîâè ñå êðåèðàjó äîê èìà äîâî§íî

ïðîñòèõ áðîjåâà äà ñå ñâàêè îä »èõ ïîïóíè, à çà ïðîñòå áðîjåâå êîjè íà

êðàjó ïðåîñòàíó êðåèðàjó ñå äîäàòíå íèòè (íïð. àêî òðåáà äà ñå îáðàäè

äåâåò ïðîñòèõ áðîjåâà ïîìî£ó ÷åòèðè jåçãðà òî çíà÷è äà £å ñå íàêîí äâà

áëîêà îä ÷åòèðè íèòè êðåèðàòè jîø jåäíà íèò çà ïîñëåä»è ïðîñò áðîj).

Îâàêî ðåàëèçîâàíà ïàðàëåëèçàöèjà îìîãó£àâà äà ñå ìàêñèìàëíî èñêîðèñòå

ñâà jåçãðà ïðîöåñîðà çà óáðçàâà»å èçâðøàâà»à ïðîãðàìà óç ìèíèìàëíå

ãóáèòêå êàî øòî ñó ðàçëè÷èòà âðåìåíà îáðàäà ïðîñòèõ áðîjåâà óíóòàð

jåäíîã áëîêà è öèêëóñè êðåèðà»à è ãàøå»à íèòè. Ê�oä çà ðàä ñà íèòèìà jå

ïðåäñòàâ§åí ó ñëåäå£èì ðåäîâèìà:

int nitiNaRedu = 0;

pthread_t niti[brPro
esora℄;

rezultatNiti = new string[brPro
esora℄;

zaObradu zo[brPro
esora℄;

for( int i = 0; i < 2063689 ; i++ )

{

/* donja_g è gornja_g ÷óâàjó âðåäíîñòè ïðåòõîäíî çàäàòèõ

ãðàíèöà èíòåðâàëà íàä êîjèì ñå âðøè èñïèòèâà»å */

if( nizProstih[i℄ >= donja_g

&& nizProstih[i℄ <= gornja_g )

{

// ïðèïðåìà ïðîñòèõ áðîjåâà çà îáðàäó

if( nitiNaRedu < brPro
esora )

{

zo[nitiNaRedu℄.prostBr = nizProstih[i℄;

zo[nitiNaRedu℄.redniBr = nitiNaRedu;

nitiNaRedu++;

}

// áëîêîâñêà îáðàäà ïðîñòèõ áðîjåâà

else if( nitiNaRedu == brPro
esora )

{



4.2 Ïàðàëåëèçàöèjà - íèòè 15

// êðåèðà»å íèòè

for( int k = 0; k < brPro
esora; k++ )

{

while( pthread_
reate( &niti[k℄, NULL,

nit, &zo[k℄ ) );

}

// ïðîâåðà çàâðøåòêà ðàäà íèòè è î÷óâà»å ðåäîñëåäà

for( int k = 0; k < brPro
esora; k++ )

{

if( pthread_join( niti[k℄, NULL ) )

{


out << "Greska prilikom ra
unanja niti za

broj " << zo[k℄.prostBr << endl;

exit( 1 );

}

// upis u odgovaraju�
i fajl

if( rezultatNiti[k℄ != "" )

{

izlazniFajl << rezultatNiti[k℄ << endl

<< endl;

}

}

nitiNaRedu = 0;

/* ó îâîì êîðàêó èòåðàöèjå nizProstih[i℄ íèjå

ïðèïðåì§åí çà îáðàäó âå£ ñó îáðà¢èâàíè

ïðåòõîäíî ïðèïðåì§åíè ïðîñòè áðîjåâè ïà jå

ïîòðåáíî óìà»èòè ïðîìåí§èâó i êàêî íå áè

äîøëî äî ïðåñêàêà»à */

i--;

}

}

else if( nizProstih[i℄ >= gornja_g )

{

break;

}

}

// îáðàäà ïðåîñòàëèõ ïðîñòèõ áðîjåâà

if( nitiNaRedu != 0 )

{

for( int k = 0; k < nitiNaRedu; k++ )

{

while( pthread_
reate( &niti[k℄, NULL,

nit, &zo[k℄ ) );

}

for( int k = 0; k < nitiNaRedu; k++ )

{

if( pthread_join( niti[k℄, NULL ) )

{
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out << "Greska prilikom ra
unanja niti za

broj " << zo[k℄.prostBr << endl;

exit( 1 );

}

if( rezultatNiti[k℄ != "" )

{

izlazniFajl << rezultatNiti[k℄ << endl << endl;

}

}

}

Ïðè ðàäó ñà íèòèìà êîðèø£åíà jå POSIX (Portable Operating System

Interfa
e) �àìèëèjà ñòàíäàðäà [9℄. Óê§ó÷èâà»åì çàãëàâ§à pthread.h íà

ïî÷åòêó ê�oäà îìîãó£åí jå ðàä ñà îâèì íèòèìà. Çà »èõîâî êðåèðà»å

êîðèñòè ñå �óíêöèjà pthread_
reate(). Ïðèëèêîì êðåèðà»à íèòè ìîãó£å jå

ïðîñëåäèòè ñàìî jåäàí àðãóìåíò. Îâàj ïðîáëåì je ðåøåí òàêî øòî jå

íèòèìà ïðîñëå¢åíà ñëåäå£à ñòðóêòóðà:

stru
t zaObradu

{

int prostBr; // ïðîñò áðîj çà êîjè ñå âðøè îáðàäà

int redniBr; /* ðåäíè áðîj çíàêîâíå íèñêå ó êîjó

ñå óïèñójå ðåçóëòàò */

};

Íèòèìà ñå ïðîñëå¢ójå ïîêàçèâà÷ íà àðãóìåíò òj. íà ñòðóêòóðó, àëè êàêî

ñå î÷åêójå äà jå òî ïîêàçèâà÷ íà òèï void ïîòðåáíî jå äà ñå ó îêâèðó ñàìå

íèòè ïðåâåäå ó ïîêàçèâà÷ íà îäãîâàðàjó£è òèï. pthread_
reate() âðà£à íóëó

àêî jå íèò óñïåøíî êðåèðàíà èëè áðîj êîjè îçíà÷àâà ãðåøêó äî êîjå jå äîøëî.

Íåêà jå ñà À îçíà÷åíà íèò èç êîjå ñå ïîçèâà �óíêöèjà pthread_join(), à ñà Á

íèò êîjà ñå ïîçèâà îâîì �óíêöèjîì, òàäå ñå íèò À ñóñïåíäójå äîê ñå íèò Á íå

èçâðøè. Ó ñëó÷àjó äà jå íèò Á âå£ çàâðøèëà îíäà íå äîëàçè äî ñóñïåíçèjå

íèòè À. Íà îâàj íà÷èí ñå îáåçáå¢ójå äà ñâå íèòè çàâðøå ñâîj çàäàòàê, êàî

è äà ñå î÷óâà ðåäîñëåä ðåçóëòàòà. Ôóíêöèjà pthread_join() âðà£à íóëó àêî

jå öè§àíà íèò óñïåøíî çàâðøèëà èëè áðîj êîjè îçíà÷àâà ãðåøêó äî êîjå jå

äîøëî.

Ó îêâèðó ïðîãðàìà çà ëåâå �àêòîðèjåëå è àëòåðíèðàjó£å ñóìå çà jåäàí

ïðîñò áðîj ãåíåðèøå ñå jåäàí ðåçóëòàò, äîê ñå ó îêâèðó ïðîãðàìà çà

óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà è ñóìà ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà çà jåäàí ïðîñò

áðîj ãåíåðèøå íèç ðåçóëòàòà. Çáîã îâîãà ïîñòîjè ìàëà ðàçëèêà ó ñàìèì

èìïëåìåíòàöèjàìà íèòè ó îêâèðó îâà ÷åòèðè ïðîãðàìà jåð ñå ó ïðâà äâà

êîðèñòè ñàìî jåäíà öåëîáðîjíà ïðîìåí§èâà çà ðåçóëòàò îáðàäå äîê äðóãà

äâà ïðîãðàìà êîðèñòè íèç öåëîáðîjíèõ ïðîìåí§èâèõ çà ñêëàäèøòå»å

ðåçóëòàòà îáðàäå. Ïîøòî jå äðóãè ñëó÷àj îïøòèjè îâäå £å áèòè ïðèêàçàíà

»åãîâà èìïëåìåíòàöèjà, êîíêðåòíî ê�îä íèòè çà ïðîãðàì êîjè îáðà¢ójå

ñóìå ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà.
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void *nit(void *zo)

{

stringstream ss;

long sumeS[maxStepen℄;

bool stampa = false;

zaObradu *z = (zaObradu *) zo;

sumStepenova( z->prostBr, sumeS );

//èçëàçíè �àjëîâè ñó ó LaTeX-ó

ss << "\\textbf{" << z->prostBr << "}";

for( int i = 0; i < maxStepen; i++ )

{

if( sumeS[i℄ <= kriterijum )

{

ss << " " << i + 1 << ":" << sumeS[i℄;

stampa = true;

}

else if( sumeS[i℄ >= z->prostBr - kriterijum )

{

ss << " " << i + 1 << ":" << sumeS[i℄ - z->prostBr;

stampa = true;

}

}

if( !stampa )

{

ss.str( "" );

ss.
lear();

}

s[z->redniBr℄ = ss.str();

return ( NULL );

}

Ó íèòèìà ñå ïðâî ïðîñëå¢åíè ïîêàçèâà÷ ïðåâîäè ó ïîêàçèâà÷ íà

îäãîâàðàjó£è òèï, à ïîòîì ñå ïîçèâà îäãîâàðàjó£à �óíêöèjà çà îáðàäó

ïðîñòîã áðîjà. Îâå �óíêöèjå ñó êàðàêòåðèñòè÷íå çà ñâàêè ïðîãðàì è áè£å

êàñíèjå îïèñàíå. Íàêîí äîáèjà»à ðåçóëòàòà ïðîâåðàâà ñå äà ëè îí

çàäîâî§àâà êðèòåðèjóì èñïèñà (î êîìå £å òàêî¢å áèòè âèøå ðå÷è êàñíèjå)

è, àêî jå òî ñëó÷àj, ñìåøòà ñå ó îäãîâàðàjó£ó çíàêîâíó íèñêó êîjà jå

ðåçåðâèñàíà çà òó íèò è èç êîjå ñå óïèñójå ó èçëàçíè �àjë.
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4.3 Ëåâè �àêòîðèjåëè è àëòåðíèðàjó£å ñóìå

Ïðîãðàìîì çà ëåâè �àêòîðèjåë ñå ïðîâåðàâà äà ëè ïîñòîjè ïðîñò áðîj

p > 2 òàêàâ äà p|!p, îäíîñíî r(p) = 0. Ïîçèâà»å îâîã ïðîãðàìà ñå âðøè òàêî

øòî ñå ó êîìàíäíîj ëèíèjè, ïîðåä èçâðøíîã �àjëà ïðîãðàìà, óíîñå òðè

àðãóìåíòà êîjè ïðåäñòàâ§àjó äî»ó ãðàíèöó èíòåðâàëà íàä êîjèì ñå âðøè

èñïèòèâà»å, ãîð»ó ãðàíèöó òîã èíòåðâàëà è êðèòåðèjóì èñïèñà.

./leviFaktorijeli.out donja_g gornja_g kriterijum

Èíòåðâàë íàä êîjèì jå ïðåäâè¢åíî äà ñå âðøè èñïèòèâà»å jå [2, 225], ïà
òàêî íèjå ìîãó£å óíåòè âðåäíîñòè çà ïðîìåí§èâå donja_g è gornja_g âàí

îâîã èíòåðâàëà. Ïðîìåí§èâà kriterijum ìîæå äà èìà âðåäíîñòè èç

èíòåðâàëà [1, 100].

Íåêà jå rezultat ïðîìåí§èâà êîjà ñàäðæè âðåäíîñòè r(p). Ïðîìåí§èâà

kriterijum îäðå¢ójå êîjå âðåäíîñòè r(p) òðåáà äà ñå øòàìïàjó, ãäå ñå

ðàçëèêójó ñëåäå£è ñëó÷àjåâè:

1. Àêî ïðîìåí§èâà rezultat ïðèïàäà èíòåðâàëó [0, kriterijum℄

2. Ako ïðîìåí§èâà rezultat ïðèïàäà èíòåðâàëó [p - kriterijum, p℄, ãäå jå p

ïðîñò áðîj êîjè èñïèòójåìî (çà îâå ñëó÷àjåâå ó èçëàçíè �àjë ñå óïèñójå

rezultat - p)

Çà èçðà÷óíàâà»å r(p) êîðèñòè ñå �óíêöèjà int leviF (int p) ãäå jå p

ïðîñò áðîj êîjè ñå îáðà¢ójå. �à÷óíà»å óíóòàð îâå �óíêöèjå ñå âðøè

ïîìî£ó ñëåäå£åã ê�oäà:

unsigned long faktorijel = 1, rezultat = 1;

for( int i = 1; i < p; i++ )

{

faktorijel = ( faktorijel * i ) % p;

rezultat += faktorijel;

}

rezultat %= p;

Ïðîìåí§èâå faktorijel è rezultat ñó òèïà unsigned long èç ñëåäå£à äâà

ðàçëîãà:

1. Êâàäðàò îä 225 jå âå£è îä 232 − 1 (ìàêñèìóì çà unsigned int), à ïîä

64-áèòíèì Linux-îì long jå âåëè÷èíå 64-áèòà øòî jå ñàñâèì äîâî§íî

çà ïîòðåáå èçðà÷óíàâà»à

2. Êîðèñòè ñå unsigned jåð âðåäíîñòè ìîãó äà áóäó ñàìî ïîçèòèâíå, à è

äå§å»å íåîçíà÷åíèõ áðîjåâà jå áðæå îä äå§å»à îçíà÷åíèõ çàòî øòî ñå

íå òðîøè âðåìå íà ïðîâåðó çíàêà
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Ïðîìåí§èâà faktorijel ñå èíèöèjàëèçójå íà 1 jåð je 0! = 1, à ïðîìåí§èâà
rezultat ñå èíèöèjàëèçójå íà 1 jåð jå !1 = 0! = 1. Êàêî âðåäíîñòè

�àêòîðèjåëà íå áè ïðîáèëà îïñåã òèïà unsigned long ìîäóî ñå íå ðà÷óíà

ïîñëå äîáèjà»à ëåâîã �àêòîðèjåëà, âå£ ó ñâàêîì êîðàêó èòåðàöèjå

ïðèëèêîì ðà÷óíà»à íîâîã �àêòîðèjåëà. Çà ðåçóëòàò íèjå ïîòðåáíî

ðà÷óíàòè ìîäóî ó ñâàêîì êîðàêó ïåò§å jåð ñå ó ïðîìåí§èâîj rezultat

ñàáèðàjó �àêòîðèjåëè ïî ìîäóëó p, à ïîøòî òèõ ñàáèðà»à èìà óêóïíî

p − 1 îíäà jå çàãàðàíòîâàíî äà »åíà âðåäíîñò íå£å ïðîáèòè ïîìåíóòè

îïñåã. Øòà âèøå åëèìèíàöèjîì îâîã äå§å»à ó ïåò§è äîáèjà ñå íà áðçèíè

ïðè ðà÷óíà»ó.

Ïîìî£ó 64-áèòíîã êîìïàjëåðà äîáèjåí jå àñåìáëåðñêè ê�oä êîjè jå

èñêîðèø£åí çà äà§ó îïòèìèçàöèjó. Èäåjà jå äà ñå íå êîðèñòè ñòåê

ïðèëèêîì ðà÷óíà»à âå£ ñàìî ðåãèñòðè. Ó òó ñâðõó íàïèñàí jå ñëåäå£è

àñåìáëåðñêè ê�oä çà �óíêöèjó leviF (ïîä Linux-îì ñå êîðèñòè AT & T

ñèíòàêñà çà àñåìáëåðñêè jåçèê):

pushq %r13

pushq %r12

# p ñå ïðîøèðójå íà 64 áèòà è ñìåøòà ó r13

movslq %edi, %r13

# ó r8 ñå ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå faktorijel

movq $1, %r8

# ó r9 ñå ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå rezultat

movq $1, %r9

# ó r10 ñå ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå i

movq $1, %r10

movl $0, %r11d

movq $1, %r12

jmp .L56

.L57:

movq %r8, %rax

# i * t faktorijel

imulq %r10, %rax

# äo»èõ 32 áèòà ñå ïðèïðåìà çà íåîçíà÷åíî äå§å»å

movl %r11d, %edx

divq %r13

# ó rax ñå ñìåøòà êîëè÷íèê, à ó rdx îñòàòàê

movq %rdx, %r8

# rezultat += faktorijel

addq %r8, %r9

# i++

addq %r12, %r10

.L56:

# ïîðå¢å»å p è i


mpq %r13, %r10

# àêî íèñó jåäíàêè âðà£à ñå ó ïåò§ó

jne .L57

movq %r9, %rax

movl %r11d, %edx
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# ðà÷óíà»å ìîäóëà âàí ïåò§å

divq %r13

movq %rdx, %rax

popq %r12

popq %r13

ret

Íåêîëèêî àóòîðà jå ñïðîâåëî ïðîâåðó õèïîòåçå çà âå£è îïñåã áðîjåâà íåãî

ó îâîì ðàäó.

• È. �àëîò [6℄ jå 2000. ãîäèíå èçâðøèî èñïèòèâà»å äî 226. Òàäà jå çà

èçðà÷óíàâà»å êîðèø£åí ñëè÷àí àëãîðèòàì. �àçëèêà ñå îãëåäà ó òîìå

øòî ñó óìåñòî öåëèõ áðîjåâà êîðèø£åíè áðîjåâè ó ïîêðåòíîì çàðåçó.

Ïîðåä òîãà ïðîâåðàâàëà ñó ñå äâà ïðîñòà áðîjà ó èñòîj ïåò§è.

• Ï. �îáëèíã [7℄ je 2004. ãîäèíå íàñòàâèî èñòðàæèâà»å ñà ãîð»îì

ãðàíèöîì p < 144000000 ïðè ÷åìó jå êîðèø£åí èñòè íà÷èí ïðîâåðå

êàî è êîä �àëîòà.

• Ì. Òàòàðåâè£ [8℄ je 2011. ãîäèíå ïîäèãàî ãðàíèöó äî 109. Çà îâî

èñòðàæèâà»å êîðèø£åíà jå 64-áèòíà àðõèòåêòóðà, ïðîâåðàâàíà ñó

÷åòèðè áðîjà èñòîâðåìåíî, à ê�oä jå ïèñàí ó u C-u è àñåìáëåðó.

Ïðîãðàìîì çà àëòåðíèðàjó£å ñóìå ñå ïðîâåðàâà äà ëè p|Ap−1 (îäíîñíî

äà ëè jå a(p) = 0) ãäå jå p jåäàí îä ïðîñòèõ áðîjåâà èç çàäàòîã èíòåðâàëà.

Ïîçèâà»å èç êîìàíäíå ëèíèjå ñå âðøè íà èñòè íà÷èí êàî è êîä ïðîãðàìà çà

ëåâè �àêòîðèjåë, òj. ïîðåä íàçèâà èçâðøíîã �àjëà î÷åêójó ñå òðè àðãóìåíòà

êîjè îçíà÷àâàjó äî»ó è ãîð»ó ãðàíèöó èíòåðâàëà, êàî è êðèòåðèjóì èñïèñà.

./alterniraju
eSume.out donja_g gornja_g kriterijum

�àçëèêà èçìå¢ó ïðîãðàìà çà ëåâå �àêòîðèjåëå è ïðîãðàìà çà

àëòåðíèðàjó£å ñóìå ñå îãëåäà ó òîìå øòî jå �óíêöèjà int leviF (int p)

çàìå»åíà �óíêöèjîì int altSuma(int p), à »åí ê�oä je:

unsigned long faktorijel = 1;

long rezultat = 0;

bool oduzimanje;

if( p == 2 )

oduzimanje = false;

else

oduzimanje = true;

for( int i = 1; i < p; i++ )

{

faktorijel = ( faktorijel * i ) % p;
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if( oduzimanje )

{

rezultat -= faktorijel;

oduzimanje = false;

}

else

{

rezultat += faktorijel;

oduzimanje = true;

}

}

rezultat %= p;

if( rezultat < 0 )

rezultat += p;

Ïðîìåí§èâà rezultat ñå ïîñòàâ§à íà íóëó jåð àëòåðíèðàjó£å ñóìå êðå£ó

îä 1! òj. ñâè �àêòîðèjåë ñå ðà÷óíàjó óíóòàð ïåò§å ïà íåìà ïîòðåáå äà

ñå rezultat èíèöèjàëèçójå íà íåêó ïðåòõîäíó âðåäíîñò. rezultat jå îâäå òèïà

long jåð ìîæå äà èìà ïîçèòèâíå è íåãàòèâíå âðåäíîñòè. Óâåäåíà jå áóëîâñêà

ïðîìåí§èâà oduzimanje êîjîì ñå îäðå¢ójå äà ëè £å äî£è äî îäóçèìà»à ó

êîðàöèìà èòåðàöèjå. Êàêî ñó ñâè ïðîñòè áðîjåâè p, ãäå jå p > 2, íåïàðíè
îíäà ñó ñâè p − 1 ïàðíè. Îâà ÷è»åíèöà ñå êîðèñòè çà èíèöèjàëèçàöèjó

áóëîâñêå ïðîìåí§èâå oduzimanje jåð àêî jå p−1 ïàðàí áðîj îíäà ñå ó ïðâîì

êîðàêó èòåðàöèjå äîëàçè äî îäóçèìà»à ó �îðìèðà»ó àëòåðíèðàjó£å ñóìå

Ap−1. Êîíà÷àí ðåçóëòàò ðà÷óíà»à, êîðèñòå£è îïèñàíè àëãîðèòàì, ìîæå

äà èìà è íåãàòèâíó âðåäíîñò ïà ñå, ïîøòî jå ðà÷óíà»å ïî ìîäóëó p, íà

íåãàòèâàí ðåçóëòàò äîäàjå âðåäíîñò p êàêî áè ñå îí ïðåâåî ó ïîçèòèâàí

äîìåí.

Îâà �óíêöèjà jå òàêî¢å îïòèìèçîâàíà ïîìî£ó àñåìáëåðà:

pushq %r14

pushq %r13

pushq %r12

# p ñå ïðîøèðójå íà 64 áèòà è ñìåøòà ó r13

movslq %edi, %r13

movq $0, %r12

movq $1, %r14

# ó r8 ñå ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå faktorijel

movq $1, %r8

# ó r9 ñå ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå rezultat

movq $0, %r9

# ïðîâåðà äà ëè jå p == 2


mpl $2, %edi

jne .L56

# äî»èõ 8 áèòà r11 ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå oduzimanje

movb $0, %r11b

jmp .L57



22 4.3 Ëåâè �àêòîðèjåëè è àëòåðíèðàjó£å ñóìå

.L56:

movb $1, %r11b

.L57:

# ó r10 ñå ÷óâà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå i

movq $1, %r10

jmp .L58

.L61:

movq %r8, %rax

# i * faktorijel

imulq %r10, %rax

# ïðèïðåìà çà íåîçíà÷åíî äå§å»å �àêòîðèjåëà

movl %r12d, %edx

divq %r13

# ó rax ñå ñìåøòà êîëè÷íèê, à ó rdx îñòàòàê

movq %rdx, %r8

#ïðîâåðà äà ëè jå îäóçèìà»å 0 òj. false


mpb %r11b, %r12b

je .L59 &

# rezultat -= faktorijel

subq %r8, %r9

# îäóçèìà»å ïîñòàjå 0 òj. false

movb %r12b, %r11b

jmp .L60

.L59:

# rezultat += faktorijel

addq %r8, %r9

# îäóçèìà»å ïîñòàjå 1 òj. true

movb %r14b, %r11b

.L60:

# i++

addq %r14, %r10

.L58:

# ïîðå¢å»å p è i


mpq %r13, %r10

# âðà£à ñå ó ïåò§óà êî íèñó jåäíàêè

jne .L61

movq %r9, %rax

# äî»èõ 32 áèòà rdx ñå ïðèïðåìà çà îçíà÷åíî äå§å»å

movq %rax, %rdx

# øè�òîâà»å ó äåñíî êàêî áè ó rdx îñòàî ñàìî çíàê

sarq $63, %rdx

# îçíà÷åíî ðà÷óíà»å ìîäóëà âàí ïåò§å

idivq %r13

movq %rdx, %rax

# ïîðå¢å»å 0 ñà ðåçóëòàòîì


mpq %rax, %r12

# àêî jå 0 <= rezultat îíäà íåìà ïîòðåáå äà ñå äîäà p

jle .L62

# rezultat += p

addq %r13, %rax
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.L62:

popq %r12

popq %r13

popq %r14

ret

4.4 Óîïøòå»à è ñóìå ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà

Ñëåäå£à äâà ïðîãðàìà ïðèëèêîì ïîçèâà»à èç êîìàíäíå ëèíèjå î÷åêójó,

ïîðåä îïèñàíà òðè àðãóìåíòà çà ïðåòõîäíå ïðîãðàìå, è ÷åòâðòè àðãóìåíò.

Ïðîãðàì çà óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà, îäíîñíî çà èçðà÷óíàâà»å

áðîjåâà R(n, k), êàî ÷åòâðòè àðãóìåíò î÷åêójå ðåä óîïøòå»à äî êîãà £å ñå

ãåíåðèñàòè ðåçóëòàòè, ñìåøòà ãà ó ïðîìåí§èâó maxRed, à »åãîâå

âðåäíîñòè ìîãó áèòè èç èíòåðâàëà [1, 100℄.

./uopsteni.out donja_g gornja_g kriterijum maxRed

Êîä ïðîãðàìà çà ñóìå ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà, îäíîñíî çà èçðà÷óíàâà»å

áðîjåâà Q(n, k), ÷åòâðòè àðãóìåíò ïðåäñòàâ§à ñòåïåí äî êîãà £å è£è

èçðà÷óíàâà»à, »åãîâà âðåäíîñò ñå ñìåøòà ó ïðîìåí§èâó maxStepen è

ìîæå áèòè èç èíòåðâàëà [1, 256℄.

./sumeStepenova.out donja_g gornja_g kriterijum maxStepen

Àëãîðèòàì èçðà÷óíàâà»à óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà jå íàäîãðàä»à

àëãîðèòìà çà ðà÷óíà»å ëåâîã �àêòîðèjåëà.

unsigned long faktorijel = 1;

for( int i = 0; i <= maxRed; i++ )

{

redovi[i℄ = 1;

}

for( int i = 1; i < p; i++ )

{

faktorijel = ( faktorijel * i ) % p;

redovi[0℄ = ( redovi[0℄ + faktorijel ) % p;

for( int j = 1; j <= maxRed; j++ )

{

redovi[j℄ = ( redovi[j℄ + redovi[j - 1℄ ) % p;

}

}

Ó ïîìî£íîì íèçó redovi ÷óâàjó ñå ðåçóëòàòè èçðà÷óíàâà»à ðåäîâà

óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà áðîjà p ïî ìîäóëó òîã áðîjà. Äóæèíà îâîã

íèçà jå maxRed+1 jåð ñå íà ïðâîì ìåñòó ó íèçó ÷óâà âðåäíîñò ëåâîã
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�àêòîðèjåëà áðîjà p, ïî ìîäóëó òîã áðîjà, äîê ñå íà ïðåîñòàëèì ìåñòèìà

÷óâàjó ðåäîâè óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà. Ó ñâàêîì êîðàêó èòåðàöèjå

ðåäîâè óîïøòå»à ñå ðà÷óíàjó òàêî øòî èì ñå äîäàjå âðåäíîñò ïðåòõîäíî

èçðà÷óíàòîã ðåäà (ïî÷åòíî ñå ñâè èíèöèjàëèçójó íà âðåäíîñò 1 jåð jå

L(1, k) = 1).

Ó îñíîâè àëãîðèòìà çà ðà÷óíà»å ñóìà ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà íàëàçè

ñå àëãîðèòàì çà ðà÷óíà»å ëåâîã �àêòîðèjåëà áðîjà p ïî ìîäóëó òîã áðîjà.

Íèç ïðîìåí§èâèõ sumeS ÷óâà ðåçóëòàòå èçðà÷óíàâà»à ñóìà ñòåïåíà

�àêòîðèjåëà (îä ïðâîã ñòåïåíà äî ñòåïåíà ÷èjà ñå âðåäíîñò íàëàçè ó

ïðîìåí§èâîjo maxStepen) ïî ìîäóëó áðîjà p. Óâåäåí jå è íèç

ïðîìåí§èâèõ faktorijel ó êîìå ñå ÷óâàjó ñâè ñòåïåíîâè (îä jåäàí äî

maxStepen) òðåíóòíîã �àêòîðèjåëà ó èòåðàöèjè.

Àëãîðèòàì çà ðà÷óíà»å ñóìà ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà jå ñëåäå£è:

unsigned long faktorijel[maxStepen℄, ij;

for( int i = 0; i < maxStepen; i++ )

{

sumeS[i℄ = 1;

faktorijel[i℄ = 1;

}

for( int i = 1; i < p; i++ )

{

ij = 1;

for( int j = 0; j < maxStepen; j++ )

{

ij = ( ij * i ) % p;

faktorijel[j℄ = ( faktorijel[j℄ * ij ) % p;

sumeS[j℄ = ( sumeS[j℄ + faktorijel[j℄ ) % p;

}

}

4.5 Äîáèjåíè ðåçóëòàòè

Îâäå ñó ïðåäñòàâ§åíè ðåçóëòàòè äîáèjåíè ðàäîì ïðåòõîäíî îïèñàíèõ

ïðîãðàìà. Ñâè ðåçóëòàòè ñó äîáèjåíè ïî ìîäóëó ïðîñòîã áðîjà çà êîjè ñó

ðà÷óíàòè, ïà ñå çáîã jåäíîñòàâíîñòè çàïèñà êîðèñòå âå£ ñïîìåíóòå îçíàêå:

• r(p) =
∑p−1

i=0 i! mod p (1)

• a(p) =
∑p−1

i=1 (−1)
p−1−i

i! mod p (2)

• R(p, k) =
∑p

i=1(p − i)!
(

i+k−1
k

)

mod p (3)

• Q(p, k) =
∑p−1

i=0 i!k mod p (4)

Ïðîãðàì çà ëåâå �àêòîðèjåëå, òj. çà èñïèòèâà»å ïîñòîjà»à ïðîñòîã

áðîjà p > 2 çà êîjè âàæè p|!p, jå ïóøòåí ó ðàä íàä èíòåðâàëîì [2, 225], ñà
êðèòåðèjóìîì èñïèñà 10. Âðåìå ðàäà ïðîãðàìà jå áèëî îêî 95 ñàòè, à

äîáèjåíè ðåçóëòàòè ïðèêàçàíè ñó ó Òaáeëè 2.
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p r(p) p r(p) p r(p)
2 0 71 -3 4337 -5

3 1 113 -4 7717 7

5 4 139 -5 10331 -2

7 6 151 10 11813 6

11 1 163 4 33703 9

13 10 197 9 77687 -3

17 -4 227 -2 126323 -8

19 9 277 7 274453 -1

23 -2 349 -6 2275843 3

31 2 373 2 3467171 5

37 5 467 3 4709681 -9

41 4 661 -10 11477429 9

67 -2 2437 -5

Òàáåëà 2: Ïðîñòè áðîjåâè p çà êîjå r(p) è r(p) − p èìàjó àïñîëóòíå

âðåäíîñòè ≤ 10

Ïðåìà î÷åêèâà»èìà ïðîñòè áðîj, âå£è îä 2, êîjè äåëè ñâîj ëåâè

�àêòîðèjåë íèjå ïðîíà¢åí, äîê ñó ðåçóëòàòè ïðåòõîäíèõ èñòðàæèâà»à íà

îâîì èíòåðâàëó âåðè�èêîâàíè.

Àëòåðíèðàjó£å ñóìå �àêòîðèjåëà ñó ïðîâåðàâàíå çà ïðîñòå áðîjåâå èç

èíòåðâàëà [2, 225], êðèòåðèjóì èñïèñà jå áèî 10, à ðåçóëòàòè ñå íàëàçå ó

Tàáåëè 3.

p a(p) p a(p) p a(p)
2 1 67 5 983 -3

3 1 71 -7 1109 2

5 4 79 4 1439 -2

7 3 109 -5 2741 3

11 4 131 -3 3559 3

13 -1 157 6 9439 -10

17 8 191 6 11119 -3

19 -5 197 -2 16007 -4

23 -5 229 -9 22619 -3

29 -10 307 5 32833 -6

31 9 367 -4 52201 10

37 -1 463 -1 394249 1

41 1 641 3 2934901 1

43 5 647 5 3515839 -2

47 6 691 -2 3612703 0

Òàáåëà 3: Ïðîñòè áðîjåâè p çà êîjå a(p) è a(p) − p èìàjó àïñîëóòíå

âðåäíîñòè ≤ 10
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Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñå ïîêëàïàjó ñà ðåçóëòàòèìà èç [3℄. Ïðîñò áðîj

p = 3612703 äåëè ñâîjó àëòåðíèðàjó£ó ñóìó (
∑p−1

i=1 (−1)
p−1−i

i!) è

ïðåäñòàâ§à ðåøå»å ïðîáëåìà Á43 ó ê»èçè "Íåðåøåíè ïðîáëåìè ó òåîðèjè

áðîjåâà" [2℄. Ïðîãðàìó jå áèëî ïîòðåáíî îêî ñàò è ÷åòðäåñåò ìèíóòà äà

îáðàäè ïðîñòå áðîjåâå èç èíòåðâàëà [2, 3612703], a îêî 102 ñàòà äà îáðàäè

ïðîñòå áðîjåâå èç èíòåðâàëà [2, 225].

Èñïèòèâà»å óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà jå èçâðøåíî çà ïðîñòå áðîjåâå

èç èíòåðâàëà [2, 107]. Êðèòåðèjóì èñïèñà è ìàêñèìàëíè ðåä óîïøòå»à ëåâîã

�àêòîðèjåëà ñó áèëè ïîñòàâ§åíè íà 10, à âðåìå îáðàäå ïðîñòèõ áðîjåâà jå

áèëî îêî 139 ñàòè. Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ïðèêàçàíè ñó ó Òàáåëè 4, ïðè ÷åìó

ñó èçîñòàâ§åíè ðåäîâè ó êîjèìà jå ñàìî R(p, 1) = 1.

p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

3 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

5 4 1 4 3 4 4 1 4 3 4 4

7 6 1 5 6 0 5 6 6 1 5 6

11 1 1 6 0 1 6 0 9 2 9 10

13 10 1 9 7 7 3 10 9 7 3 3

17 -4 1 3 9 7 4 -2 -2 -6 10 3

19 9 1 6 1 -3 2 9 -8 9 2 5

23 -2 1 2 2 -10 10 2 8 -5 7 1

29 1 7 -1 -10 -5 0 8 1

31 2 1 0 -1 1 -1 -2 -3

37 5 1 0 -3 -5

41 4 1 -1 -2 8 -2 -10 8 -8 6

43 1 -7 -10 1 1 8 -6

47 1 -8 4 8 -6

53 1 -8 -8

61 1 -10 -1 -5 4

67 -2 1 2 2 -2

71 -3 1 6 -5

73 1 10 -10 -7

79 1 -9 0

89 1 0 6

97 1 10 -5 -8

101 1 -8

103 1 4 -4

107 1 -7

109 1 0

113 -4 1 3 -1 -6

127 1 -3 -6

131 1 -3

137 1 -7

139 -5 1 4

Òàáåëà 4: Ïðîñòè áðîjåâè p çà êîjå R(p, k) è R(p, k) − p èìàjó àïñîëóòíå

âðåäíîñòè ≤ 10
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p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

151 10 1 -4 -6 -6 -3

157 1 10

163 4 1 -1 -2 -2

167 1 -3

173 1 9

181 1 8 5

191 1 -5 9 -8

197 9 1

199 1 -4

223 1 10 6

227 -2 1 2 2

229 1 -3

233 1 0

239 1 -5

269 1 -7 -10

271 1 4

277 7 1 -4 -8

281 1 6

313 1 8 10 9 -9

317 1 -9

337 1 -10

349 -6 1 4 4

359 1 5

367 1 -1

373 2 1 0 -1

379 1 2

383 1 4

389 1 6 -4

421 1 -9

463 1 -10

467 3 1

479 1 3

503 1 5 -4

523 1 8 5

541 1 -5 -8

587 1 0 -6

601 1 6

613 1 -7

647 1 10

659 1 4 -6 0

661 -10 1 6

673 1 2

677 1 -8

691 1 8

733 1 -10

Òàáåëà 4: (íàñòàâàê)
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p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

787 1 6

823 1 -10

919 1 -5

941 1 7

977 1 -6

997 1 7

1061 1 -5

1129 1 -4

1291 1 -2

1301 1 -7

1423 1 7

1439 1 7

1499 1 -8

1523 1 -1

1531 1 -8

1559 1 -5

1657 1 -2

1723 1 -7

2089 1 0

2099 1 -4

2207 1 -10

2347 1 7

2389 1 1

2417 1 7

2437 -5 1 4

2503 1 1

2621 1 -7 -10

2659 1 -6

2777 1 -9

2917 1 1

2963 1 -8

3041 1 -1

3137 1 -2

3257 1 6

3697 1 9

3889 1 6

4243 1 4

4337 -5 1 4

4421 1 -9

4817 1 -7

4877 1 -1

5437 1 0

5801 1 0

6163 1 4

6317 1 5

Òàáåëà 4: (íàñòàâàê)
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p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6701 1 -8

6703 1 -5

6779 1 -2

6961 1 5

6997 1 -10

7127 1 -5

7207 1 4

7639 1 9

7717 7 1 -4

7753 1 10

8543 1 -10

8893 1 1

8941 1 7

9127 1 -4

9137 1 6

9521 1 7

9721 1 -10

10331 -2 1 2 2

11329 1 -1

11813 6 1 -2

11933 1 -4

13327 1 -8

15031 1 -1

15391 1 8 5

16229 1 10

17137 1 -5

19963 1 0

22123 1 8

22817 1 -6

24043 1 3

25579 1 -5

25603 1 6

25997 1 -10

26693 1 2

30241 1 6

31033 1 3

32831 1 6

33703 9 1

37561 1 -4

37781 1 6

41011 1 7

41617 1 2

47569 1 5

52289 1 8 10 9

53597 1 -9

Òàáåëà 4: (íàñòàâàê)
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p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

53629 1 10

56417 1 -6

57383 1 -2

57557 1 5

58693 1 -7

59393 1 -3

61729 1 1

68087 1 -6

70583 1 7

73643 1 -2

77687 -3 1

89087 1 -1

92957 1 7

96017 1 5

97547 1 10

100019 1 10

109379 1 -8

121021 1 8

125423 1 -4

126323 -8 1 5 6

151471 1 6

162221 1 -9

191537 1 -2

195089 1 8

217001 1 -6

218479 1 4

240587 1 4

265123 1 4

274453 -1 1

286163 1 10

337367 1 4

360749 1 -9

390743 1 6

402037 1 6

429673 1 0

455291 1 10

513839 1 -7 -10

524969 1 0

536423 1 1

550691 1 -4

554977 1 -1

861547 1 -3

880687 1 7

905381 1 7

929717 1 2

Òàáåëà 4: (íàñòàâàê)
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p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

964889 1 4

1038671 1 5

1064269 1 2

1111711 1 7

1215367 1 -8

1309591 1 -3

1318931 1 9

1886657 1 4

2240449 1 1

2256731 1 2

2275843 3 1

2240449 1 1

2256731 1 2

2275843 3 1

3467171 5 1

3579691 1 3

3606661 1 7

3617059 1 0

3784447 1 5

3936827 1 10

4709681 -9 1

4910579 1 2

5713709 1 -4

5926457 1 -3

5933167 1 -10

6672947 1 8 5

7497593 1 1

7728067 1 -3

7895207 1 7

8542519 1 -2

Òàáåëà 4: (íàñòàâàê)

Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ïîêàçójó äà çà ñâàêî ïðîâåðåíî p çà óîïøòå»å ëåâèõ

�àêòîðèjåëà ïðâîã ðåäà L(p, 1) âàæè L(p, 1) (mod p) = 1. Èñïîñòàâ§à ñå äà
jå îâî òâð¢å»å êîjå âàæè çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå.

Òåîðåìà 4. Çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n âàæè R(n, 1) = 1.

Äîêàç Èçðàç L(n, 1) ìîæå ñå ðàçäâîjèòè ó äâà ñàáèðêà íà ñëåäå£è íà÷èí:

∑n

k=1 k(n − k)! =
∑n−1

k=0(n − k)k! = n
∑n−1

k=0 k! −
∑n−1

k=0 kk!

Êàêî jå
∑n−1

k=0 kk! =
∑n−1

k=0(k + 1)! − k! = n! − 0!

äîáèjà ñå äà jå
∑n

k=1 k(n − k)! = n
∑n−1

k=0 k! − n! + 0! = 1 + n
∑n−2

k=0 k! ≡ 1 (mod n).
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p \k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 0 0 0 0 0 0

7 0

11 0 0

29 0

31 0

37 0

79 0

89 0

109 0

233 0

373 0

587 0

659 0

2089 0

5437 0

5801 0

19963 0

429673 0

524969 0

4709681 0

Òàáåëà 5: Ïðîñòè áðîjåâè p çà êîjå je R(p, k) = 0

�àñïîðåä íóëà ó Òàáåëè 5 íåìà íèêàêâó âèä§èâó ïðàâèëíîñò, øòî jå

ñëè÷íî ïîíàøà»ó ëåâèõ �àêòîðèjåëà è àëòåðíèðàjó£èõ ñóìà �àêòîðèjåëà.

k 0(!p) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p 31 11 7 37 11 29 233 19963 79

Òàáåëà 6: Ïðâè ïðîñòè áðîjåâè p > 2 çà êîjå jå R(p, k) = 0 è 0 ≤ k ≤ 10

Ñóìå ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà S(p, k), îäíîñíî »èõîâè îñòàöè Q(p, k) ñó

èñïèòèâàíè çà ïðîñòå áðîjåâå èç èíòåðâàëà [2, 106], ñà êðèòåðèjóìîì èñïèñà

10 è ìàêñèìàëíèì ñòåïåíîì 256. Âðåìå ïîòðåáíî çà îáðàäó ïðîñòèõ áðîjåâà

jå áèëî îêî 74 ñàòà, à ðåçóëòàòè îâîã åêñïåðèìåíòà çà k ≤ 16 ñå íàëàçå ó

Òàáåëè 7.
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p \k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

5 4 3 0 0 4 3 0 0 4 3 0 0 4 3 0 0

7 6 4 1 4 3 0 6 4 1 4 3 0 6 4 1 4

11 1 4 7 3 10 3 3 4 6 0 1 4 7 3 10 3

13 10 5 -1 1 2 -1 5 1 9 5 0 0 10 5 -1 1

17 -4 -1 -1 3 -5 -6 0 5 2 -6 8 3 7 -1 8 0

19 9 -5 -2 8 9 -2 8 -7 7 -7 9 -2 5 8 -2 -5

23 -2 9 4 1 -2 0 -4 2 8 3 7 3 -5 2 -9 0

29 10 -4 -7 -7 0 -5 -1 -5

31 2 10 9 -2 -9 -5 7 -10 -9 5 -1 5

37 5 -8 4 -3 4 10 1 -5 4 -2 4

41 4 7 10 -8 1 1 7

43 -8 6 -6 -3 -9 -3 9 4 1

47 10 5 10 0 10 6 7 -7 0

53 8 -10 -9 -4 -6 -6

59 6 7 -4 1 7 6 -10 -8

61 4 -6 -5 6 -1

67 -2 5 6 -3 2 -6 -5 -10

71 -3 2 -9 -1 -10 -10

73 -4 6 5 8 0 5

79 5 -2 6

83 7 7 10 -3

89 4 -8 3 2 -5

97 -3 -10 6 -2

101 10 6 -10 -8 4

103 -3 -7 -4 -4

107 4 -6 4 -9

109 -3

113 -4 10 -7 -1

127 5

131 2 -6

137 5 -9

139 -5 7

149 0 6 -4

151 10 -10 -9

157 9 -10

163 4 9

167 3

173 6 7

179 8 -1

181 0 -2

191 3 -4

Òàáåëà 7: Ïðîñòè áðîjåâè p çà êîjå Q(p, k) è Q(p, k) − p èìàjó àïñîëóòíå

âðåäíîñòè ≤ 10
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p \k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

193 -5 4

197 9 7 9 1

211 7 -10 -9 -6

223 -8

227 -2 2 -1 6

233 -8

239 4 4

241 6 5 -2 1

251 3

257 -3

263 -2 -1 -3

269 6

271 1

277 7 9

293 -4 -9 6 -5

311 4 -8 6

317 6

331 -8

347 -8 -9

349 -6 5

353 1 -4

367 0

373 2 6 -9 1

401 -1

421 -7

433 1

443 0 -10

449 2 -9 2

463 -6 10 1

467 3 5

487 -2

499 -2

521 9 2

523 8

541 -6

557 -6

563 0

571 4

577 4 -1

599 5 4

607 -10

643 -6 -6

659 8

661 -10

Òàáåëà 7: (íàñòàâàê)
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p \k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

673 -10 -2

751 -8

761 2

769 -5

773 6

829 -4

881 5 9

971 8

1009 -5

1013 3 0

1019 3

1049 0 -3

1051 7

1087 4

1091 1

1097 10

1129 3 -9

1181 6

1213 2

1303 0

1373 9

1433 9

1453 3

1487 -7

1499 1

1621 -6

1637 -4

Òàáåëà 7: (íàñòàâàê)

Çàïàæà ñå ïåðèîäè÷íîñò ó âðñòàìà Òàáåëå 7: ðåäîì çà p = 2, 3, 5, 7, 11, 13
äóæèíà ïåðèîäà jå 1, 2, 4, 6, 10, 12. Ïîðåä òîãà, ïîñëåä»è áðîj ó ïåðèîäè jå

ó íàâåäåíèì ñëó÷àjåâèìà 0. Ïîjàâó îájàø»àâà ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Çà ñâàêè ïðîñò áðîj p íèç áðîjåâà Q(p, k), k = 1, 2, 3, . . . jå

ïåðèîäè÷àí ñà ïåðèîäîì äóæèíå p − 1, îäíîñíî Q(p, k + p − 1) = Q(p, k).
Ïîðåä òîãà âàæè jåäíàêîñò Q(p, p − 1) = 0.

Äîêàç Ïðåìà ìàëîj Ôåðìàîâîj òåîðåìè çà ïðîñò áðîj p è öåî áðîj a

óçàjàìíî ïðîñò ñà p âàæè ap−1 ≡ 1 (mod p). Ïîìåíóòè íèç jå ïåðèîäè÷àí

jåð çà ïðîèçâî§íî k âàæè

Q(p, k + p − 1) =
∑p−1

i=0 i!k+p−1 =
∑p−1

i=0 i!k = Q(p, k)
Çà ñóìó ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà, ÷èjè jå ñòåïåí îáëèêà k = j(p − 1), çà
ïðîèçâî§íî j ∈ N , âàæè ñëåäå£å:

S(p, k) = 0!j(p−1) + 1!j(p−1) + . . . + (p − 1)!
j(p−1)

= p · 1 ≡ 0 (mod p) òj. ó

íèçó Q(p, k), k = 1, 2, . . . íóëå ñó ÷ëàíîâè ñà èíäåêñèìà j(p − 1) çà ñâàêè

ïðèðîäàí áðîj j.
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Ó íàðåäíîj òàáåëè ïðèêàçàíè ñó ïàðîâè (p, k) çà êîjå jå Q(p, k) = 0.

p k p k p k p k

1747 134 5297 201 29077 142 118709 118

1787 214 5431 161 29209 29 124489 65

1867 155 5683 188 30187 221 140761 135

1987 132 5779 243 30529 115 152843 14

1993 124 5987 244 30881 144 161459 48

1999 98 6197 75 34549 200 163601 129

2099 103 6361 177 36269 44 169837 207

2137 24 6637 35 36389 140 181087 245

2207 158 7417 69 38119 42 191531 7

2309 159 7561 37 42943 250 199819 253

2309 238 7793 56 43063 166 210827 103

2393 122 7817 206 44617 75 213091 186

2477 80 7867 143 47309 120 236381 80

2551 96 8081 215 47339 198 251539 82

2551 149 8377 189 48073 16 267961 249

2617 46 8447 79 51869 221 290057 185

2671 103 9619 240 54377 10 290369 204

2719 194 10433 162 55399 62 298159 207

2833 43 10499 28 56263 87 306739 157

3023 6 10607 135 60089 108 321109 155

3049 81 10631 37 62143 78 322769 49

3191 179 11057 127 62213 137 340709 27

3307 69 11827 250 65609 156 341179 76

3331 19 11981 173 67957 250 342203 177

3529 102 12503 37 73523 224 343163 199

3539 228 13171 129 73897 161 469939 155

3613 31 13789 116 74189 170 500671 119

3617 142 13859 249 74323 133 553607 99

3709 135 14293 29 75337 226 586541 34

3823 100 15373 164 81647 57 599891 193

4027 250 16231 98 86753 214 602081 173

4111 156 16361 176 88117 19 616157 191

4339 106 17093 197 90917 241 672029 37

4373 159 17203 17 91457 206 687977 150

4451 79 18211 97 97423 193 782501 217

4457 72 19841 56 97967 194 786673 58

4567 125 20771 10 98999 197 796541 28

4673 168 20879 2 100669 119 799873 87

4759 82 22279 170 104207 89 822589 249

4759 235 23333 49 104383 229 823309 45

4871 80 25409 67 104597 50 842267 209

4967 227 26723 62 104831 194 843043 220

4969 202 27479 16 111593 248 987851 113

Òàáåëà 8: Ïàðîâè (p, k) òàêâè äà jå Q(p, k) = 0, p ≥ 1747, 1 ≤ k ≤ 256
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Íàðåäíà òàáåëà çà ñâàêî k ñàäðæè ïðâè ïðîñò áðîj p çà êîjè jå Q(p, k)
íåòðèâèjàëíà íóëà (íóëà êîjà íèjå ïîñëåäèöà Òåîðåìe 5).

p k p k p k p k

1 89 33 29 65 18211 97

20879 2 586541 34 66 313 98

5 3 5 35 5 67 5 99

149 4 479 36 211 68 3823 100

5 29 37 3307 69 47 101

23 6 23 38 70 3529 102

5 7 5 39 5 71 5 103

367 8 40 4457 72 23 104

29 9 487 41 73 131 105

73 10 313 42 74 757 106

5 11 5 43 5 75 5 107

1049 12 103 44 296 76 60089 108

13 233 45 77 109

152843 14 2617 46 62143 78 271 110

5 15 5 47 5 79 5 111

23 16 161459 48 1087 80 112

17203 17 859 49 229 81 987851 113

109 18 23 50 23 82 114

5 19 5 51 5 83 5 115

20 52 84 23 116

21 59 53 61 85 117

1009 22 54 86 118709 118

5 23 5 55 5 87 5 119

2137 24 7793 56 88 47309 120

61 25 109 57 104207 89 29 121

149 26 103 58 109 90 149 122

5 27 5 59 5 91 5 123

23 28 23 60 367 92 1993 124

14293 29 47 61 29 93 4567 125

30 73 62 23 94 23 126

5 31 5 63 5 95 5 127

32 64 2551 96 1259 128

Òàáåëà 9: Ïðâè ïðîñòè áðîjåâè p > 2 çà êîjå jå Q(p, k) = 0, 1 ≤ k ≤ 256,
k 6= j(p − 1)∀j ∈ N
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p k p k p k p k

13171 129 5431 161 47 193 83 225

130 113 162 733 194 23 226

5 131 5 163 5 195 5 227

1987 132 15373 164 196 13 228

631 133 109 165 17093 197 104383 229

1747 134 43063 166 109 198 230

5 135 5 167 5 199 5 231

136 1381 168 34549 200 1093 232

62213 137 59 169 281 201 29 233

23 138 23 170 4969 202 109 234

5 139 5 171 5 203 5 235

521 140 172 23 204 23 236

141 131 173 29 205 237

211 142 181 174 73 206 2309 238

5 143 5 175 5 207 5 239

149 144 16361 176 208 9619 240

61 145 29 177 89 209 90917 241

103 146 178 1013 210 242

5 147 5 179 5 211 5 243

23 148 180 212 953 244

29 149 181 213 47 245

687977 150 23 182 23 214 246

5 151 5 183 5 215 5 247

149 152 184 571 216 23 248

47 153 290057 185 782501 217 283 249

73 154 181 186 218 4027 250

5 155 5 187 5 219 5 251

4111 156 5683 188 373 220 252

863 157 8377 189 30187 221 521 253

2207 158 190 222 254

5 159 5 191 5 223 5 255

23 160 23 192 73523 224 256

Òàáåëà 9: (íàñòàâàê)

�àñïîðåä íóëà ó Òàáåëè 9 íåìà íèêàêâó âèä§èâó ïðàâèëíîñò.



5 Çàê§ó÷öè è äà§è ðàä

Ó îâîì ðàäó ñó ïðåäñòàâ§åíà ÷åòèðè ïðîãðàìà çà èñïèòèâà»å ëåâîã

�àêòîðèjåëà, àëòåðíèðàjó£å ñóìå �àêòîðèjåëà, óîïøòå»à ëåâîã

�àêòîðèjåëà è ñóìå ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà. �åçóëòàòè çà ëåâè �àêòîðèjåë

è àëòåðíèðàjó£å ñóìå �àêòîðèjåëà ñó áèëè î÷åêèâàíè òj. íà èñïèòèâàíîì

èíòåðâàëó íèjå ïðîíà¢åí ïðîñò áðîj p > 2 òàêàâ äà p|!p, à ðåçóëòàòè èç [3℄

ñó ïîòâð¢åíè. Êîä óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà îòêðèâåíî jå äà çà ñâàêè

ïðèðîäàí áðîj n âàæè L(n, 1) ≡ 1 (mod n) (Òåîðåìa 4), äîê jå çà ñóìå

ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà ïîòâð¢åíà ïåðèîäè÷íîñò ðåçóëòàòà (Òåîðåìà 5).

Ñëè÷íî êàî êîä ëåâîã �àêòîðèjåëà, íè êîä óîïøòå»à ëåâîã �àêòîðèjåëà,

íè êîä ñóìà ñòåïåíîâà �àêòîðèjåëà íèjå óî÷åíà íèêàêâà ïðàâèëíîñò ó âåçè

ñà äå§èâîñòèìà îäãîâàðàjó£èì õèïîòåçè î ëåâîì �àêòîðèjåëó.

Ìîãó£è ïðàâàö äà§åã ðàäà ó îâîj îáëàñòè ìîãàî áè äà áóäå êîðèø£å»å

âèøåïðîöåñîðñêèõ ðà÷óíàðà. Ó îñíîâè îâîã ïðàâöà èñòðàæèâà»à jå

îãðîìàí áðîj èçðà÷óíàâà»à ïà ñå òàêî ñà ïîâå£à»åì ñèðîâå ïðîöåñîðñêå

ñíàãå ñìà»ójå âðåìå ïîòðåáíî çà òà èçðà÷óíàâà»à. Îáðàäà âåëèêèõ

áðîjåâà, êîjó îãðàíè÷àâà äàíàø»è õàðäâåð, áè òðåáàëà äà áóäå ìîãó£à ó

áóäó£íîñòè.
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