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1 Uvod

1.1 Beskonacni proizvodi

Definicija:

Neka je dat niz realnih ili kompleksnih brojeva p,, n € N. Posmatrajmo niz proizvoda

1 2 3
Pr=p = Hpn,Pz =pip2 = sz',Pza = P1P2ps = sz‘
n=1 1=1 i=1

P, =pipa--pn = ] pi
i=1
Tada je

+oo
gde je
Pn:pl-p2.--pn

proizvod prvih n ¢lanova beskonacnog reda i zove se n-ti parcijalni proizvod.

Ako postoji konacna i razlicita od nule grani¢na vrednost

P= lim P,

n——+00
tada kazemo da beskonacan proizvod konvergira pri cemu je
+00
P= H Dn-
n=1
Ako ta grani¢na vrednost ne postoji ili je jednaka 0 ili +o00 tada kazemo da beskonacan
proizvod nije konvergentan.

Svojstva:

Ako imamo beskonacni proizvod
+oo
I »x
n=1
i neka je m fiksirani prirodan broj. Tada ¢emo parcijalne proizvode beskona¢nog proizvoda
+o0
H pi
i=m+1
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obeleziti sa P} = Ppmi1Pmi2 " * Ptk

Ocigledno je da vazi P, = P, P gde su P; parcijalni proizvodi proizvoda
+00
II pn.
n=1

Odakle sledi da je

lim P =P, lim P]
k—+o0 mtk mk—)—i—oo k

Tvrdenje:
Izostavljanje konacno mnogo ¢lanova beskonac¢nog proizvoda ne utice na njegovu
konvergenciju.
Tvrdenje:
Potreban uslov da proizvod
+00
I »n
n=1
konvergira je da njegov opsti ¢lan p,, tezi ka jedinici kada n tezi beskonacnosti.
Tvrdenje:
Beskonacan proizvod konvergira ako i samo ako za svako € > 0 postoji ng € N tako da za
svako n > ng, k € N vazi |ppy1Pnie - Pk — 1] < €
Tvrdenje:
Ako su pocev od nekog n svi ¢lanovi niza a,, n € N istog znaka tada proizvod
—+o00
1A +an)
n=1
konvergira ako i samo ako red
+oo
> an
n=1
konvergira.
Tvrdenje:

Beskonacan proizvod sa pozitivnim ¢lanovima konvergira ako i samo ako red
+oo
> Inpn
n=1

konvergira. Ako je suma tog reda s onda taj proizvod ima vrednost e®.



Za proizvod

lo:ollpn: H(l—i—an)

n=1

kazemo da apsolutno konvergira ako konvergira proizvod

oo

[T+ Janl)

n=1
Tvrdenje:

Ako beskonacan proizvod apsolutno konvergira onda on i konvergira.



1.2 Integrali kao funkcija parametara

Svojstveni parametarski integrali

Stav:
Ako je funkcija f(z,y) integrabilna po x na segmentu [a, b], za svako y iz neke okoline V tacke

Yo € Riako f(x,y) ravnomerno tezi ka funkciji ¢(z) kada y — yo po z € [a, b], onda je

ti 1) = [ (g S oo = [ (oo
Posledica:
Ako je, za svako y < yo(y > o) iz neke okoline V tacke yo, f(x,y) neprekidna funkcija od
x € [a,b] koja kad y rastudi (opadajuéi) tezi yy takode monotono (po y) tezi funkeciji ¢(z),

neprekidno na [a, b], tada vazi

Ji 1) = [t f(og)de = [ o)

Y—Yo

Stav:
Neka je P pravougaonik [a, b] X [c,d] i neka je f(x,y) neprekidna funkcija na P.
Tada je I(y) neprekidna na [c, d].
Stav:
Neka je P = [a,b] X [c,d] i funkcija f : P — R zadovoljava:
1) f neprekidna po x € [a,b] za svako y € ¢, d]
2) f ima parcijalni izvod %5 koja je neprekidna funkcija na P.
Tada je funkcija koja je definisana kao I(y) = [° f(z,y)dz neprekidno diferencijabilna na [c, d]
1 vazi

I'(y) = J, 3 (x.y)da.
Stav:
Neka su f i % neprekidne realne funkcije na pravougaoniku P = [«, 5] X [¢,d] i neka su a(y) i
b(y) diferencijabilne funkcije definisane na [c, d] sa vrednostima u [«, f].

Tada je I(y) = fb((;’)) f(z,y)dz diferencijabilna funkcija na [c,d] i vazi

a

I'(y) = Jo) (@, y)de — flaly), v)d (y) + Fb(y), vV ().



Stav:
Neka je funkcija f : P — R neprekidna na pravougaoniku P = [a,b] X [¢,d]. Tada je funkcija
I :[c,d] = R koja je definisana integralom I(y) = [° f(x,y)dz integrabilna i vazi

JEI(y)dy = [Cdy [2 f(z,y)de = [P dx [2 f(z,y)dy.



Nesvojstveni integrali
Neka je funkcija f : [a, +00) — R Riman integrabilna na svakom [a, 3] C [a, +00).

Tada grani¢na vrednost:
L5 f(z)dr = limg, 4o ff f(z)dz

se naziva nesvojstveni integral prve vrste.
Neka je funkcija f : [a,b) — R integrabilna na svakom [a, 5] C [a,b), —00 < a < b < +00.

Tada grani¢na vrednost:

fff(a:)da: = limg_y; ff f(z)dz

se naziva nesvojstveni integral druge vrste.

Isto vazi i za slucaj kada je singularitet u donjoj granici.

Ravnomerna konvergencija nesvojstvenog integrala

Definicija:

Za integral I(y) = f;’ f(z,y)dzr kazemo da ravnomerno konvergira po y € Y, Y C R ako
F(B,y) ravnomerno tezi ka I(y) (5 — b) poy € Y, tj. ako za svako € > 0 postoji 5y € [a,b)
tako da za svako y € Y i svako By < B < bvazi |I(y) — F(B,y)| = Ugf(av,y)dﬂ < e.
Teorema:

Integral I(y) = ff f(z,y)dx ravnomerno konvergira po y € Y C R ako i samo ako za svako
€ > 0 postoji fy € [a,b),takvo da za sve 3, 5" za koje je o < B < 5" <bizasvakoy €Y
vazi |f5ﬁ,ﬁ flz,y)dz| <e.

Posledica:

Ako je podintegralna funkcija f integrala I(y) = [ f(z,y)dx neprekidna na [a,b) x [c,d] i taj]
integral konvergira za y € (c,d), ali divergira za y = ¢ (odnosno y = d), onda on
neravnomerno konvergira na (¢, d).

Tvrdenje:

Vajerstrasovo pravilo

Neka je ¢ : [a,b) — R integrabilna funkcija takva da je | f(z,y)| < ¢(z) za svako = € [a,b),
yeY CRi[l¢(x)dr < +o0.

Tada integral I(y) = [° f(x,y)dx ravnomerno konvergira po y € Y.



Tvrdenje

Abel-Dirihleovo pravilo

Neka su funkcije f(z,y) i g(z,y) definisane za x € [a,b) iy € Y C R i neka su za svako y € Y
integrabilne po x na svakom segmentu [«, 5] C [a,b). Za ravnomernu konvergenciju
nesvojstvenog integrala [’ f(z,y)g(z, y)dz po y € Y dovoljno je da budu ispunjeni slede¢i
uslovi:

D1 Za svako y € Y funkcija f(x,y) je neprekidna po x € [a,b) i ima ravnomerno ogranic¢enu
primitivnu funkciju, tj. postoji neka konstanta M takva da vazi | [ f(z,y)dz| < M za svako
y €Y isve € [a,b);

D2 Za svako y € Y funkcija g(z,y) je neprekidno diferencijabilna, monotona po x € [a,b) i
g(x,y) > 0kad z - bpoy €Y;

ili vazi

Al Za svako y € Y funkcija f(x,y) je neprekidna po x € [a,b) i nesvojstveni integral

[ f(x,y)dx ravnomerno konvergira po y € Y

A2 Za svako y € Y funkcija g(z,y) je neprekidno diferencijabilna i monotona po x € [a, b),
takode je funkcija g(z,y) ravnomerno ograni¢ena po x € [a,b) iy € Y

Teorema

Neka su ¢lanovi reda
—+o00

Z an(x)

n=1

nenegativne i neprekidne funkcije na [a, b) i neka je njegov zbir f(x) na [a,b) neprekidna i

integrabilna funkcija. Tada se taj red moze integrisati ¢lan-po-¢lan na [a, b), tj. vazi

/ab(nio:1 an(z))dr = :Oj /ab an(x)dx.

Teorema

Neka su ispunjeni sledeci uslovi:

1) funkcija f : [a,b) X [¢,d] — R je neprekidna po x € [a, b) za svako y € [¢,d], a funkcija %5 je

neprekidna na [a, b) X [c, d]
2) integral I(y) = [° f(x,y)dz konvergira za neko y = yo € [c, d]

3) integral [” g—g(x, y)dx ravnomerno konvergira na [c, d].

Tada je funkcija I(y) diferencijabilna na [c,d] i vazi I'(y) = J° g—g(:p, y)dz.
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Teorema
Ako je funkeija f neprekidna na [a,b) x [¢, d] i nesvojstveni integral I(y) = [° f(z,y)dx
ravnomerno konvergira na [c, d], onda je funkcija I(y) integrabilna na [c, d] i vazi

JEI(y)dy = [Cdy [2 f(z,y)de = [)dx [2 f(z,y)dy.



2 Beta funkcija

Definicija:

Beta funkcija je funkcija dve promenljive koja je definisana na sledeé¢i nacin:

B(a,b) = [} 2% (1 — 2)" 'dx

gde su a i b promenljive za koje vazi a > 01ib > 0.

Ona zadovoljava slede¢a svojstva:

B(a,b) = B(b,a) (1)

b—1
Bla.b) = ———=Bla.b—1) 2)
B(a,b) = /;OO uiz;)mdt (3)

koja ¢e biti dokazana u nastavku rada .

Integral B(a,b) = [y 2% '(1 — )*~! dz moze da bude nesvojstven. U slucaju kada je a < 1
tada kada z — 0 podintegralna funkcija tezi beskonacnosti pa da bi ovaj integral konvergirao
potrebno je da vazi slede¢e: 1 —a < 1 odakle dobijamo da je a > 0. Isto vazi i za parametar
b. U slucaju kada je b < 1, kad  — 1 podintegralna funkcija tezi beskona¢nosti pa da bi

integral konvergirao mora da vazi b > 0. U to se mozemo uveriti i na slede¢i nacin:

B(a,b) = By(a,b) + Bs(a,b) = /é

1
a—1 b—1 a—1 b—1
o (1—2) dx—l—/ém (1 —x)°" dx.

Bi(a,b) ima svojstvenu tacku z = 0 i konvergentan je za a > 0 i svako b.

Uvedimo sledecée:

|=

Bi(a,b) < Mb/2 2L dz < +00,a > 0,Vb
0
1

Bi(a,b) > mb/2 2%V dr = +00,a < 0,Vb
0

Odakle mozemo da zakljuc¢imo da je funkcija Bj(a,b) definisana za a > 0 i svako b. Sli¢no i za
Bs(a,b) dobijamo da je definisana za b > 0 i svako a pa mozemo zakljuciti da je beta funkcija
B definisana na skupu : {(a,b) € R*: a > 0,b > 0}.

Podintegralna funkcija je neprekidna na [0, 1] x (0, +00) x (0, 400) osim u tackama (0,a,b) i

(1,a,b).
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Da bi ispitali neprekidnost ispitajmo oblast konvergencije integrala By i Bs.

1
/ 21— x) de =1,
0

I > my s [ 2% 'dx racunanjem integrala [ 2%~ 'dz dobijamo I, > mys%, gde je

0 1
= inf (1—2)"! — = — 0,0 € (0, =
mps xér[%),l}( IE) 5 a +OO,CL ) ( 72]

odakle sledi da B; ne konvergira ravnomerno na (0, +00) u odnosu na a.

Ako je a > ay > 0 tada [ 2% (1 — 2)""Ydx < My [ 2% 'do = MM%& < Mbﬁ% odakle
dobijamo da za svako € > 0 moguce je naci o, > 0 tako da za svako 9, 0 < d < d, i za svako b
vazi [Q 2% (1 — z)"'dz < € i mozemo zakljuciti da B, ravnomerno konvergira za a > a; > 0
analogno vazi i za By da ravnomerno konvergira za b > b; > 0. Sledi da je fol 22711 — 2) "t
ravnomerno konvergentan na {(a,b) € R* a > a; > 0,b > b; > 0}.

Kako je [ 27 (1 — 2)"~'dx ravnomerno konvergentan na ovom skupu onda je taj integral i

neprekidan na ovom skupu.

Beta funkcija se moze izraziti kao trigonometrijski integral uvodenjem smene:
x = sin? a, dr = 2sin a cos ada. (4)

Zamenom (4) u integral

1
B(a,b) :/ (1 — 2)"! dr.
0

dobijamo:

B(a,b) = E(sm a)* Y
0

s
= 2/2 (sin @)% (cos a)?*~? sin a cos ada

— sin® a)*"'2sin a cos ada

= 2/ (sin @)* ! (cos @) 'da.
0

Takode beta integral mozemo da predstavimo u obliku beskonac¢nog integrala uvodenjem

smene

pri ¢emu ¢emo dokazati i svojstvo (3).
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Zamenom (5) u integral dobijamo

B(a,b) =

( ) (1 - 1it>b_l (1it)2dt
+o0 I
( ) <1+z> T

L
J,
/ - dt
J

1+t a—1+b—142
“+o00

1+1M+b1f

Sto je i trebalo dokazati. e

Dokaz svojstava (1) i (2):
Svojstvo (1):
B(a,b) = [} 2% (1 — 2)" 'dx
Uvedimo smenu z = 1 — ¢, dz = —dt.
Tada dobijamo:
B(a,b) = — [{(1 —t)* 10" 1dt = [}(1 —t)*~'tb—1dt.
Uvedimo smenu t = z,dt = dx.
Dobijamo: B(a,b) = [y (1 —2)* '2* 'dz = B(b,a)e
Svojstvo (2):
B(a,b) = [} 2% (1 — 2)" 'dx
Uvedimo parcijalnu integraciiju:
u=(1-2)"" du=—(0b-1)(1—-2)"2de,dv =z" 'z ==
Integral tada postaje:

1 _.ax=1
B(a,b) = (=z)la® + 2L el — 2)'2de

a =0 a

Da bismo dobili gornje tvrdenje napisimo:
=rlr=2"11-(1-2) =21 -2 (1 - 2)

b—1 a—1 b—2
B(a,b) = - /Oa: (1—2)"""de — -
b—1 b—1
= ——B(a,b—1) — ——B(a,b
“LB(ab-1) - " Blab)

b—

1 1
/ 2 N1 — z) e
0

B(a,b) + =1 ( b) = =1B(a,b—1)
atb=1 B(a,b) = =1 B(a,b— 1)
B(a,b) = a+;i B(a,b—1)e

1
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Iz tvrdenja 1 i integrala B(a,1) = fol 29ty = % neposredno dobijamo slede¢u posledicu.
Posledica:

Neka je B funkcija. Tada vazi:

a) B(a,n) = B(n,a) = a(a—i—l)(a(—fif;){).!(a—i-n—l)’ n je prirodan broj
b) B(m,n) = B(n,m) = %, n i m su prirodni brojevi
Tvrdenje 2:

B(a,a) = mi=B(3,a)|, a >0

Dokaz:

Dokazimo ovo tvrdenje direktnom zamenom b = a u formulu za beta funkciju.

B(a,a) = /lxal (1—af)a_1d:c:/01(:1:—x2)“1d33:/01 <i— (;—x)2> : dx

0

11 /1 2yt
— 2 - (==
/0<4 (2 x)) e

; 1_ o Ve — _dt
Uvedimo smenu 5 —x = 3, dr = — i

Dobijamo sledece:

1 t\“! dat 11

1 1
Bla,a) = 2/ (-) B S
(a’ a) 0 4 4 4\/% 0 22a< ) 2
2 b a1 1 1
= ﬁ/@ t 2 (1 — t) dt = 22a—lB (2,a)

Sto je i trebalo dokazati. e

Tvrdenje 3:

Formula dopune:

Bla,1—a)= [®Ydt= | 0<a<1

1+t sin am

Dokaz:

Ako u integral za beta funkciju stavimo b = 1 — a dobijamo B(a,1 — a) = [;"> tla;tl dt.

Treba da vazi da su a i b pozitivni tj. mora da vazi 0 < a < 1.
Ovaj integral mozemo razloziti na dva integrala fol + e,

Podintegralnu funkciju prvog integrala mozemo napisati u obliku sume:
“+o0o
ta—l Z(_l)ita—i-i—I
i=0
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Ovaj red uniformno konvergira potza 0 <e <t <1—¢ <1 za neke ¢,¢ > 0.

Parcijalna suma ovog reda ima integrabilnu majorantu

1— (—t)"

< ot
1+t

n—1
0<d (=1t =gt
=0

nad [0, 1] pa ovaj red moze da se integriSe ¢lan po ¢lan. Dobijamo da je prvi integral jednak

sumi
o at1
Drugi integral ¢emo resiti uvodenjem smene t = %, dt = —%.

Tada se integral svodi na:

B /0 ' dx _ [t dp — /1 gl-a-1 do — Jio (—1)i.
1 o 1+

1+ a2 o 1+=x a—1

Sabiranjem ove dve sume dobijamo:

Blol—a) = 24 S ()
a,l—a)=— - :
’ = a+i a—1
Treba pokazati da je
1 I o1 1 T
- -1) = .
a_l—;( )(a+i+a—i) sin am
Za dokaz ove ¢injenice potreban nam je ve¢ poznati razvoj funkcije sinz u beskonaé¢ni
proizvod.
Tvrdenje :

sinz =z [} (1 -z )

n2m?

Uzmimo apsolutnu vrednost gornjeg izraza. Dobijamo:

IZ

+o0o
. _ 1_
| sin z| ]a:\nl:[l\ "

Ako logaritmujemo gornju formulu dobijamo sledece:

2

+oo
1 i =1 1 1—
og |sinz| = log |z| —i-nX::l og | 23

zatim diferenciranjem dobijamo formulu:
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1 I 2x
cotr =+ 2 o am )

Da bismo opravdali diferenciranje potrebno je da dokazemo da dobijeni red konvergira.

2x
22 — n2n2

2|z 2M oM 1

- - : _
n’n? — |z " nPn?- M2 @2 p2 - M0

Red ¢iji je opsti ¢lan a,, =

Ako se u (7) svaki sabirak razlozi na zbir dobija se:

1 = 1

cotx—f—l—z )= >

1l T —Nnm x—i—mr oo T+ NT
zasve x # km, k=0,+1,4+2, ...
Pomnozimo ovaj izraz sa x i umesto x stavimo 7.
Dobijamo sledece:
400 xQ +0c0 .’/UQ
Tx cot mr = 1+22ﬁ = Z -t &2
5 —n o T =

Iz veze tangensa i kotangensa tanz = cot(3 — x) dobija se razvoj tangensa na parcijalne

razlomke:
= 1 1 1
tanx = —;(x —E, o L;w)’x # (k+ 5)7r, k=0,41,42, ... (8)
Ako umesto x stavimo % dobijamo:
+oo
Etan— _nzjl x—21n+1 +x+21n—1) :2;#— (4xn2—1)
zax #2k+1,k=0,%£1,%£2, ...
Ako iskoristimo identitet —— = % = %(tan% + cot §) dobijamo reciprocne vrednosti

sinusa u parcijalne razlomke

I = 1 1
=—+> (-1 + )& # km k= 0,41, 42, .. 9)

sinx T TrT+nmt T —nmw

n=1

Ako u (9) stavimo mx umesto = dobijamo:

u 1++Z°°( ) L T (10)
== — x
simmz T o x+n x—n'"



Ako u (10) umesto « stavimo a dobijamo

+o0 1

R M

sinta  a

a time smo dokazali da vazi Tvrdenje 3 e

Posledica:

Pomocu prethodnog tvrdenja mozemo izracunati B(%

1 1\ _ r+oo dt
B(3:2) =1 oy

Nakon smene t = u?, dt = 2udu dobijamo f0+°°

2udu
(14+u?)u

16
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= 2arctan u

+oo __
=0 —
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3 Gama funkcija

Definicija

Gama funkcija je funkcija koja se definise za a > 0 na sledeé¢i nacin:

[(a) = [;F* 29 e dx|.

Dokazac¢emo da se ona moze uvesti i na slede¢e ekvivalentne nacine:

e . (n—1)!
(a) = lim n ala+1)(a+2)---(a+n—1)

gde je v Ojlerova konstanta
Naveséemo neke reprezentacije gama funkcije koje se dobijaju sledeéim smenama x = t2,

r=—Ilnzix=_e.

+o00 5
[(a) = 2/ 2 te dt
0

I'(a) = /01 (lni)al dz

400 :
[(a) = / e dt

—0o0

1)

T(1)=T(2) =1
2)
I'(a+1) =al'(a)
3)
['(n+1)=n!
4)

['(a)T(a+ ;) = Qle(Za)

koja ¢e biti dokazana u nastavku rada.
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I'(a) =T1(a) +Ty(a) = [ 2% e dx + [[7° 2% e "dx

Integral T';(a) ravnomerno konvergira za svako a > a; > 0 $to se moze videti iz nejednakosti
2% le™® < g@~! 0 < 2 < 1, na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma i ¢injenice da je [} x*~'dx
konvergentan.

Za a > 0 ovaj integral ne konvergira ravnomerno.

Ako je m = infocpes e tada [J 2% e ?dx > m [) 2% \dx = m& — +00, a — 0+

pri fiksnom § < 1, pa za neke € > 0 nije moguce odrediti d. > 0 tako da za svako a > 0 i svako
0 <6 <9, vazi fo‘S 2 e dx < e.

Zaa<ayiz>0, " le® < 29 e~ odakle dobijamo [, 2% e "dx < +oo odakle
dobijamo da je integral I's(a) konvergentan na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma za svako

a < ay ali I'(a) nije konvergentan.

Za svako a, jer za a > 11 fiksno N > 1, [y 29 le™®dx > N ! [{® e 2dr = N le ™V — 400
dobijamo da je I'(a) ravnomerno konvergentna na [ay, as],0 < a1 < as < +00.

Kako je podintegralna funkcija neprekidna na [0, +00) x (0, +00) osim u tackama (0, a) sledi
da je I'(a) na [ay, as],0 < a; < as < 400 neprekidna.

[(a) = [ 2% Le~%dz je na [a1, az] ravnomerno konvergentna odakle dobijamo da je I'(a) na
ovom segmentu diferencijabilna.

Sta vise I'(a) € C*([ay, as]) to mozemo zapisati na sledeéi naéin:
%) (a) = ;"> 2% e *(In ) dx.

Kako je gama funkcija neprekidno diferencijabilna na [a1, as],0 < a1 < ag < 400 i

['(1) =T'(2) = 1 na osnovu Rolove teoreme postoji bar jedna tacka ag na (1,2) u kojoj je prvi
izvod nula, a drugi izvod je pozitivan odakle mozemo zakljuciti da je prvi izvod monotono
rastuca funkcija.

Stoga ag je jedina nula gama funkcije pri cemu za x < ag prvi izvod u tacki x je negativan, a
za x > ag prvi izvod u tacki x je pozitivan.

Gama funkcija je monotono opadajuca za x < ag, a monotono rastuca za x > ag odakle
zakljucujemo da gama funkcija ima lokalni minimum.

['(a) = @ — +00,a — 04 Sto znaci da je y-osa asimptota gama funkcije.
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Dokaz svojstva 2:

[(a) = [ 2% e %dx

fi

Uveséemo parcijalnu integraciju: v = e *, du = —e %dx , dv = 2* 'dz,v =
b ) b a

Tada I'(a) = éx“e‘x S0+ ifoﬁo x%e *dx pa kako prvi tezi nuli ostaje nam drugi deo.
['(a) =2 [ 2% "dz = T'(a + 1) odakle dobijamo dato tvrdenje. e

Dokaz svojstva 1:

D(1) = i eode = —e~2 |24 =1

[(2) = [ re2dr = —ze |15+ [[F¥ e %de = [ e %dr = —e*[[ X =109
Posledica 2:

Gama funkcija je uopstenje faktorijela:

I'(n+1)=n!

Tvrdenje 3:

Ojler-Gausova formula

. 4 a (nfl)'
F(Cl) - hmn—>+oo n a(a+1)(a+2)---(a+n—1)

Dokaz:

Uvedimo slede¢u smenu u gama funkciju koja je predstavljena u obliku (14):
z=y" dz = ny" 'dy (16)
I'(a) = [y (In1)atdz = lim, 400 fy (n(1 — 20))5 dz = limy_y 400 Ji n® 11 — y)* Iy tdy

(n—1)!
a+1)(a+2)---(a+n—1)

T(a) = limp_ 00 2% [ 4" 11 — 9)* 'dy = lim, 400 n°B(n, a) = lim,_, o n® o
sto je i trebalo dokazati. e

Iz ove formule moze da se dobije razvoj gama funkcije u beskonacni proizvod, tj. formula

Vajerstrasa.
1 . ala+1)(a+2)---(a+n—1) . a a a a
— = 1 = lim —(1+-)(1+=)---(1
I'(a) et Teo nal-2-3-.-(n—1) n%lgloona< +1)< +2) ( +n—l)
n—1 a
= lim —= 14—
e L)

In

Ako n napisemo kao n = e™" i znajudi razvoj za logaritamsku funkciju

Inn=1+3435+- -+ = —v+O(+) prethodni izraz mozemo da napisemo u slede¢em obliku:

)

1 . —a a a a

n—1
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= i B e B AR X 31 BTATS IS a
lim_ae R
) Lo )nfl a. _a 400 a.
= ae“’ngrllooe n T H(l—I—E)e z :aeyH(l—"E)e z

Da bi dokazali da ovaj proizvod konvergira potrebno je odrediti veli¢inu cinilaca.
(I+z)e®=(1+z)(1—x+ 32>+ 0(2*) =1 — 127 + O(2%) odakle sledi da je

(14 9)e k =1—1(2)2+ O((%)*) pa ¢e nas proizvod konvergirati jer i ;> % konvergira.
Tvrdenje 4:

Vajerstrasova formula

mg = 2 LA+ D)e

Tvrdenje 5:

Veza beta 1 gama funkcije

Bla, b) = 5

Dokaz:

[(a) = [;F* 2% e %dx

Uvedimo smenu z = sy, dr = sdy u I'(a) = [§° 2 e "dx.
D(a) = Jo ™ (sy)* e sdy

Lla) _ Jor yele=svdy

sa

Zamenimo a sa a + b 1 uvedimo smenu s = 1 +¢.

a+b 0  a4+b—1 —
Ty = [ yrth ey

Ako se obe strane jednakosti pomnoze sa t%*

oo ta—1 0 Ja— 0  a+b—1 —
T(a+0b) fg" ﬁ: o Tt (fy eyt e vy dt

i integrale po t u istim granicama dobija se

Stavimo ty = z

+oo
['(a+0b)B(a,b) = y“*b’le’y(/ t* e Wdt)dy
0

J,
+oo L +oo ~ a —ZdZ
= [yt e Sy
0 0
J,

+o0 1 +oyo Y
— yaerflefyi(/ Zaflefzd/z)dy
y* Jo
- +oo b-1 —y
= y' e T (a)dy
0
= I'(a)l'(b)



Kada se izrazi B(a,b) dobija se trazena jednakost .
Promena redosleda integracije je dozvoljena jer za a > 11 b > 1 funkcija
u(t,y) = 1o y*+v=1e=(4DY je neprekidna kao funkcija dve promenljive i pozitivna za y > 0 i
-1 +o© ) a+b—1 ,— azl . atb—1,—y [+00 ra—1 - -1 -

t>0,ate 1f0+ y +b-1, (1+t)ydy: F(a—i_b)(lj—tw iy +b-1, yf0+ ra—1g tydt:F(a)yb lo—y
su neprekidne funkcije potzat>0ipoyzay >0, pajezaa>11ib> 1 dozvoljena
promena redosleda integrisanja tj., za a > 11 b > 1 vazi B(a,b) = % ili

_ T(a+1)T(b+1)
B(@+1,b+ 1) = m.

Iskoristimo funkcionalnu vezu izmedu beta i gama funkcije B(a+1,b+1) = %B(a, b)

a+b+1)(a+b
T(a+1)T(b+1) ab L(a)l'(b)
T(a+b+2) — (a+b+1)(a+bd) T(atd)
Tada zaa > 01ib> 0 vazi B(a,b) = FF(EQSS) °

Ovu vezu je Jakobi dokazao pomocu dvostrukog integrala na slede¢i nacin:

L(a)T'(b) = +ooxafle’xdx o brlemyq
=/ ; Y Y
+oo —+o00
= / a:“_le_“"yb_le_ydxdy
0

0
+oo  ptoo
_ / / xaflybflef(ery)d:Edy
0 0

Uvedimo smenu z = uv,y = u(1 — v) pri ¢emu je 0 < u < +00, 0 < v < 1, a Jakobijan je

dxdy = —ududv.
(—w)u® o (1 = v) e dudy

/1
—+00 1

= / /ua+b_lva_1(1—v)b_le_“dudv
o Jo

Tvrdenje 6:

Lezandrova formula

T(a)T(a+ 1) = 22T(2a)

Dokaz:

Na osnovu tvrdenja 2 za beta funkciju imamo B(a,a) = 5~ B(3,a).
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Predstavljanjem beta funkcije sa obe strane pomoéu gama funkcije B(a,a) =

I'(2a)
1 _ D(I(a) . _T@l@ _ 1 TG N
B(§7CL) — F(Qa-‘r%) dOleamO F(2a) - 22@—1 F(il-‘r%) Y P(E) - ﬁ
Skra¢ivanjem sa I'(a) sa obe strane i sredivanjem izraza dobijamo izraz koji se trazi:

Ll _ _1 VT
[(2a) — 22¢-1T(a+1)

T(a+ 3)0(a) = 22T(2a) o

Za gama funkciju ne postoji adiciona formula. Navedimo neke od formula koje se mogu dobiti
iz prethodnih rezultata:

B(a,1 —a) ==

s am

Fa)T(1—a)= F(a)l,lz(ll)_a) = Fr(?ii(ll:a‘;) = B(a.1 —a)

['(1 —a)=—al'(—a)
F(CI,) _ I'(1+a)

a

—al'(a)['(—a) = ==

sm am

MNa)'(—a) =——=

a s aT

F'l+a)l(l—a)=*%

s am

™

|
S

T
cosam

Koriséenjem Ojler-Gausove formule i proizvoda za sinus dokaza¢emo jednu od prethodno

navedenih formula.

1t )2 (et D] (000 —a)2—a)- (01~ a)
Ia)'(1 —a) n—+o0 nel-2-3---(n—1) ni=a1.2.3---(n—1)
— m aln—a) (1 —a?)(22—a?)---((n—1)% —a?)
n—+oo n 12.22...(n—1)2
- nﬁf&oaH (-3

asinam sin am
[

aT ™
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4 Karakterizacija gama funkcije

U ovom odeljku bice reci o dve karakterizacije gama funkcije: pomocu Lezandrove formule i
pomocu logaritamske konveksnosti.

Teorema:

Neka je F' realna funkcija koja ima neprekidan prvi izvod i nema nula za a > 0, takva da vazi :
1) Fla+1) =aF(a)

2) Fa)F(a+ 1) = 37 F(2a)

tada je F' =T

Dokaz:

Neka je F'(a) = f(a)'(a) 1 f(a) ima neprekidan prvi izvod i razlicita je od nule za a > 0.
Zamenom F(a) = f(a)T'(a) u F(a)F(a+ 1) = ZQT@F(%) dobijamo:

Fla+1)=aF(a) & fla+1I'(a+1) =af(a)(a).

Znamo da je I'(a + 1) = al'(a) pa zamenom dobijamo af(a + 1)I'(a) = af(a)'(a).
Skrac¢ivanjem sa al'(a) dobijamo a) f(a + 1) = f(a).

F(a)F(a+ 1) = 32 F(2a) & f(a)T(a)f(a+ DT (a+ 3) = 225 f(2a)T(2a)

Skracivanjem dobijamo b) f(a)f(a + 3) = f(2a), f zadovoljava uslove a) i b).

Iz uslova a) dobijamo da je f(0) = f(1) odakle mozemo zakljuciti da kad a — 0 f(a) ima
granic¢nu vrednost.

Ako u uslov b) stavimo a = % dobijamo f(%)f(l) = f(1). Skrac¢ivanjem sa f(1) dobijamo
f3) =1

Kako je funkcija f(a) # 0 za a > 0 sledi da je f(a) > 0za a > 0.

Postoji funkcija koja ima neprekidan prvi izvod za a > 0. Nju ¢emo obeleziti sa g(a) = In f(a).
Logaritmovanjem uslova a) i b) dobijamo da ova funkcija zadovoljava slede¢a dva uslova:
1) gla+1) = g(a)

2) g(a) +g(a+ 3) = g(2a)

Neka je h(a) = ¢'(a). Tada je h(a) neprekidna funkcija koja diferenciranjem prethodnih
uslova 1) i 2) zadovoljava sledece uslove:

h(a) = h(a+1)

h(a) + h(a+ 3) = 2h(2a)
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Ako u drugi uslov stavimo § umesto a dobijamo:
h(%)+ h(g+ %) =2h(a)
Ako u ovu formulu stavimo § i

h(%) + h(%+ 1) =2h(%) i h(“EL) + (2 + 1) = 2h(%).

i 22 umesto a dobijamo:

Sabiranjem ove dve formule dobijamo:

h(§) + 3h(“2) + 3h(F) + 3h(F%) = h(§) + h(*FF)
Koris¢enjem izraza h(a) + h(a + 3) = 2h(2a) dobijamo:
3l1(§) + h(52) + h(9F) + h(*2)] = h(a)

Ako ponovimo ovaj postupak n puta dobijamo: 3 Z2n "h(%E) = h(a).

Kako je funkcija h(a) neprekidna ovu sumu ¢emo posmatrati kao integralnu sumu za integral
[ () da.
Zbog uslova h(a) = ¢'(a) i g(a+ 1) = g(a) imamo
Pa) = i s oo 22 S251A(5H) = [ h(@)de = gla+ 1) — gla) = gla) — g(a) = 0.
Prvi izvod funkcije ¢ u tacki a je 0 §to znadi da je g(a) = const, a odatle sledi da je
f(a) = €9 = const.
Kako znamo da je funkcija f(a) neprekidna i ranije smo videli da je f(%) =1 to znadi da je
f(a) =1, a tada je F'(a) = I'(a) $to smo i trebali da dokazemo. e
Posledica:
Neka je F realna funkcija koja ima neprekidan prvi izvod i vazi
1) F(a+1) = aF(a)
2) F(a)F(a+ ) = %5 F(2a)
3) Pa)F(1 - a) = 32
4) F(1) =1
tada je FF =1T.

Definicija:

Neprekidna funkcija f nad nekim intervalom naziva se konveksna nad tim intervalom kada za
svake dve tacke x, y iz tog intervala i svako 0 < o <1 vazi

flaz+ (1—a)y) < af(z) + (1 — a) f(y).

Definicija:

Pozitivna realna funkcija f(x) je logaritamski konveksna kada je In f(x) konveksna funkcija.
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Iz definicije konveksnosti dobijamo:

In f(az + By) < alnf(z)+ BIn f(y) < In(f(z)*f(y)?) odakle mozemo zakljuciti da

flaz + By) < (f(2)*)(f (1))

Kada na desnu stranu primenimo nejednakost aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo
(f(@))(f(y)? < af(z)+ Bf(y) sto znadi da je uslov logaritamske konveksnosti jaci od uslova
konveknosti pa je svaka logaritamski konveksna funkcija i konveksna funkcija.

Tvrdenje:

Gama funkcija je logaritamski konveksna funkcija.

Dokaz:

Da bi ovo dokazali primeni¢emo nejednakost Kosi-Bunjakovskog za integrale.

R (@) da [ (g(2) e = (™ f()g(w)da)?

Ako stavimo f(z) = Vzele=* i g(z) = Vzo—le~*Inx tada je

o lemvdy [P v et (Inw)? > (fyT 20 e T Inwdw)? < T'(a)[V(a) — (IM(a))2 > 0. o
Teorema:

Neka je F' realna funkcija definisana za pozitivne vrednosti argumenta za koju vazi:

a) Fla+1) =aF(a)

b) F(a) je logaritamski konveksna

c) F(1)=1

tada je F' =T

Dokaz:

Primenimo uslov F'(a + 1) = aF'(a) vise puta.

Dobijamo F(a+n)=(a+n—1)(a+n—2)---(a+ 1)aF(a).

Za celobrojno n dobija se F'(n) = (n — 1)! pa se izracunavanje vrednosti funkcije moze svesti
na izracunavanje funkcije F'(a) za a € (0,1] tj. ako dokazemo da je F' =TI na (0, 1] tada je
F =T na (0,400).

Ako je funkcija konveksna to zna¢i da ona za z; < x < x5 zadovoljava uslov

F(z1)-F(z)  F(z2)-F(z)
Tr1—T — To—T

To—T

ra, A tada je

Ovaj uslov se dobija ako u uslov konveksnosti stavimo da je o =
0< 2= <1i
2—T1

T—21
r2—T1

l—a= pa iz uslova konveksnosti dobijamo sledece:
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F(ar + (1 —a)xs) < aF(x1) + (1 — a)F(xs)
Zamenom izraza za « i 1 — a dobijamo:

(2270 gy o 2201 g0y < B2 B0} 4 B0 ()

T2—T1 r2—T1 - I2—I1 T2—T1

Svodenjem na zajednicki ¢inilac dobijamo:

F(CU2931—$$1+$$2—11-'E2) < (z2—2) F(z1)+(z—21) F(22)
To—x1 — To—x1

(w2—z1)F(z)  (r2=2)F(z1)+(z—21)F(22)
To—T1 — To—1T1

Skrac¢ivanjem sa xo — x; dobijamo:

(xg — x1)F(x) < (29 — ) F(21) + (x — 1) F(2)

Izraz xo — 1 mozemo da predstavimo sa xo — x + x — x1; pa zamenom u gornji izraz dobijamo
(xo —x 4+ —x1)F(2) < (29 — ) F(21) + (x — 1) F(22) pa sredivanjem se ovaj izraz moze
svesti na sledeéi: (x9 — z)F(x) + (x — z1)F(x) < (2 — ) F (1) + (v — x1) F(22)

(xe —2)F(x) — (29 — 2)F(x1) < (x — x1)F(22) — (x — 1) F(z) pa se deljenjem sa

Fl@)=F(z2) o Flz1)=F(z) )
To—T - r—x1

(9 — x)(x — 1) dobija slededi izraz

Ako je raspored tacaka drugaciji tj. ako postoji raspored tacaka r1 < xo < ,

F(z1)—F(x2) < F(z)—F(x2)

, & posto je x1 < w9 pomnozi¢emo brojilac i imenilac leve strane sa —1

T1—T2 T—T
pa dobijamo £e2=F@) o Fla)=Flza)
T2—T1 - T—2

(= 22)(F(x2) — F(21)) < (22 — 1) (F(2) = F(x2))
Prethodni izraz je ekvivalentan izrazu
(# — @2)(F(22) — F(21)) < (22 =z + 2w — 21)(F(z) — F(a2))

pa sredivanjem dobijamo (z — x9)(F(x) — F(x1)) < (x — z1)(F(z) — F(x2)).
Fz)=F(z1) o F(z)=F(z2)
T—x1 —

Deljenjem sa (z — x2)(z — x1) dobijamo pr—

NekajeO<a<1lin>2. Imamo tackez;=n—1<r=n<zys=n+ai

r=n<z=n+a<xy=n+11ikonveksnu funkciju In F(z).

In F(n—1)—In F(n) In F(n+a)—In F(n) In F(n+1)—In F(n)
Tada (n—1)—n < (n+a)—n < (n+1)—n

Ako koristimo F'(n) = (n — 1)! dobijamo In(n — 1) < lnF("+“)a_1n("_1)! <lInn.

Mnozenjem ove nejednakosti sa a i ako prebacimo a u eksponent i In(n — 1)! dodamo sa obe
strane dobijamo In((n — 1)*(n — 1)!) <In F(n + a) < In(n%(n — 1)!), a posto je logaritam
monotono rastuca funkcija imamo da je (n — 1)*(n — 1)! < F(n+a) < n%(n — 1)

Ako iskoristimo F(a+n)=(a+n—1)(a+n—2)---(a+ 1)aF(a) dobijamo

(n—1)%(n—1)! n?*(n—1)!
(a+n—1)(a+n—2)--(a+1)a < F(a) < (a+n—1)(a+n—2)--(a+1)a"
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(n — 1) mozemo da napisemo kao n%("“=1)® pa zamenom u gornji izraz dobijamo:

a(n=lya(p_1)! n%(n—1)! SN n—1\a
(a+ni1()(;+2z—(2)---1();+1)a < Fla) < (atn—1) a+n—1)l--- jo pa deljenjem leve strane sa (=)

1
dobijamo F(a) < a(a+1)~--T(L:—$-T;L:12))!(a+n—1) < F(a)(1 + -15)" pa ako pustimo da n — 400

dobijamo F'(a) = lim,, a(a—‘,—l)m?:—fj;_—lQ))!(a—&-n—l) =T'(a) sto je ustvari Ojler-Gausova formula

za gama funkciju. e
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5 Logaritamski izvod gama funkcije

Logaritamski izvod gama funkcije se cesto zove i W ili digama funkcija.

U(a) = £InT(a) = T2

Funkcija ¥ zadovoljava funkcionalnu jednaéinu ¥(a + 1) = X + ¥(a) koju dobijamo ako

pocetnu funkcionalnu jednacinu logaritmujemo pa je zatim diferenciramo.
I'(a+1) =al'(a)

InT'(a+1) = In(al'(a))

Inl'(a+1)=Ina+InI(a)

Nakon diferenciranja dobijamo FF/((;IE)) = é + FFI((S)) sto je ekvivalentno sa
1
Ua+1)= P U(a). (17)

Ako isti princip primenimo na formulu dopune i Lezandrovu formulu dobijamo:

22a—1

['(2a) = ==T(a)l'(a + 3)

In'(2a) = In 22\;1 +Inl(a) + InT(a+ 1)

I'(2a) 0 _ I(a) , I'(at+d)
T2a) 2 = T(a) T r(a+§) +2In2
Primenom ¥(a) = &£ InT'(a) = FF,((S)) dobijamo:
1 1 1

U(2a) = 5\11((1) + 5\11((1 + 5) +1In2 (18)
F(G)F(l - CL) = sinﬂ—mr
InT'(a)'(1 —a)=Inz"—
Inl'(a) +InI'(1 —a) =In :"—
Nakon diferenciranja dobijamo 11:,((;1)) - 11:/((11:;)) = ——L_(cosam)m.
Posle sredivanja I;((Z)) - FFI((lljs)) = —7cotar.
Primenom ¥(a) = £ InT'(a) = 1;((5)) dobijamo:

V(a) — V(1 —a) = —mcotan (19)

Postoje dve formule za logaritamski izvod gama funkcije.

Podimo od izraza

- D(a)L'(B) _ bI'(b) T(a+b)—T'(a) _ T(b+1) I'(a+b)—I(a)
F(b) - B(a, b) - F(b) " T(a+b) — T(a+bd) b ~ T(a+b) b
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Ako uzmemo da b — 0 na desnoj strani dobijamo

M) _ im — B(a
Fy = lm(r) - Ba.b)

Sto je logaritamski izvod po definiciji.

Ako znamo da gama i beta funkciju mozemo predstaviti pomoc¢u nesvojstvenih integrala kao

L(b) = [;F*az*~te ®dx i B(a,b) = [y uf_xmd:v zamenom u gornji izraz dobijamo
I'(a) +oo 1
= lim e — ———)dx
[(a) b=0Jo ( (1+ x)a"‘b)
Kada prodemo grani¢nim prelazom pod integral dobijamo W(a) = % = (e — m)df,
a formula dobijena na ovaj nacin se zove Kosijeva formula.
Grani¢nim prelazom moze da se prede pod integral jer je funkcija (e™* — W)%

neprekidna funkcija po i bi 2? < 1. Za gornju granicu je za b < b ( fETL e“”) #
majorirajuca funkcija.

Drugu formulu dobijamo ako iz Kosijeve formule eliminiSemo eksponencijalnu funkciju.
Ako stavimo a = 1 u Kosijevu formulu dobijamo

U(l) = F((l)) (1) = [;7®°(e™® — H%)dgf = —(C, pri ¢emu je kasnije dokazano da je C' = 7 tj.

da je to Ojlerova konstanta.

Ako oduzmemo ovu formulu od Kosijeve formule dobijamo

r 1 \dz _ 1 1 _dt
= Ji (1+x Tio7) % uvedimo smenu ¢ = =« L+ 1,de =

Dobijamo F((;) +C = [Pt -1 (17_%22 = Jo 55t

Ova formula se zove Gausova formula.

Ovaj integral se moze izracunati na dva nacina.

Prvi nacin:

Uvedimo smenu 1 — ¢ = u, dt = —du.

V(o) =18 = —C+ J§ B dt = —C — [P By = —C 4 fy B,
Izraz (1 — u)*"! mozemo da razvijemo u binomni red.

V(a) = 1;(((1)) =—C+ [ (5 - (a_l)Q(,a_2)u + (a—l)(a;2)(a—3) u? — ..)du

W(o) = B8 = ¢4 o5t D0 e

Mozemo zameniti sumu i integral jer dobijeni red konvergira na osnovu Abelovog kriterijuma.
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Red (14 )" ' =1+40b; +by+ -+ b, + ... konvergira za = 1, a > 0, a red £ je monoton i
ogranicen pa je red 1 + a1by + asby + ... + a,b, + ... konvergentan.
Formula dobijena na ovakav naéin se zove Sternova formula.

Drugi nacin:

1 _ta_l . (1 ta—l) 1 _ qa- 1 Ztk —io ta-i—k—l)
1—t 1t =

jer 0 <t < 11isviclanovi reda imaju isti znak.

Zamenom redosleda sume i integrala i ako integralimo ¢lan po ¢lan dobijamo

Yla) = Fr((s)) :_C+Z k+1 aik)'

Zamena je dozvoljena jer je dobijeni red uniformno konvergentan jer za 0 < a < a¢ majorira

numericki red
“+o0o 1

(ao + 1) Z k2
Pomocu ove formule je moguce izvesti druge korlsne formule.
Za funkcionalnu jednaé¢inu
1 1 =01 =1 = a
Ula+1)=-—C+1-—=—+>(
a a iz

A a+k:—0+2*‘ﬂ P s

za a # —1,—2,

Ako diferenciramo ¥(a) dobijamo

) d’ I"(@l(a) = (M(a)* & 1
U'(a) = @lnf( a) = (T(a)? = 12)7(@ TRE

Diferenciranje je dozvoljeno jer ovaj red majorira numericki red ;27 k2 i uniformno je

konvergentan.

+oo (_1)n+1n!
U"(a) = ———n>1
( ) l;) ((l + k)n-i—l —
Iz ovog izraza mozemo zakljuciti da je drugi izvod pozitivan pa je dobijen drugi dokaz da je
gama funkcija konveksna.

Ako stavimo da je a = 1 tada je I'(1) = %2 + C2.

Tejlorov red za I'(1 + a) funkciju nad intervalom [1,1 + a], @ > 0 ima sledeéi oblik:
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Fl+a)=1-%a+ “2;;02 a® + O(a®) odakle dobijamo Tejlorov razvoj za prva tri ¢lana
funkcije I'(a) na (0, a).
D(a) =1 - C+ ™% + O(a?)

Ako iskoristimo I'(a 4+ 1) = al'(a) i podelimo izraz sa a dobijamo:

M) 11
rw TG o

Ovaj izraz integralimo u granicama od 1 do a i dobijamo

Xa-1 a+k
InT(a) + Cla—1) =) ( —In
k1l kil

).

Ovakva integracija je dozvoljena jer je red konvergentan za a > 0.

Ako stavimo a =2 u

X a—-1 a+k
lnF(a)+C(a—1):Z(k+1— S

)

k=0
dobijamo
R | k+2
C= —1 :
k;(k 1 ey
Predimo na grani¢nu vrednost
1 1 1 1
C= 1l I+4-+=-4+..+—+—-1 1)) =
nirilm(+2+3+ +n—1+n n(n+ 1))

)

) 1 1 1 1 n+1
= lm (1+-+-+...+——+——Inn—1In
n—+00 2 3 n—1 n n

1
C=~v— lim In(1+—-)=x
n

n——+o0o

Ova konstanta se zove Ojlerova konstanta. Ona se moze jednostavno prikazati pomocu izraza
za izvod gama funkcije i ¢injenice da je IV(1) = —C = —~.

y=-T"(1) = — [ e Intdt = [} Intd(e™" — 1) + [T Intd(e")

Uvedimo smenu u = % u drugi integral.

t

N = f(]l 1fe_tdt _ O+oo e;“ du = f()l 1—et

-}
: ——dt.
Kada u izraz ¥(a + 1) = ¥(a) + 1 stavimo vrednosti za a = 1,2, ...,n — 1, zatim ih saberemo i

ako iskoristimo ocenu prvih n ¢lanova harmonijskog reda dobijamo

@(n)zlg((:)) =—y+l4+i+i+. 4+ =I(n-1)+02),n>1
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6 (ausova multiplikativna formula

(a)D(a+ 1)0(a + 2).. D(a + 2=2) = 222 D (na)
n 2
Dokaz:
Uvedimo smenu t = u”, dt = nu"~ F = [y = t“ “dt.

Dobijamo FF’((;L)) O = e gy = nf T:aldu.

1—u

Kada umesto a stavimo a + % za k=0,1,2,...,n — 1 dobijamo
n— l_una+k—1

IM(at u
ot —l— C = T du.

Saberlmo sve vrednosti koje su dobijene zak=0,1,2,....n — 1.

/ k
Dobijamo Y125 I;((Z:g)) +nC =n [y (2" —)du.

nal

1—um

Da bi se eliminisao argument nC' u Gausovu formulu umesto argumenta a stavi¢emo na zatim
dobijenu formulu ¢emo pomnoziti sa n i oduze¢emo.
Tada dobijamo

n— FI(‘H‘ -) I'"(na nu” !
Zk é Fa+ -) nF((na)) - nfO( un ﬁ)du =

11:u: 1 _ —nln(l+u+..+ u"_1)|(1) =

= —nlnn.
Mozemo napisati levu stranu u obliku logaritamskog izvoda po a.

Tada dobijamo
d . T(@(a+HT(a+2)---Tla+ 1)

—In

da ['(na)

V(a2 ) T(at- 221 o
F(G)F(M”)Fé(:a’;) Mot %) — —an Inn + In(const) ili

= —nlnn.

Integralimo ovaj izraz po a. Dobijamo In
T(a)T(a+ 2)(a+2)---T(a+224) = constr(”“).

Da bi odredili const stavimo da je a = L dobijamo I'(2)['(2) ... I(22)P(%1) = %nst_
P(@)P(l —a) = 55

E=T(HI(2)---T(=2)r(=1)
E? =T(Hr(=hr2)re=2) .. 0= p(2)r(=hrl) = ot rdra - &) =

n—1

. . . —2 . —1 .
sin T sin 2%... gip (n=2)7 o) (n=D)7
n n n n

Da bi se izrac¢unao proizvod sinusa iskoristi¢cemo n-te kompleksne korene iz jedinice.

(VT—cos%’r—l—z'sin%T”:zk, k=0,1,...n—1

Tada je
"1 = = 2k 2k
i =" P 1= () = H(z—cos—ﬂ—isin—ﬂ).
z—1 P Pl n n
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Ako stavimo da je z = 1 i ako iskoristimo trigonometrijske formule za dvostruki ugao

1 —cos 2’“7” = 2sin? &7 k” isin =% k = 2sin %’r coS %” dobijamo
ookl km km
n=2""][ sin — ] (sin — — icos —).
k=1 =1 n n
Kada uzmemo moduo izraza n dobijamo
ol kr n
[[sin"" =
k=1 n
jer | sin 5T — i cos BT = | — i(cos & + isin 27)| = | — || cos 2F 4 isin ET| = 1.
n—1 2 n 1 2 n—1
Dobija se F? = 5 = E = s ”) = const odakle dobijamo sledece

na
n

NONEE ~~r<%>r<%> - é::f:)n\/ = = B T(na) .
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7 Primeri

Primer 1
Za o, > —1 izracunajmo slededi integral: [? sin® z cos® xdx.
Uvedimo smenu sin® z = ¢, dt = 2sin x cos xdx u gornji integral.

o2 sin® z cos” zdr = %fol taT_l(l - t)%dt = 1B(«, %)

s atlypB+L
Kada izrazimo beta funkciju preko gama funkcije dobijamo [;> sin® x cos® xdz = %%
Primer 2

Rabeov integral
I = [y InT(t)dt
Uvedimo smenu 1 — z = t, —dx = dt dobijamo I = [} InT(1 — x)dx pa je
[ =1 [t In[[(2)I'(1 —z)]dz = % [y[In7 — Insin 7z]dx

tInZ — %fog Insinzde — £ 0% Incoszdr =1lnZ — 2(=ZIn2) =1InV2m.

tInm— %fol In sin 2zdx =

Primer 3

Zapremina 1 povrsina n dimenzione sfere

Razlikujemo dva slucaja:

1) n je paran broj

2) n je neparan broj

Sfera je data sa S" = {x € R"" || x| = R} tj.71® + 222 + ... + 1,2 = R%. Uzecemo
horizontalno parce od z,,1 = —R do x,y1 = +R debljine AX,, ;. Svako takvo parce je
umanjena sfera dimenzije (n — 1) polupre¢nika /R? — z2 ;. Zapremina tog dela je
Cp—1 \/mnAan pa ¢e zapremina cele sfere biti:

R = 2¢,,1 fOR(R2 —t2)2dt
Sredivanjem dobijamo:

R =20, R (1 — £))5dt

Uvedimo smenu u integral s =1 — %. Dobijamo da je t = R\/1 — s, dt = 2:/% pa dobijamo

no_ 1 n _1
ey R = 2¢,_ R [} 53 2\/}% = ¢, R" [y 52 (1 — s) " 2ds.
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Skratimo sa R"*! i dobijamo:
1.z 1
Cn = Cn—1 fy $2(1 — )" 2ds.

Odakle dobijamo vezu izmedu ¢, i ¢,_1. Uvedimo parcijalnu integraciju na sledeé¢i nacin:

du=%s27'ds, v=—2(1— 5)z
Nas integral onda postaje:
JisH(1— s)bds = (<253 (1 - $))b+ 52 [ 3711 - ) bds

Prvi izraz je uvek nula pa [ s% (1 — s)’%ds =22 's
. P . . o 1
unutar integrala ali je zbir stepena jos uvek 3 + 3.

Uradimo parcijalnu integraciju opet :

Tada integral postaje:

JE BT = )bds = (=253 (1— ) )+ (2 — D2 i 3721 — s)Bds

Opet je prvi deo jednak nuli, pa pocetni integral postaje:
Jhs®(1—s)"2ds = 22— 1)22 [1s371(1 — s)2ds

Svaki put kada smanjimo stepen za s sa § — (k — 1) do § — k i poveca se stepen za 1 — s sa

k—1-— % do k — % ostaje nam faktor § — (k — 1) i faktor %2—_1 pri cemu je zbir stepena uvek

242
Ukoliko postupak ponovimo k puta dobijamo:
i 53— s) dds = B3 - 1)(3 —2)-+ (3 — (b= 1))3

2 2 2

% T 21@2;1 fol Sg_k(l - 5>2k2_1d3

2
3
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1) n je paran broj
n =2k
S s —s)ads = k(k —1)(k —2)--- (1)222... 220 11— 5)"5 ds

Sada mozemo integral [, (1 — s)%ds odmah izracunati

1 2k—1 . 2 2kt1y1p g
Jo(1=s)73 ds-(—2k+1(1—s) 2 )0_2k+1'
Lek(1 — g)"3ds = — —9)...(1)222... 2 2
0s"(L—s)2ds=k(k—1)(k—2)--- ()55 siq207
Integral postaje:

L k(1 _ o\—% _ o2k+1 (K)?

05" (1—=s)72 =22 oy
jer se proizvod %%% e %ﬁ moze predstaviti kao:
222 . _2 _2 _ 222426 _2 2k _2 __ 9k212223  _2 k_2
135 " 2k—12k+1 123456  2k—12k2k+l < 123456 2k—1 2k 2k+1
Odakle dobijamo da za n = 2k,

_ 92k+1_(KD?
Ca = 2°F (2(k+)1)!c2k*1

2) n neparno

n=2k—1

01 sk’%(l—s)’%ds: (k — 2
(k= )= (k=3 (32220 2, = B s
Odakle dobijamo cop_1 = Cop_o fol 5—%(1 — S)ka_lds

s~2ds = cos(0)do.

Uvedimo smenu sz = sin(6), 1 — s = cos2(0) i i

Jhsz(1—s)" ds = 2ng cos?*(0)db.

Uvedimo parcijalnu integraciju
u = cos?*7 () , dv = cos(#)db
du = —(2k — 1) cos®**2() sin(#)d0 , v = sin()

Nas integral postaje:
f0% cos?*(0)dO = (cos**~1(0) sin(@))|§ + fO%(Qk; — 1) cos?*=2(9) sin?(0)d0
Prvi deo je uvek jednak nuli.

Znamo da je sin?(f) = 1 — cos?(6).
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JiF cos?R(0)df = (2k — 1) fi? cos®52(0)d0 — (2k — 1) ;7 cos?(6)do
(2K) [i7 cos?®(0)dO = (2k — 1) ;7 cos?*2(0)d0

IZ cos?(0)do = (1) I cos?*=2(6)db

Odakle dobijamo slede¢u rekurzivnu formulu:

5 (2k—1)(2k—3) (2k—5)- (3)(1 (2k—1)!
o2 cos?*(0)df = (2R Oh—2) (2hd) fo d0 = 5k 557 15—

Odakle dobijamo da za n = 2k — 1,

_w (2k=1)
C2k—1 = 22T Ri(k_1)] C2k—2

Zmajuci da su ¢ = 2 i ¢; = 7 dobijamo:

k! k!)2 2k—1)! kyk
Cop = 22K+1 (k1)? o | = 2%k+1 (k") n_ ) _ 2n _ 2k

(2k+1)!

Sredivanjem dobijamo:

k1) 2261 ki(k—1)1 C2k—2 = 3511 C2k—2 = @) (2k—1)(5)(3) 0

_ 22kHlgkp
C2k = “pr1)0 -
r (2k-1)! r (2k=1)! 52k—1 ((k—1)1)? ! "
C2k—1 = 9251 gi(g—1)1 ©2k—2 = 22T gI(k_1)! 2 (k—1)1 ©2k—3 = kc2k—3 i C1 = ar
Za n mozemo da napiSemo kao:
%
s
C =
n = )
. . . . _ 0 s n
Zapremina n-dimenzione kugle je V,, = ¢, R", tj. V,, = F(n+1 R
n
2
n-p—p~s R" z _
_dVp _ nV, _  50(35) 22 Rn1
Povrsina (n-1)-dimenzione sfere je data formulom: S,,_; = 92 = "> = = NE3)
a povrsina n-dimenzione sfere je: S, = ??nfl R™.
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