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Uvod

Ovim radom sam pokusala da opiSem kako se pojam simetrije izuava u naSim
Skolama 1 kako bi trebalo poboljsati predavanja da bi ucenicima bilo interesant-
nije.

U prvom poglavlju sam opisala metode izu¢avanja matematickih pojmova.

Osnovne definicije i teoreme izometrijskih transformacija u ravni i prostoru na-
vela sam u drugom i treCem poglavlju. Takode, u tim poglavljima sam objasnila
simetriju likova u ravni, odnosno prostoru.

U cetvrtom poglavlju, od jednostavnijih ka slozenim zadacima prikazala sam
primenu simetrije, onako kako smatram da bi uc¢enicima bilo lakse da razumeju
pojam simetrije.

U petom 1 Sestom poglavlju osvrnula sam se na ciljeve nastave matematike,
odnosno kako bi gradivo iz geometrije trebalo pribliziti uenicima da bi im bilo
zanimljivo.
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1. METODE IZUCAVANJA
MATEMATICKIH POJMOVA

U nastavi matematike, da bi se ostvarili ciljevi nuzno je da izmedu ucenika i nas-
tavnog sadrzaja posreduje nastavnik. Nastavne metode su nacini rada na nastavnim
sadrzajima u kojima ucestvuju nastavnik i ucenici, a ¢esto se u njihovoj primeni
koriste nastavna sredstva. Nastavne metode su sredstvo realizacije matematickog
vaspitanja 1 obrazovanja ucenika, pa je jasno da nastavnik uvek treba da se potrudi
da odabere odgovarajuce metode. Izbor nastavne metode najvise zavisi od sadrzaja
nastavne jedinice, od ucenika (njihovog predznanja), materijalnih uslova, ...

Metoda usmenog izlaganja ponekad se zove 1 monoloska metoda. Jedna je od
najstarijih nastavnih metoda. Re¢ je o metodi rada u kojoj nastavnik izlaze delove
nastavnog sadrzaja. To moze biti obrazlaganje, objasnjenje, predavanje, opisivanje,
... U matematici je to naj¢eS¢e objasnjenje, a objaSnjavaju se sadrzaji matematickih
pojmova, znakovi i1 termini, postupci racunanja, postupak reSavanja zadataka, ...
Uspesnost objasnjavanja zavisi od predznanja ucenika i njihove mogucnosti pov-
ezivanja novog gradiva sa ve¢ naucenim.

Uz ovu metodu nastavnik mora paziti o tempu izlaganja i intonaciji. Mora isticati
bitne elemente gradiva, pogledom pratiti u¢enike i njihovu ukljucenost u rad. Pov-
remeno ponavljati delove gradiva i traziti od u€enika da ukratko ponove receno.

Metoda razgovora ili dijaloska metoda je naCin rada u matematici u obliku
dijaloga izmedu nastavnika i ucenika ili u¢enika medusobno, a zasniva se kroz
niz pitanja i odgovora. Za uspeSnost ove metode ucenici moraju imati odredeno
predznanje. Ucenici su stalno misaono 1 verbalno aktivni, razmisljaju 1 zakljucuju.
Kroz razgovor moze se proveriti da li su u€enici razumeli nauceno, postoje li praz-
nine u znanju i jesu li zainteresovani za rad. Ako ucenik ne odgovori odmah na
pitanje, postavljaju se pomoc¢na ili dopunska pitanja. Kako se ucenicki odgovori 1
pitanja ne mogu predvideti, nedostatak ove metode moze biti nepredvideno skre-
tanje 1 proSirivanje teme i gubljenje dragocenog vremena.

Metod rada sa tekstom je metoda rada u kojem ucenici direktno rade na priprem-
ljenom tekstu. To moze biti udzbenik, zbirka zadataka, kontrolni listi¢, ... Ovom se
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metodom moze uciti novi sadrzaj, vezbati, ponavljati i ispitivati znanje. Koriste¢i se
tekstom, kod ucenika se stvara navika sluzenja knjigom kao izvorom znanja, a uce
se 1 nalazenju potrebnih informacija. Posto je rad na tekstu najc¢esc¢e individualna
aktivnost uc¢enika, pre pocetka rada im treba dati detaljna uputstva. Npr. prvo dobro
da procitaju tekst zadatka, zatim da razmisle kako i1 kojim postupkom je najefikas-
nije reSavati, pa tek onda da ga reSavaju zadatak.

Metoda demonstracije je pokazivanje u nastavi svega §to je moguce perceptivno
doziveti. S obzirom da su nastavni sadrzaji matematike proizasli iz potrebe stvarnog
sveta u ljudskoj evoluciji, mnogi sadrzaji ucenicima se mogu opazanjem predociti.
Koristi se u svim situacijama kada se upoznaju razliCiti objekti, aktivnosti, ... Za
demonstriranje u matematici se koriste Stapi¢i, modeli geometrijskih tela i likova,
razne slike, ...

Metoda pismenih i grafickih radova ili metoda crtanja je nacin rada u kojem se
pojedini delovi nastavnih sadrzaja zapisuju re¢ima ili izrazavaju crteZzom, tabelom
ili dijagramom. Npr. zapisivanje matematickih simbola, termina, racunskih oper-
acija, ... Graficka varijanta ove metode ima veliku primenu u aritmetici i geometri-
ji. Crtezi mogu biti unapred pripremljeni ili izradeni u toku ¢asa. Geometrijskim
crtezom se mogu prikazati duzina, kruznica, geometrijski likovi, projekcije tela,
... Dijagrami 1 grafikoni se koriste za prikazivanje kvantitativnih odnosa, tablice za
racunanje vrednosti funkcija u odredenim tackama.
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2. IZOMETRIJE RAVNI E’

Definicija:

U ravni euklidskoj £7 lik @ je osnosimetrican sa likom ®'u odnosu na neku pravu
s ako je S (®)=d',2) gde je sa S oznacena simetrija (refleksija) u odnosu na pravu
s. Pravu s nazivamo osom simetrije likova @ i ®. Specijalno, ako je S (®)=®, tada
se kaZe da je prava s osa simetrije lika @, a za takav lik kazemo da je simetri¢an.

slika 1

Teorema’:

Svaka izometrija ravni moze se predstaviti kao kompozicija najvise triju osnih
refleksija.

Iz teoreme sledi da je svaka direktna izometrija u ravni kompozicija dveju osnih
refleksija. Direktne izometrije ili kretanja cuvaju orjentaciju. One se predstavljaju
parnim brojem refleksija (zato Sto refleksija menja orjentaciju. (slika 2)

® Ako se ose a i b tih dveju refleksija seku u nekoj tacki O, kom-
poziciju /=S,S zvac¢emo rotacijom ravni i obelezavacemo je sa
R, - U toj oznaci w je dvostruki orjentisani ugao koji zahvataju
prave a i b, u tom redosledu. Ugao w zvac¢emo uglom, a tacku O
srediStem ili centrom rotacije R, . Recicemo daje R, rotacija
oko tacke O za ugao w.

* Dokazi teorema iz ovog poglavlja mogu se naci u knjizi Geometrija, D. Lopandié¢
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® Ako su prave a i b medusobno upravne i seku se u tacki O, rotaciju
S,S zvafemo centralnom simetrijom ravni i obelezava¢emo je sa
S, Tacku O zvac¢emo centrom simetrije S,..

® Ako su ose a i b tih dveju refleksija, u tackama A i1 B upravne na
nekoj pravoj s i ako je S,(4)=C, kompoziciju S,S zvacemo trans-
lacijom ravni i obelezavacemo je sa J .. Pravu s zvacemo osom, a
orjentisanu duz AC vektorom translacije 3 . Reci ¢emo da je 3
translacija duz prave AC za vektor AC

slika 2

Ako je I indirektna izometrija ravni, ona ¢e na osnovu teoreme, biti ili osna re-
fleksija ili kompozicija triju osnih refleksija. Ako je I=S.S,S , pri Cemusuoseai b
u tatkama 4 1 B upravne na pravoj s i ako je §,(4)=C, tu transformaciju ¢emo zvati
klizaju¢om refleksijom ravni i obelezava¢emo je sa G . . Pravu zvacemo osom, a
orjentisanu duz AC vektorom klizajuce refleksije G .. G - je klizajuca refleksija duz
prave AC za vektor AC.

Naredne dve teoreme izvode klasifikacije direktnih i indirektnih izometrijskih
transformacija Euklidske ravni.

Teorema
Svaka direktna izometrijska transformacija I ravni E? predstavlja koicidenciju,
translaciju ili rotaciju.

Teorema
Svaka indirektna izometrijska transformacija I ravni E? predstavlja osnu ili
klizajucu refleksiju te ravni.
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Prethodne dve teoreme omogucuju da klasifikaciju transformacija euklidske
ravni E? prikazemo u obliku slede¢e sheme:

IZOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE EUKLIDSKE RAVNI

4 \
Direktne Indirektne
izometrijske transformacije izometrijske transformacije
4 l N 4 N
Koincidencija Translacija  Rotacija Osna Klizajuca
refleksija refleksija

2.1 SIMETRIJE LIKOVA U RAVNI E?

Svakoj od transformacija koje su prethodno opisane odgovara specifi¢na relacija
podudarnosti definisana na skupu likova u pomenutoj ravni. Tako se dolazi do tzv.
identi¢ne, obrtne, translatorne, osnosimetricne 1 klizaju¢e podudarnosti likova. Ako
je u nekoj ravni £° lik ® podudaran sa likom ®; tada po definiciji postoji izometri-
jska transformacija / ravni E” takva da je I[(®)=0".

[zometrijsku transformaciju / ravni E? koja prevodi neki lik ® na taj isti lik
® nazivamo simetrijom lika @. Buduéi da je identi¢na transformacija £ ravni £’
izometrijska i da za svaki lik ®CE? vazi relacija £( @)=, svaki lik DCE? raspolaze
najmanje jednom simetrijom.

slika 3
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U ravni E” postoje likovi koji raspolazu sa vise simetrija. Jednakokraki trapez
ABCD u ravni E? (slika 3a) raspolaze ne samo koincidencijom, veé i osnom sim-
etrijom; osa te simetrije odredena je srediStima paralelnih stranica AB 1 CD. Pra-
vougaonik ABCD u ravni E” (slika 3b) raspolaze sa dve osne simetrije: centralnom
simetrijom 1 koincidencijom. Ose simetrije pravougaonika odredene su srediStima
naspramnih stranica. Romb 4ABCD u ravni E” (slika 3¢) raspolaze istim brojem sim-
etrija, kao 1 pravougaonik: centralnom simetrijom i koincidencijom. Njegove ose
simetrija odredene su njegovim dijagonalama.

| ROTACIJA REFLEKSIJA

/TN _(4BcC ABC

25 N "\ 4BC 5=\ 4cs

\'/ X ABC ABC
L7 r’:<BCA > B <CBA >

\ Y

/ [ 4BC _( 4BC

A T \ r2_<CAB> SV_<BAC>
slika 4 tabela 1

Jednakostrani¢ni trougao ABC u ravni E” raspolaze sa Sest simetrija. To su iden-
titet, rotacije r, i r,za uglove 120°1 240° i tri osne simetrije, koje su odredene sim-
etralama p, q, r stranica AB, BC i AC (slika 4; tabelal). Kvadrat ABCD u ravni
E? (slika 3d) raspolaZe sa osam simetrija; to su rotacije r,, r, i r, oko njegovog
srediSta za uglove 90°, 180°, 270°, 360°, dve osne simetrije kojima su ose odredene
srediStima naspramnih stranica i dve osne simetrije kojima su ose odredene njego-

vim dijagonalama (slika 3d; tabela 2).

ROTACIJA REFLEKSIJA
_( ABCD ABCD
ABCD 5= BADC
_ ABCD S= ABCD
1 BCDA DCBA
_ ABCD S - ABCD
2 CDAB CBAD
. ABCD S- ABCD
3 DABC ADCB
tabela 2
8
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Svaka od navedenih figura raspolaze kona¢nim brojem simetrija. U ravni E”
postoje 1 figure koje raspolazu sa beskona¢nim brojem simetrija. Na primer, krug
raspolaze s beskona¢no mnogo simetrija, jer rotacija oko njegovog sredista za bilo
koji ugao predstavlja rotacionu simetriju tog kruga, a prava odredena bilo kojim
njegovim dijametrom predstavlja njegovu osu simetrije.

Skup svih simetrija nekog lika @ u ravni E? predstavlja grupu; tu grupu nazi-
vamo grupom simetrija lika ® i simbolic¢ki obelezavamo G (1, ). Ukupan broj eleme-
nata grupe G(I,) nazivamo redom te grupe simetrija. U tabeli 3 predstavljene su
grupe simetrija jednakostrani¢nog trougla ABC, a u tabeli 4 grupe simetrija kvadra-
ta ABCD.

clelr, |r|r|S|S|Sn|S,

ele|r | r|r|S|S|S]|S
clelr |r|S|S|S rolr sl e | SulSi|S|S,
ele|r, |r|S|S]|S, rolr el r | SelS | S| Sn
rolrlrn eSS, |S rolrsler, || Sl SulS| S,
rlrlelr IS ]SS, Sy [ Sy | S| Sy |Sulel|r, ||,
SAS|S S le|r, |, S| Se|Su| S| Sulr,le]|r |,
So| S| S |S |7 e]r, S |Su| S| Sa|Se| 7|75 e,
S (S, | Sg|S ||| e S| S| Sg|Su|Sp|rs|r |7, e

tabela 3 tabela 4

Definicija

Punktualnom grupom simetrija nazivamo grupu u kojoj sve simetrije raspolazu
najmanje jednom invarijantnom tackom.

Iz same definicije neposredno sledi da punktualna grupa simetrija nekog lika u
ravni £? moze da raspolaze iskljuc¢ivo simetrijama koje imaju invarijantnih tacaka;
to su centralna simetrija i osne simetrije. U punktualnoj grupi centralne simetrije
moraju imati zajednicko srediste, ukoliko takva grupa raspolaze i osnim simetrijama,
ose tih simetrija sadrze i pomenuto srediSte. Razlikujemo dve vrste punktualnih
grupa simetrija; to su ciklicke i diedarske grupe. Ciklicka grupa C  je grupa simetri-
jarotacija pravilnog poligona sa n stranica. Elementi grupe su rotacije za ugao, oko
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ose koja prolazi kroz srediste poligona. Na primer, kod jednakostrani¢nog troug-
la elementi ciklicke grupe su C ={e,r,r,}. Diedarska grupa D je grupa simetrija
pravilnog poligona sa n stranica. Na primer, elementi diedarske grupe kod kvadrata
suD ={er,r,r,p,q,mn}. Diedarska grupa simetrija tipa D uvek raspolaze jednom
podgrupom C .

10
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3. IZOMETRIJA PROSTORA E**

Teorema

Svaka izometrija prostora moze se predstaviti kao kompozicija najvise cetiri ra-

vanske refleksije.

Iz teoreme sledi da je svaka direktna izometrija / prostora ili kompozicija dveju

ravanskih refleksija ili kompozicija Cetiri ravanske refleksije (slika 5):

Akoje/=S,S , pri cemu se ravni a1 /f seku duz neke prave s, tu trans-
formaciju ¢emo zvati osnom rotacijom prostora i obelezava¢emo je
saR . U toj oznaci o je ugao dvostruko orjentisanog diedra koji,
redom, obrazuju ravni a 1 . Ugao @ ¢emo zvati uglom, a pravu
s osom rotacije R . Reci ¢emo da je R rotacija oko prave s za
ugao .

Ako su ravni a i f medusobno upravne, osnu rotaciju S ﬂSa zvacemo
osnom simetrijom prostora i obeleZavacemo sa S. Pravu s ¢emo
zvati osom simetrije S..

Ako suravni a1 f, redom, u tackama 4 i B upravne na nekoj pravoj
s 1 Sﬂ(A)ZC, kompoziciju S S, cemo zvati translacijom prostora i
obelezavatemo je sa J . Pravu s ¢emo zvati osom translacije, a
orjentisanu duz AC vektorom translacije J . Re¢i ¢emo da je J
translacija prostora duz prave AC za vektor AC .

Akoje /=SS S,S,, pri Cemu se ravni o i ff i seku duz neke prave s, a
ravni y 1 J su u tackama 4 i B upravne na s i S;(4)=C, transformac-
iju / ¢emo zvati zavojnim kretanjem i obelezavacemo je sa Z . .
U toj oznaci w je ugao dvostrukog orjentisanog diedra koji, redom,
obrazuju ravni a 1 S. Pravu s ¢emo zvati osom, orjentisanu duz AC
vektorom, a ugao w uglom zavojnog kretanja Z . .

* ViSe o izometrijama prostora moze se pronaci u [3] i [4]

11
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Ako je I indirektna izometrijska transformacija, ona ¢e na osnovu teoreme, biti

w/2

slika 5

ili ravanska refleksija ili kompozicija triju ravanskih refleksija (slika 6):

Ako je I=S S,S,, pri ¢emu se ravni a 1 ff seku duz neke prave s
T o
koja je upravna na ravni z, transformaciju / zva¢emo rotacion-
om refleksijom 1 obelezavacemo je sa R__ . U toj oznaci w je
ugao dvostruko orjentisanog diedra koji, redom, obrazuju ravni
o1 . Ravan 7 je osnova, prava s 0sa, a ugao o je ugao rotacione
refleksije R .
8,0

Ako suravni a 1 f medusobno upravne, a O presek prave s 1 rav-
ni 7, rotacionu refleksiju mm_w zvaéemo centralnom simetrijom
prostora i obelezavacemo je sa S . Tacku O zva¢emo centrom
simetrije S .

Ako je I=S S /;Sa> pri ¢emu su a i1 S dve ravni koje su, redom, u
tatkama 4 i B upravne na nekoj pravoj s ravni 7 i ako je S,(4)=C,
transformaciju / zva¢emo klizaju¢om refleksijom prostora i
obelezavacemo je sa Cm - Ravan & zvaemo osnovom, pravu s
osom, a orjentisanu duz AC vektorom klizajuce refleksije G .

12
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slika 6

Naredne dve teoreme omogucuju klasifikaciju direktnih 1 indirektnih izometri-
jskih transformacija.

Teorema
Svaka direktna izometrijska transformacija I prostora E’ predstavlja koinciden-
ciju, translaciju, osnu rotaciju ili zavojno kretanje.

Teorema

Svaka indirektna izometrijska transformacija I prostora E° predstavlja ravan-
sku, osnorotacionu ili klizajucu refleksiju.

Sada klasifikacija izometrijskih transformacija euklidskog prostora £° moze da
se prikaze u obliku slede¢e sheme:

IZOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE EUKLIDSKOG PROSTORA E?

74 N
Direktne Indirektne
izometrijske transformacije izometrijske transformacije
74 v N N 74 J N

Koincidencija Translacija Osne Zavojna Ravanska Osnorotaciona Klizajuca
rotacije kretanja refleksija refleksija  refleksija

13
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3.1 SIMETRIJE PRAVILNIH POLIEDARA
U PROSTORU FE°

Poliedar je prostorni geometrijski lik ¢iji se rub sastoji iz povezanog skupa poli-
gonskih povrsi tako rasporedenih da je svaka ivica jedne povrsi istovremeno ivica
tacno jo$ jedne povrsi, a povrsi sa zajednickim temenom pripadaju stranama ta¢no
jedne rogljaste povrsi. Poligonske povrsi zovemo pljosnima tog poliedra, a ivice i
temena pljosni zovemo ivicama i temenima poliedra. Skup svih poligonskih povrsi
na rubu poliedra zovemo poliedarskom povrsi.

Poliedre koji zadovoljavaju sledece uslove:

1. sve pljosni su pravilne i medusobno podudarne poligonske povrsi
2. sve rogljaste povrsi su pravilne i medusobno

podudarne oko svakog temena u istom broju
3. sve pljosni su konveksne i svi rogljevi su konveksni

zovu se pravilni poliedri (slika 7).

Slika 7: Pravilni poliedri - PLATONOVA TELA:
tetraedar, heksaedar, oktaedar, ikosaedar 1 dodekaedar

14
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Pravilni tetraedar, pravilni heksaedar (kocka), pravilni oktaedar, pravilni ikosae-
dar i pravilni dodekaedar su jedini pravilni poliedri, poznati jos kao Platonova tela.
Njihova lepota prozilazi iz simetrija 1 jednakosti njihovih odnosa.

Definicija
Simetrijom lika u prostoru @ nazivamo svaku izometrijsku transformaciju £° te
ravni takvu da je /(®)=®.

Skup svih simetrija lika @CE’ obrazuje grupu; ta grupa se naziva grupom sim-
etrija lika @ 1 simbolic¢ki obelezavamo G(1 ). Broj elemenata grupe G(I,) nazivamo
redom grupe. Sledeca teorema, koja se moze naci u [3], precizira grupe simetrija
pravilnih poliedara:

Teorema

Ukupan broj simetrija pravilnog polidra @ u prostoru E’ jednak je dvostrukom
broju njegovih ivicnih uglova odnosno cetvorostrukom broju njegovih ivica. Jednu
polovinu tih simetrija cine direktne, a drugu polovinu cine indirektne izometrijske
transformacije.

Ako pravilan poliedar @ ima ¢ temena, i ivica, p pljosni i ako svaka pljosan ima
m stranica a svaki rogalj n ivica, iz teoreme se zakljuCuje da se red grupe G(®)
simetrija 1 red grupe G, (®) rotacija tog pravilnog poliedra mogu izraziti slede¢im
jednakostima:

red G(®) =2red G, (P)=2 mp=2 nt=4 i

Izvedena svojstva omogucuju s obzirom na postojece vrste pravilnih poliedara
sledecu tabelu:

Vrste poliedara © red G (®) red G, (D)
1 Pravilan tetraedar 24 12
2 Pravilan heksaedar 48 24
3 Pravilan oktaedar 48 24
4 Pravilan dodekaedar 120 60
5 Pravilan ikosaedar 120 60

Ovim je ustanovljeno koliki je red grupe simetrija i red grupe rotacija svakog od
postojecih pet vrsta pravilnih poliedara.
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Pravilan tetraedar raspolaze sa:

8 osnih rotacija reda tri koje su definisane u oba smera u odnosu
na prave odredene visinama tog tetraedra;

3 osne simetrije reda dva koje su definisane u odnosu na prave
odredene srediStima naspramnih ivica;

1 identi¢na transformacija;

6 ravanskih simetrija definisanih u odnosu na simetralne ravni
unutrasnjih diedara;

6 osnorotacionih simetrija reda Cetiri definisanih u oba smera u
odnosu na prave odredene srediStima naspramnih ivica.

Pravilan heksaedar (kocka) raspolaze sa:

6 osnih simetrija reda Cetiri definisanih u oba smera u odnosu na
prave odredene srediStima naspramnih pljosni;

3 osne simetrije reda dva definisane u odnosu na prave odredene
srediStima naspramnih pljosni;

6 osnih simetrija reda dva definisanih u odnosu na prave odredene
srediStima naspramnih ivica;

8 osnih simetrija reda tri definisanih u oba smera u odnosu na
prave odredene naspramnim temenima;

1 identi¢na transformacija;

6 ravanskih simetrija definisanih u odnosu na simetralne ravni
unutrasnjih diedara;

3 ravanske simetrije definisane u odnosu na medijalne ravni
ivica;

6 osnorotacionih simetrija reda Cetiri, definisanih u odnosu na
prave odredene srediStima naspramnih pljosni;

8 osnorotacionih simetrija reda Sest, definisanih u oba smera u
odnosu na prave odredene naspramnim temenima;

1 centralna simetrija.
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Ucenicima je tesko da razumeju simetriju likova u ravni, odnosno prostoru, jer
ne mogu da zamisle kako izgleda refleksija i rotacija slike i predmeta. Zato bi meto-
dom demonstracije trebalo u€enicima prikazati te simetrije. Na primer, napraviti od
kartona kvadrat ili pravilan trougao. Probusiti ga iglom (vrhom Sestara) u sredini,
a zatim okretati za odgovarajuc¢i ugao (120 za trougao i 90 za kvadrat), a on ¢e se
preslikati u sebe. Za demonstraciju refleksije mozemo koristiti ogledalo. Ogledalo
se stavi uspravno na kartonski model kvadrata, iznad neke od njegovih osa sim-
etrije. Kvadrat ¢e se ogledati u sebi.

Sli¢no za poliedre, napraviti model poliedra od kartona, recimo kocku, a zatim
uocavati simetrije. Drzati kocku za dva naspramna temena i zarotirati je za 90, 180,
270 stepeni. Kocka ¢e se slikati u sebe, 1 sli¢no. Zatim, metodom razgovora mozemo
ucenike motivisati da nadu jos neke transformacije koje slikaju lik u sebe.

17
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4. PRIMENA SIMETRIJE U ZADACIMA

U ovom poglavlju navodimo neke jednostavne zadatke, kojima se ucenicima
moze dodatno objasniti pojam simetrije kroz prakti¢an rad. Tu se moze koristiti
metod razgovora, metod demonstracije, metod crtanja, ...

1. Osnosimetri¢ne figure su na:

a) slici A b) slici B

RESENJE:
Osnosimetri¢ne figure su na slici A.

2. Za svaku figuru pronadi sve linije simetrije koje postoje.

> [ \
O EQQ

RESENJE:
Koris¢ena metoda razgovora.

18
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3. Nacrtati:

a) osnosimetri¢nu figuru figuri ABCDEF u odnosu na x-osu

b) osnosimetri¢nu figuru figuri A’B’C’D’E’F’ u odnosu na y-osu

= i

m

e : I
A I .C[ I
I I L pl—E

RESENJE:
Kori$¢ene metode razgovora i demonstracije

19
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4. Da li pravilni poligoni dati na slici imaju rotacionu simetriju? Ako imaju, gde
je centar rotacije i koliki je ugao rotacije?

RESENJE:

Pravilni poligoni imaju rotacionu simetriju. U svakom slucaju, centar rotacije je
centar poligona, a ugao rotacije je 360°/n, gde je n broj stranica poligona. Dakle,
ugao rotacije je 120°, 90°, 72°, 60°, redom, za jednakostrani¢ni trougao, kvadrat,
petougao i Sestougao. Koris¢ena metoda razgovora.

5. Odrediti ugao rotacije sledecih figura:

L ) 7%;

Za svaku figuru centar rotacije je centar figure, a ugao je, s leva u desno, 120°,

z
e

2

180°, 120°, 90°. Upotrebljena metoda razgovora i metoda demonstracije.
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6. Od date figure napraviti figure koja kao simetriju ima rotaciju za 120 stepeni
oko datog centra simetrije.

RESENJE:
Koris¢ene metoda razgovora i metoda crtanja

7.  Kojim izometrijskim transformacijama su nastale slede¢e bordure:

RESENJE:

a) translacija

b) translacija ili rotacija za ugao

¢) translacija ili horizontalna refleksija

d) translacija ili vertikalna refleksija

Upotrebljena metoda razgovora i metoda demonstracije.

21
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8. Na koju izometrijsku transformaciju podseca Sara na zmijinoj kozi:

& & O
. i i tus
o O O

RESENJE:
Translacija, rotacija za ugao 180°, horizontalna refleksija, vertikalna refleksija,
klizajuca refleksija. KoriS¢ene metoda razgovora i metoda demonstracije.

9. Datu sliku rotirati za ugao 180°, a zatim dobijenu sliku translirati. Kakva se

bordura dobija?

RESENJE:

28.9.2013 1:58:49
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10. Osnom simetrijom u odnosu na pravu s tacka 4 se preslikava na tacku B.
Neka je S presek prave s i duzi AB i neka je C proizvoljna tacka prave s razlicita od
tacke C.

Osnom simetrijom u odnosu na pravu s:

1) slikaduzi ACjesteduz . i€
2) slika duzi 4B jeste duz
3) slikaduzi ASjesteduz
4) slikaduzi CSjesteduz .
5) slika <4CS jesteugao

6) slika «€4SC jesteugao . AT 7 B
7) slika «CAS jesteugao .

RESENJE:
1) BC;2)AB; 3) SB; 4) CS; 5) «<BCS;, 6) «BSC; 7) «CBS. Koris¢ena metoda rada
sa tekstom.

.....

izgrade most preko reke, ali tako da bude jednako udaljen od oba sela.
Kako da odrede mesto za gradnju mosta?

U kom sluc¢aju njihovi zahtevi ne mogu biti ispunjeni?

"SAB

RESENJE:
Most mora da se nalazi na simetrali S, ,, duzi 4B. KoriS¢ena metoda rada sa
tekstom.
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12. Dva broda A i B nalaze se usidreni na moru, nedaleko od pravolinijske obale
p. S jednog broda poslat je Gamac na drugi brod. Camac je usput morao da iskrca na
obalu jednog putnika. Odrediti (konstruisati) najkraci put kojim ¢amac treba da ide

da bi se obavio postavljeni zadatak.

Brgd B

Brod A

obala p

slika 1.

obala p

Nadimo tacku 4’ simetri¢nu sa 4 u odnosu na obalu p kao osu simetrije. Spojimo
taCku 4’ sa tackom B. U preseku te duzi i prave p je trazena tacka P na kojoj treba
iskrcati putnika. Ovo je najkraéi put, jer kad bi se putnik iskrcao na nekom drugom
mestu, npr. u tacki O, najkraci put koji smo nasli konstrukeijski je AP+PB, odnosno

A’P+PB, tj. A'P+PB=A'B.

Putanja AQ+QB je duza, jer je to u stvari putanja 4’Q+0B, koja predstavlja
zbir dve stranice trougla A’QOB, a zbir dve stranice uvek je ve¢i od duZine trece

stranice.

Brod B
4
/-
Brod A /
N-...
\ e
N T
N
RYRY, :
obala p P
A!
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5. CILJEVI NASTAVE MATEMATIKE

Nastava je svrhoviti, dvosmerni, planski i1 racionalno organizovani radni pro-
ces u kojem se, pojednostavljeno re¢eno, vrsi prenoSenje znanja i iskustva starijih
generacija na mlade, sa svrhom njihovog osposobljavanja za samostalno i uspesno
snalazenje u zivotnom okruzenju.

Cilj oznacava ocekivano, zamiSljeno buduce stanje koje Zzelimo postici
odredenim aktivnostima i sredstvima (sadrzajima). Ciljevima iskazujemo formu-
laciju o¢ekivanih promena koje ¢e nastati kod uc¢enika nakon $to ovlada sadrzajima
koji su obuhvaceni u odredenom ciklusu Skolovanja.

Cilj nastave matematike je sticanje temeljnih matematic¢kih znanja potrebnih za
razumevanje pojava i zakonitosti u prirodi 1 drustvu, sticanje osnovne matematicke
pismenosti 1 razvijanje sposobnosti 1 umeca reSavanja matematickih problema.

Da bi se postigli ciljevi u vaspitno-obrazovnom radu, neophodno je da se poStuju
odredeni principi nastave. To su polazne osnove pri uspostavljanju, stvaranju, pro-
cenjivanju i vrednovanju celokupnog vaspitno-obrazovnog procesa u nastavi. Njih
bi trebalo da se pridrzava svako ko organizuje i sprovodi nastavu matematike.
Konac¢na svrha im je da se matematicko obrazovanje u¢ini maksimalno efikasnim.
Metodika nastave matematike uspostavlja razne principe, od kojih su neka:

1) princip primerenosti

2) princip nauke

3) princip interesa i aktivnosti

4) princip sistemati¢nosti i postupnosti

5) princip istorije 1 savremenosti

25
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Principi nisu medusobno odvojeni ve¢ se uzajamno uslovljavaju i istovremeno
ostvaruju.

Princip primerenosti zasniva se na spoznaji da se dete postupno razvija i da stoga
nastavni rad treba uskladiti sa psihofizickim snagama ucenika. Nastava po sadrzaju
i naCinu ne sme biti ni prelagana, ni preteska, s proucavanjem pojedinih nastavnih
sadrZaja ne treba zapoceti ni prerano ni prekasno, psiho-fizicke osobine u¢enika ne
treba da se ni precenjuju ni potcenjuju.

Ucenje ne sme biti previse lako zato Sto lakoca ucenja ne stvara kod ucenika
navike rada i savladavanja teskoc¢a. Zahtevi koji se stavljaju pred celi razred moraju
biti primereni ve¢ini ucenika. Medutim, uvek ¢e se nac¢i nekoliko u¢enika za koje su
zahtevi teski, a takode 1 nekoliko ucenika za koje su zahtevi isuvise laki. Prvima tre-
ba ukazati individualnu pomog¢, bilo na redovnom ¢asu bilo na dopunskoj nastavi. A
ucenicima koji bolje znaju i lakSe savladuju nastavno gradivo treba ih usmeravatida
dublje proucavaju matematiku, dajuci im dodatne zadatke, literaturu, ...

Princip nauke u nastavi matematike sastoji se u nuznom skladu nastavnih
sadrzaja 1 nastavnih metoda s jedne 1 zahteva 1 zakonitosti matematike kao nauke s
druge strane. To znaci da nastavnik matematike treba ucenike da upoznaje s onim
¢injenicama i u njihovom misljenju da formira one pojmove koji su danas naucno
potvrdjeni. Nastava mora biti takva da omogucava dalja produbljivanja i prosirivanja
gradiva i prirodan nastavak matemati¢kog obrazovanja na viSem stupnju.

Nastava mora da bude takva da budi interes prema predmetu. Ako nastavni rad
nije proprac¢en pozitivnim emocionalnim uzbudjenjima ucenika, njegov efekat ce
biti slab, stecena znanja ostace pasivna i veoma brzo 1 zaboravljena. Te povoljne
situacije u nastavi stvara nastavnik kao organizator nastavnog procesa, premda tak-
va situacija mnogo zavisi i od objektivnih uslova u kojima se radi. Nastavnik moze
sadrzaje obradivati suvoparno, monotono, nizanjem ¢injenica, §to za posledicu ima
nezainteresovanost ucenika. Stoga nastavne sadrzaje treba obraditi kvalitetnije,
tako da uCenike rad zanese, koncentriSe, odusSevi.

Postujuéi princip aktivnosti treba ucenicima dati da sami rade, jer znanje se ne
moze dobiti, dati, preneti, pokloniti, ono se sti¢e vlastitom aktivno$¢u. Kvalitet
znanja zavisi upravo od intenziteta aktivnosti, pa je uspeh u nastavi proporcionalan
udelu vlastite aktivnosti.

Sistemati¢nost znaci obradivanje nastavnih sadrzaja u odredenom logickom pre-
gledu, a postupnost u radu nastavnika izraZzena je slede¢im pravilima: od lakseg
ka tezem, od jednostavnog ka slozenom, od blizeg ka daljem, od poznatog ka
nepoznatom, od konkretnog ka apstraktnom. Nastavnikova vestina je da pronade
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takvu postupnost 1 sistemati¢nost u obradivanju gradiva bez prevelikih skokova i
preteskih prelaza.

Vecina uc¢enika nema ni najosnovnije predstave o razvoju matematike. Oni misle
da je matematika uvek bila takva kakva je sada. Bilo bi korisno da znaju da kod
Euklida nije bilo formula, da su u srednjem veku pravila za reSavanje kvadratnih
jednacina bila komplikovanija nego danas (zbog nepostojanja pojma negativnih
brojeva trebalo je razmatrati mnogo posebnih slucajeva),... Znajuéi te ¢injenice
ucenici ¢e shvatiti da su se pogledi na jedan te isti pojam menjali i da su pojmovi
vremenom postajali jednostavniji. Oni po€inju da cene savremene matematicke
metode 1 pojmove i1 shvataju da njihovo sadasnje stanje nije konacno.

Princip savremenosti odnosi se na neprestano aktuelizovanje 1 osavremenjivanje
nastavnih sadrzaja i unoSenje novih ¢injenica, ali i osavremenjivanje nastavnih
pomagala (od logaritamskih tablica preko Subera do racunara).
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6. GEOMETRIJA U SKOLI

Nastava geometrije je znacajna sa razliCitih gledista:

Uce¢i geometriju ucenik treba da prode osnovne etape razvoja geometrije, ne
preskacuci nijednu od njih. Jer, u suprotnom, moze do¢i do nerazumevanja gradiva

logi¢kog — izuCavanje geometrije je izvor 1 sredstvo aktivnog
intelektualnog razvoja ¢oveka i njegovih umnih sposobnosti,

saznajnog — pomocu geometrije dete spoznaje svet koji ga
okruzuje, njegove prostorne i koli¢inske odnose,

primenjenog — trodimenziona euklidska geometrija je osnova
koja obezbeduje covekovu spremnost za savladavanje kako
bliskih oblasti tako 1 mnogih profesija, ¢ini mu dostupnim
neprekidno obrazovanje i samoobrazovanje,

istorijskog — na primerima iz istorije razvoja geometrije prati
se ne samo razvoj matematike ve¢ 1 ljudske kulture u celini,

filozofskog — geometrija pomaze da se osmisli svet u kome
zivimo, da se kod ¢oveka formiraju razvojne naucne pred-
stave o realnom fizickom prostoru.

1 gubljenja interesa za ucenje geometrije.

Osnovne etape koje mozemo razlikovati u razvoju geometrije, na osnovu metod-
ologije geometrije, nacina dokazivanja i sistematizacije materijala koji se primen-

juju u svakoj od etapa, su: dogrcka, grcka i savremena.

U dogrckoj etapi geometrija je bila empirijska nauka. Mnogo-
brojne geometrijske ¢injenice koje su milenijumima pre naSeg
vremena poznavali stari Egip¢ani, Vavilonci, Indusi, Kinezi i
druginarodi, dobijene su kao rezultat posmatranja, iskustva, ek-
sperimenta. Prakti¢ne metode koje su u toj etapi bile koris¢ene
1 danas fasciniraju svojom originalnosc¢u i oStroumnoscu.
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® Pocetkom VI veka pre nase ere Grei su poznavali geometr-
iju Egipcana i1 tokom nekoliko vekova razvili je do visokog
stepena savrSenstva. U Staroj Grckoj se odigrao postepeni
prelaz od prakticne ka teorijskoj geometriji. U tom peri-
odu su otkrivene mnogobrojne geometrijske Cinjenice, ali,
Sto je najvaznije, razradene su savrSene logicke metode i
sav geometrijski materijal doveden u skladan sistem, koji
je opisao Euklid u svojim “Elementima”. Metodolosko
savrSenstvo “Elemenata” je tako veliko da su oni tokom
dva milenijuma vrsili takav uticaj na razvoj geometrije 1 bili
udzbenik geometrije prakti¢no u celom svetu.

® Pocetak savremene etape razvoja geometrije vezan je za raz-
radu aksiomatske metode. Sa savremenog gledista, u osnovi
geometrije lezi struktura prostora koju odreduje neki sistem
aksioma. Savremena geometrija daje moguc¢nost da se razma-
traju modeli ne samo fizickog prostora, ve¢ prostora bilo koje
strukture, Ciji se pojmovi i svojstva uklapaju u geometrijsku
shemu.

U skladu sa ovim osnovnim etapama razvoja geometrije, prema akademiku
Grigoriju Davidivi¢u Glejzeru sistem Skolskog geometrijskog obrazovanja treba da
predstavlja jedinstven predmet, koji se sastoji iz tri ili ¢etiri medusobno povezana
kursa.

Prvi kurs — “Slikovita geometrija”. On treba da se uc¢i u osnovnoj skoli. Njegov
osnovni cilj je obogacenje geometrijskih predstava ucenika, upoznavanje sa maksi-
malno bogatim skupom geometrijskih figura (kako ravnih, tako i prostornih), usva-
janje osnovne geometrijske terminologije, sticanje umeca i navika u predstavljanju
(crtanju) geometrijskih figura.

Osnovne nastavne delatnosti u ovoj etapi: posmatranje i pravljenje (crtanje)
dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih geometrijskih figura od papira, kartona,
plastelina; jednostavni geometrijski eksperimenti kojima se utvrduju elementarna
svojstva figura (jednakost, razloziva jednakost, jednaka veli¢ina, simetri¢nost); me-
renje; modeliranje. Pojedini zadaci iz poglavlja 4 (zadaci od 1-5) trebalo bi da se
rade na ovom kursu.

Drugi kurs — “Prakti¢na geometrija”. Njegov cilj je da sustinski obogati pros-
torne predstave ucenika, da se oni upoznaju sa osnovnim ¢injenicama planimetrije
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i stereometrije. U tom kursu uc€enici praktiénim metodama (iskustvom ili ogledom)
utvrduju osnovne geometrijske ¢injenice (svojstva ravnih i prostornih geometri-
jskih figura), uce da ih koriste u radu 1 prakti¢noj delatnosti.

Osnovne nastavne delatnosti na ovoj etapi: merenje, konstrukcija, predstavljanje,
ogled, modeliranje i konstruisanje geometrijskih slika, izracunavanje po formulama
dobijenih eksperimentalnim putem, uz primenu ra¢unarske tehnike.

Prva i druga etapa Skolske geometrije mogu biti spojene u jedinstveni kurs
slikovito-prakticne geometrije, koji metodoloski odgovara dogrékom periodu raz-
voja geometrije.

Treéi kurs — “Sistematski kurs geometrije”. On treba da se izu¢ava u osnovnoj
Skoli, da se nastavlja u srednjoj Skoli i1 da se ili sastoji iz dva dela: planimetrije
1 stereometrije, ili da bude jedinstveni kurs geometrije. Njegov cilj je izuCavanje
geometrije na osnovu sistematizacije i dovodenja do logicke elegancije skupa poj-
mova i ¢injenica nauc¢enih tokom prva dva kursa. Osnovni predmet izu¢avanja u toj
etapi moraju biti invarijante grupe kretanja i grupe sli¢nosti tj. za osnovu kursa se
prirodno uzimaju geometrijske transformacije, medu njima 1 vektori koji predstav-
ljaju translatorna kretanja.

Pitanje izgradnje ovog kursa na aksiomatskoj osnovi je diskutabilno, jer je
nemoguce posti¢i razumevanje sustine aksiomatske izgradnje geometrije od strane
svih ucenika osnovne skole, pa i ve¢ine u€enika srednje Skole (izuzimajuci skole sa
matematickim usmerenjem). Stoga bi, u pocetku trebalo na osnovu ubedljivih slik-
ovitih konstatacija formulisati dovoljno jaka tvrdenja, koja ¢e omoguciti da se brzo
prede na reSavanje velikog broja sadrzajni zadataka sa ucenicima. Primeri takvih
tvrdenja su teorema o zbiru uglova u trouglu ili Pitagorina teorema. Zatim, posle
reSavanja mnogih geometrijskih zadataka i nakupljanja veceg broja geometrijskih
¢injenica u svesti ucenika, formirac¢e se odredeni nivo logicke culture, razvice se
prostorno misljenje, pa se u¢enicima moze otkriti logicka struktura kursa i saopstiti
da od sada u dokazima imaju pravo da koriste samo poznate pojmove i tvrdenja. Na
taj nacin ucenici ¢e se postepeno i na prirodan nacin navi¢i na metode deduktivnog
misljenja.

Cetvrti kurs — mali po obimu, izgraden na aksiomatskoj osnovi, moze biti uve-
den samo u matematickim odeljenjima u srednjoj Skoli, ili fakultativno, za u€enike
koji ispoljavaju poviseni interes za matematiku. Ovde mogu biti izlozena pitanja
istorije razvoja geometrije, njenog aksiomatskog zasnivanja, problemi potpunos-
ti 1 neprotivreCnosti aksiomatike, moguénost razlicitih interpretacija euklidske
geometrije, nastanak geometrije Lobacevskog 1 druga pitanja koja spadaju u deduk-
tivnu metodu.

30

28.9.2013 1:58:49



diplomski.indd 31

7. ZAKLJUCAK

U osnovnoj skoli simetrija se izu¢ava u petom razredu. Na pocetku predavanja
ucenike treba upoznati da je re¢ simetrija grékog porekla i da znaci skladnost, sla-

ganje. Objasniti im da simetricnih oblika ima svuda oko nas i navesti im slikovite
primere u slikarstvu, u gradevini: zgrade, u prirodi: leptir, ...

Ta prica trebalo bi da deci bude zanimljiva i dovoljno lepa, da je zapamte i da
ih zainteresuje za ucenje simetrije. Tek nakon toga treba uvesti formalno definiciju
osne simetrije 1 poceti sa zadacima.

U knjigama 1 zbirkama ima dosta zadataka u kojima ucenici treba da prepoznaju
osnosimetri¢ne figure, da nacrtaju ose simetrija ukoliko postoje kod datih figura, da
nacrtaju simetri¢nu figuru date figure, ... Uspe$nim radom ovih zadataka ucenici ée ra-
zumeti pojam osne simetrije 1 prepoznavati je kod objekata iz svakodnevnog Zivota.

Detaljnije izucavanje izometrijskih transformacija je u prvom razredu srednje
Skole. U srednjoj Skoli se rade sloZeni konstruktivni zadaci koji su ucenicima, ug-
lavnom, teski. Pojedini ucenici tesko barataju Sestarom i imaju problem preciznosti
crtanja. Poseban problem zadaje rotacija zbog orjentisanog ugla, ako ucenici dobro
ne razumeju da se mere uglova koji su orjentisani u smeru suprotnom kretanju
kazaljke na satu izraZavaju pozitivnim brojevima, a mere onih koji su orjentisani u
smeru kazaljke na satu negativnim. Smatram da svaki ucenik treba da zna da trou-
gao ili cetvorougao konstruiSe izometrijskom transformacijom, a da kompozicije
izometrijskih transformacija 1 slozenije konstruktivne zadatke rade bolji ucenici.

Na kraju izu€avanja izometrijskih transformacija veéina ucenika bi trebala da
prepoznaje izometrijske transformacije u objektima iz svakodnevnog Zivota.

31

28.9.2013 1:58:49



LITERATURA

[1] G. D. Glejzer, Geometrija u skoli, Iz nedeljnog priloga ,, Matematika”
novina ,, Prvi septembar”, broj 34,  septembar 1995., str. 3-4.

[2] N. Ikodinovi¢, Matematika udzbenik sa zbirkom zadataka za prvi razred
gimnazija i srednjih strucnih skola, Klett, 2013. god.

[3] D. Lopandi¢, Geometrija
http://poincare.matf-bg.ac.rs/~zlucic/Lopandic Geometrija.pdf

[4] Z. Luci¢, Euklidska i hiperbolicka geometrija, Beograd,
Total Design i Matematicki fakultet, 1997. god.

[5] V. Mic¢i¢, V. Jockovi¢, B. Dugosija, V. Andri¢, Matematika za peti razred
osnovne Skole, Zavod za udzbenike Beograd, 2007. godine

32

diplomski.indd 32 @ 28.9.2013 1:58:49



