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Tecmosu cayuajrocmu y 8peMERCKUM CEPUIAMA JoBana TpajroBuh

IIpenrosop

Y oBoM MacTep pany 0aBUMO Ce TeCTHPAWmEM CIYyYajHOCTU BPEMEHCKUX cepHja.
Pan ce cacTroju u3 mer morJiaBsba.

Y yBomHOM neny objamrmaBa ce IOjaM BPEMEHCKe cepuje U neduHUIIe ce mpobdire-
MaTWKa MacTep paja.

Ilpyro moriyiaBsbe yBOIW IIOjaM CJIy4YajHOT IIpoleca, faje (opMalHy ne(UHUIIN]Y
BPEMEHCKE cepuje, Ka0 U OCHOBHE IIOJMOBE y aHAJIM3W BPEMEHCKUX cepuja. Y OBOM
IIOrJIaBJ/by Cce JaJbe DABUMO U KIACHU(UKAIN]OM U KOMIOHEHTaMa BPEMEHCKUX Cepuja.

Y tpehem nornasspy ce yBOoaM IOjaM CIYUYajHOCTU M OOjalllkhaBajy IOjMOBU BE3aHU
3a CTATUCTUYKE TECTOBe. Y HACTABKy Cy OOjallleHU HEKUM KOHKPETHU TECTOBU 34
TECTUPAhE CIYUYajHOCTU BPEMEHCKUX CEPHUja.

Y 4eTBPTOM IOIJIaBJ/bYy C€ IOMEHYTHU TECTOBU U3 TPETXOIHOT MOTJIaBJha IPUMEBY Y
Ha KOHKPETHUM BpeMeHCKuM cepujama. OBaj IpaKTUUHU OEO je 3aCHOBAH HA PEATHUM
nomanuMa kKoju cy obpabenu y mporpamMckoMm makety R.

Kornauno, y mocienmeM moriiaBjby Cy HaBeNEHU 3aKJbYYId OO KOJjUX CMO JIOIIJIN
IpUMeRnVBameM TeopUje Ha KOHKPETHE IIOITATKeE.

3a us3bop u nomoh y uzpadu macmep pada 8eAUKY 3GTE8ANHOCT 0Y2yjem MEHMOPY,
npod. dp Becnu Jespemosuh. 3axeanyjem ce v ocmasum npodecopuma, acucmermuma
U CAPAONUYUMA Y HACTNABY HA YKAZAHOM 3HA®Y MOKOM CMYOUPana.

Hocebny zaxeanrrnocm 0yzyjem ce0joj nopoduyu, majyu sRuexu u ouy Munany, Jacmunu
u HMeany.

Leozpaod, cenmembap 2013. Josawna Tpajkosuh
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1 YBonm

Y cBakKOIHEBHOM :KUBOTY ce cycpehemo ca mojaBama Koje mMajy CBOj TOK Yy Bpe-
MEHY U KOj€ Cy IpeAMEeT M3yJyaBama Pa3InduTUX HayKa. 1Tako ce meMmorpaduja 6aBu
IPUKYTI/bakhEeM IMOAATAKa O TOAUIIHLUM CTOTIaMa HATAJIUTETA U MOPTAJIUTETA, OJHOCHO
npoydaBameM MPUPOTHOT mpupainraja. EkoHoMuja ce 6aBu aHAJIU30M MPOMEH/bUBUX
Ka0 ITO Cy IleHe NPOM3BOJa, IJIaTe, NEBU3HU KyPC, 3aIlOCJIEHOCT, WHIYyCTPUjCKa
IPOU3BOIMHA, UTA. Y METEOPOJIOTHjU Ce CBAKOr CaTa PErucTpyje Op3uHa BeTpa,
npaTu ITHEBHA TeMIepaTypa, OeJieKu MeCcedvHa WM TOIWIIHa KOJUYMHA IaJaBUHA.
[TomonpuBpena npaTtu TOAUNIEHE KPETalmhe IPUHOCA TT0jeINHUX TOJHONPUBPETHUX KY JI-
Typa, Kao 1 BUXOBE OTKyNHE U npoaajue rnere. CBe oBe mojaBe Cy TpUMEPU BPEMEH-
CKUX cepuja.

Bpemencka cepuja ce moxke cxBatuTu Kao ypebenu Hu3 momaraka. Hajuermhe
ce ypebeme Bpmu y OQHOCY HA BPpeMe U y jeHAKUM BPEMEHCKUM WHTEepBajguMa. K3-
OOp jeowHUIlE BpeMeHa BPIIX Ce€ Y OJHOCY Ha caMy IMOCMATPaHY MOjaBy Ma TO MOKE
OUTU CeKyHIa, MUHYT, CaT, NaH, MECell, TOAUHA, aJIU U NElEeHUja, BEK WU MUJICHU-
jyM. Ocum mo BpemeHy ypebeme momaraka MOyke OUTH M3BPIIEHO U IO HEKOj APYTO]j
KapaKTePUCTUIM TOKA IOjaBe KAao WITO Cy AyOWHA, BUCUHA, PACTOjame, KOJIWINHA
HEKOI' MPUCYTHOT XEeMUjCKOT ejeMmenTa, utha. (OBakBe cepuje ce HA3UBA]y JIMHHUJCKE
cepuje u cMaTpajy ce BPCTOM BPEMEHCKUX Cepuja.

N3yuyaBame BpEeMEHCKUX CepHja 3aCHOBAHO Ha TEOPHUjU BepoBaTHOhe M MaTeMa-
TUYKO] CTATUCTUIM IIOYEJIO je TeK TPUAECEeTUX T'OAMHA IBANECeTOr BeKa, a 300r
WHTEPAKNMUje Ca MHOTMM AUCIUIIINHAMA, TOCEOHO €KOHOMUjOM, OHO OeJiesku IuHAa-
MUYHU Pa3BOj MOCIEIIHUX HEKOJUKO aerenuja. CTaTUCTUYKA OUCIUNIUHA KOja Ce
OaBu OBUM M3yUaBamUMa jeCTe aHAJJM3a BpPEMEeHCKMX cepuja. Ihbenu nmpunmunm
OACTyHIajy O yoOUYajeHUX MPETIOCTABKU TEOPHUje CTATUCTUUKOT 3aKJbyUUBAMA 1A
ce BPEMEHCKe Ccepuje He MOI'y M3ydaBaTy MeTonaMa KJIacUYHe Teopuje BepoBaTHOhe
U KJIacUYHe MareMaTuyke crtatuctuke. Hawmme, y kmacuynoj Teopuju BepoBaTHOhE
M MaTeMAaTU4YKO] CTATUCTUIM je OCHOBHU II0jaM CJydajaH y30paK KOjU IIpelncTaBJba
HM3 HE3aBUCHUX CJIy4YajHUX BeaumumHa. HacynmpoTr ToMe BpeMeHCKa cepuja je Hus
CIIyJajHUX BeJndnHa Koje cy MebhycobHO 3aBucHe, a Hajuenrhe u KOpeauUCaHe.

OCHOBHU IM/bEBU y aHAJU3UW BPEMEHCKUX CepUja Cy ONUCUBaMme, Objallmheme u
npensubame BpeMeHCKe cepuje. Rako je mpolec HOHOMEHma ONIYKA Y PA3TUIUTUM
objacTuMa YecToO MOBE3aH ca mpeaBubameM Oyayhux BpeaIHOCTU MPOMEHJBUBUX KOj€
3aBUCE OJXI BPEMEHA, BPEMEHCKE Cepuje M HUXOBAa aHAJIM3a IPENCTaBJ/bajy ITOTOITHO
cpenctBo. llpenBubame mompasymeBa aHANINM3y UCTOPUjCKUX MOIJATAKA O MATOj IIO-
jaBM M eKcTpalojanujy UCTUX y OyayhHOCT KopucTehm HeKM MaTeMaTWYKU MOIEJI.
Hwum n3yvaBama BpEMEHCKe cepuje MOyKe OUTU U yCTAaHOBJ/HABAHE MEXAHN3MAa KOJU by
FeHepuIlle KaKO OMCMO CXBATWUIU yTHUIA] IOjeIUHUX (aKTOpa HA TOK BPEMEHCKE Cep-
uje. To mam masme omoryhasa gopmupame oarorapajyher MareMaTUYKOr MOAEIA.
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[IpnnukoMm n3yyaBama BPEMEHCKUX CeEpUja jeJHO O MPBUX MUTAHA KOje Ce jaBJba
jecre mmTame CIYYajHOCTU BPEMEHCKE Cepu’je, OMHOCHO na JIM BPEMEHCKA Cepuja
IpeACTaB/ba PeaN3allnjy jeIHOT HU3a CIyYajHUX BEJIUYUHA KOje cy MelhycoOHO He3a-
BUCHE U UMajy UCTY pacnoaesy BepoBarHoha. Tectupame CIydajHOCTU je YECTO O
GyHIAMEHTAJHOT 3Havaja y CTATUCTUYKOj] aHAJIM3U MOoJaTaka 300r dera je pas3BU-
jeH BeJUKM OpOj PasiuduTUX TeCTOoBa. Y IPaBO THU TECTOBU U HUXOBA MPAKTUUHA
OIpuMeHa Cy IpeaMeT M3ydaBama OBOI pala.
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2 Bpemencke cepuje

Bpemencka cepuja ce 0OuYHO neduHUIIE KaO HU3 momaTaka ca oxapebheHuM xpo-
HOJIOIIKUM WJIV JIWHU)CKUM penociienoM. Mebyrum nedpumunnumju ce Mmoske npuhu u ca
CTAHOBUIITA CJIYy4YajHUX MIPOIEca Kao IMTO he OUTU ONMMCAaHO y HACTABKY.

2.1 CoayuajHu mporecu

Ilo mojMa caydajHOT mpoIeca M0Ja3’u ce MPOIUPUBAMKEM TTOjMa CIyYajHEe TPOMEH-
JbUBE TIa YBOAUMO ciienenux HEKOJIUKO ne(PUHUI]A.

Heduuumnmja 2.1.1 Q je ckyn ceuxr ucroda jednoe excnepumenma. Eaemenmu osoe
CKYNG ce 03Hanasajy ca w;, i = 1,2,3,... u nasusajy eaemenmapru dozahaju.

Hedbuannmja 2.1.2 [Hodckyn F napmumuenoz ckyna P(Q) je anzebpa nao Q axo eaxnce
Ycaos8u:

e Qc F
e Ac F=AcF
e AcFANBeF=AUBeF.

Hebunannuja 2.1.3 Iloockyn F napmumuenoe ckyna P(Q) je o- anzebpa 1ad Q axo
saxce Ycao8u:

e Qc F
QAG.F:>Z€f

o {Ai}ien CF = 'L_Jl A eF

Jepununuja 2.1.4 Axo je K nexa gamuasuja nodcrkynosa npocmopa ucroda S (konrexyuja),
maoda npecex ceur o- anzebpu xoje cadpxce pamuaujy K nasueamo munumanna o- anee-
bpa zenepucana ca K u oznavasamo je o[K].

Amasoruo ce mnepuHUIIE MUHUMAJHA aaredbpa Koja Caap:KUA CBE CKYNOBE HATE KOJIEK-
nuje.

Hedbununuja 2.1.5 Hexa je npocmop ucxoda jedwar ckyny peaswur bpojesa R u mexa
je xoaexyuja K dama ca KK = {(a,b] : a,b € R,a < b}. Murnumanny asrzebpy xoja cadpxcu
xoaexuujy K osnawasamo ca By. Munumanna o- anzebpa xoja cadpxwcu xoaexuujy K
30ee ce Bopenosa o- anzebpa nodckynosa peaare npage. Osnwavasamo je ca B. Hbenu
enemenmu 308y ce bopenosu ckynosu Ha peasnoj npasoj.
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Hedbunumnuja 2.1.6 Hexa je Q2 npocmop ucroda cayuajnoe excnepumenma v F o- anze-
bpa dozahaja. Ypehenu nap (2, F) ce z08e meppue npocmop.

Hepunnnmja 2.1.7 Hexa je §) ckyn ceur enemenmapruz doezahaja u wexa je F o-aneebpa
nad Q. Pynxuuja P : F — R ce s08e seposamnoha uau éeposamuocha mepa Ha
mepapusom npocmopy (2, F) axo uma caedeha ceojemaa:

e csojemao nopmuparocmu - P(Q) =1
e csojcmeo nenezamusrocmu - P(A) > 0, s3a ceaxu dozahaj A € F

e csojcmeo o adumuernocmu eeposammnohie - axo {A;}iew € F, Ai(A; =0, i # j,

i=1,2,3,...,5=1,2,3,..., onda P (U Ai) =Y P(A)
! 1=1

=1
IIpocrop BepoBaruoha je ypebena Tpojra (2, F, P).

Hedbuannuja 2.1.8 Hexa je (2, F, P) npocmop seposamnoha. Peaano npecauxasamwe
X :Q — R ce 306e cayuajna npomenpusa axo VB € B eaxncu da je X 1(B) € F 20e je B
Lopenoea o-anzebpa. 3a X xanmcemo da je F-mepnuso.

Hepunnnuja 2.1.9 Pamusuja cayuajrur npomenvusus {Xi(w) 1t € T,w € Q} depunu-
canuz Had ucmum npocmopom seposamnohe (2, F, P) ce z06e cayuwajru (cmoracmuuru)
npouec ca undexcrum cxynom T .

[Tpunukom 3ammca ce 4eCcTo U30CTaBba MPOMEHJ/bUBA W, A C€ YMECTO TOra CIIydaj-
HU npouec o3nauasa ca {X,t € T}. Ilpouec ounrienHo 3aBuCH OX ABEe MPOMEHJbUBE
t u w. 3a pukcupano t € T caydajHu mporec je jeaHa IPOMEHBUBA. 3a (QUKCUPAHO
w € Q ¢pyurumja X;(w), t € T ce 30Be mpajexmopuja ciydajHOr mpoueca. AKO mak
¢urcupamo obe mpoMensuBe X; je peasian Opoj UIU jeqHa peasM3anujd CIIydajHOT
mporeca.

Cryn T u3 nmperxonHe neUHUNKjE Ce jOII HA3UBA U napamemapcku ckyn. Ako je
T=R=(-00,0), T =[0,00) uiiu T = [a,b] C R, ouna ce mapamerap t € T" 06uuHO
VMHTEpIpeTHpa Kao Bpeme, a ciaydajHa ¢ysrmuja {X;, ¢ € T'} 30Be ce cayuajan npouyec
ca wenpexudrnum apemerom. Axo je T'C 7Z wmm T C N, onma ce ciaydajua ¢GyHKIHTja
{X;,t € T} 30Be cayuajan npoyec ca OUCKPEMHUM 8DEMENOM WA CAYUATHU HU3.

Hedbunumnuja 2.1.10 3a ceaxu npupodan 6poj n u npousgonrke esemenme ty,....t, € T,
t1 < ty < ... < tn, pacnodena eeposamnoha caywajroz eexmopa (X, Xy, ..., Xy,) 00pe-
Dena je pynryujom pacnodene

Fthm’tn(:vl, ,.I'n) = P{th S Xy, ...,th S :Cn}

DAMUAUJA CEUT 0BUT PACNOOEAQ 308€ CE PAMUAUIA KOHAUHOOUMEHIFUOHUL PACTLOOENE CAY-
wajnoe npoyeca { X, t € T}.
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Pamuirja KOHAYHOAMMEH3MOHUX pAaCIoesa 3aa0BoJ/baBa caenehe ycaose:

® YCJIOB CUMETPHje - aKo je iy, ..., 1, jedHa nmepMmyranuja opojeBa ox 1 mo n onma
BaxKU
Fti1w..,tin ($i17 X 'T”Ln) = E11-~-7tn(x17 s x”)

® YCJIOB CArJIACHOCTH - aKO je M < N 3a NPOU3BOJBHE i1, ...,1, € T Baku

Fi .. Ty ooy Ty 00, .0y 00) = Fyy 4 (T4, ey Tin)

fom st 1ot
Heka je {X;,t € T} cnyuajan npounec. Tana je:
e cpenma BPETHOCT CIYUYajHOI IpOoIeca

E(Xy) =w,teT
® BapmMjaHCca CIyYajHOT MPOIEeca

D(X,)=oc2teT
e KOBapUjaHCa CIYYajHOT IIPOIECca

v(r,s) = cov(X,, Xs) = E(X, — E(X,))(Xs — E(Xy))),r,s €T

e KopeJialuja CJIydajHOT IpoIeca

cov(X,, X,
plr, ) =~ Xo)

D(X,)D(X)

Hedbmaumuja 2.1.11 Cayvajan npouyec je cmpoz0 CMAYUOHAPAH AKO CY Hhezo8e KOHAY-
HoOuMeEH3UOHE PyHKUUje pacnodese UHBAPUJGHMHKE Y 00HOCY Ha t, 0OHOCHO aKO 34 cee
tit;+teT,i=1,2,... sancu:

Ftl,...,tn (xla ceey .Tn) - E1+t,...,tn+t(x17 ceey .Tn).

Hedmuaunmja 2.1.12 Cayuajan npoyec { Xy, t € T} je caabo cmayuonapar axo cy ueny-
wenu caedehu ycaosu:

o E(X;)=m=const, Vt €T

o B(X}) <oo,VteT

o y(r,s) =v(r+ts+t), Vrs,t €T.
Canma MoskeMoO yBecTr U (hpOpMaJIHy NePUHUIN]Y BPEMEHCKUX CEepuja.
Hepununmnmja 2.1.13 Bpemencka cepuja je jeOHa pearusayuja cAy4ajuoe npoyeca.

Y cMmuciay nmperxonHe nepUHUIje OTHOC BPEMEHCKE CEPHje U CIYUYajHOT IPOIEeca
OAroBapa OMHOCY Y30PKa X OCHOBHOT CKyHa y CTAHIAPAHOj TEOPUjU CTATUCTUYUKOT
3aK/pyuMBakha. KRao ImMTO y30pak mpeacTaBsba IO OCHOBHOT CKYyIl HAa OCHOBY KOTa
ce IMOHOCE 3aKJbyYld O CaMOM CKYIy, TaKO U BPEMEHCKa Ccepuja IPeAcTaBiba €0
CIIy4JajHOT IIpoleca Koju Tpeba na oMoryhm yodaBame KapaKTepPUCTUKA TOT IIPOILeca.
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2.2 Rnacu¢pukanyja BpEMEHCKUX CepHja

MoskeMO M3BPIINTH KIaCU(PUKAIM]Y BPEMEHCKUX cepuja Kopucrtehm pasamumre
kpurepujyme. HajjennocraBHuja je momesa Ha HEIPEKUAHE W IUCKpeTHe (IPEKUIHE)
BpEMEHCKe cepuje. Kao m KOI CiydajHHMX TIpoIeca Ta IMOoJesa 3aBUCU OJ IapaMe-
TapCKOr CKymna. DBpeMeHCKa cepuja je HEMpeKuAHa aKO HheHe BPEIHOCTU MOKEMO
perucTpoBaTH y CBAKOM BPEMEHCKOM TPeHYTKY. lIpekmnmna BpemeHCka cepuja je oHA
4yrje BPeJHOCTU OeJIeKNMO Y jeJHAKUM BPEMEHCKUM WHTepBaIuMa (JaH, CaT, Mecell,
roguna). IIpekunHy BpeMEHCKY Cepujy MOsKeMO HOOUTH M O HEIPEKUIHE TAKO IITO
hemo Genexkeme pesysnTaTa mocMaTpaHe MOjaBe BPIIMTU caMoO y oapeheHuM BpeMeH-
CKUM WHTEPBAJNMA.

Kmyuna momema BpeMeHCKUX cepHja jecTe MOAesia HA CTAIMOHADHE U HECTAIUO-
mapae. Cio00IHO pedeHo, cepuja je CTalroHapHA YKOJUKO je HeHO KpeTame Mpe-
BUIUBO TOKOM BpEMEHA, Tj. VKOJIUKO HEHO KpeTame UCIyHmaBa CaudvaH obpasall
mOoHAIIamka TOKOM BpeMmeHa. CymIpoTHO, akO Cy mapaMeTp! KpeTama BPEMEHCKe Ce-
puje GyHKIMje BDEMEHCKOT TPEeHyTKa, Tala je OHa HecTauuoHapHa. KRao mTo je Beh
IIOMEHYTO IOCTOje IBa BUIA CTAIMOHAPHOCTHU. Y ciaydajy dedpumuunuje 2.1.11 cepuja
je cTanmoHapHa aKoO Ce HeHa CBOjCTBA HE Memajy TpaHcaupameM y Bpemeny. To
3HAUM Oa CJIydvajHe IPOMEHJ/bMBE KOje Ipunanajy TOj CEPUjU MMA]y MCTY OUEKUBAHY
BPEIHOCT, BapUjaHCYy W MOMEHTE BHUIIEr pena. AKO mak y3meMmo medpuuunujy 2.1.12
y 003Up OHZA 3a CTAIMOHAPHY CEPUjy BaKM Jla Ce OUeKMBaHa BPENHOCT U BapHjaHCA
He Me’ajy TOKOM BPEMEHa MOK je KoBapujaHca udMehy cBaka ABa djaHa Cepurje caMo
¢yHKIMja BpeMeHCKOT pacTojama m3MeDy mux. Ha rpadury 2.2.1 ce moxke Bumeru
pa3nuka m3Mmeby cTanmoHapHe M HECTAIIMOHAPHE BPEMEHCKE CepHuje.
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I'paduxk 2.2.1: Tlpumep cranmoHapHe U HeCTAIMOHADHE BPEMEHCKe cepuje (mpeys3ero
ca http : //en.wikipedia.org/wiki/File : Stationarycomparison.png)
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2.3 KomnoHeHTe BpeMEHCKe cepuje

Bpemencke cepuje, y 3aBUCHOCTH OJ OjaBe, C€ MOTY CACTOjaTU O Pa3JIUUIUTUX
KOMIOHEeHTU. TpaamnuoHasHO ce IPeTIoCTaBba Na Ce BPEMEHCKA Cepuja MOKe pa3-
JIOKATU Ha YETUPU KOMIOHeHTe: TpeHn f(f), NIMKIMYHY KOMIOHEHTY c(t), CE30HCKY
KOMIOHEHTY $(t) U ciaydajHy KommoHeHTy (t). Y ciydajy Kama cepuja Caup:Ku CBe
OBe KOMIIOHEHTEe TUIIOBU MOJesa KOju ce Hajuemhe Kopucre cy:

o amurTuBHU MomeJ - X; = f(t) + s(t) + c(t) + <(t)
o MYJITHIIIMKATUBHY MozmeJ - X; = f(t) - s(t) - c(t) - e(¢)
e MemoBuTy Monesd - X, = f(t) - s(t) - c(t) + ().

Tpenn BpeMeHCKe cepuje OMUCyje HeHO OCHOBHO MOHAIIAHKE Y IY:KEM BPEMEHCKOM
IEPUOY, NI NPENU3HNje Yy YATABOM BPEMEHCKOM MEPUOY 3a KOJU je BPEMEHCKa ce-
puja mo3HaTa. Y 3aBUCHOCTHU OJ TOTA MIa JIX BPEIHOCTU BPEMEHCKE CepUje TOKOM Bpe-
MEeHa& CUCTEMATCKU PACTy WM Omanajy, TPEHI Moske OuTu pactyhum uaum omanajyhu.
Ocum Tora, TpeHa MOKe OUTU NETEePMUHUCTUYKN UIU CTOXACTUYKU Y 3aBUCHOCTU O
TOTra Mla JU Ceé IPOMEHE Cepuje MOry IpPEeIBUIAECTU WU HE.

6.0
5.0
4.0

30

0.0 T T T T T
1590 1993 1956 1949 2002 2005 2008

I'padux 2.3.1: IIpumep BpeMeHCKe cepuje ca CTOXACTUYKUM TPpeHIoM: [Ipouenmyanna
npomena nompowaywkoe undexca y CAJL

Y mpakTUYHUM TpuMeHaMa BehnHa BPEMEHCKUX CepHja MPEeNCTaBlbajy IIOIATKE
IPUKYIJbeHE y Y3aCTONHUM BPEMEHCKUM WHTEPBAJIMMAa KAO MTO CYy MOaHU, MeCEelu,
KBapTaJu, UTA. 300r TOora mojeAuHEe BPEMEHCKE CEepHje UCIO0JHABA]Yy MPABUIHOCTUA Y
CBOM KpeTamy KOje ce jaBjbajy y TOKY jelHe KaJleHmapCKe TOAWHE. 3a TaKBe cepuje
KaKeMO Ja MMAajy CEe30HCKY KOMIOHEHTYy. I[IpucycTBO ce30HCKe KOMIIOHEHTE yTudYe
Ha TO MOa MOCTOju Behu cremeH kKopesanuje maMely momaraka MOOUjEHUX Y MCTUM
MeCenuMa Pa3IUuYUTUX T'OAUHA Hero m3MeDy OHUX HOOUjeHUX Yy CYyCemHUM MeCenmMma
UCTEe TOOVHE.
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I'paduxr 2.3.2: IIpumep BpeMeHCKe cepuje ca CE30HCKOM KOMIOHeHTOM: Dpoj pohewus
no meceuy y Hbyjopky 00 janyapa 1946. do deuembpa 1959.

Huknuyea KOMIOHEHTA IpeNCcTaB/ba CIMYHO IOHAIIAKEe KOje Ce jaB/ba y Cepuju
TOKOM HEKOT IeproJa BPeMeHa, OTHOCHO MOkeMo pehu ma ce y cepuju 3amaka mepu-
onuvHU KapakxTep npomene. OBakBe cepuje MMajy CBOjy MEPUOLY, OTHOCHO IUKJIYC.

[IpeTxonHe Tpu KOMIIOHEHTE C€ jeTHUM MMEHOM Ha3WBa]jy HECJIyUajHe KOMIIOHEHTE.
Hujemna onm oBux KOMIOHEHTU HHUje obaBe3Ha y Momesy. JenwmHa KOMIIOHEHTA KOJy
CBaKM MOJEJ MOpa Oa MMa je ciaydajHa KoMmoHeHTa. (OBa KOMIIOHEHTA CIYKU 3a
objammaBame HEPEeIBUANBUX (IIYKTyaIuja.
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3 TecToBu ciyuyajHOCTHU

3.1 CrarnmcTUUYKU TECTOBU

CnyuyajHe mojaBe y MaTeMaTUYKO] CTATUCTUNU OMUCYj]Y C€ MaTEMATUYKUM MOJe-
aom. M3060p Tor Mmomena 3aBUCU O NMPEA3HAKA O MOCMATPAHO] MOjaBU. Y MHOTUM
UCTPAKUBAKLUMA CE€ PETUCTPY)Y BPEIHOCTU HEKE CIydajHe BEJIMUYUWHE UKja PACIIONeia
HUje yHaIpes mo3Hara. Y TaKBUM CJIIydajeBHMa Ce CTATUCTUYKU MOIEJ 3anaje paMu-
IMjOM OOMyCTUBUX pacuonena. [lapamerapcka damuimja IOITyCTUBUX PACIOIENa,
KOja 3aBUCHM O] jJeqHOI WJIM BUIIE HENMO3HATUX IapaMeTapa, y OIIITeM CJIydYajy ce
osnauaBa ca P = {P, : v € O}, raoe je v mapamerap, a © mapaMeTapcKu MOpPOC-
top. C(CBaka mpeTmocTaBKa KOja CysKaBa KJIACy MOOMYCTUBUX PAaCHOesia Ha3UuBa Ce
CTATUCTUYKA XUIIOTE3a.

Paznukyjemo napamerapcke n HenmapaMerapcke xunorese. [lapamemapcka craTuc-
TUYKA XUIOTE3a Cy:KaBa CKYN JONYCTUBUX BPENHOCTM HEKUX IapaMeTrapa OJI KOjUX
3aBUCU pacronena. Y Henapamemapckoj CTATUCTUYKO] XUIOTE3U NPETIOCTaBJbha Ce
na pacmonena obeseskja mMa AAaTU TUI, a HE TUYE Ce BPEAHOCTU mapamerapa. AKO
CTATUCTUYKA XUIOTE3a jeTHO3HAYHO oapebhyje pacmomeny obeserxja, OHIA ce OHA
Ha3MBa NpPocma XUNoTe3a. Y CYIPOTHOM XUIIOTE3A j€ CAO0NCENA.

[IpaBusno momohy kora ce Ha OCHOBY y30pKa OIJIydyje na Ju Xunoreldy Tpebda
OPUXBATUTUA KAO TAYHY WUJIM OAOAIWTU HA3WBa C€ CTATUCTUUYKU TECT. Y HACTABKY
he OuTw onmmcaH ommTV MOCTYIaK M3BOhHEHma jeTHOT TEeCTa.

OsmaunmMo nouerHy xunoredy ca Hy. Heka je mat cayuajan yzopak (X, X, ..., X,,)
Koju y3uma BpenHoctu y ckymy R™. Heka je a 6poj u3 unrepsaina (0,1) u W nonckyn
ckyna R™. Heka jom Ba:ku ma Beposartnoha ma yzopak (Xi, Xs, ..., X,,) y3Me BpeaHocT
u3 ckyna W ako je mouerHa xumoresa TadHa, HUje Beha om 6poja o, OIHOCHO:

P{(XlaXQa "'7X’rl) S W|H0} S Q.

Hedbmaumuja 3.1.1 Cxyn W C R" s08e ce xpumuuna obaacm sza xunomesy Hy, a 6pojg
Q 308€ ce NMPaz 3HAYATHOCTIU UAU BEAUNUNHG KpuMuure obaacmu. Cmamucmuyky mecm
Ha 0cho8Yy Kpumuuke obaacmu W odpehyjemo na caedehu navun: Axo peasusosanu
yaopak (x1, X2, ..., T,) npunada Kpumuwroj obaacmu, onda xunomesy Hy odbayyjemo. Axo
PEANUZ0BANY Y30PAK He NPunada Kpumuuroj obaacmu, onda xunomesy Hy npureamamo.

Kpurtnuna obmact obuvnO mMa HEeKu on ciaenehumx obauka:
{(z1, 29, ..., xn) : Ty (21,22, ..., 2,) > C},

{(x1, 22, ..y k) : To(x1, T2, ..oy xy) < CY,
{<I17I27'-~7In) : ‘Tn<x1,$2,...,l’n’) Z C}

IpBa IBa CJIydaja Ka:KeMO Ma je KPUTUYH JACT jedHoCmMpana OCJIe THHEM [T
Y a IBa C aja KaKeMo 1a je a obiac 0 , & ocremmeM Oa
je dsocmpana. Bemumumna C mpencraBiba KOHCTAHTY KOja ce MOOUja M3 CTATUCTUYKUX
TabJsuia 3a oAropapajyhy pacromery.
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Kpuruuna o6nact ce obuuno ogpebyje nomohy mere cratucture T, (X, Xo, ..., X;,)
KOja ce Ha3uBa TecT craruTuka. [lox npernocraBkoMm ma je tauna xumoreda Hy mos-
HaTa je TavHa paclomesa WM TpubImKHA PacIoaesia 3a Y30pKe BeJIUKOr 00uMa TecT
CTATUCTUKE. 1€eCT CTaTUCTUKA MPEeaCTaB/bha OACTYIAHE PEeaJU30BAHOT Y30pPKa O
BPEIHOCTHU KOje je MPUPOJHO OUEKUBATH IO IPETIOCTABKOM Jla je MOYeTHA XUIOTEe3a
TAvHA.

Xwunoresza Hy Koja ce TecTupa ce Ha3uwBa Hyama zunomesa. llpernmocraBra na
obeerxje mMa pacroneiry Koja Ipuaga OHOM Aelly (paMuIrje NOMYCTUBUX PACIOonesa
KOju HUje oOyxBaleH HyJITOM XUIOTE30M HA3WUBA CE AAMEPHAMUBHA TUNomesa u obe-
nexkaBa ca Hy. Y cayuajy ombamuBama HYJITE XWUIOTE3€ MPUXBATA Ce aJTEPHATUBHA
XUTOTE3a.

[Ipe mouerka TecTupama 3amaje ce BeJUUMHA KPUTUYHE obsacTé . 3a « ce
obuuno y3umajy MmaJe Bpemnoctu, o = 0.05, a = 0.01. Axo obeseKUMO:

PAT, ¢ WIH,} =

ouna hemo Bpemuoct 1 —  3BaTu moh Tecra.

Tpeba jour HAIOMEHYTHU [a TPU U3BOHEmY CBAKOT TECTa MOCTOjU MOy NHOCT mpaB-
Jbewma rpemke. /leprHuie ce rpemka IpBe BPCTE Kao O40alBaH€ TauyHE XUIOTE3€
H,. Beposarmoha ma mobe mo oBe rpemrke je jemnaka «. I'pemka apyre Bpcre
je mpuxBarame xumore3e Hy Kama oHa Huje TauyHa. BepoBarnoha ma mobe mo ose
rpemke je jemaaka . Muoro o30usmHEUja je rpemka mpBe BpcTe 300T dyera m Gupamo
« TaKO ma Oyme mTO Mabe.

Kako 0u mo rpemaka mo1a3uiio ca MaJOM BEPOBATHONOM IMOKEJBHO je ma CTATUC-
TUYKU TECT UMa CBOjCTBA IMEHTPUPAHOCTU U TOCTOjAHOCTH.

Hedonaunmja 3.1.2 Hexa je F kaaca donycmueuzr gynryuje pacnodesa obesencja X u
nexa je W C R™ xpumuuna obaacm eeaunune o 36 mecmupamwe xunomesze 06 CMEAPHA
pyrnryuja pacnodene obesencja X npunada ckyny Hy C F. Ceaxa ¢ynryuja pacnodene
F 3a xojy samcu F € F\Hy nasuea ce aamepramusna gynruuja pacnooene.

Hedomaunuja 3.1.3 Hexa je F xaaca donycmueur gyrkyuja pacnodeae obesencia X u
nexa je W C R™ xpumuurna obaacm 3a mecmupamwe xunomesze Hy C F ca npazom 3nauaj-
Hocmu o wa ocHosy yzopka (X, ..., X,). Cmamucmuvku mecm 3acH08GH HA KPUMUYHO]
obaacmu W je uenmpupan ako 3a ceaky aamepramusny Pyrnkuujy pacnodeae ' € F\Hy
saxcu nejednarocm P{(X1,...,X,) € W|F} > a.

Henrpupanoct Tecra, nakie, o3HadaBa na je Beha BepoBarHoha na he myara
xunore3a Hy outw ombadeHa y ciydajy Kalda je OHa HeTauvHa, HErO y CJydajy Kama
je Tauna. OBoM ocobuuOM ce 006e306ebhyje mana BepoBaTHONhA T'pelnke MpBE BPCTE.

Hebununuja 3.1.4 Hexa je F xaaca donycmusux pyrnxyuja pacnodene obeaexncja X u
nexa je W C R™ xpumuuna obaacm za mecmupamwe xunomese Hy C F ca npazom 3nauaj-
nocmu o wa ocnosy ysopka (X, ..., X,). Cmamucmuuku mecm 3acno8an Ha KPUMUYHO]J
obaacmu W je nocmojan axo sa ceaxy aamepramusny gywrkuujy pacnodese F € F\H
8aMCU JEOHAKOCT,

lim P{(X1,... X,) € W|F} =1.

n—o0

12



Tecmosu cayuajrocmu y 8peMERCKUM CEPUIAMA JoBana TpajroBuh

I pyraduje peyeHo, TOCTOjaH CTATUCTUYKA TECT Ca BEPOBATHONOM KOja TEXHU je-
OVHUIY IIpENo3Haje OACTyNama CTBapHe (GYHKIUje pacmogene odelsexja On HYJITE
xunoresze. OBa rKapakrepucTura 0b6e3bebhyje Besuky BpemHoct mohu Tecra.

3.2 TecToBU CiIyyajHOCTU Y BPEMEHCKUM cCepHjaMa

Kao mTo je Beh momenyTo mpermocTaBKa OI KOje Ce MOJa3u U KOja ce IPUPOTHO
Hamehe mpu aHaJIM3M BPEMEHCKUX CE€PUja jecTe XUrnore3a ciaydajHoctu. VlcmpaBHOCT
OBe XUWIIOTEe3€ 3HAauu [a Ce NPUWJIMKOM Hu3ydaBama cepurje mocrtojehm momamu Mory
y3UMATU y TPOU3BOJHOM mopeTky. OnbanuBame, mak, OBe XUIOTE3€ 3HAUM Oa Ce
moJany MOpajy pasMaTpaTy y AaTOM BPEMEHCKOM PeIociieny U UCTPakMBad HUKAKO
HEe CMe HAPYIIUTU Taj PENOCTE.

M300p HaumHA TecTUpama HYJITE XUIOTE3€ 3aBUCU O]l AJITEPHATUBHUX XUIOTE3a.
MebyTtuMm, 3a pa3iukKy o4 TeCTUpPama Y KIACUYHO] MATEMATUYKOj CTATUCTUIU, Y
aHAJIU3U BPEMEHCKUX cepuja ce OOMYHO He HaBoJe ajarTepHaTuBHe xunoresze. One
MOT'y OMTH pa3JuduTe U 3aBUCE Ol CAMOT HAYMHA TeCTUpama. KOom HEKUX TecToBa
he Oburw; moronHo mM3abparu 3a aaTepHATUBY pacTynhu TpeHna, MoK he KoI APYTUX Ha
npuMep OWUTH MOTOAHO M3abpaTu MUKIUYHO UM CE30HCKO KoJiebame y Cepuju.

TecToBu ce pasiauKyjy MO TECT CTATUCTUKAMa, KOj€ MaK MOTY OUTU 3aCHOBAHE
Ha pas3auuuTuM cTBapuma. Ila Tako TecToBM MOry OUTHM 3acCHOBAHU HA MelycoO-
HOM OJHOCY WJIaHOBa cepuje (TecT Tadyaka 3a0KpeTa, TeCT Tavaka pacra, KeHnaios
TECT), MOI'Y KOPUCTUTU y30pauky memujany (Pumos tect, tect Bamna Boaposuua,
TEeCT cepuja), paHrose (TeCT pas3iiMKe PaHroBa, BapTesiCOB TeCT) WM MaK MpeIacKe
unu kopake. Om Tora Kako Cy HACTaJle TECT CTATUCTUKE 3aBucuhie GopMuUpame aj-
TEepPHATWBHE XUIIOTE3€e, KA0 M Koje he mMaHe, OMHOCHO MOOpe cTpaHe, Taj TECT UMATU.

Y HacTaBKy he OuUTU ommcaH HU3 PA3TUYUTUX TECTOBA CJIYUYAjHOCTU KOJjU CE IPU-
MEBY]Yy YV aHAJIU3U BPEMEHCKUX CepHja.
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3.3 Tect Tauaka 3ao0KpeTa

[IpernocTaBuMO na m3ydvaBaMO HENPEKUAHO obDererkje X M ga CMO M3ydaBamEM
nOOMIJIM KOHAUHY BPEMEHCKY cepujy Xi, ..., X,. srReaumo ma mpoBepuMo na Jau 3a OBY
KOHKDETHY Cepujy BayKy XUIoTe3a ciydajHoctu Hy. AKO je HEK:M eJeMeHT cepuje
X; Behm on oba cBoja cycema X;_; m Xji;, OHZa Ka:keMO na je X, NUK, BPX WA
JIOKAJIHA MaKCUMyM M TO o3HadasBamo: X;_ 1 < X; > X;;. Ako je mak X; Mamu on
oba cBOja cycena, OHIa KakeMo Jda je X; NoJuHa, NHO WM JIOKAJHA MUHUMYM M TO
osHauaBamo: X;_; > X; < X;,;. Jlorkasme MakcuMyMe U MUHUMYyME jeIHUM UMEHOM
Ha3uBaMO Tauke 3aokpera. Tect koju heMo kopucTuTu na 6 MIPOBEPUIN XUIOTE3Y
H, je 3acHOBaH Ha OBUM TayKaMma.

IleprHnmemMo MHAUKATOP 3a0KpeTa Ha cielehu HaywmH:

Y, = { 1 ,aroje X; 1 <X;> X, mmm X, >X; <X,
0 , mHaue

npu yemy je j = 2,3,...,n—1, jep IpBU U NOCIEAKHU YIaH CEPUje HE MOI'Y OUTH TaUKe
3aokpera. [locTraBiba ce murame KOjy pacmomeay mMa OBaj UHAUKATOP. Kako OucMo
To onpenunu nocMatpahemo 6pojese 1, 2 u 3. Mcnucyjemo cBe moryhe nepmyranuje
oBa Tpu Opoja.

123, [132], [213], [231], [312], 321.

YokBUpEHE Cy OHe KOMOMHAaIMje y KojuMa ce jaB/ba Tauka 3aokpera. Omx moryhwmx
6 xoMOMHaNMja y APYrOj W YETBPTO] Ce jaBJhba JIOKAJHU MakCcuUMyM, a y Tpehoj u
meroj JokaJgHM MuHAMYM. OOHOCHO IOCTOje YeTupu Tauke 3aokpera. Jlakmae ys3
IPEeTHOCTaBKY Oa je xumoTe3a Hy TadyHa MHAWKATOP he MMaT! PaCIOmetry:
Onasze Bummo na je E(Y;) =2 u D(Y;) = 2.

[TocmaTpajMo cama ykyman Opoj Tadyaka 3a0KpeTa y cepuju Oy:kuHe n. 1o je
ciaydYajHa IPOMEHJLUBA ODJIMKA:

0
1
3

v
2

W =

Zn=Yo+ ... +Y, 1.

Cabupiu y npeTrxonHoj jemuaumuau Hucy mebhycobno mezaBucuu. Kako je pacmonmemy
OBe cJyYajHe TPOMEHJLWBE TEMKO ONPEAWTH, HAPOUYMUTO 3a BEJUKE BPEMTHOCTU 7N,
OKpeHyheMO ce pauyHamy HEeHOT MATEMATUYKOD OUEeKUBamha 1 qucuepsuje. JlupexkTao
ce MOJKe M3padyyHaT! [a je MATEMATUYKO OUEKUBAMKkE YKYITHOT Opoja Tauaka 3a0KpeTa
jemHako:

E(Z,)=EYs+..+Y, 1) =EY2)+ ..+ E(Y,.1)=(n—-2)-

Wl Do
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Pauyname nucnepsuje 7, 6uhe mano komniaukoBauuje. llonazumo on pauyHama
Bpeaunoctu E(Z?2):

n k

n—1 2 a1 n—2 n—3 —1-
Z,%=< Yj) S v ey vy 42 e 23 Y vy
2 2 j=2 j=2

j= j= k>3 j=2

EZy= ) EY}+2) B(Y;Yja)+2 ) B(YjYje)+2)  B(Y;Yw).
(n—2) (n—3) (n—4) (m)

Y mpeTxomHO] jemHAUYMHM OpPOj y 3arpaiy UCIOA 3HaKa CyMUpama O3HadaBa OpPOj
cabupaka y ToM 30upy. Moskemo u3pauyHaTtu m Ha ciegehu HaUWH:

n—2P%=mn-2)4+2n—-3)+2(n—4)+2m =

n® —9n+20 = 2m =
2m = (n —4)(n —5).

Camna je moTpeOHO M3paUyHATU HEMO3HATA OUEKUBAMHA Y jeTHAUNHU.

Bpennoct YY1 je onmpebena Bpemnoctuma X;_i, X;, X;;;. Ilocmarpahemo cse
Mmoryhe nmepmyTanuje OpojeBa 1,2, 3 u 4 u OenexuTH y KOjUM IepMyTalyjaMa ce
jaBJbajy IBe TadKe 3a0KpeTa:

1234 1243 1342 1432

2134 [2143] [2314] 2341 [2413] 2431
3124 [3142] 3214 [3241] [3412] 3421
4123 [4132] 4213 [4231] 4312 4321

Haxne y 10 mepmyTanuja mocToje ABe Tadyke 3a0KpeTa IIa je IpU IpeTnocTaBnu Hy:

10 5

EYiYjn) =37 = 15

Bpennoct nmpoussoga Y;Yj o 3aBucu on X;_1, X;, X1, X190, Xji3. llomaBmamenm
IPEeTXOMHOr TOCTYIKa aju 3a Opojese 1,2, 3,4, 5 Moke ce mpoBepuTu ma ce y 54
cayuajeBa on cBux 5! = 120 mepmyranuja jaBsajy Tpu Tauvke 3aokpera. Jlakie
3aKJbydyjeMO na IpU IpeTnocTaBnu Hy Baku:

54 9
E(Y;Yj42) = 120~ 20°
Ocraje jom mpousson Y;Yj ; 3a Bpemnoctu k > 3. IlpoBepumo mra ce nemasa y
caydajy k = 3. Ha oBaj mpousson ytuuay Bpeasoctu X;_1, X, X1, X0, Xjys, Xjqa.
MebDyTum kako Ha Y; yruuay camo X;_; u X, a Ha Yj 3 ytuay X0 u X 3, 3aKbyUy-
jemo ma cy Y; u Y, 3 HezaBucHu. CanmdHO Basku M 3a cBe BpemHoctu k > 3. Onasme
cilenu na je:

4
E(Y}Yji) = BY; - EY; 1 = =

[GVRIN
Wl N
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Kopucrehu cBe nperxonne pesynrare modbujamo:

40n? — 144n + 131
90 ’

E(Zi)=(n—2)-§+2(n—3)-%+2(n—4)-2%+(n_4)(n_5).g:

Cana MokeMO na m3padyHaMoO U OUCHEP3Ujy y3 MPETIOCTABKY na Baxku Hy:

40n? — 144 131 40n* — 160 160 16n — 29
DZn:E(Z,%)—(EZn)Qz n n—+ _4Un n + _ 16n '
90 90 90

[Tocne ny:xux n3pavyHaBama nobuja ce na je y30padkd KOe(pUIjeHT acUMeTpUje
m = E(Z, — EZn)?’/\/D_Zn3 ~ —0.14, oK je y30padvkMm KOEC(OUIM]EHT CHIHOMITECHOCTHU
1y = E(Zy, — EZ,)*/DZ," —3 ~ —2.4/\/n. Ilaxte 3a cepuje BeImKOT OBuMa OBe
BpeIHOCTU Ccy Oimcke Hyaum. Kako oBU KOoeQUIMjEeHTHW MMajy BPEIHOCT HYJIAa KOI
HOpMAaJIHE PACMomgese MOKeMO 3aK/bYyUUTU & YKyIaH OpOoj Tadaka 3a0KpeTa uMa
OpUOIMKHO HOPMAJIHY PACHOAeNy Ipu xunore3m Hgy, 0 ZHOCHO:

Iy~ N (g(n —2), 16n — 29 29) .
3 90

Ilobujenu 3akmpyyak HaM OMOTyhaBa a BPIIMMO TecTupame xunoresze Hy momohy
HOpMaJIHE PAacIojesie, IPU YeMy TeCT CTATUCTUKY Z, MOKEMO na CTAHAAPIU3YjeMO
TAaKO Ma NOOMjeMO CcTaHAapAHY HOPMAJHY DPaCIOnemy:

g+ Zn—EZ,
" VDZ,

W3 maynnaa TecTUpama MOKEMO 3aK/bYUYUTH 4 je 0Baj KPUTEPUjYM e(pUKACAH aKO
ce Kao aJITEPHATUBHA XUIOTE3a y3Me MIPETIOCTABKA J1a Y CEPUjU MOCTOje CUCTEMATCKE
daykryamuje. Takobhe ce Moke mpumeTuTn na ako je OPOj Tavyaka 3a0Kpera OIM3aK
MUHUMYMY OJHOCHO HYJIU, OHIA ayTOMATCKU MOYKEMO OADAIUTU HYJITY XUIOTE3Y U
3aK/BYUATU [ y CEPUjU IMOCTOje IUKJINYHE Bapujamuje. Ako je, mak, Opoj Tavaka
3a0KpeTa 0IM3ak MAKCUMAIHOM 6pPOjy, Tj. (n—2), OH#a HYJTY XUAIOTE3y OI0AIly]jeMO
ca 3aKJbYUYKOM Ja Y CepUju MOCTOoju pacTyhm mau omamajyhu Tpewnm.

~N(0, 1).

3.4 Tect Tauaka pacta

Heka je mata komauna BpeMeHcka cepuja Xi, ..., X, Hemperuanor obemaexja X.
Ako 3a unanoBe nate cepuje Baxkn X; < X;i; kakeMo na je X; Tauka pacra. ledu-
HUIIIEMO MHOUKATOP TAaUKe pacTa Ha cjienenu HAUMUH:

U, — 1 , ako je Xj < Xj+1
771 0, ako je X; > X

rae je j =1, .., n—1 jep cBe Tauke ocuM TOCJIeambe MOTY O6uty Tauke pacra. Ommax
MOYKEMO 3aKJ/bYUUTHU A he MoJ MPeTIoCTAaBKOM na je Hy TadyHa Ba:KUTH:

).

=
VR
= O
Nt
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Opnasne ciaenu: ) .
- DU, = —.
2’ Tog

Ykynan 6poj Tayaka pacta Omhe ciaydajHa TpOMEHBUBA ODIUKA:

EU; =

Rn - U1 + ...+ Un,1 .
MoskeMO OIUPEKTHO U3PpaUvyHATA MATEMATUYKO OUEKUBAK€ OBE CIydajHe MIPOMEHJLUBE.
Iobujamo:

1
Ila 6ucmo n3pavyHaJn ,Z[PICHGpBI/ij I/ICKOpI/ICTI/ﬂ’_leMO IIOCTYIIaK aHaJIOI'aH IIOCTYIIKY
KOjI/I CMO KOPUCTUJIN 3a TECT Tadaka 3a0KpeTa.

n—1-k
R} = (Ur+ ...+ Uy) ZU2+22UU]+1+ZZZUU]+k

k>2  j=1
Z E(U)+2 Y EUUj1)+2Y)  E(UUjw)
(n—1) (n—2) (m)
Hame us3:
(n—172%=m-1)+2(n—2)+2m =
n® —bn+6=2m
nobujamo:

2m = (n —2)(n — 3).

Kaxo Bpemnoct mpoussona U;Ujy; 3aBucu on Bpennoctu X;, X; 1, Xjio mocmarpamo
cBe moryhe mepmyranuje 6pojesa 1, 2 u 3.

[123], 132, 213, 231, 312, 321.

Kao mTo ce Moxke mpuMeruTu caMoO y NIPBOj MEPMyTallije MOCTOje IBE TAYKE PACTe
ma 3aKJbydyjeMo na je:
1
EU;Ujn) = ¢ -

ITorpe6no je jom mposeputu mpousson U;U;y . 3a k> 2. Kana je k = 2 ma npousBon
yruay Bpegaoctu X, X1, Xjio, Xji3. MebyTnm, kako Ha Bpemnoct U; yTudy camo
X; m Xji1, a Ha BpenHocT Uj s camo X o m X 3 3aKkBpydyjeMo Oa Cy OBe IBe BeJu-
YyuHe HEe3aBUCHE U 14 je:

1 1 1

E(UjUjya) = EU; - EUja = 5 - 5 = 7.

22 4

Ucro Basku m 3a cBako k > 2. Ha ocHOBY oBuX pesynrara godbujamo na je:

3n? —bn +4

E(R?@):(n—l)'%+2(n—2)-é+(n—2)(n_3)& 3
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O gHOCHO:

3n2—5m+4 n: —-2n+1 n—+1
DR, = E(R?) — (ER,)? = — = .

3a BeJWKY BPEOHOCT N TECT CTATUCTUKA R, he mpum HYyJITOj XUIIOTE3U MUMATHU MIPU-
OJIMKHO HOPMAJIHY PAacIoneiy

n—1 n+1
R, ~ , .
N( 2 12>

OBo Ham 00e30ehyje cTrapmap aHy TPUMEHY CTATUCTAYKOD TECTUPakha U TPOHATAKEHA
WHTEepBaJja MoBepema 3a YKyHnaH Opoj Tayaka pacTa y Cepuju.

OsBaj Tecr je epuracaH 3a OTKPUBAKE MOHOTOHOL TPEHIA y cepuju. AKO je 6poj
Tavyaka pacTa y Cepuju jemHak n—1 oHaa je y IUTamy pacTyhu TpeHm, a ako y cepuju
HeMa Tavaka pacTa OHIA je y muTamy onanajyhu tpern. Moske ce jour 3aKbyUUTHA A
Yy Cepuju IMOCTOjU IUK-IIaK KpeTame aKo je Opoj Tauaka pacTa IPUOIUKHO "T’l Tec-
TUpame he OuTM HeeUKACHO aKO Ce 3a AJTEPHATUBHY XUIOTE3Y y3Me CUMETPUYHO
Bapupame. TecT ce HA UOEHTUYAH HAUMH MOKE IPVUMEHUTH U aKO Ce€ YMECTO TadyaKa

pacTa y3My Taudke Olanama.

3.5 <PumoB Tect

PunoB TecT KOPUCTU y30paUKy Menrjany 3a GopMHUpame TeCT cTaTUCTuKe. Menu-
jaHa ce ommcyje Kao OpOj KOju pasaBaja TOpPImY IMOJOBUHY Y30pKa, MOIMYJIAIU]e WU
pacnognene BepoBaTHOhe on mome mosoBuHe. Menujana KOHAUYHOT HU3a OpojeBa ce
Moske Hahm Tako mTo ce OpojeBu mopebhajy MO BEIUUMHU U Y3ME C€ CPEAmhU UIaH
HU3a. Y KOJUKO MOCTOjU mapaH Opoj duiaHOBa HU3A, MeauUjaHa HUje je IMHCTBEHA, Ia
ce YecTo y3uMa apUTMETUUYKa CPEeIuHA ABE BPEOHOCTU KOje Cy KAHAUIATU 3a MeOAu-
jany.

Heka je Xi,..., X, KOHayHa BpeMeHCKa cepuja HempermmgHor obeinexja X. Iledpu-
HUIOIEeMO MHIAVWKATOPEe:

M

{ 1 , axo je X; > menujane
j =

0 , ako je X; < menujane

[Ipu xunore3u cayuajuoctu H, Baskmhe:

01
MJ:(l 1)’
2 2
ma je:
1 1
EM; ==, DM, = —.

2 4
[Tomohy mEmMKaTOpa 3aTUM (HOPMUPAMO TECT CTATUCTUKY:

Sp =M, + ...+ M,.
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Kaxo cy M; mebhycoOHO He3aBMCHM U3 MPETXOJHUX 3aKbYUaKa CIIEIN:

ES,=E(Y Mj)= > EM;=(n—1)-
(n—1) (n—1)

DS, =D(Y M;)= Y DM;=(n—1)
) (

(n—1 n—1)

OH,ILa, IIpuyu yCJIOBY Oa BayKHN Ho, 3a OBY TECT CTaTUCTURY CJIE€ON:

Sn%'/v,(n—l’n—1>7

2 4

ma je Ha CTaHJapdaH HAYWH MOKEMO KOPUCTUTHU 34 TECTUPAIE XUMOTE3Ee U HATAKEHE
MHTEePBaJa MOBEPEHA.

3.6 Tectr Bannma Boadosuma

OBaj TecT je mMO3HAT jour KAO TECT 3aCHOBAH Ha OPOjy mpesaszaka meaujane. Tect
je 3acHoBaH Ha naBa npuHnuna. [lomyTt PumoBor Tecta KOpUCTU ce y30padka Meau-
jaa y ¢opMupamy TeCT CTATUCTUKE, aju ce Takohe Kopucrte u T3B. paHOBU (Ha
€HIJIECKOM: T'un), OMHOCHO mpenacuu. IIpesazak mepuHUIIEMO KAO CBAKy TPOMEHY
y HuU3y nonartaka. Hawmme, ako mmMaMO HU3 HyJa U JeOUWHUIA CBAKUA OyT KA C€ Yy
HU3Yy TOjaBUW HyJa W3a jeAuHWIle, UIU jeIUHUIA U3a HyJe, TO heMO permcrpoBarTu
Kao jemaH mpesal3. Tpeba HamoOMeHyTHM U na Ce MOYETAK CBAKOT HU3a PadyyHa Kao
jeman mpena3. Ha mpumep, y au3y 01010101 mmamo 8 mpesaza, nok y Huzy 00001111
nMaMo 2 mpeJsasa.

Hedbunumumo ciaenehu naIUKATOD:

Y, =

{ 1 , arxo je X; > menujane
J

0 , aro je X; < menujane

Y mu3y Yy, ..., Y, moctoju ni HyJIa U Ny je AMHUILA, TPU YeMy BaxKu ni+ny = n. O3HaYMA-
MO caza ca R Opoj mpenasaka y Hum3sy Y;. OBa Benmumna uma crenehy ¢yHEmujy
pacmnonere:

(,7/12__11) (,7/22__11) /(M) , aKO je r ImapHO

F (T) = ny— nog— ny— ng— n n :
" |:((7”—11)}2) ((r—23)}2) + ((7‘—13)}2) ((rfl)}Q)] /( 1:1 2) , @RO J€ 7" HCIIapHO

Kana cy u n; u ny Benmmkn R MMa aCUMIOTOTCKA HOPMAJIHY PACHONENy Ca MATEeMAaTUY-

KM O4YCKHBAIbLECM: 9
nine
ER = +1,
n

U OUCTIEP3UjOM:
_ 2nmny(2ning — n)

DR —
R n?(n—1)
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3.7 T'onmoB TecTt Kopaka

Hexka je mat y3opak Xy,..., X,, u HeKa je X y3opauka mMenujana. Axo cy Xi,..., Xg,
ca ucre crpame X, a X, ., ca Apyre cTpaHe, OHAa IE(QUHAIIEMO KOPAK yKIHE
s1. Axro cy cama Xg i1,...,Xg4s, C& HCTE CTPaAHE X, a X +s,41 Ca Ipyre CTpaHe
NePUHUIIEMO KOpPaK My:KUHE S, M TaKO HACTABJHAMO IMOCTYIAK MOK HEe mohemo mo
kpaja y3opka. OsmaunMo ca s’ kopak majsehie my:xume.

Hedpunnmemo ciayyajuy semamuuny K(s) Tako na Opoj KOpaka Ny:KUHE S MIPEJ-
cTaB/ba HEeHy peanm3oBaHy Bpennoct. Maremarnuko odyekuBame K (s) npu xumoresu

caydajuoctu he outu:

n+3—s

Canma MokeMO ne(UHUCATA U TECT CTATUCTUKY:

L\ [K(s) - EK(s)]?
@= Z} EK(s)

OBa TecT CTATUCTUKA MMa XU-KBaApaT pacrnomeny ca s — 1 cremenu ciobone.

3.8 Tect cepuja

TecTt cepuja je jom jeman TecT KOjU je 3aCHOBAH Ha ABA NPUHOUNA. Y TECTY
ce KOPUCTU y30padvka MedujaHa 3a GOpMHUpAIE TECT CTATUCTUKE, aJl Ce€ OCUM e
KOpUCTe U T3B. cepuje y Hu3y nomaraka. Cepujy uuHe ucrte nmudpe, Kamga ce y HUIY
Haja3e jemHa mopen apyre. Ha mpumep, y Hmzy: 10011101 mocToju 5 cepuja, OOK y
an3y 00001111 mocToje camo 2 cepwuje.

Ila dbucMmo onm moueTHe BpeMeHCKe cepuje Xy, ..., X, ¢opMupanu HU3 HyJIa U je-
AUHUTIA neUHUIIEeMO ciaenehu MHIVKATOD:

Y, =

{ 1 , ako je X, > menujane
J

0 , aro je X; < menujane

[Ipu npernocraBuu na je Hy TavyHO BaKuU:

01
(1)
2 2
ma je:
1 1
EY; = -, DY, = —.

2 4

KRana mobujemo HOBu HUM3 mpebpojaBaMo KOJUKO cepuja y HU3y moctoju. Ty
BeJIMUYMHY heMo o3HauuTu ca K m oHa he OUTW Halma TECT CTATUCTHUKA.
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3a OBy TECT CTATUCTUKY npu xumnore3u H, Baku:

E(K):n;—2
D(K):H.

Tarobe ce Moske mokaszaTu Ja OBa TECT CTATACTUKA NMa NPUOIMKHO HOPMAJIHY
pacmozery ca MaTeMaTWJYKnM odekmBameM F(K) n mucnepsmjom D(K) ma ce mene
KPUTUYHE BPEIHOCTHU n00Ujajy m3 Tabimia 3a HOPMAJHY PacIomesay.

3.9 Tecr pa3zsuka panroBa

3a mouerak je morpebHO objacHuTm mojam paura. Heka je mat HEU3 ciydajHUX
BesqimunHa X1, ..., X,. Ranxa emremente oBor Hu3a mopebamo y pacryhem moperky mo-
dujaMo eapujayuony Hu3. PemHm Opoj eleMeHTa y BapujallMOHOM HU3Y IpPEICTABIba
IErOB PAaHT.

Hexka cy rq,79,...,7, panroBu 4jgaHoBa HenperumHe cepuje Xi, Xo,..., X,. [locma-
TPajMoO pAHTOBE T, Ty, ..., T, KAO peaju3alnuje ciaydajHux Beauuunna Ry, R, ..., R,. Ako
mocMaTpaMo 30Up alCOJyTHUX PAa3JIMKa Y3aCTOIMHUX PAHTOBa y CEPUjU:

n—1
Sn=) |Rjs1 = Ryl
=1

OHJZIa je 3a BEJUKO N:

(n—1)(n+1)
3

(n—2)(n+1)(4n —17) .

ES, ~
90

, DS, ~

IIpu xunore3u H, Basku:

Sn%N,((n—l)(n—kl) (n—2)(n+1)(4n—7)) '

3 ’ 90
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3.10 <®ou HojmamoB m BaptesicoB Tect

Heka je marta mempexkmmHa BpeMeHcka cepuja Xip, Xo,..., X, U omroBapajyhwm Hu3
panrosa Ry, Ra, ..., R,. lepuuucana je Por HojmanoBa craTtmcTuka:

;( ]+1)2

Sn: n s
P

rue je X = % KRana je n < 20 mory ce Hahu KpuTUYHE BPEIHOCTU CTATUCTUKE

&, a Kama je n > 20 Moske ce KOPUCTUTU HOpMaJIHA ampokcuMmanuja onpebena ca:

_ gn —2 2
Zn="5 5 RN, 1),

BapresncoB Tect npencraBma moauduranujy Pon HojmarnoBor Tecra Koja KOPpUCTUA
paHroBe wiaHoBa mate cepuje. bapresnc 1982. yBomu CBOjy Bep3ujy TECT CTATUC-
TUKE:

n—1
Zl(Rj — Rj1)?
B, = ==
> (Rj— R)?

=1

rue je R = fit=tln — ndl

n
Kao u yBek mHTEpecyje HAC pacmomiesa OBe TECT CTaTUCTUKe. Kako je:

Inzi(Rj—R)in(j—”H) Z] Z] (n+1) +Z(n+1)

j=1 j=1

1)(2n + 1 1 1)? ‘-1
JRIUES >6(n+ >—(N+1)n(n2+ )+n(”2 ) :n(n12 = aonst,

3ak/pyuyjeMo na cy A, u B, ekBUBaJIeHTHE TECT CTATUCTUKE, Tj. Ha Ce ocobuHe jemaHe
Ol HUX MOTy HOOUTU U3 OCOOUWHA OHE ApPYyTeE.

Moskemo BumeTu na ce BPEIHOCTHU TECT CTaTucTtuke A, kpehy oa MuHUMyMa KOju
je jemnak my = n—1 no MakcumyMa Koju 3a napuo n usnocu My = (n—1)(n?+n—3)/3,
a 3a memapuo My — 1. To Mo:keMO U OOKa3aTHU.

KRako cy cBu R; n R;y pasnuuuTu HajMama BUXOBa pasniuka je 1. Kanma ce to
KBaapupa moHoBo mobujamo 1. Cyma oBUX KBaapaTa je oHAa jemHarka n — 1.

[IITo ce Tmue makcumMyMma, ga OMCMO HOOUIM MAKCUMAJIHY BPEIHOCT MOTPEOHO je
na Hu3 paHroBa Oyme pacnopeben ma crenmehu nHauumn:

® y CpeIuHU Ce jeJaH MOpen APYTOor Haja3e PAHroBu N u 1
e jeBO on n je 2, a gecuo oxm 1 jen —1

e JieBO o1 2 je n — 2, a mecHO ox n — 1 je 3, UTH.

22



Tecmosu cayuajrocmu y 8peMERCKUM CEPUIAMA JoBana TpajroBuh

Ha oBaj mauun mobujamo uu3 ...(n —2)2nl(n—1)3... . Ila je oBaj Hu3, Gam oHA] KOjUM
ce MOCTUKE MaKCUMYyM MOYKEMO IPOBEPUTU Ha mpuMmepy. Heka je mar uus myskune 4.
Cge moryhe nmepmyTamnuje pasrosa cy:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

[IpoBepaBamem pa3iauka paHroBa MOYKEMO BUIOETH A& C€ MAKCUMYM IOCTILKE Yy Tep-
myTanuju 2413 jep cy Ty pasauke 2, 3, 2. Onna je A, = 17, mro je yupaso

3-17  (4—-1)(4*4+4-3) (n—1)(n*+n—3)

3 3 3

CauuHo ce MOke BumeTu aa je 3a n = 6 Hajoossa mepmyTanuja 426153 kana je A, = 65,
a 3an =28 1o je 46281735, u Trana je A, = 161.

2
. —1
W3 nperxomHOor 3ak/bydka U yumeHUIne na je B, = ‘;‘—:, al, = n(n12 ), BUIVMO Ia
he MurUMMYM 3a TecT craructury B, OuTu; %, a MakcuMmywm 4 — % 3a IIapHO N,
12 12
OIHOCHO 4 ROiiD) T m(nioT) 33 HEMAPHO 7. Ilakne BpemHocTu cTaTuctuke B, cy y

nuTepBany (0, 4).
Baprenc je moka3ao ma 3a BEIUKO N BAKU:

EB,~2 DB, ~

Y

S|

Kao U Ja Cy KOe(UIMjeHTU aCUMeTPUje U CIJbOIITEHOCTH:

12 —798

Y L AT T

Iakne oba koedunujeHTa Teke HYJIU ONAKIIE 3aKJbYUYjeMO:

4
anN(Q, —) ,
n

B, —2
B! = 5 Vn = N(0, 1), n > 100.

OJHOCHO:
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3.11 KennamoB Tect

Heka je mara HemperumHa BpeMeHCKa cepuja Xi,...,X,. Tecrupame xumorese
cayuajuoctu Hy m3Bpmwmhemo ynopebuBamem umanoBa cepuje. YmnopebuBame ce
Bpmu Ha cienehu HaywH:

HAJa3MMO KOJIMKO je WiIaHoBa y cerMeHty Xo, X3, ..., X, Behe om X,

- HaAJa3WMO KOJIMKO je WiIaHOBa y cerMeHty Xs, Xy, ..., X, Behe on X, urn,

HaJIa3UMO KOJMKO je ujJaHoBa y cerMeHty X, i, X, Behe om X, o,

npoBepaBamo na ju je X, Behe om X, ;.

CBe 0BO MOKEMO (POPMYNIMCATH MATEMATUUYKU. Y TOM NUJBY AEPUHUNIIEMO WMHIUKATOPD

Ly, j > k Ba cnenehn mauun:

I.
J 0 , umaue

{1 , aro je X; > X
k:

3a mamuraTop I, mpm xunoresn H, Baxu:

0 1
Ljk - ( 11 ) :
2 2
ma je:
1 1
l?@k:: 5,[)[“;:11.
Ilepumunmemo TecT CTATUCTUKY KOja je IMO3HaTa Kao KemmasoBa T cTaTUCTHKA:
4
Tn=———U,—1,
n(n —1)
rue je:

n—1 n
L%,:iji: }E: Lm.

k=1 j=k+1

Pacnonena crartucture U, ce He MOKe OApEeAUTU AU Ce MOTY Hahu HeHe HY-
MepUYKe KapakTepuctuke. V3 ocobuna maaukaropa [, Ipu HyJITO] XUIOTE3U CJICIU:

n—1 n

n(n —1) n(n —1)(2n +5)
E n — = "1, n — .
U, g | 5 El;, 1 DU =
k=1 j=k+1
Omnasne 3aTuM cienud aa je:
4 n(n-1)
ET, = —1=0
! nn—1) 4

Dr — 16 nn—-1)2n+5) 2(2n+5)
= n2(n —1)2 72 C 9n(n—1)"
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3a TeCT CTAaTUCTUKY TaKoDe BayKu [a 3a BEJIMKE BPEMEHCKE CepUje UMa MPUOIMKHO
HOpMaJHy pacnomeny. OmXHOCHO:

IITO HAM JI03BOJbaBa KIACUYHY YIOTPEOY OBE BEeJIWYNHE y TECTUPABDY HYJITE XUIOTE3E.

OBaj Tect je epuracaH ako ce 3a AJTEPHATUBHY XWIOTE3y y3Me IPETIOCTaBKa
na y cepuju mocrtoju pactyhu mam omanajyhu tpena. OBo ciaenu u3 JUHEHUIE
oa ako y cermMeHTuma Xgii,..., X, IMOCTOju nocTa duidaHoBa Behux onm X, oHOa TO
TOBOPM O MOCTOjary pactyher Tpenma y cepuju. MoskeMo jonr mpuMeTUTH Oa aKo
Up=(n—-1)+(n—2)+..+241 = "("271), OIHOCHO aKo je T, = 1, onga je cepuja pactyha.
Axo je, mak, U, = 0, onnocuo 7, = —1, ouga je cepuja omanajyha. [lakme y meruMm
ciIydyajeBrUMa 3a KOHKpeTHe BpenHoctu U, ¥ T, MOKEMO OIMaX NOHETHU 3aKJLYYaK O
CIIy4ajHOCTU U 0O€e3 JaJjber TeCTUPAmhA.

3.12 Cepujcka kopesianmuja u lypoan Borconos Tect
Heka cy mare mBe BpeMeHCKe cepuje

X17 X2, X3, ceey Xn
}/17 }/27 Y37 sy YTL

3aBUCHOCT MeDy uWiraHOBMMa OBHUX CepUja MEPH Ce BUXOBUM Y30PaAHKUM KOeHUyUjeH-
moMm Kopeaauuje KOju ce nepuHUIIe Ha cilenehn HaYMH:

3=

;(Xj - Yn)(y} - ?n)
rxy = = )

(YJ - ?n)Q
=1

(X; = X,)?

1
n

S |-

J

.
107=

rue je:

X, =

S|
S|

X Ya==> Y.
j=1 i=1

[TocmaTpajmo canma cepujy X, y ONHOCY Ha BY CaMy:

X17 X27 X3> [ERD) Xn—l Xn
ool \J
X17 X27 X37 (RS anl Xn
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AkO y3MeMO mapoBe IO O3HAUYEHOM MIPABUIY W NPUMEHUMO (POPMYIY 3a Y30PaAUKU
KOe(DUIMjeHT KopeJjaluje n1o0ujamo:

n—1
= Zl(Xj — A)(Xj — By)
J:
Tl = P

L Zl(Xj — A1) 45 > (Xj1 — B)?

~

rue je:

OBako yBemeH KOe(HUIMjEeHT ] HA3UBa CE CePUjCKU Koeduuyujenm rkopesayuje ca xo-

paxom 1.
Y ommreM ciydajy cepujcku xoeduuyujenm xopeaayuje ca xopaxom k je:

= 2 (X = A (X1 — Br)

=

n—k n—

\/ﬁ 2 (X — A)? o5 2 (X — B)?

<
|

-
<
Il

-

rme je:

n—k n—k
A L E X:, B L E X
k — j k= j+1 -
n—k 4 I n—k 4 I
3a BeJuke cepuje W MaJo k MOKe Ceé KOPUCTUTU jeTHOCTABHUJU U3PAa3:

n—=k

>0 (Xj = Xo) (Xjsr — Xi)

Jj=1 Jj=1

\/75()9 XS (X - X2

WJIV jOII jeTHOCTABHUjE:

:;fu@ X (X~ X
S - X
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Moske ce mokasaTtu na je:

—1 n® —2n% + 2

ma je Ipu XUIIOTe3W CJIYyYajHOCTU 3a Beamko n pacnozxesa rp acumnrorcku N (0, 1).
3a KoepuUIUjeHT Kopejaanuuje 1y, IaK, BarKu:

-1 n—Fk—2
TkNN(n—k—l’ (n—k—l)Q) ’

ma M OH 3a BeJWKO n u Majo k mva acumnrorcku N (0, 1) pacmonedy.

300r BUXOBUX OCOOMHA y30padKN KOe(PUIUjeHTU KOpeJlauuje 1,7, T3, ... MOy ce
KOPUCTUTU 38 TECTUPAKE M4 JU Y CEPUJU TTOCTOj€ jake KOPeJaIlmoHe Be3e ca KOPaAKOM
1,2,3... .

3a mpoBepy na Ju y CEPUjU MOCTOjU ayTOKOPeJalrja ca KOpakoM 1 KOPUCTHU ce
Hypban Borconos tect. ¥ Tecty ce kopuctu cieneha crarucrtura:

n—1

> (X = Xjn)?

J=1

D = —
2
2. X;
J=1
Axo peasnmzamujy cratuctuke [ o3HAUMMO ca d, a peasu3ainujy KoeQuIrjeHTa KO-
penamnuje ca KopakoM 1 ca 7, OHIa BaKU:
d=2(1-r),

onmarse ciaemu na je 0 < d < 4. Ila ako je d = 2 TO 3HauUuM Oa y CepUju HEMA
ayToKopeJanuje, ako je d ~ 4 mocToju HeraTWBHA ayTOKopeJsaluja, a ako je d ~ 0
IIOCTOjU MO3UTUBHA ayTOKOpeJaIja.
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4 IlpakTuuHa IpUMEHa TECTOBA CJIyYajHOCTHU

4.1 MeceuHnu MHIEKC UHIYCTPUjCKe mpou3Bomme y Cpouju y me-
puoay 1972-1989.

IemoucTpupaheMo mpyuMeHy OMMCAHUX TECTOBA CIYYajHOCTU HA KOHKPETHO] Bpe-
menckoj cepuju. Cepuja je mpeysera u3 [4] u mpencraB/ba MECEYHU WHIEKC WHIYC-
Tpujcke npousBonme y Cpbuju y nmepuony on 1972. mo 1989. CBu momanm cy martu
y tabenm 4.1.1.

Jan  ®e6 Map Amp Maj Jyw Jyn Asr Cemn Oxr Hos Ilex
1972 | 38.5 41.8 46.6 44.7 46.3 48.0 39.6 39.5 47.3 49.9 48.8 50.7
1973 | 43.3 44.6 48.8 48.0 50.4 49.7 43.8 46.5 50.4 53.5 51.6 524
1974 | 47.1 48.8 55.0 54.5 554 55.9 48.3 50.8 55.5 60.0 56.8 62.4
1975 | 52.3 54.6 59.4 599 584 585 48.8 51.3 60.5 63.7 59.5 64.8
1976 | 52.9 56.6 62.1 58.2 58.5 62.1 52.0 56.7 63.2 65.8 64.6 71.6
19771 59.3 62.1 69.0 66.1 66.6 67.0 55.6 63.0 69.6 70.1 683 74.5
1978 | 63.2 67.0 759 70.7 727 727 58.6 684 76.0 785 754 79.6
1979 | 71.6 73.0 826 784 79.2 781 63.6 726 77.7 843 81.2 88.2
1980 | 74.7 80.9 85.3 83.1 &81.1 80.3 63.6 73.7 82.5 934 88.7 91.2
1981 | 80.0 88.3 88.7 87.6 84.7 86.2 69.7 779 87.5 91.8 90.1 95.9
1982 | 79.7 81.6 92.6 87.9 83.3 858 67.5 79.1 88.0 91.3 86.4 93.7
1983 | 79.0 81.3 914 852 82.0 884 67.3 79.8 90.6 955 926 944
1984 | 82.4 83.5 95.0 90.2 &87.1 93.3 76.6 84.3 94.4 104.4 100.3 101.5
1985|814 86.4 98.7 96.1 95.1 93.8 79.1 86.7 96.4 104.9 99.9 107.5
1986 | 93.2 94.0 102.8 98.0 95.8 98.2 80.3 86.3 98.4 106.1 104.2 106.0
1987 190.2 98.1 108.0 101.0 97.2 989 80.1 85.8 99.9 105.7 102.3 105.6
1988 | 91.6 100.1 108.9 99.5 97.1 100.0 81.3 88.5 101.6 105.5 100.5 111.2
1989 [ 96.6 99.1 111.2 102.4 102.9 102.9 79.3 89.8 101.2 108.1 103.3 102.7

Tabena 4.1.1: Meceunu mHAEKC MHAYCTPUjCKe TpousBoame y Cpbuju

[TomaTke hemo mpBO HampTaTU KAKO OMCMO BUAEIUW W3TJEN Cepuje. 3a MpTame,
Kao U OCTaJIy aHAJIU3y W TeCTUpPama KOPUCTUNeMO CTAaTUCTUYKA nporpam R.

80

serija

60
1

40

T T
1975 1980 1985 1990

Time

I'padur 4.1.1: Meceunn mHAEKC UHAYCTPUjCKe Tpon3Boame y Cpbuju
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Ha rpa¢ury 4.1.1 BuauMmo na cepuja mMma pacTyhu TpeHa, KA0 U TO Ia IOCTOje
ce30HCKe (aykryanuje. MeDyTum, yrunajuma oBUX KOMIOHEHTU Ha IPOBEPY CIIY-
yajuoctu cepuje 6aBuhemo ce memTo kacHuje. Cama heMoO IPUMEHUTH TECTOBE U3
IPEeTXOMHOT TOTJIaBJ/ha HA CEPUjy Y OBOM, HEIPOMEHEHOM, OOJIUKY

[IpBo heMo npuMeHUUTU TECT Tayaka 3a0KpeTa KOjU je IPETXOMTHO UCIPOrPaAMU-
paH y obauky cienehe ¢yuruuje:

testzaokreta<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

Zn<-0

for(j in 1:(n-2))

{
Yji<- (X[j+1]1-X[j1) *(X[j+2]1-X[j+11)
1f(Yj<0) Zn<-Zn+1

}

m<-(2*(n-2))/3

d<-(16*n-29) /90

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((Zn-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gqnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je: (",-c,",",c,")\n")

by

Y o0BOj (YyHKIMjU paYyHAMO BPETHOCT TECT CTATUCTWKE, & 3aTUM 3a HEeHy CTaH-
[Napan30BaHy BPENHOCT HAJA3MMO WHTEPBAJ IOBepema. Kao aprymMeHTH (yHKIUjU
ce mpociaebyjy cepuja u HuBO 3Hauajuoctu alfa. Pymrnuja mcnucyje BpemHOCT
CTAHIAPAM30BAHE TECT CTATUCTUKE U CaM WHTEPBAJ MOBepema. AKO ce BPEeIHOCT
CTaHIAPAN30BaHE TECT CTATUCTUKE HAJIA3W Y MHTEPBAJIY MOBEPEH A OHIA IPUXBATAMO
xunoTesy ciaydajooctu Hy, a y cynporHoM xumoredy ondamyjemo. Kama tect mpwm-
MEHUMO Ha HaIly cepujy ca HuBooM 3HauajoocTtu (.05 mobujamo cienehwu m3nas:

standardizovana vrednost test statistike je: -1.242427
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je:
( -1.959964 , 1.959964 )

Ilaxne npema oBoM TecTy xunotedy Hy 6u Tpebaso npuxBatutu. MebhyTum, kao mro
je paHUje MOMEHYTO, CBAKM TECT Ce M3BOAU ca BepoBaTHONhOM nma mobe mo rpemke ma
je y CBaKOM TeCTUpawmhy MOKEeJbHO KOPUCTUTU IITO BUIIE TECTOBA U TEK OHIA JOHETU
KOHAYHU 3aKJbYyYaK.
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Mu hemo, kako 3060r meMOHCTpaluje IpUMeHe, TaKo ¥ 300T MOHOIIEHa CaMOT
3aKJbYyUKa O CJIydajHOCTU, IPUMEHUTU CBE paHUje MOMEHYTe TECTOBE.
Cnenehu Tect koju hemo npuMeHUTH je TecT Tavaka pacrta. Ropuctuhemo crenehy

pyHEOHI]Y:

testrasta<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

Rn<-0

for(j in 1:(n-1))

{
Yj<-(X[j+11-X[j1)
if(Yj>0) Rn<-Rn+1

m<-(n-1)/2

d<-(n+1)/12

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((Rn-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gqnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je: (",-c,",",c,")\n")

by

dyHKIMja pagy HA MCTOM MPUHIAILY KAO U MPETXOMHA W KOPUCTU TBpDHEeme ma TecT
cratuctuka R, mMma mpubiamixHOo HOpMaJHYy pacrnonesny. OBo TBpbheme MOKEMO Tpo-
Beputu y R-y. I'emepucahemo 1000 yzopakra obuma 100 3a koje hemo pauyHaTtu pe-
aJIM30BaHy BPETHOCT CTATUCTUKE R,, a 3aTuM hemo nobujeHe BpeTHOCTU TECTUPATHU
Ha HOPMAJIHOCT. 3a TecTUupame NeMO KOPUCTUTU Trpaduyke MeTone, Kao u sRapk
Bepa tecr.

Y macraBky hemo remepucaTtu HoTpebHE Y30pKe U U3pAavYyHATH PEan30BaHe BPeI-
HOCTHU TE€CT CTATUCTUKE. 3a I'eHepucarme y30Paka KOpucTu ce GpyHkrnuja sample ().

stat<-c()
for(k in 1:1000){
#izvlacimo prost slucajan uzorak od 100 jedinica
n<-100
uzorak<-sample(serija,n)
#racunamo realizovanu vrednost test statistike
Rn<-0
for(j in 1:(n-1))
{
Yj<-(uzorak[j+1]-uzorak[jl)
if(Yj>0) Rn<-Rn+1
}
stat<-c(stat,Rn)}
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Cama rama cmo mobuim Hu3 nomaraka obmMma 1000 MOKEeMO TPOBEPUTU A4 JU OH
rMa HOpMaJHy pacnoneny. Hajmakmym HaumH npoBepe je rpaguuka mpoBepa. 3a TO
ce KOpUCTe XUCTOrpaM M q-q plot, Koju ucupraBa HOAATKE y (YHKIUJU TEOPETCKUX
KBAHTUJI& HOPMAJIHE pACIOdese. 3a TO KOPpUCTUMO ciaenehu kom:

par (mfrow=c(1,2))
hist(stat,main="Histogram test statistike",
xlab="realizovana vrednost test statistike",ylab="frekvencija")

qqnorm(stat,main="Q-Q Plot normalnosti",xlab="teoretski kvantili",
ylab="uzoracki kvantili")
qqline(stat,col=2)

obujamo rpaduk 4.1.2. Kako xuctorpaMm mma OOJIUK 3BOHA KAPAKTEPUCTUYAH 334
HOpMaJIHy pacmoneiy OH noTBpbhyje Hamy mpermoctaBky. Takobhe, Kako y3opadru
KBAHTUJIM TpATe JWHU]y TEOPETCKUX KBAHTUJA, W HA OCHOBY (-q plot-a MOKeMO
3aKBYUYUTHU 8 TECT CTATUCTUKA UMa HOPMAJHY PaCIOIEIy.

Histogram test statistike Q-Q Plot normalnosti

86

frekvencija
150
I
uzorackl kvantili
50

100
I

45

50

[ T T T 1
40 45 50 55 60 -3 -2 -1 0 1 2 3

realizovana vrednost test statistike teoretski kvantili

I'paduk 4.1.2: I'paduurka mpoBepa HOPMAJIHOCTU TECT CTATUCTUKE

Ocum rpaguruke mpoBepe MOKEMO KOPDUCTUTU U KOHKDETHU]Y IIPOBEPY Y BUIY
sRapk Bepa tecra.

sRapr Bepa Tect je tect mopmamuoctu. OBUM TECTOM HCIUTY]€ CE€, HA OCHOBY
aHajJu3e Tpeher m 4eTBPTOr MOMEHTA, KOJUKO €MIUPHUjCKa pacroiesa AaTe Cepuje
OACTyIa OJX HOpMaJiHe pacunoneine. Jlakie xumore3e OBOT TecTa CY :

Hy : cepuja uMa HOpMAJIHYy PAaCIOIey,

H; : cepuja HeMa HOpMAJIHY pACIOIENy.
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Tect craructura ce neduHUIIe HA OCHOBY TOTA IITO Baku cienehe:

nmg
23 =\ = =
6 03

: N(0,1)

n m4
= /— —~3): 1
2 24(&4 3) N(0,1),

rae Cy Mg W My OlleHe 3a Tpehu M YeTBPTU MEHTPAJHU MOMEHAT Ia je:

N 2 ha 2
n|(m =t —3
JB =2 +4 = (05’) +—("44 ) L\

OBa ampokcuManuja BasKd aCUMITOTCKU, IITO 3HAYM Oa Ce CTaTUCTUKa J[B moHama
Kao CJIydajHa IPOMEHJ/BUBA Ca X3 PACIOAEIOM CaMo 3a y30pke Behier obuma. Y KOJIUKO
je peairu3zoBaHa BPEAHOCT CTATUCTUKE Mama O OAroBapajyhe KpUTUUHE BPETHOCTU
OHJa MOKEMO CMaTpaTH Ja je cepuja HOPMAJHO pacloesbeHa.

3a sRapk Bepa tect y R-y nocroju yrpabena ¢yurnuja jarque.bera.test(), koja
ce HaJma3m y maketry nortest. Mzppmumhemo TecTupame HU3a stat Koju mpeacTaBiba
HU3 peaJIM30BAHUX BPETHOCTU cTaTucTuke R, momohy cieneher ronma:

library(nortest)
jarque.bera.test (stat)

Jarque Bera Test

data: stat
X-squared = 0.3409, df = 2, p-value = 0.8433

KRao u mpyre yrpabene ¢yHENUje KOje mpencraBibajy HEKE TECTOBE U OBa (DYHKIMjA
nsbaryje p-spenuoct tecta. Cneneha meduruiuja objammasa 0Baj MOjaM.

Hepunnnmja 4.1.1 Hexa je s peaauszosana epednocm mecm cmamucmure S. Hajmamwu
HUBO 3HAMAJHOCTU WG KoMme bucmo xunomesy Hy odbayusu npu S = s je p-epednocm
mecma.

Kako cMo mobunm BenuKy p-BPEAHOCT 3aKJbyUdyjeMO na HU3 MIPOJIa3y OBaj TECT U 1
TECT CTATUCTUKA 3aUCTa MMa HOPMAJHY PaCHOmey.

[Tomro cmo 3akmyumam na je TBpheme O pacmomenu TeCT CTATUCTUKE TaAUHO
MOKEMO Ce BPATUTU Ha TECT Tadyaka pacTa. Rama M3BPIIMMO TECTUPAIE Cepuje
nobujamo ciaenehe pesyarare:

standardizovana vrednost test statistike je: 4.585592
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je:
( -1.959964 , 1.959964 )
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Ilakye oBaj TecT mOKa3yje na HYJITY XUIOTe3y He Tpeba TPUXBATUTHU, OAHOCHO 14
cepuja Huje cayuajua. OBo Takobhe morBphyje Hamy mpernocTaBKy Oa cepuja uUMa
pactyhu Tpenn, jep je oBaj TecT epuKacaH Kaga je ajJTepHATUBHA XUIOTE3a YIPaBO
Ia y Cepuju MOCTOjU MOHOTOHU TPEHI.

Cana hemo uckopuctutu ciaenehy ¢yHEITjy:

Ftest<-function(X,alfa)

{
n<-length(X)
Sn<-0

m<-median (X)
for(j in 1:n)
{
Mj<- (X[3]-m)
if (Mj>0) Sn<-Sn+1
+

m<-(n-1)/2

d<-(n-1)/4

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((Sn-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gqnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

Kako Omcmo momohy ®PumoBor tecta TeCTUpAJIU XUIOTE3y CIAYUYajHOCTU. Kao mTo
ce MO)Ke BUAETH W OBa (yHKNMja PaAM MCTO MITO U MPETXOOHE. 3a M3PAUyHABAHE
y3opauke MenujaHe kopuctu ce yrpabena ¢ynknuja median(). Kanma m3Bpmwumo Tec-
TUpame NOOUjaMo:

standardizovana vrednost test statistike je: 0.06819943
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

OsBaj Tect morBpbhyje pesynarare tecra Tadaka 3aokpera. CraHmapIn30BaHa TECT
CTATUCTUKA yhmala y WHTEPBaJ MOBEPEHma Ma 3aK/bydyjeMo ma Tpeba TPpUXBATUTHU
xunotesy H.

3a caemehe TecTupame KOPUCTUNEMO TECT 3aCHOBAH Ha IpejacluMa MeOujaHe.
Kopucrtumo crenehu xon:

medijanatest<-function(X,alfa)
{

n<-length(X)

m<-median (X)

ni<-0

n2<-0

Yj<-cQ
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R<-1
for(j in 1:n)
{
if (X[j1>=m)
{
pom<-1
nil<-nil+1
}
else
{
pom<--1
n2<-n2+1
}
Yj<-c(Yj,pom)
}
for(i in 1:(n-1))
{
if(Yj[i]!=Yj[i+1]) R<-R+1
}

m<-(2*ni1*n2)/(ni+n2)+1

d<-(2*n1*n2*(2*n1*n2-n))/((n1+n2) ~2*(ni1+n2-1))

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((R-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gqnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

by

Y 0BOj (OYHKIUju IPBO IpaBuMO HM3 1 m —1 y 3aBUCHOCTHM na JU je eJeMeHT CEePU-
je Behm winm Mamu On y30pauke MeaujaHe, a 3aTUM Yy IAPYrOj MET/HU MPOBEPABAMO
KOJIMKO IIpeJia3aka MOCTOjU Yy TOM HOBOM Hm3y. PyHKIMVja 3aTUM padyyHa CTaHIAPIU-
30BaHy BPEITHOCT TECT CTATUCTUKE M MHTEPBAJ MOBepema 3a Bmy. KRama mpumeHUMO
TecT Ha Hamry cepujy 3a alfa=0.05 mobujamo:

standardizovana vrednost test statistike je: -11.04843
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Mebytum oBaj Tect morBphyje pe3dyiarare Tecra Tavaka pacTa, KOjU Cy CYIPOTHU
pe3yararuMa ocraja asa tecta. OIHOCHO IpeMa OBOM TECTY XUIMOTe3y CIYYajHOCTHU
Tpeba ombanuTu.
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Cnenehu tect xkoju xopuctumo je ['ommoB tect ropaka. OH je mporpaMupan y
obnuky cnenehe ¢ysrnuje y R-y:

testkoraka<-function(X,alfa)
{
n<-length(X)
s<-c()
br<-1
m<-median (X)
y<-c()
for(j in 1:n)
{
if (X[jI1>=m) nova=1
else nova=-1
y<-c(y,nova)
}
for(i in 1:(n-1))
{
if (y[i]==y[i+1]) br<-br+1
elseq{
s<-c(s,br)
br<-1}
}
s<-c(s,br)
pom<-0
Ks<-c()
for(l in 1:max(s)){
for(k in 1:length(s))

{
if (s[k]==1) pom<-pom+1
}
Ks<-c(Ks,pom)
pom<-0
}
EKs<-c()
for(j in 1:max(s))
{
pom<-(n+3-3j) /2" (j+1)
EKs<-c (EKs,pom)
}

Q<-sum((Ks-EKs)~2/EKs)

cat("vrednost test statistike je: ",Q,"\n")
c<-qchisq(l-alfa,max(s)-1)

cat("Kriticna oblast testa je (",c,",inf)\n")

}
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Y 0BOj (GYHKIUjU IPBO IPABUMO WUCTA HU3 KaO y NPETXOMHOj, & 3aTUM padyHaAMO
OYsKUHE KOopaka. ¥ OyIJOo] MeT/hU TPAKUMO OpOj KOpaka AY:KUHE 1, a y MOoCie-
H0] MEeT/HU pavyyHAMO MATEMATUYKO odekuBame FK(s). dyurnumja 3atum wmcnucyje
BPEIHOCT TECT CTATUCTUKE, aJIi, 3a PAa3JUKy O MPETXOAHUX TECTOBA, OBa TECT
CTATUCTUKA HEMa HOPMAJIHY DPAacCIonesly Ia He IPaBUMO MHTEPBAJ IOBepema, Beh
ucnucyjemMo kputudny obnacrt. Kanma (QyHEKIUjy DOKpeHEMO 3a HAIIy CEPUjy U HUBO
3uaugajooctu 0.05 mobujamo m3sias:

vrednost test statistike je: 1.163477e+24
Kriticna oblast testa je ( 107.5217 ,inf)

Kako BpemHOCT peasn3oBaHe TeCT CTATUCTUKE HE ymana y KPUTUUYHY o0jIacT 3a-
K/bYUYjeMO Ia HYJITY XUIOoTe3y Tpeba MpPUXBATUTH.

Cnenehu tect koju hemo rkopuctuTu je tect cepuja. Tect je mcuporpamMmpan Ha
cinenehm HAYMH:

testserija<-function(X,alfa)
{
n<-length(X)
m<-median (X)
Y<-c()
for(j in 1:n)
{
if (X[j1<m)
Y[j1=0
else if (X[jl>m)
Y[jl=1

K<-0
for(j in 1:(length(Y)-1))
{
if(Y[j1==Y[j+11)
K<-K+1

m<-(n+2) /2

d<-(n*x(n-2))/(4x(n-1))

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((K-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

+
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Y TecTy mpBO MpPaBUMO HU3 HYJa U jeAUHUIA, & 3aTUM Yy APYTOj HEeTHU OPOjUMO
cepuje. Kama Ttect mokpenemo 3a mary cepujy u alfa=0.05 mobujamo ciaenehe:

standardizovana vrednost test statistike je: -11.18483
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Ilakse, KAKO BPEOHOCT TECT CTATUCTUKE HE ymala Yy WHTEPBAJ MOBEPEHA 3aKJIbYUY-
jeMo ma HyaTy xumnoresy Tpeba ombanuTy, OMHOCHO Ma Cepuja HUje CIydajHa.

Caenehe Tectupame m3BpmmhemMo IOMONY TecTa pasjuke paHroBa. .3a TO hemo
KOpUCTUTHU cjenehm KOmI:

testrangova<-function(X,alfa)

{
n<-length(X)
R<-rank (X)
Sn<-0
for(j in 1:(n-1))
{
Sn<-Snt+abs(R[j+1]1-R[j])
+

m<-((n-1)*(n+1))/3

d<-((n-2) *(n+1)*(4*n-7)) /90

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((Sn-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

+

OsBaj TecT uMma jemHocTaBaH KOA. 3a onpebuBame paHroBa UjJaHOBa CepPUje KOPUCTU
ce yrpaberna ¢ymrmuja rank(). [lomTo TecT craTucTMKa MMa HOPMAJIHY PAaCIONEIy
Bpahamo ce cTaHmapIHOM MCIUCUBAKY CTAHIAPIN30BAHE BPEIHOCTU TECT CTATUC-
TUKE U HEHOM MHTEpBaJy moBepema. 3a alfa=0.05 mobujamo mcmmc:

standardizovana vrednost test statistike je: -16.53092
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Ilakae jomn jemHoM mOJIa3MMO MO 3aKJ/bYUKa Ma HYJITY XUMOTE3y Tpeba omxdanuTu.
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Cama hemo ma cepujy npumenutu Pon Hojmamos u Baprencos tect. [lok cmo
IPBU CAMU MPOTPAMUPATIUA KAO (QYHKIU]Y:

Ntest<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

a<-0

b<-0

for(j in 1:(n-1))

{
pomi1<-(X[j]-X[j+1])~2
a<-atpoml

}

for(j in 1:n)

{
pom2<-(X[j]-mean(X))~2
b<-b+pom2

}

Sn<-a/b

Zn<-((Sn-2)/2)*sqrt ((n~2-1)/(n-2))

cat("vrednost test statistike je: ",Zn,"\n")
c<-gnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

3a apyru y makery lawstat mocroju yrpabena ¢ymrumja bartels.test() koja 3a
npocinebeny cepujy maje p-BpemHOCT TecTa. BpimmMmo TecTupame moMohy oBa mBa
TecTa:

Ntest(serija,0.05)

vrednost test statistike je: -13.49557
95 %-tni interval poverenja za test statistiku je ( -1.959964 , 1.959964 )

bartels.test(serija)
Bartels Test - Two sided

data: serija
Standardized Bartels Statistic = -13.2367, RVN Ratio = 0.199,
p-value <2.2e-16

Y mpBOM TECT CTaHIAPAU30BAHA BPEIHOCT TECT CTATUCTUKE HE yIama y WHTEPBAJ
oBepema, MMa 3aKbydyjeMo ma Xurnorely Tpeba ombamuTtu. Y APYroM TECTY je M0-
OujeHa M3y3eTHO MaJja P-BPEAHOCT TECTa, Ma MOJIA3UMO [0 MCTOT 3aKJbYUYKA.
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Cnenehu Tect koju hemo ropuctutu je Kenmanos tect:

Ktest<-function(X,alfa)

{
n<-length(X)
Un<-0
for(k in 1:(n-1))
{
for(j in (k+1):n)
if (X[j1>X[k]) Un<-Un+1
+

Tn<-(4%xUn)/ (n*x(n-1)) -1

m<-0

d<-(2x(2*n+5))/(9*n*(n-1))

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((Tn-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-gnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

+
3a alfa=0.05 mobujamo:

standardizovana vrednost test statistike je: 16.84844
95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Ilakne u oBaj TecT HAM TOBOPU Aa Tpeba oxbAIUTU XUIOTE3y CJIydajHOCTU.

Ocraje mam jom Tect ropesamuje m Ilyp6am Borcomos Tect, roju hemo oBoMm
OIPUWJIMKOM TIOCMaTpaTy Kao TecT kopesamnuje 3a k = 1. Haume, 3a 06a Ttecta hemo
KOPUCTUTHU jeIHY (YHKIHUjY, KOja Imopen yoOM4YajeHUX apryMeHaTa, Cepuje U HUBOA
3HAYAJHOCTU, UMa jOII W BPEAHOCT KOpaka kKopemanuje k. Pyuruuja je obamka:

testkorelacije<-function(X,k,alfa)

{

n<-length(X)

a<-0

b<-0

for(j in 1:(n-k))

{
a<-a+(X[jl-mean(X))*(X[j+k]-mean (X))
b<-b+(X[j]-mean(X))"2

}

rk<-a/b
m<--1/(n-k-1)
d<-(n-k-2)/(n-k-1)"2
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cat("standardizovana vrednost test statistike je: ", ((rk-m)/sqrt(d)),"\n")
c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test
statistiku je (",-c,",",c,")\n")

by

Tect hemo mokpenyTu aBa myTta 3a Bpeanoctu k=1 u k = 12. Ilobujamo:

> testkorelacije(serija,1,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 13.3749

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(serija,12,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 13.33483

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Ilakse y oba ciaydaja 3akbydyjeMoO Oa KOopeJalurja MOCTOju M na Tpeda omdaImTu
Hyary xunore3dy. OBuM cMO MOKa3ajud Oga MOCTOju Kopejdanuja mameDhy cycemHux
MeceIr, Ka0 U KopeJjlaluja u3Mehy MCTUX Mecenu PasIudyUTUX [OJUHA.

Ila pesummpamo. Y 1numby TecTUpama CIYyYajHOCTU CepUje Koja MIpencTaBlba
MECEUYHU UHIEKC UHAYCTPUjcke npousBonme y Cpbuju y nepuony ox 1972. mo 1989.
u3Bpmuian cMo 12 TecroBa. Kao pesyarar 9 tecTtoBa mOoOMIM CMO A& XUIOTE3Y
caydajaoctu Tpeba ombarmT, JOK CMO KOI 3 TeCTa MOIIIA OO0 3aKJ/bYYKA A8 UCTY
xumnoTe3y Tpeba mpuxBaTtuTu. BehwHa 0OBUX TecTOBa mMa CBOjy cjaady Tauky, y
CMUCIIY Ja 3a T€ TeCTOBE MOKEMO HAIPDABUTU HU3 KOjU e OUTU NeTEePMUHUCTUUKU, a
3a koju he TecT Mmak MOKa3aTW Oa je ciaydajaH. Y npaBo 300r oBe ocoOUHE TECTOBA
MMOYKEJHbHO j€ M3BPIIMTHU BUIIE TECTUPAaHa IMITO CMO MU U ypPaauaud. Y 3eBmu y o03up
pe3yarare m MaHEe TeCTOBA MOYKEMO, Ca BEJIUMKOM BEpPOBATHONOM Oa CMO y TpPaBy,
3aKJbYUNTH Mla Hallla CEPUja HEMa OCOOWHY CIYYajHOCTH.

Kako 6ucMmo mcTpaskuBame IPOIMUPUIN U3 cepuje heMo OACTPaHUTU TPEHI U Ce-
30HCKY KOMIIOHEHTY, KOje Cy caMme 1o cebu HeciaydJajHe, U UCTE€ OBE TEeCTOBE IIPU-
MEHUTHU Ha HOBOHACTAJy CEPUJY.

[Ipe cBera MokeMO mpoOBEPUTH Ha JU Cy HAIIE MPETIOCTABKE TadyHE W 1a JU OBA
cepuja 3amcTa mMa TpeHA. 3a To MoxkeMo kopuctutu Man Kemmamos tect. Hymra
XUIIOTe3a OBOT TECTA je Ja JaTa BPEMEHCKa Cepurja T HeMa TPEeHI, HACYIPOT XUIOTE3N
na tpenn nocroju. Man KenmamoBa cratucTuka Koja ceé KOPUCTU 3a NOOUjarme TeCT

CTATUCTUKE je:
n—1 n

i=1 j—it1
rme je
—1, (fj — I‘l) <0
sgn(z; — x;) = 0, (rj—2;)=0
I, (xj—x;)>0
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OBa craTtucTtura 3a n > 8 uMa TPUOIMKHO HOPMAJIHY PACIONENy ca:

n(n —1)(2n +5)
18

E(S) =0, D(S) =

N3 oBe craTtucture ce nase GopMUPa TECT CTATUCTUKA:

5L §<0
D(S)

Z, = 0, S=0
D(S)’

Z, UMa CTaHAapIHy HOpPMaJHY pacnoxesy. l[lo3uTuBHA BPEIHOCT TECT CTATUCTUKE
yKa3yje Ha pacTyhmn, a HeraTUBHA BPENHOCT Ha omanajyhu Tpenmn.

Y makety Kendall mocrtoju ¢ysrumja MannKendall koja obaB/ba TeCT yMeCcTO HacC.
Kama Ttect mpumeHrMO Ha HaITy cepujy mobmjamo:

MannKendall (serija)
tau = 0.772, 2-sided pvalue =< 2.22e-16

3060T u3y3eTHO MaJie P-BPEAHOCTU MOYKEMO 3aKJLYUUTHU N4 Ce MOYEeTHA XUMOTe3a Ol
Damyje, OMHOCHO na TpeHn mocToju. Kako je TecT cTaTucTUKa, y M3Ja3y TeCcTa JaTa
Kao tau, MO3UTWBHA MOYKEMO jOII 3aK/bYUUTHU U A2 je TPeHI pacTyhu.

Capna kama cMO CUTYpPHU Oa TpeHn moctoju npehmheMo HA BHEroBO YKIAmAame U3
cepuje. Ilomohy yrpabene ¢ynrnuje decompose() cepuja ce MOKe Pa3aBOjUTH HA
KOMIIOHEHTe. Kana Ha HEKOMIIOHOBAHY CePUjy IPUMEHMMO (QYyHKIUjy plot mobujamo
rpa¢ux 4.1.3.

Decomposition of additive time series

observed
20 0 0 10

trend
2 02 06 -
| N I N A |

-0

seasonal

random
i}

1975 1980 1985 1990
Time

I'pa¢dur 4.1.3: Cepuja pasznBojeHa Ha CBOje KOMIIOHEHTE
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Ha rpaduky ce jacmo Bumu msrien Tpesna (Ipyru rpaguk) U CE30HCKE KOMIIO-
Henre (Tpehwu rpaduk), kao u Kako cepuja mM3riena Kaua ce OBE KOMIIOHEHTE YKJIOHE
(uerBpTu rpaduk). Cepujy 6e3 HeciaydyajHUX KOMIOHEHATa NOOMjaMO HApenboM

serija2<-coredata(decompose(serija)$random)

Ha oBy cepujy hemo 3aTuM npuMeHUTH CBe IPETXOIHO ONMCAHE TECTOBE KAKO OMCMO
BUOENN 1a JU ce HemTo m3MmeHusno. lIpumenom tecroBa mobujamo cienehn mcnuc:

> testzaokreta(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -2.112742

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testrasta(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -1.088745b

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> Ftest(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0.07018624

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> medijanatest(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -2.807484

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkoraka(serija2,0.05)
vrednost test statistike je: 23.12133
Kriticna oblast testa je ( 14.06714 ,inf)

> testserija(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -2.947858

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testrangova(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -3.221842

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )
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> Ntest(serija2,0.05)

vrednost test statistike je: -4.3284

95 %-tni interval poverenja za test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> bartels.test(serija2)
Bartels Test - Two sided

data: serija2
Standardized Bartels Statistic = -3.9159, RVN Ratio = 1.452,
p-value = 9.008e-05

> Ktest(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 1.202336

95 J%-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(serija2,1,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 4.035916

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(serija2,12,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 8.337033

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Kao mrTo BummMo mocToje Heke pa3iuke. Y mpBa ABa TecTa AoOUjaMo pesyiaraTe
CYIPOTHE OHUM KOje CMO HOOMJIM KOJX ImpBe cepuje. Kako cMO yKIOHUIU TPEHI U3 Ce-
puje pe3yaTaT APYyror TecTa, la XUIoTe3y Tpeba IpUXBATUTH, je JTOHEKJIE OUCKUBAH,
jep je aaTepHATWBHA XUIIOTE3a OBOT TECTa Ma MOCTOjU TpeHn. Pe3yartaTtu ce pas-
nukyjy jom kon KemmamoBor tecra u ['osmmoBor Tecta Kopaka. Y 3POK Pa3idYUTOT
pe3yarara kon KeHmasoBOr tecra je MOHOBO aJTEPHATUBHA XUIOTE3a KOja je MCTa
Kao KOJ TecTa TavaKa pacTa.

3akbyvak OO KOTa JOJIa3UMO je ma, Kako 9 om 12 TecToBa mMoOKa3yje ma XUIOTE3Y
Tpeba ombamuT, HU OBa cepuja HUje caydajHa. [lakiae, mako cMo m30aIUaInm KOMIIO-
HEHTe 3a KOje 3HaMO Ma HUCY CJydajHe, cepuja U Jajhbe HeEMa OCOOWHY CJIYYajHOCTH.

Cnenehm kopak Koju 6GMCMO MOTJM Oa MPENy3MEeMO KaKO OMCMO HOOUIU CIIydYaj-
Hy cepujy je ma mabemo oaroBapajyhu momen y Koju OUCMO YKJIOMUIU TOUETHY
cepujy. [Ila 6bucmo momiu mo momesa Moryhe je ma he mpe Ttora Outu moTpebHe
joIr Heke TpaHC(hOpMalyje, IONYT cTabuIn3anyje Bapujance. Y KOJIVKO je BapujaHca
IIPOMEHJ/bUBE MPOIMOPIUOHANHA HEHOj OYEKWBAHO] BPETHOCTU MOTOMHA TpaHCPOpMa-
nuja jecre jgorapuraMcka. HakoH m3bopa Momesna OMCMO OIEHUJIM MTapaMeTpe MO -
eja, a 3aTUM OIEHEHY CIYYajHy KOMIIOHEHTY TECTUPAJU Ha CJIyYajHOCT.
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4.2 JlmeBHa nempenujanuja OeBU3HOT Kypca e€Bpa IIpeMa ooJiapy
y mepuoxay 2010-2012.

[Tocmarpahemo mHEBHY mempenujaiujy OEeBU3HOT Kypca eBpa IpeMma oJapy y
nepuony onx 1. jamyapa 2010. mo 31. memembpa 2012. JlHeBHa mempenujaiuja
je manm meHa HeKe BaJlyTe Y OTHOCY Ha APYry BajJyTy WX y OMHOCY Ha CBE OpPyre
BasgyTe. [lomaTtke o cpenmeM Kypcy €Bpa M aMEPUYKOr A0Japa y OMHOCY Ha IUHAD
3a JaTu MEepUoJ Mpey3esu CMO ca uHTepHeT mpedenranuje Haponue Ganre CpoOuje
(http : | /www.nbs.rs/export/sites/de fault/internet/cirilica/scripts/klperiod.html).

IlueBHA nmempenujamyja goduja ce Kao IpBa AU(PEpPeHIa JOraprUTMOBAHOT HUBOA
neBU3HOr Kypca. [ludepeHnmpame cepuje mpencraB/ba HauyMH 3a OOOUjame cTa-
IMOHAPHE O HecTanuoHapHe cepuje. [Iporecu Koo KOjux ce CTAIMOHAPHOCT MOCTUKE
midepeHnIupameM ce Ha3mBajy Au(epeHITHO CTAaIMoHapHM npouecu. Y R-y mocrtoju
yrpabena ¢ynrnuja diff () koja Bpmu nudepeHUpame.

3a pas3ymKy oI cepuje KOjy CMO KOPUCTUJIN y MPETXOMTHO] aHAJU3U OBa Cepuja je
cTanuoOHADHA UM HEMa HU TPEHI, HU Ce30HCKy kommoHeHTy. Cepwuja ce y R-y Mmoxke
nobuTtu Ha ciaemehu HAYWH:

dolar<-read.table("dolar.txt")
euro<-read.table("euro.txt")
razlika<-ts(euro$vV2-dolar$v2)
razlika.l<-log(razlika)
razlika.d<-diff(razlika.l)

Hben marnen ce moske Bunmetm Ha rpaduky 4.2.1.

razlika.d
0.00
!

-0.05

-0.10

.. ________________________________________________________________I
Jan 10 Apr10 Jul10 Sep10 Dec 10 Mar11 Jul 11 Sep 11 Dec 11 Apr12 Jul12 Sep12 Dec 12

datum

I'padur 4.2.1: /{ueBHa menpenujanuja IeBU3HOT Kypca eBpa IpeMa AoJapy y MepuomLy
on 1. jamyapa 2010. mo 31. memembpa 2012.
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[ITpumernnhemo cama Ha O0BY cepujy cBe TectoBe. Jlobujamo caenehe:

> testzaokreta(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.4022225

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testrasta(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -1.005249

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> Ftest(razlika.d,0.05)
standardizovana vrednost test statistike je: O

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> medijanatest(razlika.d,0.05)
standardizovana vrednost test statistike je: -0.4721346

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkoraka(razlika.d,0.05)
vrednost test statistike je: 10.98981
Kriticna oblast testa je ( 16.91898 ,inf)

> testserija(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.6901117

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testrangova(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.225363

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> Ntest(razlika.d,0.05)
vrednost test statistike je: -0.3955503

95 %-tni interval poverenja za test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )
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> bartels.test(razlika.d)
Bartels Test - Two sided

data: razlika.d
Standardized Bartels Statistic = -0.1687, RVN Ratio = 1.988, p-value =
0.866

> Ktest(razlika.d,0.05)
standardizovana vrednost test statistike je: 0.395156b1

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(razlika.d,1,0.05)
standardizovana vrednost test statistike je: 0.3902899

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(razlika.d,12,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0.7063327

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je
( -1.959964 , 1.959964 )

Kao mro Buaumo cBux 12 TecToBa moKa3yje na HyJITY XUMOTE3y Tpeba TPUXBATUTH.
OpmaBme 3ak/byudyjeMo ma je oBa cepuja 3aucra ciaydajua. OBakaB mcxon je Ouo u
3a OYEKMBATH, jep cepuja HeEMa TPEHI HU CE30HCKY KOMIIOHEHTY, aJu U U3 APYTUX
paszmora. Hawmme, BpeMeHCKa cepuja peajiHU OEBU3HU KypcC Tpeba na ocnuiampa
IPaBUJIHO TOKOM BpeMeHa na Ou Teopuja O MAPUTETy KYMOBHE CHAre y aHaJU3U
IEeBU3HOr Kypca (mo K0joj ckym mobapa Tpeba Ja KOITa NPUOIMAKHO UCTO Y Pas3-
JUYUTUM eKOHOMujama) Ouia BamuaHa. OOpaTHO, OACTyName AEBU3HOT Kypca Ol
IPENO3HAT/EUBE MYTAKmE, Y CMUCIY HECTAIIMOHAPHOCTU BPEMEHCKE Ccepuje, 3HAUU Oa
OBa TeopHUja HUje MPUXBATHUBA 38 MATy €KOHOMU]Y y M3aOpaHOM MEPUOLY.
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5 3akdpyuar

Bpemencke cepuje cy pacumpocTpameHe Yy BEJIUKOM OpOjy pas3ImduTux 00JacTu
’KMBOTa. Y TpaBo 300r TOra pacTe 3HAYaj BUXOBOT UCTPAKUBAMA.

[IpBu 3amartak Koju ce HaMehe mpu aHaIU3U BPEMEHCKUX CEpHja jecTe yIpaBo
TecTUpame caydajHoctu. KRao mrTo je Beh pedeHo, mona MOjMOM CJIYYajHOCTU IIO-
opa3yMeBaMoO Ja Ce Paau O Peajm3alldjd HU3a CIyYajHUX BEJIUYMHA X1, ....., X, KOj€
cy MebhycobHO He3aBUCHE U CBe MMajy UCTY pPacrnomesy BepoBaTHoha. Y OBOM pamy
je mpencraBbeHO 12 TecTOBa CIIyUyajHOCTU O KOjUX Cy HEKM 3aCHOBaHU Ha Mebhy-
CODHOM OIHOCY UYJIAHOBA Cepuje, Ha PAHTOBUMA, a HEKA MOI'Yy KOPUCTUTHU Y30PadKe
MeaujaHe MM Nak npejacke (kopake). VcnpaBHOCT HyJITe XUIOTE3e YECTO MOKE 1A
3HAUYM Oa O ce Tajna KOHKPETHU MIOJald MOTJIU y3UMaTU y NMPOU3BOJLHOM IMOPETKY
IpU Aa/beM M3yYaBamy Tj. Ja C€ MOTY KOPUCTUTU METOME MATEMATUUYKE CTATUCTUKE.
AKO HyJiTa XUIMOTe3a He BakKW, OHAA Ce MOpAa MOIITOBATU PEIOCJeN MOAaTaKa U 3a
naJba UCTPAKABAMHA MOKEMO KOPUCTUTU I'PAHy CTATUCTUKE KOja Ce€ Ha3UBa aHAJM3a
BPEMEHCKUX cepuja.

TectoBu objammenu y pany cy obpabenm y mporpamckoMm makery R m mpume-
IBEeHN Cy Ha IBEe BPEMEHCKe cepuje, o1 Kojux ce jemHa omnocu Ha Meceunu underc
undycmpujcke npoussoowe y Cpouju y nepuody 00 1972-1989. z200une, a npyra ce 0aHOCU
Ha /lnesny denpeyujauujy 0esusnoz Kypca espa npema 0oaapy y nepuody od 2010-2012.
200ure. Y TPBOM HTPUMEPY HUCMO MPUXBATUIN XUIOTE3y O CIYUYAjHOCTU BPEMEHCKE
cepuje, NOK y APYroM IPUMEPY MOKEMO Ha OCHOBY TeCTUPama 3aKBbYyUYUTU Oa je
BpPEMEHCKa cepuja caydajHa. & KOJIUKO BPEMEHCKa cepuja He mpobhe TecToBe CIy-
YajHOCTHU, KAa0 IMTO je CJaydaj ca IPBOM CEPHjOM y OBOM panry, Jajba UCTPaKUBAHA
M3BPIIABAMO IMIPUMEHOM AHAJM3€ BPEMEHCKUX cepuja. Y KOJIUKO, MMaK, BPDEMEHCKa Ce-
puja mpobe TecToBe CIAYUYajHOCTH, KAO IITO je CIydaj ca APYTOM CEPUjOM 3a Aajba
UCTPaKUBaKha MOKEMO KOPUCTUTU U HEKE CTATUCTUYKE METOIE.
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