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Predgovor
U ovom master radu bavimo se testiraǌem sluqajnosti vremenskih serija.

Rad se sastoji iz pet poglavǉa.
U uvodnom delu objaxǌava se pojam vremenske serije i definixe se proble-

matika master rada.
Drugo poglavǉe uvodi pojam sluqajnog procesa, daje formalnu definiciju

vremenske serije, kao i osnovne pojmove u analizi vremenskih serija. U ovom
poglavǉu se daǉe bavimo i klasifikacijom i komponentama vremenskih serija.

U tre�em poglavǉu se uvodi pojam sluqajnosti i objaxǌavaju pojmovi vezani
za statistiqke testove. U nastavku su objaxǌeni neki konkretni testovi za
testiraǌe sluqajnosti vremenskih serija.

U qetvrtom poglavǉu se pomenuti testovi iz prethodnog poglavǉa primeǌuju
na konkretnim vremenskim serijama. Ovaj praktiqni deo je zasnovan na realnim
podacima koji su obra�eni u programskom paketu R.

Konaqno, u posledǌem poglavǉu su navedeni zakǉuqci do kojih smo doxli
primeǌivaǌem teorije na konkretne podatke.

Za izbor i pomo� u izradi master rada veliku zahvalnost dugujem mentoru,
prof. dr Vesni Jevremovi�. Zahvaǉujem se i ostalim profesorima, asistentima
i saradnicima u nastavi na ukazanom znaǌu tokom studiraǌa.

Posebnu zahvalnost dugujem svojoj porodici, majci �ivki i ocu Milanu, Jasmini
i Ivanu.

Beograd, septembar 2013. Jovana Trajkovi�
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1 Uvod
U svakodnevnom �ivotu se susre�emo sa pojavama koje imaju svoj tok u vre-

menu i koje su predmet izuqavaǌa razliqitih nauka. Tako se demografija bavi
prikupǉaǌem podataka o godixǌim stopama nataliteta i mortaliteta, odnosno
prouqavaǌem prirodnog priraxtaja. Ekonomija se bavi analizom promenǉivih
kao xto su cene proizvoda, plate, devizni kurs, zaposlenost, industrijska
proizvodǌa, itd. U meteorologiji se svakog sata registruje brzina vetra,
prati dnevna temperatura, bele�i meseqna ili godixǌa koliqina padavina.
Poǉoprivreda prati godixǌe kretaǌe prinosa pojedinih poǉoprivrednih kul-
tura, kao i ǌihove otkupne i prodajne cene. Sve ove pojave su primeri vremen-
skih serija.

Vremenska serija se mo�e sõvatiti kao ure�eni niz podataka. Najqeø�e
se ure�eǌe vrxi u odnosu na vreme i u jednakim vremenskim intervalima. Iz-
bor jedinice vremena vrxi se u odnosu na samu posmatranu pojavu pa to mo�e
biti sekunda, minut, sat, dan, mesec, godina, ali i decenija, vek ili mileni-
jum. Osim po vremenu ure�eǌe podataka mo�e biti izvrxeno i po nekoj drugoj
karakteristici toka pojave kao xto su dubina, visina, rastojaǌe, koliqina
nekog prisutnog hemijskog elementa, itd. Ovakve serije se nazivaju linijske
serije i smatraju se vrstom vremenskih serija.

Izuqavaǌe vremenskih serija zasnovano na teoriji verovatno�e i matema-
tiqkoj statistici poqelo je tek tridesetih godina dvadesetog veka, a zbog
interakcije sa mnogim disciplinama, posebno ekonomijom, ono bele�i dina-
miqni razvoj posledǌih nekoliko decenija. Statistiqka disciplina koja se
bavi ovim izuqavaǌima jeste analiza vremenskih serija. ǋeni principi
odstupaju od uobiqajenih pretpostavki teorije statistiqkog zakǉuqivaǌa pa
se vremenske serije ne mogu izuqavati metodama klasiqne teorije verovatno�e
i klasiqne matematiqke statistike. Naime, u klasiqnoj teoriji verovatno�e
i matematiqkoj statistici je osnovni pojam sluqajan uzorak koji predstavǉa
niz nezavisnih sluqajnih veliqina. Nasuprot tome vremenska serija je niz
sluqajnih veliqina koje su me�usobno zavisne, a najqeø�e i korelisane.

Osnovni ciǉevi u analizi vremenskih serija su opisivaǌe, objaxǌeǌe i
predvi�aǌe vremenske serije. Kako je proces donoxeǌa odluka u razliqitim
oblastima qesto povezan sa predvi�aǌem budu�ih vrednosti promenǉivih koje
zavise od vremena, vremenske serije i ǌihova analiza predstavǉaju pogodno
sredstvo. Predvi�aǌe podrazumeva analizu istorijskih podataka o datoj po-
javi i ekstrapolaciju istih u budu�nost koriste�i neki matematiqki model.
Ciǉ izuqavaǌa vremenske serije mo�e biti i ustanovǉavaǌe mehanizma koji ǌu
generixe kako bismo sõvatili uticaj pojedinih faktora na tok vremenske ser-
ije. To nam daǉe omogu�ava formiraǌe odgovaraju�eg matematiqkog modela.
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Prilikom izuqavaǌa vremenskih serija jedno od prvih pitaǌa koje se javǉa
jeste pitaǌe sluqajnosti vremenske serije, odnosno da li vremenska serija
predstavǉa realizaciju jednog niza sluqajnih veliqina koje su me�usobno neza-
visne i imaju istu raspodelu verovatno�a. Testiraǌe sluqajnosti je qesto od
fundamentalnog znaqaja u statistiqkoj analizi podataka zbog qega je razvi-
jen veliki broj razliqitih testova. Upravo ti testovi i ǌihova praktiqna
primena su predmet izuqavaǌa ovog rada.
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2 Vremenske serije
Vremenska serija se obiqno definixe kao niz podataka sa odre�enim hro-

noloxkim ili linijskim redosledom. Me�utim definiciji se mo�e pri�i i sa
stanovixta sluqajnih procesa kao xto �e biti opisano u nastavku.

2.1 Sluqajni procesi
Do pojma sluqajnog procesa dolazi se proxirivaǌem pojma sluqajne promen-

ǉive pa uvodimo slede�ih nekoliko definicija.

Definicija 2.1.1 Ω je skup svih isõoda jednog eksperimenta. Elementi ovog
skupa se oznaqavaju sa ωi, i = 1, 2, 3, ... i nazivaju elementarni doga�aji.

Definicija 2.1.2 Podskup F partitivnog skupa P(Ω) je algebra nad Ω ako va�e
uslovi:

• Ω ∈ F

• A ∈ F ⇒ A ∈ F

• A ∈ F
∧
B ∈ F ⇒ A

⋃
B ∈ F .

Definicija 2.1.3 Podskup F partitivnog skupa P(Ω) je σ- algebra nad Ω ako
va�e uslovi:

• Ω ∈ F

• A ∈ F ⇒ A ∈ F

• {Ai}i∈N ⊆ F ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ F

Definicija 2.1.4 Ako je K neka familija podskupova prostora isõoda Ω(kolekcija),
tada presek svih σ- algebri koje sadr�e familiju K nazivamo minimalna σ- alge-
bra generisana sa K i oznaqavamo je σ[K].

Analogno se definixe minimalna algebra koja sadr�i sve skupove date kolek-
cije.

Definicija 2.1.5 Neka je prostor isõoda jednak skupu realnih brojeva R i neka
je kolekcija K data sa K = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}. Minimalnu algebru koja sadr�i
kolekciju K oznaqavamo sa B0. Minimalna σ- algebra koja sadr�i kolekciju K
zove se Borelova σ- algebra podskupova realne prave. Oznaqavamo je sa B. ǋeni
elementi zovu se Borelovi skupovi na realnoj pravoj.
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Definicija 2.1.6 Neka je Ω prostor isõoda sluqajnog eksperimenta i F σ- alge-
bra doga�aja. Ure�eni par (Ω,F) se zove merǉiv prostor.

Definicija 2.1.7 Neka je Ω skup svih elementarnih doga�aja i neka je F σ-algebra
nad Ω. Funkcija P : F → R se zove verovatno�a ili verovatnosna mera na
merǉivom prostoru (Ω,F) ako ima slede�a svojstva:

• svojstvo normiranosti - P (Ω) = 1

• svojstvo nenegativnosti - P (A) ≥ 0, za svaki doga�aj A ∈ F

• svojstvo σ aditivnosti verovatno�e - ako {Ai}i∈N ⊆ F , Ai
⋂
Aj = ∅, i 6= j,

i = 1, 2, 3, ..., j = 1, 2, 3, ..., onda P
(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai)

Prostor verovatno�a je ure�ena trojka (Ω,F , P ).

Definicija 2.1.8 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�a. Realno preslikavaǌe
X : Ω→ R se zove sluqajna promenǉiva ako ∀B ∈ B va�i da je X−1(B) ∈ F gde je B
Borelova σ-algebra. Za X ka�emo da je F-merǉivo.

Definicija 2.1.9 Familija sluqajnih promenǉivih {Xt(ω) : t ∈ T, ω ∈ Ω} defini-
sanih nad istim prostorom verovatno�e (Ω,F , P ) se zove sluqajni (stohastiqki)
proces sa indeksnim skupom T .

Prilikom zapisa se qesto izostavǉa promenǉiva ω, pa se umesto toga sluqaj-
ni proces oznaqava sa {Xt, t ∈ T}. Proces oqigledno zavisi od dve promenǉive
t i ω. Za fiksirano t ∈ T sluqajni proces je jedna promenǉiva. Za fiksirano
ω ∈ Ω funkcija Xt(ω), t ∈ T se zove trajektorija sluqajnog procesa. Ako pak
fiksiramo obe promenǉive Xt je realan broj ili jedna realizacija sluqajnog
procesa.

Skup T iz prethodne definicije se jox naziva i parametarski skup. Ako je
T = R = (−∞,∞), T = [0,∞) ili T = [a, b] ⊆ R, onda se parametar t ∈ T obiqno
interpretira kao vreme, a sluqajna funkcija {Xt, t ∈ T} zove se sluqajan proces
sa neprekidnim vremenom. Ako je T ⊆ Z ili T ⊆ N, onda se sluqajna funkcija
{Xt, t ∈ T} zove sluqajan proces sa diskretnim vremenom ili sluqajni niz.

Definicija 2.1.10 Za svaki prirodan broj n i proizvoǉne elemente t1,...,tn ∈ T ,
t1 < t2 < ... < tn, raspodela verovatno�a sluqajnog vektora (Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) odre-
�ena je funkcijom raspodele

Ft1,...,tn(x1, ..., xn) = P{Xt1 ≤ x1, ..., Xtn ≤ xn}.

Familija svih ovih raspodela zove se familija konaqnodimenzionih raspodela slu-
qajnog procesa {Xt, t ∈ T}.
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Familija konaqnodimenzionih raspodela zadovoǉava slede�e uslove:

• uslov simetrije - ako je i1, ..., in jedna permutacija brojeva od 1 do n onda
va�i

Fti1 ,...,tin (xi1 , ..., xin) = Ft1,...,tn(x1, ..., xn)

• uslov saglasnosti - ako je m < n za proizvoǉne tm+1, ..., tn ∈ T va�i

Ft1,...,tm,tm+1,...,tn(x1, ..., xm,∞, ...,∞) = Ft1,...,tm(x1, ..., xm)

Neka je {Xt, t ∈ T} sluqajan proces. Tada je:

• sredǌa vrednost sluqajnog procesa

E(Xt) = µt, t ∈ T

• varijansa sluqajnog procesa

D(Xt) = σ2
t , t ∈ T

• kovarijansa sluqajnog procesa

γ(r, s) = cov(Xr, Xs) = E((Xr − E(Xr))(Xs − E(Xs))), r, s ∈ T

• korelacija sluqajnog procesa

ρ(r, s) =
cov(Xr, Xs)√
D(Xr)D(Xs)

Definicija 2.1.11 Sluqajan proces je strogo stacionaran ako su ǌegove konaq-
nodimenzione funkcije raspodele invarijantne u odnosu na t, odnosno ako za sve
ti, ti + t ∈ T , i = 1, 2, ... va�i:

Ft1,...,tn(x1, ..., xn) = Ft1+t,...,tn+t(x1, ..., xn).

Definicija 2.1.12 Sluqajan proces {Xt, t ∈ T} je slabo stacionaran ako su ispu-
ǌeni slede�i uslovi:

• E(Xt) = m = const, ∀t ∈ T

• E(X2
t ) <∞, ∀t ∈ T

• γ(r, s) = γ(r + t, s+ t), ∀r, s, t ∈ T .

Sada mo�emo uvesti i formalnu definiciju vremenskih serija.

Definicija 2.1.13 Vremenska serija je jedna realizacija sluqajnog procesa.

U smislu prethodne definicije odnos vremenske serije i sluqajnog procesa
odgovara odnosu uzorka i osnovnog skupa u standardnoj teoriji statistiqkog
zakǉuqivaǌa. Kao xto uzorak predstavǉa deo osnovnog skup na osnovu koga
se donose zakǉuqci o samom skupu, tako i vremenska serija predstavǉa deo
sluqajnog procesa koji treba da omogu�i uoqavaǌe karakteristika tog procesa.
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2.2 Klasifikacija vremenskih serija
Mo�emo izvrxiti klasifikaciju vremenskih serija koriste�i razliqite

kriterijume. Najjednostavnija je podela na neprekidne i diskretne (prekidne)
vremenske serije. Kao i kod sluqajnih procesa ta podela zavisi od parame-
tarskog skupa. Vremenska serija je neprekidna ako ǌene vrednosti mo�emo
registrovati u svakom vremenskom trenutku. Prekidna vremenska serija je ona
qije vrednosti bele�imo u jednakim vremenskim intervalima (dan, sat, mesec,
godina). Prekidnu vremensku seriju mo�emo dobiti i od neprekidne tako xto
�emo bele�eǌe rezultata posmatrane pojave vrxiti samo u odre�enim vremen-
skim intervalima.

Kǉuqna podela vremenskih serija jeste podela na stacionarne i nestacio-
narne. Slobodno reqeno, serija je stacionarna ukoliko je ǌeno kretaǌe pred-
vidivo tokom vremena, tj. ukoliko ǌeno kretaǌe ispuǌava sliqan obrazac
ponaxaǌa tokom vremena. Suprotno, ako su parametri kretaǌa vremenske se-
rije funkcije vremenskog trenutka, tada je ona nestacionarna. Kao xto je ve�
pomenuto postoje dva vida stacionarnosti. U sluqaju definicije 2.1.11 serija
je stacionarna ako se ǌena svojstva ne meǌaju transliraǌem u vremenu. To
znaqi da sluqajne promenǉive koje pripadaju toj seriji imaju istu oqekivanu
vrednost, varijansu i momente vixeg reda. Ako pak uzmemo definiciju 2.1.12
u obzir onda za stacionarnu seriju va�i da se oqekivana vrednost i varijansa
ne meǌaju tokom vremena dok je kovarijansa izme�u svaka dva qlana serije samo
funkcija vremenskog rastojaǌa izme�u ǌih. Na grafiku 2.2.1 se mo�e videti
razlika izme�u stacionarne i nestacionarne vremenske serije.

Grafik 2.2.1: Primer stacionarne i nestacionarne vremenske serije (preuzeto
sa http : //en.wikipedia.org/wiki/F ile : Stationarycomparison.png)
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2.3 Komponente vremenske serije
Vremenske serije, u zavisnosti od pojave, se mogu sastojati od razliqitih

komponenti. Tradicionalno se pretpostavǉa da se vremenska serija mo�e raz-
lo�iti na qetiri komponente: trend f(t), cikliqnu komponentu c(t), sezonsku
komponentu s(t) i sluqajnu komponentu ε(t). U sluqaju kada serija sadr�i sve
ove komponente tipovi modela koji se najqeø�e koriste su:

• aditivni model - Xt = f(t) + s(t) + c(t) + ε(t)

• multiplikativni model - Xt = f(t) · s(t) · c(t) · ε(t)

• mexoviti model - Xt = f(t) · s(t) · c(t) + ε(t).

Trend vremenske serije opisuje ǌeno osnovno ponaxaǌe u du�em vremenskom
periodu, ili preciznije u qitavom vremenskom periodu za koji je vremenska se-
rija poznata. U zavisnosti od toga da li vrednosti vremenske serije tokom vre-
mena sistematñki rastu ili opadaju, trend mo�e biti rastu�i ili opadaju�i.
Osim toga, trend mo�e biti deterministiqki ili stohastiqki u zavisnosti od
toga da li se promene serije mogu predvideti ili ne.

Grafik 2.3.1: Primer vremenske serije sa stohastiqkim trendom: Procentualna
promena potroxaqkog indeksa u SAD

U praktiqnim primenama ve�ina vremenskih serija predstavǉaju podatke
prikupǉene u uzastopnim vremenskim intervalima kao xto su dani, meseci,
kvartali, itd. Zbog toga pojedine vremenske serije ispoǉavaju pravilnosti u
svom kretaǌu koje se javǉaju u toku jedne kalendarske godine. Za takve serije
ka�emo da imaju sezonsku komponentu. Prisustvo sezonske komponente utiqe
na to da postoji ve�i stepen korelacije izme�u podataka dobijenih u istim
mesecima razliqitih godina nego izme�u onih dobijenih u susednim mesecima
iste godine.
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Grafik 2.3.2: Primer vremenske serije sa sezonskom komponentom: Broj ro�enih
po mesecu u ǋujorku od januara 1946. do decembra 1959.

Cikliqna komponenta predstavǉa sliqno ponaxaǌe koje se javǉa u seriji
tokom nekog perioda vremena, odnosno mo�emo re�i da se u seriji zapa�a peri-
odiqni karakter promene. Ovakve serije imaju svoju periodu, odnosno ciklus.

Prethodne tri komponente se jednim imenom nazivaju nesluqajne komponente.
Nijedna od ovih komponenti nije obavezna u modelu. Jedina komponenta koju
svaki model mora da ima je sluqajna komponenta. Ova komponenta slu�i za
objaxǌavaǌe nepredvidivih fluktuacija.
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3 Testovi sluqajnosti

3.1 Statistiqki testovi
Sluqajne pojave u matematiqkoj statistici opisuju se matematiqkim mode-

lom. Izbor tog modela zavisi od predznaǌa o posmatranoj pojavi. U mnogim
istra�ivaǌima se registruju vrednosti neke sluqajne veliqine qija raspodela
nije unapred poznata. U takvim sluqajevima se statistiqki model zadaje fami-
lijom dopustivih raspodela. Parametarska familija dopustivih raspodela,
koja zavisi od jednog ili vixe nepoznatih parametara, u opxtem sluqaju se
oznaqava sa P = {Pυ : υ ∈ Θ}, gde je υ parametar, a Θ parametarski pros-
tor. Svaka pretpostavka koja su�ava klasu dopustivih raspodela naziva se
statistiqka hipoteza.

Razlikujemo parametarske i neparametarske hipoteze. Parametarska statis-
tiqka hipoteza su�ava skup dopustivih vrednosti nekih parametara od kojih
zavisi raspodela. U neparametarskoj statistiqkoj hipotezi pretpostavǉa se
da raspodela obele�ja ima dati tip, a ne tiqe se vrednosti parametara. Ako
statistiqka hipoteza jednoznaqno odre�uje raspodelu obele�ja, onda se ona
naziva prosta hipoteza. U suprotnom hipoteza je slo�ena.

Pravilo pomo�u koga se na osnovu uzorka odluquje da li hipotezu treba
prihvatiti kao taqnu ili odbaciti naziva se statistiqki test. U nastavku
�e biti opisan opxti postupak izvo�eǌa jednog testa.

Oznaqimo poqetnu hipotezu sa H0. Neka je dat sluqajan uzorak (X1, X2, ..., Xn)
koji uzima vrednosti u skupu Rn. Neka je α broj iz intervala (0, 1) i W podskup
skupa Rn. Neka jox va�i da verovatno�a da uzorak (X1, X2, ..., Xn) uzme vrednost
iz skupa W ako je poqetna hipoteza taqna, nije ve�a od broja α, odnosno:

P{(X1, X2, ..., Xn) ∈ W |H0} ≤ α.

Definicija 3.1.1 Skup W ⊂ Rn zove se kritiqna oblast za hipotezu H0, a broj
α zove se prag znaqajnosti ili veliqina kritiqne oblasti. Statistiqki test
na osnovu kritiqne oblasti W odre�ujemo na slede�i naqin: Ako realizovani
uzorak (x1, x2, ..., xn) pripada kritiqnoj oblasti, onda hipotezu H0 odbacujemo. Ako
realizovani uzorak ne pripada kritiqnoj oblasti, onda hipotezu H0 prihvatamo.

Kritiqna oblast obiqno ima neki od slede�ih oblika:

{(x1, x2, ..., xn) : Tn(x1, x2, ..., xn) ≥ C},

{(x1, x2, ..., xn) : Tn(x1, x2, ..., xn) ≤ C},

{(x1, x2, ..., xn) : |Tn(x1, x2, ..., xn|) ≥ C}.

U prva dva sluqaja ka�emo da je kritiqna oblast jednostrana, a u posledǌem da
je dvostrana. Veliqina C predstavǉa konstantu koja se dobija iz statistiqkih
tablica za odgovaraju�u raspodelu.

11
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Kritiqna oblast se obiqno odre�uje pomo�u neke statistike Tn(X1, X2, ..., Xn)
koja se naziva test statitika. Pod pretpostavkom da je taqna hipoteza H0 poz-
nata je taqna raspodela ili pribli�na raspodela za uzorke velikog obima test
statistike. Test statistika predstavǉa odstupaǌe realizovanog uzorka od
vrednosti koje je prirodno oqekivati pod pretpostavkom da je poqetna hipoteza
taqna.

Hipoteza H0 koja se testira se naziva nulta hipoteza. Pretpostavka da
obele�je ima raspodelu koja pripada onom delu familije dopustivih raspodela
koji nije obuhva�en nultom hipotezom naziva se alternativna hipoteza i obe-
le�ava sa H1. U sluqaju odbacivaǌa nulte hipoteze prihvata se alternativna
hipoteza.

Pre poqetka testiraǌa zadaje se veliqina kritiqne oblasti α. Za α se
obiqno uzimaju male vrednosti, α = 0.05, α = 0.01. Ako obele�imo:

P{Tn /∈ W |H1} = β

onda �emo vrednost 1− β zvati mo� testa.
Treba jox napomenuti da pri izvo�eǌu svakog testa postoji mogu�nost prav-

ǉeǌa grexke. Definixe se grexka prve vrste kao odbacivaǌe taqne hipoteze
H0. Verovatno�a da do�e do ove grexke je jednaka α. Grexka druge vrste
je prihvataǌe hipoteze H0 kada ona nije taqna. Verovatno�a da do�e do ove
grexke je jednaka β. Mnogo ozbiǉnija je grexka prve vrste zbog qega i biramo
α tako da bude xto maǌe.

Kako bi do grexaka dolazilo sa malom verovatno�om po�eǉno je da statis-
tiqki test ima svojstva centriranosti i postojanosti.

Definicija 3.1.2 Neka je F klasa dopustivih funkcija raspodela obele�ja X i
neka je W ⊂ Rn kritiqna oblast veliqine α za testiraǌe hipoteze da stvarna
funkcija raspodele obele�ja X pripada skupu H0 ⊂ F . Svaka funkcija raspodele
F za koju va�i F ∈ F\H0 naziva se alternativna funkcija raspodele.

Definicija 3.1.3 Neka je F klasa dopustivih funkcija raspodele obele�ja X i
neka je W ⊂ Rn kritiqna oblast za testiraǌe hipoteze H0 ⊂ F sa pragom znaqaj-
nosti α na osnovu uzorka (X1, ..., Xn). Statistiqki test zasnovan na kritiqnoj
oblasti W je centriran ako za svaku alternativnu funkciju raspodele F ∈ F\H0

va�i nejednakost P{(X1, ..., Xn) ∈ W |F} > α.

Centriranost testa, dakle, oznaqava da je ve�a verovatno�a da �e nulta
hipoteza H0 biti odbaqena u sluqaju kada je ona netaqna, nego u sluqaju kada
je taqna. Ovom osobinom se obezbe�uje mala verovatno�a grexke prve vrste.

Definicija 3.1.4 Neka je F klasa dopustivih funkcija raspodele obele�ja X i
neka je W ⊂ Rn kritiqna oblast za testiraǌe hipoteze H0 ⊂ F sa pragom znaqaj-
nosti α na osnovu uzorka (X1, ..., Xn). Statistiqki test zasnovan na kritiqnoj
oblasti W je postojan ako za svaku alternativnu funkciju raspodele F ∈ F\H0

va�i jednakost
lim
n→∞

P{(X1, ..., Xn) ∈ W |F} = 1 .

12
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Drugaqije reqeno, postojan statistiqki test sa verovatno�om koja te�i je-
dinici prepoznaje odstupaǌa stvarne funkcije raspodele obele�ja od nulte
hipoteze. Ova karakteristika obezbe�uje veliku vrednost mo�i testa.

3.2 Testovi sluqajnosti u vremenskim serijama
Kao xto je ve� pomenuto pretpostavka od koje se polazi i koja se prirodno

name�e pri analizi vremenskih serija jeste hipoteza sluqajnosti. Ispravnost
ove hipoteze znaqi da se prilikom izuqavaǌa serije postoje�i podaci mogu
uzimati u proizvoǉnom poretku. Odbacivaǌe, pak, ove hipoteze znaqi da se
podaci moraju razmatrati u datom vremenskom redosledu i istra�ivaq nikako
ne sme naruxiti taj redosled.

Izbor naqina testiraǌa nulte hipoteze zavisi od alternativnih hipoteza.
Me�utim, za razliku od testiraǌa u klasiqnoj matematiqkoj statistici, u
analizi vremenskih serija se obiqno ne navode alternativne hipoteze. One
mogu biti razliqite i zavise od samog naqina testiraǌa. Kod nekih testova
�e biti pogodno izabrati za alternativu rastu�i trend, dok �e kod drugih na
primer biti pogodno izabrati cikliqno ili sezonsko kolebaǌe u seriji.

Testovi se razlikuju po test statistikama, koje pak mogu biti zasnovane
na razliqitim stvarima. Pa tako testovi mogu biti zasnovani na me�usob-
nom odnosu qlanova serije (test taqaka zaokreta, test taqaka rasta, Kendalov
test), mogu koristiti uzoraqku medijanu (Ficov test, test Valda Volfovica,
test serija), rangove (test razlike rangova, Bartelsov test) ili pak prelaske
ili korake. Od toga kako su nastale test statistike zavisi�e formiraǌe al-
ternativne hipoteze, kao i koje �e mane, odnosno dobre strane, taj test imati.

U nastavku �e biti opisan niz razliqitih testova sluqajnosti koji se pri-
meǌuju u analizi vremenskih serija.

13
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3.3 Test taqaka zaokreta
Pretpostavimo da izuqavamo neprekidno obele�je X i da smo izuqavaǌem

dobili konaqnu vremensku seriju X1, ..., Xn. �elimo da proverimo da li za ovu
konkretnu seriju va�i hipoteza sluqajnosti H0. Ako je neki element serije
Xj ve�i od oba svoja suseda Xj−1 i Xj+1, onda ka�emo da je Xj pik, vrh ili
lokalni maksimum i to oznaqavamo: Xj−1 < Xj > Xj+1. Ako je pak Xj maǌi od
oba svoja suseda, onda ka�emo da je Xj dolina, dno ili lokalni minimum i to
oznaqavamo: Xj−1 > Xj < Xj+1. Lokalne maksimume i minimume jednim imenom
nazivamo taqke zaokreta. Test koji �emo koristiti da bi proverili hipotezu
H0 je zasnovan na ovim taqkama.

Definixemo indikator zaokreta na slede�i naqin:

Yj =

{
1 , ako je Xj−1 < Xj > Xj+1 ili Xj−1 > Xj < Xj+1

0 , inaqe

pri qemu je j = 2, 3, ..., n−1, jer prvi i posledǌi qlan serije ne mogu biti taqke
zaokreta. Postavǉa se pitaǌe koju raspodelu ima ovaj indikator. Kako bismo
to odredili posmatra�emo brojeve 1, 2 i 3. Ispisujemo sve mogu�e permutacije
ova tri broja.

123, 132 , 213 , 231 , 312 , 321.

Uokvirene su one kombinacije u kojima se javǉa taqka zaokreta. Od mogu�ih
6 kombinacija u drugoj i qetvrtoj se javǉa lokalni maksimum, a u tre�oj i
petoj lokalni minimum. Odnosno postoje qetiri taqke zaokreta. Dakle uz
pretpostavku da je hipoteza H0 taqna indikator �e imati raspodelu:

Yj :

(
0 1
1
3

2
3

)
Odavde vidimo da je E(Yj) = 2

3
i D(Yj) = 2

9
.

Posmatrajmo sada ukupan broj taqaka zaokreta u seriji du�ine n. To je
sluqajna promenǉiva oblika:

Zn = Y2 + ...+ Yn−1.

Sabirci u prethodnoj jednaqini nisu me�usobno nezavisni. Kako je raspodelu
ove sluqajne promenǉive texko odrediti, naroqito za velike vrednosti n,
okrenu�emo se raqunaǌu ǌenog matematiqkog oqekivaǌa i disperzije. Direktno
se mo�e izraqunati da je matematiqko oqekivaǌe ukupnog broja taqaka zaokreta
jednako:

E(Zn) = E(Y2 + ...+ Yn−1) = E(Y2) + ...+ E(Yn−1) = (n− 2) · 2

3
.
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Raqunaǌe disperzije Zn bi�e malo komplikovanije. Polazimo od raqunaǌa
vrednosti E(Z2

n):

Z2
n =

(
n−1∑
j=2

Yj

)2

=
n−1∑
j=2

Y 2
j + 2

n−2∑
j=2

YjYj+1 + 2
n−3∑
j=2

YjYj+2 + 2
∑
k≥3

n−1−k∑
j=2

YjYj+k

EZ2
n =

∑
(n−2)

EY 2
j + 2

∑
(n−3)

E(YjYj+1) + 2
∑
(n−4)

E(YjYj+2) + 2
∑
(m)

E(YjYj+k).

U prethodnoj jednaqini broj u zagradi ispod znaka sumiraǌa oznaqava broj
sabiraka u tom zbiru. Mo�emo izraqunati m na slede�i naqin:

(n− 2)2 = (n− 2) + 2(n− 3) + 2(n− 4) + 2m ⇒

n2 − 9n+ 20 = 2m ⇒

2m = (n− 4)(n− 5).

Sada je potrebno izraqunati nepoznata oqekivaǌa u jednaqini.
Vrednost YjYj+1 je odre�ena vrednostima Xj−1, Xj, Xj+1. Posmatra�emo sve

mogu�e permutacije brojeva 1, 2, 3 i 4 i bele�iti u kojim permutacijama se
javǉaju dve taqke zaokreta:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

Dakle u 10 permutacija postoje dve taqke zaokreta pa je pri pretpostavci H0:

E(YjYj+1) =
10

4!
=

5

12
.

Vrednost proizvoda YjYj+2 zavisi od Xj−1, Xj, Xj+1, Xj+2, Xj+3. Ponavǉaǌem
prethodnog postupka ali za brojeve 1, 2, 3, 4, 5 mo�e se proveriti da se u 54
sluqajeva od svih 5! = 120 permutacija javǉaju tri taqke zaokreta. Dakle
zakǉuqujemo da pri pretpostavci H0 va�i:

E(YjYj+2) =
54

120
=

9

20
.

Ostaje jox proizvod YjYj+k za vrednosti k ≥ 3. Proverimo xta se dexava u
sluqaju k = 3. Na ovaj proizvod utiqu vrednosti Xj−1, Xj, Xj+1, Xj+2, Xj+3, Xj+4.
Me�utim kako na Yj utiqu samo Xj−1 i Xj, a na Yj+3 utiqu Xj+2 i Xj+3, zakǉuqu-
jemo da su Yj i Yj+3 nezavisni. Sliqno va�i i za sve vrednosti k > 3. Odavde
sledi da je:

E(YjYj+k) = EYj · EYj+k =
2

3
· 2

3
=

4

9
.
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Koriste�i sve prethodne rezultate dobijamo:

E(Z2
n) = (n− 2) · 2

3
+ 2(n− 3) · 5

12
+ 2(n− 4) · 9

20
+ (n− 4)(n− 5) · 4

9
=

40n2 − 144n+ 131

90
.

Sada mo�emo da izraqunamo i disperziju uz pretpostavku da va�i H0:

DZn = E(Z2
n)− (EZn)2 =

40n2 − 144n+ 131

90
− 40n2 − 160n+ 160

90
=

16n− 29

90
.

Posle du�ih izraqunavaǌa dobija se da je uzoraqki koeficijent asimetrije
π1 = E(Zn − EZn)3/

√
DZn

3 ≈ −0.14, dok je uzoraqki koeficijent spǉoxtenosti
π2 = E(Zn − EZn)4/

√
DZn

4 − 3 ≈ −2.4/
√
n. Dakle za serije velikog obima ove

vrednosti su bliske nuli. Kako ovi koeficijenti imaju vrednost nula kod
normalne raspodele mo�emo zakǉuqiti da ukupan broj taqaka zaokreta ima
pribli�no normalnu raspodelu pri hipotezi H0, odnosno:

Zn ≈ N
(

2

3
(n− 2),

16n− 29

90

)
.

Dobijeni zakǉuqak nam omogu�ava da vrximo testiraǌe hipoteze H0 pomo�u
normalne raspodele, pri qemu test statistiku Zn mo�emo da standardizujemo
tako da dobijemo standardnu normalnu raspodelu:

Z∗n =
Zn − EZn√

DZn
≈ N (0, 1).

Iz naqina testiraǌa mo�emo zakǉuqiti da je ovaj kriterijum efikasan ako
se kao alternativna hipoteza uzme pretpostavka da u seriji postoje sistematñke
fluktuacije. Tako�e se mo�e primetiti da ako je broj taqaka zaokreta blizak
minimumu odnosno nuli, onda automatñki mo�emo odbaciti nultu hipotezu i
zakǉuqiti da u seriji postoje cikliqne varijacije. Ako je, pak, broj taqaka
zaokreta blizak maksimalnom broju, tj. (n−2), onda nultu hipotezu odbacujemo
sa zakǉuqkom da u seriji postoji rastu�i ili opadaju�i trend.

3.4 Test taqaka rasta
Neka je data konaqna vremenska serija X1, ..., Xn neprekidnog obele�ja X.

Ako za qlanove date serije va�i Xj < Xj+1 ka�emo da je Xj taqka rasta. Defi-
nixemo indikator taqke rasta na slede�i naqin:

Uj =

{
1 , ako je Xj < Xj+1

0 , ako je Xj > Xj+1

gde je j = 1, ..., n− 1 jer sve taqke osim posledǌe mogu biti taqke rasta. Odmah
mo�emo zakǉuqiti da �e pod pretpostavkom da je H0 taqna va�iti:

Uj :

(
0 1
1
2

1
2

)
.
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Odavde sledi:
EUj =

1

2
, DUj =

1

4
.

Ukupan broj taqaka rasta bi�e sluqajna promenǉiva oblika:

Rn = U1 + ...+ Un−1 .

Mo�emo direktno izraqunati matematiqko oqekivaǌe ove sluqajne promenǉive.
Dobijamo:

ERn = E(U1 + ...+ Un−1) = EU1 + ...+ EUn−1 = (n− 1) · 1

2
.

Da bismo izraqunali disperziju iskoristi�emo postupak analogan postupku
koji smo koristili za test taqaka zaokreta.

R2
n = (U1 + ...+ Un)2 =

n−1∑
j=1

U2
j + 2

n−2∑
j=1

UjUj+1 + 2
∑
k≥2

n−1−k∑
j=1

UjUj+k

E(R2
n) =

∑
(n−1)

E(U2
j ) + 2

∑
(n−2)

E(UjUj+1) + 2
∑
(m)

E(UjUj+k)

Daǉe iz:
(n− 1)2 = (n− 1) + 2(n− 2) + 2m ⇒

n2 − 5n+ 6 = 2m

dobijamo:
2m = (n− 2)(n− 3) .

Kako vrednost proizvoda UjUj+1 zavisi od vrednosti Xj, Xj+1, Xj+2 posmatramo
sve mogu�e permutacije brojeva 1, 2 i 3.

123 , 132, 213, 231, 312, 321 .

Kao xto se mo�e primetiti samo u prvoj permutacije postoje dve taqke raste
pa zakǉuqujemo da je:

E(UjUj+1) =
1

6
.

Potrebno je jox proveriti proizvod UjUj+k za k ≥ 2. Kada je k = 2 na proizvod
utiqu vrednosti Xj, Xj+1, Xj+2, Xj+3. Me�utim, kako na vrednost Uj utiqu samo
Xj i Xj+1, a na vrednost Uj+2 samo Xj+2 i Xj+3 zakǉuqujemo da su ove dve veli-
qine nezavisne i da je:

E(UjUj+2) = EUj · EUj+2 =
1

2
· 1

2
=

1

4
.

Isto va�i i za svako k > 2. Na osnovu ovih rezultata dobijamo da je:

E(R2
n) = (n− 1) · 1

2
+ 2(n− 2) · 1

6
+ (n− 2)(n− 3) · 1

4
=

3n2 − 5n+ 4

12
.
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Odnosno:

DRn = E(R2
n)− (ERn)2 =

3n2 − 5n+ 4

12
− n2 − 2n+ 1

4
=
n+ 1

12
.

Za veliku vrednost n test statistika Rn �e pri nultoj hipotezi imati pri-
bli�no normalnu raspodelu

Rn ≈ N
(
n− 1

2
,
n+ 1

12

)
.

Ovo nam obezbe�uje standardnu primenu statistiqkog testiraǌa i pronala�eǌa
intervala povereǌa za ukupan broj taqaka rasta u seriji.

Ovaj test je efikasan za otkrivaǌe monotonog trenda u seriji. Ako je broj
taqaka rasta u seriji jednak n−1 onda je u pitaǌu rastu�i trend, a ako u seriji
nema taqaka rasta onda je u pitaǌu opadaju�i trend. Mo�e se jox zakǉuqiti da
u seriji postoji cik-cak kretaǌe ako je broj taqaka rasta pribli�no n−1

2
. Tes-

tiraǌe �e biti neefikasno ako se za alternativnu hipotezu uzme simetriqno
variraǌe. Test se na identiqan naqin mo�e primeniti i ako se umesto taqaka
rasta uzmu taqke opadaǌa.

3.5 Ficov test
Ficov test koristi uzoraqku medijanu za formiraǌe test statistike. Medi-

jana se opisuje kao broj koji razdvaja gorǌu polovinu uzorka, populacije ili
raspodele verovatno�e od doǌe polovine. Medijana konaqnog niza brojeva se
mo�e na�i tako xto se brojevi pore�aju po veliqini i uzme se sredǌi qlan
niza. Ukoliko postoji paran broj qlanova niza, medijana nije jedinstvena, pa
se qesto uzima aritmetiqka sredina dve vrednosti koje su kandidati za medi-
janu.

Neka je X1, ..., Xn konaqna vremenska serija neprekidnog obele�ja X. Defi-
nixemo indikatore:

Mj =

{
1 , ako je Xj > medijane
0 , ako je Xj < medijane

Pri hipotezi sluqajnosti H0 va�i�e:

Mj :

(
0 1
1
2

1
2

)
,

pa je:

EMj =
1

2
, DMj =

1

4
.

Pomo�u indikatora zatim formiramo test statistiku:

Sn = M1 + ...+Mn.
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Kako su Mj me�usobno nezavisni iz prethodnih zakǉuqaka sledi:

ESn = E(
∑
(n−1)

Mj) =
∑
(n−1)

EMj = (n− 1) · 1

2

DSn = D(
∑
(n−1)

Mj) =
∑
(n−1)

DMj = (n− 1) · 1

4
.

Onda, pri uslovu da va�i H0, za ovu test statistiku sledi:

Sn ≈ N
(
n− 1

2
,
n− 1

4

)
,

pa je na standardan naqin mo�emo koristiti za testiraǌe hipoteze i nala�eǌe
intervala povereǌa.

3.6 Test Valda Volfovica
Ovaj test je poznat jox kao test zasnovan na broju prelazaka medijane. Test

je zasnovan na dva principa. Poput Ficovog testa koristi se uzoraqka medi-
jana u formiraǌu test statistike, ali se tako�e koriste i tzv. ranovi (na
engleskom: run), odnosno prelasci. Prelazak definixemo kao svaku promenu
u nizu podataka. Naime, ako imamo niz nula i jedinica svaki put kad se u
nizu pojavi nula iza jedinice, ili jedinica iza nule, to �emo registrovati
kao jedan prelaz. Treba napomenuti i da se poqetak svakog niza raquna kao
jedan prelaz. Na primer, u nizu 01010101 imamo 8 prelaza, dok u nizu 00001111
imamo 2 prelaza.

Definiximo slede�i indikator:

Yj =

{
1 , ako je Xj > medijane
0 , ako je Xj < medijane

U nizu Y1, ..., Yn postoji n1 nula i n2 jedinica, pri qemu va�i n1+n2 = n. Oznaqi-
mo sada sa R broj prelazaka u nizu Yj. Ova veliqina ima slede�u funkciju
raspodele:

FR(r) =

{ (
n1−1
r/2−1

)(
n2−1
r/2−1

)
/
(
n1+n2

n1

)
, ako je r parno[(

n1−1
(r−1)/2

)(
n2−1

(r−3)/2

)
+
(
n1−1

(r−3)/2

)(
n2−1

(r−1)/2

)]/(
n1+n2

n1

)
, ako je r neparno

Kada su i n1 i n2 veliki R ima asimptotñki normalnu raspodelu sa matematiq-
kim oqekivaǌem:

ER =
2n1n2

n
+ 1 ,

i disperzijom:

DR =
2n1n2(2n1n2 − n)

n2(n− 1)
.
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3.7 Goldov test koraka
Neka je dat uzorak X1, ..., Xn i neka je X̃ uzoraqka medijana. Ako su X1, ..., Xs1

sa iste strane X̃, a Xs1+1 sa druge strane, onda definixemo korak du�ine
s1. Ako su sada Xs1+1, ..., Xs1+s2 sa iste strane X̃, a Xs1+s2+1 sa druge strane
definixemo korak du�ine s2, i tako nastavǉamo postupak dok ne do�emo do
kraja uzorka. Oznaqimo sa s′ korak najve�e du�ine.

Definixemo sluqajnu veliqinu K(s) tako da broj koraka du�ine s pred-
stavǉa ǌenu realizovanu vrednost. Matematiqko oqekivaǌe K(s) pri hipotezi
sluqajnosti �e biti:

EK(s) ≈ n+ 3− s
2s+1

.

Sada mo�emo definisati i test statistiku:

Q =
s′∑
s=1

[K(s)− EK(s)]2

EK(s)
.

Ova test statistika ima hi-kvadrat raspodelu sa s′ − 1 stepeni slobode.

3.8 Test serija
Test serija je jox jedan test koji je zasnovan na dva principa. U testu

se koristi uzoraqka medijana za formiraǌe test statistike, ali se osim ǌe
koriste i tzv. serije u nizu podataka. Seriju qine iste cifre, kada se u nizu
nalaze jedna pored druge. Na primer, u nizu: 10011101 postoji 5 serija, dok u
nizu 00001111 postoje samo 2 serije.

Da bismo od poqetne vremenske serije X1, ..., Xn formirali niz nula i je-
dinica definixemo slede�i indikator:

Yj =

{
1 , ako je Xj > medijane
0 , ako je Xj < medijane

Pri pretpostavci da je H0 taqno va�i:

Yj :

(
0 1
1
2

1
2

)
,

pa je:

EYj =
1

2
, DYj =

1

4
.

Kada dobijemo novi niz prebrojavamo koliko serija u nizu postoji. Tu
veliqinu �emo oznaqiti sa K i ona �e biti naxa test statistika.
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Za ovu test statistiku pri hipotezi H0 va�i:

E(K) =
n+ 2

2

D(K) =
n(n− 2)

4(n− 1)
.

Tako�e se mo�e pokazati da ova test statistika ima pribli�no normalnu
raspodelu sa matematiqkim oqekivaǌem E(K) i disperzijom D(K) pa se ǌene
kritiqne vrednosti dobijaju iz tablica za normalnu raspodelu.

3.9 Test razlika rangova
Za poqetak je potrebno objasniti pojam ranga. Neka je dat niz sluqajnih

veliqina X1, ..., Xn. Kada elemente ovog niza pore�amo u rastu�em poretku do-
bijamo varijacioni niz. Redni broj elementa u varijacionom nizu predstavǉa
ǌegov rang.

Neka su r1, r2, ..., rn rangovi qlanova neprekidne serije X1, X2, ..., Xn. Posma-
trajmo rangove r1, r2, ..., rn kao realizacije sluqajnih veliqina R1, R2, ..., Rn. Ako
posmatramo zbir apsolutnih razlika uzastopnih rangova u seriji:

Sn =
n−1∑
j=1

|Rj+1 −Rj| ,

onda je za veliko n:

ESn ≈
(n− 1)(n+ 1)

3
, DSn ≈

(n− 2)(n+ 1)(4n− 7)

90
.

Pri hipotezi H0 va�i:

Sn ≈ N
(

(n− 1)(n+ 1)

3
,

(n− 2)(n+ 1)(4n− 7)

90

)
.
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3.10 Fon Nojmanov i Bartelsov test
Neka je data neprekidna vremenska serija X1, X2, ..., Xn i odgovaraju�i niz

rangova R1, R2, ..., Rn. Definisana je Fon Nojmanova statistika:

ξn =

n−1∑
j=1

(Xj −Xj+1)
2

n∑
j=1

(Xj −X)2
,

gde je X = X1+...+Xn

n
. Kada je n < 20 mogu se na�i kritiqne vrednosti statistike

ξn, a kada je n ≥ 20 mo�e se koristiti normalna aproksimacija odre�ena sa:

Zn =
ξn − 2

2

√
n2 − 1

n− 2
≈ N (0, 1) .

Bartelsov test predstavǉa modifikaciju Fon Nojmanovog testa koja koristi
rangove qlanova date serije. Bartels 1982. uvodi svoju verziju test statis-
tike:

Bn =

n−1∑
j=1

(Rj −Rj+1)
2

n∑
j=1

(Rj −R)2
=
An
In

,

gde je R = R1+...+Rn

n
= n+1

2
.

Kao i uvek interesuje nas raspodela ove test statistike. Kako je:

In =
n∑
j=1

(Rj − R̄)2 =
n∑
j=1

(
j − n+ 1

2

)2

=
n∑
j=1

j2 −
n∑
j=1

j · (n+ 1) +
n∑
j=1

(
n+ 1

2

)2

⇒

In =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− (n+ 1)

n(n+ 1)

2
+ n

(n+ 1)2

4
=
n(n2 − 1)

12
= const ,

zakǉuqujemo da su An i Bn ekvivalentne test statistike, tj. da se osobine jedne
od ǌih mogu dobiti iz osobina one druge.

Mo�emo videti da se vrednosti test statistike An kre�u od minimuma koji
je jednak mA = n−1 do maksimuma koji za parno n iznosi MA = (n−1)(n2+n−3)/3,
a za neparno MA − 1. To mo�emo i dokazati.

Kako su svi Ri i Ri+1 razliqiti najmaǌa ǌihova razlika je 1. Kada se to
kvadrira ponovo dobijamo 1. Suma ovih kvadrata je onda jednaka n− 1.

Xto se tiqe maksimuma, da bismo dobili maksimalnu vrednost potrebno je
da niz rangova bude raspore�en na slede�i naqin:

• u sredini se jedan pored drugog nalaze rangovi n i 1

• levo od n je 2, a desno od 1 je n− 1

• levo od 2 je n− 2, a desno od n− 1 je 3, itd.
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Na ovaj naqin dobijamo niz ...(n−2)2n1(n−1)3... . Da je ovaj niz, bax onaj kojim
se posti�e maksimum mo�emo proveriti na primeru. Neka je dat niz du�ine 4.
Sve mogu�e permutacije rangova su:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

Proveravaǌem razlika rangova mo�emo videti da se maksimum posti�e u per-
mutaciji 2413 jer su tu razlike 2, 3, 2. Onda je An = 17, xto je upravo

3 · 17

3
=

(4− 1)(42 + 4− 3)

3
=

(n− 1)(n2 + n− 3)

3
.

Sliqno se mo�e videti da je za n = 6 najboǉa permutacija 426153 kada je An = 65,
a za n = 8 to je 46281735, i tada je An = 161.

Iz prethodnog zakǉuqka i qiǌenice da je Bn = An

In
, a In = n(n2−1)

12
, vidimo da

�e minimum za test statistiku Bn biti 12
(n+1)

, a maksimum 4− 12
n(n+1)

za parno n,
odnosno 4 − 12

n(n+1)
− 12

n(n2−1) za neparno n. Dakle vrednosti statistike Bn su u
intervalu (0, 4).

Bartels je pokazao da za veliko n va�i:

EBn ≈ 2, DBn ≈
4

n
,

kao i da su koeficijenti asimetrije i spǉoxtenosti:

π1 ≈
12

35n
√
n
, π2 ≈

−798

175n
.

Dakle oba koeficijenta te�e nuli odakle zakǉuqujemo:

Bn ≈ N
(

2,
4

n

)
,

odnosno:
B∗n =

Bn − 2

2

√
n ≈ N (0, 1), n ≥ 100.
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3.11 Kendalov test
Neka je data neprekidna vremenska serija X1, ..., Xn. Testiraǌe hipoteze

sluqajnosti H0 izvrxi�emo upore�ivaǌem qlanova serije. Upore�ivaǌe se
vrxi na slede�i naqin:

- nalazimo koliko je qlanova u segmentu X2, X3, ..., Xn ve�e od X1,

- nalazimo koliko je qlanova u segmentu X3, X4, ..., Xn ve�e od X2, itd,

- nalazimo koliko je qlanova u segmentu Xn−1, Xn ve�e od Xn−2,

- proveravamo da li je Xn ve�e od Xn−1.

Sve ovo mo�emo formulisati matematiqki. U tom ciǉu definixemo indikator
Ijk, j > k na slede�i naqin:

Ijk =

{
1 , ako je Xj > Xk

0 , inaqe

Za indikator Ijk pri hipotezi H0 va�i:

Ijk :

(
0 1
1
2

1
2

)
,

pa je:

EIjk =
1

2
, DIjk =

1

4
.

Definixemo test statistiku koja je poznata kao Kendalova τ statistika:

τn =
4

n(n− 1)
Un − 1 ,

gde je:

Un =
n−1∑
k=1

n∑
j=k+1

Ijk .

Raspodela statistike Un se ne mo�e odrediti ali se mogu na�i ǌene nu-
meriqke karakteristike. Iz osobina indikatora Ijk pri nultoj hipotezi sledi:

EUn =
n−1∑
k=1

n∑
j=k+1

EIjk =
n(n− 1)

4
, DUn =

n(n− 1)(2n+ 5)

72
.

Odavde zatim sledi da je:

Eτn =
4

n(n− 1)

n(n− 1)

4
− 1 = 0

Dτn =
16

n2(n− 1)2
n(n− 1)(2n+ 5)

72
=

2(2n+ 5)

9n(n− 1)
.
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Za test statistiku tako�e va�i da za velike vremenske serije ima pribli�no
normalnu raspodelu. Odnosno:

τn ≈ N
(

0,
2(2n+ 5)

9n(n− 1)

)
,

xto nam dozvoǉava klasiqnu upotrebu ove veliqine u testiraǌu nulte hipoteze.
Ovaj test je efikasan ako se za alternativnu hipotezu uzme pretpostavka

da u seriji postoji rastu�i ili opadaju�i trend. Ovo sledi iz qiǌenice
da ako u segmentima Xk+1, ..., Xn postoji dosta qlanova ve�ih od Xk, onda to
govori o postojaǌu rastu�eg trenda u seriji. Mo�emo jox primetiti da ako
Un = (n−1)+(n−2)+...+2+1 = n(n−1)

2
, odnosno ako je τn = 1, onda je serija rastu�a.

Ako je, pak, Un = 0, odnosno τn = −1, onda je serija opadaju�a. Dakle u nekim
sluqajevima za konkretne vrednosti Un i τn mo�emo odmah doneti zakǉuqak o
sluqajnosti i bez daǉeg testiraǌa.

3.12 Serijska korelacija i Durban Votñonov test
Neka su date dve vremenske serije

X1, X2, X3, ..., Xn

Y1, Y2, Y3, ..., Yn

Zavisnost me�u qlanovima ovih serija meri se ǌihovim uzoraqkim koeficijen-
tom korelacije koji se definixe na slede�i naqin:

rXY =

1
n

n∑
j=1

(Xj −Xn)(Yj − Y n)√
1
n

n∑
j=1

(Xj −Xn)2 1
n

n∑
j=1

(Yj − Y n)2

,

gde je:

Xn =
1

n

n∑
j=1

Xj , Y n =
1

n

n∑
j=1

Yj .

Posmatrajmo sada seriju Xn u odnosu na ǌu samu:

X1, X2, X3, ..., Xn−1 Xn

↓ ↓ ↓
X1, X2, X3, ..., Xn−1 Xn.
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Ako uzmemo parove po oznaqenom pravilu i primenimo formulu za uzoraqki
koeficijent korelacije dobijamo:

r′1 =

1
n−1

n−1∑
j=1

(Xj − A1)(Xj+1 −B1)√
1

n−1

n−1∑
j=1

(Xj − A1)2
1

n−1

n−1∑
j=1

(Xj+1 −B1)2

,

gde je:

A1 =
1

n− 1

n−1∑
j=1

Xj, B1 =
1

n− 1

n−1∑
j=1

Xj+1 .

Ovako uveden koeficijent r′1 naziva se serijski koeficijent korelacije sa ko-
rakom 1.

U opxtem sluqaju serijski koeficijent korelacije sa korakom k je:

r′k =

1
n−k

n−k∑
j=1

(Xj − Ak)(Xj+1 −Bk)√
1

n−k

n−k∑
j=1

(Xj − Ak)2 1
n−k

n−k∑
j=1

(Xj+1 −Bk)2

,

gde je:

Ak =
1

n− k

n−k∑
j=1

Xj, Bk =
1

n− k

n−k∑
j=1

Xj+1 .

Za velike serije i malo k mo�e se koristiti jednostavniji izraz:

r′′k =

n−k∑
j=1

(Xj −Xn)(Xj+k −Xn)√
n−k∑
j=1

(Xj −Xn)2
n−k∑
j=1

(Xj+k −Xn)2

,

ili jox jednostavnije:

rk =

n−k∑
j=1

(Xj −Xn)(Xj+k −Xn)

n−k∑
j=1

(Xj −Xn)2
.
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Mo�e se pokazati da je:

E(r1) ≈
−1

n
, D(r1) ≈

n3 − 2n2 + 2

n2(n2 − 1)
,

pa je pri hipotezi sluqajnosti za veliko n raspodela r1 asimptotñki N (0, 1).
Za koeficijent korelacije rk, pak, va�i:

rk ≈ N
(

−1

n− k − 1
,

n− k − 2

(n− k − 1)2

)
,

pa i on za veliko n i malo k ima asimptotñki N (0, 1) raspodelu.
Zbog ǌihovih osobina uzoraqki koeficijenti korelacije r1, r2, r3, ... mogu se

koristiti za testiraǌe da li u seriji postoje jake korelacione veze sa korakom
1, 2, 3... .

Za proveru da li u seriji postoji autokorelacija sa korakom 1 koristi se
Durban Votñonov test. U testu se koristi slede�a statistika:

D =

n−1∑
j=1

(Xj −Xj+1)
2

n∑
j=1

X2
j

.

Ako realizaciju statistike D oznaqimo sa d, a realizaciju koeficijenta ko-
relacije sa korakom 1 sa r, onda va�i:

d ≈ 2(1− r) ,

odakle sledi da je 0 ≤ d ≤ 4. Pa ako je d ≈ 2 to znaqi da u seriji nema
autokorelacije, ako je d ≈ 4 postoji negativna autokorelacija, a ako je d ≈ 0
postoji pozitivna autokorelacija.
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4 Praktiqna primena testova sluqajnosti

4.1 Meseqni indeks industrijske proizvodǌe u Srbiji u pe-
riodu 1972-1989.

Demonstrira�emo primenu opisanih testova sluqajnosti na konkretnoj vre-
menskoj seriji. Serija je preuzeta iz [4] i predstavǉa meseqni indeks indus-
trijske proizvodǌe u Srbiji u periodu od 1972. do 1989. Svi podaci su dati
u tabeli 4.1.1.

Jan Feb Mar Apr Maj Jun Jul Avg Sep Okt Nov Dec
1972 38.5 41.8 46.6 44.7 46.3 48.0 39.6 39.5 47.3 49.9 48.8 50.7
1973 43.3 44.6 48.8 48.0 50.4 49.7 43.8 46.5 50.4 53.5 51.6 52.4
1974 47.1 48.8 55.0 54.5 55.4 55.9 48.3 50.8 55.5 60.0 56.8 62.4
1975 52.3 54.6 59.4 59.9 58.4 58.5 48.8 51.3 60.5 63.7 59.5 64.8
1976 52.9 56.6 62.1 58.2 58.5 62.1 52.0 56.7 63.2 65.8 64.6 71.6
1977 59.3 62.1 69.0 66.1 66.6 67.0 55.6 63.0 69.6 70.1 68.3 74.5
1978 63.2 67.0 75.9 70.7 72.7 72.7 58.6 68.4 76.0 78.5 75.4 79.6
1979 71.6 73.0 82.6 78.4 79.2 78.1 63.6 72.6 77.7 84.3 81.2 88.2
1980 74.7 80.9 85.3 83.1 81.1 80.3 63.6 73.7 82.5 93.4 88.7 91.2
1981 80.0 88.3 88.7 87.6 84.7 86.2 69.7 77.9 87.5 91.8 90.1 95.9
1982 79.7 81.6 92.6 87.9 83.3 85.8 67.5 79.1 88.0 91.3 86.4 93.7
1983 79.0 81.3 91.4 85.2 82.0 88.4 67.3 79.8 90.6 95.5 92.6 94.4
1984 82.4 83.5 95.0 90.2 87.1 93.3 76.6 84.3 94.4 104.4 100.3 101.5
1985 81.4 86.4 98.7 96.1 95.1 93.8 79.1 86.7 96.4 104.9 99.9 107.5
1986 93.2 94.0 102.8 98.0 95.8 98.2 80.3 86.3 98.4 106.1 104.2 106.0
1987 90.2 98.1 108.0 101.0 97.2 98.9 80.1 85.8 99.9 105.7 102.3 105.6
1988 91.6 100.1 108.9 99.5 97.1 100.0 81.3 88.5 101.6 105.5 100.5 111.2
1989 96.6 99.1 111.2 102.4 102.9 102.9 79.3 89.8 101.2 108.1 103.3 102.7

Tabela 4.1.1: Meseqni indeks industrijske proizvodǌe u Srbiji

Podatke �emo prvo nacrtati kako bismo videli izgled serije. Za crtaǌe,
kao i ostalu analizu i testiraǌa koristi�emo statistiqki program R.

Grafik 4.1.1: Meseqni indeks industrijske proizvodǌe u Srbiji
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Na grafiku 4.1.1 vidimo da serija ima rastu�i trend, kao i to da postoje
sezonske fluktuacije. Me�utim, uticajima ovih komponenti na proveru slu-
qajnosti serije bavi�emo se nexto kasnije. Sada �emo primeniti testove iz
prethodnog poglavǉa na seriju u ovom, nepromeǌenom, obliku.

Prvo �emo primeniiti test taqaka zaokreta koji je prethodno isprogrami-
ran u obliku slede�e funkcije:

testzaokreta<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

Zn<-0

for(j in 1:(n-2))

{

Yj<-(X[j+1]-X[j])*(X[j+2]-X[j+1])

if(Yj<0) Zn<-Zn+1

}

m<-(2*(n-2))/3

d<-(16*n-29)/90

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((Zn-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je: (",-c,",",c,")\n")

}

U ovoj funkciji raqunamo vrednost test statistike, a zatim za ǌenu stan-
dardizovanu vrednost nalazimo interval povereǌa. Kao argumenti funkciji
se prosle�uju serija i nivo znaqajnosti alfa. Funkcija ispisuje vrednost
standardizovane test statistike i sam interval povereǌa. Ako se vrednost
standardizovane test statistike nalazi u intervalu povereǌa onda prihvatamo
hipotezu sluqajnosti H0, a u suprotnom hipotezu odbacujemo. Kada test pri-
menimo na naxu seriju sa nivoom znaqajnosti 0.05 dobijamo slede�i izlaz:

standardizovana vrednost test statistike je: -1.242427

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je:

( -1.959964 , 1.959964 )

Dakle prema ovom testu hipotezu H0 bi trebalo prihvatiti. Me�utim, kao xto
je ranije pomenuto, svaki test se izvodi sa verovatno�om da do�e do grexke pa
je u svakom testiraǌu po�eǉno koristiti xto vixe testova i tek onda doneti
konaqni zakǉuqak.
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Mi �emo, kako zbog demonstracije primene, tako i zbog donoxeǌa samog
zakǉuqka o sluqajnosti, primeniti sve ranije pomenute testove.

Slede�i test koji �emo primeniti je test taqaka rasta. Koristi�emo slede�u
funkciju:

testrasta<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

Rn<-0

for(j in 1:(n-1))

{

Yj<-(X[j+1]-X[j])

if(Yj>0) Rn<-Rn+1

}

m<-(n-1)/2

d<-(n+1)/12

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((Rn-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je: (",-c,",",c,")\n")

}

Funkcija radi na istom principu kao i prethodna i koristi tvr�eǌe da test
statistika Rn ima pribli�no normalnu raspodelu. Ovo tvr�eǌe mo�emo pro-
veriti u R-u. Generisa�emo 1000 uzoraka obima 100 za koje �emo raqunati re-
alizovanu vrednost statistike Rn, a zatim �emo dobijene vrednosti testirati
na normalnost. Za testiraǌe �emo koristiti grafiqke metode, kao i �ark
Bera test.

U nastavku �emo generisati potrebne uzorke i izraqunati realizovane vred-
nosti test statistike. Za generisaǌe uzoraka koristi se funkcija sample().

stat<-c()

for(k in 1:1000){

#izvlacimo prost slucajan uzorak od 100 jedinica

n<-100

uzorak<-sample(serija,n)

#racunamo realizovanu vrednost test statistike

Rn<-0

for(j in 1:(n-1))

{

Yj<-(uzorak[j+1]-uzorak[j])

if(Yj>0) Rn<-Rn+1

}

stat<-c(stat,Rn)}
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Sada kada smo dobili niz podataka obima 1000 mo�emo proveriti da li on
ima normalnu raspodelu. Najlakxi naqin provere je grafiqka provera. Za to
se koriste histogram i q-q plot, koji iscrtava podatke u funkciji teoretñkih
kvantila normalne raspodele. Za to koristimo slede�i kod:

par(mfrow=c(1,2))

hist(stat,main="Histogram test statistike",

xlab="realizovana vrednost test statistike",ylab="frekvencija")

qqnorm(stat,main="Q-Q Plot normalnosti",xlab="teoretski kvantili",

ylab="uzoracki kvantili")

qqline(stat,col=2)

Dobijamo grafik 4.1.2. Kako histogram ima oblik zvona karakteristiqan za
normalnu raspodelu on potvr�uje naxu pretpostavku. Tako�e, kako uzoraqki
kvantili prate liniju teoretñkih kvantila, i na osnovu q-q plot-a mo�emo
zakǉuqiti da test statistika ima normalnu raspodelu.

Grafik 4.1.2: Grafiqka provera normalnosti test statistike

Osim grafiqke provere mo�emo koristiti i konkretniju proveru u vidu
�ark Bera testa.

�ark Bera test je test normalnosti. Ovim testom ispituje se, na osnovu
analize tre�eg i qetvrtog momenta, koliko empirijska raspodela date serije
odstupa od normalne raspodele. Dakle hipoteze ovog testa su :

H0 : serija ima normalnu raspodelu,

H1 : serija nema normalnu raspodelu.
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Test statistika se definixe na osnovu toga xto va�i slede�e:

z3 =

√
n

6

m̂3

σ̂3
: N (0, 1)

z4 =

√
n

24

(
m̂4

σ̂4
− 3

)
: N (0, 1),

gde su m̂3 i m̂4 ocene za tre�i i qetvrti centralni momenat pa je:

JB = z23 + z24 =
n

6

[(
m̂3

σ̂3

)2

+

(
m̂4

σ̂4 − 3
)2

4

]
: χ2

2

Ova aproksimacija va�i asimptotñki, xto znaqi da se statistika JB ponaxa
kao sluqajna promenǉiva sa χ2

2 raspodelom samo za uzorke ve�eg obima. Ukoliko
je realizovana vrednost statistike maǌa od odgovaraju�e kritiqne vrednosti
onda mo�emo smatrati da je serija normalno raspodeǉena.

Za �ark Bera test u R-u postoji ugra�ena funkcija jarque.bera.test(), koja
se nalazi u paketu nortest. Izvrxi�emo testiraǌe niza stat koji predstavǉa
niz realizovanih vrednosti statistike Rn pomo�u slede�eg koda:

library(nortest)

jarque.bera.test(stat)

Jarque Bera Test

data: stat

X-squared = 0.3409, df = 2, p-value = 0.8433

Kao i druge ugra�ene funkcije koje predstavǉaju neke testove i ova funkcija
izbacuje p-vrednost testa. Slede�a definicija objaxǌava ovaj pojam.

Definicija 4.1.1 Neka je s realizovana vrednost test statistike S. Najmaǌi
nivo znaqajnosti na kome bismo hipotezu H0 odbacili pri S = s je p-vrednost
testa.

Kako smo dobili veliku p-vrednost zakǉuqujemo da niz prolazi ovaj test i da
test statistika zaista ima normalnu raspodelu.

Poxto smo zakǉuqili da je tvr�eǌe o raspodeli test statistike taqno
mo�emo se vratiti na test taqaka rasta. Kada izvrximo testiraǌe serije
dobijamo slede�e rezultate:

standardizovana vrednost test statistike je: 4.585592

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je:

( -1.959964 , 1.959964 )
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Dakle ovaj test pokazuje da nultu hipotezu ne treba prihvatiti, odnosno da
serija nije sluqajna. Ovo tako�e potvr�uje naxu pretpostavku da serija ima
rastu�i trend, jer je ovaj test efikasan kada je alternativna hipoteza upravo
da u seriji postoji monotoni trend.

Sada �emo iskoristiti slede�u funkciju:

Ftest<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

Sn<-0

m<-median(X)

for(j in 1:n)

{

Mj<-(X[j]-m)

if(Mj>0) Sn<-Sn+1

}

m<-(n-1)/2

d<-(n-1)/4

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((Sn-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

kako bismo pomo�u Ficovog testa testirali hipotezu sluqajnosti. Kao xto
se mo�e videti i ova funkcija radi isto xto i prethodne. Za izraqunavaǌe
uzoraqke medijane koristi se ugra�ena funkcija median(). Kada izvrximo tes-
tiraǌe dobijamo:

standardizovana vrednost test statistike je: 0.06819943

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Ovaj test potvr�uje rezultate testa taqaka zaokreta. Standardizovana test
statistika upada u interval povereǌa pa zakǉuqujemo da treba prihvatiti
hipotezu H0.

Za slede�e testiraǌe koristi�emo test zasnovan na prelascima medijane.
Koristimo slede�i kod:

medijanatest<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

m<-median(X)

n1<-0

n2<-0

Yj<-c()
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R<-1

for(j in 1:n)

{

if(X[j]>=m)

{

pom<-1

n1<-n1+1

}

else

{

pom<--1

n2<-n2+1

}

Yj<-c(Yj,pom)

}

for(i in 1:(n-1))

{

if(Yj[i]!=Yj[i+1]) R<-R+1

}

m<-(2*n1*n2)/(n1+n2)+1

d<-(2*n1*n2*(2*n1*n2-n))/((n1+n2)^2*(n1+n2-1))

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((R-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

U ovoj funkciji prvo pravimo niz 1 i −1 u zavisnosti da li je element seri-
je ve�i ili maǌi od uzoraqke medijane, a zatim u drugoj petǉi proveravamo
koliko prelazaka postoji u tom novom nizu. Funkcija zatim raquna standardi-
zovanu vrednost test statistike i interval povereǌa za ǌu. Kada primenimo
test na naxu seriju za alfa=0.05 dobijamo:

standardizovana vrednost test statistike je: -11.04843

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Me�utim ovaj test potvr�uje rezultate testa taqaka rasta, koji su suprotni
rezultatima ostala dva testa. Odnosno prema ovom testu hipotezu sluqajnosti
treba odbaciti.
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Slede�i test koji koristimo je Goldov test koraka. On je programiran u
obliku slede�e funkcije u R-u:

testkoraka<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

s<-c()

br<-1

m<-median(X)

y<-c()

for(j in 1:n)

{

if(X[j]>=m) nova=1

else nova=-1

y<-c(y,nova)

}

for(i in 1:(n-1))

{

if(y[i]==y[i+1]) br<-br+1

else{

s<-c(s,br)

br<-1}

}

s<-c(s,br)

pom<-0

Ks<-c()

for(l in 1:max(s)){

for(k in 1:length(s))

{

if(s[k]==l) pom<-pom+1

}

Ks<-c(Ks,pom)

pom<-0

}

EKs<-c()

for(j in 1:max(s))

{

pom<-(n+3-j)/2^(j+1)

EKs<-c(EKs,pom)

}

Q<-sum((Ks-EKs)^2/EKs)

cat("vrednost test statistike je: ",Q,"\n")

c<-qchisq(1-alfa,max(s)-1)

cat("Kriticna oblast testa je (",c,",inf)\n")

}
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U ovoj funkciji prvo pravimo isti niz kao u prethodnoj, a zatim raqunamo
du�ine koraka. U duploj petǉi tra�imo broj koraka du�ine l, a u posled-
ǌoj petǉi raqunamo matematiqko oqekivaǌe EK(s). Funkcija zatim ispisuje
vrednost test statistike, ali, za razliku od prethodnih testova, ova test
statistika nema normalnu raspodelu pa ne pravimo interval povereǌa, ve�
ispisujemo kritiqnu oblast. Kada funkciju pokrenemo za naxu seriju i nivo
znaqajnosti 0.05 dobijamo izlaz:

vrednost test statistike je: 1.163477e+24

Kriticna oblast testa je ( 107.5217 ,inf)

Kako vrednost realizovane test statistike ne upada u kritiqnu oblast za-
kǉuqujemo da nultu hipotezu treba prihvatiti.

Slede�i test koji �emo koristiti je test serija. Test je isprogramiran na
slede�i naqin:

testserija<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

m<-median(X)

Y<-c()

for(j in 1:n)

{

if(X[j]<m)

Y[j]=0

else if(X[j]>m)

Y[j]=1

}

K<-0

for(j in 1:(length(Y)-1))

{

if(Y[j]==Y[j+1])

K<-K+1

}

m<-(n+2)/2

d<-(n*(n-2))/(4*(n-1))

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((K-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}
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U testu prvo pravimo niz nula i jedinica, a zatim u drugoj petǉi brojimo
serije. Kada test pokrenemo za datu seriju i alfa=0.05 dobijamo slede�e:

standardizovana vrednost test statistike je: -11.18483

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Dakle, kako vrednost test statistike ne upada u interval povereǌa zakǉuqu-
jemo da nultu hipotezu treba odbaciti, odnosno da serija nije sluqajna.

Slede�e testiraǌe izvrxi�emo pomo�u testa razlike rangova. Za to �emo
koristiti slede�i kod:

testrangova<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

R<-rank(X)

Sn<-0

for(j in 1:(n-1))

{

Sn<-Sn+abs(R[j+1]-R[j])

}

m<-((n-1)*(n+1))/3

d<-((n-2)*(n+1)*(4*n-7))/90

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((Sn-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

Ovaj test ima jednostavan kod. Za odre�ivaǌe rangova qlanova serije koristi
se ugra�ena funkcija rank(). Poxto test statistika ima normalnu raspodelu
vra�amo se standardnom ispisivaǌu standardizovane vrednosti test statis-
tike i ǌenom intervalu povereǌa. Za alfa=0.05 dobijamo ispis:

standardizovana vrednost test statistike je: -16.53092

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Dakle jox jednom dolazimo do zakǉuqka da nultu hipotezu treba odbaciti.
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Sada �emo na seriju primeniti Fon Nojmanov i Bartelsov test. Dok smo
prvi sami programirali kao funkciju:

Ntest<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

a<-0

b<-0

for(j in 1:(n-1))

{

pom1<-(X[j]-X[j+1])^2

a<-a+pom1

}

for(j in 1:n)

{

pom2<-(X[j]-mean(X))^2

b<-b+pom2

}

Sn<-a/b

Zn<-((Sn-2)/2)*sqrt((n^2-1)/(n-2))

cat("vrednost test statistike je: ",Zn,"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

za drugi u paketu lawstat postoji ugra�ena funkcija bartels.test() koja za
prosle�enu seriju daje p-vrednost testa. Vrximo testiraǌe pomo�u ova dva
testa:

Ntest(serija,0.05)

vrednost test statistike je: -13.49557

95 %-tni interval poverenja za test statistiku je ( -1.959964 , 1.959964 )

bartels.test(serija)

Bartels Test - Two sided

data: serija

Standardized Bartels Statistic = -13.2367, RVN Ratio = 0.199,

p-value <2.2e-16

U prvom test standardizovana vrednost test statistike ne upada u interval
povereǌa, pa zakǉuqujemo da hipotezu treba odbaciti. U drugom testu je do-
bijena izuzetno mala p-vrednost testa, pa dolazimo do istog zakǉuqka.
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Slede�i test koji �emo koristiti je Kendalov test:

Ktest<-function(X,alfa)

{

n<-length(X)

Un<-0

for(k in 1:(n-1))

{

for(j in (k+1):n)

if(X[j]>X[k]) Un<-Un+1

}

Tn<-(4*Un)/(n*(n-1))-1

m<-0

d<-(2*(2*n+5))/(9*n*(n-1))

cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((Tn-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

Za alfa=0.05 dobijamo:

standardizovana vrednost test statistike je: 16.84844

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Dakle i ovaj test nam govori da treba odbaciti hipotezu sluqajnosti.
Ostaje nam jox test korelacije i Durban Votñonov test, koji �emo ovom

prilikom posmatrati kao test korelacije za k = 1. Naime, za oba testa �emo
koristiti jednu funkciju, koja pored uobiqajenih argumenata, serije i nivoa
znaqajnosti, ima jox i vrednost koraka korelacije k. Funkcija je oblika:

testkorelacije<-function(X,k,alfa)

{

n<-length(X)

a<-0

b<-0

for(j in 1:(n-k))

{

a<-a+(X[j]-mean(X))*(X[j+k]-mean(X))

b<-b+(X[j]-mean(X))^2

}

rk<-a/b

m<--1/(n-k-1)

d<-(n-k-2)/(n-k-1)^2
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cat("standardizovana vrednost test statistike je: ",((rk-m)/sqrt(d)),"\n")

c<-qnorm(1-(alfa/2))

cat((1-alfa)*100,"%-tni interval poverenja za standardizovanu test

statistiku je (",-c,",",c,")\n")

}

Test �emo pokrenuti dva puta za vrednosti k = 1 i k = 12. Dobijamo:

> testkorelacije(serija,1,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 13.3749

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(serija,12,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 13.33483

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Dakle u oba sluqaja zakǉuqujemo da korelacija postoji i da treba odbaciti
nultu hipotezu. Ovim smo pokazali da postoji korelacija izme�u susednih
meseci, kao i korelacija izme�u istih meseci razliqitih godina.

Da rezimiramo. U ciǉu testiraǌa sluqajnosti serije koja predstavǉa
meseqni indeks industrijske proizvodǌe u Srbiji u periodu od 1972. do 1989.
izvrxili smo 12 testova. Kao rezultat 9 testova dobili smo da hipotezu
sluqajnosti treba odbaciti, dok smo kod 3 testa doxli do zakǉuqka da istu
hipotezu treba prihvatiti. Ve�ina ovih testova ima svoju slabu taqku, u
smislu da za te testove mo�emo napraviti niz koji �e biti deterministiqki, a
za koji �e test ipak pokazati da je sluqajan. Upravo zbog ove osobine testova
po�eǉno je izvrxiti vixe testiraǌa xto smo mi i uradili. Uzevxi u obzir
rezultate i mane testova mo�emo, sa velikom verovatno�om da smo u pravu,
zakǉuqiti da naxa serija nema osobinu sluqajnosti.

Kako bismo istra�ivaǌe proxirili iz serije �emo odstraniti trend i se-
zonsku komponentu, koje su same po sebi nesluqajne, i iste ove testove pri-
meniti na novonastalu seriju.

Pre svega mo�emo proveriti da li su naxe pretpostavke taqne i da li ova
serija zaista ima trend. Za to mo�emo koristiti Man Kendalov test. Nulta
hipoteza ovog testa je da data vremenska serija x nema trend, nasuprot hipotezi
da trend postoji. Man Kendalova statistika koja se koristi za dobijaǌe test
statistike je:

S =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sgn(xj − xi),

gde je

sgn(xj − xi) =


−1, (xj − xi) < 0
0, (xj − xi) = 0
1, (xj − xi) > 0
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Ova statistika za n > 8 ima pribli�no normalnu raspodelu sa:

E(S) = 0, D(S) =
n(n− 1)(2n+ 5)

18

Iz ove statistike se daǉe formira test statistika:

Zc =


S−1√
D(S)

, S < 0

0, S = 0
S+1√
D(S)

, S > 0

Zc ima standardnu normalnu raspodelu. Pozitivna vrednost test statistike
ukazuje na rastu�i, a negativna vrednost na opadaju�i trend.

U paketu Kendall postoji funkcija MannKendall koja obavǉa test umesto nas.
Kada test primenimo na naxu seriju dobijamo:

MannKendall(serija)

tau = 0.772, 2-sided pvalue =< 2.22e-16

Zbog izuzetno male p-vrednosti mo�emo zakǉuqiti da se poqetna hipoteza od-
bacuje, odnosno da trend postoji. Kako je test statistika, u izlazu testa data
kao tau, pozitivna mo�emo jox zakǉuqiti i da je trend rastu�i.

Sada kada smo sigurni da trend postoji pre�i�emo na ǌegovo uklaǌaǌe iz
serije. Pomo�u ugra�ene funkcije decompose() serija se mo�e razdvojiti na
komponente. Kada na dekomponovanu seriju primenimo funkciju plot dobijamo
grafik 4.1.3.

Grafik 4.1.3: Serija razdvojena na svoje komponente

41



Testovi sluqajnosti u vremenskim serijama Jovana Trajkovi�

Na grafiku se jasno vidi izgled trenda (drugi grafik) i sezonske kompo-
nente (tre�i grafik), kao i kako serija izgleda kada se ove komponente uklone
(qetvrti grafik). Seriju bez nesluqajnih komponenata dobijamo naredbom

serija2<-coredata(decompose(serija)$random)

Na ovu seriju �emo zatim primeniti sve prethodno opisane testove kako bismo
videli da li se nexto izmenilo. Primenom testova dobijamo slede�i ispis:

> testzaokreta(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -2.112742

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testrasta(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -1.088745

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> Ftest(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0.07018624

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> medijanatest(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -2.807484

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkoraka(serija2,0.05)

vrednost test statistike je: 23.12133

Kriticna oblast testa je ( 14.06714 ,inf)

> testserija(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -2.947858

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testrangova(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -3.221842

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )
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> Ntest(serija2,0.05)

vrednost test statistike je: -4.3284

95 %-tni interval poverenja za test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> bartels.test(serija2)

Bartels Test - Two sided

data: serija2

Standardized Bartels Statistic = -3.9159, RVN Ratio = 1.452,

p-value = 9.008e-05

> Ktest(serija2,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 1.202336

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(serija2,1,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 4.035916

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(serija2,12,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 8.337033

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Kao xto vidimo postoje neke razlike. U prva dva testa dobijamo rezultate
suprotne onim koje smo dobili kod prve serije. Kako smo uklonili trend iz se-
rije rezultat drugog testa, da hipotezu treba prihvatiti, je donekle oqekivan,
jer je alternativna hipoteza ovog testa da postoji trend. Rezultati se raz-
likuju jox kod Kendalovog testa i Goldovog testa koraka. Uzrok razliqitog
rezultata kod Kendalovog testa je ponovo alternativna hipoteza koja je ista
kao kod testa taqaka rasta.

Zakǉuqak do koga dolazimo je da, kako 9 od 12 testova pokazuje da hipotezu
treba odbaciti, ni ova serija nije sluqajna. Dakle, iako smo izbacili kompo-
nente za koje znamo da nisu sluqajne, serija i daǉe nema osobinu sluqajnosti.

Slede�i korak koji bismo mogli da preduzmemo kako bismo dobili sluqaj-
nu seriju je da na�emo odgovaraju�i model u koji bismo uklopili poqetnu
seriju. Da bismo doxli do modela mogu�e je da �e pre toga biti potrebne
jox neke transformacije, poput stabilizacije varijanse. Ukoliko je varijansa
promenǉive proporcionalna ǌenoj oqekivanoj vrednosti pogodna transforma-
cija jeste logaritamska. Nakon izbora modela bismo ocenili parametre mod-
ela, a zatim oceǌenu sluqajnu komponentu testirali na sluqajnost.
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4.2 Dnevna deprecijacija deviznog kursa evra prema dolaru
u periodu 2010-2012.

Posmatra�emo dnevnu deprecijaciju deviznog kursa evra prema dolaru u
periodu od 1. januara 2010. do 31. decembra 2012. Dnevna deprecijacija
je pad cena neke valute u odnosu na drugu valutu ili u odnosu na sve druge
valute. Podatke o sredǌem kursu evra i ameriqkog dolara u odnosu na dinar
za dati period preuzeli smo sa internet prezentacije Narodne banke Srbije
(http : //www.nbs.rs/export/sites/default/internet/cirilica/scripts/klperiod.html).

Dnevna deprecijacija dobija se kao prva diferenca logaritmovanog nivoa
deviznog kursa. Diferenciraǌe serije predstavǉa naqin za dobijaǌe sta-
cionarne od nestacionarne serije. Procesi kod kojih se stacionarnost posti�e
diferenciraǌem se nazivaju diferencno stacionarni procesi. U R-u postoji
ugra�ena funkcija diff() koja vrxi diferenciraǌe.

Za razliku od serije koju smo koristili u prethodnoj analizi ova serija je
stacionarna i nema ni trend, ni sezonsku komponentu. Serija se u R-u mo�e
dobiti na slede�i naqin:

dolar<-read.table("dolar.txt")

euro<-read.table("euro.txt")

razlika<-ts(euro$V2-dolar$V2)

razlika.l<-log(razlika)

razlika.d<-diff(razlika.l)

ǋen izgled se mo�e videti na grafiku 4.2.1.

Grafik 4.2.1: Dnevna deprecijacija deviznog kursa evra prema dolaru u periodu
od 1. januara 2010. do 31. decembra 2012.
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Primeni�emo sada na ovu seriju sve testove. Dobijamo slede�e:

> testzaokreta(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.4022225

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testrasta(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -1.005249

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> Ftest(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> medijanatest(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.4721346

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkoraka(razlika.d,0.05)

vrednost test statistike je: 10.98981

Kriticna oblast testa je ( 16.91898 ,inf)

> testserija(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.6901117

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testrangova(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: -0.225363

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> Ntest(razlika.d,0.05)

vrednost test statistike je: -0.3955503

95 %-tni interval poverenja za test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )
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> bartels.test(razlika.d)

Bartels Test - Two sided

data: razlika.d

Standardized Bartels Statistic = -0.1687, RVN Ratio = 1.988, p-value =

0.866

> Ktest(razlika.d,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0.3951551

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(razlika.d,1,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0.3902899

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

> testkorelacije(razlika.d,12,0.05)

standardizovana vrednost test statistike je: 0.7063327

95 %-tni interval poverenja za standardizovanu test statistiku je

( -1.959964 , 1.959964 )

Kao xto vidimo svih 12 testova pokazuje da nultu hipotezu treba prihvatiti.
Odavde zakǉuqujemo da je ova serija zaista sluqajna. Ovakav isõod je bio i
za oqekivati, jer serija nema trend ni sezonsku komponentu, ali i iz drugih
razloga. Naime, vremenska serija realni devizni kurs treba da oscilira
pravilno tokom vremena da bi teorija o paritetu kupovne snage u analizi
deviznog kursa (po kojoj skup dobara treba da koxta pribli�no isto u raz-
liqitim ekonomijama) bila validna. Obratno, odstupaǌe deviznog kursa od
prepoznatǉive putaǌe, u smislu nestacionarnosti vremenske serije, znaqi da
ova teorija nije prihvatǉiva za datu ekonomiju u izabranom periodu.
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5 Zakǉuqak
Vremenske serije su rasprostraǌene u velikom broju razliqitih oblasti

�ivota. Upravo zbog toga raste znaqaj ǌihovog istra�ivaǌa.
Prvi zadatak koji se name�e pri analizi vremenskih serija jeste upravo

testiraǌe sluqajnosti. Kao xto je ve� reqeno, pod pojmom sluqajnosti po-
drazumevamo da se radi o realizaciji niza sluqajnih veliqina X1, ....., Xn koje
su me�usobno nezavisne i sve imaju istu raspodelu verovatno�a. U ovom radu
je predstavǉeno 12 testova sluqajnosti od kojih su neki zasnovani na me�u-
sobnom odnosu qlanova serije, na rangovima, a neki mogu koristiti uzoraqke
medijane ili pak prelaske (korake). Ispravnost nulte hipoteze qesto mo�e da
znaqi da bi se tada konkretni podaci mogli uzimati u proizvoǉnom poretku
pri daǉem izuqavaǌu tj. da se mogu koristiti metode matematiqke statistike.
Ako nulta hipoteza ne va�i, onda se mora poxtovati redosled podataka i za
daǉa istra�ivaǌa mo�emo koristiti granu statistike koja se naziva analiza
vremenskih serija.

Testovi objaxǌeni u radu su obra�eni u programskom paketu R i prime-
ǌeni su na dve vremenske serije, od kojih se jedna odnosi na Meseqni indeks
industrijske proizvodǌe u Srbiji u periodu od 1972-1989. godine, a druga se odnosi
na Dnevnu deprecijaciju deviznog kursa evra prema dolaru u periodu od 2010-2012.
godine. U prvom primeru nismo prihvatili hipotezu o sluqajnosti vremenske
serije, dok u drugom primeru mo�emo na osnovu testiraǌa zakǉuqiti da je
vremenska serija sluqajna. Ukoliko vremenska serija ne pro�e testove slu-
qajnosti, kao xto je sluqaj sa prvom serijom u ovom radu, daǉa istra�ivaǌa
izvrxavamo primenom analize vremenskih serija. Ukoliko, pak, vremenska se-
rija pro�e testove sluqajnosti, kao xto je sluqaj sa drugom serijom za daǉa
istra�ivaǌa mo�emo koristiti i neke statistiqke metode.
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