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Predgovor

Ekvivarijantna topologija se bavi prostorima na kojima postoji dovoǉno
lepo dejstvo neke grupe i preslikavaǌima me�u takvim prostorima. Na
razvoj ekvivarijantne topologije mnogo je uticala ǌena xiroka primena u
rexavaǌu raznih topoloxkih, kombinatornih, geometrijskih i mnogih drugih
problema. Naime, ispostavǉa se da se qesto nekakav matematiqki problem
mo�e svesti na pitaǌe postojaǌa bax ekvivarijantnih preslikavaǌa, tj.
preslikavaǌa koja poxtuju dejstva grupe na domenu i kodomenu.

Jedan od naqina na utvrdimo da li mo�e postojati neko takvo preslika-
vaǌe, jeste da svakom prostoru sa dejstvom grupe pridru�imo neki objekat
(indeks prostora) koji �e sadr�ati dovoǉno informacija o dejstvu na tom
prostoru. Odnos izme�u indeksa dva prostora trebalo bi da na neki naqin
ukazuje na to da li mo�e postojati ekvivarijantno preslikavaǌe me�u ǌima
ili ne.

Naravno, takav objekat nije jedinstven, pa su se pojavili mnogi indeksi,
razliqito definisani, korix�eni za primene u konkretnim problemima. U
ovom radu bi�e opisana dva najpoznatija. Prvi je numeriqki indeks, izuzetno
lep i kombinatoran pojam, a drugi je kohomoloxki Fadel-Huseinijev indeks
koji je znatno mo�niji, ali qije je razumevaǌe mnogo te�e.

Na samom poqetku rada su izlo�eni osnovni pojmovi sa kojima radimo i
ideja test preslikavaǌa. Tako�e, tu su uvedene i standardne oznake. U dru-
goj glavi je definisan numeriqki indeks i pokazana su neka ǌegova svojstva.
Tre�a glava posve�ena je primenama numeriqkog indeksa u raznim inte-
resantnim kombinatornim problemima. Sasvim informativno, u qetvrtoj
glavi je ilustrovan pojam koindeksa, koji je prirodan par indeksu.

U petoj glavi se prelazi na kohomoloxki indeks i ǌegove osnovne oso-
bine. Ve�ina ǌih nije dokazana, ali je navedena radi kompletnije slike o
ovom pojmu. Xesta glava prikazuje Knasterov problem, qijim su se rexa-
vaǌem bavili mnogi matematiqari i rexili samo neke specijalne sluqajeve.
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Pokazano je kako se pojedini od tih sluqajeva mogu rexiti pomo�u koho-
moloxkog indeksa. Nakon toga, u sedmoj i osmoj glavi, pojavǉuju se dva
lepa problema, od onih koje mo�e da razume sasvim malo dete, a retko ko mo�e
da ih rexi. To su problemi upisivaǌa i opisivaǌa kocke oko konveksnog
tela, koji �e biti dokazani (pod odre�enim uslovima) primenom Knasterovog
problema. I na kraju, u devetoj glavi je navedeno nekoliko problema koji
su, verovatno sasvim neoqekivano, povezani sa Knasterovim problemom.

�elim da istaknem da sam prilikom pisaǌa ovog rada vixe znaqaja pri-
davala idejama a maǌe tehniqkim detaǉima. Jedan od razloga je xto neke
tehnike daleko prevazilaze moje znaǌe. Drugi, mnogo liqniji, je to xto me
je u matematici uvek najvixe privlaqila harmoniqna lepota ideja, skladna
kao delo savrxenog Umetnika. Ideja po ideja svakoga od nas vodi da upo-
znaje daǉe, qak i onda kada bax ne zna da odgovori na pitaǌe ,,zaxto tako?”.
Za taj put kroz ideje koje su me oduxevile, i za beskrajno strpǉeǌe u radu
sa mnom, �elim da se zahvalim svom mentoru, profesoru Sinixi Vre�ici,
koji topologiju predaje kao neko ko to savrxeno zna, i xto je mnogo va-
�nije - ko to voli. Tako�e, zahvalnost dugujem i svima ostalima koji su mi
predavali topologiju, posebno Branislavu Prvulovi�u, profesorki Mili
Mrxevi� i Vladimiru Gruji�u. I naravno, profesoru Radetu �ivaǉevi�u,
zato xto je jox davno svojim sjajnim predavaǌima uqinio da poverujem da
je topologija savrxen spoj mo�ne nauke i umetniqke kreativnosti. Bax ono
xto sam �elela.

Beograd, septembar 2013. Marija Jeli�
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1 Osnovni pojmovi

1.1 Dejstva grupa

Poqnimo od osnovnog pojma ekvivarijantne topologije - pojma dejstva grupe.
Taj pojam se definixe za proizvoǉnu topoloxku grupu, ali �emo se mi
ograniqiti na konaqne grupe, a samo pomenuti nekoliko drugih primera.

Def 1. Dejstvo (levo dejstvo) grupe G na topoloxki prostor X je svaka
kolekcija Φ = {ϕg}g∈G homeomorfizama ϕg : X → X koji zadovoǉavaju slede�a
dva uslova:

1) ϕe = 1X, gde je sa e oznaqen neutral grupe G,
2) ϕg ◦ ϕh = ϕgh, za sve g, h ∈ G.

Par (X,Φ), ili kra�e sam X, se u tom sluqaju naziva G-prostorom. Tako�e,
dejstvo elementa g ∈ G na neki element x ∈ X, tj. ϕg(x) se najqex�e oznaqava
sa g · x, ili jox kra�e kao gx. Ako fiksiramo x ∈ X, skup {ϕg(x) : g ∈ G} se
naziva orbitom elementa x pri datom dejstvu.

Specijalno, ukoliko je X simplicijalni (ili �elijski) kompleks na kome
dejstvuje grupa G, ka�emo da je X simplicijalni (�elijski) G-kompleks uko-
liko su jox i sva preslikavaǌa ϕg, g ∈ G simplicijalna (odnosno �elijska).

Def 2. Dejstvo grupe G na prostor X je slobodno ako za svako g ∈ G\{e}
homeomorfizam ϕg nema fiksnih taqaka. Tada tako�e ka�emo da je G-prostor
X slobodan.

Od posebnog znaqaja su dejstva cikliqnih grupa Zn, specijalno grupe Zp,
gde je p prost broj. Primetimo da je dejstvo grupe Zn potpuno odre�eno
homeomorfizmom ϕ1, jer je ϕk = ϕ1 ◦ · · · ◦ ϕ1 = ϕk

1, za svako k. Zato najqex�e
za takvo dejstvo pixemo (X,ϕ), gde je ϕ = ϕ1. U tom specijalnom sluqaju
proveru da li je prostor slobodan nam olakxava slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 3. Za prost broj p, Zp-prostor (X,ϕ) je slobodan ako i samo ako ϕ
nema fiksnih taqaka.

Dokaz. Direktan smer je trivijalan. Obrnuto, neka ϕ nema fiksnih taqaka.
Pretpostavimo suprotno, tj. da za neko k, 1 ≤ k < p i neko x ∈ X va�i
ϕk(x) = ϕk(x) = x. Znamo da postoji k ∈ Zp takvo da je kk ≡p 1. Tada va�i
x = (ϕk)k(x) = ϕkk(x) = ϕ(x), xto je kontradikcija. �

Izme�u G-prostora su posebno interesantna neprekidna preslikavaǌa koja
,,poxtuju” grupu. Neka su data dva G-prostora (X,Φ) i (Y,Ψ).

Def 4. Neprekidno preslikavaǌe f : X → Y je G-ekvivarijantno ako za
svako g ∈ G va�i f ◦ϕg = ψg ◦ f , tj. ako je f(g · x) = g · f(x), za sve g ∈ G, x ∈ X.
Ukoliko postoji G-ekvivarijantno preslikavaǌe f : X → Y , pisa�emo X ≤G Y

ili X
G−→ Y .
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Primeri dejstva grupa

• Verovatno najpoznatije dejstvo je antipodalno dejstvo grupe Z2 = {0, 1}
na sferi Sn. Identiqki element naravno dejstvuje kao identitet, a generator
dejstvuje kao antipodalno preslikavaǌe. Oqigledno, dejstvo je slobodno jer
antipodalno preslikavaǌe nema fiksnih taqaka. Xtavixe, poznato je da je
to jedino netrivijalno slobodno dejstvo na parno-dimenzionalnoj sferi S2n.
Sada mo�emo formulisati Borsuk-Ulamovu teoremu u terminima dejstva
grupa: ne postoji Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe iz sfere Sn+1 u sferu Sn.

• Dejstvo grupe Zn na kru�nicu S1 u ravni, pri
kome generator dejstvuje kao rotacija oko koordinatnog
poqetka za ugao 2π

n
. To dejstvo je slobodno za svaki

prirodan broj n > 1.
• Grupa rotacija ravni oko koordinatnog poqetka

SO(2) tako�e slobodno dejstvuje na kru�nicu S1. Ovo
dejstvo mo�emo videti i na drugi naqin. Posmatrajmo
S1 kao potprostor kompleksne ravni. Na taj naqin S1

sa kompleksnim mno�eǌem ima strukturu grupe. Zato
mo�emo posmatrati dejstvo grupe S1 na prostor S1,
takvo da je homeomorfizam ϕz dat mno�eǌem sa z = eiζ.
Tada je ϕz upravo rotacija za ugao ζ.

• Opxtije, SO(n) dejstvuje na sferu Sn−1 na prirodan naqin, ali to dejstvo
nije slobodno za n > 2. Tako�e, cela ortogonalna grupa O(n) dejstvuje na
Sn−1, a posebno su interesantna srodna dejstva ǌenih podgrupa. Na primer,
grupa rotacija pravilnog ikosaedra je alterniraju�a grupa A5, xto nam daje
dejstvo grupe A5, kao podgrupe od O(3), na ikosaedar.

• Za proizvoǉan prostor X imamo dejstvo simetriqne grupe Sn na pro-
izvodu Xn odre�eno permutovaǌem koordinata. Preciznije, za permutaciju
π ∈ Sn, ϕπ(x1, . . . , xn) := (xπ(1), . . . , xπ(n)). Ovo dejstvo nije slobodno, ali postaje
slobodno kada se izbace sve taqke koje su fiksne pri nekoj od permutacija.
Specijalno, svaka podgrupa od Sn, kao na primer Zn, tako�e dejstvuje na Xn.
Koristi�emo ovo dejstvo na prostoru Rn ili na (Rd)n. Tako�e, primetimo da
imamo nasle�eno dejstvo i na potprostoru Sn−1 ⊂ Rn (pri dejstvu bilo kog
elementa simetriqne grupe, taqke sfere se opet slikaju u taqke sfere).

Spoj prostora. Dejstvo na spoju
Pojam spoja prostora �emo qesto koristiti, pa se najpre sasvim ukratko

podsetimo definicije spoja (eng. join) i osnovnih osobina.
Def 5. Neka su X i Y topoloxki prostori. Spoj X ∗ Y se definixe kao

koliqnik prostor X ∗ Y := (X × Y × [0, 1])/ ∼, gde je ∼ relacija ekvivalencije
zadata sa: (x, y, 0) ∼ (x′, y, 0), za sve x, x′ ∈ X i sve y ∈ Y ; (x, y, 1) ∼ (x, y′, 1), za
sve x ∈ X i sve y, y′ ∈ Y .

Stav 6. Neka su X i Y potprostori od Rn, takvi da su afini potprostori
koji su ǌihovi nosaqi, u opxtem polo�aju. Tada se spoj X ∗Y mo�e videti kao
unija svih segmenata koji povezuju taqke iz X sa taqkama iz Y , tj. va�i:

{tx+ (1− t)y ∈ Rn | t ∈ [0, 1], x ∈ X, y ∈ Y } ≈ X ∗ Y .

Zbog toga se taqke spoja qesto oznaqavaju sa (x, t, y) ili tx⊕ (1− t)y.
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Specijalno, u sluqaju simplicijalnih kompleksa, i spoj �e biti simpli-
cijalni kompleks. Naime, uvedimo pomo�nu oznaku A]B := A× {1} ∪B × {2},
tj. to je ,,oznaqena” disjunktna unija. Tada je spoj simplicijalnih kompleksa
K i L simplicijalni kompleks qija su temena V (K) ] V (L), a sastavǉen je
od simpleksa {F ] G | F ∈ K,G ∈ L}. Sliqno se definixe n-tostruki spoj
kompleksa K: K∗n := K ∗ K ∗ · · · ∗ K ∼= {F1 ] F2 ] · · · ] Fn | F1, F2, . . . , Fk ∈ K}.
Me�utim, mi �emo najqex�e koristiti pojam umaǌenog spoja.

Def 7. Neka je n ≥ k ≥ 2, n, k ∈ N. Tada definixemo slede�e pojmove:
1) n-tostruki umaǌeni spoj topoloxkog prostora X je prostor:

X∗n
∆ := X∗n\{ 1

n
x⊕ 1

n
x⊕ . . .⊕ 1

n
x | x ∈ X},

2) n-tostruki umaǌeni spoj k-tipa simplicijalnog kompleksa K je kompleks:
K∗n

∆(k) := {F1 ] . . . ] Fn ∈ K∗n | svakih k me�u F1, . . . , Fn imaju prazan presek}.
Specijalno, za k = n pixemo K∗n

∆ umesto K∗n
∆(n).

Za naxu primenu je veoma va�no da spoj i umaǌeni spoj simplicijalnih
kompleksa komutiraju, tj. ako su K i L simplicijalni kompleksi, a n ∈ N,
onda va�i slede�e poznato tvr�eǌe.

Stav 8. (K ∗ L)∗n∆
∼= K∗n

∆ ∗ L∗n∆ , (K ∗ L)∗n∆(2)
∼= K∗n

∆(2) ∗ L∗n∆(2). ♦

Tako�e, potreban nam je i pojam spoja preslikavaǌa. Ako su data presli-
kavaǌa f1 : X1 → Y1 i f2 : X2 → Y2, ǌihov spoj f1 ∗f2 : X1 ∗X2 → Y1 ∗Y2 definixe
se na slede�i naqin: (f1 ∗ f2)(tx⊕ (1− t)y) := tf1(x)⊕ (1− t)f2(y).

Sada mo�emo govoriti o dejstvu na spoju. Za date G-prostore (X,Φ) i
(Y,Ψ), prirodno definixemo dejstvo grupe G na spoju X ∗ Y kao Θ = Φ ∗ Ψ,
tj. za svako g ∈ G imamo homeomorfizam θg := ϕg ∗ ψg. Ako su X i Y slobodni
G-prostori, onda im je i spoj slobodan. Tako�e, lako se proverava da je spoj
G-ekvivarijantnih preslikavaǌa G-ekvivarijantno preslikavaǌe.

• Sliqno dejstvu na proizvodu, za proizvoǉan prostor X imamo dejstvo
grupe Sn (kao i svake ǌene podgrupe) i na spoju X∗n. Za permutaciju π ∈ Sn

definixemo ϕπ(t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ · · · ⊕ tnxn) := tπ(1)xπ(1) ⊕ tπ(2)xπ(2) ⊕ · · · ⊕ tπ(n)xπ(n).
• Pomo�u spoja mo�emo videti i slobodno dejstvo grupe Zp na sferi S2n−1.

Znamo da je S2n−1 ≈ (S1)∗n ([18], 4.2.2), pa mo�emo dejstvo grupe Zp primeniti
na svaku od kru�nica spoja i uzeti dejstvo na spoju. Doduxe, isto dejstvo se
mo�e videti i na drugi naqin. Naime, ako S2n−1 posmatramo kao jediniqnu
sferu u Cn, tj. kao {(z1, . . . , zn) ∈ Cn | |z1|2 + . . .+ |zn|2 = 1}, dejstvo generatora
Zp definixemo sa: ϕ1(z1, . . . , zn) = (e

2πi
p z1, . . . , e

2πi
p zn). Zaista va�i ϕp

1 = 1S2n−1.

1.2 Konfiguracioni prostor - test preslikavaǌe

Opiximo sada ideju koju �emo koristiti mnogo puta. To je ideja konfi-
guracionog prostora i test preslikavaǌa koja je veoma qesta u kombinatornoj
geometriji. Naime, recimo da �elimo da poka�emo da postoji kombinatorni
ili geometrijski objekat (graf, particija, raspored taqaka, pravih,...) sa
nekim odre�enim svojstvom. Nazovimo u konfiguraciju rexeǌem naxeg pro-
blema. Tada mo�emo primeniti slede�i metod.
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• Skup svih kandidata me�u kojima tra�imo rexeǌe objedinimo u jedan
prostor, zva�emo ga konfiguracioni prostor. Neka je to prostor X.

• Konstruixemo neprekidno preslikavaǌe iz prostora X u neki drugi,
pa�ǉivo odabrani prostor Y , koje ima za ciǉ da utvrdi da li neka konfigu-
racija jeste ili nije rexeǌe. To preslikavaǌe f : X → Y se naziva test
preslikavaǌe. Ono treba da ima slede�e svojstvo - element x iz X je rexeǌe
naxeg problema ako i samo ako f(x) pripada protprostoru Z od Y . Y se tada
naziva test prostor, a Z ciǉni prostor.
• Pretpostavimo suprotno, da ne postoji rexeǌe, pa test preslikavaǌe

mo�emo posmatrati kao preslikavaǌe sa smaǌenim kodomenom, f : X → Y \Z.
• Sada nam je potrebno da na prostorima X i Y \Z imamo lepo dejstvo neke

grupe G i da preslikavaǌe f poxtuje to dejstvo, tj. f : X
G−→ Y \Z.

• Posledǌi korak je da na neki naqin utvrdimo da takvo preslikavaǌe ne
mo�e postojati. Mi �emo to raditi metodama ekvivarijantne topologije.
Dobijena kontradikcija ukazuje na to da rexeǌe postoji.

U naxem radu �e se tokom ovog postupka vixe puta javǉati isti korak, pa
�emo ga ovde detaǉno proanalizirati. Naime, ciǉ je da za skupove A,B ⊂ Rd

uslov A∩B 6= ∅ iska�emo u terminima proizvoda i spoja A i B. Jedan naqin
bi bio da A × B posmatramo kao potprostor od R2d ∼= Rd × Rd, pa je gorǌi
uslov ekvivalentan uslovu da (A×B) ∩∆ 6= ∅, gde je ∆ ⊂ Rd × Rd dijagonala.

Pokuxajmo isto u terminima spoja. Proizvod A × B mo�emo videti kao
potprostor od A ∗B, gde (a, b) ∈ A×B identifikujemo sa 1

2
a⊕ 1

2
b ∈ A ∗B. Tada

je uslov A∩B 6= ∅ ekvivalentan uslovu (A ∗B)∩∆ 6= ∅, gde je sada dijagonala
∆ skup svih elemenata oblika 1

2
x ⊕ 1

2
x, ∆ ⊂ Rd × Rd ⊂ Rd ∗ Rd. Spoj Rd ∗ Rd

mo�emo videti unutar R2d+1. Zaista, uoqimo utapaǌa ui : Rd → R2d+1, i = 1, 2,
takva da su u1(Rd) i u2(Rd) afini potprostori u opxtem polo�aju. Tada spoj
Rd ∗Rd identifikujemo sa geometrijskim spojem u1(Rd) ∗ u2(Rd). Dijagonala ∆
se identifikuje sa skupom {1

2
u1(x)⊕ 1

2
u2(x)}x∈Rd ⊂ R2d+1. Zato va�i:

A ∩B 6= ∅ ⇔ (u1(A) ∗ u2(B)) ∩∆ 6= ∅.

U ovom sluqaju test prostor bi bio R2d+1, a dijagonala ∆ ciǉni prostor.
Opxtije, neka �elimo da utvrdimo da li va�i

⋂k
i=1Ai 6= ∅ za Ai ⊂ Rd,

i = 1, . . . , k. Tada posmatramo k utapaǌa ui : Rd → RD u opxtem polo�aju, gde je
D = (d+1)k−1. Preciznije, pojam utapaǌa u opxtem polo�aju ka�e da afini
potprostori Ui := ui(Rd), i = 1, . . . , k razapiǌu prostor RD. Na primer, jedna
mogu�nost je da RD posmatramo kao hiperravan U := aff{ej}j∈I, gde je {ej}j∈I

(I = {0, 1, . . . , D}) ortonormirana baza u RD+1 ∼= (Rd+1)⊕k. Tada ui(Rd) mo�emo
videti kao Ui := aff{ej}j∈Ii

, gde je Ii := {j ∈ I | (d+ 1)(i− 1) ≤ j ≤ (d+ 1)i− 1}.
Grupa koja ovde prirodno dejstvuje je simetriqna grupa Sk (ili neka od

ǌenih podgrupa) i ona dejstvuje na test prostoru RD permutovaǌem afinih
potprostora {ui(Rd)}k

i=1. U izabranom primeru posmatramo dejstvo Sk na RD

nasle�eno od dejstva na RD+1 ∼= (Rd+1)⊕k koje permutuje faktore ove dekompo-
zicije. Ciǉni prostor bi nam opet bila dijagonala, samo je ona ovde oblika
∆ = { 1

k
u1(x) ⊕ · · · ⊕ 1

k
uk(x)}x∈Rd. Kada bismo pretpostavili suprotno, pa iz

kodomena test preslikavaǌa izbacili dijagonalu, ortogonalnom pa radija-
lnom projekcijom bismo ekvivarijantno doxli do sfere SD−d−1. A kako se
mo�e dobiti kontradikcija sa pretpostavkom o postojaǌu nekog ekvivari-
jantnog preslikavaǌa, vide�emo na raznim primerima u ovom radu.
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2 Numeriqki indeks

Numeriqki indeks je prvi objekat koji �emo pridru�ivati G-prostorima
radi lakxeg utvr�ivaǌa postojaǌa ili nepostojaǌa G-ekvivarijantnih pre-
slikavaǌa. Na neki naqin to je priliqno kombinatoran pojam. Da bismo
definisali numeriqki indeks, potreban nam je pojam EnG-prostora.

Def 9. Neka je G konaqna grupa i n ∈ N0. Ka�emo da je topoloxki prostor
X tipa EnG (EnG-prostor) ako zadovoǉava slede�e uslove:

1◦ X je slobodan G-prostor,
2◦ X je konaqan simplicijalni G-kompleks ili konaqan �elijski G-kompleks,
3◦ dimX = n,
4◦ X je (n− 1)-povezan.

Najpoznatiji primer EnG prostora je spoj G∗(n+1), gde G posmatramo kao
simplicijalni kompleks dimenzije 0, tj. diskretan prostor od m taqaka, gde
je m = |G|. Na primer, za n = 1, G∗2 je kompletan bipartitni graf Km,m.
Oqigledno, G∗(n+1) �e biti n-dimenzionalan simplicijalni kompleks qime je
ispuǌen tre�i uslov iz definicije. Dejstvo grupe G na ǌoj samoj defini-
xemo sa ϕg(x) := gx. Lako se proverava da je ovo dejstvo slobodno. Tada
dejstvo na G∗(n+1) definixemo kao dejstvo na (n+ 1)-tostrukom spoju:

θg = ϕg ∗ ϕg ∗ . . . ∗ ϕg,

θg(t1x1 ⊕ . . .⊕ tn+1xn+1) = t1ϕg(x1)⊕ . . .⊕ tn+1ϕg(xn+1) = t1gx1 ⊕ . . .⊕ tn+1gxn+1.

Znamo da je to dejstvo tako�e slobodno, pa je G∗(n+1) slobodan simplici-
jalni G-kompleks, qime su ispuǌeni i prvi i drugi uslov. Da je ispuǌen i
qetvrti uslov mo�e se pokazati induktivno, korix�eǌem poznatog tvr�eǌa
o povezanosti spoja. ([18], Stav 4.4.3: Neka je X k-povezan, a Y l-povezan, gde
su oba ova prostora triangulabilna ili �elijski kompleksi. Tada je spoj
X ∗ Y (k + l + 1)-povezan.)

Specijalno, za G = Z2, najpoznatiji primer EnZ2 prostora je sfera Sn.
Poka�imo sada da su svi prostori EnG tipa ravnopravni za svrhe u koje

�emo ih mi upotrebǉavati. To nam govori slede�a lema.

Lema 10. Neka je X (n−1)-povezan G-prostor, a K slobodan konaqan simpli-
cijalni G-kompleks (ili slobodan konaqan �elijski G-kompleks) i dimK ≤ n.
Tada ||K|| G−→ X (gde je sa ||K|| oznaqen poliedar kompleksa K).

Specijalno, za svaka dva EnG prostora X i Y va�i X
G−→ Y .

Dokaz. Detaǉno izvo�eǌe dokaza bi bilo dosta tehniqki naporno, pa
�emo samo ilustrovati glavnu ideju za sluqaj kada je K simplicijalni
kompleks. Tra�eno G-preslikavaǌe konstruixemo induktivno, skeleton po
skeleton kompleksa K. Pretpostavimo da smo konstruisali G-preslikavaǌe
gk−1 : ||K(k−1)|| G−→ X i da �elimo da ga ekvivarijantno proxirimo do presli-
kavaǌa gk : ||K(k)|| G−→ X. Posmatrajmo k-dimenzionalne simplekse u K.
Mo�emo ih podeliti u disjunktne orbite prema dejstvu grupe G. Iz svake



8 Ekvivarijantna teorija indeksa

orbite uoqimo po jedan simpleks i na ǌega proxirimo preslikavaǌe - znamo
da to mo�emo uqiniti koriste�i (k− 1)-povezanost prostora X. Na ostalim
simpleksima iste orbite proxireǌe definiximo pomo�u dejstva grupe G
i proxireǌa na tom jednom simpleksu. Da bismo to mogli jednoznaqno ura-
diti, neophodno je da simpleksi jedne orbite imaju disjunktne reativne inte-
riore, ali to je ispuǌeno. Naime, ako bi se desilo da relativni interior
ϕg(intσ) seqe relativni interior od σ, onda bi moralo biti ϕg(σ) = σ jer je
ϕg simplicijalno i homeomorfizam. Samim tim, ϕg bi moralo imati fiksnu
taqku. Kako je dejstvo slobodno, ϕg mora biti dejstvo identiqkog elementa.�

Sada mo�emo definisati numeriqki indeks:

Def 11. Neka je X G-prostor. Definiximo numeriqki G-indeks prostora
X na slede�i naqin:

indG(X) := min{n ∈ N | X G−→ EnG},
ukoliko je navedeni skup neprazan. (Definicija je korektna jer izme�u svaka
dva prostora tipa EnG postoji G-ekvivarijantno preslikavaǌe.)

Teorema 12.(Svojstva numeriqkog indeksa) Neka je G netrivijalna konaqna
grupa. Tada za G-prostore va�e slede�a tvr�eǌa.

1) (Monotonost) Ako X G−→ Y , onda indG(X) ≤ indG(Y ).
2) (Prirodnost) indG(EnG) = n (za svaki prostor tipa EnG).
3) (Indeks spoja) indG(X ∗ Y ) ≤ indG(X) + indG(Y ) + 1.
4) Ako je X (n− 1)-povezan prostor, tada je indG(X) ≥ n.
5) Ako je K slobodan simplicijalni (ili �elijski) G-kompleks dimenzije n,

onda je indG(K) ≤ n.

Dokaz. Tvr�eǌe 1) sledi direktno iz definicije indeksa. Za dokaz tvr�e-
ǌa 3) dovoǉno je za prostor EnG tipa uzeti G∗(n+1). Ako je indG(X) = n, a
indG(Y ) = m, tada znamo da postoje f1 : X

G−→ G∗(n+1) i f2 : Y
G−→ G∗(m+1). Spoj

tih G-preslikavaǌa je opet G-preslikavaǌe f1 ∗ f2 : X ∗ Y G−→ G∗(n+1) ∗G∗(m+1).
Kako je G∗(n+1) ∗ G∗(m+1) ∼= G∗(n+m+2), imamo da je kodomen En+m+1G prostor.
Time je tvr�eǌe 3) dokazano.

Pretpostavimo da tvr�eǌe 2) va�i. Koriste�i ǌega, direktno imamo da
su tvr�eǌa 4) i 5) posledice leme 10. Preostaje da doka�emo tvr�eǌe 2).
Prirodno je bilo da ga formulixemo me�u ovim osobinama, ali ga zbog
znaqaja izdvajamo i u posebnu teoremu.

Teorema 13.(Borsuk-Ulamova teorema za G-prostore) Ne postoji G-ekvi-
varijantno preslikavaǌe iz proizvoǉnog prostora EnG u prostor En−1G.

Pre dokaza, primetimo da se tvr�eǌe 2) odavde dobija direktno. Naime,
iz definicije indeksa i ovog tvr�eǌa znamo de je indG(EnG) > n− 1, a kako je
identiqko preslikavaǌe na prostoru EnG svakako G-ekvivarijantno, va�i�e
indG(EnG) = n.

Tako�e, za G = Z2 ovo je upravo Borsuk-Ulamova teorema, qime dobijamo
jox jedan od dokaza te teoreme.
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Pre�imo sada na dokaz. Prva ideja je da ne posmatramo dejstvo cele
grupe G ve� neke ǌene podrupe. Naime, ako je H podrupa grupe G, svaki
G-prostor se mo�e posmatrati i kao H-prostor, a svako G-preslikavaǌe kao
H-preslikavaǌe. Pomenimo samo da je to qesta ideja kada dejstvo cele grupe
G nije slobodno, a recimo jeste slobodno dejstvo neke podgrupe. To ne�emo
koristiti u ovom dokazu. Ali, koristi�emo drugu standardnu ideju - znamo
da netrivijalna konaqna grupa G ima podgrupu izomorfnu nekoj cikliqnoj
grupi Zp, za neki prost broj p. Za takvu grupu G i ǌenu podgrupu Zp, svaki
EnG prostor je istovremeno i EnZp prostor.

Dakle, dovoǉno je tvr�eǌe dokazati za G = Zp. Kako izme�u dva EnZp

prostora uvek postoji Zp-ekvivarijantno preslikavaǌe, za prostor tipa EnZp

uzmimo (Zp)
∗(n+1). Oznaqimo K := (Zp)

∗(n+1) i L := (Zp)
∗(n) i posmatrajmo L kao

potprostor od K odre�en sa prvih n komponenti spoja. Uoqimo inkluziju
i : V (L) → V (K) na nivou temena ovih simplicijalnih kompleksa.

Pretpostavimo suprotno tvr�eǌu teoreme, tj. da postoji ekvivarijantno
preslikavaǌe

f : ||K|| Zp−→ ||L||.

Prvo �emo f ,,pretvoriti” u simplicijalno preslikavaǌe. Preciznije, po-
trebna nam je dovoǉno fina simplicijalna podela K̃ kompleksa K, kao i
simplicijalno Zp-preslikavaǌe f̃ : V (K̃) → V (L). Poznato je da se to mo�e
uraditi pomo�u teoreme o simplicijalnoj aproksimaciji ([8], teorema 2C.1).
Potrebno je jox paziti da ta simplicijalna aproksimacija ostane Zp-presli-
kavaǌe, ali i to nije problem. Ne�emo se zadr�avati na tim tehniqkim
detaǉima.

Ostaje da poka�emo da ako je K̃ simplicijalna podela kompleksa K, da
onda ne postoji simplicijalno Zp-preslikavaǌe f̃ : V (K̃) → V (L).

Posmatrajmo kompoziciju pomenutih simplicijalnih Zp-preslikavaǌa:

g := i ◦ f̃ : V (K̃) → V (K).

Izraquna�emo Lefxecov broj ovog preslikavaǌa na dva naqina u ciǉu da
dobijemo kontradikciju.

Prvi pristup je da raqunamo Lefxecov broj na nivou lanaca. Znamo da
simplicijalno preslikavaǌe g : V (K̃) → V (K) indukuje lanqasto preslika-
vaǌe g]k : Ck(K̃) → Ck(K̃), gde je sa Ck(K̃) = Ck(K̃; Q) oznaqena k-dimenzionalna
lanqasta grupa sa racionalnim koeficijentima (iako je K kodomen preslika-
vaǌa g, svaki simpleks iz K mo�e da se napixe kao suma simpleksa iz K̃ na
koje je podeǉen). Tada je Lefxecov broj preslikavaǌa g na nivou lanqastih
preslikavaǌa jednak:

Λ(g) =
∑
k≥0

(−1)k tr(g]k).

Poxto radimo sa racionalnim koeficijentima, Ck(K̃) su zapravo vektorski
prostori, pa su preslikavaǌa g]k zapravo linearni endomorfizmi vektorskih
prostora. Zato im se trag raquna na uobiqajen naqin, kao trag linearnog
preslikavaǌa.
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Baza prostora Ck(K̃) je sastavǉena od svih lanaca eσ koji su 1 na simple-
ksu σ, a 0 inaqe, gde σ prolazi (orijentisane) k-simplekse u K̃. Izraqunajmo
tr(g]k) u ovoj bazi. Kako je g Zp-ekvivarijantno,simpleks σ doprinosi isto
koliko i jox p− 1 simpleksa ǌegove orbite (ovde koristimo da su simpleksi
jedne orbite svi razliqiti). Odatle sledi da je tr(g]k) deǉiv sa p, pa je i
Lefxecov broj Λ(g) deǉiv sa p.

Posmatrajmo sada Λ(g) na nivou homoloxkih grupa. Preslikavaǌe g indu-
kuje preslikavaǌa g∗k : Hk(K,Q) → Hk(K,Q) u homologiji. Prema Hopfovoj
formuli o tragu, Lefxecov broj se mo�e izraqunati na slede�i naqin:

Λ(g) =
∑
k≥0

(−1)k tr(g∗k).

S obzirom na to da je K (n−1)-povezan, na osnovu Hurevi�eve teoreme znamo
da je Hk(K,Q) = O, za 1 ≤ k ≤ n − 1. Zbog toga za Lefxecov broj mo�emo
imati nexto samo u dimenzijama 0 i n. Ali na nivou n homomorfizam g∗n
je trivijalan, jer je zbog funktorijalnosti jednak kompoziciji i∗n ◦ f̃∗n, tj.
faktorixe se kroz trivijalnu grupu Hn(L,Q) (L je (n − 1)-povezan). Odatle
sledi da je Λ(g) = 1, xto je u kontradikciji sa qiǌenicom da je to broj deǉiv
sa p. Time je teorema dokazana. �

Specijalno, primetimo da smo usput dokazali interesantnu qiǌenicu da je
Lefxecov broj Zp-preslikavaǌa triangulabilnog Zp-prostora u ǌega samog,
deǉiv sa p.

Najprimenǉivija je slede�a posledica ove teoreme.

Teorema 14. (Dold) Neka je G netrivijalna konaqna grupa, X n-povezan
G-prostor, a Y slobodan G-prostor takav da je dimY ≤ n (mo�e biti simpli-
cijalni G-kompleks ili �elijski G-kompleks).

Tada ne postoji G-ekvivarijantno preslikavaǌe f : X → Y .

Dokaz. Sledi direktno iz tvr�eǌa 4) i 5) teoreme 12 i svojstva monotonosti
indeksa. �

Navedimo jox jednu teoremu koja �e nam biti neophodna za neke dokaze
u slede�em poglavǉu. Potrebno nam je nekoliko poznatih termina u vezi
simplicijalnih kopleksa, pa ih navedimo ukratko. Znamo da svaki simpli-
cijalni kompleks K definixe poset PK := (K\{∅},⊂) koji se sastoji od svih
nepraznih simpleksa u K ure�enih prema relaciji pripadaǌa (tj. a ⊂ b ako
i samo ako je a strana od b). Tako�e, za svaki poset P mo�emo posmatrati
simplicijalni kompleks svih lanaca u P (u odnosu na ovu relaciju pri-
padaǌa), oznaqimo ga sa ∆(P ). Taj kompleks se naziva ure�ajni kompleks.
Poznato je da je ∆(PK) zapravo bax prva baricentriqka podela K̂ od K.
Sada mo�emo formulisati slede�u va�nu teoremu.
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Teorema 15. (Sarkarijina nejednakost/Teorema o indeksu) Neka je
K konaqan i slobodan simplicijalni G-kompleks, a L ǌegov G-invarijantan
potkompleks. Neka je PK poset pridru�en kompleksu K, a PL poset pridru�en
L (potposet od PK). Neka je jox QL := PK\PL odgovaraju�i komplementaran
potposet, a ∆(QL) ǌemu pridru�en ure�ajni kompleks. Tada va�i:

indG(L) ≥ indG(K)− indG(∆(QL))− 1.

Dokaz. Samo �emo skicirati najva�nije ideje, bez zala�eǌa u tehniqke
detaǉe. Najpre, mo�e se pokazati da su simplicijalni kompleks K i ǌegova
prva baricentriqka podela K̂ = ∆(PK) kao G-kompleksi simplicijalno ekvi-
valentni. Za dokaz ove qiǌenice bi se pratio poznat dokaz da su kompleks K
i ǌegova prva baricentriqa podela K̂ simplicijalno ekvivalentni, a kako
se ekvivalencija konstruixe induktivno simpleks po simpleks, mo�e se bez
texko�a uqiniti ekvivarijantnom. Neka je f1 : K → ∆(PK) pomenuta simpli-
cijalna ekvivalencija. Slede�i korak je da uoqimo G-ekvivarijantno pre-
slikavaǌe f2 : ∆(PK) → ∆(PL) ∗∆(QL) . Zaista, svaki lanac c = {c0 < ... < ck}
u PK mo�e da se prirodno podeli na dva lanca: c′ := c ∩ PL i c′′ := c ∩QL.

Neka je indG(L) = m i indG(∆(QL)) = n. Uzmimo za EmG i EnG simplici-
jalne komplekse G∗(m+1) i G∗(n+1), redom. Tada je EmG ∗ EnG ∼= G∗(m+n+2), xto
je jedan Em+n+1G prostor. Po definiciji indeksa postoje G-ekvivarijantna
preslikavaǌa g : ∆(PL) → EmG i h : ∆(QL) → EnG, za koja mo�emo pretpo-
staviti da su simplicijalna prema ekvivarijantnoj verziji teoreme o simpli-
cijalnoj aproksimaciji. Tada je dobro definisano preslikavaǌe:

g ∗ h : ∆(PL) ∗∆(QL) → EmG ∗ EnG ∼= Em+n+1G.

Na kraju, preslikavaǌe (g ∗ h) ◦ f2 ◦ f1 : K → Em+n+1G je G-ekvivarijantno kao
kompozicija ekvivarijantnih, pa zakǉuqujemo da je indG(K) ≤ m+n+1. Time
je teorema dokazana. �
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3 Primene numeriqkog indeksa

3.1 Neplanarnost grafova

Prvi primer na kome �emo primeniti metod konfiguracionog prostora
i test preslikavaǌa je dokaz neplanarnosti grafa K3,3. Opxta ideja ovog
dokaza �e biti primeǌivana veoma qesto, pa �emo je ovde opisati detaǉno,
a kasnije koristiti bez zala�eǌa u sve detaǉe.

Teorema 16. Kompletan bipartitni graf K3,3 nije planaran. Preciznije,
ako je f : K3,3 → R2 proizvoǉno neprekidno preslikavaǌe, onda postoje dve
disjunktne grane e1 i e2 ovog grafa takve da f(e1) ∩ f(e2) 6= ∅.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji utapaǌe
f : K3,3 → R2 naxeg grafa u ravan. Najpre treba iza-
brati konfiguracioni prostor koji �e reprezentovati
sve parove disjunktnih ivica grafa K3,3. Prirodno je da
to bude umaǌeni spoj (K3,3)

∗2
∆ (jer bax u ǌemu ,,spajamo”

taqno disjunktne strane simpleksa K3,3). Zatim, treba
konstruisati test preslikavaǌe. Uoqimo dva nezavisna
utapaǌa u1, u2 : R2 → R5 o kojima smo detaǉno govorili
u poglavǉu 1.2. ǋihova kompozicija sa f nam daje preslikavaǌa fi = ui ◦ f :
K3,3 → Ui, i = 1, 2, gde je Ui = ui(R2) ⊂ R5. Sada za test preslikavaǌe uzmimo
F : (K3,3)

∗2
∆ → U1 ∗ U2 ⊂ R5 definisano kao spoj preslikavaǌa f1 i f2, tj.

F (tx⊕ (1− t)y) := tf1(x)⊕ (1− t)f2(y).
Prema pretpostavci, slike disjunktnih strana se ne seku, pa va�i da je

F ((K3,3)
∗2
∆ )∩∆ = ∅, gde je ∆ dijagonala spoja u kodomenu. Zato mo�emo posma-

trati preslikavaǌe F sa smaǌenim kodomenom; radi jednostavnosti oznaqimo
ga opet sa F :

F : (K3,3)
∗2
∆ → R5\∆.

Prirodno je da posmatramo dejstvo grupe Z2 koje zameǌuje dve kopije K3,3 u
(K3,3)

∗2
∆ . Sliqno, grupa Z2 zameǌuje potprostore U1 i U2. U poglavǉu 1.2. smo

objasnili kako ona dejstvuje i na celom prostoru R5, ostavǉaju�i pritom
fiksnim taqke dijagonale ∆. Lako se primeti da je F Z2-ekvivarijantno.

Uvedimo standardnu oznaku [n] za diskretan skup od n taqaka. Tada K3,3

mo�emo videti kao spoj [3]∗2. Poxto znamo da spoj i umaǌeni spoj komutiraju,
zakǉuqujemo da va�e slede�e relacije:

(K3,3)
∗2
∆
∼= ([3]∗2)∗2∆

∼= ([3]∗2∆ )∗2 ∼= (S1)∗2 ∼= S3. (1)

Pritom smo uoqili da je [3]∗2∆
∼= S1 (slika desno). Tako�e,

koristili smo poznato tvr�eǌe ([18], 4.2.2) koje ka�e da je
Sk ∗ Sl ∼= Sk+l+1 (k, l ∈ N0).

Zatim, primetimo da je kodomen R5\∆ Z2-ekvivarijantno ho-
motopski ekvivalentan ortogonalnom komplementu dijagonale
bez koordinatnog poqetka, tj. ∆⊥\{0}, a homotopska ekvivale-
ncija je ortogonalna projekcija p : R5\∆ → ∆⊥\{0}. Poxto je
dijagonala dimenzije dva, ∆⊥\{0} je trodimenzionalni pro-
stor bez jedne taqke. On je Z2-ekvivarijantno homotopski
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ekvivalentan sferi S2, pomo�u radijalne projekcije r : ∆⊥\{0} → S2. (Nije
neophodno da imamo homotopske ekvivalencije u opxtem sluqaju. Samo treba
da imamo Z2-ekvivarijantna preslikavaǌa.) Konaqno, kao kompoziciju dobi-
jamo Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe

r ◦ p ◦ F : (K3,3)
∗2
∆ → S2,

pa uz (1) zapravo imamo Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe iz S3 u S2. Me�u-
tim, to je nemogu�e prema Borsuk-Ulamovoj teoremi (ili iz teoreme 13, jer
ne va�i E3Z2

Z2−→ E3Z2). Time je dokaz zavrxen. �

Pomenimo da se na naqin sliqan ovome mo�e pokazati takozvana topoloxka
Radonova teorema. Ona je opxtija verzija poznate kombinatorne teoreme, tj.
,,obiqne” Radonove teoreme.

Teorema 17.(Radonova teorema) Neka je X = {x1, x2, . . . , xd+2} proizvoǉan
skup od d+2 taqke u prostoru Rd. Tada se X mo�e podeliti na dva disjunktna
podskupa qiji se konveksni omotaqi seku. ♦

Ovo tvr�eǌe mo�emo preformulisati na slede�i naqin:

Teorema 18.(Ekivivalent Radonove teoreme) Neka je σd+1 proizvoǉan si-
mpleks dimenzije (d + 1). Tada za svako afino preslikavaǌe f : ||σd+1|| → Rd

postoje dve disjunktne strane F1 i F2 simpleksa σd+1 takve da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) 6= ∅.

♦
Me�utim, pokazuje se da tvr�eǌe navedene teoreme va�i ne samo za afina,

ve� i za sva neprekidna preslikavaǌa.

Teorema 19.(Topoloxka Radonova teorema) Neka je dato proizvoǉno nepre-
kidno preslikavaǌe f : ||σd+1|| → Rd, gde je σd+1 proizvoǉan (d+1)-dimenzionalni
simpleks. Tada postoje dve disjunktne strane F1 i F2 ovog simpleksa takve da
je f(||F1||) ∩ f(||F2||) 6= ∅. ♦

Primetimo jox da s obzirom na to da su tra�ene strane F1 i F2 disjunktne,
one su sadr�ane u granici simpleksa, pa je svejedno da li govorimo o pre-
slikavaǌu celog simpleksa σd+1 ili o preslikavaǌu qiji je domen granica
posmatranog simpleksa (nekad se ova teorema tako formulixe).
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Doka�imo neplanarnost i drugog grafa Kuratovskog.

Teorema 20. Kompletni graf K5 nije planaran.

Dokaz. Pored sliqnog rasu�ivaǌa kao u teoremi 16, koristi�emo i Sarka-
rijinu nejednakost. Pretpostavimo suprotno, da postoji f : K5 → R2 koje je
utapaǌe grafa u ravan. Identifikujmo K5 sa 1-dimenzionalnim skeletonom
σ4

1 4-dimenzionalnog simpleksa σ4. Tada je f : σ4
1 → R2 neprekidno preslika-

vaǌe, za koje ne postoje dve disjunktne ivice e1 i e2 ovog 1-skeletona takve
da je f(e1) ∩ f(e2) 6= ∅, prema pretpostavci. Poka�imo da je to nemogu�e.

Za konfiguracioni prostor izaberimo umaǌeni spoj (σ4
1)
∗2
∆ . Test presli-

kavaǌe izaberimo potpuno isto kao u teoremi 16, F : (σ4
1)
∗2
∆ → U1 ∗ U2 ⊂ R5.

Tako�e, posmatrajmo isto dejstvo grupe Z2 i na isti naqin Z2-ekvivarijantno
preslikajmo kodomen u S2. Dakle, imamo Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe iz
(σ4

1)
∗2
∆ u S2. Poka�imo da ono ne postoji primenom numeriqkog indeksa.
Za razliku od teoreme 16, ovde nije jednostavno odrediti indZ2((σ

4
1)
∗2
∆ ).

Zato posmatrajmo (σ4
1)
∗2
∆ = L kao potkompleks kompleksa K = (σ4)∗2∆ . Za K

znamo da je to zapravo:

K = (σ4)∗2∆
∼= ([1]∗5)∗2∆

∼= ([1]∗2∆ )∗5 ∼= [2]∗5 ∼= S4.

Pritom smo koristili da je [2]∗5 ∼= (S0)∗5 ∼= S4, xto sledi iz poznatog tvr�eǌa
koje ka�e da je (S0)∗n ∼= Sn−1 ([18], 4.2.2). Potreban nam je jox komplementarni
poset QL da bismo primenili Sarkarijinu nejednakost (teorema 15). Prime-
timo se da je QL skup svih parova disjunktnih strana (θ1, θ2) kompleksa (σ4)∗2∆

takvih da je ili dim(θ1) ≥ 2 ili dim(θ2) ≥ 2. (Ne mogu biti ispuǌena oba
ova uslova istovremeno zbog dimenzije - ne postoje dve disjunktne strane
simpleksa σ4 dimenzije ≥ 2). Zato je dobro definisano preslikavaǌe

h : QL → {a1, a2}, h(θ1, θ2) := ai ⇔ dim(θi) ≥ 2,

gde {a1, a2} posmatramo kao dvoelementni poset sa neuporedivim elementima.
Tada h indukuje Z2-ekvivarijanto preslikavaǌe ∆(h) : ∆(QL) → ∆({a1, a2}).
Primetimo da je ∆({a1, a2}) ∼= S0, odakle zbog monotonosti indeksa sledi da
je indZ2(∆(QL)) = 0. Sada na osnovu Sarkarijine nejednakosti znamo da va�i:

indZ2((σ
4
1)
∗2
∆ ) = indZ2(L) ≥ indZ2(K)− 0− 1 = indZ2(S

4)− 1 = 3.

Dakle, zakǉuqili smo da je indZ2((σ
4
1)
∗2
∆ ) > 2 = indZ2(S

2), odakle sledi da ne
postoji Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe iz (σ4

1)
∗2
∆ u S2, xto je u kontradikciji

sa pretpostavkom. Time je tvr�eǌe dokazano. �

Ova teorema je specijalan sluqaj (za d = 1) slede�e, mnogo sadr�ajnije
teoreme, koja se sliqno dokazuje.

Teorema 21. (Van Kampen-Floresova) Neka je d ≥ 1 i neka je K d-skeleton
(2d+ 2)-dimenzionalnog simpleksa. Tada se K ne mo�e utopiti u R2d. Preci-
znije, za svako neprekidno preslikavaǌe f : ||K|| → R2d, postoje dve disjunktne
strane u K qije se slike pri f seku. ♦

Podsetimo se da Vitnijeva teorema ka�e da se svaki d-dimenzionalni
simplicijalni kompleks utapa u R2d+1. Tada iz Van Kampen-Floresove teo-
reme znamo da se u opxtem sluqaju ta dimenzija 2d+ 1 ne mo�e smaǌiti.
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3.2 Problemi Tverbergovog tipa

Doka�imo sada nekoliko tvr�eǌa koja su sliqna tvr�eǌima prethodnog
poglavǉa u dimenziji vixe, posebno po naqinu na koji se dokazuju. Posma-
tramo kakve polo�aje mogu imati konfiguracije taqaka u prostoru R3.

Teorema 22. Svaki skup C od 9 taqaka u R3 mo�e da se podeli na tri
neprazna disjunktna skupa: C = C1 ∪ C2 ∪ C3, tako da va�i

conv(C1) ∩ conv(C2) ∩ conv(C3) 6= ∅.

Dokaz. Teoremu mo�emo preformulisati na slede�i naqin. Neka je σ8

kanonski 8-dimenzioni simpleks. Skup C ⊂ R3 odre�uje linearno preslika-
vaǌe L : σ8 → R3 kojim se vrhovi simpleksa slikaju u taqke skupa C. �elimo
da poka�emo da postoje tri disjunktne strane θ1, θ2 i θ3 simpleksa σ8 takve da
je L(θ1)∩L(θ2)∩L(θ3) 6= ∅. Naglasimo da u dokazu nigde ne�emo koristiti da je
L linearno preslikavaǌe ve� �emo dokazati tvr�eǌe za bilo koje neprekidno
preslikavaǌe L : σ8 → R3.

Pretpostavimo, dakle, suprotno, da postoji neprekidno L : σ8 → R3 koje
ne zadovoǉava prethodni uslov. Poxto su nam potrebne trojke disjunktnih
strana po parovima, za konfiguracioni prostor uzmimo umaǌeni spoj (σ8)∗3∆(2).
Iz tog prostora konstruixemo test preslikavaǌe u (R3)∗3 ⊂ R11 sliqno kao
u dokazu teoreme 16, tj. kao trostruki spoj preslikavaǌa L komponovanog
sa utapaǌima (F (t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ t3x3) := t1u1(L(x1)) ⊕ t2u2(L(x2)) ⊕ t3u3(L(x3)), gde
ui : R3 → R11, za i = 1, 2, 3). Dakle, to je preslikavaǌe:

F : (σ8)∗3∆(2) → R11.

Posmatrajmo dejstvo grupe Z3, koje na domenu i kodomenu cikliqno pomera
koordinate spoja (za kodomen je detaǉno objaxǌeno u poglavǉu 1.2). Tada je
F oqigledno Z3-ekvivarijantno. S obzirom na naxu pretpostavku da pri L
slike nikoje tri disjunktne strane nemaju zajedniqku taqku, F ((σ8)∗3∆(2)) ne seqe
dijagonalu, pa smaǌimo kodomen i imamo Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe:

F : (σ8)∗3∆(2) → R11\∆.

Primetimo da je sada dejstvo na kodomenu slobodno. Poxto je ∆ dimenzije 3,
R11\∆ mo�emo Z3-ekvivarijantno preslikati u sferu S7, prvo ortogonalnim
pa radijalnim projektovaǌem. Komponuju�i to preslikavaǌe sa F dobijamo:

(σ8)∗3∆(2)

Z3−→ S7.

Izraqunajmo sada indekse ovih prostora za grupu Z3. Standardno imamo:

(σ8)∗3∆(2) = (σ8)∗3∆(2)
∼= ([1]∗9)∗3∆(2)

∼= ([1]∗3∆(2))
∗9 ∼= E8Z3.

(Primetili smo da je [1]∗3∆(2) diskretan skup od 3 taqke pa je pretposledǌi
prostor zaista E8Z3.) Odatle sledi da je indZ3((σ

8)∗3∆(2)) = 8. Sa druge strane,
poxto je Z3-dejstvo na S7 slobodno, indZ3(S

7) = 7. Kontradikciju dobijamo na
osnovu svojstva monotonosti indeksa. �
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Sada �emo videti da ako dodamo jox 2 taqke, mo�emo zahtevati kakvi
taqno da budu ovi podskupovi.

Teorema 23. Neka je C skup od 11 taqaka u prostoru R3. Tada postoje
po parovima disjunktni troelementni skupovi C1, C2, C3 ⊂ C takvi da va�i
conv(C1) ∩ conv(C2) ∩ conv(C3) 6= ∅.

Dokaz. Ovaj dokaz idejno prati dokaz teoreme 20. Prirodno da konfigu-
racioni prostor bude baziran na 2-skeletonu σ10

2 simpleksa σ10. Poxto su
nam potrebne trojke disjunktnih dvodimenzionalnih strana, uzmimo umaǌeni
spoj (σ10

2 )∗3∆(2) i oznaqimo ga sa L. L mo�emo videti kao potkompleks kompleksa
K = (σ10)∗3∆(2), za koji va�i:

K ∼= ([1]∗11)∗3∆(2)
∼= ([1]∗3∆(2))

∗11 ∼= [3]∗11 ∼= E10Z3.

Posmatrajmo dejstvo grupe Z3 na K kao cikliqno dejstvo na spoju. Iz pretho-
dne veze sledi da je indZ3(K) = 10. Primetimo za je L ǌegov Z3-invarijantan
potkompleks, pa mo�emo primeniti Sarkarijinu nejednakost. Poset QL, koji
je komplementaran posetu PL unutar PK, sastavǉen je od svih ure�enih trojki
(θ1, θ2, θ3) ∈ (σ10)∗3∆(2), takvih da za neko i ∈ {1, 2, 3} va�i da je dimenzija θi bar
4. Poxto znamo da je dim(θ1) + dim(θ2) + dim(θ3) ≤ 11, zakǉuqujemo da najvixe
dva od ovih simpleksa imaju dimenziju ve�u ili jednaku 4.

Definiximo zato preslikavaǌe:

h(θ1, θ2, θ3) = (ε1, ε2, ε3),

gde je εi = 0 ili 1 zavisno od toga da li je
dim(θi) ≤ 3 ili ne. Pritom h : QL → S, gde
S mo�emo videti na dva naqina. Jedan je kao
P([3])\{∅, [3]}, a drugi kao poset ivica granice
trougla, pa je ∆(S) ∼= S1 ∼= E1Z3. Primetimo
da je preslikavaǌe h monotono (u smislu ure-
�enosti poseta) i indukuje Z3-ekvivarijantno
simplicijalno preslikavaǌe ∆(h) iz ∆(QL) u
∆(S). Zato je indZ3 ∆(QL) ≤ 1. Konaqno, pri-
menom Sarkarijine nejednakosti imamo da je
ind(L) ≥ 10− 1− 1, tj.

indZ3((σ
10
2 )∗3∆(2)) ≥ 8.

Odredivxi indeks konfiguracionog prostora zavrxili smo najva�niji
deo dokaza. Sada mo�emo pretpostaviti suprotno tvr�eǌu teoreme i posma-
trati potpuno isto test preslikavaǌe kao i u prethodnoj teoremi. Kao i
tamo, zakǉuqili bismo da postoji Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe iz (σ10

2 )∗3∆(2)

u sferu S7 sa slobodnim dejstvom grupe Z3, xto je oqigledno nemogu�e zbog
monotonosti indeksa. Time je dokaz zavrxen. �

Teorema 22 je samo specijalni sluqaj jedne veoma poznate i lepe teoreme.
Naime, bavimo se podelama skupa taqaka u prostoru neke dimenzije na vixe
podskupova qiji konveksni omotaqi treba da imaju neprazan presek. Pre
svega, nije mnogo texko pokazati da za svaka dva broja d i r postoji broj
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T = T (d, r) takav da svaki skup A od T taqaka u Rd mo�e da se podeli u r
disjunktnih podskupova A1, A2, . . . , Ar takvih da je

⋂r
i=1 conv(Ai) 6= ∅. Ciǉ nam

je da na�emo xto boǉu procenu za T (d, r), koju nam daje slede�a teorema.

Teorema 24.(Tverberg) Neka su dati prirodni brojevi d ≥ 1 i r ≥ 2. Tada
se svaki skup od (d+ 1)(r − 1) + 1 taqaka u Rd mo�e podeliti na r disjunktnih
podskupova A1, A2, . . . , Ar takvih da je

⋂r
i=1 conv(Ai) 6= ∅. ♦

Svaka takva particija skupa taqaka naziva se Tverbergova particija.
Pogledajmo malo konkretne primere. Za r = 2 imamo upravo Radonovu teo-

remu. Za d = 1 u teoremi posmatramo skup od 2r−1 taqaka na realnoj pravoj.
Ako su te taqke razliqite, postoji samo jedna Tverbergova particija (ako
oznaqimo taqke prema rasporedu: x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ x2r−1, izaberemo skupove
Ai = {xi, x2r−i}, za 1 ≤ i ≤ r − 1, a neka je Ar = {xr}).

Na slici je prikazan primer dve Tverbergove particije za d = 2 i r = 3
(tada imamo 7 taqaka). Pokazuje se da tvr�eǌe generalno ne va�i kada imamo
maǌe od (d+ 1)(r− 1) + 1 taqaka. Opiximo samo idejno kako se mo�e konstru-
isati kontraprimer. Neka su v1, v2, . . . , vd+1 temena pravilnog simpleksa u Rd

i neka je Bi skup od r − 1 taqaka koje le�e ,,veoma blizu” temenu vi. Tada ne
postoji Tverbergova particija skupa B := B1∪B2∪ · · ·∪Bd+1 na r disjunktnih
delova qiji konveksni omotaqi imaju neprazan presek.

Originalni dokaz Tverbergove teoreme je izuzetno komplikovan. Ali,
postoji topoloxka verzija Tverbergove teoreme iz koje sledi Tverbergova
teorema za sluqaj kada je r prost broj.

Teorema 25.(topoloxka Tverbergova teorema) Neka je p prost, a d ≥ 1
prirodan broj i neka je N = (d+1)(r−1). Tada za proizvoǉnu neprekidnu funkciju
f : ||σN || → Rd postoji p disjunktnih strana F1, . . . , Fp simpleksa σN takvih da
va�i f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ · · · ∩ f(||Fp||) 6= ∅. ♦

Dokaz topoloxke Tverbergove teoreme ne�emo navoditi jer je on sasvim
isti kao dokaz teoreme 22, samo moramo pa�ǉivo odabrati dimenzije. Pre-
ciznije, test preslikavaǌe �e biti oblika F : (σN)∗p∆(2) → (Rd)∗p.

Za kraj ovog poglavǉa, navedimo jox jedno vizuelno lepo tvr�eǌe koje
se tako�e mo�e pokazati postupkom koji smo koristili u ovom poglavǉu.

Teorema 26. Neka je C skup od 5 crvenih, 5 plavih i 5 belih taqaka u pro-
storu R3. Tada postoje tri trougla takva da svaki ima temena sve tri boje,
da su im skupovi temena me�usobno disjunktni po parovima, a da je presek sva
tri neprazan. ♦
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3.3 Problem deǉeǌa ogrlice
Prika�imo primenu numeriqkog indeksa na jox jednom primeru koji se

razlikuje od prethodnih. U pitaǌu je takozvani problem deǉeǌa ogrlice,
koji se neformalno mo�e ispriqati kroz kratku priqu. Naime, nekoliko
lopova je ukralo dragocenu ogrlicu, sastavǉenu od razliqitih dragih ka-
menova. Poxto ne znaju koji kamen koliko vredi, (a to su ipak lopovi pa
nipoxto ne bi hteli da neko dobije vixe) oni �ele da podelu izvrxe tako da
svako dobije istu vrednost od svake vrste dragih kamenova. Tako�e, lanqi�
na kome su kamenovi je izuzetno vredan, pa bi hteli da podelu izvrxe sa
xto je mogu�e maǌe seqeǌa lanqi�a. Naravno, lanqi� se mo�e otvoriti na
jednom mestu. Pitaǌe je sa koliko najmaǌe seqeǌa lanqi�a mogu da podele
ogrlicu, kakav god da je raspored kamenqi�a.

Mi �emo posmatrati naravno ,,matematiqku” i neprekidnu verziju ovog
problema, kao da nisu u pitaǌu kamenqi�i ve� neke razne legure. Pokaza�emo
sa koliko seqeǌa uvek mo�emo da podelimo lanac, kao i da u opxtem sluqaju
ne mo�emo sa maǌe.

Teorema 27. Neka su µ1, µ2, . . . , µd neprekidne verovatnosne mere na [0, 1].
Neka je q ≥ 2 prirodan broj i N = d(q−1). Tada postoje particija segmenta [0, 1]
na N + 1 podsegmenata I1, . . . , IN+1 pomo�u N rezova i particija skupa indeksa
[N + 1] na podskupove S1, S2, . . . , Sq takve da va�i:∑

j∈Sk

µi(Ij) =
1

q
, za i = 1, 2, . . . , d i k = 1, 2, . . . , q.

(Imamo q lopova, a d razliqitih dragocenih materijala. Svaki od skupova Sk

,,govori” koje podsegmente dajemo k-tom lopovu - one qiji je indeks element
skupa Sk.)

Dokaz. Najpre �emo dokazati teoremu za sluqaj kada je broj q prost, a
onda �emo na kraju induktivno dokazati tvr�eǌe za proizvoǉan broj lopova.

Dakle, neka je q prost broj. Osnovna ideja je da svim mogu�im podelama
segmenta [0, 1] me�u lopovima pomo�u N rezova, pridru�imo taqke umaǌenog
spoja ||(σN)∗q∆(2)||, gde je sa σN oznaqen kanonski N-dimenzionalni simpleks.

Neka je data proizvoǉna takva podela ogrlice lopovima. To znaqi da
imamo particiju segmenta [0, 1] na N + 1 segmenata I1, . . . , IN+1 (numerisanih
od leva na desno) i particiju skupa [N + 1] na podskupove S1, S2, ..., Sq.

Kanonski simpleks σN sadr�an je u RN+1 i zadat sa:

σN = {x ∈ RN+1 | x1, . . . , xN+1 ≥ 0, x1 + x2 + . . .+ xN+1 = 1}.

ǋegovi vrhovi le�e na koordinatnim osama prostora RN+1, pa izme�u ǌih i
skupa indeksa [N+1] imamo prirodnu bijekciju. Datoj podeli me�u lopovima
treba pridru�iti neki element umaǌenog spoja ||(σN)∗q∆(2)||, koja ima oblik
T = t1X1 ⊕ t2X2 ⊕ . . . ⊕ tqXq. Dakle, treba odrediti koeficijente tk i taqke
Xk ∈ σN . Najpre, za proizvoǉno k ∈ {1, 2, . . . , q}, definiximo tk kao ukupan
zbir du�ina segmenata koje je dobio k-ti lopov, tj.

tk :=
∑
j∈Sk

l(Ij).
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(Sa l(I) je oznaqena du�ina segmenta I.) Time je postignuto da va�i
q∑

k=1

tk = 1.

Xk je taqka u prostoru RN+1, pa �emo je definisati pokoordinatno. Ako
je tk = 0, Xk ne utiqe na ovaj element spoja pa je dovoǉno definisati Xk

kada tk 6= 0. Neka su koordinate taqke Xk oznaqene sa (Xk)j, j ∈ [N + 1].
Definiximo:

(Xk)j :=

{
1
tk
· l(Ij), j ∈ Sk,

0, j /∈ Sk.

Drugim reqima, ideja je da ,,rastegnemo” segmente date k-tom lopovu tako
da ostanu u istom odnosu a da im zbir du�ina bude jednak 1, dok segmente
date ostalim lopovima skupimo svaki ponaosob u taqku. Time posti�emo da

je
N+1∑
j=1

(Xk)j = 1, pa taqka Xk zaista pripada σN . Kao ilustracija prikazan je

primer za q = 3 lopova, d = 3, a posmatramo drugog lopova (X2).

Na osnovu naqina na koji smo definisali T , jasno je da T pripada spoju
(σN)∗q. Xtavixe, ona pripada umaǌenom spoju (σN)∗q∆(2), jer simpleks nosaq
svake od taqaka Xk ima skup temena sadr�an u skupu Sk, pa svi Xk-ovi imaju
disjunktne nosaqe.

Pokuxajmo da definixemo i obrnuto pridru�ivaǌe. Uoqimo proizvoǉni
element T = t1X1 ⊕ t2X2 ⊕ . . . ⊕ tqXq ∈ ||(σN)∗q∆(2)||. Posmatrajmo prethodno za-
date relacije. Za poqetak uzmimo za skup Sk temena nosaqa taqke Xk. Time
�e skupovi Sk biti disjunktni ali ne znaqi da �e pokrivati ceo skup [N + 1]
jer mogu postojati segmenti du�ine 0. Ono xto na jedinstven naqin mo�emo
odrediti su du�ine segmenata I1, . . . , IN+1 i kom lopovu je dodeǉen svaki od
segmenata koji nije nulte du�ine (koji nije samo taqka). Ipak, ne mo�emo na
jedinstven naqin odrediti kom lopovu da dodelimo intervale du�ine 0.

Me�utim, to nam nije ni neophodno, jer na jedinstven naqin mo�emo defi-
nisati funkciju f : ||(σN)∗q∆(2)|| → (Rd)q koja lepo opisuje podelu me�u lopovima.
Za T ∈ ||(σN)∗q∆(2)|| definiximo:

f(T )i,k :=
∑
j∈Sk

µi(Ij), i = 1, . . . , d, k = 1, . . . , q.
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Preslikavaǌe f je neprekidno jer su date mere neprekidne. Tako�e, f je
Zq-ekvivarijantno preslikavaǌe kada posmatramo uobiqajena dejstva grupe
Zq na ovim prostorima, tj. cikliqno pomeraǌe koordinata spoja na domenu,
odnosno proizvoda na kodomenu.

Pretpostavimo sada suprotno tvr�eǌu teoreme, da za neki raspored mera
nemamo nijednu �eǉenu podelu me�u lopovima. Tada f(||(σN)∗q∆(2)||) ne seqe
dijagonalu ∆ u proizvodu (Rd)q (dijagonala ∆ je d-dimenzionalna), pa mo�emo
posmatrati isto Zq - ekvivarijantno preslikavaǌe sa su�enim kodomenom
(radi jednostavnosti oznaqimo ga istim imenom):

f : ||(σN)∗q∆(2)||
Zq−→ (Rd)q\∆.

Me�utim, poka�imo da takvo preslikavaǌe ne mo�e postojati zbog svojstva
monotonosti indeksa. Naime, zbog komutiraǌa spoja i umaǌenog spoja va�i:

(σN)∗q∆(2)
∼= ((σ0)∗(N+1))∗q∆(2)

∼= ((σ0)∗q∆(2))
∗(N+1) ∼= (Dq)

∗(N+1),

gde Dq oznaqava diskretan prostor od q taqaka. Tako smo dobili upravo
prostor ENZq-tipa, pa je indZq domena jednak N . Xto se prostora (Rd)q\∆
tiqe, na do sada mnogo puta prikazan naqin pokazuje se da postoji Zq - ekvi-
varijantno preslikavaǌe iz ǌega u sferu Sd(q−1)−1 (ortogonalna projekcija na
komplement dijagonale, pa radijalna projekcija). Sledi da je indZq kodomena
maǌi ili jednak d(q − 1)− 1 = N − 1, xto je u kontradikciji sa monotonox�u
numeriqkog indeksa. Time je teorema dokazana u sluqaju kada je q prost.

Doka�imo sada teoremu za proizvoǉan broj lopova, ve�i od 1. S obzirom
na to da znamo da teorema va�i za sve proste brojeve q, dovoǉno je da
poka�emo slede�e: ako teorema va�i za neke brojeve q = q1 i za q = q2,
da onda va�i i za q = q1 · q2 (za iste mere µ1, . . . , µd). To se pokazuje vrlo
jednostavno. Znamo da mo�emo da podelimo segment pravilno na q1 lopova
sa N1 = d(q1 − 1) seqeǌa. Svaki deo koji bismo dali nekom od q1 lopova je
konaqna unija segmenata sa merama, pa lako vidimo da i na ǌega mo�emo pri-
meniti teoremu, sada za q = q2. Taj deo dakle mo�emo pravilno podeliti sa
N2 = d(q2 − 1) rezova. Time imamo pravilnu podelu na q1 · q2 lopova, a ukupno
smo napravili

N = N1 + q1 ·N2 = dq1 − d+ q1 · d(q2 − 1) = −d+ q1dq2 = d(q1q2 − 1) rezova.

Tako je teorema u potpunosti dokazana. �

Radi kompletnosti problema, poka�imo da je ovo najboǉa mogu�a ocena.
Zaista, ako imamo d mera raspore�anih pravilno, u nizu jedna po jedna, lako
se vidi da svaku moramo podeliti sa q − 1 rezova da bismo dobili pravilnu
podelu. Time �emo napraviti taqno d(q − 1) rezova (kao na slici za q = 4).
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4 Koindeks

Indeks G-prostora smo definisali posmatraju�i preslikavaǌa qiji je
kodomen prostor EnG-tipa. Dualno, mo�emo posmatrati preslikavaǌa qiji
je domen EnG-tipa. Tada imamo i dualni objekat, G-koindeks prostora.
Poxto je ova glava sasvim informativnog tipa, definiximo samo Z2-koindeks
i pogledajmo jedan primer vezan za ǌega.

Def 28. Z2-koindeks prostora X definixe se na slede�i naqin:

coindZ2(X) := max{n ≥ 0 | Sn Z2−→ X},

ukoliko je navedeni maksimum konaqan broj.

Direktno iz definicija indeksa i koindeksa sledi da je

coindZ2(X) ≤ indZ2(X).

Kada �elimo da ograniqimo indeks prostora odozdo, mi qesto konstru-
ixemo neko preslikavaǌe Sn Z2−→ X. Primetimo da tada tako�e ograniqavamo
i koindeks naxeg prostora.

Prirodno je zapitati se za koliko se indeks i koindeks razlikuju. Tako�e,
posebno su interesantni prostori kojima su indeks i koindeks jednaki. Takve
prostore nazivamo sre�enim.

Mo�e se pokazati da za sre�ene prostore va�i jedno lepo tvr�eǌe. Naime,
ako su X i Y sre�eni slobodni Z2-prostori, tada va�i X

Z2−→ Y ako i samo
ako je indZ2(X) ≤ indZ2(Y ).

Iako bi se na prvi pogled qinilo da su sre�eni prostori retki, zapravo
se ispostavǉa da su nesre�eni prostori maǌe uoqǉivi od sre�enih. Nave-
dimo samo jedan lep primer nesre�enog prostora - to je M2, orijentabilna
povrx roda 2. Dejstvo ν grupe Z2 na ǌoj definixemo kao antipodalno presli-
kavaǌe u odnosu na centar simetrije (slika jednu ,,ruqku” u drugu). To
dejstvo je oqigledno slobodno.

Doka�imo da je M2 nesre�en prostor. Prvi korak je da poka�emo da je
coindZ2(M2) ≤ 1, tj. da ne postoji preslikavaǌe S2 Z2−→ M2. Pretpostavimo
suprotno, da postoji f : S2 Z2−→ M2. Poznato je da je R2 univerzalno natkri-
vaǌe za sve orijentabilne povrxi osim sfere S2, pa uoqimo takvo natkrivaǌe
p : R2 → M2. Na osnovu poznatih tvr�eǌa osnovnog kursa topologije, f se
mo�e podi�i do R2, tj. postoji neprekidno preslikavaǌe f̃ : S2 → R2 takvo da
va�i p ◦ f̃ = f . Me�utim, prema Borsuk-Ulamovoj teoremi, postoje dve anti-
podalne taqke sfere S2 koje f̃ slika u istu. Samim tim, i f �e ih slikati
u istu taqku, pa f ne mo�e biti Z2-ekvivarijantno, xto je kontradikcija.
Dakle, coindZ2(M2) ≤ 1.
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Poka�imo jox da je indZ2(M2) ≥ 2, tj. da ne postoji Z2-ekvivarijantno
preslikavaǌe iz M2 u S1. Pretpostavimo suprotno i neka f : M2

Z2−→ S1.
Restrikcija tog preslikavaǌa na sredixǌu kru�nicu (crvena kru�nica na
slici), je jedno Z2-preslikavaǌe S1 → S1, koje mora biti ,,na” (u suprotnom
bismo prema Borsuk-Ulamovoj teoremi imali dve antipodalne taqke koje se
slikaju u istu, xto je u kontradikciji sa ekvivarijantnox�u). Zbog toga
je ta restrikcija homoloxki netrivijalna. Me�utim, sredixǌa kru�nica
S1 jeste granica u M2, pa je homoloxki trivijalna. Dobijena kontradikcija
ukazuje na to da je M2 zaista prostor kod koga je koindeks strogo maǌi od
indeksa.

Tako�e, lep primer nesre�enog prostora je i Xtifelova mnogostrukost
V2,n sa (slobodnim) Z2-dejstvom zadatim sa (v1, v2) → (−v1,−v2). Pokazuje se
da za neparno n va�i: coindZ2(V2,n) = n− 2 < indZ2(V2,n) = n− 1.

Na kraju priqe o numeriqkom indeksu i koindeksu napomenimo da se u
literaturi pojavǉuje i mnogo drugih indeksa numeriqkog tipa. Ve�ina ǌih
se nalazi izme�u koindeksa i indeksa. Jedan interesantan je Jangov parame-
tar pridru�en Z2-prostoru, koji dosta liqi na indZ2. Pomo�u tog parametra,
Jang je pokazao izuzetno lepa tvr�eǌa (teoreme Burgin-Jang tipa) od kojih
�emo navesti slede�u.

Teorema 29. Ako je (X, ν) Z2-prostor koji ima Jangov indeks jednak n, i
ako je f : X → Rm neprekidno preslikavaǌe, tada je skup {x ∈ X | f(x) = f(ν(x))}
dimenzije bar n−m. ♦

Time je priqa o numeriqkim indeksima u ovom radu zavrxena, a ono xto
sledi je indeks sasvim drugaqijeg karaktera - kohomoloxki indeks prostora.
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5 Kohomoloxki Fadel - Huseinijev indeks

5.1 Definicija. Osnovne osobine

U ovoj glavi izlo�i�emo kohomoloxku teoriju indeksa prema radu Fadela
i Huseinija, [4]. Kohomoloxki Fadel-Huseinijev indeks se definixe na
priliqno opxti naqin, za sve multiplikativne kohomoloxke teorije h∗ i
kompaktne Lijeve grupe G. Mi �emo se baviti samo standardnom kohomolo-
gijom. Tako�e, ukoliko nije drugaqije naglaxeno, G �e biti konaqna grupa.

Neophodan pojam ekvivarijantne topologije je pojam klasifikacionog pro-
stora BG i univerzalnog G-raslojeǌa EG → BG. EG je kontraktibilan
�elijski G-kompleks na kome grupa G dejstvuje slobodno. U naxem sluqaju
(G konaqna) mo�emo ga videti kao beskonaqni spoj: EG := G ∗ G ∗ G ∗ · · ·, a
dejstvo grupe G kao uobiqajeno dejstvo na spoju. Kada posmatramo prostor
orbita pri ovom dejstvu dobijamo:

BG := EG/G - klasifikacioni prostor grupe G.

Na primer, lako se vidi da je EZ2 = S∞, a BZ2 = RP∞.
Pokazuje se da je G → EG → BG jedno G-raslojeǌe. Xtavixe, to je uni-

verzalno G-raslojeǌe, u smislu da za svaki slobodan �elijski G-kompleks
X i ǌegovo G-raslojeǌe X → X/G, postoji jedinstveno (do na homotopiju)
preslikavaǌe αX : X/G → BG, takvo da je X → X/G povlaqeǌe raslojeǌa
EG→ BG pomo�u αX.

Sada mo�emo pre�i na postupnu definiciju kohomoloxkog indeksa.
Neka je K poǉe ili komutativan prsten, a X proizvoǉan G-prostor. Posma-

trajmo konstantno preslikavaǌe c : X → ∗. Mno�eǌem sa EG, ono indukuje
drugu projekciju p : X ×EG→ EG. Preslikavaǌe p je G-ekvivarijantno kada
posmatramo na domenu dijagonalno dejstvo (g(x, e) := (gx, ge)). Tada je dobro
definisano preslikavaǌe prostora orbita:

(EG×X)/G→ EG/G = BG.

Uvedimo oznaku XG := (EG ×X)/G. Prethodno navedeno preslikavaǌe indu-
kuje homomorfizam u kohomologiji sa koeficijentima u K:

p∗ : H∗(BG; K) → H∗(XG; K).

Def 30. Kohomoloxki Fadel-Huseinijev indeks prostora X definixe se kao
jezgro homomorfizma p∗, tj.

IndG(X) := ker(p∗ : H∗(BG; K) → H∗(XG; K)).

Naravno da IndG(X) zavisi od K, ali ne�emo komplikovati oznaku.
Prednost kohomoloxkog u odnosu na numeriqki indeks je xto daje boǉu

klasifikaciju G-prostora. U pitaǌu je ideal u prstenu H∗(BG; K). Najqe-
x�e je to ideal generisan polinomima. Podsetimo se zato da se proizvod
dva ideala I1 i I2 definixe kao ideal generisan svim elementima oblika x·y,
gde je x ∈ I1, y ∈ I2. Oqigledno je da va�i da je I1 · I2 ⊂ I1 ∩ I2.
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Navedimo jox jednu poznatu qiǌenicu. Poxto je G-dejstvo na EG slo-
bodno, projekcija p : X × EG→ EG indukuje fibraciju

X → XG → BG.

Ukoliko je i dejstvo grupe G na prostoru X slobodno imamo jednosta-
vniju situaciju. Naime, posmatrajmo projekciju na X, π : X × EG → X.
Poxto je ta projekcija G-ekvivarijantna, ona indukuje preslikavaǌe pro-
stora orbita, za koje se pokazuje da je raslojeǌe sa slojem EG (jer je dejstvo
na X slobodno):

EG→ XG
π′−→ X/G.

Posmatraju�i dugi taqan niz homotopskih grupa i koriste�i kontrakti-
bilnost prostora EG, zakǉuqujemo da je π′ slaba homotopska ekvivalencija,
pa je za dovoǉno lepe prostore (CW -tipa) to i homotopska ekvivalencija.

Zato za sluqaj slobodnog dejstva na X u definiciji indeksa umesto XG

mo�emo pisati X/G, tj. IndG(X) := ker(p∗ : H∗(BG; K) → H∗(X/G; K)). Tako�e,
mo�emo govoriti o fibraciji X → X/G→ BG.

Navedimo sada osnovne osobine kohomoloxkog indeksa.

1) (MONOTONOST) Ako va�i X
G−→ Y , onda imamo:

IndG(X) ⊃ IndG(Y ).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji f : X
G−→ Y . Koristi�emo samo komuta-

tivnost dijagrama na slici. Najpre posmatramo konstantna preslikavaǌa i
dijagram oqigledno komutira. Pomno�imo zatim svaki od prostora sa EG i
posmatrajmo odgovaraju�e proizvode preslikavaǌa. Svako od tri preslika-
vaǌa u drugom trouglu je G-ekvivarijantno i trougao komutira, pa komutira
i dijagram preslikavaǌa prostora orbita (i dobro je definisan). Konaqno,
tada imamo komutativan dijagram u kohomologiji, samo sa obrnutim streli-
cama. Dakle, va�i f ∗ ◦ p∗Y = p∗X, odakle sledi da je ker p∗Y ⊂ ker p∗X.

�
2) (ADITIVNOST) Ako G-prostori X1 i X2 qine isecaju�i par, tj. ako

su oba otvoreni potprostori od X1 ∪ X2, ili su oba potkompleksi �elijskog
kompleksa X1 ∪X2, onda va�i:

IndG(X1) · IndG(X2) ⊂ IndG(X1 ∪X2).

3) (NEPREKIDNOST) Ako je A zatvoren G-invarijantan potprostor od X,
onda za neki otvoren G-invarijantan prostor U , U ⊃ A, va�i:

IndG(U) = IndG(A).

4) (Teorema o indeksu) Neka je f : X → Y G-ekvivarijantno preslikavaǌe, B
zatvoren G-invarijantan potprostor od Y i A = f−1(B) ⊂ X. Tada va�i:

IndG(A) · IndG(Y \B) ⊂ IndG(X).

Dokazi svojstava 2)-4) su tehniqki zahtevniji.
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5.2 Indeksi nekih prostora
Navex�emo sada neke poznate izraqunate indekse.
1) H∗(BZ2; Z2) ∼= Z2[t] je polinomijalni prsten sa jednim generatorom di-

menzije 1. Z2-indeks sfere Sn (sa standardnim antipodalnim dejstvom Z2) je
glavni ideal generisan polinomom tn+1, tj.

IndZ2(S
n) = (tn+1) ⊂ Z2[t].

2) Neka je p neparan prost broj. Poznato je da je H∗(BZp; Zp) ∼= Zp[a, b]/(a
2)

tj. to je polinomijalni prsten sa generatorima a i b, dimenzija 1 i 2, redom,
i jednom relacijom a2 = 0.

U prvoj glavi smo objasnili da je sfera neparne dimenzije Zp-prostor.
Pokazuje se da je ǌen Zp-indeks slede�eg oblika:

IndZp(S
2n−1) = (bn) ⊂ Zp[a, b]/(a

2).

3) Tako�e, navedimo jox i jedan primer indeksa gde G nije konaqna grupa.
(Indeks se analogno definixe, ali treba biti pa�ǉiviji sa klasifika-
cionim prostorom i nekim drugim detaǉima.)

U prvoj glavi smo videli da imamo dejstvo kru�nice U(1) = S1 (posmatramo
je kao podgrupu od C\{0}) na svaku neparno-dimenzionalnu sferu S2n−1. Poz-
nato je da je H∗(BU(1); Z) ∼= Z[t] gde je generator t dimenzije 2. Pokazuje se
da je odgovaraju�i indeks:

IndU(1)(S
2n−1) = (tn) ⊂ Z[t].

Mo�e se pokazati i nexto opxtije od navedenih tvr�eǌa. Naime, neka je
G neka od grupa iz prethodnih primera i K odgovaraju�i prsten koji smo
posmatrali. Tada znamo slede�e indekse prostora EnG:

� za G = Z2 i K = Z2, IndG(EnG) = (tn+1);
� za G = Zp i K = Zp, IndG(E2nG) = (abn);
� za G = Zp i K = Zp, IndG(E2n−1G) = (bn);
� za G = U(1) i K = Z, IndG(E2n−1G) = (tn). ♦

5.3 Izraqunavaǌe indeksa
Sada �emo videti kako se mo�e raqunati indeks proizvoda i spoja pro-

stora, kao i koje su posledice toga. U ovom odeǉku �emo pretpostavǉati da
je K poǉe.

Teorema 31.(indeks proizvoda) Neka je X1 G1-prostor, a X2 G2-prostor.
Posmatrajmo X1 × X2 kao G1 × G2-prostor ((g1, g2)(x1, x2) := (g1x1, g2x2)). Tada
va�i:

IndG1×G2(X1 ×X2) = IndG1(X1)⊗H∗(BG2) +H∗(BG1)⊗ IndG2(X2),

gde su dati kohomoloxki prstenovi H∗(BG1) i H∗(BG2) posmatrani sa koefi-
cijentima u datom poǉu K.

Dokaz. Direktno sledi iz Kinetove formule kada primetimo da za prostor
B(G1 ×G2) mo�emo uzeti BG1 ×BG2. �
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Posledica 32. Neka je X1 G1-prostor, a X2 G2-prostor. Neka su dati ko-
homoloxki prstenovi: H∗(BG1; K) ∼= K[x1, . . . , xk] i H∗(BG2; K) ∼= K[y1, . . . , yl].
Pretpostavimo jox da su indeksi prostora X1 i X2 slede�i ideali: IndG1(X1) =
(f1, . . . , fm) i IndG2(X2) = (g1, . . . , gn) (zadati preko generatora). Tada je

IndG1×G2(X1 ×X2) = (f1, . . . , fm, g1, . . . , gn),

tj. ideal u prstenu K[x1, . . . , xk, y1, . . . , yl] generisan svim polinomima fi, gj.

Primer 33. Posmatrajmo proizvod dejstvo grupe T (k) = Z2 × Z2 × · · · × Z2

(k puta) na proizvod sfera Sn1 × · · · × Snk. Iz prethodnog tvr�eǌa i prvog
primera iz prethodnog poglavǉa imamo da je:

IndT (k)(S
n1 × · · · × Snk) = (tn1+1

1 , . . . , tnk+1
k ) ⊂ Z2[t1, . . . , tk].

Jox jednu posledicu dobijamo kada u teoremi 31 za jedan od prostora
(npr. X2) uzmemo taqku.

Posledica 34. Neka je X1 G1-prostor, a za prostor X2 uzmimo taqku posma-
tranu kao G2-prostor. Tada va�i:

IndG1×G2(X1) = IndG1(X1)⊗H∗(BG2),

gde G1 ×G2 dejstvuje na X1 kao: (g1, g2)(x) = g1x.

Pre�imo sada na tvr�eǌa vezana za indeks spoja prostora. Za razliku od
proizvoda, sada nemamo taqnu jednakost ideala, ve� samo znamo neke odnose.

Teorema 35.(indeks spoja) Neka je X1 G1-prostor, a X2 G2-prostor. Posma-
trajmo dejstvo grupe G1 × G2 na spoju X1 ∗ X2 definisano na uobiqajen naqin:
(g1, g2)(x1, t, x2) = (g1x1, t, g2x2). Tada va�e slede�e relacije:

IndG1×G2(X1 ∗X2) ⊂ [IndG1(X1)⊗H∗(BG2)] ∩ [H∗(BG1)⊗ IndG2(X2)]; (1)

IndG1×G2(X1 ∗X2) ⊃ [IndG1(X1)⊗H∗(BG2)] · [H∗(BG1)⊗ IndG2(X2)]. (2)

Dokaz. Prostor X1 mo�emo videti kao (G1 × G2)-potprostor spoja X1 ∗X2,
odakle na osnovu monotonosti indeksa va�i:

IndG1×G2(X1) ⊃ IndG1×G2(X1 ∗X2).

Zatim na osnovu prethodne posledice znamo da va�i IndG1(X1)⊗H∗(BG2) ⊃
IndG1×G2(X1∗X2). Na sliqan naqin i X2 mo�emo videti kao (G1×G2)-potprostor
spoja X1∗X2 i dobiti analognu vezu. Oqigledno, time je tvr�eǌe (1) dokazano.

Da bismo dokazali (2), predstavimo spoj X1 ∗X2 kao slede�u uniju:

X1 ∗X2 = Y1 ∪ Y2, gde je

Y1 = {[x1, t, x2] ∈ X1 ∗X2 | t ∈ [0, 2
3
)},

a Y2 = {[x1, t, x2] ∈ X1 ∗X2 | t ∈ (1
3
, 1]}.

Tada Y1 i Y2 qine isecaju�i par, a istovremeno su (G1 ×G2)-potprostori.
ǋihova unija je qitav spoj, pa kad primenimo aditivnost dobijamo:
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IndG1×G2(X1 ∗X2) ⊃ IndG1×G2(Y1) · IndG1×G2(Y2).

Oqigledno je da je svaki od potprostora Yi homotopski ekvivalentan pro-
storu Xi, i = 1, 2. Time u prethodnoj formuli Yi mo�emo zameniti sa Xi,
i = 1, 2. Konaqno, primenom posledice 34 dobijamo tvr�eǌe teoreme. �

Uvedimo na kratko slede�e oznake radi jednostavnijeg zapisa. Neka je
p1 := IndG1(X1), p2 := IndG2(X2), Λ1 := H∗(BG1) i Λ2 := H∗(BG2). Ako identi-
fikujemo p1 sa p1⊗ 1 i p2 sa 1⊗ p2, onda imamo p1 · p2 = (p1⊗Λ2) · (Λ1⊗ p2). Tada
formulu dobijenu prehodnom teoremom mo�emo zapisati na slede�i naqin:

IndG1×G2(X1 ∗X2) ⊃ IndG1(X1) · IndG2(X2).

Posledica 36. Ukoliko je p1 · p2 = (p1 ⊗ Λ2) ∩ (Λ1 ⊗ p2), onda va�i:

IndG1×G2(X1 ∗X2) = IndG1(X1) · IndG2(X2).

�

Posmatrajmo sada dejstvo iste grupe G na dva G-prostora X1 i X2. Neka G
dejstvuje na X1×X2 i X1∗X2 dijagonalno, tj. g(x1, x2) = (gx1, gx2) na proizvodu
i g(x1, t, x2) = (gx1, t, gx2) na spoju. Potpuno analogno stavovima za dve razli-
qite grupe dokazuju se slede�a dva stava:

Stav 37. IndG(X1 ×X2) ⊃ IndG(X1) ∩ IndG(X2).

Dokaz. Svaka od projekcija πi : X1 × X2 → Xi, i = 1, 2, je G-ekvivarijantno
preslikavaǌe. Na osnovu monotonosti va�i IndG(X1×X2) ⊃ IndG(Xi) za i = 1, 2,
qime je dokaz zavrxen. �

Stav 38. IndG(X1 ∗X2) ⊃ IndG(X1) · IndG(X2). �
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5.4 Kohomoloxka verzija Doldove teoreme

Doka�imo sada teoremu koja je opxtija od Doldove teoreme u sluqaju
kada imamo grupu G sa dovoǉno lepim prostorom BG. Naime, ne tra�imo
trivijalnost homotopskih grupa domena, ve� samo trivijalnost kohomolo-
xkih grupa sa koeficijentima u G. Ka�emo da je putno povezan G-prostor
X G-n-povezan ako su kohomoloxke grupe Hk(X;G) trivijalne za 1 ≤ k ≤ n.
Za razliku od ve�eg dela ovog rada koji nije tra�io mnogo komplikovan
tehniqki aparat, dokaz ove teoreme zahteva korix�eǌe Serovog spektralnog
niza fibracije. Zato podrazumevamo poznavaǌe nekoliko teorema iz [19].
Tako�e, ima�emo koeficijente u grupi G pa naglaxavamo da G mora biti i
prsten.

Teorema 39. Neka je G konaqan prsten, a X i Y putno povezani �elijski
G-kompleksi takvi da grupa G slobodno dejstvuje na Y . Tako�e, neka postoji
prirodan broj n takav da je X G-n-povezan prostor, a dimY ≤ n. Neka je jox
kohomoloxka grupa Hn+1(BG;G) netrivijalna.

Tada ne postoji G-ekvivarijantno preslikavaǌe iz X u Y .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da su ispuǌeni uslovi teoreme za pro-
store X i Y i da va�i X

G−→ Y . Posmatrajmo Fadel-Huseinijeve indekse
IndG(X) i IndG(Y ). Znamo da je IndG(X) ⊃ IndG(Y ) na osnovu monotonosti
indeksa. Ideja dokaza je slede�a - pokaza�emo da je

Hn+1(BG;G) ⊆ IndG(Y ) (1)

i da Hn+1(BG;G) * IndG(X), (2)

odakle �emo dobiti kontradikciju.

Poxto je dejstvo grupe G na Y slobodno, znamo da je IndG(Y ) = ker p∗Y ,
p∗Y : H∗(BG;G) → H∗(Y/G;G). Kako je dimY ≤ n, a dejstvo grupe G slobodno,
sve kohomoloxke grupe prostora Y/G u dimenzijama ve�im od n su trivijalne.
Dakle, u tim dimenzijama, jezgro homomorfizma p∗Y je cela odgovaraju�a ko-
homoloxka grupa prostora BG. Odatle va�i:

Hk(BG;G) ⊂ IndG(Y ), za svako k ≥ n+ 1,

qime smo dokazali (1).

Dokaz tvr�eǌa (2) je dosta zahtevniji. Znamo da je IndG(X) = ker p∗X, gde
p∗X : H∗(BG;G) → H∗(XG;G). Zanima nas xta se u tom indeksu nalazi u di-
menziji n+1, tj. Indn+1

G (X) = ker(p∗X : Hn+1(BG;G) → Hn+1(XG;G)). Posmatrajmo
kohomoloxki Serov spektralni niz fibracije X → XG → BG. Poznata teo-
rema (T 5.2. u [19]) ka�e da postoji spektralni niz {E∗,∗

r , dr} koji konvergira
ka H∗(XG;G), sa svojstvom:

Ep,q
2
∼= Hp(BG;Hq(X;G)),

gde su Hq(X;G) lokalni koeficijenti.
Odredimo xta se nalazi u nultoj vrsti u E2. Poxto je X putno povezan,

poznato je da va�i Hp(BG;H0(X;G)) = Hp(BG;H0(X;G)). Tako�e, znamo da je
H0(X;G) ∼= G, pa su elementi nulte vrste:
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Ep,0
2 = Hp(BG;G).

Poka�imo da je iznad toga n trivijalnih vrsta. Zaista, za 1 ≤ q ≤ n
Hq(X;G) je trivijalna grupa, pa je dejstvo π1(BG) → Aut(Hq(X;G)) trivi-
jalno, zbog qega se lokalni koeficijenti pretvaraju u obiqne. Dakle, imamo:

Ep,q
2 = Hp(BG;Hq(X;G)) = Hp(BG; O) = O, za 1 ≤ q ≤ n.

Sada mo�emo da odredimo Indn+1
G (X). Zapravo, poka�imo da je Indn+1

G (X)
trivijalna grupa, tj. da je p∗X monomorfizam u dimenziji n + 1. Jox jedna
poznata teorema (T.5.9. iz [19]) ka�e da je to p∗X jednako slede�oj kompoziciji:

Hn+1(BG;G) = En+1,0
2 � En+1,0

3 � · · · � En+1,0
n+1 � En+1,0

n+2 = En+1,0
∞ ⊂ Hn+1(XG;G).

Posledǌa inkluzija je naravno 1-1, pa ostaje jox da doka�emo da je svaki
od prethodnih epimorfizama i monomorfizam.

Znamo da je

En+1,0
3 = H(En+1,0

2 ) = ker d′2/ im d′′2,

gde su d′2 i d′′2 prikazani na slici. Me�utim, ker d′2
∼= En+1,0

2 , jer sve ide u
nulu, a im d′′2

∼= O jer je domen od d′′2 bax O. Dakle, prvi epimorfizam �e biti
monomorfizam.

Tako�e, na svaki od epimorfizama En+1,0
k � En+1,0

k+1 mo�emo da primenimo
isto rasu�ivaǌe, jer kada se u spektralnom nizu jednom pojavi nula, i u svim
slede�im qlanovima �e na tom mestu biti nula, pa �emo na svim narednim
”stranama” spektralnog niza imati iste trivijalne vrste.

Time smo zakǉuqili da je p∗X zaista monomorfizam u dimenziji n+1, pa je
Indn+1

G (X) = O. S obzirom na netrivijalnost grupe Hn+1(BG;G), odatle sledi
tvr�eǌe (2).

Konaqno, na osnovu (1), (2) i monotonosti indeksa dobijamo kontradikciju,
qime je teorema dokazana. �

Me�utim, primena kohomoloxkog indeksa zahteva izuzetno poznavaǌe koho-
mologije, pa �emo se u ovom radu ograniqiti samo na primenu u razmatraǌu
jednog velikog problema koji je rexen samo u malobrojnim sluqajevima. To
je Knasterov problem kome je posve�eno slede�e poglavǉe.
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6 Knasterov problem

6.1 Formulacija. Poznata rexeǌa

Knasterov problem je toliko opxti, da u sebi sadr�i mnoge lepe kombina-
torne topoloxke probleme. Tako�e, ǌegova rexeǌa imaju sasvim neoqekivane
interesantne primene. Poqnimo na pomalo nestandardan naqin - definici-
jom rexeǌa Knasterovog problema.

Def 40. Neka su n, k i m fiksirani prirodni brojevi, n > 1 i neka je
A = {A1, A2, . . . , Ak} skup taqaka na sferi Sn−1 ⊂ Rn. Ka�emo da je skup A
rexeǌe Knasterovog problema za date brojeve n, k i m, redom, ako za svaku
neprekidnu funkciju f : Sn−1 → Rm postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da va�i:

f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ak)).

Dakle, problem bi bio odrediti sva rexeǌa za razne n, k i m. Radi jedno-
stavnosti, u ovoj glavi �e n uvek biti dimenzija prostora u kome posmatramo
sferu, k broj taqaka na ǌoj, a m dimenzija dolaznog prostora. Prvobitno,
Knaster (u [13]) je problem formulisao samo za k = n −m + 1, xto se ispo-
stavǉa da je jedan od najintrigantnijih sluqajeva.

Ve� za n = 3 i m = 1 problem nije ni pribli�no rexen. A tek za ostale
dimenzije znaju se samo pojedinaqni sluqajevi.

Poznata rexeǌa Knasterovog problema:
• ([12]) n = 3, k = 3, m = 1:
A1, A2, A3 vrhovi ortonormiranog repera na sferi S2;
• ([5]) n = 3, k = 3, m = 1:
A1, A2, A3 temena jednakostraniqnog trougla na sferi S2;
• ([11]) n = 3, k = 3, m = 1:
A1, A2, A3 temena jednakokrakog trougla na sferi S2;
• ([6]) n = 3, k = 3, m = 1:
A1,A2,A3 proizvoǉne razliqite taqke na sferi S2

qine rexeǌe Knasterovog problema.

• ([21]) n = k, m = 1:
A1, A2, . . . , An vrhovi ortonormiranog repera sfere Sn−1.

Ovaj rezultat �e nam biti izuzetno znaqajan za problem opisivaǌa kuba
oko proizvoǉnog tela.

Pored navedenih, interesantni su i sluqajevi centralno simetriqnih
sistema taqaka na sferi, tj. krajeva konaqno mnogo dijametara sfere.
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• ([3]) n = 3, k = 4, m = 1:
A1, A2, A3, A4 - krajevi dva ortogonalna dijametra S2;
• ([14]) n = 3, k = 4, m = 1:
A1, A2, A3, A4 - krajevi dva proizvoǉna dijametra S2;
• ([7]) n = 3, k = 4, m = 1:
A1, A2, A3, A4 - temena proizvoǉnog ravanskog pravouga-

onika upisanog u sferu S2, qine rexeǌe Knasterovog
problema.

Dakle, za n = 3 (sfera S2) i m = 1 (kodomen je prava),
svake tri taqke qine rexeǌe Knasterovog problema i svake
qetiri taqke koje su temena ravanskog pravougaonika tako�e
qine rexeǌe Knasterovog problema.

Pokazano je da nikojih pet taqaka sfere u ovom sluqaju nisu rexeǌe
Knasterovog problema, kao i da nikoje qetiri nekomplanarne taqke sfere
S2 nisu rexeǌe Knasterovog problema (dokaz ove qiǌenice je specijalan
sluqaj ni�e navedenog opxtijeg stava 41). Ostaje jox otvoreno pitaǌe da
li proizvoǉne qetiri komplanarne taqke na sferi S2 qine rexeǌe Knaste-
rovog problema. Pokazani su jedino specijalni sluqajevi.

Navedimo jox nekoliko poznatih Knasterovih rexeǌa.
• ([2], [22]) n ∈ N, k = 2(n− 1), m = 1: A1, A2, . . . , A2n−3, A2n−2 - krajevi n− 1

po parovima ortogonalnih dijametra sfere Sn−1.
• ([1]) n ∈ N, k = n, m = 1: A1, A2, . . . , An temena pravilnog (n − 1)-dime-

nzionog simpleksa upisanog u sferu Sn−1.

Primetimo da su do sada navedeni primeri imali za kodomen realnu pravu.
Rezultati kod kojih to nije sluqaj su re�i. Navedimo neke od ǌih.

• ([23]) n = 2m+ 1, k = 4, m ∈ N:
A1, A2, A3, A4 - krajevi dva proizvoǉna dijametra sfere S2m;
• ([10]) k = 2, n = m+ 1 ∈ N:
A1, A2 - proizvoǉne taqke sfere Sm.
Kao posledicu posledǌeg primera imamo Borsuk-Ulamovu teoremu. Naime,

neka je f : Sm → Rm neprekidna funkcija. Uoqimo dve antipodalne taqke
A,−A ∈ Sm. Tada postoji ρ ∈ SO(m) tako da f(ρ(A)) = f(ρ(−A)). Taqke ρ(A) i
ρ(−A) su antipodalne taqke koje imaju istu sliku, qime je Borsuk-Ulamova
teorema dokazana.

U ovom radu �emo se baviti skupovima taqaka koji sa naxe taqke gledixta
imaju lepu strukturu, tj. invarijantnu pri dejstvu neke grupe. Primenom
tehnika koje smo opisivali dokaza�emo da su odre�ene konfiguracije rexe-
ǌa Knasterovog problema. Pre toga, uka�imo na jednu konfiguraciju koja
nikada nije rexeǌe Knasterovog problema.

Stav 41. Neka su dati prirodni brojevi n i m, n ≥ m i neka je k = n−m+ 2.
Tada ne postoji k linearno nezavisnih taqaka A1, A2, . . . , Ak ∈ Sn−1 koje qine
rexeǌe Knasterovog problema za brojeve n, k i m.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka
su na sferi Sn−1 date linearno nezavisne
taqke A1, . . . , Ak koje qine rexeǌe Knaste-
rovog problema za brojeve n, k i m, gde je
k = n − m + 2. Taqke A1, A2, . . . , Ak−1 zbog
linearne nezavisnosti jednoznaqno odre�uju
(n − m)-dimenzionalnu ravan Π u prostoru
Rn. Istaknimo da Ak /∈ Π. Ortogonalni
komplement ove ravni je m-dimenzionalni
potprostor Π⊥ ∼= Rm.

Neka je f : Sn−1 → Rm ortogonalna
projekcija na potprostor Π (identifikovan
sa Rm). Tada je f(A1) = . . . = f(Ak−1) = 0,
dok f(Ak) 6= 0. Prema pretpostavci, postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da
f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ak)). To znaqi da taqke ρ(A1), ρ(A2), . . . , ρ(Ak)
pripadaju nekoj (n −m)-dimenzionalnoj ravni ortogonalnoj na Π. Me�utim,
znamo da ρ ∈ SO(n) quva linearnu nezavisnost, pa ρ(A1), ..., ρ(Ak) razapiǌu
potprostor dimenzije k − 1 = n −m + 1. Time dobijamo kontradikciju pa je
dokaz stava zavrxen. �

Zbog toga su za ispitivaǌe posebno interesantni sluqajevi kada su n
i m dati prirodni brojevi, a posmatramo k = n−m+ 1 linearno nezavisnih
taqaka sfere Sn−1. Tako�e, takvi skupovi su izuzetno interesantni i bez
uslova linearne nezavisnosti.

6.2 Primena Doldove teoreme na rexavaǌe Knasterovog problema

Najpre �emo u nekoliko rezultata primeniti Doldovu teoremu u obliku
koji smo pokazali kod numeriqkog indeksa. Ovi rezultati bazirani su na
radovima Makeeva ([15], [16] i [17]). Zatim �emo na dva primera videti
da nas ta verzija Doldove teoreme ne mo�e dovesti do ciǉa, pa �emo kori-
stiti drugu, zasnovanu na kohomoloxkom indeksu (teorema 39). Svi dokazi
�e imati zajedniqku ideju - test preslikavaǌa iz neke Xtifelove mno-
gostrukosti Vk,n u sferu neke dimenzije. Zato �emo u prvoj teoremi dati
detaǉno objaxǌeǌe, koje �emo podrazumevati i u ostalim. Zbog razliqitih
oznaka koje se pojavǉuju u literaturi, naglasimo da pod Vk,n podrazumevamo
ortonormirane k-torke vektora u n-dimenzionalnom prostoru.

Teorema 42. Neka je p prost broj, n ∈ N i p < n. Neka taqke A1, A2, . . . , Ap

le�e na velikoj kru�nici sfere Sn−1 i obrazuju pravilan p-tougao. Tada za
svaku neprekidnu funkciju f : Sn−1 → R postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da
va�i f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ap)). Drugim reqima, ova p-torka taqaka
qini rexeǌe Knasterovog problema za date n, p i za m = 1.

Dokaz. Prva ideja je da prostor svih mogu�ih izbora taqaka A1, A2, . . . , Ap

koje su temena pravilnog p-tougla na velikoj kru�nici, identifikujemo sa
Xtifelovom mnogostrukox�u V2,n. Zaista, svaka takva p-torka taqaka jedno-
znaqno je odre�ena prvom taqkom A1 i drugom taqkom A2. Oqigledno, postoji
jednoznaqna korespodencija izme�u parova vektora na sferi me�u kojima je
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ugao jednak 2π
p
, i parova ortogonalnih vektora sfere.

Kada smo odredili konfiguracioni prostor, nastavǉamo na naqin sa ko-
jim smo se upoznali u poglavǉu 1.2. i tre�oj glavi. Pretpostavimo suprotno,
da postoji funkcija f ∈ C(Sn−1,R) koja ne zadovoǉava tvr�eǌe teoreme.

Definiximo preslikavaǌe F : V2,n → Rp sa

F (A1, A2, . . . , Ap) = (f(A1), f(A2), . . . , f(Ap)).

Prema pretpostavci, F (V2,n) ne seqe dijagonalu ∆ u
prostoru Rp. Zaista, u suprotnom bi postojao pravilni
p-tougao qija sva temena imaju istu sliku, a onda bi po-
stojala rotacija koja bi dati p-tougao preslikala u taj.
Zato mo�emo posmatrati preslikavaǌe F sa kodomenom
Rp\∆ (ne meǌaju�i oznaku radi jednostavnosti).

Grupa Zp slobodno dejstvuje na V2,n cikliqnim
pomeraǌem parova (par (A1, A2) prelazi u par (A2, A3)
itd). Tako�e, Zp standardno dejstvuje na Rp\∆ cikli-
qnim pomeraǌem koordinata i to dejstvo je slobodno.
Oqigledno je da je preslikavaǌe F Zp-ekvivarijantno u
odnosu na ova dejstva.

Kao u teoremi 16, slede�i korak je da ekvivarijantno
preslikamo kodomen u sferu odgovaraju�e dimenzije. Naime, uoqimo retra-
kciju q : Rp\∆ → Sp−2 definisanu kao kompoziciju projekcije na potprostor
∆⊥\{0} i radijalne projekcije tog potprostora na sferu Sp−2. Retrakcija q
je Zp-ekvivarijantna, pa smo dobili Zp-ekvivarijantno preslikavaǌe:

q ◦ F : V2,n
Zp−→ Sp−2,

pri qemu i na domenu i na kodomenu imamo slobodno dejstvo grupe Zp.
Znamo da je Xtifelova mnogostrukost Vk,n (n− k − 1)-povezan prostor, pa

je V2,n (n − 3)-povezan, dok je dimenzija kodomena p − 2 < n − 2. Na osnovu
Doldove teoreme (teorema 14) dobijamo kontradikciju. �

Teorema 43. Neka je p prost broj. Taqke A1, A2, . . . , Ap le�e na sferi Sn−1 i
predstavǉaju vrhove me�usobno ortogonalnih vektora, dakle obrazuju pravilan
(p−1)-simpleks. Ako je 2p < n+1, tada za svako f ∈ C(Sn−1,R) postoji rotacija
ρ ∈ SO(n) takva da f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ap)). Drugim reqima, temena
ovakvog pravilnog (p − 1)-simpleksa qine rexeǌe Knasterovog problema za n, p
i za m = 1.

Dokaz. Konfiguracioni prostor datih izbora taqaka (A1, A2, . . . , Ap) sada
mo�emo identifikovati sa Vp,n. Pretpostavimo suprotno, da postoji funkcija
f ∈ C(Sn−1,R) koja ne zadovoǉava uslov teoreme.

Definiximo test preslikavaǌe sliqno kao i u prethodnoj teoremi:

F : Vp,n → Rp sa

F (A1, A2, . . . , Ap) = (f(A1), f(A2), . . . , f(Ap)).
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Prema pretpostavci, kao i u prethodnoj teoremi zakǉuqujemo da F (Vp,n) ne
seqe dijagonalu ∆ u prostoru Rp, pa mo�emo posmatrati preslikavaǌe F sa
kodomenom Rp\∆, ne meǌaju�i oznaku. Uoqimo Zp-ekvivarijantnu retrakciju
q : Rp\∆ → Sp−2 o kojoj smo ve� govorili.

Grupa Zp slobodno dejstvuje na Vp,n cikliqnim pomeraǌem taqaka i na
Sp−2 ⊂ Rp cikliqnim pomeraǌem koordinata, tako�e slobodno. Prema konstru-
kciji neprekidno preslikavaǌe q ◦ F : Vp,n → Sp−2 je Zp-ekvivarijantno.

Primenimo sada Doldovu teoremu (teorema 14). Vp,n je (n− p− 1)-povezan
prostor, a iz uslova teoreme znamo da je n − p − 1 > p − 2 = dimSp−2, odakle
dobijamo kontradikciju. Time je tvr�eǌe dokazano. �

Ono xto sledi je dokaz sluqaja m = n − 2, k = 3, tj. posmatramo sferu
dimenzije za 1 ve�e od dimenzije prostora, a na sferi tri taqke koje na ve-
likoj kru�nici qine temena jednakostraniqnog trougla. To je jedan od onih
sluqajeva koji zadovoǉavaju vezu k = n − m + 1, kako je Knaster prvobitno
ispitivao.

Teorema 44. Neka je n ∈ N, k = 3 i m = n− 2. Neka su taqke A1, A2, A3 ∈ Sn−1

temena jednakostraniqnog trougla na nekom velikom krugu sfere Sn−1. Tada
A1, A2 i A3 qine rexeǌe Knasterovog problema za n, 3 i m.

Dokaz. Oqigledno, za konfiguracioni prostor koji
posmatramo, tj. prostor svih trojki taqaka koje
odre�uju temena jednakostraniqnog trougla na velikoj
kru�nici, mo�emo uzeti Xtifelovu mnogostrukost V2,n

(tre�a taqka je jednoznaqno odre�ena prvim dvema).
Pretpostavimo suprotno, da postoji neprekidna

funkcija f : Sn−1 → Rn−2, i neki izbor temena A1, A2, A3

jednakostraniqnog trougla na velikoj kru�nici, tako da
ni za jednu rotaciju ρ nije ispuǌen uslov. Kako se svaki
skup temena jednakostraniqnog trougla na velikoj kru-
�nici mo�e dobiti nekom rotacijom skupa {A1, A2, A3},
znaqi da nijedan takav jednakostraniqni trougao nema
svojstvo da mu sva temena imaju istu sliku pri f .

Definiximo preslikavaǌe:

F : V2,n → Rn−2 × Rn−2 × Rn−2,

F (X1, X2, X3) := (f(X1), f(X2), f(X3))

Prema pretpostavci, znamo da F (V2,n) ne seqe dijagonalu ∆ u prostoru
Rn−2 × Rn−2 × Rn−2 (podrazumevamo dijagonalu trostrukog proizvoda, tj. ona
je dimenzije n−2). Zato posmatrajmo isto preslikavaǌe sa maǌim kodomenom,
tj. F : V2,n → (Rn−2)3\∆. Zatim, neka je p projekcija na ortogonalni komple-
ment dijagonale, p : (Rn−2)3\∆ → ∆⊥\{0}, a r : ∆⊥\{0} → S2n−5 radijalna
projekcija (dim ∆⊥\{0} = dim((Rn−2)3)− dim(∆) = 3(n− 2)− (n− 2) = 2n− 4).

Posmatrajmo dejstvo grupe Z3 na svakom od prostora niza

V2,n
F−→ (Rn−2)3\∆ p−→ ∆⊥\{0} r−→ S2n−5.
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Dejstvo na V2,n definixemo sa g(X1, X2, X3) := (X2, X3, X1), tj. kao cikliqno
pomeraǌe ulevo. Na prostoru (Rn−2)3\∆ dejstvo grupe Z3 cikliqno pomera
svaki od (n−2)-dimenzionalnih prostora, i onda prirodno imamo dejstva sve
do kraja prethodnog niza. Sva ova dejstva su slobodna. Tako�e, prema naqinu
na koji su definisana, sva tri preslikavaǌa F, p i r su Z3-ekvivarijantna,
qime smo dobili ekvivarijantno preslikavaǌe:

F ◦ p ◦ r : V2,n
Z3−→ S2n−5.

Ostaje da poka�emo da takvo preslikavaǌe ne postoji. Ali sada na domenu
imamo (n− 3)-povezanost, dok je kodomen sfera ve�e dimenzije, pa ne mo�emo
postupiti kao u prethodnim primerima. Zato �emo primeniti kohomoloxku
verziju Doldove teoreme.

Potrebne su nam kohomoloxke grupe Xtifelove mnogostrukosti. Poznato
je da za neparan broj n ≥ 3 va�i:

Hk(V2,n; Z) ∼=


Z, k = 0, 2n− 3
Z2, k = n− 1
O, k /∈ {0, 2n− 3, n− 1}

a za parno n imamo:

Hk(V2,n; Z) ∼= Hk(Sn−1 × Sn−2).

Poxto su za parno n kohomoloxke grupe znaqajno slo�enije, ideja je da
tvr�eǌe doka�emo za neparno n, a onda da sluqaj parnog n svedemo na n+ 1.

Dakle, neka je n neparan. Pre�imo na kohomologiju sa Z3 koeficijentima.
Va�i�e:

Hk(V2,n; Z3) ∼=
{

Z3, k = 0, 2n− 3
O, k /∈ {0, 2n− 3}.

Primetimo da su sada ispuǌeni uslovi kohomoloxke Doldove teoreme
(teorema 39). Naime, imamo Z3-(2n− 4)-povezanost domena, a kodomen je maǌe
dimenzije. Poznat rezultat ([20], Posledica 5.3.) nam daje netrivijalnost
kohomoloxke grupe Hk(BZ3; Z3), za svako k > 0. Tada na osnovu teoreme 39
dobijamo kontradikciju, qime je dokaz zavrxen u sluqaju neparnog n.

Neka je sada n paran prirodan broj. Pretpostavimo suprotno, tj. da
za neko parno n postoji neprekidna funkcija f : Sn−1 → Rn−2 koja indukuje
ekvivarijantno preslikavaǌe F : V2,n

Z3−→ (Rn−2)3\∆. Neka g : Sn → Rn−1,
g := Sf -suspenzija preslikavaǌa f . Pretpostavimo da postoje tri taqke koje
su temena jednakostraniqnog trougla velike kru�nice na Sn i koje imaju
istu sliku pri g. S obzirom na definiciju suspenzije preslikavaǌa (po
,,nivoima”), takve tri taqke moraju biti na istom ,,nivou”, pa dobijamo
temena jednakostraniqnog trougla na velikoj kru�nici sfere Sn−1 koje imaju
istu sliku pri f , xto je kontradikcija. Dakle, ne postoje takve tri taqke
na sferi Sn. Tada funkcija g (na isti naqin kao f) indukuje preslikavaǌe:

G : V2,n+1
Z3−→ (Rn−1)3\∆.

Na osnovu dokazanog tvr�eǌa za neparne dimenzije dobijamo kontradikciju
i u ovom sluqaju. Time je dokaz teoreme u potpunosti zavrxen. �
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Interesantno je da je za iste brojeve n, m = n − 2 i k = 3 pokazano da
vrhovi vektora e1, e2,−e1 ∈ Sn−1, gde su e1 i e2 me�usobno ortogonalni, ne
qine rexeǌe Knasterovog problema.

Potpuno analogno prethodnoj teoremi, dokazuje se slede�a.

Teorema 45. Neka je p neparan prost broj, n neparan prirodan broj i m ∈ N
takvi da va�i (p − 1) · m < 2n − 2. Neka taqke A1, A2, ..., Ap le�e na velikoj
kru�nici sfere Sn−1 i obrazuju pravilan p-tougao. Tada za svaku neprekidnu
funkciju f : Sn−1 → Rm postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da va�i

f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ap)).

Doka�imo jox Kakutanijev sluqaj Knasterovog problema koji nam je potre-
ban za slede�u glavu. Najpre primetimo da smo ve� dokazali slede�u lemu.

Lema 46. Neka cikliqna grupa Z3 slobodno dejstvuje na prostoru SO(3) i
kru�nici S1. Tada ne postoji Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe f : SO(3) → S1.

Dokaz. Dovoǉno je primetiti da je SO(3) ≈ V2,3. U dokazu teoreme 44
videli smo da ne postoji Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe V2,n → S2n−5. Za
sluqaj n = 3 dobijamo upravo tvr�eǌe ove leme. �

Posledica 47.(Kakutanijeva teorema) Vrhovi svakog ortonormiranog repera
na sferi S2 qine rexeǌe Knasterovog problema za n = 3, k = 3 i m = 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je (ẽ1, ẽ2, ẽ3)
neki ortonormirani reper koji ne zadovoǉava ovo
tvr�eǌe. Prema pretpostavci, postoji neprekidna
funkcija f : S2 → R takva da za svako ρ ∈ SO(3), nisu
jednake sve tri vrednosti f(ρ(ẽ1)), f(ρ(ẽ2)) i f(ρ(ẽ3)).
Poxto je SO(3) ≈ V2,3, svaki element iz SO(3) mo�emo
videti kao ortonormiran reper (e1, e2, e3). Posmatra-
jmo preslikavaǌe F : SO(3) → R3 definisano sa

F (e1, e2, e3) = (f(e1), f(e2), f(e3)).

Prema pretpostavci, ovo preslikavaǌe ne poga�a di-
jagonalu ∆ (jer se vektori svakog ortonormiranog
repera mogu dobiti od ẽ1, ẽ2 i ẽ3 u nekom redosledu,
primenom neke rotacije). Zato �emo smaǌiti kodomen,
tj. uzeti F : SO(3) → R3\∆ (ista oznaka radi jedno-
stavnosti). Posmatrajmo dejstvo grupe Z3 na domenu
i kodomenu dato cikliqnim permutovaǌem vektora
odnosno koordinata. Oba dejstva su slobodna i jox
je preslikavaǌe F Z3-ekvivarijantno.

Sada ostaje standardan korak da Z3-ekvivarijantno retrahujemo R3\∆
na kru�nicu S1. Oznaqimo tu retrakciju sa r. Tada je preslikavaǌe
r ◦ F : SO(3) → S1 Z3-ekvivarijantno xto je kontradikcija sa prethodnom
lemom. Time je posledica dokazana. �
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7 Problem opisivaǌa kocke oko konveksnog tela

Ilustrujmo na nekoliko lepih primera primene Knasterovog problema.
Koristi�emo pojam konveksnog tela u Euklidskom prostoru, pod kojim podra-
zumevamo kompaktan konveksan skup sa nepraznom unutraxǌox�u. Mo�e se
postaviti prirodno pitaǌe - da li se oko svakog konveksnog tela u prostoru
R3 mo�e opisati kocka? Odgovor je potvrdan.

Teorema 48. Oko svakog konveksnog tela u R3 mo�e da se opixe kocka.

Dokaz. Neka je K konveksno telo u prostoru R3.
Uoqimo sferu S2 i proizvoǉan ortonormiran reper
(e1, e2, e3). Pridru�imo telu K jednu posebnu funkciju
f : S2 → R koja se naziva funkcija xirine tela.
Naime, za proizvoǉan vektor v ∈ S2, f(v) se definixe
kao xirina tela u pravcu vektora v, tj. kao rastojaǌe
izme�u ravni oslonca normalnih na vektor v. Poxto
je K konveksno telo, ova funkcija je neprekidna. Na
osnovu posledice 47, e1, e2 i e3 qine rexeǌe Knaste-
rovog problema, pa postoji rotacija ρ ∈ SO(3), tako
da je f(ρ(e1)) = f(ρ(e2)) = f(ρ(e3)). Neka je ẽi = ρ(ei),
i = 1, 2, 3. Tada je {ẽ1, ẽ2, ẽ3} novi ortonormirani reper qiji su vektori para-
lelni pravcima du� kojih telo ima istu xirinu. Dakle, du� tih pravaca
mo�emo postaviti ivice kocke opisane oko datog tela. �

Mo�e se pokazati i opxti sluqaj prethodne teoreme.

Teorema 49. Oko svakog konveksnog tela u Rn mo�e da se opixe n-kub.

Dokaz. Postupak je potpuno analogan prethodnom, s tim xto koristimo
rezultat naveden u prethodnom poglavǉu koji ka�e da su vrhovi ortonormi-
ranog repera na sferi Sn−1 rexeǌa Knasterovog problema za brojeve n, k = n
i m = 1. �



38 Ekvivarijantna teorija indeksa

8 Problem upisivaǌa kocke u simetriqno konveksno telo

Dualno prethodnom problemu, prirodno je postaviti pitaǌe da li se u
svako konveksno telo mo�e upisati kocka. Ne�emo posmatrati sva konveksna
tela, ve� samo centralno simetriqna u odnosu na neku taqku. Jasno je da je
dovoǉno posmatrati samo konveksna tela centralno simetriqna u odnosu na
koordinatni poqetak.

Intuitivni pojam upisivaǌa kocke u telo je naravno jasan, a za matema-
tiqku interpretaciju problema potrebna nam je slede�a definicija.

Def 50. Za centralno simetriqno konveksno telo K ⊂ R3, sa centrom u
koordinatnom poqetku, definixemo funkcional Minkovskog na slede�i naqin:

||x||K := inf{λ ∈ R+ | x ∈ λK},

za sve x ∈ R3 za koje taj infimum postoji.

Pokazuje se da je ovako definisan funkcional || · ||K zapravo jedna norma
na prostoru R3, pa se mnogo qex�e naziva norma Minkovskog. Zatim, imamo
i metriku indukovanu ovom normom. Jednostavno se vidi da je u ǌoj kugla
polupreqnika 1 sa centrom u koordinatnom poqetku zapravo telo K, a ∂K
upravo jediniqna sfera.

Koriste�i ove qiǌenice, mo�emo re�i da �e kocka biti upisana u dato
centralno simetriqno telo K sa centrom u koordinatnom poqetku ako i samo
ako ǌena temena imaju normu Minkovskog (pridru�enu telu K) jednaku 1.

Skicira�emo dva rexeǌa ovog problema, jer oba na razliqite naqine
ilustruju ideje koje su nam interesantne u ovom radu.

Prvi pristup ovom problemu koristi dobro poznatu ideju konfigura-
cionog prostora i test preslikavaǌa. Da bismo dokazali nepostojaǌe test
preslikavaǌa koje �emo konstruisati, bi�e nam potrebna slede�a lema iz
ekvivarijantne topologije.

Lema 51. Ne postoji S4-ekvivarijantno preslikavaǌe

g : (SO(3), ρS4) → (S2, τS4),

gde je ρS4 dejstvo simetriqne grupe S4 na SO(3) zadato mno�eǌem zdesna grupom
rotacija kocke (S4 vidimo kao podgrupu od SO(3)), a τS4 dejstvo grupe S4 na S2

zadato grupom izometrija pravilnog tetraedra upisanog u sferu S2. ♦

Dokaz ove leme je veoma kratak i lep (mo�e se na�i u radu [9]), ali ga
ne�emo navoditi jer zahteva mnogo boǉe poznavaǌe ekvivarijantne topologije.
Naime, zahteva primenu ekvivarijantne teorije opstrukcija, xto je slede�i
korak u izuqavaǌu ekvivarijantne topologije. A to neka ostane tema nekog
drugog rada.

Posvetimo se sada svo�eǌu problema na ovu lemu. Pre svega, upoznajmo
se malo detaǉnije sa pomenutim dejstvima.

Dejstvo τS4 na kodomenu je sasvim prirodno. Svakoj izometriji pravilnog
tetraedra jednoznaqno odgovara permutacija temena tetraedra, pa je grupa
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izometrija pravilnog tetraedra izomorfna grupi S4. Xtavixe, grupa rota-
cija (tj. izometrija koje quvaju orijentaciju) pravilnog tetraedra izomorfna
je alterniraju�oj grupi A4. Kada imamo izometriju tetraedra, mo�emo je
prirodno proxiriti do izometrije sfere S2. Na taj naqin svakoj permutaciji
grupe S4 odgovara izometrija sfere. Jednostavno se proveri da je dato
pridru�ivaǌe zaista jedno dejstvo. Va�no je primetiti da to dejstvo nije
slobodno, xto onemogu�ava primenu Doldove teoreme u dokazu leme.

Dejstvo ρS4 na domenu zahteva malo vixe pa�ǌe. Poznato algebarsko
tvr�eǌe ka�e da je grupa rotacija kocke izomorfna sa S4. Skicirajmo kako
se uspostavǉa taj izomorfizam. Kocka ima qetiri velike dijagonale. Svaka
rotacija kocke zadaje jednu permutaciju skupa dijagonala (dakle element
grupe S4). Primetimo da samo identiqko preslikavaǌe me�u svim rotacijama
kocke zadaje identiqku permutaciju dijagonala. Sa druge strane, mo�emo
izabrati po jedno teme svake velike dijagonale tako da obrazuju pravilni
tetraedar. Svaka permutacija dijagonala daje permutaciju temena tetraedra,
pa samim tim element grupe S4. Permutacija temena tetraedra zadaje izome-
triju tetraedra, pa onda i izometriju kocke. Ako dobijena izometrija nije
rotacija, kompozicija sa antipodalnim preslikavaǌem daje rotaciju kocke,
koja indukuje datu permutaciju dijagonala. Na taj naqin mo�emo S4 posma-
trati kao grupu rotacija kocke, pa i kao podgrupu od SO(3).

Vratimo se sada naxem ciǉu. Pokaza�emo malo opxtiju teoremu koje �emo
zatim primeniti na normu Minkovskog i tako dokazati tvr�eǌe o upisivaǌu
kocke. Osnovna teorema je slede�a.

Teorema 52. Neka je F : S2 → R neprekidna parna funkcija, tj. F (x) = F (−x),
za svako x ∈ S2. Neka je {±vi | 1 ≤ i ≤ 4} skup temena kocke upisane u sferu S2.
Tada postoji A ∈ SO(3) takvo da je F (±Av1) = F (±Av2) = F (±Av3) = F (±Av4).

Dokaz. Za datu neprekidnu parnu funkciju F : S2 → R i temena kocke
±v1,±v2,±v3 i ±v4 posmatrajmo funkciju f : SO(3) → R4 definisanu sa:

f(A) := (F (±Av1), F (±Av2), F (±Av3), F (±Av4)), za svako A ∈ SO(3).

Poxto je F parna i neprekidna, f je dobro definisana i tako�e neprekidna.
Ukoliko slika f(SO(3)) seqe dijagonalu ∆ ⊂ R4, to je upravo ono xto nam
treba i teorema je dokazana.

Pretpostavimo suprotno, da je f(SO(3)) ∩ ∆ = ∅. Posmatrajmo dejstvo
grupe S4 na domenu i kodomenu funkcije f . Na SO(3) posmatrajmo prethodno
opisano dejstvo ρS4. Zatim, neka je τ̂S4 dejstvo na R4 gde svaka permutacija
dejstvuje kao permutacija koordinata prostora R4.

Prema definiciji datih dejstava jednostavno se proverava da je f jedno
S4-ekvivarijantno preslikavaǌe. Kako smo pretpostavili da f ne ,,poga�a”
dijagonalu ∆, posmatrajmo isto preslikavaǌe sa su�enim kodomenom, tj.
R4\∆ (zadr�imo istu oznaku):

f : (SO(3), ρS4)
S4−→ (R4\∆, τ̂S4).

Daǉi postupak nam je dobro poznat. Posmatramo ortogonalnu projekciju p
na potprostor ∆⊥ ∼= R3. Kako smo izbacili dijagonalu, slika pri projekciji
ne�e sadr�ati nulu, pa imamo preslikavaǌe:
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p : (R4\∆, τ̂S4)
S4−→ (R3\{0}, τS4),

gde je τS4 dejstvo grupe S4 na kodomenu koje je odre�eno grupom izometrija
pravilnog tetraedra. Mo�e se proveriti da je p S4-ekvivarijantno u odnosu
na navedena dejstva. Na kraju, potrebna nam je jox (S4-ekvivarijantna) radi-
jalna projekcija:

r : (R3\{0}, τS4)
S4−→ (S2, τS4).

Konaqno, kao kompoziciju dobijamo ekvivarijantno preslikavaǌe:

r ◦ p ◦ f : (SO(3), ρS4)
S4−→ (S2, τS4),

xto je u kontradikciji sa lemom 51. Time je dokaz teoreme zavrxen. �

Posledica 53. Neka je K centralno simetriqno konveksno telo u R3. Tada
postoji kocka upisana u K, qiji se centar poklapa sa centrom tela K.

Dokaz. Neka je C ⊂ R3 fiksirana kocka
sa centrom u koordinatnom poqetku i temenima
{±vi | 1 ≤ i ≤ 4}, gde je ||vi|| = 1, 1 ≤ i ≤ 4
(upisana u sferu S2). Bez umaǌeǌa opxtosti
mo�emo pretpostaviti da je centar tela K u ko-
ordinatnom poqetku.

Posmatrajmo normu Minkovskog pridru�enu
telu K, restrihovanu na sferu S2:

F = || · ||K |S2 : S2 → R.

Poxto je telo centralno simetriqno, F je parna
funkcija pa mo�emo primeniti teoremu 52. Iz
ǌe znamo da postoji rotacija A ∈ SO(3) takva
da je F (±Av1) = F (±Av2) = F (±Av3) = F (±Av4).
Drugim reqima, || ± Av1||K = . . . = || ± Av4||K = λ,
za neko λ > 0. Zarotirajmo zato datu kocku C dobijenom rotacijom A i jox
primenimo homotetiju sa koeficijentom 1

λ
i centrom u koordinatnom poqetku.

Dobijena kocka 1
λ
· A(C) je upisana u telo K, jer svako ǌeno teme ima normu

Minkovskog (pridru�enu telu K) jednaku 1.
Tako�e, centar te kocke je opet u koordinatnom poqetku, dakle u centru

tela K, qime je dokaz zavrxen. �

Prika�imo sada drugi pristup problemu upisivaǌa kocke. Mo�e se
dokazati znaqajno opxtije tvr�eǌe koriste�i jedan od poznatih rezultata
Knasterovog problema. Naime, kao xto smo ve� pomenuli u glavi 6, poznato
je da su temena bilo kog ravanskog pravouganika upisanog u sferu S2 rexeǌa
Knasterovog problema (n = 3, k = 4 i m = 1). Me�utim, dokaz ove qiǌenice
je veoma slo�en pa ga ne�emo navoditi (videti [7]). Koriste�i taj rezultat
mo�emo dokazati slede�u teoremu.
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Teorema 54. Neka je K centralno simetriqno konveksno telo u prostoru
R3 a D proizvoǉan kvadar. Tada se u telo K mo�e upisati kvadar sliqan
datom kvadru D, qiji se centar poklapa sa centrom tela K.

Dokaz. Postupamo sasvim sliqno dokazu posledice 53. Pretpostavimo da
je centar tela K u koordinatnom poqetku. Upiximo kvadar sliqan kvadru D
u sferu S2. Zatim, uoqimo jednu ǌegovu stranu; neka su ǌena temena oznaqena
sa v1, v2, v3 i v4. Neka je jox F = || · ||K |S2 : S2 → R ve� pomenuta restrikcija
norme Minkovskog. Znamo da su v1, v2, v3 i v4 rexeǌe Knasterovog problema,
pa postoji rotacija ρ ∈ SO(3) takva da va�i

||ρ(v1)||K = ||ρ(v2)||K = ||ρ(v3)||K = ||ρ(v4)||K = λ.

Posamtrajmo kvadar qiji je skup temena { 1
λ
· (±ρ(vi)) | 1 ≤ i ≤ 4}. Svako

ǌegovo teme ima normu Minkovskog jednaku 1, pa je on upisan u telo K.
Tako�e, on je sliqan datom kvadru D i centar mu je u koordinatnom poqetku,
dakle u centru tela K. Time je dokaz zavrxen. �
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9 Umesto zakǉuqka - krenimo korak daǉe...

Za kraj, sasvim ilustrativno, prika�imo neke sasvim drugaqije probleme
za koje se se ispostavǉa da su u vrlo bliskoj vezi sa prethodnim. Gde bi nas
mogao odvesti korak daǉe u razmixǉaǌu?

Pre svega, jedan od veoma interesantnih pojmova je pojam univerzalnog
pokrivaǌa. Ka�emo da je skup S ⊂ Rn univerzalno pokrivaǌe u prostoru Rn ako
se svaki skup X ⊂ Rn, dijametra ne ve�eg od 1, mo�e ”pokriti” skupom S, tj.
strogo govore�i, ako postoje transformacija A ∈ O(n) i vektor translacije
v ∈ Rn takvi da X ⊂ AS+v. Ukoliko S ima ravan simetrije, lako je primetiti
da je dovoǉno posmatrati A ∈ SO(n). Tako�e, s obzirom na to da skup ima
isti dijametar kao i ǌegov konveksni omotaq, dovoǉno je posmatrati sluqaj
kada je X konveksan i kompaktan skup.

Najprirodnije univerzalno pokrivaǌe u prostoru Rn je svakako lopta
polupreqnika 1, ali ciǉ je na�i pokrivaǌe xto je mogu�e maǌeg dijame-
tra. Jedno od prvih lepih pokrivaǌa uoqio je Jung i to je opisana sfera
pravilnog n-dimenzionalnog simpleksa (ǌen polupreqnik je

√
n

2n+2
).

Zatim je pokazano da je u R2 univerzalno pokrivaǌe pravilni xestougao,
qije je rastojaǌe naspramnih ivica jednako 1. Zato se prirodno postavǉa
pitaǌe - postoje li analogna univerzalna pokrivaǌa u prostoru Rn, n ∈ N?

Kako bi izgledao skup u n-dimenzionalnom prostoru
koji je analogan xestouglu? Xestougao mo�emo posma-
trati kao presek tri trake xirine 1, ortogonalne na
ivice pravilnog trougla (kao na slici desno). U pro-
storu proizvoǉne dimenzije mo�emo postupiti sliqno.
Neka je σn ⊂ Rn pravilni simpleks ivice 1, qija su
temena v1, v2, . . . , vn+1. Neka je Ti,j (1 ≤ i < j ≤ n + 1)
paralelna n-dimenzionalna traka xirine 1, ograniqena
dvema hiperravnima ortogonalnim na ivicu [vi, vj], koje
prolaze kroz vi i vj. Definiximo Un kao presek svih(

n+1
2

)
traka Ti,j. Oqigledno je U2 ve� opisani xestougao.

1994. godine Makeev je postavio slede�u hipotezu.

Hipoteza 1. Un je univerzalno pokrivaǌe u Rn.

Mo�e se pokazati (videti [9]) da bi taqnost ove hipoteze u dimenziji
n sledila iz taqnosti slede�eg tvr�eǌa.

Hipoteza 2. Neka je F : Sn−1 → R neparna funkcija, a σn ⊂ Rn pravilni
simpleks ivice 1, sa temenima v1, v2, . . . , vn+1. Tada postoji ρ ∈ SO(n) tako da
svih

(
n+1

2

)
hiperravni slede�eg oblika imaju zajedniqku taqku:

{x ∈ Rn | 〈x, ρ(vj − vi)〉 = F (ρ(vj − vi))}, (1 ≤ i < j ≤ n+ 1).
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Najzad, vreme je za ekvivarijantna preslikavaǌa. Tvr�eǌe hipoteze 2 u
opxtem sluqaju nije dokazano, ali za n = 3 jeste, i to primenom ve� pomenute
leme 51. Dokaz ovde ne�emo navoditi, mo�e se na�i u radu [9]. Napomenimo
samo da je ideja dokaza nama dobro poznata - pretpostavimo suprotno, tj. da
tra�eno ρ ne postoji i na osnovu toga konstruixemo ekvivarijantno presli-
kavaǌe SO(3)

S4−→ S2, za koje ve� znamo da ne mo�e postojati.
Dokazom hipoteze 2 (pa i hipoteze 1) za

n = 3 otkrili smo univerzalno pokrivaǌe U3

u trodimenzionalnom prostoru. U3 se naziva
rombo-dodekaedar i predstavǉa jedno od tako-
zvanih Katalanovih tela. Ima 12 strana koje
su podudarni rombovi.

A do qega mo�emo do�i ako napravimo jox
jedan korak daǉe...?

... do�i �emo do Borsukovog problema:
Da li se svaki skup X ⊂ Rn, dijametra 1,

mo�e podeliti na n+1 podskupova X1, . . . , Xn+1

maǌeg dijametra ?

Poznato je da je za dovoǉno veliko n, qak i za konaqne skupove, odgovor
ne, ali je broj 903 najmaǌe n za koje je poznat kontraprimer.

Me�utim, za dimenziju 2, odgovor je potvrdan.
Dokaz je sasvim jednostavan koriste�i univerzalno
pokrivaǌe U2. Naime, podelimo xestougao U2 na
tri podudarna petougla kao na slici (svaki od ǌih
je dijametra

√
3

2
), zatim pokrijmo xestouglom dati

skup X, i delove koje odsecaju petouglovi uzmimo
za X1, X2 i X3. Oqigledno, svi oni imaju dijametar
maǌi od

√
3

2
, pa i od 1.

Tako�e, odgovor je potvrdan i u dimenziji 3.
Idejno, to je dokazano tako�e korix�eǌem uni-
verzalnog pokrivaǌa u R3 koje se dobija kada
pravilnom oktaedru O3, sa rastojaǌem naspramnih
strana jednakim 1, odseqemo 3 odre�ena vrha. Zatim, kao i u dimenziji dva,
mo�e se pokazati da to pokrivaǌe mo�emo podeliti na qetiri dela dijame-
tra maǌeg od 1 (konkretno, 0.989 i 0.998), pa za X1, . . . , X4 uzmemo preseke X
sa svakim od ta qetiri dela.

Pretpostavǉa se da bi se na sliqan naqin pomo�u U3 dobila qetiri dela
jox i maǌeg dijametra, jer je dijametar O3 jednak

√
3, dok je dijametar skupa

U3 jednak
√

2. Me�utim, odgovor na to jox nije poznat.

A korak daǉe? Da li bismo doxli do jox nekog lepog problema? Sasvim
sigurno, jer setimo se - prave priqe nikada nemaju kraj...
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