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ExBuBapujanTHa Teopuja uHIEKCA 1

IIpenroBop

ExBuBapujanTHa Tomosoruja ce 6aBu IpOCTOPUMA HA KOjUMAa MOCTOjU JOBOJLHO
JIETIO [ejCTBO HEKe Tpylne u npeciaukaBamuMma Mebhy TaxkBum mpoctopuma. Ha
pa3BOj €eKBUBAPUWjaHTHE TOMOJOTUje MHOTO je yTuUllaja HeHa MUPOKAa IPUMEHa Y
pemraBamy pa3HUX TOMOJOMKNX, KOMOMHATOPHUX, T€OMETPU)CKUX U MHOTUX OPYTUX
npobaema. Hawmme, mcmocrTaBiba ce ma ce YeCTO HEKAKaB MATEMATHUYKM HPOOJIeM
MOJK€ CBECTM HA NUTake MOCTOjama OAall €KBUBAPUjaHTHUX NPECIUKABAIA, Tj.
IpecINKaBama KOja MOMTY]y AejCTBa I'Pymle Ha TOMEHY U KOJIOMEHY.

Jenman om HaUMHA HA YTBPAUMO Oa JU MOKE MOCTOjaTU HEKO TAKBO NMPECIUKA-
Bame, jecTe Ja CBAKOM MPOCTOPY Ca MAejCTBOM TPyIe MPUAPYKUMO HEKU OOjeraT
(uOexc mpocropa) koju he campskaru DOBOJBHO MHGOPMANMja O NEjCTBY HA TOM
npocropy. Omaoc m3mebhy mHIEKCca ABa mpocTOopa TpebaJso OM na HA HEKU HAYUH
yKa3yje Ha TO Ia JU MOKe MOCTOjaT! €KBUBAPUjaHTHO IpEeCINKaBame Mehy muma
U HE.

HapaBuo, TakaB obOjekaT HUje jeIUHCTBEH, Ma Cy Ce MOjaBUJIU MHOTY WHIEKCH,
pa3InumuTO Ne(PUHUCAHU, KOPUIINEHN 3a IPUMEHe y KOHKPETHUM IpobiaeMuma. Y
oBOM pany buhe onucana aBa Hajno3zHatuja. [IpBu je HyMepUYKU UHIEKC, U3Y3E€THO
Jlen 1 KOMOMHATOPAH mojaM, a APyTru je koxomouomru Pamnesn-XycennujeB uHmeKc
KOju je 3HATHO MONHUju, aju 4Yuje je pazyMeBame MHOTO TeKe.

Ha camom moueTky pama Cy M3J0:K€HM OCHOBHU IOjMOBU Ca KOjUMa PaIUMO U
uaeja TeCcT mpeciukaBama. lakobe, Ty cy yBemeHe m cTaHmapaHe o3Hake. Y OpPY-
roj ITJIaBM je Ne(pUHUCAH HyMEPUUYKU WHIEKC U IIOKa3aHa Cy HeKa HeroBa CBOjCTBA.
Tpeha rsmaBa noceehena je mpumMeHaMa HYMEPUUYKOD WHICKCA Y PA3HUM WHTE-
pecanTHUM KOMOwmHaTOpHUM mpobiemMuma. CacBuM MHPOPMATUBHO, V UETBPTO]
TJIaBU je UIYCTPOBAH MOjaM KOWHIACKCA, KOjU je IPUPOMAH Map WHIEKCY.

Y merToj rsaBu ce mpesa3yd HA KOXOMOJIOIIKM WHAEKC U HeroBe OCHOBHE OCO-
oune. Behwna mux Huje mokaszaHa, aju je HaBelIeHA paau KOMIIETHU]E CJIUKE O
oBoMm mojmy. Illecra rmaBa mpukasyje KuactepoB mpobisieM, dyujuMm cy ce pelra-
BameM 0aBUIM MHOTY MaTeMaTUYapPU U PEIIMIU caMO HEKe CIeIdjaJjHe CaydajeBe.
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IIokazano je Kako ce MOjenWHU OJN TUX CJydYajeBa MOTY PENIMTU TOMONY KOXO-
MOJIOIIKOT WHAEKca. HakoH Tora, y ceaMoj M OCMOj TJIaBU, MOjaBJbYyjy ce€ OBa
Jlena npobJiema, 011 OHUX KOje MOKe a pa3dyMe CaAaCBUM MAJIO JeTe, a PETKO KO MOXKe
na mx pemu. To cy mpobiemMu ynucuBama U ONUCUBAKHA KOIKE OKO KOHBEKCHOT
Tena, Koju he 6butu nokaszanu (nox oapebhenum ycaosuma) npumenom Kuacreposor
npobaema. U Ha Kpajy, y [meBeTOj IJIaBU je HaBEIEHO HEKOJMKO MpobiiemMa Koju
Cy, BEpOBATHO CACBUM HEOUEKMBAHO, MOBe3aHU ca KHAcCTEepOBUM IPOOJIEMOM.

sRenmuMm na mcrakaeM ma caM IPUIIMKOM NMUCAMKa OBOT PaJia BUIIE 3HAUAjA TPU-
naBajia uiaejaMa a Mame TeXHUYKUM JeTaj/buMa. JemaH ol pa3jora je IITO HEKe
TEeXHUKE MaJIeKO IpeBa3uja3e Moje 3Hame. /Ipyru, MHOTO JUYHU)U, j€ TO IITO Me
jé y MaTteMaTUId YBEK HAjBUIIE MPUBJIAYUNIIA XapPMOHUYHA JIENIOTA UIEja, CKIAIHA
Kao meJyio caBplieHOr Y MmeTHuMKa. VMlneja mo maeja cBakora Ox HAC BOAM Oa YIO-
3Haje maJhbe, Yak U OHAa Kajda Oall He 3Ha [a OArOBOPU Ha MUTAILE ,,3aIITO TAKO?! .
3a Taj myT KpO3 UIeje Koje Cy Me OAyIIeBuJe, u 3a ODECKPAjHO CTPIbEHE Y Pamy
ca MHOM, sKeJIMM [a Ce 3aXBaJIUM CBOM MeHTOpY, npodecopy Cunwnmu Bpehwnnn,
KOjU TOMOJIOTU]Yy Ipenaje Kao HEKO KO TO CaBPIIEHO 3HA, WM IITO je MHOTO Ba-
’KHUje - Ko TO Boysu. Takobhe, 3aXBajHOCT AyryjeM M CBUMa OCTAJUMAa KOJjU CY MU
npenaBaau TomoJsorujy, nocebno BpammcaaBy I[IpBynmoBuhy, mpodecopru Mwuau
Mpmesuh u Bramumupy I'pyjuhy. Y mapasuo, npodecopy Panery /RuBamesuhy,
3aTO MITO je jOIl NAaBHO CBOJUM CjajHMM MOpeaaBambUMa YUYUHMO Oa TOBEPYjEM Ia
je TomoJioruja CaBpIIeH CII0j MONHEe HayKe M yMEeTHUUYKE KpeaTWBHOCTU. bamr oHO
IITO CaM sKeJieJia.

Beorpan, centembap 2013. Mapuja Jeauh
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1 OcuoBEU OjMOBU

1.1 Iejcra rpyna

ITourrMO 01 OCHOBHOT IOjMa €KBUBApPUjaHTHE TOMOJOTH]€E - TTIOjMa JIe]CTBa I'PYTIe.
Taj nmojam ce neduHmMIIE 3a TPOU3BOJLHY TOIOJIOUWIKY IPYyIy, ajyu hemMo ce Mu
OrPAaHMYUTU HA KOHAYHE I'PYyIe, a CaMO MOMEHYTHU HEKOJIUKO APYTUX IIPUMEpA.

e 1. Jlejemeso (aeso dejecmeo) epyne G ma Tomonomku npoctop X je cBaka
rosernuja ® = {p,},cc xomeomopdpuzama ¢, : X — X roju 3amoBossasajy ciaenehia
B yCJIOBA:

1) ¢ = 1x, rume je ca e o3naven HeyTpaia rpyme G,

2) @g0@n = Ygn, 3a cBe g, h € G.

[Tap (X, ®), unm xkpahe cam X, ce y Tom cayuajy Haszusa G-npocmopom. Taxrobe,
nejcTBo eneMenTa g € G Ha Heku eneMeHT ¥ € X, Tj. ¢4(z) ce Hajuemhe o3nauaBa
ca ¢ -z, unu jom kpahe rkao gr. Axo ¢urcupamo x € X, cryn {¢4(z) : g € G} ce
HA3UBa 0POUMOM €JIEMEHTa I IPU DATOM NEjCTBY.

Cuenujanno, ykoauko je X cumniunujaiasu (nau heaujcku) KOMIIEKC HA KOMe
nejcrByje rpyna G, kaxkemo na je X cumnavyujaaru (heaujeku) G-komnaeke yKo-
JIMKO Cy jOII M CBa IPECIUKABA®BA @4, ¢ € G cuMmunujanaa (0fHOCHO hesnjcka).

He¢ 2. IlejcrBo rpyme G Ha nmpoctop X je caobodwo ako 3a cako g € G\{e}
xoMeoMopdu3aM p, HeMa (UKCHUX Tadaka. Tanma rakobe kaskemo na je G-mpocTop
X cn0b600an.

On mocebHOr 3Hadaja Cy nAejCcTBa OUKIUYHUX IPyHa Z,, CHENUjAJHO T'DyIe Zy,
roe je p mpoct 6poj. Ilpumermmo na je mejcrBo rpyme Z, moTmyHO onpebeno
XOMEOMOPPU3MOM Y1, jJEP J&e Y = P10 -0 = go’f, 3a cBako k. 3aro Hajuemrhe
3a TakBo AejcTBO mumemo (X, ), rae je ¢ = ¢i. Y TOM CHENUjajHOM CIIydajy
MPOBEPY Ma JU je IPOCTOp ciaobonaH HaM oJakmaBa ciaenehe TBpbheme.

Tepbeme 3. 3a npocm bpoj p, Z,-npocmop (X, ) je caobodan axo u camo axo @
Hema purcrur mavaxa.

Aoxas. HMuperran cmep je rpuBujanan. OOpHYTO, HEKa  HeMa PUKCHUX TAYaKa.
[IpernmocraBumo cympoTHO, Tj. ma 3a Heko k, 1 < k < p u werko © € X Baku
or(r) = ¢*(r) = x. 3mamo ma mocroju k € Z, taxso ma je kk =, 1. Tana axu
r = (¢")F(z) = p**(2) = ¢(z), mTO je KomTpamUEIH]a. O

Nsmebhy G-npocTopa cy mocebHO MHTEpECAHTHA HEIIPEKUIHA IPECINKABAa KOja
yomomryjy” rpyny. Heka cy mara mnBa G-upocropa (X, ®) u (Y, V).

Iled 4. Hemperkumuo npecauraBawme f : X — Y je G-exsusapujarnmmuo aro 3a
cBako g € G Basku fop, =1 0 f, 1j. aro je f(g-z) =¢g- f(z), 3a cBe g € G, v € X.
Yronuko noctoju G-ekBuBapujanTHo npecaukasame f: X — Y, mucahemo X <5 Y

nimm X iY.
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IIpumepu mejcTBa rpymna

e BepoBarHO HajO3HATHjE IEjCTBO je AHTUIIONAJHO HejCcTBO rpyiue Zo = {0,1}
Ha chepu S”. VlneHTUYKMU eJIeMEeHT HaPaBHO NEjCTBYj€ KA0 UIEHTUTET, & T€HePATOD
[ejcTBYje Kao aHTUIOMAJHO IpecinKkaBame. OQuurienno, nejcTso je ciobomIHO jep
AHTUIIONAJHO IIpecInKaBame HeMa (uKcHMX Tadaka. lllTaBume, mo3maTo je ma je
TO jeIMHO HEeTPUBHUjaJHO CI0OOIHO JejCTBO Ha IapHO-IMMEH3MOHAJHO] chepu S,
Cana moskemo ¢opmynucary Bopcyk-Y 1aMOBy TeopeMy y TEePMUHUMA 1€jCTBa
rpyna: e nocmoju Zs-exeusapujanmmo npecaukasame uz chepe Sy chepy S™.

e JlejcrBo rpyme Z, Ha Epy:xmumy S' y paBHH, Tpu
KOME TeHepaTop MejCTBYje Kao POTAIlMja OKO KOOPAWHATHOT
IIOYEeTKa 3a yTrao 27“ To nmejcTBO je caobOmHO 3a CBaKU
npuponan 6poj n > 1.

e ['pyma poramnuja paBHU OKO KOOPJAWMHATHOT ITOYETKA
SO(2) rakobe cnobomuo nejcTByje Ha Epyskmumy S'. OBo
[ejCTBO MOXKEMO BUAETU M Ha Apyru HaumH. [locmarpajmo
S! kao moTmpocTOop KOMIIeKcHe paBEM. Ha Taj maumm S!
ca KOMIUIEKCHUM MHOMKEH,€M MMa, CTPYKTYpYy rpyme. 3aTo
MOKEMO TocMaTpaTud nejcrBo rpyme S' ma mpocrop St
TAKBO Ia ]Je XOMeoMOop(u3aM ¢, NaT MHOXKEHEM ca 2 = e,
Tana je ¢, ynpaBo poramnuja 3a yrao (.

e Onmruje, SO(n) nejctsyje Ha chepy S"~! Ha IpUpPOAAH HAYUUH, AJIU TO 1€jCTBO
Huje caobomuo 3a n > 2. Takobe, memna oproronanua rpymna O(n) mejcrByje Ha
S"~1 a mocebHO cy MHTepecaHTHa CPOJHA [ejCTBa H-eHUX HoArpymna. Ha mpumep,
rpyma poraiuja IpaBUJIIHOT MKOcaeapa je ajgrepHupajyha rpymna As, mrTo HaM naje
nejcrBo rpyme As, kao noarpyme ox O(3), Ha uKOCaenap.

e 3a mpou3BospbaH mpocTop X MMaMO AEejCTBO CUMETpuYHe rpyme S, Ha Ipo-
u3zBony X" ompebeno mepmyToBameM KoopauHaTa. llpenusHuje, 3a mepmyTaIujy
T € Sn, r(T1,. .., Tn) = (Tx(1),- -, Tr(n)). OBO mEjCcTBO HUje CIOOOMHO, anu IOCTAjE
c1obomHO Kana ce m3bale CBe Tauyke KOje Cy (UKCHe IMPU HEKOj OX mepMyTallrja.
Cnenujasno, cBaka moarpymna on S,, Kao Ha mpumep Z,, Takobhe mejcrByje ma X".
Kopuctuhemo oBo nejctso ma mpoctopy R™ mmu ma (R?)". Takobe, mpumerunmo na
umamo Hacsiebeno mejctBo m Ha mormpoctopy S"' C R" (mpu mejcTBy 6uso Kor
eJeMeHTa CUMETPUYHe IpyIle, Tauke cepe ce ONeT CIMKAjy y Tauke cdepe).

Cmooj mpocTopa. JlejcTBO Ha cIojy

[Tojam cmoja mpocTopa hemo dyecTo KOPUCTUTH, IIa Ce HAJjIPE CACBUM YKPATKO
HoACeTUMO meUuHUIMje coja (€Hr. join) U OCHOBHUX OCOOUHA.

Ied 5. Herka cy X u Y tomomomku npoctopu. Cnoj X %Y ce meduruUine xao
kKoauuHUK pocTop X Y 1= (X XY x [0,1])/ ~, rme je ~ penamuja eKBUBaIeHIN]je
s3amara ca: (z,y,0) ~ (2/,4,0), 3a cBe z,2' € X mcBe y € Y; (z,y,1) ~ (2,9, 1), 3a
cee x € X ucse y,y €Y.

CraB 6. Hexa cy X uY nomnpocmopu 00 R", maxeu da cy aduru nomnpocmopu
KOJju CY BUTO08U HOCAYU, Y onwmem nosoxcajy. Tada ce cnoj X xY moxce sudemu xao
YHUJO CBUT cezmenama Koju nosesyjy mayxe uz X ca mauxama u3 Y , mj. 6axncu:

{te+(1-t)yeR"|te[0,1],zre X,yeY} = XxY.

360r Tora ce Tauke Croja 4ecTto o3Hadasajy ca (r,t,y) nam tx B (1 —t)y.
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CrnenujajiHo, y ciaydajy CUMIIAIN]AJTHIX KOMIJIEKCA, U CIIO0j he OUTU CUMILIN-
nujasHau koMmiuiekc. Hawmme, yBemumo nomohuy osmaky AW B := A x {1} U B x {2},
Tj. TO je ,,o3HaUYeHa’ MIUCjYHKTHA yHUja. Tana je Cloj CUMIIUINAjATHIX KOMIIJIEKCA
K u L cumnnunujansau koMmIiuiekc umja cy temena V(K) W V(L), a cacraBmeH je
on cummiekca {FWGE | F € K,G € L}. Cauuno ce medpuHUIIE N-TOCTPYKU CIIO]
kommiekca K: K = K« Kx---x K 2{FWhy---WE, | F,F, ... F K}
MebyTum, mu hemo Hajuenmhe KOpUCTUTHU MOjaM yMAaHEHOT CIIOja.

Ilep 7. Hera je n > k > 2, n,k € N. Tana nepmnnumemo cienehe nojmose:
1) n-mocmpyru ymamenu cnoj Tomosomkor npocropa X je mpocTop:
Xp=X"\{lzdlza.. & z|ze X},
2) n-mocmpyku ymamwery cnoj k-munae CUMILIAIM]AJTHOT KOMIIEKCa K je KOMILIEeKC:
Ak = {Fi9..."WF, € K| ceakux k meby Fi,..., F, umajy npa3an mpecek}.

Cnenmjanno, 3a k = n mmmemo KX ymecro Ki(,.

3a HAIIy TPUMEHY je BeoMa BAayKHO [a CIOj U YMAMEHU CIOj CUMIIIUNNI]ATHUX
KOMILJIEKCA KOMYTUPAjy, Tj. ako cy K m L cuMOIuIujajHu KOMIJIEKCU, a n € N,
OoHIa Baxku cjemehe mo3naTto TBpheme.

Cras 8. (K x L)\~ K" LY, (K * L)*A”(Q) = KX{o) * LRg)- &

Tarkobe, morpeban HAM je U mojaM cnoja npecaukxagama. AKO Ccy mara mpeciu-
kaBama f1: X; — Y1 u fo: Xy — Y,, muxon cnoj fix fo 1 X% Xy — Y] *Y, nepunume
ce Ha caenehu mauwmn: (fi * fo)(tx @ (1 —t)y) :=tfi(x) B (1 —1t)f2(y).

Cana MOKeMO TOBOpUTH O HejCcTBY Ha cmojy. 3a mare G-mpocrtope (X, P) u
(Y, V), npuponso nepuanmemo nejctBo rpyne G Ha cuojy X xY rao © = ¢ x U,
Tj. 3a cBako g € G mMaMo xomeoMopduzaM 0, := ¢4 *x 1y, Arxo cy X m Y cnobonam
G-mpocrtopu, oHIa UM je u croj ciaobonan. Takobhe, mako ce mpoBepaBa na je CIoj
(G-eKBUBapUjaHTHUX MpeCInKaBama (G-eKBUBAPUjAHTHO IIPECIUKABAE.

e CinyHO HEjCTBY Ha MPOU3BOLY, 3a MPOU3BOJHAH MPOCTOP X MMAMO IEjCTBO
rpyme S, (kao u cBake WmeHe moArpyne) u Ha cuojy X*™. 3a mepmyramujy m € S,
neGUHUIIEMO P (tll‘l Diloxs PP tnxn) =t (1)Tr(1) D tr@)Tr2) D - © La(n) Tr(n)-

e TTomohy cnoja MokeMo BUmETH 1 CI060IHO nejcTBO TpyTe Z, Ha chpepu S,
3uamo nma je S & (S1)*™ ([18], 4.2.2), na MoskeMo #ejcTBO rpyne Z, NIPUMEHNTH
Ha CBaKy OJ KPY/KHUIA CIIOja W y3eTU AejcTBO Ha cuojy. lomyme, ucrto nejctso ce
MOKe BUAETH W Ha Apyru HaumH. Hamde, axo S*"~! mocmaTpamo kao jeauHumdny
cpepy y C, Tj. 8ao {(z1,...,20) € C"| |21]* + ... + |2,|> = 1}, mejcTBO TeHepaTopa

] ,

T s}

Z, mnepuHumeMo ca: ¢1(z1,...,2,) = (€7 21,...,€ 7 z,). 3aucra Baxku @] = lgan-1.

1.2 Koudpurypammonu mpocTop - TECT IPECIUKABAHE

Omumumo cana nnejy kojy hemo kopucrmrm MHOrO myTa. To je maeja wowndu-
2YPAYUOH02Z NPOCMOPA X MECM NPECAUKABAHA KOja je BeoMa YecTa Y KOMOUMHATOPHO]
reomerpuju. Haume, penuMo na skeauMoO na MOKaKEeMO Ia IMOCTOjU KOMOMHATOPHU
niy reoMerpujcku objekar (rpad, maprunuja, pacmopen ravakra, IPaBUX,...) Ca
HeKuM onpebennmM cBojcTtBoM. HazoBuMo y KOHPUrypanmjy peuwewem HAIIET IPO-
oaema. Tama MokeMO IPUMEHUTH cjemenu MeTomn.
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e Ckyn cBux KaHaumaTa MeDy KOojuMa TPayKUMO pelleme O0jeqWHUMO Y jenaH
npoctop, 3Bahemo ra xongueypayuornu npocmop. Hera je To mpocrop X.

e KoHCTpywuIeMO HENPEKUIHO MpecuKaBame u3 mpoctopa X y HEKU OPYTH,
MaKJBUBO Ofabpanu mpocTop Y, Koje uMa 3a Iusb Oa YTBPIU Ja JU HEeKa KOHQUry-
pamuja jecte miau HUje pememe. 1o mpeciukaBame f : X — Y ce masuBa mecm
npecaurasamwe. OO Tpeba ma mMma ciaenehe cBojcTBO - esnement x u3 X je pememe
Hauer npobiema ako u caMo ako f(x) npunanga npornpocropy Z ox Y. Y ce tana
Ha3WBa Mecm npocmop, a Z UuoHU npocmop.

e [IpermocTaBUMO CympoTHO, Ha HE TOCTOjU peEIllelme, Ma TEeCT MPECINKaBAMe
MOYKEMO IIOCMATPATHU Kao IPECINKABAKE Ca CMameHuM kogomenoM, f: X — Y\Z.

e Cana HaM je morpebHO fa Ha npocropuma X u Y\Z rMaMo Jeno OejcTBO HeKe
rpyne G u na npeciamkaBame [ momrTyje TO mejctBo, Tj. f X <, Y\Z.

e [locnenwmu KOpak je ma HA HEKM HAUYWH YTBPAMMO Ia TAaKBO IMPECIUKABALE HE
Moke moctojatu. Mwu hemo TO pamuTm MeTonmaMa €KBUBAPUjaHTHE TOIOJIOTH]E.
Ilobujena KOHTpaAWKIMja yKa3yje Ha TO Oa pPelleHme MOCTOjU.

Y mamewm pany hie ce TOKOM OBOTI TIOCTYIIKa BUIIE IIyTa jaBJLATU UCTU KOPAK, I1a
hemo ra oBme meraJsbHO mpoaHaJu3uparu. Hamme, musb je ma 3a ckymose A, B C R
ycaoB AN B # () uckaxkemo y TepMuHnMa npoussona u crnoja A u B. Jeman mauun
6u 6wo ma A x B mocmarpamo kao mormpoctop ox R = RY x R?, ma je ropmu
YCIIOB eKBUBaJieHTaH ycioBy na (A x B)NA # 0, rae je A C R? x R? mujaronadna.

[Mokymajmo mcro y tepmunnMa cmoja. I[IpowmsBom A X B MO:keMO BUIETH KaO
norupoctop on Ax B, rue (a,b) € A X B unentuduryjemo ca %a@ %b € AxB. Tana
je ycnoB AN B # () ekBuBasentan ycaoBy (Ax B)NA # (), rae je cama mujaronasa
A cryn cBux enemenara obmmka ir @ 1z, A C R? x R? € R*«R?. Cnoj R? « R?
MozkeMo Buzetu yEyTap R2. 3amcra, younmo yramama u; : R — R2H =12,
taksBa ma cy ui(R?) u uy(R?) adurm moTmpocTopu y ommTeMm modokajy. Tama cmoj
R? x R? unentuduryjemo ca reomerpujckum crojem ui (RY) x uy(RY). ITujaromana A
ce moeHTUPUEYje ca CKymoM {iu(z) ® Jus(z)},epe C R*F!. 3aTo Bamm:

ANB#0 & (u1(A) xug(B))NA £ 0.

Y oBoM cayuajy Tect mpocTop 6u 6mo R?! a mujaromasa A muiLHE IpPOCTOP.

Omnmruje, HEKa KeaIuMO na YTBPAUMO A2 JIM BaKU ﬂle A; # 0 3a A; C RY,
i=1,...,k. Tama nocmarpamo k yramama u; : R — R” y ommrenm momoxajy, rue je
D = (d+1)k—1. Ilpeunsnuje, mojam yramnama y OIIITEM IIOJOXKA]Y KaKe Ta a(UHN
nornpoctopu U; := u;(R?), i = 1,...,k pasamumy mpoctop R”. Ha mpumep, jemna
moryhuoct je ma RP mocmarpamo kao xuneppasan U := aff{e;}jer, Tae je {e;}jer
(I ={0,1,...,D}) opromopmupana 6aza y RPT! 2 (R1)®k Tana u;(RY) momemo
Bunetu kao U; := aff{e;};er,, rne je [ :={j€l|(d+1)(i—1) <j<(d+1)i—1}.

I'pyma Koja oBIe TPUPOMHO HEjCTBYje je cuMmeTpuuHa rpyma Sy (Uau HEKa o1
HeHUX TOArPyTa) U OHa AejcTBYje Ha TecT mpocTopy RP mepmyToBamem aduamMx
nornpoctopa {u;(RY)}E . Y mzabpanom mpumepy mocmarpamo mejctso S ma RP
nacaeberno ox mejersa ma RPH = (R4F1)%F goje mepmyTyje dpakTope oBe mexommo-
surirje. [lumaM mpocTtop 6u HAM omeT Ouiia AUjaroHajia, caMo je OHa OBIe OOJIUKA
A = {3u(z) ® -+ ® tup(r)},epe. Kama Guemo mpermocraBmmm CynmpoTHO, Ia M3
KOJOMEHA TECT MPECIUKaBama M30ANUIN AUjaroHaJy, OPTOTOHAJHOM Ia pPajuja-
JTHOM TIPOjeKImMjoM OuMCMO eKBUBapujaHTHO momu no chepe SP~4-1 A kaxo ce
MOKE MOOMTU KOHTPAAMKIMUja Ca IIPETIHOCTABKOM O MOCTOjalmy HEKOT E€KBUBaPU-
jaHTHOT TpeciuKaBama, BuaelieMo Ha PA3HUM NPUMEPUMa y OBOM Day.
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2 HyMepuuku MHOEKC

Hywmepuuku nnnekc je npBu objexkar koju hemo npuapy:kuBatu G-IpoCTOPUMA
paau Jakier yTBphuBama MOCTOjama UiIn HemocTojama (G-eKBUBAPUjaHTHUX IIpe-
caukaBama. Ha Hekr HauuH TO je NpuiamdHo kKoMOwmHaTtopan mojam. Ila 6ucmo
neprHUCAIN HyMEPUYKN UHIEKC, ToTpeban HaM je mojam FE,G-mpoctopa.

Ied 9. Hexa je GG konauna rpyna u n € Ny. Kaemo na je Tomosomku npocTop
X muna E,G (E,G-npocmop) ako 3amoBossaBa ciaenehe yciose:

1° X je cnoboman G-mpoctop,

2° X je koHauaH cuMILIUIAjaTHU (G-KOMIIJIEKC MU KOHAYaH hesujcku (G-KOMIIIIEKC,

3° dim X = n,

4° X je (n — 1)-nose3as.

Hajmosmaruju npumep E,G mpocropa je cmoj GV rre G mocmarpamo kao
CUMIIINIIN] &JTHU KOMIIJIeKC nuMen3uje 0, Tj. IucKpeTaH MPOCTOP O M Tadvaka, TIe
je m = |G|. Ha npumep, 3a n = 1, G** je xkommieran Gunaprutau rpad K, ,.
Ounraenso, G*"Y he 6utn n- muMeH3MOHAIAH CUMILIAI]AJHA KOMIIEKC UIME je
ucnywmen tpehu ycaos u3 nedpununuje. IlejctBo rpyme G Ha 0] caMo]j meuHU-
IeMo ca gog(m) = gr. Jlako ce mpoBepaBa ma je oBO mejcTBO ciaobomuo. Tana
nejcreo mHa GV pedummmenmo kao mejcTBo Ha (n + 1)-TOCTPYKOM CIOjy:

0, = Qg% pg*...% Qg
Oy(t1z1 B ... B tpi1Tns1) = t1pg(1) B ... B tp19y(Tng1) = 1921 B ... B tyi19Tp41.

3Hamo ma je To mejcrBo Takobe cmobommo, ma je G*"tD) cmobGoman crMmmmnun-
jasau G-KOMILJIEKC, YuMe Cy UCIOYHeHU U NPBU U APYru ycioB. Jla je ucuymeH u
YETBPTU YCJIOB MO:KE Ce€ MOKa3aTy WHIYKTUBHO, KopumhemeM mo3naror TBphema
o nosesanoctu cuoja. ([18], Cras 4.4.3: Heka je X k-mosesan, a Y [-moBe3aH, rjie
cy oba oBa MpPOCTOpa TPUAHTYJAOUIHA MM NeJTUjcKu KOMILIeKcu. Tama je croj
X %Y (k+1+ 1)-nosesan.)

Crnennjanno, 3a G = Zo, Hajuo3HaTuju npumep L,7Z, npocropa je cpepa S".
[Toraxkumo cama ma cy cBu npocropu F,G Tumna paBHOIPaBHU 3a CBPXE Y KoOje
hemo ux mu ynorpebmaBatu. To HaMm roBopu cieneha aema.

JIema 10. Hexa je X (n—1)-nogeszarn G-npocmop, a K caobodan kKonauan cumnau-
yujarnu G-komnaerce (uau caobodan konauwan heaujexu G-xomnaexc) u dim K < n.

Taoa || K| X (20e je ca ||K|| osnauen noauedap xomnaexca K ).

Cneyujaano, 3a ceaxa dsa E,G npocmopa X u'Y eaxncu X Ly,

Joxas. IleramHo m3Boheme mokaza Ou OMJIO MOCTA TEXHUYKU HAIMOPHO, Na
hemo camo miycTpoBaTu IJIaBHY HAe]y 3a ciydaj kKana je K cuMnimnujaaiHu
kommiekc. Tpaskeno (G-IpecivkaBame KOHCTPYUIIEMO WHAYKTUBHO, CKEJIETOH II0
cresieToH KoMInekca K. IlpermocraBumo na cmo koHcTpyucanu (G-IpeciIuKaBame

_ G .
ge_1 ¢ [|KF V|| = X u na swemumo na Ta eKBUBAPW]aHTHO MPOMMPUMO O TIPECITH-

G :
kaBama ¢ : ||[K®| — X. Ilocmarpajmo k-mumensumonanme cummiekce y K.
MoskeMO MX MOmeNUTH y JUCjYHKTHe opOure mpema nejcrBy rpyme G. U3 cBake
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opOuUTe yOounmMO IO jeJaH CUMIIJIEKC U Ha Hera MPOMIUPUMO IPECINKABAHKE - 3HAMO
na 1o MoskeMo yumauTy Kopucrehu (k — 1)-mosesanoct npocropa X. Ha ocramum
CUMIIEKCUMA MCTe Oopbure mpomupeme mepunummMo momohy mejcrBa rpyme G
¥ IPOIMMpEHA HA TOM jeTHOM cuMIiekcy. /la OucMo TO MOTIM jenTHO3HAYHO ypa-
[UTY, HEOTIXOHO je [a CUMILJIEKCH jeqHe OpOuTe MMajy AUCjyYHKTHE peaTUBHE MHTE-
puope, anu TO je ucnymeno. Hawme, ako Ou ce mecuso na peslaTUBHUA WHTEPUOP
@y(int o) cede pemaTuBHE MHTEPHOD OZ 0, OHZA OM MOpao OuTH @,(0) = o jep je
g CUMILIANM]ATHO U XoMeoMop¢duzam. CaMuM TUM, @, OM MOPAJIO MMATU (UKCHY
Tauky. Kako je mejcTBO cmobomHO, ¢, MOpa OUTH JejCTBO MAEHTUYKOT eaeMeHTa.[]

Cana MokeMO neUHUCATH HyMEPUYKN WHIEKC:

e 11. Heka je X G-upoctop. Hepmaummmo wymepuwku G-underc mpocTopa
X Ha caenehwm vayuH:

indg(X) :=min{n e N| X <, E,G},

YKOJIMKO je HaBeneHu ckym HenpasaH. (lepununuja je kopexrna jep nameby cBaka
nBa npocropa tuna [,G nocroju G-eKBUBapPUjaHTHO MPECIUKABALE. )

Teopema 12.(CBojcTBa Hymepuukor uanekca) Heka je G nempueujanha KonawHa
epyna. Tada 3a G-npocmope saxce caedeha mephewa.

1) (Mowomownocm) Axo X .Y, onoa indg(X) <indg(Y).

2) (IIpupoonocm) indg(E,G) =n (sa ceaxu npocmop muna E,G).

3) (Unodexc cnoja) indg(X *Y) < indg(X) + indg(Y) + 1.

4) Axo je X (n — 1)-nosezan npocmop, mada je indg(X) > n.

5) Axo je K caobodan cumnauyujanny (usu heaujeru) G-xomnaexe dumenzuje n,
onda je indg(K) < n.

Jlokas. Tepheme 1) cnenu nupekTHo n3 AepuHUNMje MHAEKCA. 3a HoKa3 TBPhe-
ma 3) moBOsHO je 3a mpoctop E,G tuma yzeru GV, Axo je indg(X) = n, a
indg(Y) = m, tana smamo ma moctoje fi: X GGt gy Y -5 G| Crnoj
tix G-mpecimraBama je oner G-IpeciuKaBame fi* fo: X Y —s GHO+D) y Grim+1),
Kako je G*(t1) y Gxm+1) o Gx(ntm+2) © pyano ma je xomomer Ey iy G mpocTop.
Tuwme je tBpheme 3) morasamo.

[IpernocraBumo ma tBpbheme 2) Basku. Kopucrehwu mera, muperrHo mmamo na
cy tBpbema 4) u 5) mocnemune geme 10. Ilpeocraje ma moraxkemo TBpbheme 2).
[Ipuponuo je 6mmo nma ra ¢opmynumemo Meby oBuM ocobuHama, aau ra 3060r
3HaYaja M3aBajaMoO U y MOCEDOHY TeopeMy.

Teopema 13.(Bopcyk-Y nmamoBa Teopema 3a G-upocrope) He nocmoju G-exeu-
8APUJAHMHO NPECAUKABATHE U3 NPOU3BONHO02 npocmopa E,G y npocmop E,_1G.

IIpe mokasa, mpumerumo na ce tBpheme 2) omasme nobuja mupexktHo. Hauwme,
n3 neduHUNMje UHIEKCa 1 OBOT TBpbhema 3Hamo ne je indg(F,G) > n—1, a kako je
UIEHTUYKO MpeciukaBame Ha npoctopy E,G cBakako G-eKBUBapUjaHTHO, Bakuhe
indg(E,G) = n.

Tarobe, 3a G = Z, oBO je ympaBo Bopcyk-¥Y mamoBa Teopema, ynMe DoOUjaMo
jomr jemaH On MOKa3a Te TeopeMe.
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IIpebumo cama ma moka3. IIpBa mmeja je ma He mocMaTpaMoO AEjCTBO IeJie
rpyne G Beh Heke mene monpyme. Hawmme, ako je H mompyma rpyme (G, cBaku
G-mpocTop ce MOyKe mocMaTpaT U kKao H-mpoctop, a cBako G-TpecinKaBame Kao
H-npecnukaBame. [lomeHnMmo camo ma je ToO yecTa maeja Kama IejCTBO IeJie TPYIe
G Huje ca000mdHO, a peruMo jecte cJa000MHO mejcTBO Heke moarpyme. To mehemo
KOPUCTUTU y OBOM MOKA3y. AJu, KOpUCTUNEMO APYTY CTaHAAPIHY UAEjy - 3HAMO
a HEeTPUBUjaJHA KOHAYHA rpymna (G uMa MOArpyIy M30MOP(HY HEKOj MUKINYHO]
rpynu Z,, 3a HEK: IpocT Opoj p. 3a taksy rpyny G U meHy HOArPyLy Z,, CBAKU
E,G npocTop je ucroBpeMmesno u F,Z, mpocTop.

Jlakne, moBosHO je TBpheme nokazarm 3a G = Z, Kaxo mameby nBa F,Z,
IPOCTOPAa yBEK MOCTOjU Z;,-eKBUBaPNjaHTHO NIPECINKaBame, 3a IpocTop tuna k,7Z,
yammmo (Z,)* "V, Ozmaumvo K = (Z,)* "V u L := (Z,)*™ u mocmarpajmo L ®ao
notapocTop oa K onpeben ca mpBUX n KOMIOOHEHTHU CIOja. Y OUYUMO WHKJIY3U)Y
i: V(L) — V(K) Ha HABOY Te€MeHa OBUX CHMILIVIN]AJHUX KOMILIECKCA.

IIpernocraBumo cymporHo TBphemy Teopeme, Tj. ma MOCTOjU €KBUBAPUjaHTHO
PECINKABAE

Zp
fAK = [[L]]-

IIpso hemo f ,mperBopuTn” y CUMINIMIMjaJHO HpeciukaBame. lIpenusuuje, mo-
TpeOHa HAM je HOBOBHO (puHA cuMIIUIMjajaHa nmonxena K kommiekca K, Kao u
CUMILIAIU]AIHO Z,-IPECINKABAEC f:V(K) — V(L). Tlosrato je na ce To MOsKe
ypamutu noMohy Teopeme 0 cuMminnujatno]j anpokcumanuju ([8], reopema 2C.1).
ITorpebHO je jom ma3uTu Ja Ta CUMIIUNNjalHa allPOKCAMAI]a OCTaHe Z),-TIPeCIn-
KaBame, aau um TO Huje npobiaem. Hehewmo ce 3amp:kaBaTy HAa TUM TEXHUUYKUM
neTabuMa. N

Ocraje na moraskemo zna ako je K cummiunujajgHa mojiena KoMmisekca K, na
OHJIa HE NOCTOjU CHUMILINIUjasHO Z,-npeciukasame f: V(K) — V(L).

ITocmarpajMo KOMIO3UIMjy MOMEHYTUX CUMILIUNU)AJHUX Z,-TIPECINKABaHa;:

gi=iof: V(f?) — V(K).

Nzpauyrahemo Jledmenos O0poj oBor mpecivkaBama Ha ABa HaAYWMHA Y WY O
nobrjeMo KOHTPaAUKIN]Y.

[IpBu npuctyn je ma pauynamo Jledmenos 6poj Ha HUBOY JdaHala. 3HAMO Oa
CUMIUIANIAjAJTHO TPECIUKABAKE ¢ : V([?) — V(K) unaykyje J1aHYacTO NpeCIuKa-
Bame gy, : Ch(K) — CK(K), rae je ca Cy(K) = Cy(K; Q) o3maucHa k- muMeH3MOHATHA
JaHYaCTa IPyIa ca PAlUOHATHUM Koedunujentuma (nako je K KOIOMEH IpecynKa-
Bama ¢, CBAKM CUMIIJIEKC 13 K MOke Oa ce Hamuime Kao CyMa CHUMILIEKCA 13 K ma
koje je momesveH). Tana je JlepuenoB 6poj npecivkaBama ¢ HA HUBOY JIAHUACTUX
IpEeCIVKaBalbha jeIHAK:

Alg) = (=1 tr(ga).

k>0

[MomTo pamguMo ca paruoOHAJHUM KOE(PUIU]EeHTUMA, Ck(l?) Cy 3ampaBO BEKTOPCKU
IPOCTOPH, 1A Cy NPECIUKABABA Gy, 3AIIPABO JIMHEAPHU CHIOMOD QU3MU BEKTOPCKUAX
IpoCTOpa. 3aTO MM Ce€ Tpar padyHa Ha yoOMdYajeH HauuH, KaO Tpar JUHEAPHOT
OpecIuKaBama.
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Basa mpocropa Ck([?) je cacTaB/beHA Ol CBUX JIaHAIA €, KOjU Cy 1 Ha CUMILIe-
kcy o, a 0 unaue, rae o nposasu (opujeHTucane) k-CUMILIEKCE y K. N3pauynajmo
tr(gy) v oBoj 6asu. Kako je g Z,-eKBUBapPUjaHTHO,CUMIIIEKC O NOIPUHOCHU KCTO
KOJIMKO 1 joml p — | CUMIIIeKca merose opoure (0BIe KOPUCTUMO Ja CY CUMILIEKCHU
jemue opbure cBu pasnuuuru). Ognarie ciaenu na je tr(gy) memus ca p, ma je u
Jlepmenos 6poj A(g) memwus ca p.

[Tocmarpajmo cana A(g) Ha HUBOY XOMOJOWEKUX Ipyna. Ilpecnukasame g UHIY-
Kyje mpecaukaBama . : Hp(K,Q) — Hi(K,Q) y xomomoruju. IIpema Xomngosoj
dopmyau o Tpary, Jlepmenos 6poj ce Moke M3padyyHaTH Ha ciaelehm HauywmH:

A(g) = D (= 1) tx(gur)-

k>0

C o63upom Ha TO na je K (n—1)-mose3an, na ocuoBy Xypesuhese Teopeme 3HaMO
na je Hy(K,Q) = 0, 3a 1 < k <n—1. 36or tora 3a Jlepmenos 6poj MokemMO
MMATHU HemTo camMo y muMensujama 0 u n. AJau Ha HUBOY N XOMOMODP(U3AM (i,
je TpuBHjajaH, jep je 300r (GYHKTOPUjATHOCTU jE€THAK KOMIO3UIUJU iy, O :n, Tj.
¢pakropume ce kpo3 tpusujanny rpyny H,(L,Q) (L je (n — 1)-nosesan). Onmartie
caemu na je A(g) = 1, wro je y KOHTPAIUKINUU Ca YMHEHUIOM Ja je TO 6POj mesbus
ca p. Tume je Teopema moka3aHa. Il

Crnemnujaano, IpUMETUMO Ja CMO YCIYT MOKA3aJU UHTEPECAHTHY YUHLEHUIY 14 je
Jlepmenos 6poj Z,-npecaukaBama TPUAHTYJIA0MIHOT Z,-IPOCTOPa y HeTa CaMor,
IEJBUB Ca P.

HajonpumenmuBuja je cieneha mocaenuiia oBe Teopeme.

Teopema 14. (Hounn) Hexa je G nempusujanna xonauwna zpyna, X n-nosesan
G-npocmop, a'Y caobodan G-npocmop makae da je dimY < n (moxuce bumu cumn.au-
yujasru G-xomnaexe uau heaujeku G-xomnaexc).

Tada ne nocmoju G-exeusapujanmmo npecauxasamwe f: X — Y.

Uoxas. Cnenu nupextHo u3 TBphema 4) n 5) reopeme 12 1 cBOjcTBA MOHOTOHOCTH
WHIEKCA. |

Hapemumo jomn jemny Teopemy Koja he HaM OMTH HEONXOOHA 3a HEKE HOKa3e
y caenehem mormassmy. I[lorpeOHO HaM je HEKOIMKO MO3HATUX TEPMUHA Y BE3U
CUMIIJIAIjAJTHAX KOIJIEKCA, IMa UX HABEAUMO YKPATKO. 3HAMO & CBAKU CUMILIU-
nujansn kommieke K nedunaume nocer Pk = (K\{0}, C) roju ce cacroju ox cBux
HempasHux cummiekca y K ypebenux npema pesamuju npunanama (1j. a C b ako
1 caMo ako je a crpana ox b). Takrobe, 3a cBaku mocer P MoskeMO mocMaTpaTu
CUMIIMIVjaJIHA KOMILJIEKC cBuX jaHana y P (y omHOoCcy Ha OBy pesanujy Opu-
nagama), osnaunmo ra ca A(P). Taj kommiuekc ce HasuBa ypehajnu xomnaexc.
[Toznaro je ma je A(Pg) 3ampaBo Gam npBa OapUIEHTPUYKA I[I0EJA K on K.
Cana moskeMo popmynucaru ciaenelly BasKHY Teopemy.
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Teopema 15. (Caprapujuna Hejemmaxoct/Teopema o mmnexcy) Heka je
K xonauvan u caobodarn cumnauvyujosny G-xromnaexc, a L wezoe G-uneapujanman,
nomxomnaexc. Hexa je Px nocem npudpyxcen xomnaexcy K, a Py, nocem npudpyxcen
L (nomnocem 00 Px). Heka je jow Qp := Pg\Pp odeosapajyhu xomnaemenmapan
nomnocem, a A(Qr) wemy npudpyxcen ypehajru xomnaexc. Tada saxncu:

lndg(L) 2 lndg(K) — lndg(A(QL)) — 1.

Zoxaz. Camo hemo crkunupaTu HajBaskKHUje umaeje, 0e3 3ajaKema y TEeXHUUKE
nerame. Hajupe, Mmoke ce mokasarn fa Cy CHMIUIMI]AJHU KOMILUIEKC K n merosa
npBa GapunenTpuuka noxena K = A(Pg) kao G-KOMIJIEKCU CUMILIUIU]AJTHO €KBU-
BaJICHTHU. 3a JOKa3 OBe UME€HUIE OU Ce NPaTHO MO3HAT JOKa3 Na Cy KOMILIEKC K
U HBEeroBa mpBa OapuieHTpuya mnomena K CUMIIUIMjATHO €KBUBAJEHTHU, & KAKO
Ce eKBUBAJIEHIMja KOHCTPYUIIE WHIYKTUBHO CUMILJIEKC IO CUMILJIEKC, MOKe ce 0e3
remkoha yumautu eksuBapujantaoM. Hera je fi : K — A(Pg) moMenyTa CUMILIA-
nujanna exkBuBajseHnuja. Ciaenehu xkopak je ma younmo (G-eKBUBapUjaHTHO IIpe-
caukaBame fy : A(Pyg) — A(Pp) * A(Qr) . 3aucra, cBaku manan ¢ = {cg < ... < ¢x}
y Py MoOe ma ce NpupomHO momesu Ha asa jaHmna: ¢ :=cNPpud :=cNQyp.

Heka je indg(L) = m n indg(A(Qr)) = n. ¥Yamumo 3a E,G u E,G cumnaunu-
jamme rommiaekce Gt g Gt penom. Tagma je E,G x E,G = G*™t+2) mro
je jeman FE,,.,.1G npoctop. Ilo mepmuunuju munexca nocroje (G-eKBUBapUjaHTHA
npeciukaBawa ¢ @ A(Py) — E,G u h : A(Qr) — E,G, 3a roja MOKEMO NIPETHO-
CTABUTH Ja CY CUMILJININjaHA IPEMa €eKBUBAPXJAHTHO] BEP3UjU TEOPEME O CUMILIIN-
nujanaHoj anpokcuMmanyju. Tana je nobpo meduHMCAHO MPECIVKABAHE:

g * h: A(PL) * A(QL) — EmG * EnG = Em+n+1G.

Ha kpajy, npecaukaBamwe (g*h)o foo fi : K — E,1,11G je G-eKBUBApUjaHTHO Kao
KOMITO3UINja €KBUBAPUjAHTHIX, Ia 3akbydyjemo na je indg(K) < m+n+1. Tume
je Teopema noOKa3aHA. ]
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3 IIpumene HyMepUUKOT MHOEKCA

3.1 HenmanmaprocT rpadosa

[IpBu mpumep Ha KOMe heMO TPUMEHUTH METOH KOH(PUTYPAIMOHOT IPOCTOPA
U TeCT IpeciUKaBamba je NOKa3 HemaaHapHocTu rpada Kszs. Ommra maeja oBor
noka3a he O6uTu npuMemnUBaHA BEOMa YECTO, A NEMO je OBle OMUCATU AETAJHHO,
a KaCHUje KOPUCTUTU Oe3 3asaKema y CBE IeTaJbe.

Teopema 16. Komnaeman bunapmummnu 2pad Kss wuje naanapan. Ipeyusnuje,
axo je f : K33 — R? npouseonno menpexudno npecauxasame, onda nocmoje dse
Jucjyrkmne zpane e; u ey 0802 zpafa maxee da f(er) N f(e2) # 0.

Jloxas. IlpernmocTaBUMO CYIPOTHO, Na IOCTOJU yTallame
[ : K33 — R? mamer rpada y pasan. Hajuope Tpeba u3za-
OpaTy KOHQUIYpaUMOHN NPOCTOP KOju Ne pemnpeseHTOBaTH  Ag
CBe IapoBe JUCjYHKTHUX uBuna rpaga Kss. IIpupoaso je na
To Oynme ymamenu cuoj (K33)% (jep 6am y memy ,,cnajamo”
TAYHO NUCjYHKTHE CTpaHe cuMiiekca K33). 3artmm, Tpeba
KOHCTPYUCATU TECT NPECINKABAKE. Y OUNMO B HE3ABUCHA
yTamama Ui, Us : R? — R® 0 KojuMa cMO JeTasbHO TOBOPUIN
y morsnasipy 1.2. HbuxoBa rommosmnuja ca f HaM maje mpeciaukaBama f; = u; o f :
K33 — Uy, i=1,2, rme je U; = u;(R?*) C R°. Cagna 3a TeCT mpeciuKaBame y3MUMO
F : (K33)%2 — Uy x Uy C R® medpurmcano Kao CHOj mpeciaukaBama f; U fa, Tj.
Flte® (1—t)y) = tfi(2) ® (1 - ) fo(y).

I[Ipema mpermocTaBIU, CIAWKE OUCjYHKTHUX CTpaHa Ce HE CEKYy, Ma BaKMU Oa je
F((K33)R%)NA =0, roe je A qujaronasna cnoja y KOJOMEHY. 3aTO MOMKEMO MOCMa~
TpaTu NpecinkaBame F' ca cMameHuM KOJOMEHOM; pay je THOCTABHOCTU O3HAYMMO

N
2
2

%

ra omer ca F"
F: (K373)22 — R5\A

ITpuponso je ma mocMaTrpaMo AejCTBO I'pyle Zsy Koje 3aMemyje nBe konuje Kz 'y
(ngg)*ﬁ. Cawuuno, rpyna Zs 3aMmemyje nmoranpoctope U; u Us. Y morsmasipy 1.2. cMo
objacHMIN KaKo OHa JejCTByje 1 Ha mejoMm mpoctopy R, ocraBmajyhwm mpurom
¢urcHuM Tauke mujaronase A. Jlako ce mpumeru na je F' Zy-eKBUBapPUjaHTHO.

YBenuMmo craHmapAHy O3HaKY [n| 3a AMCKpeTaH CKyI OX n Tavaka. Tlama Ks3
MOKEMO BUAETU Kao cmoj [3]*2. TlomTo 3HaMO 1a CIOj U yMameHU CII0j KOMYTUPA]y,
3aKBYyUyjeMO na Baske cienehe pemanuje:

(Kyo)2 = (22 = (@22 = (SH2 = s (1)
[Iputom cmo yoummu za je [3]%2 = S! (camka mecmo). Tawobe,

KopucTuiau cmo mnosuaro tBpheme ([18], 4.2.2) koje kaxke ma je
Sk s St ShHFL (B 1 € Ny).

3aTuM, npuMeTuMo aa je kogomer R\ A Z,-ekBuBapujanTHO XO-
MOTOIICKA €KBUBAJIEHTAH OPTOTOHAJHOM KOMIJIEMEHTY AUjaroHaJe 2
6e3 koopaunaTHOr novetka, Tj. AL\{0}, a xomoTonCKa exBUBaIE-
HIIUja je opToroHasHa mpojekmuja p : RP\A — AL\{0}. IomTo je
mujaronasa mumensuje msa, AL\{0} je TpomumensmomasHU TPO-
crop 6e3 jemue tauke. OH je Zo-€eKBUBAPUjAHTHO XOMOTOIICKU
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exBuBasienTan chepu S?, momohy pammjanme mpojermmje r : AT\{0} — S?. (Huje
HEOTXOIHO & MMaMO XOMOTOIICKEe eKBUBaJIeHIje y ommreM ciaydajy. Camo Tpeba
& UMaMO Zy-€KBUBAPUjaHTHA IPECIUKaBama.) KOHAUHO, KA0 KOMIO3UIU]y T00uU-
jaMo Zy-€KBUBAPUjaHTHO MPECIUKABAHE

TOpOF: <K373)22 — 82,

na y3 (1) 3anpaBo umamo Zo-eKBUBApUjaHTHO mpeciukaBame uz S° y S2. Meby-
TM, TO je Hemoryhe mpema Bopcyk-Y mamoBoj Teopemu (unu u3 teopeme 13, jep

zZ .
He BakUu F3Zy —— EsZs5). Tume je moka3 3aBpIIeH. Il

[TomeHnMO nma ce HA HAYWH CIAUYAH OBOME MOMKE TTOKA3aTU TaKO3BaHA TOIMOJOIIKA
Panonosa Teopema. Ona je onmruja Bep3uja mo3HaTe KOMOMHATOPHE TEOpEME, Tj.
,,oouune” Pamonose Teopewme.

Teopema 17.(PamonoBa Teopema) Hexa je X = {x1,x,...,Tqi0} npouszeonman
cxyn 00 d+2 mauxe y npocmopy R, Tada ce X moonce nodesumu na 086 OUCiynEmHa
NOOCKYNA “uju ce KOHBEKCHU OMOMAMU CEKY. O

OBo tBpheme Moskemo npedopmynaucaru Ha ciaenehu HaUMH:

Teopema 18.(ExuBusasiear Pamonose Teopeme) Hexa je 0! npouseoman cu-
mnaexe oumensuje (d + 1). Tada 3a ceaxo afuno npecauxasawe [ : ||o¢T|| — R?
nocmoje dse ducjynrmme cmparne Fy u Fy cumnaexca o' maxse da je

FAIALD N f (1) # 0.
¢

MebyTuMm, nokasyje ce na TBpbheme HaBeqeHe TeopeMe BaKU He caMo 3a aduHa,
Beh u 3a cBa HempekuIHA NPECIUKABADA.

Teopema 19.(Tonosomra PanonoBa reopema) Hexa je 0amo npouzsonno Henpe-
xuono npecauxasane f : ||o¢t|| — R4, 20e je 0%t npoussoman (d+1)-oumernzuonanmu
cumnaexc. Tada nocmoje dee ducjynkmue cmpane Fy u Fy osoz cumnaexca maxse da

ge fUIELI) O f(I D) # 0. ¢

GJ

/ /
[IpumeTumo jomr ga ¢ 063upoM Ha TO Ha Cy TpaskeHe cTpane F) u Fy nucjyHKTHE,
OHE Cy CcaIp:kKaHe y I'DAHUNM CUMILIEKCA, Ia je CBEjeqHO Oa JIM TOBOPUMO O Ipe-

cIMKAaBamy LEJOr CUMINIeKca 0%l miam o mpeciumkaBamy UHjU je TOMEH T'DaHUIA
NOCMATPAHOT CUMILIEKCa (HEKa ce OBa TeopeMa TakKO (OPMYJIMIIE).
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ITora:knMO HemJIaHAPHOCT M ApyTror rpada KypartoBckor.
Teopema 20. Komnaemmnu zpad K5 nuje naarapan.

Zoxas. Tlopen cimunor pacybuBama kao y Teopemu 16, kopuctuhemo u Capxka-
pujury HejemHakocT. IlpeTmocraBumo cympoTHO, aa nocroju f : Ks — R? koje je
yraname rpada y paBan. nentupuryjmo K5 ca 1- mmMeH3MOHAJIHUM CKEJIETOHOM
o} 4-nmumensuonasnor cummiekca ot. Tana je f: o} — R? menpexuano npeciauka-
Bame, 3a KOje He MOCTOje IOBe MUCjYHKTHE UBUIE €] U €3 OBOT 1-CKeJIeTOHAa TaKBe
na je f(e1) N f(es) # 0, mpema npernocrasuu. ITokaskumo na je To memoryhe.

3a KOH(UrypaIMoHU TPOCTOp u3abepumo ymamenu cnoj (o7)i. Tect npeciu-
KaBame u3abepuMo MOTIYHO MCTO Kao y Teopemu 16, F : (0])2 — U x Uy C R®.
Tarkobe, mocmaTpajMo UCTO [ejCTBO TPyNe Zo U HA UCTU HAUUH Zo-€KBUBAPUjaAHTHO
npecauKajMo KogoMeH v S%. Jlakme, nMaMoO Zo-eKBUBAPUjaHTHO IIPECINKABANEC U3
(o) y S?. TokaskumMo na OHO He TOCTOjU MPUMEHOM HYyMEPUUKOT WHIEKCA.

3a paznuky om Teopeme 16, oBme Huje jemHoctaBHO oapemutu indz,((0])id).
3ato mocmarpajmo (o)X = L kKao motkommiekc kommiekca K = (04)i2. 3a K

3HAMO Ja je TO 3aIpaBo:
K = (o2 = (19)R = ()% = 210 = 5%

[Tputom cMo kKopucTuau ga je [2]*° = (§9)*° = §1 mro cremu uz nozmaror Tephema
Koje Kaske ma je (S°)* = S ([18], 4.2.2). Tlorpeban HAM je jOII KOMILTIEMEHTADHU
nocet ()7 na 6ucmo npumenuau Caprapujuny Hejennakoct (reopema 15). Ipume-
TUMO ce ma je (J CKyT CBUX mapoBa mACjyHKTHUX cTpana (01, 0) kommiekca (o)
rakBux na je wmian dim(6y) > 2 wnm dim(fy) > 2. (He mory 6urtm mcnymena oba
OBa yCJIOBA MCTOBPEMEHO 300T NMMEH3Wje - He IOCTOje ABE NVICJYHKTHE CTpPaHe

cuMmiiekca o numensuje > 2). 3aTo je moGpO AePUHUCAHO MPECIUKABAH©
h: QL — {al,aQ}, h(01,92) =a; < dlm(ez) Z 2,

rae {aj,az} mocMaTrpaMo Kao ABOEJEMEHTHU IIOCET Ca HEYNMOPEIUBUM €JIEMEHTUMA.
Tana h unnykyje Zs-exBuBapujanto upeciaukasame A(h) 1 A(Qr) — A({ay,az}).
[Tpumermmo na je A({ay,as}) = S° omakae 360r MOHOTOHOCTU MHIEKCA CIEIUA A
je indz,(A(Qr)) = 0. Cana va ocuoBy CaprapujuHe HejeIHAKOCTU 3HAMO Ia BarKu:

indz, ((01)32) = indz, (L) > indz,(K) — 0 — 1 = indgz,(S*) — 1 = 3.
Iakne, sakmyunau cMo na je indz,((01)i2) > 2 = indz,(S?), onakne caemnu ma He
nocToju Zo-€KBUBAPU]aHTHO NpecaukaBame u3 (07)% y S%, mTo je y KOHTpauKIuju

ca MpeTmoCcTaBKOM. Tume je TBpheme moka3aHo. Il

OBa Teopema je cnernujanan cayuaj (3a d = 1) caenehie, MHOrO canpskajHuje
TeopeMe, Koja Ce CIUYHO TOKa3yje.

Teopema 21. (Baum Kamnen-®nopecosa) Hexa je d > 1 u nexa je K d-ckeaemon
(2d + 2)-0umenszuonanroz cumnaerxca. Tada ce K ne monce ymonumu y R*. IIpeyu-
3nuje, 3a ceaxo nenpexudno npecaukasawe f : ||K|| — R, nocmoje dee ducjyrnxmme
cmpane y K wuje ce caure npu f cexy. &

I[Tomcerumo ce ma BurHujeBa teopema Kaske na ce CBaKU d- IMMEH3VMOHAJIHU
CUMILIAII] aJIHA KOMITeKke yrama y R*F!. Tana uz Ban Kamnen-®mopecose Teo-
peMme 3HAMO Oa ce y OWIITEM Caydvajy Ta auMenzuja 2d + 1 He MOKe CMamUTH.
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3.2 TIIpobaemu TsepbGeprosor Tuma

IlokaskuMO caga HEKOJUKO TBphema Koja cy camyHa TBpDhemuma mpeTxogHor
orJjaBJ/ba y OVWMEH3UjU BUIle, TOCEOHO MO HAUWHY Ha KOju ce mokasyjy. Ilocwma-
TpaMoO KakBe MOJIOkKaje MOTY MMAaTU KOH(QUTypaluje Tadaka y mpocTtopy R3.

Teopema 22. Ceaxu ckyn C 00 9 mauaxa y R3 momce da ce nodeau wa mpu
nenpasna Jucjywkmua ckyna: C = Cp U Cy U Cs, mako da sancu

conv(Cy) N conv(Cy) Nconv(C3) # (.

Jloxas. Teopemy moxemo mpedopmyiaucaru Ha ciaenehn maumn. Heka je o°

KaHOHCKM 8-muMensuonn cuMmmiaekc. Ckyn C C R® onpebyje muaeaprO mpecimka-
Bame L : 0° — R3 KojuM ce BpXOBU CUMILIEKca ciukajy y Tauke ckyna C. rKemmmo
I8 TTOKa:KEMO Ta MOCTOje TPU IUCjyHKTHe cTpaHe 0,0, u 03 cummiekca o° Takse 1a
je L(01)NL(6)NL(O5) # (. Harmacumo na y mokasy murge nehemo kopuctutu na je
L nuneapno npecaukaBame seh hiemo mokaszaru tepheme 3a 610 KOje HEIPEKU IHO
npecmukasame L : 0% — R3,

[IpermocTaBuMO, makie, CyIPOTHO, Ha IocToju Hempekumao L : 08 — R? xoje
HE 3a0BOJbABA MPETXOMHMU yCJIOB. llomTo Cy HaM MOTpebHe TPOjKe MMCjyHKTHUX
CcTpaHa 10 TapOBUMa, 3a KOH(GUTYPAIMOHNA TPOCTOP Y3MUMO YMamhEHH CIIO] (08)23(2).
W3 Tor mpocTopa KOHCTpywumeMmo TecT npeciukaBame y (R?)* C RM caununo kxao
y moka3y Teopeme 16, Tj. Ka0 TPOCTPYKHU CIO] NMPeCJMKaBama [ KOMIOHOBAHOT
ca yranamwuMma (F(t1x) @ toxg @ taxs) := tyug(L(z1)) @ taus(L(z2)) & taug(L(z3)), rae
u; : R® — R 3ai=1,2,3). Hakae, To je NpeciukaBame:

F: (08)*5(2) — RIL,

[TocmaTpajMo nmejcTBO rpymne Zsz, KOje Ha AOMEHY M KOIJOMEHY IUKIUYHO MTOMepPa
KoOpauHaTe croja (3a KOJOMEH je meTassHo objammeno y noraasmy 1.2). Tana je
F ouurnenno Zsz-exkBuBapujantao. C 003MpOM Ha HAIIy MPETHOCTABKY naa mpu L
CJIMKE HUKOje TPU IUC)jYHKTHE CTpAHe HEMAjy 3ajeHUUKY TAUKY, F((O‘S)*A?’@)) HE ceue

IIjaroHaiy, Ia CMAmbUMO KOZOMEH U MMaMO Zs-€KBUBAPUJAHTHO IPECIUKABAE:
. (8)*3 1
i (0%)xe — RMA.

[IpumeTnmo ma je cama mejcTBo Ha KomoMeHy cimobomguo. IlomTo je A mumensuje 3,
RM\A MokeMo Zz-eKBUBaPUjaHTHO NpecauKaTu y chepy ST, IPBO OPTOTOHAJHUM
ma paadjaiHuM IpOojeKkToBameM. Kommonyjyhu To mpeciukaBame ca F' mobujamo:

8\¥3  _Ls g1
(o )2(2) > 5
W3pauynajmo cana MHOEKCE OBUX IMpOCTOpa 3a rpymy Zz. CrapmapoHo MMaMo:

(08)23(2) = (08)23(2) = ([1]*9)23(2) = ([1]23(2))*9 = EsZs.

(ITpumerunu cmo nxa je [1]*5’(2) OUCKPETaH CKYI O 3 Tauke Ia je MPEeTIOCJEIhU
npoctop 3aucra FgZs;.) Onarie ciaenu na je indZB((JS)*A?’(Q)) = 8. Ca mpyre crpane,
nomto je Zs-mejetso Ha ST caobomno, indz,(ST) = 7. Konrpamukmujy mobujamo Ha
OCHOBY CBOjCTBa MOHOTOHOCTHU WHIEKCA. U
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Cana hemo BmmeTtm na ako nomaMo joml 2 Tadyke, MOXKEMO 3aXTE€BATU KAaKBU
TAYHO na Oyay OBU IOJCKYIOBMU.

Teopema 23. Hexa je C cxyn 00 11 mauaka y npocmopy R®. Tada nocmoje

no naposuma oucjynkmuu mpoeaemenmuu cxkynosu Cp,Co, Cs C C makeu da saxncu
conv(Cy) N conv(Cy) Nconv(C3) # (.

loxas. OBaj moka3 maejuo mpatu moka3 teopeme 20. Ilpupomso ma rouury-
pammonu mpocTop Oyne GaszupaH Ha 2-CKeJeTOHy 050 cummiekca o'’. IlomTo cy
HaM IOTpebHEe TPOjKe OUCjYHKTHUX ABOAMMEH3NOHAJJHUX CTPAHA, Y3MUMO YMaHheHU

CIOj (U%O)fw) 1 03HaUYMMO ra ca L. L MoxkeMO BUAETH KaO MOTKOMIIJIEKC KOMIIJIEKCA

K = (010)*5’(2), 3a KOjU BayKM:
K = ([ = ([xg) ™" = B = EwZs.

[TocmaTpajmo mejcTtBO rpyme Zs Ha K Kao MUKIUYIHO OejCcTBO Ha crmojy. M3 mperxo-
mue Beze cienn na je indg, (K) = 10. Ilpumerumo 3a je L meros Zz-vHBapUjaHTAH
MMOTKOMILIIEKC, TTa MoskeMmo npuMmenutu Caprapujuny nejemaakroct. [locer (Qp, Koju
je koMmmemenTapan nocery Pp yayrap Pk, cacTaBJbeH je 01 CBUX ypeDheHux Tpojru
(01,0,03) € (0'°) %), Taksux ma 3a meko i € {1,2,3} Basu na je mmvensuja 0; Gap
4. Tlomro 3mamo ma je dim(6;) + dim(6s) + dim(6;) < 11, 3akmyuyjemo na HajBUIIE
IOBa OJ OBUX CUMILIEKCA MMajy IuMeH3ujy Behy mau jemuaky 4.
IlepmHUIIIMO 3aTO MPECIUKABAE:

h(6y,02,05) = (€1, €2, €3),

roe je ¢, = 0 mim 1 3aBucHO Oox TOra ma U je
dim(¢;) < 3 wnm me. Ilpurom h : @, — S, rae
S MOskeMO BUIOETU Ha IBa HAUYWHA. JemaH je Kao
P([3])\{0,[3]}, a apyru kao moceT mBUNIA TPAHUIE
Tpoyria, na je A(S) = S = E\Z3;. Tlpumerumo
& je mpecaukaBame h MOHOTOHO (y CMUCIY ype-
benoctu mocera) u mHIYKYje Z3-€KBUBAPU]AHTHO
cuMinnujaaHo npeciankasame A(h) u3 A(Qr) y
A(S). 3atro je indz, A(QL) < 1. Komauwno, mpu-
MmenoMm CaprapujuHe HejeTHAKOCTH WMaMO Oa je

ind(L) > 10 —1—1, 1j.

indz, ((03°) X)) = 8-

OppenuBiM WHIOEKC KOHOUIYPAIMOHOT MPOCTOPA 3aBPHIUIU CMO HajBaKHU]U
neo mokasa. Cama MOKeMO MPETHOCTABUTUA CYIPOTHO TBphHemy TeopeMe u mocMa-
TpaTu MOTIIyHO KMCTO TECT IPECIVKaBame Kao MW y IPETXONHOj TeopeMu. Kao u

TAMO, 3aKJbY YU OUCMO 14 OCTOjU Z3-€KBUBAPUjaHTHO NPECIUKaBame U3 (04°)%

A(2)

q7 o 3 7 i h 9]
y chepy ca CciI000MHUM NEejCTBOM Ipylie Zg, MITO je OUUrJIeNHO HeMoryhe 300r
MOHOTOHOCTU WHAEKCA. TUMe je MOKa3 3aBPIIEH. U

Teopema 22 je caMo cmenujaJiHU CJIydaj jelHE BeoMa IMO3HATE U JIETle TeOopeMe.
Hawnme, 6aBuMO ce momenama CckKyma Tadaka y IPOCTOPY HEKe NUMEH3Wje Ha BUIIE
MOACKYNOBAa 4YWjU KOHBEKCHM omoTaum Tpeba ma mMmajy Hempasan upecek. [lpe
cBera, HUje MHOTO TEMKO IMOKa3aTh da 3a cBaka naBa Opoja d m r mocToju Opoj
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T = T(d,r) Takas ma cBakm ckyn A om T Tauaka y R? Mome ma ce momenn y r
IWCjyHKTHUX HOACKymoBa Ay, As, ..., A, takBux ma je [)_, conv(4;) # 0. lums mam
je ma mabemo mro Gosmy mpoueny 3a T'(d,r), kojy nam maje ciaeneha Teopema.

Teopema 24.(TBepbepr) Hexa cy damu npupoowu 6pojesu d > 1 ur > 2. Tada
ce cearu cxyn 00 (d+ 1)(r — 1) + 1 mauaxa y R moxce nodeaumu na r oucjynxmmuz
noockynosa Ay, As, ..., A, maxeuz da je (;_, conv(4;) # 0. O

Cpaka TakBa mapTuUIlja CKyIla Tavyaka HasuBa ce Teepbepzosa napmuyuja.

[Tornenajmo masno KOHKpeTHE TpuMepe. 3a r = 2 uMaMo ynpaBo PamoHOBY Teo-
pemy. 3a d =1y TeopemMu nmocMaTrpamo CKym on 2r — 1 Tavaka Ha peaJiHOj MPaBOj.
Ako cy Te Taudke paznuumTe, HOCTOjU camo jenHa TeepOGeprosa maprurnuja (axo
O3HAUMMO TadyKe IpeMa pacmopeny: rp < Ty < --- < X9, 1, n3abepeMo CKyIOBe
A; ={xj, 29}, 32 1 <i<r—1, ameka je A, = {z,}).

A

Ha caumnu je mpuraszan npumep ase TBepOeprose maprunuje 3a d =2 u r = 3
(rama mmamo 7 tauaka). Ilokasyje ce na TBpheme renepaJiHo HE BaKU Kada UMAaMO
mame on (d+1)(r — 1)+ 1 ravaka. OnummMo camMo UIEjHO KAKO C€ MOXKE KOHCTDY-
ucatu KOHTpanpumep. Heka cy vy, vs9,...,v411 T€MeHa TPABUIHOT CUMILIEKCA Y R4
u Heka je B; ckym onm r — 1 Tauaka Koje Jexke ,,BeoMa 0ausy”’ Temeny v;. Tana me
noctoju T'BepOeproBa nmaprunmja ckyna B := ByUByU---U By HA © IACjYHKTHUX
eJIOBA YUjU KOHBEKCHU OMOTAYU MMA]y HEIpa3aH MPECeK.

Opurunaauu nokas TBepbGeprose Teopeme je M3y3eTHO KOMIIMKOBaH. Auu,
IIOCTOjU TOIOJONIKA Bep3uja 1BepbeproBe Tteopeme u3 kKoje caenu 1'Bepbeprosa
TeopeMa 3a CJaydaj Kamla je T IpocT Opoj.

Teopema 25.(romosiomka TeepbeproBa teopema) Hexa je p npocm, a d > 1
npupodar 6poj u nexa je N = (d+1)(r—1). Tada 3a npouzsowny Henpexuony Pyrryujy
I |loN]| = RY nocmoju p ducjynsmuux cmpana Fi, ..., F, cumnaexca o maxeux da

saxcu f([|Fr[)) 0 f([Fl) 00 F(F]]) # 0. ¢

Ilorka3 Tomosomke TBepOeprose TeopeMe HehieMO HABOIUTU jep je OH CACBUM
UCTU Kao HOKa3 Teopeme 22, caMO MOpaMoO Ma;K/LUBO omabparu mumensuje. IIpe-
nusnuje, Tect npecaukasame he ourn obmuxa F: (o), — (RY)™.

3a Kpaj OBOI MOTJIaB/ba, HABEIWMO jOII jemHO BU3YEJHO Jemno TBpheme Koje
ce Takobhe MOske MOKA3aTU MOCTYNKOM KOjU CMO KOPUCTHUJIN Y OBOM IOTJIABJBY.

Teopema 26. Hexa je C ckyn 00 5 upsenur, 5 naasuxr v 5 beauxr mavaxa y npo-
cmopy R3. Tada nocmoje mpu mpoyesa maxsa 0a ceaxu uma memena cee mpu boje,
0a cy uM CKYNo8u memena MehYcobro JUCJYRKMHU o NAPo8uMa, G 0G je npecex cea
mpu HENPa3aH. &
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3.3 IIpobiem meshema OrpJIuIie

[IpukaxkumMo TpUMEHy HYMEPUUYKOr WHAEKCA Ha jJOII je JHOM IPUMEPY KOju ce
pa3auKyje OI MPEeTXOMHUX. Y NUTAKY je TAKO3BAHU NPOOAEM 0eneha 0ZPAULE,
KOju ce He(OPMaJIHO MOKe HCIPUYATH KPO3 KpaTky npuuy. Hamme, Hekosmko
JIOIOBA je YKPAaJo APAaroleHy OTPJIMIY, CACTABJ/FEHY O PA3JUUUTUX APATrUX Ka-
MenoBa. IlomTo He 3HAjy KOjU KAMEH KOJUKO Bpeau, (a4 TO Cy WIAK JIOMOBU IIa
HUIOWITO HE OU XTeJU Ia HEKO NOoOuje BUIIE) OHU KeJje a MOAeJy U3BPIIE TAKO Ia
CBaKoO no0uje mCTy BPEAHOCT Ol CBaKe BPCTe aparmx kameHoBa. Taxkobe, marmumh
Ha KOME CY KaMEHOBW je M3y3eTHO BpeIaH, Ia Ou XTeau Aa TMOMey W3BPIIE ca
mTo je moryhe mame ceuema ganumha. Hapasuo, manuuh ce Moke OTBOPUTHU HA
jemnom mecty. llurame je ca KOJIMKO HajMame ceuyerma JaHYMNa MOTY [a HOoJaese
OrpJauIly, KakaB T'OJ Aa je pacumopen kaMeHuunha.

Mu hemo mocmaTpaTu HApPABHO ,,MaTEeMATUUYKY W HEINPEKUIHY BEP3Ujy OBOT
npobJiieMa, Kao f1a HUCY y muTamy kaMeHunhu Beh Heke pasHe jgerype. [lorazahemo
ca KOJUKO CeUema yBEK MOKEMO Ia IIOAEJIUMO JIaHAIl, KA0 U Ja Y OMIITEM CJIyda]jy
HE MOYKEMO Ca Maibe.

Teopema 27. Hekxa cy piy, la, ..., fa Henpexudne eeposamnocre mepe wa [0, 1].
Hexa je ¢ > 2 npupodan 6poj u N = d(q—1). Tada nocmoje napmuyuja ceemerma [0, 1]
na N + 1 nodceemenama I, ..., Ixy1 nomohy N peszosa u napmuuuja ckyna undexca
[N + 1] na nodckynose Sy, Sa, ..., S, maxee da eaxncu:

1
o) ==,50i=12...,duk=12...4q
q

JESk

(Umamo q aonosa, a d pazsuuumur dpazoyenur mamepujana. Ceaxu 00 ckynosa Sk
,2080pu” Koje modcezmenme dajemo k-mom aonosy - one wuju je uHOeKc esemenm
cxyna Sk.)

Zloxas. Hajupe hemo mokazaTu Teopemy 3a ciydaj Kama je Opoj ¢ mpoct, a
oHOa heMo Ha Kpajy MHIAYKTUBHO MOKA3aTU TBPDHeme 3a Mpomu3BOJbaH OPOj JOTOBA.
Ilakne, Heka je ¢ nmpoct 6poj. OcHOBHA mAeja je ma CBUM MOTYyNUM IOmesaMa
cermenta [0, 1] mehy monosuma nomohy N pesoBa, HPUADPYKAMO TAUKE yMAHEHOT
cmoja H(O’N)ZI(Q)H, rze je ca oV o3nauen kanoHCEkuM N-IUMEH3UOHATIHU CUMILIEKC.
Heka je marta mpoum3BoJ/bHA TakBa MOAEJA OTPJUIE JIOMOBUMa. 10 3HauuM na
nmamo maprturnujy cermenta [0,1] wa N + 1 cermenara [,..., Iy (HymMepucanux
O JeBa Ha IEeCHO) M maprunujy ckyna [N + 1] ma moxckynose Sy, Sa, ..., Sy
Kanoncku cuvmiaekc oV caapxan je y RV*! u zanar ca:

O'N:{.CCERN+1|x1,...,]}N+1ZO,I1+SC2+...+LEN+121}.

Iberosu BpXOBU Jeske Ha KOOPAMHATHUM ocaMma mpocTopa RYT! ma msmeby mux u
cryna unnekca [N+ 1] umamo npuponny oujexnujy. Ilartoj nomnenu mehy momosuma,
Tpeba NPUAPYKUTU HEKU €JEeMEHT YMaMHmEHOr CIIO0ja ||(0N)*Aq(2)H, KOja mMa OO0JIUK
T =1t6X @tXo@ ... 0t X, Iarne, Tpeba oapeauTn KoepUIMjeHTE tj, M TaUKe
X, € oV. Hajnpe, 3a npoussomno k € {1,2,...,q}, nepurumumo t; Kao yKymax
30up Oy:;KMHA cerMeHaTa Koje je mobuo k-Tu JIOmoB, Tj.

b= > U(I)).

JESk
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q
(Cal(I) je osnauena nysxuna cermenTa [.) Twume je mOCTUTHYTO Oa BaKU Z t, = 1.
k=1
X} je tauka y mpocropy R¥*! ma hemo je medpumucaru mokoopmunatso. Axo
je tx = 0, X} He yTuue Ha OBaj eJeMEHT CIOja IIa je JOBOJLHO meduHUCATH X
kaga t;, # 0. Hera cy xoopmumare tauke Xj osnauene ca (Xi);, j € [N + 1].
IleprHUmMIMO:

o), €S
- t 2/ )

Hpyrum peumma, maeja je ma ,,pacTrerseMo’ cermMeHre mare k-TOM JIOMOBY TAaKO
a OCTaHy y MCTOM OJHOCY a Aa UM 30up oy:kuHa Oyme jemHak 1, HOK CerMeHTe

JaTe OCTaJIMM JIOIOBYMa CKYIMMO CBaKMU IIOHA0C00 Yy TaAURYy. Tume mocTU:KEMO a
N+1

je Z(Xk)j =1, ma Tauka X, 3aucra npunana . Kao mnycrpammja npukasas je
j=1
npumep 3a ¢ = 3 aonosa, d = 3, a mocmarpamo apyror jomosa (Xs).

(X), X,), (x,),

Ha ocuoBy mauwmna Ha kKOoju cMo nedunucanu 1, jacHo je ma 1 mpumana cuojy
(oN)*. MlraBume, oHa TPUNAAA YMAHEHOM CIIOjY (UN)*A‘](Q), jep CuUMILIeKc Hocau
CBake OJ Tavaka Xj; MMa CKyIl TeEMeHa CaApPKaH y CKymy Si, a CBU X;-OBU MMajy
IVCJYHKTHE HOcCadJe.

[Torymajmo na meduHUIIEMO W OOPHYTO IPUADPYRKUBAHKE. Y OUUMO IPOU3BOJLHU
eremeHT T = 1, X; @6, Xo & ... Bt X, € H(JN)*Aq(2)H. [TocmaTpajMo IPETXOIHO 3a-
narTe pejanudje. 3a MOYeTak y3MUMO 3a CKyI S, TeMeHa Hocada Tadke Xji. 1Tume
he ckymosu Sy OUTU AUCjyHKTHU ajiu He 3HAYM na he mokpuBatu 1eo ckyn [N + 1]
jep Mory mocrojatu cermeHTu my:kuHe 0. OHO mITO HA jeIMHCTBEH HAYUH MOYKEMO
OpeIUTU Cy ny;kuHe cermeHata [i,...,Iy;; ¥ KOM JIOIOBY je NONEJLEH CBAKU OJ
cerMeHaTa KOju HUje HyJTe nyskuHe (KOju Huje caMo Tauka). Vmak, He MOKEeMO Ha,
JeIUHCTBEH HAUYWH OJPEANTHN KOM JIONOBY Ma MO0JAeJMMO MHTepBaJse my:xuHe (.

MebyTuMm, TO HAM HUje HU HEONXOTHO, jep HA jeMHCTBEH HAUMH MOKEMO Ie(u-
HUCaTU QyHKUUjy f ||(0N)Zq(2)|| — (R%)4 koja neno onucyje moxery meby sonosuMa.

3aT e ||(0N)X](2)|| IePUHAIAMO:

FT)ige= > wlly), i=1,....d, k=1,....q.

JESK
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IIpecniurkaBame f je mempermmHo jep cy mare Mepe HempekumHe. Tarobe, f je
Z,-eKBUBaPMjaHTHO IpeCIUKaBame Kala IocMaTpaMo yoOwdajeHa OejcTBa IPyIe
Z4 Ha OBUM IPOCTOPHMA, Tj. IUKIWYHO IIOMEpame KOOpAMWHATa CIOoja Ha JOMEHY,
OJHOCHO MPOM3BOAA HA KOJIOMEHY.

[IpernocTraBumo cama cynpoTHO TBphemy TeopeMme, ma 3a HEKM PACIOpPen Mepa
HEMaMO HUjelHy kesbeHy nozmeiny meby momosmma. Tanma f(H(JN)*Aq@)H) HEe ceue

majarorasy A y npoussony (RY)? (mujaronana A je d-mmMeH3MOHATHA), TTa MOAKEMO
IIOCMAaTpaTl UCTO Z, - €KBUBAPUjaHTHO NPECINKABAIE Ca CYMKEHIM KOIOMEHOM
(paay jeIHOCTABHOCTU O3HAUKMO I'a UCTUM VUMEHOM ):

Z
. N \*q q d\q
f 0™ K ll — (R)NA.
MebyTuMm, moka:kKMMO & TAKBO MIPECINKABAIE He MOKe ITOCTOjaTu 300T CBOjCTBA
MOHOTOHOCTHU MHAEKCa. Hawmme, 3001 KOMyTUpama CIoja U yMameHOT CIO0ja BaYKU:

(O’N)*Aq(g) o ((0—0)*(N+1))*Aq(2) o ((UO)*AQ(Q))*(N-i-l) =~ (D,)*N+D),

rae D, o3HauaBa QUCKpeTaH IPOCTOP OJ ¢ Tadaka. 1ako cMO JOOMIM yIpaBo
npocrop EnZg,rtuna, ma je indgz, momena jenmak N. IIlto ce mpocropa (RY)7\A
THdYe, Ha OO Ccala MHOTO IIyTa IPMKA3aH HAUMWH IOKa3yje ce Ja IOCTOju Z, - €eKBU-
BapUjaHTHO MpeciIrKaBame u3 mera y chepy SU—1~1 (oproromanua mpojexnmja na
KOMIUJIEMEHT IMjaroHaje, ma paaujanHa npojeknuja). Cuenu na je indzq KOIOMEHA
Mamuy nian jenHak d(q—1) —1 =N — 1, mTo je y KOHTPAAUKIUjA CA& MOHOTOHOIINY
HYMEepUUYKOr UHAEKca. Tume je TeopeMa moka3aHa y Caydajy Kala je ¢ MpPOCT.

Ilora:kuMO cama TeopeMy 3a MPOU3BOJLaH Opoj somoBa, Behu oxm 1. C o6G3upom
Ha TO JOa 3HAMO [a TeopeMa BaykKy 3a CBe IpocTe OpojeBe ¢, MOBOJLHO je na
MOKaskeMo ciiemehe: ako TeopeMa Bayky 3a HeEke OpojeBe ¢ = ¢ W 3a ¢ = (3,
Ia OHIA BAXKU W 32 ¢ = ¢p - @2 (32 ucre Mepe [ig,..., ). TO ce moraszyje BpPIO
jeoHOCTAaBHO. 3HAMO Oa MOYKEMO [a IOHEJMMO CErMEHT IPABUJIHO Ha ¢ JIOMOBA
ca N; = d(q; — 1) ceuema. Caku meo koju GMCMO IaJU HEKOM O ¢ JIOIOBA je
KOHAUYHA YHUja CerMeHAaTa Ca MepaMa, Ia JIAKO BUIAUMO 12 U Ha HBera MOYKEeMO IIPU-
MEHUTU TEeOpeMy, Ccala 3a ¢ = ¢z. 1aj meo makjie MOKEMO MPABUJIHO MOIEJIUTU Ca
Ny =d(gz — 1) pezoa. Tume umamo npaBuIHy MOAEILY HA ¢ - ¢y JIOMOBA, & YKYIIHO
CMO HaIlpaBUJIN

N = N1 + qi - N2 = dq1 —d + qi - d<QQ — 1) = —d -+ qldqQ = d(q1q2 — 1) pe3oBa.

Tako je TeopeMa y MOTIYHOCTH MOKAa3aHA. U

Pamu rommmeTrnocTu mpobisiema, MOKaKMMO Oa je OBO HajboJ/ba MoOryha oreHa.
3awucra, ako uMmamo d Mepa pacrnopebanux npaBuiHO, y HU3Y jenHa IO jeaHa, JaKo
ce BUIOU M2 CBAKy MOpaMO MOMEJUTHU ca ¢ — 1 pe3oBa ma 6MCMO HOOUIU MPABUIIHY
noneny. Tume hemo manpasuru tauso d(q — 1) pesoBa (kao Ha caunu 3a g = 4).

M K, M
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4 KouHnekc

Nunexc G-npocTopa cMO mepumHUCAIM IOCMATpajyhy mpeciukaBama YUjU je
konoMeH npoctop E,G-tuna. [lyanaHo, MOkeMO OCMaTpaTH NPECIUKaBama Ynju
je momen FE,G-tuna. Tanma umamo m ayasuau objexar, (G-KOMHIEKC OPOCTOPA.
ITomTo je oBa riaBa cacBUM MHPOPMATUBHOT TUNA, Ne(GUHUIINMO CAMO Zg-KOWHIEKC
” TIOTJIeNajMO jellaH MPUMED Be3aH 3a Iera.

Hed 28. Zy-koundexc mpocropa X medunumre ce Ha cienehu HAUMH!
coindg, (X) := max{n > 0| S Lz, X},

VKOJIUKO j€ HaBeIeHU MaKCUMyM KOHAUYaH OpOj.

JIupeKTHO 13 HeUHUNM]a UHIEKCA U KOMHICKCA CJIEAN A je
coindz, (X) < indz,(X).

Ranma swennmo ma orpaHMYMMO WHIEKC IPOCTOPA OMO0310, MU YECTO KOHCTPY-

UIIEeMO HEKO MpecnKaBame S” NS¢ IIpumerumo na tanma takobhe orpaHmIaBamMo
1 KOUHIEKC HAIer IPOCTOPA.

[IpuponHo je 3amuTaTyé ce 3a KOJUKO Ce MHIEKC U KOMHIEKC pa3iukyjy. Takobe,
MOCEOHO CYy MHTEPECAHTHU MIPOCTOPY KOjUMa Cy UHIEKC M KOUHIEKC je THAKU. TakKBe
MPOCTOPE HA3UBAMO CpeheHuM.

Moske ce mokasartu na 3a cpebhene npocTope Baxku jenno jeno TBp hewme. Hamwme,

ako cy X u Y cpebenu cmobomuu Zo-nmpocTtopu, Tana Baku X 22,V ako u camo
ako je indz,(X) <indg,(Y).

Mako 6u ce HA mpBU TOTJel YUHUIO Aa Cy cpebenu mpocTopu peTKH, 3ampaBo
ce MCIOCTaB/ba na cy Hecpehenu mpocropu Mawme youdssuBu on cpebenux. Hase-
OMMO caMoO jemaH Jjen upumep Hecpebenor mpocropa - To je My, opujeHTaOMIHA
noBpir pona 2. ejcTBo v rpyne Zs Ha H0Oj JePUHUNIEMO Ka0 aHTUIOJAJTHO IPECTIU-
KaBame y ONHOCY Ha IleHTap cuMmerpuje (ciauka jemny ,,pyduky”’ y apyry). To
[EejCTBO j€ OUUTJIemAHO CI000THO.

Hoxraxxkumo na je M, mecpeben mpocrtop. IlpBu kopak je ma moraskeMo na je
coindz, (M;) < 1, Tj. ma He MOCTOjU HpecaUKaBame S2 Lz, M,. IIpernmocraBuUMO
cympoTHO, ma moctoju f: S? —2 M,. Ilosmato je ma je R? yHUBep3aiHO HATKPHU-
Bame 3a CBE OPUjeHTabuUIHe TOBPIIK ocuM chepe S, ma younMo TAKBO HATKPUBAHC
p : R? — M,. Ha ocHOBY mo3HaTmx TBphema OCHOBHOT Kypca TomoJjoruje, f ce
Morke mozuhu mo R?, 1j. mocroju Henpeknano npeciukasame f :S? — R? rakso na
Bazku po f = f. Mebyruwm, npema Bopcyk-Y mamMoBoj Teopemu, ocToje ABe aHTHU-
nogasaHe Tauke chepe S? xoje f cauka y ucry. Camum tum, u f he ux caukatu

y MCTYy Tauky, ma [ He MOkKe OUTU Zo-€KBUBAPUJAHTHO, IITO j€ KOHTPAIUKIM]A.
Hakne, coindg, (M;) < 1.
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[Moraskmmo jom ga je indg,(Ms) > 2, 1j. ma He mocToju Zo-€KBUBAPUjAHTHO

npecmukasame u3 M, y S'. IIpermoctaBuMo cympoTHO u Heka f : Mo N
PecTpuknuja Tor mpecaukaBama Ha CPEIUIIELY KPY/KHUIYY (IPBEHA KPYKHUIA Ha,
cautm), je jemno Zo-mpecaukasame S' — S!) koje mopa 6utu ,Ha” (y cympoTHOM
oucmo npema Bopcyk-Y mamMoBOj TeopeMu MMaJIM [BE aHTUIIOLAJHE TadKe Koje ce
CIMKAjy Yy WCTy, WTO je y KOHTPAIUKIWU ca eKBuBapujanTHomhy). 36or Tora
je Ta pecTpUKIMja XOMOJIOMKUA HeTpuBUjasna. MebhyrTum, cpemumma Kpy:KHALA
S! jecte rparumna y M,, ma je XOMOJOmEN TpuBHMjaHA. JloOUWjeHA KOHTDAIUKIN]A,
yKa3yje Ha TO ma je M, 3amcTa mMpOCTOpP KOX KOra je KOMHIEKC CTPOTO MAamU O
WHIEKCA.

Taxkobe, men mpumep mecpebenor npocrtopa je u llltudensoBa MHOrOCTPYKOCT
Vo, ca (cmobomumm) Zo-mejcrBoM 3amaruM ca (vp,ve) — (—v, —vg). Ilorasyje ce
na 3a HemapHO n Basku: coindg,(Va,) =n — 2 <indg,(Va,) =n — 1.

Ha kpajy nmpumye 0 HyMEPUUYKOM WHHAEKCY U KOWHIEKCY HAIIOMEHUMO Oa Ce Yy
JUTEPATYPHU MOjaBJbyje W MHOTO APYTUX UHIAEKCA HyMepUYKOr Tuna. BehwuHa mux
ce HaJa3W u3MeDy KOMHIEKCa U MHIEKCa. JenaH MHTepecaHTaH je JaHroB mapame-
Tap OPUAPYKEH Zy-IIPOCTOPY, KOju nocta auyu Ha indyz,. [lomohy Tor mapamerpa,
Janr je mokaszao m3syserHo jena tBpbhema (Teopeme Byprun-Janr tuma) om kojux
hemo maBectu caenehy.

Teopema 29. Axo je (X,v) Zs-npocmop koju uma Janzos underxc jednax m, u
axo je f: X — R™ nenpexuono npecaurasamwe, mada je ckyn {x € X | f(z) = f(v(x))}
oumenauje bap n — m. &

Twume je mprya 0 HyMEPUYKUM WMHIAEKCUMAa y OBOM paJdy 3aBpIIEHA, & OHO IITO
CJIenN je MHIEKC CaCBUM Apyradnjer KapakTepa - KOXOMOJIOMKA WHIEKC IIPOCTOPA.
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5 Koxomonomru $anen - Xyceunujes mHaekc

5.1 IHedpunurnuja. OcHoBHE OCOOUHE

Y 0BOj ryiaBu M3JI0KMNEeMO KOXOMOJIOIIKY TEOPUjy nHAeKca mpeMa pany Pamena
n Xyceunuja, [4]. Koxomomnomku ®Panen-XyCemHUjeB UHIEKC ce NePUHUINE Ha,
NPUINYHO OMIITY HAYWH, 38 CBE MYJITUIIUKATUBHE KOXOMOJIOIMKE Teopuje h* u
rommakrHe Jlujese rpyme G. Mwu hemo ce 6aBuTH camMo cTaHIAPIHOM KOXOMOJIO-
rujom. Tarobe, ykonuko Huje npyraumje Hargameno, G he 6uTu KOHAUHA T'DYyIA.

Heonxonau nmojaM ekBuBapujaHTHE TOIOJIOTHj€e je IOjaM KIAaCU(PUKAIMOHOT IPO-
cropa BG u yuumBepsaanor (G-pacnojeba FG — BG. EG je KoHTpakTuOUIaH
henujcku G-rommiaekc Ha koMme rpymna (G mejcTByje ciobomHO. Y HAIIeM Ciydajy
(G koHAUHA) MOXKEMO ra BUIETU Kao OeckoHaunu cuoj: FG :=G*x G+« Gx*---, a
nejctBo rpyne G Kao yobuyajeHo mejcTBO Ha cmojy. KRama mocmarpamo mpocTop
opbuta mpu OBOM I€jCTBY n00MjaMo:

BG := EG/G - kaacudurayuonu npocmop epyne G.

Ha npumep, mako ce Bumu na je EZ, = S, a BZy = RP™.

IIorasyje ce ma je G — EG — BG jemno G-paciojeme. IllTaBumme, To je yHU-
Bep3aygHo G-paciojeme, y CMUCIy 1a 3a CBaku ciaoboman henujckun G-KOMILIEKC
X u wmeroso G-pacnojeme X — X/G, mocroju jequHCTBEHO (M0 HA XOMOTOIU]Y )
npecaukaBame ax : X/G — BG, takso ma je X — X/G mosnademe paciojema
EG — BG nomohy ax.

Cana moskemo npehu Ha TOCTYNIHY Oe(GUHUNNI]Y KOXOMOJOIIKOT WHIEKCA.

Heka je K mosme unu komyratuBan npcres, a X npousBossan G-npoctop. [Tocma-
TpajMO KOHCTAHTHO TpeciuKaBame ¢ : X — x. Muoxkemem ca FG, oHO MHAYKYje
apyry npojeruujy p: X X EG — EG. llpecniukaBame p je G-eKBUBAPUjAHTHO KA
mOoCMATPaMO Ha IOMEHY qujaroHasHo nejctso (g(xz,e) := (gx,ge)). Tama je mobpo
nepUHUCAHO MPECINKABalme€ MPOCTOpa opbura:

(EG x X)/G — EG/G = BG.

YBemumo o3uaky X := (EG x X)/G. Ilperxonno HaBeIeHO MPECIUKABANE UHIY-
Kyje XoMOMOp$ur3aM y KOXOMOJIOTHjU ca kKoepunujertuma y K:

p*: H*(BG;K) — H*(X¢; K).

Ie¢ 30. Korxomonowru Paden-Xyceunujes undexc mpocropa X nedurHuUIile ce Kao
je3rpo xomomopdusma p*, Tj.

Indg(X) := ker(p* : H*(BG; K) — H*(X¢; K)).

Hapasuo ma Indg(X) 3aBucu ox K, anu mehemo kKoMminkoBaT O3HAKY.

[IpemHOCT KOXOMOJIOMKOr y OMHOCY Ha HYMEPUYKU WMHIEKC je MTO naje 00y
knacudpuranujy G-upocropa. Y muramy je mmean y upcreny H*(BG;K). Hajue-
mhe je To maeas reHepucaH mojuHOMUMA. llomceTmMo ce 3aTO ma ce MPOM3BOL
nBa uneana [y u I, nedunuire Kao naeas reHeprucaH CBUM eJeMeHTUMa OOJIuKa -1,
roe je v € Iy, y € I,. Ouuraenno je mna Basku na je [ - I, C I; N Is.
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HaBemumo jom jemmy moszmaty uumenurty. llomro je G-mejctBo ma FG cio-
6onuo, mpojeknuja p: X X KFG — EG unnyryje ¢ubpanujy

X — Xg — BG.

Yxonuko je m mejctBo rpyne (G Ha mpoctopy X CJIOOOIHO MMaMO jeIHOCTAa-
BHU]Yy curyanujy. Hawmme, mocmarpajmo mpojermujy wa X, 7 : X X FG — X.
[Tomro je ta mpojernuja (G-eKBUBapUjaHTHA, OHA WHIAYKYje MPECIMKABAIE IIPO-
cropa opbuta, 3a Koje ce MOKa3yje na je paciojeme ca caojem EG (jep je mejcrso
Ha X c10601HO):

EG — X¢ = X/G.

[Tocmarpajyhu ayru tavas HM3 XOMOTOIICKMX Ipyna u Kopucrehum KOHTpaKTH-
ousnHOCT pocTtopa EG, 3akmydyjemo na je ' caaba XOMOTOICKA €KBUBAJICHIIN]jA,
na je 3a noBOJbHO Jene npoctope (CW-tuma) T0 1 XOMOTOICKA €KBUBAJEHIIN]A.

3aro 3a cay4yaj ciaobomHor mejctBa Ha X y mepuHUNMjU MHAEKCA yMecTo Xg
moskemo mucatu X/G, 1j. Indg(X) := ker(p* : H*(BG;K) — H*(X/G;K)). Taxrobe,
MoskeMo ropoputu o ¢ubpamuju X — X/G — BG.

Hasenumo cama OCHOBHE OCODMHE KOXOMOJIOMIKOT MHICKCA.

1) (MOHOTOHOCT) Axo sancu X .Y, onda umamo:
Indg(X) D Indg(Y).

Zloxas. IlpernocraBumo ma mocroju f: X Yy, Kopucrmhemo camo romyTa-
TUBHOCT aujarpamMa Ha caunu. Hajope mocmarpaMo KOHCTAHTHA MPECIUKaBaHha U
AujarpaM OYMrJjaenHo KomyTtupa. [loMHO:KUMO 3aTuM cBaku o mpocrtopa ca FG u
mocMaTpajMo oaroBapajyhe mpousBomae mpeciaukaBama. CBaKO O TPU MPECauKa-
Bama y APYyroM Tpoyriay je G-eKBUBApUjaHTHO U TPOYTrao KOMYyTUPA, Ia KOMYTUPA
U aujarpam IpeciankKaBama mpocTtopa opbura (u mobpo je medunucan). Komauno,
Taa UMaMO KOMYTATUBAaH QUjarpaM y KOXOMOJIOTHUjU, CAMO Ca OOPHYTUM CTPEJIU-
naMma. lakme, Basku f* o py = p%, omakiue cienu na je kerpj C kerp%.

XY XxEG-SYXEG Xg—Yg H*(X¢g) «—— H*(Yg)
\"/ N2 VY px\ O [
* EG BG

H*(BG)

Il

2) (AAIUTUBHOCT) Axo G-npocmopu X; u Xy wune uceyajyhu nap, mj. axo

cy oba omeopenu nomnpocmopu, 00 X1 U Xo, uau cy oba nomxomnaexcu heaujcroe
xomnaerxca X1 U Xo, onda sancu:

IIldG'(X1> . Il’ldg<X2) C Indg(Xl U Xg)

3) (HEIIPEEU/IHOCT) Axo je A sameopen G-uneapujarmar nomnpocmop 00 X,
onda 3a wexu omeopen G-unsapujanmar npocmop U, U D A, saxcu:

Indg(U) = Indg(A)

4) (Teopema o unoexcy) Hexa je f: X — Y G-exsusapujanmmno npecauxasame, B
sameopen G-uneapujanmarn nomnpocmop 00Y u A= f~1(B) C X. Tada eamncu:

Indg(A) - Indg(Y\B) C Indg(X).

Ilokasu cBojcraBa 2)-4) Cy TEXHUUKU 3aXTEBHU]U.



ExBuBapujanTtaa Teopuja MHIEKCA 25

5.2 HWNMunexkcu HeKuX mpocTopa

Hapemhemo cana Heke mo3HaTe m3padyHaTe WHIEKCE.

1) H*(BZ;Zs) = Zs[t] je momuHOMUjaHU TPCTEH Ca jeIHUM MeHEPATOPOM MU-
mensuje 1. Zp-unperc chepe S (ca crapgapIHUM AHTUIOIJATIHUM IEjCTBOM Zsy) je
rJIaBHU UeaJ TeHepUCcaH moJaumaoMoM ¢ 1j.

Indz, (") = (") C Zs[t].

2) Hexa je p menmapan npoct 6poj. [losnaro je na je H*(BZ,;Z,) = Z,a,b]/(a?)
Tj. TO je MOJMHOMUjaJHU IPCTEH ca reHepaTopuMa a u b, mumen3uja 1 u 2, pemowm,
u jemsoMm penanujom a’ = 0.

Y 1pBOj ryiaBm cMO objacHMJIM Ja je chepa HemapHe IUMEH3Huje Z,-IPOCTOP.
ITorasyje ce ma je meH Z,-uanekc ciaeneher obmanka:

Indg, (S*"71) = (b") C Zy[a, b}/ (a?).

3) Takobe, naBequmo jom u jeman npumep uHiekca rae G HUje KOHAYHA TPYyIA.
(Munmekc ce amasorno mepuaume, aau Tpeba OUTU TaKBUBUU ca KiacU(UKa-
OVOHUM IIPOCTOPOM M HEKUM APYTUM ,HeTa,JLI/IMa.)

Y npBoj raaBu cMo BUmeaU na umamo aejctso kpy:xaune U(1) = S! (mocmaTpamo
je kao moarpymy ox C\{0}) ma cBaky memapro-muMensuonainy chepy S? 1. Iloz-
Hato je na je H*(BU(1);Z) = Z]t] rne je remeparop t mumensuje 2. Ilokasyje ce
na je oarosapajyhum uHIeKc:

IIldU(l) (SQn—l) — (tn) C Z[t]

Moske ce mokazaTu W HEIITO OMINTUje O HaBeIeHUX TBphema. Haumme, Heka je
GG Heka onm rpyma u3 OpeTxomHux npuMepa u K omrosapajyhm mpcTeH KOju CMO
nocmarpasau. Tana 3uamo caenehe ungexkce npocropa F,G:

o 3a G =17y uK=1Zy, Indg(E,G) = (t");

o3a G=27Z, u K=1Z, Indg(Es,G) = (ab™);

o3a G=12Z, u K=12Z,, Indg(Es,.1G) = (b");

o3a G=U(1) u K=7Z, Indg(Es,_1G) = (t"). &

5.3 WN3pauynaBame mHIOEKca

Cana heMo BuzmeTu Kako ce MO:Ke padyHATH WHIEKC IPOM3BOJA W CIIOja IPO-
CTOpAa, KA0 U KOje Cy MOCJeAuIie Tora. Y OBOM OAeJ/bKYy NeMO mpeTHoCTaB/hATH Oa
je K mowme.

Teopema 31.(urnexkc npomsBona) Hexa je X; Gi-npocmop, a Xs Ga-npocmop.
Hocmampagmo X1 x Xo wao Gy x Go-npocmop ((g1, g2)(x1,22) = (g121, g222) ). Tada
8aANCU:

IndGlng(Xl X XQ) = Indgl (Xl) (024 H*(BGQ) + H*(BGl) X IndG2 (XQ),

20e cy damu xoromonowky npcmenosu H*(BGy) u H*(BGy) nocmampanu ca xoedu-
yujenmuma y oamom nony K.

Joxas. HuperTHo cienu u3 Kunerose popmyiie kKaga IpuMeTHIMO 1a 3a IIPOCTOP
B(G1 x Gy) moskemo yzetu BGh x BGy. O



26 ExBuBapujanTHa Teopuja MHICKCA

Ilocaemuma 32. Hexa je X1 Gi-npocmop, a Xy Gy-npocmop. Hexa cy damu xo-
zomonowru npemewosu: H*(BG1;K) = Ky, ..., zx] v H(BGy;K) = Klyy, ..., ul.
IIpemnocmasumo jow da cy undexcu npocmopa X1 u Xo caedehu udearu: Indg, (X;) =
(fiy--oy fm) vIndg,(X2) = (g1,...,9n) (300amu npexo zenepamopa). Taoda je

IndG1XG2<X1 X XQ) = (f17 .. .,fm,gl, e 7gn)7

myj. udean y npcmeny Klxy, ..., Tp, 1, .., Y] cenepucan ceum nosurnomuma fi, g;.

ITpumep 33. Ilocmarpajmo mpoussBon nejctBo rpyne 1'(k) = Zo X Zg X « -+ X Lo
(k myra) ma mpoussox cpepa S™ X --- x S™. U3 nperxomHor tBphHema u mpBOT
npuMepa U3 IPEeTXOIHOT IOTJIaBJba MMaMO 14 je:

Indy (S™ x -+ x S™) = (#F L tp) C Zolty, .. 1]

Jom jemmy mocaemuiy moOujamo kKama y Teopemu 31 3a jemaH om mpocTopa
(amp. X5) y3MeMo Tauky.

IMocaemuna 34. Hexa je X1 Gi-npocmop, a 3a npocmop Xo YyamMumo masky nocma-
mpany xao Go-npocmop. Tada eaxncu:

IndGlez(Xl) = IndG1 (Xl) ® H*(BGQ),

20e G1 X Gy dejemeyje na X1 xao: (g1, 92)(r) = g1x.

[Ipebumo cana va TBphema Be3aHa 3a MHAEKC CIOja MPOCTOPA. 3a PA3JIUKY O
npom3BOAa, cala HEMaMO TAaYHY jeTHAKOCT Uiaeatia, Beh caMo 3HaAMO HEKe OmTHOCE.

Teopema 35.(unnexc cuoja) Hexa je X1 Gi-npocmop, a Xy Ga-npocmop. Ilocma-
mpagmo dejcmeo zpyne Gy X Go na cnojy X * Xy dedunucano na yobuuajern Hawum:
(91, 92)(x1,t,x0) = (g171,t, gowa). Tada eamce caedehe penayuje:

Indg, xa, (X1 % X3) C [Indg, (X7) @ H*(BG3)| N [H*(BGY) ® Indg, (X2)]; (1)
Indg, e, (X1 % Xo) D [Indg, (Xy) ® H(BG,)| - [H*(BG1) ® Indg, (X2)]. (2)

Aoxaz. Ilpocrop X; moskemo Bumetu kao (G X Gg)-mormpoctop cuoja X * Xo,
OJAaKJIe Ha OCHOBY MOHOTOHOCTU MHIEKCA BAaKIL:

IDdGlXQ2(X1) D) Indglxgz (Xl * XQ)

3aTUM Ha OCHOBY MPETXOIHE Mocienuie 3HaMo na Basku Indg, (X1) ® H*(BGs) D
Indg, g, (X1%X2). Ha canuan vauun u X, Mmoskemo Bugetu kao (G X Gy)-moTnpocTop
cnoja X% Xy u nobuty anasoruy Besdy. OQuwuriento, tume je tBpheme (1) mokaszano.

Ila 6ucmo moraszanu (2), npencrasumo cnoj X * Xy kao cuaenehy yuujy:

X1 Xo =Y, UY5, roe je
Vi ={[z1,t, 23] € X1 % Xy | t €[0,2)},
a Yo ={[w1,t, 2] € X1 % X5 | t € (5,1]}.

Tana Y] u Y, uune ucenajyhu nap, a ucrospemeno cy (G X G)-mOTIpOCTOPMU.
HuxoBa ynuja je umraB croj, ma KaJg IPUMEHUMO aIUTUBHOCT NOOMjaMo:
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IndGlXG2 (Xl * X2) D) Indglng (Yi) . IndGleg (Yé)

OuurnenHo je ma je CBaKU O MOTIPOCTOPA Y; XOMOTOIICKM €KBUBAJEHTAH IIPO-
cropy X;, ¢ = 1,2. Tume y nperxonHoj ¢opMmynau Y; MOKeMO 3aMeHUTU ca X,
1t = 1,2. Ronauno, npumenom mnocyuenune 34 nodbujamo TBpbheme Teopeme. U

YBenuMmo Ha KpaTko cienehe o3Hake panu jegHocTaBHUjer 3amuca. Heka je
p1 = Indg, (X1), p2 := Indg,(X2), Ay := H*(BG,) u Ay := H*(BG;). Axo nnentu-
puryjemo p; ca py ®1 u py ca 1 ® py, orga uMamo p;-p2 = (p1 @ Ag) - (A ® py). Tana
dopMyny mOOUMjeHy MPEXOTHOM TEOPEMOM MOKEMO 3amucaTy Ha ciienehum HaywH:

Indg, e, (X1 % Xo) D Indg, (X7) - Indg, (Xo).
IMocnemuma 36. Yxoauko je py-ps = (p1 @ A2) N (A1 ® p2), onda eaxncu:
IDdGng2 (X1 * XQ) = IndGl (Xl) . IIldG2 (XQ)

[Tocmarpajmo cana mejctBo ucte rpyne G Ha nBa G-npoctopa X; u X,. Heka G
nejerByje Ha X; X Xo u X% Xy mujaronanso, tj. g(x1, ) = (g1, gTo) HA IPOU3BOILY
u g(x1,t,22) = (gx1,t, grs) Ha cnojy. ITornyHO aHANIOrHO CTABOBMMA 3a IBE PA3JI-
yuTe Tpyle OoKa3yjy ce ciaemeha msa crasa:

Cras 37. Indg(X; x X5) D Indg(X:) N Indg(Xs).
Joxas. Cpaka onm mpojeknuja m; : X1 X Xo — X;, i = 1,2, je G-ekBuBapujanTHO

npeciukasame. Ha ocroBy MorOTOHOCTH Basku Indg (X x Xo) D Indg(X;) 3ai = 1,2,
YyrMe je MOKAa3 3aBPIIEH. U

CraB 38. Indg(X; * X3) D Indg(Xy) - Indg(Xs). O
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5.4 Koxomomaomka Bep3uja loanose Teopeme

HokasxkuMo cama TeopeMy Koja je ommruja onx llosmoBe TeopeMme y caydajy
kana uMamo rpyny (G ca moBosbHO JsenmuM npoctopoMm BG. Hawmme, He Tpaskmumo
TPUBUjAJTHOCT XOMOTOIICKMX TIpyma AOMeHa, Behl caMO TPUBUjATHOCT KOXOMOJIO-
MKUX rpyna ca roedunujertuma y G. KRaxemo na je myTHO moBe3aH (GG-IpOCTOP
X G-n-noseszan axo cy woxomosomrke rpymne HF(X;G) tpusujanme 3a 1 < k < n.
3a pasaury on Beher mema oBOT pala KOju HHUje TPAKUO MHOTO KOMIIMKOBAH
TEeXHUYKU amapart, IOKa3 OBe TeopeMe 3axTeBa kopumheme CepoBOT CHEKTPAJIHOT
Hu3a ¢ubpanuje. 3aro mMOApPasyMeBAMO IMO3HABAIE HEKOJUKO Teopema u3 [19].
Taxkobe, umahemo koepunujente y rpynu G na maridamasamo na G Mopa Outu u
MIPCTEH.

Teopema 39. Hexa je G konauwanw npcmen, a X u Y nymuo nosezanu heaujcru
G-xomnaexcu maxeu da zpyna G caoboono dejemeyje Ha Y. Taxohe, nexa nocmoju
npupodar 6poj n maxae da je X G-n-noseszan npocmop, a dimY < n. Hexka je jow
xozomonowxa zpyna H"(BG; G) nempusujarna.

Taoda we nocmoju G-exsusapujarnmuo npecaukasawe uz X y Y .

Jloxas. IlpermoctaBMMO CympoOTHO, Oa Cy UCIYH,€HU yCJIOBU TeOpeMe 3a IIPOo-

crope X m Y u nma Baku X Gy, [Tocmarpajmo Panen-XycemHujeBe UHIEKCE
Indg(X) u Indg(Y). 3Bmamo ma je Indg(X) D Indg(Y) Ha ocHOBY MOHOTOHOCTU
unnekca. Maoeja mokasa je caemeha - morazahemo ma je

H" Y (BG;G) C Indg(Y) (1)
u na H"™(BG;G) € Indg(X), (2)

omakjge hemMo mOOWUTU KOHTPAIUKIIH]Y.

[Towrro je mejcrBo rpyme G Ha Y cnobomuo, 3mamo ga je Indg(Y) = kerpy,
py : H(BG;G) — H*(Y/G;G). Kaxro je dimY < n, a mejcrBo rpyne G crnoGonHo,
CBe KOXOMOJIOIIKe TpyIe npoctopa Y/G y numensujama sehum on n cy tpusujasme.
Ilakne, y TM OuMeH3MjaMa, je3rpo XxoMoMopdusMa pj- je mena oarosapajyha ko-
xoMmoJomka rpyna npocropa BG. Onpatie Basku:

HY(BG;G) C Indg(Y), 3a cBako k >n + 1,

unMe cMO gokazanu (1).

Hloka3 tBpbema (2) je mocra 3axreBHmju. 3uamo na je Indg(X) = kerpk, rme
Py : H"(BG;G) — H*(X¢;G). 3anuMma HAC ITa Ce y TOM WHIEKCY HAJA3U Y IU-
mersuju n+1, tj. Ind; (X) = ker(py : H"*Y(BG; G) — H""(X; G)). TlocmaTpajmo
roxomouomku CepoB cnexkrpannu Hu3 ¢pudbpanuje X — Xg — BG. Ilosmara Teo-
pema (T 5.2.y [19]) kaske ma mocrtoju cuekrpanuu Hu3 {E°* d,} xkoju koHBeprupa
ka H*(X¢; G), ca cBojcTBOM:

E31 = HP(BG; HI(X; G)),

rae cy HY(X;G) noxaaayn KoepuuujeHTH.

Onpenumvo mra ce Haja3u y HyaAToj Bpctu y Fy. Ilomro je X myTHO moBesaw,
noszuato je na sazxu HP(BG;HY(X;G)) = HP(BG; H°(X;G)). Takobe, 3namo mna je
H°(X;G) 2 G, na cy elneMenTH HyJITE BPCTE:
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EP" = H?(BG; Q).

[Toraskumo na je m3Han TOra N TPUBHUjAJHUX BpCTa. 3aucrta, 3a 1 < ¢ < n
HY(X;G) je rpusmjanna rpyna, na je aejcrso m(BG) — Aut(HY(X;G)) rpusn-
jasHo, 300r Uera ce JIOKAJHU KOe(pUIMjeHTH npeTBapajy y oouvne. Jlakiae, mmamo:

E} = HY(BG; HY(X;G)) = H'(BG;0) = 0, 3a 1 < ¢ < n.

n + 1 |
|
n
1 ~—d’
0 . 1 . . . . n . n+1 .
0 |H°(BG;:G)|H'(BG;G) H"(BG:G)|H (Bcﬁ l
pl O 1 S n n+ 1 >

Cana moxemo ma oxpemumo Indk™ (X). 3ampaso, mokazmmo ma je Indj™ (X)
TpUBUjaJIHa T'pyla, Tj. Aa je py MOHOMOp¢u3aMm y muMmeH3uju n + 1. Jom jenHa
noszuara Teopema (T.5.9. u3 [19]) kaske na je To p% jemnako caenehioj koMmmosunuju:

H""(BG;G) = By — By oo BP0 B0 = Erl0 ¢ HH Y (X Q).

n

[Tocnenwa maKIY3Uja je HapaBHO 1-1, ma ocTaje jomr ma MOKAKEMO Oa j€ CBAKWU
Ol IPETXONHUX enrMopdu3aMa U MOHOMOD(U3aM.
3uaMo ga je

BT = H(EYTYY) = kerd)y/ im df,

rne cy dy u df npukazamu ma caumu. Mebyrtum, kerd, = EST0) jep cse ume y
Hy1y, a imdj = O jep je momen ox dy 6am O. lakne, npBu ennmopduszam he Guru
MOHOMOD (pu3aM.

Takobe, ma cBaxu ox emumopgusama Ep 0 — E,?Ill’o MOKEMO Ja ITPUMEHUMO
UCTO pacybuBame, jep Kaga ce y CIEeKTPAJIHOM HU3Y jeTHOM IIOjaBU HYJa, Uy CBAM
crenehnM umamoBuMa he Ha TOM MecTy OUTH HyJa, a NeMO HA CBUM HapPeIHUM
”cTrpanaMa’ CIEKTPAJHOT HMW3a UMATU UCTE TPUBUjaJHE BPCTE.

Tume cMO 3akbyunIn Ia je py 3aucTa MOHOMOP(U3aM y OIUMEH3Uju n+ 1, ma je
Ind;"'(X) = 0. C o63upom ma merpusujannoct rpyne H"(BG; G), onarie ciemm
tBpheme (2).

Konauno, na ocuosy (1), (2) 1 MOHOTOHOCTU UHIEKCA TOOMjaMO KOHTPA,AUKIA]Y,
YyyMe je TeopeMa JOKa3aHa. U

MebyTum, npruMena KOXOMOJIOMIKOT MHAEKCA 3aXTeBa U3Y3€THO TO3HABAHKE KOXO-
MOJIOTHje, TTa NeMO ce y OBOM Paay OTPAHUYUTH CAMO HA IPUMEHY Yy PasMaTpamhy
jeoHOT BEJUKOT TMpoOJieMa KOJjU je pelleH caMoO y MaJIOOpOjHUM ciaydajeBuMa. 10
je KuacrepoB npobaem kome je mocBeheno cienehe mormasime.
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6 Knacrepos npobiem

6.1 ®opmynamuja. ITozHara pemema

KuacTepos mpobJiieM je TOJMKO OMINTHU, Aa Y ceOU caap:Ku MHOTE Jiere KOMOUHa-
TOpHE TomoJomke mpobaeme. Takobe, merosa permema UMajy CaCBUM HEOUEKUBAHE
nHTepecaHTHe npuMmeHe. [louHrMO Ha moOMaJIO HeCTaHZADIAH HAUWH - AeDUHUI-
joMm pemema KuacrtepoBor mpobiema.

Ilep 40. Hera cy n, k u m ¢urcupanu npuponau OpojeBu, n > 1 u Heka je
A = {A}, Ay, ..., Ay} ckyn Tauaka Ha chepu S"! C R". Kamemo na je crym A
pewewe Knacmeposoz npobaema 3a mare OpojeBe n, k u m, pemoM, ako 3a CBaKy
Henperuany ¢yurmajy f:S" ! — R™ moctoju portammja p € SO(n) TakBa na Basku:

f(p(Ar) = f(p(A2)) = ... = f(p(AR))-

]Rm

Iaxae, mpobiem Ou 61O OApeaVTU CBa pellewma 3a pasHe n, k u m. Pamu jenso-
CTABHOCTU, y OBOj TJIaBU Ne N yBEK OUTU AUMEH3Uja IPOCTOPA Yy KOME TOCMaTPaMO
chepy, k Opoj Tauaka Ha HOj, a M AUMEH3Uja OOJIa3HOT IpocTopa. IIpBobuTHO,
Kuacrep (y [13]) je mpobuem ¢popmynucao camo 3a k = n —m + 1, mro ce wucno-
cTaBJ/ba Ja je jemaH O HAJUHTPUTAHTHUJUX CJIyYajeBa.

Beh 3a n =3 u m = 1 npobiem Huje HUM TpubIMKHO pelreH. A Tek 3a ocTaje
OVMeH3Uje 3Hajy ce caMo IOjeIUHAYHU CJy4dajeBU.

Ilosnata pemema KracTtepoBor mpobJsema:

o ([12])) n=3, k=3, m=1:

Ay, Ay, A3 BpXOBU OPTOHOPMUpPAHOT pernepa Ha chepu S

e (b)) n=3, k=3 m=1:

Ay, Ay, A3 TeMeHa jeHAKOCTPAHUYHOT TPoOyTJia Ha chepu S

o ([11]) n=3, k=3, m=1:

A, Ay, A3 TemeHa jeaHaKOKpaKor TpoyTia Ha chepu S2;

e ([6))n=3,k=3 m=1:

A;, Ay, A; Ipou3BoJbHE pa3juuMTE Tauke Ha cpepu S> i
umHe peremne KHacTepoBor mpobisiemMa.

e (21)) n=k, m=1:
Ay, Ay, ..., A, BPXOBU OpTOHOPMUpPAHOT pemepa chepe S" L.

OBaj pesyarar he mam O6uTu M3y3eTHO 3HAUAjaH 3a NPOOIEM ONMUCUBAMKmA Ky0a
OKO ITPOM3BOJLHOT TEJIa.

Hopeﬂ HaBE€ACHUX, MHTECPECAHTHU Cy U Cﬂyq&jeBI/I OEHTPAJHO CHUMETPUYHUX
cucTeMa Tadaka Ha cpepu, Tj. KpajeBa KOHAYHO MHOTO OujameTapa cgepe.
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e (B)) n=3, k=4, m=1:

Aq, Ay, As, Ay - KpajeBu 1Ba OPTOTOHATHA mujaMerpa S?;

o ([14)) n=3, k=4, m=1:

Ay, Ay As, Ay - KpajeBu mBa IMpOM3BOJLHA mujamMeTpa S2;

e ([Thn=3, k=4, m=1:

Ay, Ay, A3, A4 - TEeMeHa TPOM3BOJFHOT PABAHCKOT IMIPaBOyTa-
OHUMKA ymmcaHor y chepy S?, umme pemesm,e KHacreposor
npooJieMa.

Haxne, 3a n = 3 (cpepa S?) u m = 1 (komomen je mpasa),
CBaKe TPU Tadyke YnHe pemreme KHacTepoBor mpodisieMa m CBake
YeTUpU TaUKe KOje Cy TeMeHa PABAHCKOT IPaBOYTaOHUKA TaKobhe
yuHe pereme KHacrepoBor mpobiema.

Ilokazano je ma HUKOjUX IeT Tadyaka cepe y OBOM CIydYajy HUCY peleme
KractepoBor mpobisiema, ka0 U Oa HUKOje YeTHUPU HEKOMIJIAHADHE Tadke cdepe
S? mucy pememe KuacTepoBor mpobiema (I0Ka3 OBe UMHCHUIE je CIeNdjasiaH
cayuaj Huke HaBemeHor ommrujer craBa 41). Ocraje jom omeopeno numame na
71 TPOM3BOJbHE UETUPU KOMIIaHApHE Tauke Ha cdepu S’ uume pememe Knacre-
poBor npobaema. [lokazanu cy jeauHO CIEIUjaTHU CIIyUajeBU.

Hapenumo jormn HekOMMKO mMo3HATUX KHACTEPOBUX peliema.

e ([2],[22]) neN, k=2(n—1), m=1: Ay, As,..., Asy_3, Aon_o - KpajeBu n — 1
0 TapOBMMa OPTOTOHAJHUX mujamerpa chepe S L.

e ([1) neN, k=n, m=1: Ay, As,..., A, Temena npasunsaor (n — 1)-mume-
H3MOHOT CUMILIEKCa YIUCAHOT y chepy S™ 1.

[Ipumerumo na cy mo cana HaBEeIEHU MPUMEPU UMAJU 38 KOJAOMEH PEAJIHY MPaBYy.
Pesynratu konm kojux To Huje ciayuaj cy pebu. HaBenumo Heke on HUX.

e (23])) n=2m+1, k=4, meN:

Ai, Ay, A3, A, - KpajeBu mBa Tpou3BOJLHA aujaMeTpa chepe S

e ([10])) k=2, n=m+1€eN:

A1, Ay - mpousBosmHe Tauke chepe S

Kao mocite numy mocitenmer mpumepa umamo bopcyk-Y mamoBy Teopemy. Hawmme,
Hera je f @ S™ — R™ menperkumna ¢yHKHUja. YOUMMO OABE AHTUIOAAJIHE TaUKe
A, —A € 8™ Tana nocroju p € SO(m) tako na f(p(A)) = f(p(—A)). Tauke p(A) n
p(—A) cy aHTUmOmaIHE TAyKe KOje MMAjy UCTY CJIUKY, yuMme je Lopcyk-Y mamosa
TeopeMa IOKa3aHa.

Y oBoM pany hemo ce DaBUTU CKYyIOBUMAa Tavyaka KOJjU Ca HAIle TAYKE IJIeIUAIITA
uMajy JIely CTPYKTYPY, Tj. WHBaApPHWjaHTHY IIPU NejCTBY Heke rpymne. llpumenom
TEeXHUKa KOje CMO ommcuBajy noka3dahemo na cy onpebene koHdurypanuje perre-
wa KuacrtepoBor npobisema. Ilpe Tora, yraxkumo Ha jenHy KOHOUIYpamnujy Koja
HUKaIa HUje pememe KHacTepoBor mpobiema.

CraB 41. Hexa cy damu npupoonu bpojesu n u m, n > m u Heka je k =n—m+ 2.
Tada e nocmoju k auneapno Mezasucnus mavaka A, As, ..., Ar € S"! xoje wune
pewemwe Knacmeposoz npobaema 3a bpojese n, k u m.
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Zloxas. IlpermocraBumo cymporuo. Heka
cy Ha chepu S" ! mare mmHeapHO He3aBUCHE
tauke Ai,..., A, Koje umHe pememe Kuacrte-
poBor mpobisiema 3a O6pojeBe n, kK u m, rae je
k= mn—m+ 2 Taure Ay, As, ..., A,_1 300r
JIMHEeapHe He3aBUCHOCTU jeTHO3HAUYHO oapebhyjy
(n — m)-numen3uonanny pasad Il y mpocropy
R".  Wcrakammo na A, ¢ II.  Oproronanau
KOMIIJIEMEHT OBE€ PaBHU je M- IUMEH3WOHAJHU
noropocrop 11+ = R™,

Heka je f : S»! — R™ oproronanna
npojeknuja Ha norupoctop Il (nmentudurosan
ca R™). Tama je f(A) = ... = f(Ay1) = 0,
mok f(Ar) # 0. Ilpema mpermocrasunu, moctoju porauuja p € SO(n) Taksa na
F(p(A1) = F(p(A2)) = ... = f(p(Ay)). To smaun na Tasme p(Ar), p(As), .., p(Ay)

npunaznajy Hekoj (n — m)-auMeH3MOHAJIHO] paBHU oproroHasHoj Ha II. Mebyruwm,
sHamo ma p € SO(n) uyBa snuHeapHy HeszaBucHOCT, ma p(Ai), ..., p(Ax) pasanumy
notapocTop muMmensuje kK —1 =n —m + 1. Tume mobumjamMo KOHTpAIWKIU]y Ta je
OOKA3 CTaBa 3aBPIIEH. O

36or Tora cy 3a MCOUTHBaWKE MOCEOHO MHTEPECAHTHU CJIydajeBU Kama Cy N
1 m OaTU IPUPOIHU OpojeBu, a mocMaTrpaMo k =n —m + 1 JuHeapHO HE3aBUCHUX
Ttadaka cpepe S ', Takobe, TakBM CKyHOBM Cy M3y3€THO MHTEPECAHTHU U 063
yCJIOBa JUHEapHEe HEe3aBUCHOCTU.

6.2 IIpumena JloanoBe TeopeMe Ha pemasame Kracteposor mpob6Jema

Hajuope hemo y merkomuko pesyarara npumenutu JlonmoBy teopemy y OOJUKY
KOjU CMO IOKA3aJM KOJI HyMepuukror mHaekca. OBu pesyiaratu Oa3upaHu Cy HA
panoBuma Makeesa ([15], [16] u [17]). 3arum hemo Ha nBa HpUMepa BuIETH
na Hac Ta Bep3uja llommoBe Teopeme He MOMKe TOBECTU IO IUJ/ba, Ia heMoO KOpu-
CTUTU APYTY, 32CHOBAHY HA KOXOMOJIOMKOM mHAekcy (rteopema 39). CBu mokasu
he mMaTm 3ajemHWUYKY uIejy - TecT IpecimkaBama u3 Heke [lltudenoBe mHO-
roctpykoctu Vi, y chepy Heke muMeH3uje. 3aTo heMo y IpBOj TeOopeMu NaTH
neTajbHO objalmmeme, Koje heMo moapa3dyMeBaTd Uy OCTAJIUM. 3000 Pa3IuduTUX
O3HaKa Koje ce I0jaB/by]y y JUTepaTypu, HarjaacuMmMo na non Vi, moapasdymeBaMo
OpPTOHOpPMUPAaHE k-TOPKE BEKTOPA y N- AMMEH3UOHAJIHOM IPOCTODY.

Teopema 42. Hexa je p npocm 6poj, n € N u p < n. Hexa mauxe A;, Ay, ..., A,
aexce na eeauro) kpyachuyu chepe S™ u obpasyjy npasusan p-moyeao. Tada 3a
ceary nenpexudny dynwyujy f : S"1 — R nocmoju pomayuja p € SO(n) maxsea da
saxncu f(p(Ar)) = f(p(A2)) = ... = f(p(4,)). Lpyzum pewuma, osa p-mopka mavara
wunu pewewe Knacmeposoz npobaema 3a dame n, p u 3a m = 1.

Uoxas. Ilpsa mneja je ma mpoctop cBux Moryhwux m3bopa tagaka Aj, As, ..., A,
KOje Cy TeMeHa IPaBUIHOT pP-TOYTJIA Ha BEJIMKO] KPYKHUNYW, UAEHTUPUKY]EMO ca
IMItTudpenoBom mEOrOCTpyKOmhy V5 ,. 3amcra, cBaka TakBa p-TOPKa TadaKa jeTHO-
3HavHO je onpebena mpBoMm TaukoM A; u apyrom taukom As. OuwrienHo, mocToju
jemHO3HAUYHA KOpecHoAeHnuja n3Mely mapoBa BekTopa Ha chepu Mebhy kojuma je
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Kana cmo ompenunu KOHGUTYPAIIMOHU MPOCTOP, HACTAB/HAMO HA HAUUH Ca KO-
JUM CcMO ce yno3HaJu y noraassy 1.2. u tpehoj rmasu. [IpermocraBuMo cynpoTHO,
na nocroju pynrmuja f € C(S"1 R) koja me 3anoBomasa TEpheme Teopeme.

Jlepuanmumo npeciaukasame I : Vs, — RP ca

yrao jemHak U IIapoBa OPTOIOHAJHUX BEKTOpa cdepe.

F(A17A27-”7Ap):(f(A1)7f(A2)7"'7f<Ap))' s

ITpema mpernocrasuu, F(Va,) He ceue mujaronany Ay Ay
npocropy RP. 3aucra, y cynpoTHOM OU ITOCTOja0 MPaBUJIHU
P-TOYTAO0 Yrja CBA TEMEHA MMAjy WUCTY CIUKY, & OHIa OU mO-
cTOjajia poTanuja Koja OM maTu p-TOyrao MPecauKajaa y Taj.
3aTo MOKEMO MOCMATPATU IpecauKkaBame F' ca KOIOMEHOM
RP\A (me memajyhu o3HakKy paau jeIHOCTABHOCTH). $

I'pyna Z, cnobomuo gnejctByje Ha Vi, IUKJIXIHIM
noMmepameM mapoBa (map (Aj, As) mpemasu y map (A, As) R
nrn). Tarxobe, Z, crammapaao mejcrByje mHa RP\A nukian-
YHUM TOMEpPameM KOOpAMHATA U TO HEjCTBO je ca000mHO.
Ouurnenso je na je npeciukaBawme ' Z,-eKBUBapUjaHTHO y
OHOCY Ha OBa MejCTBA.

Kao y Teopemu 16, ciienehu xkopak je na eKBUBaApUjaHTHO
IpecauKaMo KOJIOMeH y chepy oaroapajyhe mumensuje. Haumme, younmo perpa-
kmujy ¢ : RP\A — SP~2 nepuHMCcaHy KAaO KOMIIO3UIU]y MPOjeKIMje Ha MOTIPOCTOP
A\{0} u pamujanue mpojekmuje Tor moTmpocTopa Ha chepy SP2. Perparnuja ¢
je Z,-exBUBapujaHTHA, Ia CMO NOOMIN Z,-eKBUBAPUjaHTHO IPECINKABAHKE:

qo F: Vs, Lo, g2,

IpU YeMy M Ha JOMEHY U Ha KOJOMEHY MMaMO CI0OONHO NejCTBO rpyme Z,.
3uamo ga je Hlrudenosa muorocrpyrocr Vi, (n —k — 1)-noBe3an mpoctop, ma

je Vo, (n — 3)-moBe3aH, mok je mumensumja komoMmeHa p — 2 < n — 2. Ha ocuoBy

Honnose teopeme (Tteopema 14) nobujamMo KOHTPAIUKI]Y. O

Teopema 43. Hexa je p npocm 6poj. Tauxe Ay, Ag, ..., A, aexce na chepu S™' u
npedcmas.najy eproge mehycobno opmozonasnur sexmopa, dakae 06Pa3yjy NpPasuUAaH
(p—1)-cumnaexc. Axo je 2p < n+1, mada 3a ceaxo f € C(S" 1, R) nocmoju pomayuja
p € SO(n) maxsea da f(p(A1)) = f(p(A2)) = ... = f(p(4,)). Lpyeum pevwuma, memena
osakeoe npasusnoz (p — 1)-cumnaerca wune pewemwe Knacmeposoz npobaema 3a n, p
w3am=1.

Jokas. Komgurypamuonu npocrop marux usbopa tadaxa (A, As,...,A,) cana
MOKEMO nAeHTUuPuKoBaTu ca Vy, ,. IlpernocraBuMo cynpoTHO, Ja IOCTOju (pyHKIMja
f €C(S" 1 R) koja He 3am10BObABA YCIOB TEOPEME.

IlepHUIIIMO TECT IpPECIUKABAKE CINYHO KA0 U y IPETXOIHO] TEOPEMU:

F:V,, —RPca

F(A1, Az, Ap) = (F(A1), f(A2), - F(Ap)).
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ITpema mpermocTaBuy, Kao U y IPETXOLHO] TeopeMu 3akpydyjemo na F(V, ) He
ceue mujaronasy A y mpoctopy RP, ma MokeMoO mocMaTpary IpeciaukaBame F ca
romoMmenoM RP\A, He Memajyhu o3Haky. Youummo Z,-€KBUBAPUjaHTHY DETPAKIA]Y
q: RP\A — SP~2 0 Kojoj cmo Beh rosopun.

I'pyna Z, cnobomso nejcTByje Ha V), IUKIMYHUM IOMepameM Tadaka U Ha
SP~2 C RP MUKIMYHUM IIOMEpamheM KOOpAMHATA, Takohe ciobonao. IIpema KoHCTPY-
KIUjU HENPEKUIHO Npeciaunkasame qo F :V,, — SP72 je 7Z,-exBuBapujanTHO.

[Tpumenumvo cana JonnoBy teopemy (reopema 14). V,, je (n —p — 1)-moBesan
IPOCTOP, & W3 yCJOBa TeopeMe 3HaMo Aa je n —p — 1 > p — 2 = dim SP2, onmaxie
nobujamo KoHTpamuknujy. Twume je TBpheme mokazano. U

Ono mro crienu je moka3 ciaydaja m = n — 2, k = 3, Tj. mocmarpamMo cdepy
nuMensuje 3a 1 Behe on muMmensuje mpoctopa, a Ha chepu TPU TAUKe KOje Ha Be-
JINKO] KPY:KHUIM YMHE TEeMEHa jeTHAaKOCTPAHUYHOT Tpoyriaa. To je jeman om OHUX
caydajeBa KOjU 3aM0BoJbaBajy Bedy k = n —m + 1, kako je Kuactep mpBoOUTHO
NCIINTUBAO.

Teopema 44. Hexa jen € N, k=3 um =n — 2. Hexa cy mauxe A, Ay, A3 € S"1
memena jeORaKoCmPaHUYHOZ MPOY2Aa HA HEKOM 6eaurom kpyey chepe S™ 1. Tada
Ay, Ay u Az wune pewemwe Knacmeposoz npobaema 3a n, 3 u m.

Zoxasz. OuurienHo, 3a KOHQUTYPAIMOHU MPOCTOP KOjU
mocMaTpamo, Tj. IPOCTOP CBUX TPOJKA Tadaka Koje
oapebhyjy TeMeHa jeaHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJA HA BEJIUKO]
Kpy:HUANU, MOKeMo y3eTu lltugenoBy maorocrpyrkoct Va,
(Tpeha Tauka je jemHosnauyno onpebena npeuMm nBema).

IIpernocTaBUMO CympoOTHO, MHa TOCTOjU HENPEKUIHA & \
dyarmuja f: S"! — R"2, u mexn usbop Temena A;, Ay, As
jeMHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIa HA BEJIMKOj KPYKHUIN, TAKO A4 Sn—]
HU 3a jeqHy POTalujy p HUje UCIYHeH ycioB. KRako ce cBaku \\/
CKyIl TEMEHA jeTHAKOCTPAHUYHOI TPOYTJa Ha BEJIUKO] KPY-

PKHUIM MOKe moburtu HexkoMm porammjoM ckyna {Ajp, As, Az},
3HAUM O HUjeJaH TAKaB jeTHAKOCTPAHUYHU TPOyrao HeMa R 2
CBOjCTBO Qa My CBa Te€MEHAa UMajy UCTY CJIUKY mupu f.

IleprHUIIMMO IpECINKaBakE:

F:Vy, — R"2 x R"2 x R" 2,

F(X1, Xo, X3) := (f(X1), f(X2), f(X3))

IIpema mpermocrasmu, 3mamo na F(Vh,) #e ceue mmjaromamxy A y mpocTopy
R" 2 x R"? x R"? (moapaszymeBamMo IujaroHajly TPOCTPYKOT TPOU3BOJA, Tj. OHa
je mumensuje n—2). 3aTO MOCMaTPajMO UCTO MPECIUKABARE Ca MAHUM KOIOMEHOM,
Tj. F:Va, — (R"?)3\A. 3aTtum, HeKa je p IpOjeKIuja Ha OPTOTOHAJIHU KOMILIE-
menT mujaronase, p : (R"2)3N\A — AN\{0}, a r : AY\{0} — S*"° pamujamna
npojerrmuja (dim A+\{0} = dim((R"2)?) — dim(A) = 3(n — 2) — (n — 2) = 2n — 4).

[TocmaTpajMo mejcTBO rpyne Zs Ha CBAKOM OJ MPOCTOPa HU3A

Van AN (Rn—2)3\A P, AJ‘\{O} T, g5
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Hejcrso va Vs, nedpurumenmo ca g(Xi, Xo, X3) := (X2, X5, X1), Tj. K20 QUKINIHO
nomepame yiaeso. Ha mpoctopy (R"2)3\A nejctBo rpyne Zs; MUKINIHO TOMEpa
cBakKu o1 (n— 2)- AMMEH3UOHATHUX IPOCTOPA, U OHJA IPUPOIHO UMAMO IejCTBA CBe
no kpaja nperxomaor Husa. CBa oBa mejcTBa cy caobomra. Tarobe, mpema HauUMHY
Ha KOjU Cy HeQUHUCAHA, CBa TPU NpeciuKaBama F,p u r cy Zs-eKBUBApUjaHTHA,
YrMe CMO NOOMIIM €KBUBAPUjaAHTHO MIPECIUKABALE:

z
Fopor:Vy, — 5275,

Ocraje ma mokaskeMo na TaKBO MPEeCJMKaBame He MOCToju. Anu camga Ha JOMEHY
umaMo (n — 3)-IOBE3aHOCT, HOK je KoJgoMeH cepa Behe numeHsuje, ma He MOKEMO
MOCTYIUTHU KAO Y MPETXOTHUM MPUMEPUMaA. 3aTO heMO TPUMEHUTU KOXOMOJOIIKY
Bep3ujy ommose Teopewme.

[Torpebre cy Ham rkoxoMmozomke rpyne lltudenose maorocrpykoctu. [lo3zraro
je ma 3a HemapaH Opoj n > 3 BaKuU:

Z, k=0,2n—3
Hk(‘/Q,TLyZ) = ZQ7 k=n-—1
0, k¢{0,2n—3,n—1}

a 3a IIapHO N MMaMO:
H* (Vo3 Z) = HE(S71 x S72).

[IomTo cy 3a mapHO n KOXOMOJIONIIKE T'pyIe 3HAYAJHO CIIOKEHUje, UIaeja je na
TBpheme mokakeMo 3a HeEmapHO N, a OHIA Aa CJIydaj HapHOr n cBemeMo Ha N1 + 1.

Ilaxne, Heka je n menapan. IIpebumo Ha KOXOMOJOTHU]Y ca Zz KOePUINjEeHTUMA.
Basxkuhe:

Z k=0,2n—3
k . ~ 35 )
H (VZ’”’Z‘”’)_{ 0, k¢{0,2n—3}.

[IpumeTuMmo nma cy cama UCHyHmeHU ycJIOoBU KoxoMosomke JlonmoBe Teopeme
(Teopema 39). Haume, umamo Zs-(2n — 4)-moBe3aHocT HoMeHa, & KONOMEH je Mambe
mumensuje. Ilosmar pesyarar ([20], Iocnenuna 5.3.) HaM maje HETPUBUjAIHOCT
koxomostomke rpyne H¥(BZs;7Zs), 3a csako k > 0. Tana Ha ocHOBY Teopeme 39
no0ujaMo KOHTPAIUKIINA]Y, YMME je MOKA3 3aBPIIEH Yy CIyda]y HemapHOr M.

Heka je cama n mapanm mpupoman Opoj. IIpermocraBumo cymporHO, Tj. Oa
3a HEKO MapHO N MOCTOju HempekuaHa ¢ymknmja f : S" ! — R" 2 koja mnmyKyje
eKBUBAPHUjaHTHO IpeciukaBame F : Vo, s, (R"2)3\A. Hera g : S — R" 1
g := Sf -cycnensuja npeciukaBama f. [IpernmocraBumo ma mocroje Tpu TavKe KOje
Cy TeMeHa jeIHAKOCTPAHWYHOT TPOYyTJa BeJUWKe Kpy:kHuUie Ha S” U KOoje mMmajy
vncry cauvky npu ¢g. C 063upoMm Ha mepUHUNM]Y CYCIEH3Uje IpeciuKaBama (110
y,HMBOMMA” ), TaKBe TpU Tadke MOpajy OUTH HA WMCTOM ,HUBOY  , ma mobujamo
TeMeHa jeJHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJa Ha BeJUKO] Kpy:KHUIM chepe S™ ! Koje umajy
UCTy CcIAuKy mpu f, mTo je kKoHTpamuknuja. Jlakiae, He MOCTOje TakBe TPU TAUKE
Ha chepu S”. Tana dpysrnuja ¢ (Ha mcTH HAYMH Kao f) MHAYKYje IPECIVKaBambe:

Gt Vanir = (RP1D3\A.

Ha ocuoBy mokasamor tBphema 3a HemapHe AuMeH3Hje DOOUjaMO KOHTPAIUKIIA]Y
1 y oBOM ciayu4ajy. Tume je moka3z Teopeme y MOTIYHOCTHU 3aBPIIEH. U
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WNurepecantHo je ma je 3a mcrte O6pojeBe n, m = n — 2 m k = 3 mOKa3aHO na
BPXOBH BEKTOpa €1,€,—€; € S" !, rme cy e; m e; MelycoOHO OpTOrOHANHU, HE
yuHe pelreme KHacrepoBor mpobiiema.

I[TormyHOo aHaJOrHO MpPETXOMHO] TeopeMu, mAokasyje ce ciaeneha.

Teopema 45. Hexa je p nenapan npocm b6poj, n wenapar npupodar 6poj u m € N
maxeu da eanmcu (p — 1) -m < 2n — 2. Hexa mauxe Ay, As, ..., A, nexce na seauroj
kpyacrnuyu chepe S™ u obpasyjy npasuaan p-moyzao. Tada 3a ceaxy Henpexuony
Pynryugy f: S" — R™ nocmoju pomayuja p € SO(n) maxea da eaxncu

F(p(Ar)) = f(p(A2)) = ... = f(p(Ap)).

Ioxkasxkumo jom RakyranujeB ciyuaj KHacTepoBor mpobJiiemMa KOju HaM je moTpe-
0an 3a crenehy raaBy. Hajope mpumerumo na cmo Beh mokazanu caemehy mewmy.

Jlema 46. Hexa yuxauuna zpyna Zs caobodno dejemayje wa npocmopy SO(3) u
kpyacruyu ST, Tada we nocmoju Zsz-exeueapujarmmo npecaukaganwe f: SO(3) — St

Jokas. Hosomuo je mpumeruru ma je SO(3) ~ Vas. Y morasy teopeme 44
BUJEIM CMO Zla HEe TOCTOjU Z3-€KBUBAPUjAHTHO TIpecaukaBame Vi, — S5, 3a
ciaydaj n = 3 modbujaMo ympaBo TBpheme OBe JeMe. O

ITocsiequna 47.(KakyranujeBa reopema) Bprosu ceaxkoz 0pmoHOpMUPaHO2 PEnepa
na cepu S* wune pewemwe Knacmeposoz npobaema san =3, k=3 um = 1.

Jlokas. TlpermocTtaBuMO CympOTHO U Heka je (€7, €s,€3)
HEKM OPTOHOPMUPAHU pemep KOju He 3a00BOJbaBa OBO
tBpbeme. Ilpema mpermocTaBIii, TOCTOJU HEIPEKUITHA
dysrmmja f : S? — R Taksa na 3a csako p € SO(3), uucy

jenmake cse Tpu Bpenroctu f(p(e1)), f(p(ez)) m f(p(es)).
[Tomrro je SO(3) =~ Va3, cBaku enement u3 SO(3) MOKeMO
BUJETU KAO OPTOHOpMUpaH pemep (e, eq,e3). Ilocmarpa-
jMo mpecaukasame F : SO(3) — R3 medurucano ca

F(e1,ez,e3) = (f(e1), flez), f(e3)).

[Ipema mpermocraBi, OBO IpeciauKkaBame He moraba mu-
jaronamy A (jep ce BEKTOPU CBAKOT OPTOHOPMUPAHOT
permepa MOry mOOUTU O €1, €3 U €3 Y HEKOM PeIoCieny,
OPUMEHOM Heke poranuje). 3aTro heMo cMamUTU KOIOMEH,
tj. yzetu F : SO(3) — R3*\A (ucrta osmaka pamu jemamo-
craBuoctu). I[locmarpajMo mejcTBO Tpymne Zs Ha JOMEHY
n EKOJOMEHY HOaTO MINUKJIWYHUM IIE€PpMYyTOBalkhE€M BEKTODa
omHocHo roopmmHaTta. Oba mejcTBa cy ciobomHa W jOI
je mpecnukaBame F' Z3-eKBUBAPUjAHTHO.

Cana ocTaje cTazaplaH KOPak na Zz-eKBUBapUjaHTHO perpaxyjemo R3*\A
Ha kpysxmuny S'. Osmaummo Ty perparkmujy ca r. Tazma je mpeciukaBame
roF : SO(3) — S! Zs-exBuBapujaHTHO MTO je KOHTPAAUKIUja CA TPETXOIHOM
semoMm. Twume je mocaemmna moka3aHa. U
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7 HpO6JIeM OIMMnCUBamba KOIMKE ORO KOHBEKCHOTI TeJia

NnycTpyjMO Ha HEKOJMKO JeNmuX IpuMepa npuMmene KuacrtepoBor mpobiema.
Kopuctuhemo nmojam xoneekcroz meaa y EYKINACKOM TPOCTOPY, MO KOjUM MO APa-
3yMeBaMO KOMIIAKTAH KOHBEKCAH CKYIl Ca HENpasHOM yHyTpammomhy. Moske ce
[IOCTABUTY MPUPOIHO MMUTAHE - 14 JU CE OKO CBAKOI KOHBEKCHOT TeJa y IPOCTOPY
R? mosxe ommcarn komka? OaroBop je mOTBpIAH.

Teopema 48. Oxo ceaxoz xoneexcnoz mena y R3 moxce da ce onuwe xouxa.

Jloxas. Hera je K KOHBEKCHO Tesjo y mpocTopy R3.
Youumo cdepy S? m IpousBobaH OPTOHOPMUPAH perep
(e1, €2, e3). Ilpuapysknmo Tery K jenay nmoceGHY (yHKIU]Y
[+ 5% — R koja ce HasmBa @ynKyuja WupuHe meaq. 7
Hauwme, 3a npoussosan Bektop v € S?, f(v) ce nedpunumnte
Kao MUPUHA TeJla y IPaBIly BEKTOPa v, Tj. KAO PAcCTOjame
u3Melhy paBHU OCJIOHIIA HOPMAJHUX Ha BeKTOp v. llomTo
je K KOHBEKCHO Teno, OBa (pyHKINUja je HempekunHa. Ha
oCcHOBY mocJiiemuiie 47, e, e; U €3 yuHE pememe KHacrte-
poBor mpobusiema, na mocrtoju poramuja p € SO(3), Tako
ma je f(pler)) = f(ples)) = f(ples)). Hexa je & — pler),
i=1,2,3. Taga je {€1,€s,€3} HOBU OPTOHOPMUPAHU DENEp UUjU Cy BEKTOPU Tapa-
JIEJIHM TpaBIMMAa Oy:K KOJjUX TeJso mMa umcTy mupuny. Jlakme, my:k Tux mpasara
MOYKEMO MOCTABUTU UBUIE KOIKE OMUCAHE OKO AaTOr Teja. O

—~

—
<

—

Moske ce mokazaTu M ONIITU CJAyYa] MPETXOTHE TEOPEME.
Teopema 49. Oxo ceakoz xonsekxcHoz meaa y R™ moxce da ce onuue n-xyb.

/oxas. Iloctymak je mOTIYyHO aHAJOTaH MPETXOMTHOM, C THUM IITO KOPUCTUMO
pe3yaTaT HaBeNeH Yy IMPETXOMTHOM IOIJIaBJ/by KOjU Kaske A CY BPXOBU OPTOHOPMU-
panor penepa Ha chepu S" ! pemema Knacteposor npobiema 3a 6pojese n, k =n
um=1. U
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8 HpO6JIeM YIIinCnBama KOIIKE Yy CMMETPMUYHO KOHBEKCHO TeJIO

Hyamnuo mperxonHoMm mpobJieMy, IPUPOTHO je MOCTABUTU NUTAKE A JU Ce Yy
CBaKO KOHBEKCHO TeJI0 MO:Ke ymucaTu Konka. Hehemo mocmarpaTu cBa KOHBEKCHA
Tesia, Behh caMo yewmpaaro cumempuyna y OOHOCY Ha HEKy Tadky. JacHO je ma je
MOBOJLHO ITOCMATPaTU CaMO KOHBEKCHA TeJa IEHTPAJHO CUMETPUYHA Y OTHOCY Ha
KOODOVHATHU ITOYETaK.

MuTynTuBHM mojaM ynuCHBamka KOIKE y TeJO je HapaBHO jacaH, a 3a MaTeMa-
TUYKY MHTepIpeTanujy npobdiema norpedbHa HaM je cieneha nepumuummja.

IHed 50. 3a MeHTpPaJTHO CUMETPUYHO KOHBeKCHO Teno K C R?) ca memTpoMm y
KOODIMHATHOM NOYETKY, AepuHUIEMO pynryuoras Munxosckoz Ha cienehn HaumH:

||| = inf{\ € Ry | x € AK},

3a cse z € R? 3a Koje Taj uHUMYM mOCTOjU.

[Torasyje ce ma je oBako mepuHMCAH GYHKIMOHAT || - || 3ampaBo jemHa mHOpMmAa
Ha mpocTopy R3, ma ce muoro uemhe mazusa Hopma Munkosckoz. 3aTuM, UMaMO
Y METPUKY WHIYKOBAaHY OBOM HOPMOM. JemHOCTABHO Ce€ BUAW Oa je Y HOj KyTJa
MOJIYIIPEYHUKA | ca IEHTPOM y KOOPAWHATHOM MOYEeTKy 3ampaBo Teiao K, a 0K
YIpaBO jenumHUYHA Clepa.

Kopucrehu oBe ummenure, moxkemo pehu ma he xouxa b6umu ynucawa y damo
YEHMPAAHO CUMEMPUYHO Meao K ca uenmpom y K0opouRaGmHOM NOYEMmKY ako U Camo
axo mwena memena umajy nopmy Muwkosckoe (npudpyxceny meay K) jeonaxy 1.

Crkunupahemo nBa pemema oBor mpobiiema, jep o00a Ha pa3aIuuuTe HAUYUHE
WIIyCTPY]y WIeje Koje Cy HaM MHTEPECAHTHE y OBOM Pamy.

[IpBy mpucTyn oBoM mpobieMy KOPUCTH TOOPO HO3HATY HAEjy KOH(PUrypa-
IIIOHOT IIPOCTOPA M TEeCT IpeciaukaBama. Jla 0McMO mOKa3ayy HEOCTOjaHe TECT
mpeciuKaBama Koje heMo KoHcTpyucaTu, buhe HaM moTpeOHa ciaemeha sema u3
€KBUBaPUjaHTHE TOIOJOTHU]E.

Jlema 51. He nocmoju Si-ek8u8apujanmmo npeciurasamne
g: (30(3)7p54> - (5277—54)7

20e je ps, oejemao cumempuune zpyne Sy wa SO(3) 3a0amo MHOICEBEM 30€CHA 2DYNOM
pomauuja xoyke (Sy eudumo kao nodepyny 00 SO(3)), a 75, dejcmeo zpyne Sy na S*
304040 2PYNOM UZOMEMPUJa NPABUAHOZ MeMpPaedpa ynucanoz y chepy S>. &

Ilokas oBe seme je Beoma kpaTak u Jyen (Moxke ce Hahwm y pany [9]), amu ra
mehemo HaBOUTH jep 3aXxTeBa MHOTO H6OJbE MO3HABAHE EKBUBAPUjAHTHE TOMOJIOTH]E.
Hamme, 3axTeBa IpuMeHY e€KBUBapUjaHTHE TeOpPUje OICTPYKNUja, IITO je cienehn
KOPaK y uM3ydaBamy €KBUBapPHjaHTHE TOMOJOruje. A TO HEKA OCTaHE TeMa HEKOr
APYyTOr pama.

ITocBeTumo ce cama cBobhemy mpobiema Ha OBy Jsemy. IIpe cBera, ymo3znajmo
ce MaJio AeTaJbHUje ca MOMEHYTUM JI€jCTBUMA.

IlejcTBO Tg, HA KOMOMEHY je cacBuM Hpuponao. CBakoj MU30MeTPUjU IPABUIHOT
TeTpaenpa jeOHO3HAYHO OArOBapa MepMyTallija TeMeHa TeTpaelpa, Ia je rpymna
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M30MeTpuja NPaBUIHOT TeTpaenpa nzomopdua rpynu Sy. llraBume, rpymna pora-
muja (Tj. n3oMeTpuja Koje YyBajy OpUjeHTANn]y ) IPABUIHOT TeTpaeapa n30MOphHa
je aarepuupajyhoj rpymu As. Kama mmamo m3omerpujy Terpaempa, MOKEMO je
IPUPOIHO TPOMUPUTH 10 u3oMeTpuje chepe S?. Ha Taj HAUMH CBaKOj HepMyTAIUjU
rpyne S, oaroBapa msomerpuja cdepe. JemHOCTABHO ce NPOBEPU Oa je IOaTo
OPUAPYKUBAKE 3aUCTA jJEIHO NEjCTBO. BayKHO je IPUMETUTHU Oa TO AEjCTBO HUje
caobomno, mTo oHeMoryhasa npumeny /losmoBe TeopeMe y mOKa3y JieMe.

IlejcTBO pg, Ha OOMEHY 3axTeBa MaJjio Buile naxkme. [lo3HaTo anredapcko
TBpheme kKaske ma je rpyna poranuja Kouke mdoMopoHa ca Sy. CrUImpPajmMo Kakro
ce ycmocTaB/ba Taj uzomopduzam. Komka mma detupu Besuke aujaronase. Cpaka
poranuja KOUKe 3alaje jeiHy MMepMyTanujy CKyla AujaroHasta (Iakjie eJeMeHT
rpymue Sy). I[Ipumerumo ma camMo MAEHTUYKO IpecaukaBame Mehy cBuM poramujama
KOIIKe 3alaje MAEHTUUYKY mepMmyTanujy maujaromaJsa. Ca mapyre cTpaHe, MOKEMO
n3adpaTy MO jeIHO TeMe CBaKe BEJIMKE AUjaroHalJie TaKOo na o0pal3yjy IpaBUIHUA
rerpaenap. CBaka mepMmyTanuja QijaroHalia gaje mepMyTalljy TeMeHa TeTpaeapa,
ma caMuM TuUM esneMeHT rpymne S;. Ilepmyranuja remena terpaenpa 3anaje nzomMe-
TpUjy TeTrpaenpa, ma OHIa W M30MeTPUjy Komke. AKo mobujeHa m3oMeTpuja HUjE
poTanuja, KOMIO3UINja Ca aHTUIOJAJHUM IPECINKaBameM laje POTaIU]y KOIKe,
KOja MHAYKYyje mary mepMyTanujy aujaroHaJa. Ha rTaj maums moskemo S; mocMa-
TpaTU Kao IPYIy poTanuja KOIKe, na u kao noarpymy ox SO(3).

Bparumo ce cana mamem muiny. Ilokazahemo majo onmrujy TeopeMy Koje hemo
3aTUM IPUMEHUTH Ha HOPMY MMUHKOBCKOT U TaKO MOKA3aTU TBPhHeme O YIUCUBAKY
rkonke. OcHOBHa Teopema je ciaeneha.

Teopema 52. Heka je F : S — R nenpexuona napra gynxyuja, mj. F(z) = F(—x),
sa ceaxo v € S*. Hexa je {+v; | 1 <i < 4} cxyn memena xouke ynucane y cepy S2.
Tada nocmoju A € SO(3) makeo da je F(£Av,) = F(L£Avy) = F(+Avs) = F(+Auv,).

Jloxas. 3a maTy Henpekumany napuy ¢ymkmumjy F @ S? — R u TemeHa Korke
+u1, +vy, v3 u +v, mocmaTpajmo Gyurnujy f: SO(3) — R? nepunucany ca:

f(A) = (F(£Av), F(+Auv,), F(£Avs), F(£Av,)), 3a cBako A € SO(3).

[Tomto je F mapua m HenperunHa, f je nobpo medpuHMCaHa U Takobhe HempeKuIHA.
Yxomuko cauka f(SO(3)) ceue mujaromamy A C R, To je ympaso oHO mTo Ham
Tpeba 1 TeopeMa je MOKa3aHa.

[Ipernocrasumo cynporuo, ma je f(SO(3)) N A = (). ITocmarpajmo nejcTso
rpymne Sq Ha momeny u komoMmeny ¢yukuuje f. Ha SO(3) mocmarpajMo mperxoHo
OMMCaHO NEjCTBO pg,. 3aTUM, HeKa je Ts, AejcTBo Ha R* rae cBaka mepMmyTanuja
ejCTBYje Kao IepMyTalldja KoopAuHaTa mpocTopa R

[Ipema medpuHMIMju DATUX OejcTaBa jeIHOCTABHO Ce IpoBepaBa na je [ jemHo
S,;-eKBUBaApPUjaHTHO MpeciauKaBame. Kako cmo mpermocrasuiau na [ He ,moraba”
aujaronasy A, mocMaTpajMo KMCTO MPECIUKABAIE Ca CYKEHUM KOIOMEHOM, Tj.
RY\A (3aap#EumMo UCTy O3HAKY):

f:(SO(3), ps,) =5 (RN\A, 75,).

Hamn mocrynak HaM je moOpo mo3uar. [locmarpaMo OopTOroHANHY TPOjEKIUjY P
Ha mormpocTop AL = R3. Kako cMo m3bammay AujaroHaJry, CAUKA IPU IPOjeKIuju
Hehe cagpskaTu HyJIy, Ta UMaMO IIPECIUKABAME:
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p: (RNA,75) 25 (R3\{0},7s,),

rue je Tg, AejcTBO rpyme S, Ha KOIOMEHY Koje je onpebheHo rpymom m3oMerpuja
npaBuIHOT TeTpaenpa. Moske ce mpoBeputu ma je p S4-eKBUBAPUJAHTHO Y OTHOCY
HAa HaBeleHa nejcTtBa. Ha kpajy, morpebHa HaMm je jom (S -eKBUBaApUjaHTHA) paau-
jaJiHa TpOjeKnurja:

S.
T (Rg\{0}7734) — (52’754)'
Konauno, ka0 KoMIo3unujy no061jaMo eKBUBAPUjAHTHO IIPECIUKABAHE:
S
ropo f : (SO(3>7pS4) —4> (5277-54)7

IITO je y KOHTPaAUKIUju ca jJemMoM d1l. Twume je mokasz TeopeMe 3aBPIIEH. Il

ITocaemuna 53. Hexa je K uenmpanaro cumempuuno xonsexcro meno y R3. Tada
nocmoju xouka ynucana y K, wuju ce uenmap noxaana ca yewmpom mena K.

Jloxas. Hera je C C R® ¢ukcupana Komka
ca MEeHTPOM y KOODAWHATHOM MOYETKY U TEMEHUMA
{£v;, | 1 < i <4}, rme je ||jv]| =1, 1 < i < 4
(ymucana y coepy S?). DBes ymamema ONIITOCTH
MOKEMO MMPETIOCTABUTHU Ma je meHTap tejaa K y Ko- V2
OPAVHATHOM IIOYETKY. ‘

[TocmaTpajmo HOpMY MUHKOBCKOT HPUIAPYKEHY X
texy K, pecrpuxoBaHy Ha chepy S2:
F = || . ||K|52 . S2 — R.

ITomTo je Teno meHTpaIHO CUMETPUYHO, [’ je mapHa
¢yHEIUja Ta MOXEMO NPUMEHUTH Teopemy 52. U3
Be 3HaMO na nocroju poranuja A € SO(3) rtaksa
na je F(£Av)) = F(Avy) = F(£Avs) = F(£Auv,).
Hpyrum peunma, ||+ Avi||lx = ... = || £ Avgl|x = A,
3a HeKO A > (. 3aporupajmo 3aro maty koury C' mobujerHom poramujom A m jormr
IPUMEHNMO XOMOTETH]Y Ca KOEePUIjEeHTOM % U IEHTPOM Y KOODAMHATHOM MOYETKY.
Io6ujena xouka 1 - A(C) je ynucana y teno K, jep CBAKO HEHO TeMe UMa HODPMY
Munrosckor (npunpyskeny terxy K) jemsaky 1.

Tarobe, meHTap TE KOIKE je OmeT y KOOPIMHATHOM IOYETKY, MAKJIE y IEHTPY
tena K, uuMme je mOKa3 3aBPIIEH. Il

I[Ipukaskumo canma Apyru mpuctyn mpobJseMmy ynucuBama Kouke. Mowke ce
MOKa3aTU 3HaYajHO ommTuje TBpbheme kKopuctehu jeman on MO3HATUX PeE3yJsITATa
KuacreposBor mpobaema. Haume, kao mro cmo Beh momenysnu y riasu 6, TO3HATO
je ma cy TemeHa OMJIO KOT PaBaHCKOT IPaBOyraHMKa ymucaHor y chepy S? pemema
Kuacreposor npo6aema (n =3, k=4 u m = 1). Mebyrum, nokas oBe uumeHUIE
je Beoma cioskeH na ra #mehiemo masomurtu (Bumeru [7]). Kopucrehwu Taj pesyarar
MOYKEMO MOKa3aTu cieneny Teopemy.



ExBuBapujaHTHA TEOpHUja WHICKCA 41

Teopema 54. Heka je K yuenmpasno cumempuuro KOHBEKCHO MeAO Y NPOCMOPYy
R3 a D npoussoman weadap. Tada ce y meno K moxce ynucamu x8a0ap CAUMGH
damom keadpy D, wuju ce yenwmap noxaana ca yenmpom mena K.

Zoxas. Iloctymamo cacBuM CAumdHO noka3y mocienune 53. [IpermocraBumo na
je meHrap tejga K y KOOpAWHATHOM MOYETKY. & MUIINMO KBaJap CIWYaH KBaapy D
y cdhepy S?. 3aTuM, younMmo jeqHy HerOBY CTpaHy; HeKa Cy H-eHa TeMEHa O3HAUCHA,
ca vy,v9,v3 1 vy. Hera je jom F = || ||g|sz : S* — R Beh momenyTa pecTpurmnuja
mHopMme MwuHKOBCKOT. 3HaAMO ma Cy v, Us, V3 U U4 pememe KuacrtepoBor mpobiema,
na mocroju porammja p € SO(3) TakBa Ia BaxKu

(vl = llp(v2)llx = [lp(vs)llx = llp(va)llxc = A.

. . . 1 .
[Tocamrpajmo kBamap umju je ckym Temena {y - (£p(v;)) | 1 < i < 4}. Csaxo
HeroBo teme mMa HopMmy MUHKOBCKOr jemHaky 1, ma je oH ymucan y Teso K.
Tarkobe, on je cauuan matom kBaiapy D m neHTap My je Y KOOPIAUHATHOM HOYETKY,
nakae y meHtpy teina K. Tume je mokas 3aBpiieH. U
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9 VYwMecTo 3aKibyUKa - KDEHMMO KOPaK dadbe...

3a Kpaj, cacBUM MJIyCTPATUBHO, MIPUKAKIMO HEKe CACBUM Apyradunje npodiaeme
3a KOje Ce Ce HUCIOCTaBJbha Ia Cy Y BPJO OJIMUCKOj Be3u ca mpeTrxonHuM. ['me Om HaAcC
MOTa0 OABECTU KOPAK AAJbe y Pa3MUNIIbALY 7

&Y

IIpe cBera, jemam om BeoMa WMHTEPECAHTHUX IIOjMOBA je IOjaM YHWBEDP3aJHOT
mokpuBama. Raxkemo na je ckym S C R" ynusepzaano noxpusamwe y mpoctopy R” ako
ce cBaku ckyn X C R”, nujamerpa e Beher onx 1, moxke ”"mokputu’ cKymoMm S, Tj.
crporo rosopehu, ako mocroje rpanchpopmarmmja A € O(n) 1 BEKTOp TpaHCIaIuje
v € R" rakBu na X C AS+v. Ykoauko S nMma paBaH CUMETPU]je, JIAKO je TPUMETUTHA
na je moBossHO mocMarpatu A € SO(n). Takobe, ¢ 063upom Ha TO ma CKyn mMma,
UCTU AUjaMeTap Kao W HEeroB KOHBEKCHU OMOTAaY, MOBOJLHO j€ MMOCMATPATHU CIIYUaj
Kana je X KOHBEKCAH W KOMIIAKTaH CKYII.

Hajopuponauje yHMBep3asHO NOKpuBame y mnpoctopy R"™ je cBakako sonta
MOJIyIPEYHUKA 1, aju nuib je Hallm mokpuBame mTo je mMoryhe mamer mujame-
Tpa. JemHO on IPBUX JeNuX NOKPWBama yodwro je JyHr m To je ommcaHa cdepa
HPABUJIHOT N-AUMEH3UOHAJIHOL CUMILIEKCa (HeH MOJIYIPEYHUK je 27212).

3aruM je mokaszaHo na je y R? yHMBep3aJHO HOKpUBAaM€ IPABUJIHU IIECTOYTAO0,
yuje je pacTojame HaCIpaMHUX WBUIA jemHako 1. 3aTo ce TPUPOTHO MOCTABJIHA
MUTAHKE - MOCTOje JIM aHAJOrHA YHUBEP3aJHa MOKpuBama y mnpoctopy R™ n € N?

Kako 0u u3rienao CKyn y n-AUMEH3UOHAJIHOM IPOCTOPY
koju je amasioran mectoyray?! Illectoyrao moskemo mocma-
TpaTu Kao IpeceKk TPU TPakKe MUpPWHE 1, OPTOTOHAJIHE Ha
VBUIE NMPABUIHOT Tpoyria (Kao Ha CIUIU JECHO). Y Tpo-
CTOpPY HIPOU3BOJLHE ,E[I/IMeH3I/Ije MOKEMO IMOCTYIUTU CJIIMYHO.
Hera je o C R" mpaBumiHM cuUMIJIEKC uBUIE 1, yuja cy
TEMEHa V1,0V, ...,Unt1. Hera je T;; (1 < i < j < n+1)
mapaJjiesiHa n- JMMEeH3MOHAaJJHA Tpaka MUpUHEe 1, orpaHndveHa
[BEMa XUIEePpPaBHUMAa OPTOTOHAJHUM Ha UBUIYY [V, V|, KOje
npoJiaze Kpo3 v; u vj. Iepurummmo U, Kao Ipecek CBUX
(";1) tpaka 1; ;. Ouurnenso je U, Beh ommcanu mecroyrao.
1994. ronuae MakeeB je nmocraBuo cienehy xumoresy.

Xwumnore3za 1. U, je ynusepzarno nokpusamwe y R™.

Moske ce nokasaru (Bumetu [9]) ma 6u TAYHOCT OBe XUIOTE3€ Y IUMEH3UjU
n ciemuiaa u3 TavdHocTtu ciaeneher tBphema.

Xwunoresa 2. Hexa je F : S ' — R wenapra ¢gynxuyuja, a o™ C R™ npasuanu
cumnaerc usuye 1, ca MeMERUMA V1, Vs, ..., Upt1. Lada nocmoju p € SO(n) makxo da
1 . .
ceur (”+ ) zuneppasru caedehez 0baukra umMajy 30je0HUNKY MAKY:

fo € R" | {2, p(v; — v)) = Flp(o; —v))}, (1< i< j<n+1).
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Hajzan, BpeMe je 3a eKBUBapujaHTHA NpecJUKaBama. 1Bpbheme xumorese 2 y
OIIIITEM CJIy4Yajy HUje NOKa3aHO, ajld 33 N = 3 jecTe, 1 TO NIpuMeHOM Beh momenyTe
neme 51. Ilokas osue mehemo maBomutu, mosxke ce nahu y pany [9]. Hanomenunmo
caMo na je maeja mOKa3a HaMa JOOPO MO3HATA - IPETIOCTABUMO CYNPOTHO, Tj. Oa
TpakKeHO p He MOCTOjU U Ha OCHOBY TOra KOHCTPYUIIEMO €KBUBAPWjAHTHO IIPECIIU-

kaBame SO(3) 51,62, 32 Koje Beh 3HAMO nma He MOMKe MOCTOjaTH.

Jlokazom xumnoresze 2 (ma m xumorese 1) 3a
n = 3 OTKPWJIM CMO YHUBEP3AJHO MOKpuBame Us
y TPOIMMEH3UOHAJIHOM IpocTopy. Uz ce HasuBa
pombo-0dodexaedap M MPEACTABIbA JETHO O TAKO-
3BaHux KaramamoBux teaa. Mma 12 crpana koje
Ccy monayaapHu POMOOBH.

A 1o uera moskemMo mohu ako HaAIPaBUMO jOII
jenan Kopak maJsme...?7
nohu hemo mo BopcykoBor mpobJsiema:
a au ce ceaxu ckyn X C R", dujamempa 1,
Mmoxuce nodeaumu Ha n+1 nodexkynosa Xy, ..., X1
Mmamez Jujamempa ?

Ilo3maTo je ma je 3a MOBOJLHO BEJIMKO 7, YaK M 3a KOHAYHE CKYIOBE, OATOBOP
He, aysu je 6poj 903 HajMame N 3a KOje je MMO3HAT KOHTPaIpUMep.

MebyTtum, 3a muMmenH3ujy 2, OATOBOP je TOTBPIAH.
Ioka3 je cacBuM jemHocTraBaH KopucTehu yHUBEDP3aJHO
nokpuBame U;. Hawmme, momenmumo mectoyrao U; Ha
TPU MOy apHA METOyIJIa KAO Ha CaUny (CBAKU O HUX
je mmjamerpa \/73), 3aTUM IOKPUjMO IIECTOYTJIOM OaTU
ckyn X, W HeJIoBe KOje OJCeNajy MeTOYTJIOBU Y3MUMO
3a X1, Xo u X3. Ouursnenno, CBu OHU MMAjy OUjaMeTap
MamU O \/75, na u on 1.

Tarkobe, oarosop je mMOTBpAaH U y OUMEH3UjU 3I.
Wnejuo, 1o je mora3zano Takobhe kopumhemeMm yHU-
Bep3aJHOT HOKpuBama y R? koje ce mobuja Ekama
npaBuiaHOM OKTaenpy (s, ca pacTojameM HACIPAMHUX
cTpaHa jemnakuMm 1, omceuemo 3 oapebena Bpxa. 3aTuMm, Kao U 'y AUMEH3UjU ABA,
MOKe Ce MOKa3aT! Na TO IMOKPUBAMKE MOKEMO MONEeIUTU Ha YeTUPU OeJia OUjaMe-
Tpa Mamer on 1 (rkomkperno, 0.989 u 0.998), ma 3a Xi,..., X, y3memo npecexe X
ca CBAKUM OJ] T YETUPU HeJIA.

[Ipernmocrasma ce ma 6u ce Ha canuan Hauyma nomohy Us mobumia verupu mena
jom m Mamer amjameTpa, jep je mujamerap Os jemnak v/3, IOK je AMjaMeTap CKyIa
Us jemnak /2. MebyTtum, oaroBop Ha TO joImn Huje MO3HAT.

A kopaxk masme? Ila g 6GucMmo momam 4O jour HEKOTr Jenor mpobisema? CacBum
CUT'YPHO, jep CEeTUMO C€ - Npase npuie HuKada Hemajy Kpaj...
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