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Uvod

U ovom master radu su izlo�ena najznaqajnija svojstva singularnih vrednosti
operatora, �ihova uloga u normira�u ideala kompaktnih operatora i primena na
operatorne nejednakosti kojima se uopxtavaju klasiqne nejednakosti za realne i kom-
pleksne brojeve.

U prvom poglav	u su navedena osnovna svojstva i definicije koje su korix�ene u
radu. Osnovna svojstva singularnih vrednosti kompaktnih operatora i nejednakosti
vezane za �ih su prikazane u okviru drugog poglav	a. Problemi vezani za sopstvene
i singularne vrednosti su jedna od centralnih tema matriqne analize. U tre�em
poglav	u je izlo�ena teorija simetriqno-normiranih ideala prstena ograniqenih
operatora u Hilbert-ovom prostoru.

Singularne i sopstvene vrednosti imaju veliku ulogu u izraqunava�ima u sta-
tistici i u xemama za kompresiju podataka, koja se bazira na aproksimaciji date
matrice matricom ma�eg ranga. Tako�e, imaju i centralnu ulogu u teoriji unitarno
invarijantnih normi. Mnogi moderni algoritmi izraqunava�a su zasnovani na odre-
�iva�u singularnih vrednosti.

Postoji mnogo nejednakosti koje uk	uquju singularne i sopstvene vrednosti. Me-
�utim, aproksimacije i nejednakosti nisu bile prvobitna motivacija za prouqava�e
singularnih vrednosti. Matematiqari XIX veka, koji su se bavili diferencijalnom
geometrijom i algebrom su izuqavali slede�i problem:
Kako odrediti da li za dve realne bilinearne forme

ΦA(x, y) =

n∑
i,j=1

aijxiyj i ΦB(x, y) =

n∑
i,j=1

bijxiyj ,

A = (aij)
n
i,j=1, B = (bij)

n
i,j=1 ∈ Mn(R), x = (xi)

n
i=1, y = (yi)

n
i=1 ∈ Rn

postoje realne unitarne matrice Q1, Q2 ∈Mn(R), takve da je ΦA(x, y) = ΦB(Q1x,Q2y).
Ovaj problem su nezavisno rexila tri matematiqara. Naime, italijanski mate-

matiqar E. Beltrami (1873) koji se bavio diferencijalnom geometrijom, francuski
algebrista C. Jordan (1874) i engleski matematiqar J. J. Sylvester (1889/90) su dali
tri razliqita dokaza o faktorizaciji realnih kvadratnih matrica, tj. da za svaku
realnu matricu A ∈ Mn(R) postoje realne unitarne matrice Q1, Q2 ∈ Mn(R), za koje
je

QT1 AQ2 = Σ = diag(σ1(A), . . . , σn(A))

nenegativna dijagonalna matrica, gde su σ2
1(A) ≥ · · · ≥ σ2

n(A) sopstvene vrednosti
operatora AAT . Kasnije su rad u tom pravcu nastavili mnogi matematiqari kao xto
su Autonne, Wintner, Murnaghan, Wiliams, Eckart, Young...

Dok su algebristi izuqavali singularne vrednosti i polarnu dekomoziciju za ko-
naqno dimenzionalne matrice, paraleno i nezavisno od �ih u teoriji integralnih
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2 Uvod

jednaqina su se razvijale vrlo povezane ideje. E. Schmidt je 1907. godine objavio opxtu
teoriju realnih integralnih jednaqina, u kojoj je posmatrao i simetriqna i nesime-
triqna jezgra. U svom radu, u nesimetriqnom sluqaju, Schmidt je uveo slede�i par
integralnih jednaqina

f(s) = λ

∫ b

a
K(s, t)g(t) dt i g(s) = λ

∫ b

a
K(t, s)f(t) dt,

pri qemu funkcije f i g nisu identiqki jednake nuli. Schmidt je pokazao da broj λ
mora biti realan, jer je λ2 sopstvena vrednost simetriqnog jezgra

H(s, t) =

∫ b

a
K(s, τ)K(t, τ) dτ.

Ako K posmatramo kao analog matrice A, tada je H analog matrice AAT . Schimdt

takvo λ naziva " sopstvena vrednost". Jedan od prvih matematiqara koji uvodi pojam
" singularnih vrednosti"je Smithies, u svom radu 1937.

Tokom 1949−50, znaqajna serija radova u Proceedings of the National Academy of Sciences

(U.S.) je sadr�ala va�ne nejednakosti vezane za singularne i sopstvene vrednosti.
Najznaqajnije od tih nejednakosti su predstav	ene u ovom radu. H. Weyl, Ky Fan, G.

Pólya i A. Horn su neki od matematiqara koji su u ovom periodu najvixe doprineli
razvoju ove oblasti.



Glava 1

Sopstvene i singularne

vrednosti kompaktnih operatora

Ovo poglav	e poqi�emo navo�e�em nekih osnovnih definicija i svojstava kompa-
ktnih operatora.
Sa H �emo oznaqavati kompleksan, separabilan Hilbert-ov prostor, a prostor ograni-
qenih operatora na prostoru H oznaqava�emo sa B(H). Ideal kompaktnih operatora
na prostoru H oznaqava�emo sa C∞(H).

Teorema 1.1. [Spektralna teorema za samoadjungovane kompaktne operatore]
Svaki kompaktan samoad jungovani operator A ima ortonormiranu bazu svojih sop-
stvenih vektora. Sve sopstvene vrednosti operatora A (osim eventualno nule) su
realne i konaqne vixestrukosti, pa pore�ane u niz, uz ponav	a�e saglasno svojoj
vixestrukosti, qine konaqan ili nuli konvergentan niz (λn)∞n=1. Ako je (en)∞n=1

ortonormirani niz �ima odgovaraju�ih sopstvenih vektora, onda va�i razlaga�e

A =

∞∑
n=1

λnen ⊗ e∗n.

Teorema 1.2. [Polarna dekompozicija ograniqenog operatora]
Za svaki A ∈ B(H) postoji pozitivan operator D i parcijalna izometrija V takvi
da je A = V D. Xtavixe, ovakva reprezentacija je jedinstvena ukoliko su D i V
spregnuti relacijom N (V ) = N (D).

Za dokaz teorema 1.1 i 1.2 pogledati [1]. Uobiqajena oznaka za operator
√
A∗A je

|A|, pa je A = V |A|, xto se naziva polarnom reprezentacijom za A. Pri tome je V
parcijalna izometrija iz R(A∗) = R(|A|) u R(A) i V = 0 na N (|A|) = N (A).

Za svaki kompaktan operator A i operator A∗A je tako�e kompaktan i nenegativan.
Ukoliko sve sopstvene vrednosti operatora A∗A ponovimo onoliko puta kolika im je
vixestrukost i pore�amo ih u opadaju�i niz λ1(A∗A) ≥ λ2(A∗A) ≥ . . . , dobijamo jedan
nuli konvergentan niz.

Definicija 1.1. Brojevi

sn(A)
def
=
√
λn(A∗A) = λn(|A|)

nazivaju se singularnim vrednostima ili s−brojevima operatora A.
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4 1. Sopstvene i singularne vrednosti kompaktnih operatora

Primetimo da je pri tom s1(A) = ‖A‖ .
Neka svojstva singularnih vrednosti:
1) Za svaki skalar c je sj(cA) = |c| sj(A).
2) sj(A) = sj(A

∗), za sve j = 1, 2, . . .
3) Za svaki ograniqen operator B va�e slede�e nejednakosti

a) sj(BA) ≤ ‖B‖ sj(A) za sve j = 1, 2, . . . , (1.1)

b) sj(AB) ≤ ‖B‖ sj(A) za sve j = 1, 2, . . . . (1.2)

∆ Prema definiciji 1.1 je

s2
j (BA) = λj((BA)∗BA) = λj(A

∗B∗BA)

i s2
j (A) = λj(A

∗A). Tako�e va�i i

〈A∗B∗BAf, f〉 = ‖BAf‖2 ≤ ‖B‖2 ‖Af‖2 =
〈
‖B‖2A∗Af, f

〉
.

Iz prethodne relacije sledi A∗B∗BA ≤ ‖B‖2A∗A, zbog qega je

s2
j (BA) = λj(A

∗B∗BA) ≤ λj(‖B‖2A∗A) = ‖B‖2 s2
j (A).

Time smo dokazali svojstvo a). Da bismo dokazali svojstvo b), koristimo da va�i
sj(A) = sj(A

∗) i ve� dokazano svojstvo a)

sj(AB) = sj(B
∗A∗) ≤ ‖B∗‖ sj(A∗) = ‖B‖ sj(A).

Ako je operator A kompaktan, tada je i operator |A| tako�e kompaktan i pozitivan
operator, te se on prema teoremi 1.1 mo�e predstaviti u slede�em obliku

|A| =
∞∑
n=1

λn(|A|) 〈·, fn〉 fn =
∞∑
n=1

sn(A)fn ⊗ f∗n.

Prema teoremi 1.2 o polarnoj dekompoziciji imamo da va�i A = V |A|, pa je

A = V |A| = V

∞∑
n=1

sn(A)fn ⊗ f∗n =

∞∑
n=1

sn(A)V fn ⊗ f∗n.

Ako uzmemo en
def
= V fn dobijamo takozvani singularni ili Schmidt-ov razvoj kompakt-

nog operatora A

A =

∞∑
n=1

sn(A)en ⊗ f∗n. (1.3)

Pri tom su (en)∞n=1 i (fn)∞n=1 ortonormirane baze prostora R(A), odnosno R(|A|) =
R(A∗A) = R(A∗), saqi�ene od sopstvenih vrednosti vektora operatora |A| i |A∗| . Iz
(1.3) dobijamo da va�i i

A∗ =
∞∑
n=1

sn(A)fn ⊗ e∗n.
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1.1 Sopstvene i singularne vrednosti kompaktnih ope-

ratora i dijagonalni elementi �ihovih matrica

Lema 1.1. [Weyl, Horn] Ako je A kompaktan operator, tada je

det [〈Afi, Afj〉]ni,j=1 ≤
n∏
k=1

s2
k(A) det [〈fi, fj〉]ni,j=1 (1.4)

za svaki sistem vektora f1, . . . fn, pri qemu se jednakost u (1.4) dosti�e za sistem
vektora e1, . . . en iz Schmidt-ovog razvoja operatora |A|.

∆ Primetimo prvo da je lemu dovo	no dokazati za pozitivne kompaktne operatore,
jer je sn(A) = sn(|A|) i

det [〈Afi, Afj〉]ni,j=1 = det [〈A∗Afi, fj〉]ni,j=1 = det [〈|A|2 fi, fj〉]ni,j=1 = det [〈|A| fi, |A| fj〉]ni,j=1 .

Operator |A| je pozitivan i kompaktan, pa ima razvoj |A| =
∑∞

n=1 sn(A)en⊗e∗n. Opera-
tor A∗A je tako�e pozitivan kompaktan operator i ima razvoj A∗A=

∑∞
n=1s

2
n(A)en⊗e∗n.

Neka je PN
def
=
∑N

k=1 ek ⊗ e∗k, pri qemu razmatramo samo sluqajeve kada je N ≥ n. Po-

smatramo li operator AN

def
= |A|PN =

∑N
k=1 sk(A)ek ⊗ e∗k, imamo da je

A∗
N
A
N

=

N∑
k,l=1

sl(A)sk(A) 〈ek, el〉 el ⊗ e∗k =

N∑
k=1

sk(A)2ek ⊗ e∗k.

Na osnovu toga sledi

det [〈AN fi, AN fj〉]
n
i,j=1 = det

[〈
fi, A

∗
N
A
N
fj
〉]n
i,j=1

= det

〈fi, N∑
kj=1

s2
kj

(A)
〈
fj , ekj

〉
ekj

〉n
i,j=1

= det

 N∑
kj=1

s2
kj

(A)
〈
fj , ekj

〉 〈
fi, ekj

〉n
i,j=1

=
∑

(k1,...,kn)∈{1,2,...,N}n

n∏
j=1

s2
kj

(A)
n∏
j=1

〈
fj , ekj

〉
det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

.

Kako je det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

= 0 ukoliko je kj = kl za neke j 6= l iz {1, 2, . . . , N}, to u sumi
ostaju samo one n-torke u kojima su svi indeksi kj razliqiti. Ako sa Sn oznaqimo



6 1. Sopstvene i singularne vrednosti kompaktnih operatora

skup permutacija skupa {1, 2, . . . , n} prethodna suma se svodi na∑
(k1,...,kn)∈{1,2,··· ,N}n,

ki 6=kj, za i 6= j

n∏
j=1

s2
kj

(A)

n∏
j=1

〈
fj , ekj

〉
det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

=

∑
1≤k1<···<kn≤N

n∏
j=1

s2
kj

(A)
∑
σ∈Sn

sgnσ
n∏
j=1

〈
fj , ekσ(j)

〉
det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

=

∑
1≤k1<···<kn≤N

n∏
j=1

s2
kj

(A) det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

≤

n∏
j=1

s2
j (A)

∑
1≤k1<···<kn≤N

∣∣∣det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

∣∣∣2 =

n∏
j=1

s2
j (A) det [〈PN fi, PN fj〉]

n
i,j=1 .

Posled�a jednakost je dobijena iz prethodno dokazanog dela jednakosti, kada se one
primene na operator PN umesto na operator AN , jer je tada s1(PN ) = · · · = sN (PN ) = 1
i imamo

det [〈PN fi, PN fj〉]
n
i,j=1 =

∑
1≤k1<···<kn≤N

∣∣∣det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

∣∣∣2 .
Time smo dokazali da va�i

det [〈AN fi, AN fj〉]
n
i,j=1 ≤

n∏
k=1

s2
n det [〈PN fi, PN fj〉]

n
i,j=1 . (1.5)

Kako PN
s−→ I i AN = |A|PN

s−→ |A| kada N →∞, ima�emo da tako�e

〈PN fi, PN fj〉 → 〈fi, fj〉 kad N →∞,
〈AN fi, AN fj〉 → 〈|A| fi, |A| fj〉 = 〈Afi, Afj〉 kad N →∞,

za svako i, j ∈ 1, . . . n. Kako je svaka determinanta neprekidna funkcija svojih eleme-
nata, zak	uqujemo da va�i

det [〈PN fi, PN fj〉]
n
i,j=1 → det [〈fi, fj〉]ni,j=1 kad N →∞,

det [〈AN fi, AN fj〉]
n
i,j=1 → det [〈Afi, Afj〉]ni.j=1 kad N →∞.

Na osnovu toga (1.4) sledi iz relacije (1.5) kad N →∞.
Treba jox pokazati da se jednakost dosti�e kada za vektore f1, . . . , fn izaberemo bax
prvih n vektora iz razvoja operatora |A|, tj. vektore e1, . . . , en. Tada va�i

det [〈Aei, Aej〉]ni,j=1 = det [〈|A| ei, |A| ej〉]ni,j=1 = det [〈si(A)ei, sj(A)ej〉]ni,j=1

= det [si(A)sj(A) 〈ei, ej〉]ni,j=1 =

n∏
k=1

s2
k(A) det [〈ei, ej〉]ni,j=1 =

n∏
k=1

s2
k(A).

Dimenziju operatora A ∈ H, tj. �egov rang, definixemo kao r(A)
def
= dimR(A).

Operator A se naziva konaqno dimenzionalnim operatorom ako je �egov rang konaqan.
Sumu vixestrukosti svih ne-nula sopostvenih vrednosti operatora A ∈ C∞(H) �emo
oznaqavati sa ν(A) (≤ ∞).
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Lema 1.2. Neka je A kompaktni operator i (fj)
r(A)
j=1 neki ortonormirani sistem

vektora za koji va�i

|〈Afj , fj〉| = sj(A), za j = 1, . . . , r(A),

tada je operator A normalan i (fj)
r(A)
j=1 qine potpuni sistem sopstvenih vektora u

R(A).

∆ Iz pretpostavke leme i Cauchy - Schwarz-ove nejednakosti dobijamo

s2
1(A) = |〈Af1, f1〉|2 ≤ ‖Af1‖2 = 〈A∗Af1, f1〉 .

S druge strane, min-max svojstvo ka�e

s2
1(A) = λ1(A∗A) = max

‖f‖=1
〈A∗Af, f〉 .

Odatle sledi da je
s2

1(A) = 〈A∗Af1, f1〉 ,

odnosno 〈
s2

1(A)f1, f1

〉
= s2

1(A) ‖f1‖2 = 〈A∗Af1, f1〉 .

Time smo dobili da u Cauchy-Schwarz-ovoj nejednakosti va�i jednakost. To znaqi da su
Af1 i f1 linearno zavisni: Af1 = kf1, pri qemu je s1(A) = |k| . Analogno dobijamo da
to va�i i za operator A∗, tj. A∗f1 = lf1 i |l| = s1(A). Odatle dobijamo da je ispu�eno

A∗Af1 = klf1 = s2
1(A)f1.

Kako je s2
1(A) = λ1(A∗A), zak	uqujemo da je f1 sopstveni vektor operatora A∗A koji

odgovara sopstvenoj vrednosti λ1(A∗A). Sliqno kao malopre zak	uqujemo

s2
2(A) = ‖〈Af2, f2〉‖2 ≤ ‖Af2‖2 = 〈A∗Af2, f2〉
s2

2(A) = λ2(A∗A) = max
‖f‖=1,〈f,f1〉=0

〈A∗Af, f〉 ,

odakle sledi
A∗Af2 = s2

2(A)f2,

odnosno dobili smo da je f2 sopstveni vektor operatora A∗A koji odgovara sopstvenoj
vrednosti λ2(A∗A). Ponav	aju�i postupak dobijamo da va�i

A∗Afj = s2
j (A)fj , za j = 1, 2, . . . , r(A)

i da (fj)
r(A)
j=1 qine potpuni ortonormirani sistem sopstvenih vektora operatora A∗A

koji odgovaraju �egovim ne-nula sopstvenim vrednostima. Odatle sledi da se ope-
rator A∗A, kao i operator A, anulira na potprostoru L koji je ortogonalan na sve

vektore (fj)
r(A)
j=1 .

Na isti naqin zak	uqujemo da se i operator A∗ anulira na istom potprostoru L. Na
osnovu toga zak	uqujemo da se svaki vektor g ∈ R(A) mo�e predstaviti na slede�i
naqin

g =

r(A)∑
k=1

〈g, fk〉 fk.
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Specijalno

Afj =

r(A)∑
k=1

〈Afj , fk〉 fk. (1.6)

Iz Parseval-ove jednakosti dobijamo

〈Afj , Afj〉 =

r(A)∑
k=1

|〈Afk, fk〉|2 . (1.7)

Kako je

|〈Afj , fj〉|2 = sj(A)2 = 〈Afj , Afj〉 ,

iz (1.7) sledi da je

〈Afj , fk〉 = 0, za j 6= k.

Stoga je iz (1.6)

Afj = 〈Afj , fj〉 fj

i na taj naqin se A mo�e predstaviti u obliku

A =

r(A)∑
j=1

〈Afj , fj〉 〈·, fj〉 fj =

r(A)∑
j=1

〈Afj , fj〉 fj ⊗ f∗j .

Odatle dobijamo da operator A∗ ima slede�e predstav	a�e

A∗ =

r(A)∑
j=1

〈Afj , fj〉fj ⊗ f∗j .

Sada to da je A normalan operator proizilazi iz

A∗A =

r(A)∑
j=1

|〈Afj , fj〉|2 fj ⊗ f∗j = AA∗.

Lema 1.3. [Weyl] Za svaki kompaktan operator A je

|λ1(A) . . . λn(A)| ≤ s1(A) . . . sn(A), za svako n = 1, . . . , ν(A). (1.8)

Ako je ν(A) = r(A) ≤ ∞, tada jednakost va�i za svako n ako i samo ako je operator
A normalan.

∆ Prema Schur-ovoj lemi (qiji se dokaz mo�e na�i u [4]), postoji ortonormirani

sistem (ωi)
ν(A)
i=1 za koji matrica operatora A ima gor�e trougaonu formu:

Aωi = ai1ω1 + ai2ω2 + · · ·+ aiiωi, za i = 1, . . . , ν(A),
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gde su aij = 〈Aωi, ωj〉 i specijalno aii = 〈Aωi, ωi〉 = λi(A). Na osnovu toga zak	uqujemo
da je

〈Aωi, Aωj〉 =

〈
i∑

k=1

aikωk,

j∑
l=1

ajlωl

〉

=
i∑

k=1

j∑
l=1

aikajl 〈ωk, ωl〉

=

min(i,j)∑
k=1

aikajk

=

min(i,j)∑
k=1

〈Aωi, ωk〉 〈Aωj , ωk〉 .

Odatle sledi

det [〈Aωi, Aωj〉]ni,j=1 = det [〈Aωi, ωj〉]ni,j=1 det
[
〈Aωi, ωj〉

]n
i,j=1

=
∣∣∣det [〈Aωi, ωj〉]ni,j=1

∣∣∣2
= λ2

1(A) . . . λ2
n(A). (1.9)

S druge strane prema lemi 1.1 va�i

det [〈Aωi, Aωj〉]ni,j=1 ≤ s
2
1(A) . . . s2

n(A) det [〈ωi, ωj〉]ni,j=1 , (1.10)

pri qemu je posled�a determinanta jednaka 1, jer je sistem ωi ortonormiran. Iz
jednakosti (1.9) i nejednakosti (1.10) dobijamo da va�i prvo tvr�e�e leme∣∣λ1(A) . . . λ(A)

∣∣ ≤ s1(A) . . . sn(A).

Razmotrimo jox sluqaj kada je ν(A) = r(A) i kada va�i jednakost u (1.8) za svako
n = 1, . . . , r(A). Odatle sledi da va�i |λj(A)| = sj(A), odnosno |〈Aωj , ωj〉| =
sj(A), za j = 1, . . . , r(A). Prema lemi 1.2 zak	uqujemo da je tada operator A nor-
malan.
Primetimo da kada je operator A konaqno dimenzionalan, da �e tada va�iti jedna-
kost u (1.8) za n = ν(A).
Napomena: A. Horn je pokazao da relacija (1.8), pod pretpostavkom da se posled�a
nejednakost zameni jednakox�u, potpuno karakterixe vezu izme�u singularnih vred-
nosti i sopstvenih vrednosti konaqno dimenzionalnog operatora. To znaqi da za
proizvo	ne kompleksne brojeve λ1, . . . , λn i proizvo	ne nenegativne brojeve s1, . . . , sn
koji zadovo	avaju uslove

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|
s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn

|λ1 . . . λk| ≤ s1 . . . sk, k = 1, . . . , n− 1

|λ1 . . . λn| ≤ s1 . . . sn

postoji n-dimenzioni operatorA takav da je λj(A) = λj i sj(A) = sj , za sve j = 1, . . . , n.
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Lema 1.4. [Weyl, Hardy, Littlewood, Pólya] Neka je Φ : R → R konveksna funkcija
i Φ(−∞) = lim

x→−∞
Φ(x) = 0 i neka su (aj)

ω
j=1 i (bj)

ω
j=1, (ω ≤ ∞) nerastu�i nizovi

realnih brojeva takvi da va�i

k∑
j=1

aj ≤
k∑
j=1

bj , za k = 1, 2, . . . , ω. (1.11)

Tada va�i
k∑
j=1

Φ(aj) ≤
k∑
j=1

Φ(bj), za k = 1, 2, . . . , ω.

Specijalno, za ω =∞ dobijamo da je

∞∑
j=1

Φ(aj) ≤
∞∑
j=1

Φ(bj).

Da	e, ako je Φ strogo konveksna funkcija, tada �e jednakost u

ω∑
j=1

Φ(aj) ≤
ω∑
j=1

Φ(bj) (<∞)

va�iti ako i samo ako je aj = bj za sve j = 1, . . . , ω.

∆ Neka je Φ′ levi izvod funkcije Φ. Zbog pretpostavki leme taj levi izvod postoji
i to je nenegativna, rastu�a funkcija, odnosno, odatle zak	uqujemo da je Φ nenega-
tivna rastu�a funkcija. Pokaza�emo da se funkcija Φ mo�e zapisati u slede�em
integralnom obliku:

Φ(x) =

∞∫
−∞

(x− u)+ dΦ′(u),

gde je y+ = max(y, 0). Kako je

(x− u)+ = max(x− u, 0) =

{
0, x < u

x− u, x > u

dobijamo da je za proizvo	an pozitivan broj N

∞∫
−N

(x− u)+ dΦ′(u) =

x∫
−N

(x− u) dΦ′(u) (1.12)

=

x∫
−N

x dΦ′(u)−
x∫

−N

u dΦ′(u)

= xΦ′(x)− xΦ′(−N)−NΦ′(−N)− xΦ′(x) +

x∫
−N

Φ′(u) du

=

x∫
−N

Φ′(u) du− (x+N) Φ′(−N). (1.13)
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Kako je leva strana (1.12) nenegativna, tada je i desna strana (1.13) nenegativna,
odnosno dobijamo

(x+N) Φ′(−N) ≤
x∫

−N

Φ′(u) du (1.14)

= Φ(x)− Φ(−N) ≤ Φ(x),

za x > −N . Odatle sledi da je

lim
N→∞

N Φ′(−N) <∞ (1.15)

lim
N→∞

Φ′(−N) = 0. (1.16)

Kako prema pretpostavci leme va�i lim
x→−∞

Φ(x) = 0, to iz (1.14), (1.15) sledi

lim
N→∞

(x+N)Φ′(−N) = lim
N→∞

NΦ′(−N) = 0.

Da bismo dobili tra�enu reprezentaciju dovo	no je sada samo u (1.12) pustiti da
N →∞, jer tada dobijamo

∞∫
−∞

(x− u)+ dΦ′(u) =

x∫
−∞

Φ′(u) du− lim
N→∞

(x+N)Φ′(−N)

= Φ(x)− lim
x→−∞

Φ(x) = Φ(x).

Dakle, dobili smo da va�i Φ(x) =
∞∫
−∞

(x− u)+ dΦ′(u). Iz te reprezentacije sledi

k∑
j=1

Φ(aj) =

∞∫
−∞

Ak(x) dΦ′(x),

gde je

Ak(x) =

k∑
j=1

(aj − x)+.

I sliqno, va�i
k∑
j=1

Φ(bj) =

∞∫
−∞

Bk(x) dΦ′(x),

gde je

Bk(x) =

k∑
j=1

(bj − x)+.

Da bismo zavrxili dokaz leme dovo	no je jox dokazati da su Ak(x) i Bk(x) me�usobno
povezani relacijama

Ak(x) ≤ Bk(x), −∞ < x <∞, k = 1, 2, . . . (1.17)
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Razlikujemo slede�a dva sluqaja:

Prvi sluqaj je ako je x ≤ min(ak, bk) ili x ≥ b1.
Ako je x ≤ min(ak, bk), tada je zbog (1.11) x ≤ aj i x ≤ bj , za j = 1, . . . , k, odakle sledi
(aj −x)+ = aj −x i (bj −x)+ = bj −x, za j = 1, . . . , k. Koriste�i uslov (1.11) dobijamo
da va�i (1.17).
Sliqno dobijamo i u sluqaju kada je x ≥ b1, tada je x ≥ bj i x ≥ aj , zbog qega je
(aj − x)+ = (bj − x)+ = 0 za j = 1, . . . , k, odakle sledi (1.17).

Drugi sluqaj je ako je aq+1 ≤ x < aq i bp+1 ≤ x < bp, za neke p i q. Tada je

(aj − x)+ =

{
aj − x, j = 1, . . . , q

0, j = q + 1, . . . , k

(bj − x)+ =

{
bj − x, j = 1, . . . , p

0, j = p+ 1, . . . , k.

Razlikujemo dva podsluqaja. Prvi, ako je p ≥ q i tada zbog (1.11) va�i

Ak(x) =

q∑
j=1

aj − qx ≤
q∑
j=1

bj − qx+ (bq+1 − x) + · · ·+ (bp − x) = Bk(x).

Drugi podsluqaj je kada je p < q i tada je

Ak(x) =

q∑
j=1

aj − qx ≤
q∑
j=1

aj − qx− (bp+1 − x)− · · · − (bp − x) ≤
q∑
j=1

bj − px = Bk(x).

Dokazali smo da va�i relacija (1.17), odakle sledi

k∑
j=1

Φ(aj) =

∞∫
−∞

Ak(x) dΦ′(x)

≤
∞∫
−∞

Bk(x) dΦ′(x) =
k∑
j=1

Φ(aj).

Da bismo jox dokazali da va�i
∑ω

j=1 Φ(aj) =
∑ω

j=1 Φ(bj), razmatra�emo najopxtiji
sluqaj kada je ω =∞. Tada iz (1.17) dobijamo da je

A(x) =
∞∑
j=1

(aj − x)+ ≤ B(x) =
∞∑
j=1

(bj − x)+.

Iz
∑k

j=1 Φ(aj) ≤
∑k

j=1 Φ(bj) sledi da kad god red
∑∞

j=1 Φ(bj) konvergira, tada i red∑∞
j=1 Φ(aj) konvergira i jox va�i

∞∑
j=1

Φ(aj) =

∞∫
−∞

A(u) dΦ′(u)

≤
∞∫
−∞

B(u) dΦ′(u) =

∞∑
j=1

Φ(bj),

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je A(x) = B(x), odnosno ako je aj = bj , za
svako j.



1.1 Sopstvene i singularne vrednosti i dijagonalni elementi 13

Teorema 1.3. [Weyl] Neka je A kompaktan operator i f : [0,∞) → R, f(0) = 0
funkcija takva da je funkcija f ◦ exp : R→ R : t 7→ f(et) konveksna. Tada je

k∑
j=1

f(|λj |) ≤
k∑
j=1

f(sj), za k = 1, . . . , ν(A),

gde je λj = λj(A), sj = sj(A). Specijalno, ako je ν(A) =∞ dobijamo

∞∑
j=1

f(|λj |) ≤
∞∑
j=1

f(sj).

Ako je funkcija Φ(t) = f(et) strogo konveksna, tada jednakost

ν(A)∑
j=1

f(|λj |) =
∞∑
j=1

f(sj),

pod pretpostavkom da je desna strana konaqna, va�i ako i samo ako je operator A
normalan.

∆ Ova teorema je posledica lema 1.3 i 1.4. Iz leme 1.3 sledi

|λ1(A) . . . λn(A)| ≤ s1(A) . . . sn(A)

odakle sledi da nizovi aj
def
= ln(|λj |) i bj

def
= ln sj zadovo	avaju uslove leme 1.4. Tako�e,

prema pretpostavkama teoreme i funkcija Φ(t) = f(et) zadovo	ava tra�ene uslove,
jer je ona konveksna i va�i

Φ(−∞) = lim
t→−∞

f(et) = f(0) = 0.

Dakle, mo�emo primeniti lemu 1.4

k∑
j=1

Φ(aj) ≤
k∑
j=1

Φ(bj)

k∑
j=1

f(eln|λj |) ≤
k∑
j=1

f(eln sj )

odakle sledi tvr�e�e teoreme.
Razmotrimo jox sluqaj kada je funkcija Φ(t) strogo konveksna i va�i

ν(A)∑
j=1

f(|λj |) =
∞∑
j=1

f(sj).

Tada u sluqaju kada je ν(A) <∞ uzimaju�i k = ν(A) iz prethodno dokazanog dobijamo
da je

∞∑
j=1

f(sj) =

ν(A)∑
j=1

f(|λj |) ≤
ν(A)∑
j=1

f(sj)
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odakle sledi da mora da va�i
∑ν(A)

j=1 f(|λj |) =
∑ν(A)

j=1 f(sj) i sj(A) = 0, za j > ν(A),
jer je f(sj) = 0, za j > ν(A) i f(0) = 0, f(x) > 0, za x > 0. Dakle, za r(A) = ν(A) iz
leme 1.4 sledi da va�i λj(A) = sj(A). Sliqno, za ν(A) =∞ iz pretpostavki teoreme
i leme 1.4 sledi tvr�e�e. Prema tome, u oba sluqaja, i kada je ν(A) = r(A) < ∞ i
ν(A) =∞ na osnovu leme 1.3, zak	uqujemo da je operator A normalan.
Obrnuto, kako za normalan operator A va�i ν(A) = r(A), onda je |λj(A)| = sj(A),
odnosno va�i

ν(A)∑
j=1

f(|λj |) ≤
∞∑
j=1

f(sj).

Posledica 1.1. Za svaki kompaktan operator A va�e slede�e relacije:

n∑
j=1

|λj(A)|p ≤
n∑
j=1

spj (A), za svako p > 0 i za sve n = 1, . . . , ν(A) (1.18)

n∏
j=1

(1 + r |λj(A)|) ≤
n∏
j=1

(1 + rsj(A)), za svako r > 0 i za sve n = 1, . . . , ν(A). (1.19)

∆ Da bismo dokazali posledicu primenimo prethodnu teoremu na funkciju f(x) =
xp za prvu relaciju, odnosno na funkciju f(x) = ln(1 + rx) za drugu relaciju. Obe
funkcije zadovo	avaju uslove teoreme. Prvu relaciju dobijamo direktno, a drugu
relaciju dobijamo na slede�i naqin

n∑
j=1

ln(1 + r |λj |) ≤
n∑
j=1

ln(1 + rsj)

ln
n∏
j=1

(1 + r |λj |) ≤ ln
n∏
j=1

(1 + rsj)

n∏
j=1

(1 + r |λj(A)|) ≤
n∏
j=1

(1 + rsj(A)).
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1.2 Singularne vrednosti zbira i proizvoda kompaktnih

operatora

U ovoj sekciji razmatramo rezultate Ky Fan-a i A. Horn-a.

Lema 1.5. [Ky Fan] Ako je A kompaktni operator, tada za svaki prirodan broj n
va�i

max

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

〈UAfj , fj〉

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

sj(A),

gde se maksimum uzima po svim unitarnim operatorima U i ortonormiranim si-
stemima (fj)

n
j=1. Specijalno,

n∑
j=1

|〈Afj , fj〉| ≤
n∑
j=1

sj(A).

∆ Oznaqimo sa P ortoprojektor na potprostor L generisan vektorima f1, . . . , fn i

definiximo operator A1
def
= PUAP . Tada je

n∑
j=1

〈A1fj , fj〉 =
n∑
j=1

〈PUAPfj , fj〉

=
n∑
j=1

〈UAPfj , Pfj〉

=
n∑
j=1

〈UAfj , fj〉 ,

zato xto je fj ∈ L, za svako j = 1, . . . , n. Doka�imo da suma
∑n

j=1 〈A1gj , gj〉 ne zavisi
od izbora ortonormiranog sistema (gj)

n
j=1. Kako je A1 konaqnodimenzioni operator,

on je kompaktan i ima Schmidt-ov razvoj A1 =
∑n

m=1 sm(A1)em ⊗ f∗m. Za proizvo	ni
ortonormirani sistem (gj)

n
j=1 va�i

n∑
j=1

〈A1gj , gj〉 =
n∑
j=1

n∑
m=1

sm(A1) 〈gj , fm〉 〈em, gj〉

=

n∑
m=1

sm(A1)

n∑
j=1

〈em, gj〉 〈fm, gj〉

=

n∑
m=1

sm(A1) 〈em, fm〉

=
n∑

m=1

〈A1fm, fm〉 ,

odakle sledi

spA1 =

n∑
j=1

〈A1fj , fj〉 =
n∑
j=1

λj(A1) = tr(A1).
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S druge strane, koriste�i posledicu 1.1 uzimaju�i za p = 1 dobijamo da va�i:

n∑
j=1

|λj(A1)| ≤
n∑
j=1

sj(A1).

Tako�e, za svaki ograniqeni operator B pokazali smo da va�i (1.1) i (1.2) odakle
sledi da je

sj(A1) = sj(PUAP ) ≤ ‖PU‖sj(AP )

≤ ‖P‖‖U‖sj(A)‖P‖ ≤ sj(A),

za svako j = 1, . . . , n. Iz toga zak	uqujemo da va�i nejednakost u relaciji koju treba
dokazati ∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

〈UAfj , fj〉

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

〈A1fj , fj〉

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

λj(A1)

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

|λj(A1)| ≤
n∑
j=1

sj(A1) ≤
n∑
j=1

sj(A).

Treba jox pokazati da se jednakost dosti�e. Da bismo to uradili predstavimo opera-
tor A u polarnoj formi A = V H = V |A|, gde je V parcijalna izometrija iH = |A| ≥ 0
kompaktan operator, odakle sledi da ima ortonormiranu bazu (ej)

∞
j=1 sastav	enu od

�egovih sopstvenih vektora. Jasno je da postoji unitaran operator U takav da je

UAej = V ∗Aej = Hej , za svako j = 1, 2, . . . .

Za ovako definisan operator U dobijamo da se maksimum dosti�e:

n∑
j=1

〈UAej , ej〉 =
n∑
j=1

〈Hej , ej〉 =
n∑
j=1

sj(A).

Dakle, dobili smo da je

max
U,(fj)nj=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

〈UAfj , fj〉

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

sj(A).

Jox je ostalo da doka�emo specijalan sluqaj. Neka je U0 unitaran operator takav da
je

U∗0 fj = eiθjfj ,

gde je θj = arg 〈Afj , fj〉. Kako se svaki kompleksan broj mo�e zapisati u slede�em
obliku 〈Afj , fj〉 = eiθj |〈Afj , fj〉|, dobijamo da va�i:

n∑
j=1

|〈Afj , fj〉| =
n∑
j=1

e−iθj 〈Afj , fj〉 =

n∑
j=1

〈
Afj , e

iθjfj

〉
=

n∑
j=1

〈Afj , U∗0 fj〉 =

n∑
j=1

|〈U0Afj , fj〉| ≤
n∑
j=1

sj(A),

xto je i trebalo dokazati.
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Posledica 1.2. [A. Horn] Za kompaktne operatore A i B je

n∏
j=1

sj(AB) ≤
n∏
j=1

sj(A)
n∏
j=1

sj(B), za svako n = 1, 2 . . . . (1.20)

∆ Neka je (ej)
∞
j=1 ortonormiran sistem vektora iz razvoja operatora |AB| =∑∞

n=1 sn(AB)en ⊗ e∗n. Tada na osnovu leme 1.1 va�i

n∏
k=1

s2
k(AB) = det [〈ABei, ABej〉]ni,j=1

≤
n∏
k=1

s2
k(A) det [〈Bei, Bej〉]ni,j=1

≤
n∏
k=1

s2
k(A)

n∏
k=1

s2
k(B) det [〈ej , ek〉]nj,k=1

=
n∏
k=1

s2
k(A)

n∏
k=1

s2
k(B).

Time je relacija (1.20) dokazana.

Posledica 1.3. [Ky Fan] Za kompaktne operatore A i B je

n∑
j=1

sj(A+B) ≤
n∑
j=1

sj(A) +
n∑
j=1

sj(B), za svako n = 1, 2 . . . (1.21)

∆ Da bismo dokazali relaciju (1.21) primenimo lemu 1.5 na operator A+B:

max
U,(fj)nj=1

|
n∑
j=1

〈U(A+B)fj , fj〉 | =
n∑
j=1

sj(A+B).

Mo�emo odabrati unitaran operator U i ortonormiran sistem vektora {f1, . . . , fn}
za koje se maksimum dosti�e i tada imamo

n∑
j=1

sj(A+B) = |
n∑
j=1

〈U(A+B)fj , fj〉 |

= |
n∑
j=1

〈(UA+ UB)fj , fj〉 |

≤ |
n∑
j=1

〈UAfj , fj〉 |+ |
n∑
j=1

〈UBfj , fj〉 |

≤
n∑
j=1

sj(A) +

n∑
j=1

sj(B)

pri qemu posled�a nejednakost sledi ponovo na osnovu leme 1.5. Time smo dokazali
da va�i 1.21.

Koriste�i prethodnu lemu mo�emo jednostavno ustanoviti naredne rezultate.
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Teorema 1.4. [Ky Fan] Ako su A i B kompaktni operatori i funkcija f : [0,∞)→R
i f(0) = 0 neopadaju�a konveksna funkcija tada va�i

k∑
j=1

f(sj(A+B)) ≤
k∑
j=1

f(sj(A) + sj(B)), za svako k = 1, 2, . . .

i kao posledica toga va�i

∞∑
j=1

f(sj(A+B)) ≤
∞∑
j=1

f(sj(A) + sj(B)).

∆ Da bismo dokazali teoremu koristimo lemu 1.2 i lemu 1.3, pri qemu za funkciju
Φ uzimamo slede�u funkciju

Φ(x) =

{
f(x), 0 ≤ x <∞
0, −∞ ≤ x < 0.

(1.22)

Kako je f(0) = 0,Φ(−∞) = 0 i Φ je konveskna, to funkcija Φ ispu�ava uslove leme.
Za nizove (aj)

∞
j=1 i (bj)

∞
j=1 uzmemo redom nizove (sj(A + B))∞j=1 i (sj(A) + sj(B))∞j=1.

Ti nizovi na osnovu leme 1.3 zadovo	avaju uslove leme 1.4. Tako zak	uqujemo da je

k∑
j=1

Φ(aj) ≤
k∑
j=1

Φ(bj),

odnosno, kako su nizovi (aj)
∞
j=1 i (bj)

∞
j=1 pozitivni, va�i

∞∑
j=1

f(sj(A+B)) ≤
∞∑
j=1

f(sj(A)+sj(B)).

Teorema 1.5. [Horn] Neka su A i B kompaktni operatori i funkcija f : [0,∞)→
R i f(0) = 0 takva da je funkcija f ◦ exp : R→ R : t 7→ f(et) konveksna. Tada va�i

k∑
j=1

f(sj(AB)) ≤
k∑
j=1

f(sj(A)sj(B)), za svako k = 1, 2, . . . ,

a kao posledica i
∞∑
j=1

f(sj(AB)) ≤
∞∑
j=1

f(sj(A)sj(B)).

∆ Sliqno kao u prethodnoj teoremi, za dokaz ove teoreme koristimo lemu 1.2 i
lemu 1.4, s tim xto sada za nizove (aj)

∞
j=1 i (bj)

∞
j=1 biramo redom nizove (ln sj(AB))∞j=1

i (ln [sj(A)sj(B)])∞j=1, dok za funkciju Φ uzimamo funkciju

Φ(t) =

{
f(et), 0 ≤ t <∞
0, −∞ ≤ x < 0.

(1.23)
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Poka�imo da oni zadovo	avaju uslove leme 1.4.

k∑
j=1

aj =
k∑
j=1

ln sj(AB) = ln
k∏
j=1

sj(AB)

≤ ln
k∏
j=1

[sj(A)sj(B)] =
k∑
j=1

ln[sj(A)sj(B)] =
k∑
j=1

bj .

Na osnovu leme 1.4 va�i

k∑
j=1

Φ(aj) ≤
k∑
j=1

Φ(bj)

k∑
j=1

f(eln sj(AB)) ≤
k∑
j=1

f(eln(sj(A)sj(B)))

k∑
j=1

f(sj(AB)) ≤
k∑
j=1

f(sj(A)sj(B)),

xto je i trebalo dokazati.
Primetimo da se nejednakosti iz teorema 1.4 i 1.5 mogu uopxtiti na sluqaj sa n
operatora. Koriste�i to, dokazujemo slede�e posledice:

Posledica 1.4. Ako su A1, A2, . . . , An kompaktni operatori, tada va�i

k∑
j=1

spj (A1 . . . An) ≤
k∑
j=1

spj (A1) . . . spj (An), za k = 1, 2, . . . i svako p > 0

ako i samo ako va�i

k∏
j=1

sj(A1 . . . An) ≤
k∏
j=1

sj(A1) . . . sj(An), za k = 1, 2, . . . (1.24)

∆ Direktan smer sledi iz poznatog tvr�e�a da je

lim
p→0+

(∑k
j=1 x

p
j

k

) 1
p

= k

√√√√ k∏
j=1

xj ,

pri qemu su x1, . . . , xn pozitivni realni brojevi. Kako je prema pretpostavci(∑k
j=1 s

p
j (A1 . . . An)

k

) 1
p

≤

(∑k
j=1 s

p
j (A1) . . . spj (An)

k

) 1
p

, za sve k = 1, 2, . . .

puxta�em limesa kad p te�i nuli na osnovu prethodnog dobijamo da va�i

k

√√√√ k∏
j=1

spj (A1 . . . An) ≤ k

√√√√ k∏
j=1

spj (A1) . . . spj (An), za sve k = 1, 2, . . . ,
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xto je ekvivalentno sa (1.24).
Obrnuto tvr�e�e direktno sledi iz teoreme 1.5, ako za funkciju f uzmemo f(t) = tp.
Ona oqigledno zadovo	ava uslove teoreme, pa va�i

k∑
j=1

spj (A1 . . . An) =

k∑
j=1

f(sj(A1 . . . An)) ≤
k∑
j=1

f(sj(A1) . . . sj(An)) =

k∑
j=1

spj (A1) . . . spj (An),

xto je i trebalo dokazati.
Ako u prethodnoj posledici uzmemo A1 = · · · = An = A dobijamo da va�i:

Posledica 1.5. Ako je A kompaktan operator, n prirodan broj i p > 0 tada
va�i

k∑
j=1

s
p/n
j (An) ≤

k∑
j=1

spj (A), za sve k = 1, 2, . . .



Glava 2

Simetriqno-normirani ideali

prstena ograniqenih linearnih

operatora

2.1 Dvostrani ideali prstena ograniqenih linearnih

operatora

Definicija 2.1. SkupM⊂ B(H) je dvostrani ideal ako va�i:
1) ako operatori A,B ∈M tada je i A+B ∈M,
2) ako operator A ∈M i B ∈ B(H) tada je AB ∈M i BA ∈M,
3) M 6= {0} iM 6= B(H).

Kako I ∈ B(H) i B(H) je linearan skup, zak	uqujemo da je i dvostrani ideal M
tako�e linearan skup. Primeri idela su skup konaqno dimenzionih operatora K(H)
i skup kompaktnih operatora C∞(H). Va�i da su K(H) i C∞(H) najma�i odnosno
najve�i dvostrani ideali, preciznije va�i slede�a teorema.

Teorema 2.1. [J.Calkin] Ako jeM dvostrani ideal u B(H), tada je

K(H) ⊆M ⊆ C∞(H).

Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].

Posledica 2.1. C∞(H) je jedini zatvoren dvostrani ideal u B(H).

Jedno od svojstava ideala je:
Svaki dvostrani ideal je samoadjungovan.
Odnosno, ako jeM dvostrani ideal i A ∈M, tada je i A∗ ∈M.
Ova osobina direktno sledi iz polarne reprezentacije operatora A = U |A|, gde je U
unitaran operator. Iz prethodne reprezentacije sledi da je |A| = U∗A ∈M, odnosno
A∗ = |A|U∗ ∈M.

Simetriqno-normirani ideali

Da bismo definisali simetriqno-normirane ideale treba nam pojam simetriqne
norme. Neka je I ⊂ B(H) dvostrani ideal.

21



22 2. Simetriqno-normirani ideali

Definicija 2.2. Funkcional |||·||| : I → C je simetriqna norma ako va�i:
1) |||X||| > 0, za svako X ∈ I, X 6= 0,
2) |||λX||| = |λ| |||X||| , za sve X ∈ I, λ ∈ C,
3) |||X + Y ||| ≤ |||X|||+ |||Y ||| , za sve X,Y ∈ I,
4) |||AXB||| ≤ ‖A‖ |||X||| ‖B‖ , za sve A,B ∈ B(H), X ∈ I,
5) ako je X jednodimenzionalni operator, tada je |||X||| = ‖X‖ = s1(X).

Primer simetriqne norme je standardna norma definisana na B(H).
Norma |||·||| je unitarno invarijantna norma ako se u prethodnoj definiciji uslov
4) zameni slede�im uslovom
4') |||UX||| = |||XU ||| = |||X||| , za sve X ∈ I i U proizvo	an unitaran operator.
Primetimo da je svaka simetriqna norma i unitarno invarijantna norma, tj. da uslov
4) povlaqi uslov 4'). Zaista, ako su U i V unitarni operatori, tada prema uslovu 4)
va�i

|||UXV ||| ≤ ‖U‖ |||X||| ‖V ‖ = |||X||| . (2.1)

S druge strane, kako su operatori U i V unitarni, operator X mo�emo napisati na
slede�i naqin X = U−1UXV V −1, pa opet na osnovu 4) imamo da je

|||X||| =
∣∣∣∣∣∣U−1UXV V −1

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥U−1
∥∥ |||UXV |||∥∥V −1

∥∥ = |||UXV ||| . (2.2)

Iz relacija (2.1) i (2.2) sledi |||UXV ||| = |||X|||, odakle direktno sledi uslov 4′).

Osobine simetriqnih normi

1) Ako je I ⊂ B(H) dvostrani ideal i |||·||| : I → C simetriqna norma, tada je

|||X||| = |||X∗||| =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(XX∗) 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(X∗X)

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , za svako X ∈ I.

∆ Neka je X = U |X| polarna reprezentacija operatora X ∈ I. Pokazali smo ve�
da je tada i |X| ∈ I. Tada na osnovu 4) va�i

|||X||| = |||U |X|||| ≤ ‖U‖ ||||X|||| = ||| |X| ||| . (2.3)

S druge strane, kako je |X| = U∗X, opet na osnovu 4) imamo da va�i

||||X|||| = |||U∗X||| ≤ ‖U∗‖ |||X||| = |||X||| . (2.4)

Na osnovu relacija (2.3) i (2.4) sledi da va�i |||X||| =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(X∗X)

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . Sliqno, prethod-
nim postupkom prime�enim na operator X∗ = |X|U∗ i |X| = X∗U dobijamo da va�i

|||X∗||| =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(X∗X)

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2) Neka je pod pretpostavkama iz 1) operator X ∈ I. Ako operator Y ∈ C∞(H) i

zadovo	ava

sj(Y ) ≤ csj(X), za j = 1, 2, . . . , (2.5)

gde je c pozitivna konstanta. Tada

Y ∈ I i |||Y ||| ≤ c |||X||| . (2.6)
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∆ Neka je HX = |X| =
√
X∗X i HY = |Y | =

√
Y ∗Y . Kako prema pretpostavci

va�i (2.5), postoji unitaran operator V i operator A ∈ B(H), A ≥ 0, ‖A‖ ≤ 1 tako da
je ispu�eno

HY = cAV HXV
−1. (2.7)

Za operator V odaberemo neki operator koji ortonormiranu bazu (en)∞n=1 sopstve-
nih vektora operatora HX preslikava u ortonormiranu bazu (fn)∞n=1 sopstvenih
vektora operatora HY :V en = fn, n = 1, 2, . . .. Tada za operator A mora da va�i:
Afn = sn(Y )

c sn(X)fn, n = 1, 2, . . . . Odnosno, operator A je definisan slede�om jednako-

sti A =
∑∞

n=1
sn(Y )
c sn(X)fn⊗ f

∗
n. Kako X ∈ I, znamo da je tada i HX ∈ I. Iz relacije (2.7)

sledi da HY ∈ I, dok iz polarne reprezentacije Y = UHY sledi da i Y ∈ I. Tako�e,
koriste�i relaciju (2.7) dobijamo da va�i

|||HY ||| =
∣∣∣∣∣∣cAV HXV

−1
∣∣∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣∣∣AVHXV
−1
∣∣∣∣∣∣

≤ c ‖A‖ ‖V ‖
∥∥V −1

∥∥ |||HX ||| ≤ c |||HX |||

odakle na osnovu osobine 1) sledi (2.6).

3) Ako je I ⊂ B(H) dvostrani ideal i X ∈ I, tada je s1(X) ≤ |||X|||. Ako je operator
X jox i konaqno dimenzionalan, tada va�i |||X||| ≤

∑
j sj(X).

∆ Neka je Y = s1(X) 〈·, f〉 f , pri qemu je f proizvo	an jediniqni vektor. Tada je za
c = 1 zadovo	ena relacija (2.5), pa na osnovu osobine 2) dobijamo da va�i |||Y ||| ≤ |||X|||.
S druge strane imamo da va�i |||Y ||| = ‖Y ‖ = ‖X‖ = s1(X). Odatle zak	uqujemo da
va�i s1(X) ≤ |||X|||.
Ako je operator X jox i konaqno dimenizionalan, tada je �egov Schmidt-ov razvoj dat
sa X =

∑n
j=1 sj(X) 〈·, fj〉 fj . Tada na osnovu osobina 3) i 5) iz definicije 2.4 imamo

da je

|||X||| ≤
n∑
j=1

|||sj(X) 〈·, fj〉 fj ||| =
n∑
j=1

sj(X),

xto je i trebalo dokazati.

Definicija 2.3. Dvostrani ideal I ⊂ B(H) je simetriqno-normirani

ideal u prstenu B(H) ako postoji simetriqna norma |||·|||I definisana na �emu u
kojoj je I Banach−ov prostor.

Teorema 2.2. Ako se simetriqno normiraju�i ideali I1 i I2 sastoje od istih
elemenata, tada su �ihove odgovaraju�e norme ekvivalentne.

∆ Oznaqimo sa I skup elemenata simetriqno normiraju�eg ideala I1 (xto je isto
kao i skup elemenata simetriqno normiraju�eg ideala I2). Posmatramo funkcional
|||·||| definisan na I na slede�i naqin

|||X||| def
= max{|||X|||1 , |||X|||2}, za X ∈ I

gde je |||X|||1 = |||X|||I1 i |||X|||2 = |||X|||I2 . Ovako definisan funkcional je norma. Iz
prethodnog svojstva 3) imamo da va�e slede�e nejednakosti

‖X‖B(H) ≤ |||X|||1 i ‖X‖B(H) ≤ |||X|||2 , za sve X ∈ I.
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Odatle sledi da ako niz operatora konvergira u obe norme, |||·|||1 i |||·|||2, tada taj niz
u svakoj od ovih normi ima istu graniqnu vrednost. Iz prethodnog zak	uqujemo
da je prostor I kompletan u normi |||·|||. Posmatramo identiqko preslikava�e I kao
operator na domenu I sa normom |||·|||, u svaki od prostora I1 i I2. Iz definicije norme
|||·||| sledi da je operator I ograniqen i to norme ≤ 1. Prema Banach-ovoj teoremi o
homeomorfizmu sledi da je I neprekidno i kao preslikava�e iz oba prostora I1 i I2

na prostor I, sa normom |||·|||. Dakle, svaka od normi |||·|||1 i |||·|||2 je ekvivalentna normi
|||·|||, zbog qega su i norme |||·|||1 i |||·|||2 ekvivalentne.

Iz prethodne teoreme sledi da svaka simetriqna norma |||X||| zavisi jedino od sin-
gularnih vrednosti operatora X. Odnosno, ako operatori X1 i X2 imaju iste singu-
larne vrednosti, tada su i �ihove norme |||X1||| i |||X2||| iste.
Dakle, za svaku simetriqnu normu imamo da je

|||X||| = Φ(s1(X), s2(X), . . . )

gde je Φ(ξ1, ξ2, . . . ) funkcija nenegativnih promen	ivih ξj koja ima odgovaraju�a svoj-
stva.
Va�an sluqaj je kada je ideal I jednak idealu K(H) konaqno dimenzionalnih ope-
ratora. U ovom sluqaju se domen prethodne funkcije Φ sastoji od svih nerastu�ih
nizova (ξj)

∞
j=1 nenegativnih brojeva, od kojih je samo konaqno mnogo razliqito od nule.

U narednom poglav	u �emo ispitivati one funkcije Φ(ξ1, ξ2, . . . ) koje definixu si-
metriqnu normu na idealu K(H).

2.2 Simetriqne normiraju�e funkcije

Neka je c0 prostor realnih nizova ξ = (ξj)
∞
j=1 koji te�e nuli. Oznaqimo sa ĉ skup

koji se sastoji od nizova sa konaqno mnogo ne-nula elemenata.

Definicija 2.4. Realna funkcija Φ(ξ) = Φ(ξ1, ξ2, . . . ) definisana na ĉ se naziva
normiraju�a funkcija ako ima slede�a svojstva

i) Φ(ξ) > 0, za sve ξ ∈ ĉ, ξ 6= 0,

ii) Φ(αξ) = |α|Φ(ξ), za sve ξ ∈ ĉ, α ∈ B(H),

iii) Φ(ξ + η) ≤ Φ(ξ) + Φ(η), za sve ξ, η ∈ ĉ,

iv) Φ(1, 0, 0, . . . ) = 1.

Simetriqna normiraju�a funkcija (s.n. funkcija) je normiraju�a funkcija koja
ima i slede�e svojstvo:
v) Φ(ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, . . . ) = Φ(

∣∣ξσ(1)

∣∣ , ∣∣ξσ(2)

∣∣ , . . . , ∣∣ξσ(n)

∣∣ , 0, . . . ),
za sve ξ = (ξj)

∞
j=1 ∈ ĉ i proizvo	nu permutaciju σ skupa {1, 2, . . . , n}.

Osobine simetriqno normiraju�ih funkcija

Lema 2.1. Ako za vektore ξ = (ξj), η = (ηj) iz ĉ va�i

|ξj | ≤ |ηj | , za sve j = 1, 2, . . .

tada va�i
Φ(ξ) ≤ Φ(η).
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∆ Zbog osobine v) iz definicije 2.4, bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti
da su koordinate ξj i ηj ne-negativne. Oqigledno je dovo	no tvr�e�e dokazati za
sluqaj kada je

ξj = ηj , za j = 1, . . . , k − 1

ξj < ηj , za j = k.

Oznaqimo sa α = ξk
ηk
. Tada je ξk = αηk = (1+α

2 −
1−α

2 )ηk. Ostale koordinate vektora

ξ mo�emo zapisati na slede�i naqin ξj = (1+α
2 + 1−α

2 )ξj , zaj 6= k. Na osnovu toga i
osobine iii) iz definicije 2.4 dobijamo da va�i

Φ(ξ) = Φ(ξ′ + ξ′′) ≤ Φ(ξ′) + Φ(ξ′′) (2.8)

gde je

ξ′j =
1 + α

2
ξj , ξ′′j =

1− α
2

ξj , j 6= k

ξ′k =
1 + α

2
ηk, ξ′′k = −1− α

2
ηk.

Kako je

Φ(ξ′) =
1 + α

2
Φ(η)

i iz svojstva v) iz definicije 2.4 dobijamo da va�i:

Φ(ξ′′) =
1− α

2
Φ(ξ1, ξ2, . . . ,−ηk, ξk+1, . . . )

=
1− α

2
Φ(ξ1, ξ2, . . . , ηk, ξk+1, . . . ) =

1− α
2

Φ(η).

Dobijamo da iz (2.8) sledi tvr�e�e:

Φ(ξ) ≤ 1 + α

2
Φ(η) +

1− α
2

Φ(η) = Φ(η).

Da bismo dokazali slede�u va�nu Ky Fan-ovu lemu, potrebno je da prvo doka�emo
pomo�nu lemu vezanu za vektore n-dimenzionog realnog prostora.

Lema 2.2. Ukoliko vektori ξ = (ξj)
n
j=1 i η = (ηj)

n
j=1 zadovo	avaju slede�e uslove

ξ1 ≥ ξ2 ≥ · · · ≥ ξn ≥ 0, (2.9)

η1 ≥ η2 ≥ · · · ≥ ηn ≥ 0, (2.10)

k∑
j=1

ξj ≤
k∑
j=1

ηj , za svako k = 1, . . . , n, (2.11)

tada vektor ξ ima slede�u reprezentaciju

ξ =
2nn!∑
k=1

dkη
(k), (2.12)

gde su η(k) svi n−dimenzioni vektori dobijeni iz η permutova�em �egovih koordi-
nata i jox mno�e�i ih sa 1 ili −1, a dk ne-negativni brojevi za koje je

∑2nn!
k=1 dk = 1.



26 2. Simetriqno-normirani ideali

Primetimo da lemu mo�emo formulisati i na slede�i naqin: svaki vektor ξ koji
zadovo	ava uslove (2.9) pripada konveksnom omotaqu vektora η(k).

∆ [B.S.Mitjagin]: Neka je G konveksni omotaq vektora η(k). Pretpostavimo su-
protno tvr�e�u leme, tj. da vektor ξ nema reprezentaciju (2.12). To znaqi da ξ /∈ G.
Kako je svaki konveksan skup presek poluprostora koji ga sadr�e, postoji hiperra-
van od G takva da se G i vektor ξ nalaze sa suprotnih strana te hiperravni. Neka
je jednaqina te hiperravni

∑n
j=1 ajxj = b. Tada za svaki vektor (xj)

n
j=1 ∈ G va�i∑n

j=1 ajxj ≤ b, dok za vektor ξ = (ξj)
n
j=1 va�i

∑n
j=1 ajξj > b. Me�u vektorima η(k) iz

G, mo�emo odabrati vektor η(r) = (η
(r)
j )nj=1 takav da va�i

n∑
j=1

ajη
(r)
j =

n∑
j=1

a∗jηj (2.13)

gde je (a∗j )
n
j=1 vektor qije su komponente |a1| , |a2| , . . . |an| pore�ane u nerastu�i redo-

sled. Kako η(r) ∈ G, to va�i

n∑
j=1

ajη
(r)
j ≤ b. (2.14)

Iz relacija (2.13) i (2.14) dobijamo da je

n∑
j=1

a∗jηj ≤ b. (2.15)

Uzimaju�i u obzir da va�i
∑k

j=1 ξj ≤
∑k

j=1 ηj i a∗k ≥ 0, za sve k = 1, . . . , n, kao i
nejednakost (2.15) i slede�u jednakost

n∑
j=1

a∗jηj =a∗1η1+a∗2(η1+η2−η1)+a∗3(η1+η2+η3−η1−η2)+· · ·+a∗n(η1+· · ·+ηn−η1−· · ·−ηn−1)

=
n∑
j=1

ηja
∗
n +

n−1∑
j=1

(a∗j − a∗j+1)

j∑
k=1

ηk,

dobijamo da je

b ≥
n∑
j=1

a∗jηj =
n∑
j=1

ηja
∗
n +

n−1∑
j=1

(a∗j − a∗j+1)

j∑
k=1

ηk

≥
n∑
j=1

ξja
∗
n +

n−1∑
j=1

(a∗j − a∗j+1)

j∑
k=1

ξk =

n∑
j=1

a∗jξj ,

odnosno zak	uqujemo da va�i

n∑
j=1

a∗jξj ≤ b. (2.16)
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S druge strane, sliqno sledi i jednakost

n∑
j=1

a∗jξj =
n∑
j=1

a∗jξn +
n−1∑
j=1

(ξj − ξj+1)

j∑
k=1

a∗k.

Zbog odabira niza (a∗j )
n
j=1 va�i�e

k∑
j=1

aj ≤
k∑
j=1

a∗j , za k = 1, . . . , n

i va�i ξj ≥ 0, j = 1, . . . , n, zbog qega dobijamo

n∑
j=1

a∗jξj ≥
n∑
j=1

ajξj > b. (2.17)

Me�utim, iz relacija (2.16) i (2.17) dobijamo kontradikciju, odnosno zak	uqujemo da
ξ ∈ G.

Lema 2.3. [Ky Fan] Neka su ξ = (ξj)
∞
j=1 i η = (ηj)

∞
j=1 iz ĉ. Ako

ξ1 ≥ξ2 ≥ · · · ≥ 0 (2.18)

η1 ≥η2 ≥ · · · ≥ 0 (2.19)

k∑
j=1

ξj ≤
k∑
j=1

ηj , za k = 1, 2, . . . (2.20)

tada za svaku simetriqnu normiraju�u funkciju Φ va�i

Φ(ξ) ≤ Φ(η).

∆ Kako nizovi ξ i η pripadaju ĉ, sve �ihove koordinate poqev od n su jednake 0.
Oznaqimo sa η(ν) vektor iz ĉ takav da su �egovih prvih n koordinata dobijeni permu-
tova�em brojeva ηj , j = 1, . . . , n i mno�e�em sa 1 ili −1. Tada na osnovu prethodne
leme, iz (2.12), va�i

ξ =
∑
ν

tηη
(ν) i

∑
ν

tν = 1, tν ≥ 0

Koriste�i osobine iii) i ii) iz definicije 2.4 dobijamo da je

Φ(ξ) =Φ(
∑
ν

tηη
(ν))

≤
∑
ν

Φ(tνη
(ν)) =

∑
ν

tνΦ(η(ν))

Kako zbog osobine v) iz definicije 2.4 va�i Φ(η(ν)) = Φ(η), dobijamo tvr�e�e leme

Φ(ξ) = Φ(η)
∑
ν

tν ≤ Φ(η).
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Neka je k konus svih nerastu�ih nizova iz ĉ koji se sastoje od nenegativnih brojeva.
Svakom vektoru ξ = (ξj)

∞
j=1 iz ĉ mo�emo pridru�iti vektor ξ∗ = (ξ∗j )∞j=1 iz k, pri

qemu je ξ∗j =
∣∣ξηj ∣∣ , j = 1, 2, . . . i ηj je permutacija pozitivnih celih brojeva takva da je

niz (
∣∣ξηj ∣∣)∞j=1 nerastu�i. Kako je za simetriqno normiraju�e funkcije ispu�en uslov

v) iz definicije 2.4, va�i Φ(ξ) = Φ(ξ∗), ξ ∈ ĉ. Dakle, s.n. funkcija je jedinstveno
definisana ako je zadata na konusu k. Odatle sledi da se uslovi i) − v) koji defi-
nixu s.n. funkciju mogu zameniti ekvivalentnim uslovima u kojima figurixu samo
vektori iz k:

Lema 2.4. Neka je Φ(ξ) funkcija definisana na konusu k. Jednakost

Φ̃(ξ)
def
= Φ(ξ∗), za sve ξ ∈ ĉ (2.21)

definixe jednu s.n. funkciju ako i samo ako su zadovo	eni slede�i uslovi:

i′) Φ(ξ) > 0, za svako ξ ∈ k, ξ 6= 0

ii′) Φ(αξ) = αΦ(ξ), za sve α ≥ 0, ξ ∈ k

iii′) Φ(ξ + η) ≤ Φ(ξ) + Φ(η), za sve ξ, η ∈ k

iv′) Φ(1, 0, . . . ) = 1

v′) ξ = (ξj)
∞
j=1, η = (ηj)

∞
j=1 ∈ k,

∑n
j=1 ξj ≤

∑n
j=1 ηj , n = 1, 2, . . . tada je Φ(ξ) ≤ Φ(η).

∆ Direktan smer sledi direktno iz definicije s.n. funkcije, jer ako je Φ(ξ) s.n.
funkcija tada su zadovo	eni uslovi i)− v) na ĉ iz definicije 2.4, pa oni specijalno
va�e i na konusu k, odnosno va�e uslovi i′) − iv′), dok uslov v′) sledi iz Ky Fan-ove
leme 2.3.
Obrnuto, neka funkcija Φ definisana na konusu k zadovo	ava uslove i′) − v′). Tada
funkcija Φ̃ definisana jednakox�u (2.21) na ĉ oqigledno zadovo	ava uslove i), ii), iv)
i v) iz definicije 2.4.
Doka�imo jox da va�i svojstvo iii). Neka su ξ i η nizovi iz ĉ i ζ = ξ+ η. Oqigledno
da za tako definisane nizove va�i

n∑
j=1

ζ∗j ≤
n∑
j=1

(ξ∗j + η∗j ).

Tada iz svojstva v′) i iii′) sledi da je

Φ̃(ξ + η) = Φ̃(ζ) ≤ Φ(ξ∗ + η∗) ≤ Φ(ξ∗) + Φ(η∗) = Φ̃(ξ) + Φ̃(η).

Time smo dokazali da va�i i svojstvo iii).
U da	em tesktu �emo i za funkciju Φ̃ i za Φ koristiti istu oznaku Φ, s tim xto
�emo ih razlikovati u zavisnosti od domena.

Najjednostavniji primer s.n. funkcije je funkcija Φ∞, definisana na konusu k
slede�om relacijom

Φ∞(ξ) = ξ1, za svako ξ ∈ k.

Slede�i jednostavan primer s.n. funkcije je funkcija Φ1 definisana sa

Φ1(ξ) =
∑
j

ξj , za svako ξ ∈ k.



2.2 Simetriqne normiraju�e funkcije 29

Oqigledno je da va�i

Φ∞(ξ) = max
j
|ξj |

Φ1(x) =
∑
j

|ξj |

i za sve ξ ∈ ĉ.
Funkcije Φ∞(ξ) i Φ1(ξ) su ekstremne s.n. funkcije, odnosno da va�i

Lema 2.5. Za svaku s.n. funkciju Φ va�e slede�e nejednakosti

ξ1 ≤ Φ(ξ) ≤
∞∑
j=1

ξj za sve ξ ∈ k.

∆Lema direktno sledi iz Ky Fan-ove leme2.3, jer za svaki vektor ξ = (ξ1, . . . ,ξn, 0,. . . )
iz konusa k va�i:

ξ1 = Φ(ξ1, 0, . . . ) ≤ Φ(ξ) ≤ Φ(
∞∑
j=1

ξj , 0, . . . ) ≤
∞∑
j=1

ξjΦ(1, 0, . . . ) =
∞∑
j=1

ξj ,

zbog qega je prirodno da funkcije Φ∞ i Φ1 nazivamo minimalna, odnosno maksimalna
s.n. funkcija.

U slede�oj lemi ustanovi�emo odnos izme�u s.n. funkcija Φ na konusu k i uni-
tarno invarijantnih normi |||·||| na skupu konaqno dimenzionalnih operatora K(H).

Lema 2.6. Ako je Φ s.n. funkcija, tada jednakost

‖A‖Φ = Φ(s(A)), za proizvo	no A ∈ K(H) (2.22)

definixe unitarno invarijantnu normu na K(H).
Obrnuto, ako je |||·||| unitarno invarijantna norma na konqno dimenzionalmim ope-
ratorima i (ej)

∞
j=1 ortonormirana baza prostora H, tada jednakost

Φ(ξ) =

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

ξj 〈·, ej〉 ej

∥∥∥∥∥∥
Φ

, za sve ξ ∈ k (2.23)

definixe s.n. funkciju Φ za koju je |||·||| = ‖·‖Φ .

∆ Neka je ‖A‖Φ = Φ(s(A)), A ∈ K(H) i ‖·‖Φ : K(H) → C. Treba pokazati da su
zadovo	eni uslovi iz definicije 2.2. Prva dva svojstva slede direktno iz osobina
s.n. funkcija.
3′) Ako A,B ∈ K(H), tada s(A) i s(B) imaju konaqno ne-nula qlanova i prema lemi
1.3 va�i

n∑
j=1

sj(A+B) ≤
n∑
j=1

sj(A) +
n∑
j=1

sj(B)
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Koriste�i posled�u relaciju i osobinu v′) iz leme 2.4 dobijamo da je

Φ(s(A+B)) =Φ(
n∑
j=1

sj(A+B)) ≤ Φ(
n∑
j=1

(sj(A) + sj(B)))

≤Φ(

n∑
j=1

sj(A)) + Φ(

n∑
j=1

sj(B)) = Φ(s(A)) + Φ(s(B)).

Odnosno, va�i

‖A+B‖Φ ≤ ‖A‖Φ + ‖B‖Φ .

4′) Kako je

sj(AU) = sj(A) = sj(UA), za svaki unitaran operator U i svako j

dobijamo da je ispu�eno i

‖AU‖Φ = ‖A‖Φ = ‖UA‖Φ , za svaki unitaran operator U .

5) Ako je A jednodimenzioni operator tada je

‖A‖ = s1(A) i sj+1(A) = 0, j = 1, 2, . . .

odakle sledi:

‖A‖Φ = Φ(s1(A), 0, . . . ) = s1(A) Φ(1, 0, . . . ) = s1(A) = ‖A‖ .

Obrnuto, ako je funckija Φ definisana sa (2.23), tada se direktno iz svojstva uni-
tarno invarijantnih normi izvodi da ona zadovo	ava uslove i) − v) iz definicije
2.4.

Posledica 2.2. Svaka unitarno invarijantna norma na idealu K(H) je sime-
triqna norma na tom idealu.

∆ Neka je |||·||| unitarno invarijantna norma na K(H) i Φ s.n. funkcija generisana
tom normom. Kako za sve operatore B,C ∈ B(H) va�i

sj(BAC) ≤ ‖B‖ ‖C‖ sj(A), za svako A ∈ K(H),

to iz osobina s.n. funkcija sledi da je

Φ(s(BAC)) ≤ Φ(‖B‖ ‖C‖ s(A)) = ‖B‖ ‖C‖Φ(s(A)).

Time smo dokazali da va�i osobina 4) iz definicije 2.2

|||BAC||| ≤ ‖B‖ ‖C‖ |||A||| .
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2.3 Simetriqno-normirani ideali generisani simetriqno

normiraju�im funkcijama

Neka je ξ = (ξj)
∞
j=1 proizvo	an niz realnih brojeva i ξ(n) = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, . . . ). Tada

je za svaku s.n. funkciju Φ niz (Φ(ξ(n)))∞n=1 neopadaju�i.

Formiramo skup cΦ
def
= {ξ ∈ c0 : supn∈N Φ(ξ(n)) < ∞}. Proxiri�emo domen funkcije

Φ slede�om definicijom

Φ(ξ)
def
= lim

n→∞
Φ(ξ(n)) za sve ξ ∈ cΦ.

Skup cΦ ima slede�a svojstva:
1) Ako ξ, η ∈ cΦ, tada i ξ + η ∈ cΦ.
Ova osobina direktno sledi iz slede�eg niza nejednakosti i toga xto zbog pripadno-
sti nizova ξ i η skupu cΦ va�i supn∈N Φ(ξ(n)) <∞ i supn∈N Φ(η(n)) <∞.

sup
n∈N

Φ((ξ + η)(n)) = sup
n∈N

Φ(ξ(n) + η(n))

≤ sup
n∈N

(Φ(ξ(n)) + Φ(η(n))) ≤ sup
n∈N

(Φ(ξ(n))) + sup
n∈N

(Φ(η(n))) <∞.

2) Ako je α ∈ B(H) i ξ ∈ cΦ, tada αξ ∈ cΦ.
Ovo tvr�e�e direktno sledi iz toga xto je supn∈N Φ(ξ(n)) <∞ i slede�eg niza jedna-
kosti

sup
n∈N

Φ(αξ(n)) = sup
n∈N
|α| Φ(ξ(n)) = |α| sup

n∈N
Φ(ξ(n)).

3) Ako je ξ = (ξj)
∞
j=1 ∈ cΦ i vektor η = (ηj)

∞
j=1 ∈ c0 zadovo	ava uslov∑n

j=1 η
∗
j ≤

∑n
j=1 ξ

∗
j , za svako n = 1, 2, . . . , tada i η ∈ cΦ.

∆ Prvo �emo pokazati da je

sup
n∈N

Φ((ξ(n))∞n=1) = sup
n∈N

Φ((ξ∗(n))∞n=1), ξ ∈ cΦ. (2.24)

Ako je (ξ∗(n))∞n=1 = (ξσ(1), ξσ(2), . . . , ξσ(n), 0, . . . ), tada je prema definiciji vektora ξ
∗ is-

pu�eno ξj ≤ ξσ(j), za svako j = 1, . . . , n. Na osnovu toga zak	uqujemo da u (2.24)va�i
≤. Obrnutu nejednakost u (2.24) dobijamo iz

Φ((ξ∗(n))∞n=1) = Φ((ξσ(1), ξσ(2), . . . , ξσ(n), 0, . . . )) ≤ Φ(ξ1, ξ2, . . . , ξmax1≤k≤n σ(k), 0, . . . ).

Neka je n prozivo	an prirodan broj. Prema uslovu tvr�e�a va�i
∑k

j=1 η
∗
j ≤∑k

j=1 ξ
∗
j , za sve k = 1, . . . , n. Koriste�i lemu 2.3 i prethodno dokazanu jednakost

(2.24) iz slede�eg niza nejednakosti dobijamo da va�i tvr�e�e:

Φ((η1, η2, . . . , ηn, 0, . . . )) ≤Φ((η∗1, η
∗
2, . . . , η

∗
n, 0, . . . ))

≤Φ((ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , η

∗
n, 0, . . . )) ≤ sup

n∈N
Φ((ξ∗n)∞n=1) = sup

n∈N
Φ((ξn)∞n=1).

4) Koriste�i prethodno tvr�e�e dobijamo da va�i slede�a ekvivalencija

ξ = (ξj)
∞
j=1 ∈ cΦ ⇔ ξ∗ = (ξ∗j )∞j=1 ∈ cΦ.
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Direktno se proverava da s.n. funkcija Φ u proxirenom domenu cΦ zadr�ava svojstva
i′)− v′) iz leme 2.4.
Skup cΦ nazivamo prirodnim domenom s.n. funkcije Φ.

Svakoj s.n. funkciji Φ pridru�ujemo skup CΦ(H) svih operatora A ∈ C∞(H) za
koji je s(A) = (sj(A))∞j=1 ∈ cΦ, tj. CΦ(H) = {A ∈ C∞(H)|(sj(A))∞j=1 ∈ cΦ}. Za svako

A ∈ CΦ(H) uoqimo i ‖A‖Φ
def
= Φ(s(A)).

Ako A ∈ C∞(H) tada on ima Schmidt-ov razvoj A =
∑∞

j=1 sj(A)ej ⊗ f∗j i ako je An n−ta
parcijalna suma Schimdt-ovog razvoja operatora A, tada je An =

∑n
j=1 sj(A)ej ⊗ f∗j ,

odnosno ‖An‖Φ = Φ(s(An)) = Φ((s1(A), . . . , sn(A), 0, . . . )). Odatle sledi

A ∈ CΦ(H)⇔A ∈ C∞(H) ∧ (sj(A))∞j=1 ∈ cΦ

⇔A ∈ C∞(H) ∧ sup
n∈N

Φ(s
(n)
j (A)) <∞

⇔A ∈ C∞(H) ∧ sup
n∈N
‖An‖Φ <∞.

Time smo pokazali da va�i

A ∈ CΦ(H)⇔ sup
n∈N
‖An‖Φ <∞

i

‖A‖Φ = lim
n→∞

‖An‖Φ = Φ(s(A)).

Ky Fan-ove norme definisane sa

‖A‖(k) =

k∑
i=1

si(A), za svako k = 1, 2, . . . ,

predstav	aju familiju unitarno invarijantih normi. Iz leme 2.3 direktno sledi
slede�a teorema:

Teorema 2.3. [Dominaciono svojstvo] Ako A ∈ CΦ i operator B ∈ C∞(H) ima
slede�e svojstvo

n∑
j=1

sj(B) ≤
n∑
j=1

sj(A), za n = 1, 2, . . .

tada B ∈ CΦ(H) i ‖B‖Φ ≤ ‖A‖Φ .

Prethodna teorema u terminima s.n. funkcija znaqi da je svaka s.n. funkcija
Φ izotona, odnosno da va�i Φ ((sn)∞n=1) ≤ Φ ((tn)∞n=1) za slabo potqi�eni, nerastu�i,
pozitivan niz (sn) ≺w (tn), tj. za one nizove koji zadovo	avaju

∑k
n=1 sn ≤

∑k
n=1 tn za

svako k = 1, 2, . . . .

Teorema 2.4. Neka je Φ s.n. funkcija. Tada je skup CΦ(H) s.n. ideal sa normom

‖A‖Φ = |||A||| = Φ(s(A)) za svako A ∈ CΦ(H).
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∆ Prvo �emo pokazati da je CΦ(H) dvostrani ideal. Neka A1 i A2 pripadaju
CΦ(H). Prema definiciji to znaqi da s(A1) i s(A2) pripadaju CΦ(H). Na osnovu leme
1.3 va�i:

n∑
j=1

sj(A1 +A2) ≤
n∑
j=1

sj(A1) +
n∑
j=1

sj(A2)

odakle sledi da A1 +A2 ∈ CΦ(H).
Prema v′) iz leme 2.4, va�i ‖A1 +A2‖Φ ≤ ‖A1‖Φ +‖A2‖Φ. Naime, ako je ξ = s(A1 +A2)
i η = s(A1) + s(A2), tada

n∑
j=1

ξj =
n∑
j=1

sj(A1 +A2) ≤
n∑
j=1

sj(A1) +
n∑
j=1

sj(A2) =
n∑
j=1

ηj ,

odakle sledi

Φ(s(A1 +A2)) = Φ(ξ) ≤ Φ(η) = Φ(s(A1) + s(A2)) ≤ Φ(s(A1) + Φ(s(A2))).

Oqigledno je da va�i da ako A ∈ CΦ(H) i λ ∈ C, tada i

λA ∈ CΦ(H) i ‖λA‖Φ = |λ| ‖A‖Φ .

Poka�imo sada da je prostor CΦ(H) kompletan. Dokaza�emo da je svaki apsolutno
konvergentan niz u CΦ(H) konvergentan u tom prostoru. Neka je

∑∞
n=1An apsolutno

konvergentan u CΦ(H), tj.

C
def
=

∞∑
n=1

‖An‖Φ <∞,

tada je i
∑∞

n=1 ‖An‖C∞(H) ≤ C. Kako je prostor C∞(H) kompletan, zak	uqujemo da red∑∞
n=1An apsolutno konvergira u C∞(H) i oznaqimo sa

A
def
=

∞∑
n=1

An,

pri qemu imamo i da A ∈ C∞(H). Prvo �emo dokazati da je ispu�ena slaba osnovna
nejednakost (s.o.n.). Kako je za neke ortonormirane sisteme e1, . . . , ek i f1, . . . , fk is-
pu�eno

k∑
j=1

si(A) =

k∑
j=1

|〈Aej , fj〉| =
k∑
j=1

∣∣∣∣∣
〈 ∞∑
n=1

Anej , fj

〉∣∣∣∣∣
≤
∞∑
n=1

k∑
j=1

|〈Anej , fj〉| ≤
∞∑
n=1

max
(ej)kj=1,(fj)

k
j=1

k∑
j=1

|〈Anej , fj〉|

≤
∞∑
n=1

k∑
j=1

sj(An) =

k∑
j=1

(

∞∑
n=1

sj(An)),

na osnovu qega zak	uqujemo da je sk(A) ≺w
∑∞

k=1 sk(An) za sve k = 1, 2, . . . .
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Prema izotonosti i neprekidnosti s.n. funkcije Φ dobijamo da je

Φ(s1(A), . . . , sk(A), 0, . . . ) ≤Φ(

∞∑
n=1

s1(An), . . . ,

∞∑
n=1

sk(An), 0, . . . )

= lim
N→∞

Φ(

N∑
n=1

s1(An), . . . ,

N∑
n=1

sk(An), 0, . . . )

≤ lim sup
N→∞

N∑
n=1

Φ(s1(An), . . . , sk(An), 0, . . . )

≤ lim
N→∞

N∑
n=1

Φ(s1(An), . . . , sk(An), . . . )

≤ lim
N→∞

N∑
n=1

‖An‖Φ = C <∞.

Uzima�em supremuma po k ∈ N, dobijamo tra�eno (s.o.n.)

‖A‖Φ = Φ(sj(A)∞j=1) ≤ C =

∞∑
n=1

‖An‖Φ . (2.25)

Da bismo utvrdili da je
∑∞

n=1 konvergentan u CΦ(H) primenimo (2.25) na apsolutno
konvergentan ostatak reda

∑∞
n=N+1An:∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

An −
N∑
n=1

An

∥∥∥∥∥
Φ

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

An

∥∥∥∥∥
Φ

≤
∞∑

n=N+1

‖An‖Φ → 0, kad N →∞,

jer je
∑∞

n=N+1 ‖An‖Φ <∞. Time smo dokazali da je prostor CΦ(H) kompletan.
Za kraj dokaza treba jox utvrditi da je ‖UA‖Φ = ‖AU‖Φ = ‖A‖Φ, za svaki unitaran
operator U , a to sledi iz ranije dokazanih svojstava (1.1) i (1.2).

2.4 p-modifikacije simetriqno normiraju�ih funkcija

i unitarno invarijantnih normi

Posebno va�an primer unitarno invarijantnih normi su Schatten-ove p-norme de-
finisane sa

‖A‖p = p

√√√√ ∞∑
i=1

spi (A) za 1 ≤ p <∞

i ‖A‖∞ = ‖A‖ = s1(A), xto se poklapa sa B(H) normom ‖A‖.
Jedan od naqina modifikacije s.n. funkcije Φ je da uvedemo �enu p-modifikaciju
Φ(p), za p ≥ 1, sa

Φ(p) ((zn)∞n=1)
def
= p

√
Φ ((|zn|p)∞n=1).

Funkcija Φ(p) je definisana na CΦ(p)(H) = {(zn)∞n=1 ∈ c0 : (|zn|p)∞n=1 ∈ CΦ(H)}. U
terminima unitarno invarijantnih normi, p−modifikacija bilo koje ‖·‖Φ norme je
data slede�om formulom

‖A‖Φ(p) = ‖|A|p‖
1
p

Φ , za sve A za koje je |A|p ∈ CΦ(H).
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Dakle, imamo da je

‖A‖Φ(p) = Φ(p)(s(A)) = p

√
Φ((spi (A))) = p

√
Φ((si(|A|p))) = p

√
‖|A|p‖Φ = ‖|A|p‖

1
p

Φ

odnosno

Φ(p)(si(A)) <∞ ⇐⇒ Φ(si(|A|p)) <∞ ⇐⇒ ‖|A|p‖Φ <∞.

Da bismo dokazali da je i Φ(p) s.n funkcija, prema lemi 2.5 dovo	no je dokazati da je
‖·‖Φ(p) unitarno invarijantna norma. Dokaza�emo nejednakost trougla, ostale osobine
se direktno dokazuju.

‖A+B‖p
Φ(p) =Φ((spi (A+B)))

≤Φ(((si(A) + si(B))p)) (2.26)

≤Φ((1− α)1−pspi (A) + α1−pspi (B)) (2.27)

≤(1− α)1−pΦ(spi (A)) + α1−pΦ(spi (B)) (2.28)

=(Φ(p)(s(A)) + Φ(p)(s(B)))p (2.29)

=(‖A‖Φ(p) + ‖B‖Φ(p))p.

Nejednakost (2.26) sledi iz teoreme 2.3. Naime, prema lemi 1.3 va�i
∑n

k=1 sk(A+B) ≤∑n
k=1 sk(A)+

∑n
k=1 sk(B), za n = 1, 2, . . . . Kako je funkcija t→ tp konveksna na [0,+∞)

za p ≥ 1, prema teoremi 1.4 imamo da je

spn(A+B) ≺w (sn(A) + sn(B))p.

Na osnovu prethodne relacije, prema teoremi 2.3 dobijamo da va�i nejednakost (2.26).
Nejednakost (2.27) sledi iz konveksnosti funkcije t → tp na [0,∞) za p ≥ 1. Kako je
funkcija Φ s.n. funkcija za �u va�i nejednakost trougla, odakle sledi nejednakost

(2.28). Jednakost (2.29) dobijamo ako za α uzmemo α =
‖B‖

Φ(p)

‖A‖
Φ(p)+‖B‖

Φ(p)
.

Za s.n. funkcije Φ, Ψ, Ω koristi�emo oznaku Ω � ΦΨ, kad god one zadovo	avaju
Ω(sntn) � Φ(sn)Ψ(tn), za sve kompleksne nizove (sn)∞n=1, (tn)∞n=1. Za operatore to �e
indukovati uopxtenu Hölder-ovu nejednakost

‖AB‖Ω ≤ ‖A‖Φ ‖B‖Ψ za sve A ∈ CΦ(H) i B ∈ CΨ(H),

odakle tako�e sledi da va�i AB ∈ CΩ(H). Naime, zbog izotonosti imamo da je

‖AB‖Ω = Ω (si(AB)∞i=1)) ≤ Ω (si(A)∞i=1si(B)∞i=1)) ≤
Φ(si(A)∞i=1)Φ(si(B)∞i=1) = ‖A‖Φ ‖B‖Ψ <∞.

Teorema 2.5. Za svaku s.n. funkciju Φ i svako p, q > 0 je ispu�eno

Φ
( pq
p+q

) � Φ(p)Φ(q),

pa u specijalnom sluqaju imamo da va�i slede�a Hölder-ova nejednakost

‖AB‖
Φ

(
pq
p+q ) ≤ ‖A‖Φ(p) ‖B‖Φ(q) za svaki operator A ∈ CΦ(p)(H) i B ∈ CΦ(q)(H).
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∆ Kako je 1
p+q
q

+ 1
p+q
p

= 1, primenom Young-ove nejednakosti na par {p+qq , p+qp } za
svako u > 0 , dobijamo da je

(sntn)
pq
p+q = (usn)

pq
p+q (

tn
u

)
pq
p+q ≺w

qup

p+ q
spn +

p

p+ q

tqn
uq
.

Koriste�i teoremu 2.3 i subaditivnost s.n. funkcije Φ dobijamo da va�i

Φ
(

(sntn)
pq
p+q

)
≤Φ

(
(
qup

p+ q
spn +

p

p+ q

tqn
uq

)

)
≤ qup

p+ q
Φ (spn) +

p

(p+ q)uq
Φ (tqn)

=
(

Φ(p)(sn)Φ(q)(tn)
) pq
p+q

,

ako za u odaberemo u = p+q

√
Φ(tqn)
Φ(spn)

.
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