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IIpearosop

IIpocTu 6pojeBu 1 ocobUHE MPOCTUX OPOjeBa MPOYUIABAHU Cy joitt y anTn4dkoj ['pukoj. O tama ma 10 manac
ILUXO0BA MPAKTUYHA, IPUMEHA je y cTaJTHOM mopacty. Hakou mojaBe padyHapa pa3BujeHe Cy MHOTOODPOjHE
KOPHUCHE AIIMKAIAje ¥ Y1jOj OCHOBH JieXKe MPOCTH OpojeBn.

YV oBOM pajy m3JI0KeHa Cy CBOjCTBA MpocTux 6pojesa u oapehenn anrebapcku anropurvu. llenrpasmna
TeMa Cy TeCTOBU 33 HCIHMTHUBAIbE 13 Jiu je 331aTu O0poj npocr. lerasbHO Cy OmmcaHu TECTOBU IIPOCTOCTH
M HaBeneHW Cy TpuMepn muxoBe ymorpebe. Takohe cy mate ocHoBe mapajiesHOT MPOTpAMUpama Ca
npuMeHoM Ha EpaTocTeHOBO cuTO M OCHOBH Kpumnrorpaduje, KOju Cy HEOMXOIHY 13 Ou Ouja mpuka3aHa
OTIIIITA TPECTaBA O 3HAYAjy W MOryNHOCTHMA y TECTHUPAmY MPOCTOCTU OpOjeBa.

Ha xpajy je objammsena peanmsaruja ogpeheHHX TECTOBA MPOCTOCTH, W AJTOPUTMA 33 TEHEPHUCAHE
seaure H6aze mpocTux Opojesa.

*3kxk

2Kenum 1a m3pa3uM CBOjy IyOOKY 3aXBaJTHOCT JbYAWMA KOJU Cy MU MOMOIJIH y OO/BEM DPa3yMEBAY
Teopuje OpojeBa, KpunTorpaduje u mapasieHOT MPOrPAMUAPAFHA, 8 CAMUM THM U OMOryhniu nucame OBOT
paja.

Hajsehy 3axBamnoct myryjem mpod. ap Mwuoapary 2Kuskosuhy u nmpod. ap ZKapky Mujajrosuhy.
IIpod. ap Muompar ZKuskouh mMu je a0 CMEPHHUIE Y OPraHW30BAaY Paja M MOMOTAO0 Y Pean3alinjn
TECTOBA 33 MCIUTHUBAIE 13 Jiu je 3amaru Opoj mpoct. Ilpemasama u caBeru mpod. ap 2Kapka Muja-
jrioBuha HajBwmINE Cy AOMPUHEN 1 HAYYNM HEOIIXOIHE OCHOBE Teopuje OpojeBa m KpumnrTorpaduje.

Besuky 3axBamnoct myryjem Maremarudakom uacruryty CAHY, mapoumro npod. anp Mwuompary
MuxaspeBuhy, ynja cy npegaBama Ha ceMuHApUMa OUJIa BEJUKH [IOJICTUIA] 3a JIaJbl PAJL U HAIIPEJIOBAHE.

Takohe ce 3axBapyjem kosierama Ajekcaunpy Ilejouhy u Ciasky Mormomu Ha TpOrpamMepckoj u
TEOPHjCKO] TOMONM.

K3k K

Komucuja:

npod. ap Muonpar ZKuskosuh
npod. ap Ipeapar Jammauh
nom. ap Cama Majakos
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IIpoepamcra pearudauujo HeKux mecmosa da au je sadamu 6poj npocm

1 VYBosg

eo 6poj n > 1 je mpoct 6poj (eHrs. prime number) ako Cy jeJMHU HErOBH MO3UTUBHU JETUTEHH OPO]
1 u cam 6poj n.! Ileo 6poj n > 1 je cyioxken 6poj (enrn. composite number) ako Huje TPOCT.

MNako mpoctu OpojeBH mMajy BeoMa jeqHOCTAaBHY AePUHHUIIN]Y, BEKOBUMA Cy HHCIUPHUCATA MATEM-
aruuape. Ilopes 3aHumsbuBE ysOre y TEOPHjCKUM HCTPAKUBAambUMa, IPOCTH OpOjeBU UMAajy W 3HAYA-
jHY TIPUMEHY Y MOJIEPHOM WH(M)OPMAIIMOHO-TEXHOJIONIKOM CBeTy. Pa3BojeM armkaImja 3a eJeKTPOHCKO
MTOCJIOBAFHE TMUTAHE CUTYPHOCTH MTOCTAj€ CBE 3HAYAJHUjE, & CAMUM THM W IPOOJIEM CBOjCTBA OpOjeBa KOju
Ce KOPUCTE y TUM AILIMKAIWjaMa, /13 JIU Cy MPOCTU U 114 JIK Ce AaKO MOry (haKTOPUCATH.

V IorsaBiby 2 je mpencTaB/beHa TEOPHUja KOja je MOTpeOHa 3a Pa3yMeBamhe TeCTOBA, Ja JIU je 3aJaTh
6poj mpoct. Heke om ocHoBHEX 0ocobmHA mpocTux OpojeBa ce jako mokaldyjy. Ha mpumep, cBu mpocTu
6pojesn Behu o1 3 cy obmmka 6k + 1 wmu 6k + 5, k > 0 1meo 6poj.> IHTyHTHBHO je jacHO Ja MmTo je 6poj
pehiu, Texxe je ga Gyme IPOCT jep MOCTOjU CBe BHIIE HEroBUX Moryhimx genuresba. AKO ce 3Ha Ja IPOCTH
O6pojeBu mocTajy cBe pehu y mpcreny menux OpojeBa, MOCTaB/hajy Ce MUTAMa: KAaKO Cy OHM pacmopelenn,
JIa JII TIOCTOJU HEKa, weMma KOja J03BO/haBa J1a Ce MPEJABHUIN Ie ce ciaeaehn npoct 6poj mojasibyje, Kao u
KOJINKO MM, pOCTuX OpojeBa y oapehenom mureprany? HapouwTo je MHTEPECAHTHO MHUTAME A JIU CE Y
MTOJINHOMMjaJTHOM BPEMEeHY MOXKE JIOKa3aTH J1a JiU je IPOU3BOJbaH 110 OPOj MPOCT MJIN CJIOZKEH.

IIpumemena Teopuja 6pojeBa 100uja cBe Bullle Ha 3Ha4ajy. da Ou peasin3anuja TecTOBa IIPOCTOCTH
6ma moryha morpebHo je neraspHuje 00paauTH oapehene anropurme u3 Teopuje 6pojesa. Y IlornaBsey 3
Cy IpUKa3aHU aJTOPUTMHU 3a MpOHAJIaKeme HajBeher 3ajeITHUYIKOT /IeTuTe/bha, NHBEP3a eJIeMeHTa, CTereH-
OBaIb€ ejIeMeHaTa, u3padyHaBame JakoOujesor cumbosia, KOju YMHE OCHOBHE JI€JIOBE TECTOBA IIPOCTOCTH.
V3acromHo MpobHO Je/beibe U EparocTeHOBO CHTO MPEICTAaBIbhajy jeJHOCTABHE METO/E 34 MPOHAIAYKEHHE
npoctux Opojesa.

VY IloraaBspy 4 cy onmcaHuw TECTOBH Ja Jiu je 3amaru O0poj mpocr. Tect mpocroctu, Tj. TecT
IMPUMATHOCTH, je TecT KojuM ce oapehyje ma m je 3amaru 6poj npoct.? TecToBH mpocTocTH ce geie y
JIBE TPyIe: BEPOBATHOCHU TECTOBH IIPOCTOCTH U TECTOBU 33 JOKA3UBAHE IIPOCTOCTH.

BepoBarHocHu Tect mpocroctu (eurus. probabilistic primality test, pseudo-primality test), rj.
OpobabUIIMCTUYIKN TECT MPOCTOCTH, Y 3aBUCHOCTH O u300pa oapeleHor mapaMerpa KOju moMaxKe y
OTKPUBAIbY Ja JIU je 331aTu OpOj CJI0XKEH, MOXKe JaTH HeTadaH Pe3yJaTar, OAHOCHO pehu 3a ciioxkeH Opoj
1a je mpoct. BepoBarHoha rperke Moxke OUTH CMAambeHa MOHAB/HALEM TECTA 33 HEKOJTHKO PABTAIUTHAX
BPEIHOCTH TOr mapaMerpa. AKO ce Ha OCHOBY BEPOBATHOCHOI TECTa IMPOCTOCTH Bepyje Ja je 1eo 6poj n
upocr, Kaxe ce J1a je 6poj n BepoBaTHO mpocTt (euru. probable prime).

BepoBaTHOCHM TECTOBY TPUMAIHOCTH 3]y deaumuyre nHMOPMAIMje 0 TPOCTOCTH HEKOT Opoja. HecTo
Ce OBU TECTOBU HA3WBAjy ¥ TECTOBU CJIOXKEHOCTH.

IIpaBu Tect npocroctu (edri. true primality test, primality proving test) je TecT 3a JOKa3UBambe
MPOCTOCTH 331aTOr Iesor 6poja. Ako je mpocroct mesnor 6poja n yTBphjeHa Ha OCHOBY MPABOr TECTA
IPOCTOCTH, KazKe ce J1a je 1eo 6poj n JoKa3uB npocT 6poj (enri. provable prime).

ITocToje n TexHUKe 3a KOHCTPyHCame JOKA3UBUX MPOCTUX OPOjeBa, Tj. aJTOPUTMU 34 TE€HEPUCAHE
(caygajuux) mOKa3UBUX MPOCTUX OpOjeBa.

Tokom mociie X HEKOJIUKO JIelleHnja IIPE/ICTABIbEH je BEeJIUMKH Opoj ajaropurama Koju cy omoryhuinm
JIaKIlle Hajaxkeme mpoctux OpojeBa. IlocebHO cy mHTEpecaHTHA MCTPAKHUBAMA HA MOJbY ETUNTUIKUAX
KpuBuX, JakobujeBux m laycoBux cyma, Kao W IPOHAJAXKEHE MMOJIUHOMUJATHOI TECTA 3a IOKA3UBAHE
LIPOCTOCTH.

Y IlorsiaBspy 5 Cy JaTe OCHOBe TapaJieTHOr mporpaMmumpama u cranmapiaa MPI. Kako je Bpeme
M3BPIABAKHA TECTOBA MPUMAJHOCTH, aJIrOpuTamMa 3a (hakTOPU3aImjy, Ka0 U aaropurama 3a mudpoBarmbe
n gemudpoBame BeoMa OWTHO, MapaJIeTHO IIporpaMupame MOXKe [MOMONHM y IMOCTU3amy HOTPEeOHUX
3aXTEeBA.

JenmHocTaBaH mpUMEp MapaJiesn3alyje KO BEPOBATHOCHUX TECTOBA MPUMAJHOCTH MOXKE OUTH map-
aJjIeJTHa, MPOBEpA MPUMAJIHOCTH OpOja 33 pa3INYUTe MapaMerpe, re CBAKM MPOIEeC HE3aBUCHO ITPOBEPAaBa,

I1Bpoj 1 mo medununumju muje mpoct 6poj, Hako €y g0 19-0r BeKa MHOTM MATEeMATHUAPH CMATPAIH CyMPOTHO.

2Crean U3 YMIbEHUIIE 13 CYy CBU HO3UTHBHHU IeM OpojeBH HeKoTr o obamka: 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5,
3a 1e0 6poj k > 0.

3V oBoM pajy ce HOTIYHO PABHONPABHO YIOTPEO/baBAjy TEPMUHH “TeCT IPOCTOCTH”, “TecT HMPHMAJHOCTH, “TecT A2 K
je 3agmarTu 6poj mpocT”, jep Cy TO yCTa/beHU TEPMUHU Y JINTEPATYDPU HA CPICKOM jE3UKY.



Mapuja Bopucos

Ja Ju je Opoj CI0XKEH, Wy CAydajy MPOHAJAXKEma CBEIOKA CJIOKEHOCTH JATOr Opoja Iajbe MOPYKY
JPYTUM TIPOIECHMA, WJIM ¥ CYTPOTHOM, aKO CBAKH MPOIEC BPATH PE3yJITaT Ja je Opoj MpoIao TecT, OHIa
ce moxke pehu ma je maru O6poj ca omxpehenom BepoBaTHOOM TpOCT.

300r BeIUKOI 3HAYaja KOJU TECTOBU MIPOCTOCTH UMAjy y KPUITOIpadUju ca jABHUM KJbydeM, HAPO-
qnto Kox kpurnrocucrema DSA u RSA, kao u y udwu-Xenvan pa3smMenn K/byueBa 33 CUCTEME Ca TajHUM
kbydem, y IlormaBsey 6 matu cy OCHOBHM MOjMOBH U OWTHHU KpunTorpadcku ajsroputvu. PasHoBpcHe
ujeje u pe3ysTaTu u3 Teopuje OpojeBa BeOMa yTWUy Ha pa3Boj Kpurrorpaduje. 3ay3Bpar, CBEMPUCYT-
HoCcT Kpunrorpaduje y JAHAIIHEM TEXHOJOIIKOM CBETY MOTHBHCAJA je OOMMHA MCTPAXKUBAFhA MHOIUX
moJba Teopuje bpojesa, yKbydyjyhn u TecroBe mpumananoctu. IlocraBrpajy ce HOBU PeKOpu y IpPOHAJIA-
xemwy HajBeher mpocror 6poja, Hajeehinx mpocTux GpojeBa Gam3anara, moBehaBajy ce JUMUTH 10 KOjUX
Cy TMpOBEpeHe MHOTe XUIoTe3e, Kao Ha npumep Pumanosa u [onpbaxosa xunoresa. Yuampehyjy ce aaro-
purMu u codbTBEp 3a paJ ca BeJukuM (IpocTuM) OpojeBuMa, J0Ka3yjy HOBE TEOpEME Be3aHe 3a PACIOIEILy
npocTux OpojeBa m mpocTe OpojeBe y apUTMETHIKUM MpOrpecrujaMa, Kpenpajy 60/bu TeCTOBH MPOCTOCTH
u MeTojie 3a (PAaKTOPU3AIIN]Y.

VY IMoruaBsey 7 je mar npuka3 IPOrpaMCKUAX Peasn3aliija 0gabpaHuX TeCTOBA, MTPOCTOCTH, CAIPKAHIX
y TPUJIOry KOju uie y3 OBaj paja. ¥ HAOJATKY Cy JaTe W Bep3Hje MPOorpaMa 3a IPOCejaBambe MPOCTUX
6pojesa, TpoOHOT Ie/bema u (pakTopu3armje, GyHKIMja 33 H3padyHaBambe HajBeher 3aje THUIKOT JeTnoIa,
Jakobujesor cumbosa.

ITocebna maxma je nocsehena mporpamMmcko]j peasmsanuju oapehennx recroBa nmpocrocru. Nm-
mrementupanu cy @epmaos tect, Cososej-IllTpacernos Tect, Musep-Pabunos tect, n - 1 Tect, Ilenunos
recr, Jlykac-Jlemepos Tect 3a Mepcenose 6pojese, u AKS Tecr. Peanusaiyje BepOBaTHOCHUX TECTOBA, CY
ypabere y C-y, a ynmorpebom 6ubmuoreke Biglnteger y mporpamckom je3uky JaBa peasn3oBaHu Cy CBH
HaBeJeHU TecroBu. Bpemena m3BpinaBama mnporpama cy ynopehena 3a rtecrupame OpojeBa pasmaute
BesmumHe, y mpoceky 1m0 16,384 bura, q0K Ccy crnenujann3oBanu TecToBu 3a @epmaose u Mepcenose 6po-
jeBe Tectupanu 3a 6pojese Besmanne u 10 131,000 6urosa. Oxrosapajyhu rpaduny npukal3yjy mOHAIARKE
OBHUX TECTOBA Y 3aBUCHOCTHU O] BEJIMYNHE TECTUPAHOT OpOja.

VY npuiory cy garu mpumepu ynorpebe dbyHkimja n3 nporpamckor nakera Mathematica koje mmyc-
TPyjy 3HaUajHE KOHIENTEe n3 Teopuje O6pojeBa, a MOrY Ce KOPHCTATH W 3a MPAKTUIHY MPOBEPY MHOIUX
pe3yirara u TBphema U3JI0KEHUX y OBOM Dajly.



IIpoepamcra pearudauujo HeKux mecmosa da au je sadamu 6poj npocm

2 Teopwuja 6pojeBa

Teopuja 6pojera* je BemmKo 1 BhACIUHAHTHO TI0/bE MATEMATHKE KOje MPOYTIaBa OCOOIHE KAKO IEIHX, TAKO
u parmonajaux Opojesa. To je jemna o Hajcrapujux rpaHa maremaruke. lIpBu mpobiemu u3 Teopwuje
OpojeBa 3anucanu cy jor y crapom Basusony u Erunty 2000-3000 romuna m.1.e. OcHOBe Teopuje OpojeBa
MIOCTABWJIA Cy CTAPOrpuku mMaremarwdapu. Jorn cy I[luraropejmu Ousin 3amHTEpECOBAHM 33 MUCTAYHA U
HyMepHIKa CBOjCTBA IMPOCTUX OpOjeBa, W pa3yMesan UAejy CaBpIieHux OpojeBa.

2.1 EaementapHu mojMoBu aarebpe u teopuje 6pojeBa

Hedununnuja 2.1 (Tpyna). I'pyna (G, ©) je ckyn G ca GurapHoM oneparmjom © Koja cBakoM ypeherom
napy (a,b) enemenara uz G moxemyje HoBu enement a®b u3 G, (1j. Va,b € G, a®b € G) u xoja
3a10BoJbaBa ciaenehe ocobune:

1. AcomumjaruBHoct: 3a cBaka Tpu esnementa a, b, c € G, Baxu: (a®b)@c = a®(b®c).

2. Heyrpan: Ilocroju enement e u3z G rakas ja 3a cBako a u3 G, Baxu: e®@a = a®@e = a. Enement
e je jenno3zHauHO ompeljen.

3. NuBep3: 3a ceaku enement a u3 G, mocroju enement b, rakohe u3 G, takas na je a®b = bOa = e,
r7e je e HeyTpaJj. 3a CBAKO m3a0paHO a, eleMeHT b je jeTHO3HAYTHO oapeheH.

Hedunurumja 2.2 (Abesosa rpyna). AbesioBa rpyna (komyTratuBHa rpyna) je rpyna (G, ©) y kojoj
Ba’KH 3aKOH KOMYTATHBHOCTH:

(Va,b € G) a®b = bQa

Hedununnuja 2.3 (loxrpyna). Ako je H noxckyn ckyna G, H C G, onga je (H, ®) nogrpymna rpyme
(G, ®) ako je ® 6unapua oneparja va H u (H, ®) je rpymna.

Hedunuruja 2.4. Bpoj enemenara konaune rpyne G je pex rpyne, y ozuaiu |G|.
IIpumep 2.1 (IIpumepn rpyma).
o (Z,4) je Hajmama adurnueHa TPYIa KOja CAIPIKKU IPUPOIHE OpOjeBe.

e Cxyn panmonamamx 6pojesa Q = {§|p € Z,q € N} je rpyna y ofHOCY Ha onepaiujy cabupaba, y
ozuanu (Q,+).

e (R,+), (C,+) cy adumusne rpyme.

e (@\{0},), (R\{0},"), (C\{0},") cy wyamunaunamune rpyre.
e (Q[v2],-) je My ITHILTHKATHBHA TPYIIa CBUX PeaaHux 6pojesa obmmka a = p + qv/'2, p,q € Q.

e a € (G,-) je nuuBepTUGMIIaH enemenT (eHry. invertible element) ako moctoju enement b € (G, -)
TakaB ga je a - b= 1. Enement b je MyJTUIIJINKATUBHA WHBEP3 €JIEMEHTA G.

e I'pyna mepmyrarnumja. Ilepmyranmje ce MOry mocMaTparTy Kao OMjeKTHBHA IPECIUKABAA T, TAKBA,
mjer:G—=G,G=1{1,2,..,n}, n > 1 npupogan 6poj. AKo mocmMaTpamMo JBe TMepMyTaIyje T, p
Hag uctuM ckynoMm (G, BUXOBa KOMIIO3UIMja p 0 7 Takohe je mepMyTalinija O 1 eJeMEeHaTa CKYyIa
G. Opasue sako caequ ja je (S,,0), S, = {7 : G = G|r je 6ujekumja}, rpyna nepmyranuja [9].
Komyrarusaoct He Baxku. IlepMyTanuje 1 MHBEP3H IEPMYTAIMja C€ 9€CTO KOPUCTE Y Pa3THIUTHM
KpunTorpadgCKuM aljimKangjama.

Hedunurnuja 2.5 ([Ipcren). Heka je G ckyn ca ase Gunapue oneparyje Koje ce 00eexkaBajy aJuTUuBHO U
mysnrunukarusao. Axo je (G, +) AGesoBa rpyna, JOK MHOXKEHE 3a/10BOJbaBa AKCUOMY aCOLUjaTUBHOCTU
uy (G,-) mocroju jenuHUYHM €J€MEHT, U BaxKu AUCTpUOYTUBHOCT (3a CBaKa Tpu esementa a,b,c € G
Baxu (a+b)-c=a-c+b-cua-(b+c)=a-b+a-c), kaxe ce 1a je ckyn G ca oe ase onepanyje
npcred (euri. ring).

4Tayc (Carl Friedrich Gauss), 1777-1855, je pekao: “Maremaruka je Kpa/buIla HayKa, a Teopuja OpojeBa KpasbUIa
Maremaruke.”
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Hedunuruja 2.6 (Iloswe). Ckyu G ca Gunapuum ouepauujama cabuparma U MHOXKEA, y O3HALU
(G,+,-), je mospe (eurs. field) axo cy (G,+) u (G \ {0},-) Abenose rpyme u BaxKu AUCTPUOYTUBHU
3aKOH.

Hamowmena 2.1. Esemenr a € (G, +, ) je mesmresp Hyse ako je a - b = 0 3a 6ap jenno b # 0. Ako je
u a # 0, oHZa je a npaBu Jenuresb Hyse. JIoMeH je KOMyTaTHBHU HPCTEH 0e3 MpaBUX JETUTEha HyJIe.
Csaku xonawnu Jomel je nosbe. Ilpcren (Z,+,+) je npuMep Koju 1mokasyje 1a KOMyTaTuBHU IIPCTEH 6e3
MpaBUX JIEJINTE/Ha HyJIe He MOpPa OUTH U TOJBE.

IIpumep 2.2.

e YV CBaKOM IIPCTEHY ce MOKe jieUHUCATHA W Ollepalifja O/y3nMama, Kao Olepalyja CynmpoTHa OIl-
epamuju cabupama, a y MoJby U OIepalyja Ae/heiba — WHBEP3HA OMepallija ONepalnuju MHOKEHbA.
Ha npumep, oneparnuje cabupama, 0Iy3uMambha 1 MHOXKEIHA Cy 3aTBOPEHE y Z, MOK OIEPAInja JeTb-
eba HUje.

e Q,R, u C cy nosma.

Hedununuja 2.7. Kapakrepuctuka nospsa (G, +,:), rue je 0 neyrpasn u a # 0 ejement nospa, je
HAJMabU O3UTUBAH 1eo OpOj k Takap Ja Baxku: a + ... +a = 0. Ako Takas 6p0j He OCTOju, KaxKe ce Ja
——

k puta
je Kapakrepuctuka nosma 0.

Hpyraumje peueno, kapakrepuctuka moba (G, +, ) je KOHAYAH ATUTUBHU DeJ| jeTUHUTIE.

IMocmarpajmo myamunauxamusny rpyny (G, -) u enement a € G. Csaka noarpyna (H, -) rpymne (G, -)
KOja CaJp KW eJIEMEHT @, MOpa cajap:karu u ce crerneHe a”. OBo ce jlako mokasyje. Axko cy a,b € H,
y3uma ce na je a = b = c. Ilo nedununmju, axo je (H,-) moarpyna, saxku ma je a-b = c-c = ¢ € H.
Heka je cama a = ¢, b= c?. Ouga Baxxu maje a-b=c-c* =c® € H, urn,.

Ckyn cBux crenena enementa a € (G,-), y osmamn < a >= {a"|n € Z}, je koMmyTatuBHA NOATPYyNA Y
(G, ). Anasorno, y agurusaoj rpymn (G, +) je < a >= {n-aln € Z}.

Hedununuja 2.8. I'pyna < ¢ > Ha3WBa Ce MUKJIWYHA Tpyna reHepucana ejemeHTtom a. Pes ese-
MeHTa a, y o3Haru 7(a), je HajMamu 6poj k € N, Takap Ja y MyJITHIIMKATHBHOj TpyNH Baxkn a® = e, e
je HeyTpaJlHU eJIEMEHT, OJHOCHO k - a = e y afuTuBHOj rpynu. AKo takas Opoj k mOCTOjU, @ j€ KOHAYHOT
pera, oK je < a > KOHAYHA HMUKJIWYHA rpymna. Y CyIpPOTHOM, @ je OECKOHAYHOr pela, u < a > je
GeckoHaYHa MUKJIUYHA T'PYTIa.

VY onmrrem ciy4ajy, pex enementa a € (G, ®) je najmamu 6poj k € N, Takas 1a je ¢©...0q = e.

k puta
Axo mocroju enement a € G takas na je G =< a >, kaxe ce ga je G n@KINYHA TPyIA TeHEPUCAHA
€JIEMEHTOM d.

Hapenna nedununumja momarke ga ce youe u 00/b€ pa3yMmejy CaAudHOCTH n3Mely pas3mauTux rpyma.

Hedununuja 2.9. Ipeciukasawe h : G — H rpyne (G, *) y rpyny (H,*) je xomomopdusam ako
3a cBaka JBa ejgeMenra a, b € G Baxu h(z *y) = h(z) x h(y). Ako je 0BO npeciaukaBarme u Oujexkimja,
Kaxke ce z1a je To mzomopduszam rpyna. Ipyne (G, *) u (H, %) cy nusomopdne, y oznamu G = H, ako
moctoju u3domopdusam h: G — H.

Axo je h : G — H xomomopduzam rpyne (G, *) y rpyny (H, %), ouma Baxku: h(e1) = ea, €1 je HeyTpas
y G, es je meyrpan y H; h(a™!) = h(a)™!; h(a®) = h(a)*, k € Z.
Penamnuja uzomopduoctn mehy rpynama je penmaija eKBUBAJIEHITH)E.

IIpumep 2.3.
e (Z,+) je GeckOHAYHA IMKJINIHA MPYMa TeHeprcana eaeMeHToM 1, Z =< 1 >.

e IIpoussosua rpyua (Z,,+), Z, = {0,1,...,n — 1}, je KOHAYHA UUKJIMYHA IPYylia FEHEPUCAHA €JI-
emenToM 1, oguocHo Z, =< 1 >. Oso tBpheme ce jepnocrasuo nokasyje. Cesaku k € (Z,,+),
0 < k < n, 1pou3BOJbHE €JIEMEHT KOjU HHjE HEyTPaJl, MOXKe ce 3amucaru Kao 1 + ...+ 1=k -1 # 0.

—_——
k puta
Kako Baxu 1+...+1=n-1=0y Z,, pex enemenra 1 y rpynu (Z,,+) je jennak r(1) = n.

n puta
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Cse nmoarpyne rpyne (Z,+) cy obmuka < d >=dZ = {d - n|n € Z}, d € Z. Ha npuwmep, (2Z,+) je
rpyla cBuX mapHux Opojesa, u noarpyma rpymne (Z,+).

e Pen cBake moarpyne konadue rpyme Mopa geiautu pej rpyne (Jlarpanxkesa Teopema). Onasze
CJIe/IU /18 aKO je pel rpyre mpocT Opoj, OHIa OHA HEMA MPABUX MOArPYIIA.

e Pex cBakor eslemeHTa rpyie MOpa JAeJIUTU Pei, IPyIe.

CBaka rpyima mpocror pega Mopa OUTH [UKJITIHA.

CBaka 0eCKOHAYHA IUKJINYIHA TPYTa je n30MopdHA Z.

e (Cpaka KOHAYHA [MUKJIUIHA TPYTA je u3oMopdHa Z, .

e Ocranu o moxyiy n. Heka je n > 1 dbukcupan ueo 6poj u neka je Z, = {0,1,2,...n —1}. V
0Baj CKyIl Ce MOKe yBeCcTH OMHApHA omepanuja +, Ha caeaenn HaIuH:

Ako cy a,b € Z,,, veka je a4, b = r ocrarak jesmema 6poja a+b ca n. Taj ocrarax je jeanosnaano
onpebhen u r € Z,. OBa OunapHa omepalja ce Ha3WBA cabupame M0 MOIYJIY N, & Z, jé CKyI
ocraTaka Imo MOIYJIy M.

(Zp,+n) je AbesoBa rpyna, T3B. rpyla ocTaTaka IO MOIYJY 7. 3a acolMjaTHMBHOCT Tpeda
nokazaru Ja 3a Va,b,c € Z,, Baxu (a +, b) +,c=a+, (b+,¢). Hekajea+,b=p, p+,c=gq,
b+pc=r,a+,7 =5, 180€ D,q, 7,5 E Lp. Onasae ciemm jajea+b=t-n+p, p+c=u-n+gq,
b+c=v-n+r,a+r=w-n+s. Toznaun qajea+b+c=t-n+u-n+q= (t+u)-n+q. C apyre
crpabe, a +b+c=a+v-n+r=w-n+v-n+r=(w+v)-n+r. Caga 360r jeqUHCTBEHOCTH
ocraTKa CIead Ja je ¢ = r, a ofaTie TPayXKeHO TBpherme.

Heyrpau je 0. Uuseps 6poja a € Z,, je 6poj n — a € Z,. Hokaz: a+ (n—a)=n=n-1+0=
a4y (n—a) =0. KomyraruBHOCT OYUIVIEAHO BAXKY.

® (Zy,+n, n) je KOMyTATHBHA MIPCTEH CA jeIUHUIOM, IIPCTEH OCTAaTaKa II0 MOIYIY 7.

e Kana je p mpoct 6poj, Z, npeacrassba MmoJjbe U Herosa KapakrepncTrka je p. OBo ce jemmoc-
TABHO J0KA3yj€ aKO Ce MPETIOCTaBU CYMPOTHO M MCKOPUCTU UUILEHWIIA A Y TOJbY MPOU3BOJ, IBA
eJIeMEHTa PA3JIMYuTa Of Hysle He MOXKe Outu Hyna. Ha caumdan HAYWH MOXKe ce TOKA3aTH CYIMPOTHO
repheme: ako je Z, mosbe, p je mpoct 6poj. Tpeba upumeruru 13 aKo je KaPaKTEPUCTHKA [O0/ba
6poj p, oHZA je p mpocT 6poj.

e (Zs\ {0},-) je myarunimkarusaa AGesoBa rpyna ememenara {1,2,3,4}. Pen ose rpyme je 4. Pen
esemenara rpyne: r(1) = 1, r(2) = 4, r(3) = 4, r(4) = 2, pexn enemenrta Jejau pex rpyne. Ilpu
tome y (Zs \ {0},-) Bakm 2 = 2, 22 =4, 2% =3, 2* = 1, ogmocro 3 = 3,32 =4, 3% =2, 3% =1,
omakJie cienu na cy 2 u 3 reneparopu rpyue (Zs \ {0}, -). Hapasuo, (Zs,+) je komyrarusHa rpyna
enemenara {0, 1,2, 3,4}, pena |Zs| = 5, nok je Zs nosme kapakrepuctuke char Zs = 5.

Takobe, sunu ce na je ({1,4},-) mukauana noarpyna rpyme (Zs \ {0}, -) remepucana exemenToM 4.
Pen oBe moarpyne, u pex 6poja 4, je 2. Pex noarpyne genu pen rpyne, tj. 2|4.

Buine o oBum rTBphemuMa u ocraauM OCHOBHHM mojMoBuMa airebpe moxke ce uafiu y [8, 9].

EnemenTapun mojMmoBu Teopuje 6pojeBa

Hedunnnrumja 2.10. 3a nese 6pojese a u b # 0 kaxe ce na b memnu a, y o3Hamm b|a, nian aa je b pakTop
Tj. meauresb OpOja a, AKO MOCTOju 1e0 OPOj 1 Takas Ja je a = b - n.

Hanowmena 2.2. V ckyny N penaiuja nebuBocTu je peiamuja moperka. PediekcuBHOCT je 3a10B0Jb-
ena jep 3a Vn € N Baxu n | n. Pesauuja nespuocru je anrucumerpuuna jep 3aVn,m € N, n | mAm | n
= n = m. Tpansurusrocr cieqn n3: Vn,m,k € Nyn|mAm |k =n|k.

BurHo je nanomenytu na y moackymy N\ {1} nema HajMarmer eieMeHTa y OHOCY Ha PEJIANN]Y IebUBOCTH,
amu MMa GeCKOHAYHO MHOTO MUHUMAJHUX — TO Cy CBU TpocTH Gpojesu’ [9].

5080 3amakame MOYXKe TOCIYXKUTH Ka0 jefan o passiora 3amTo 6poj 1 Huje npoct 6poj.
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Hedunuruja 2.11. Hajsehu 3ajequumuku mesuress (euru. greatest common divisor, ged) uenux
6pojeBa a u b, y oznamnn nzd(a,b) = d, je najsehn neo 6poj d Takap ma Baxu: d|a n d|b.

Hedunuruja 2.12. Ipa uesna 6poja a u b cy yzajamuo npoctu (enri. coprime) ako je nzd(a,b) = 1.
Hpyraunje pedeno, a u b cy y3ajaMHO MPOCTU aKO HEMA]y 3ajeTHUUKUX JICTUTEbA.

Hedununmja 2.13. Kaxe ce na cy 6pojeBu ai,as,...,dy, y3ajaMHO HIPOCTH y IIapOBHMAa ako je
nzd(a;,a;) =1,3ai=1,2,...,m, j =1,2,...,m,i # j.

IIpumep 2.4.

e Bpojesu 176 u 105 cy y3ajamuo npocru jep je nzd(105,176) = 1, anu uu 105 auru 176 uucy npocru.

e Ako cla u c|b, onna 6poj ¢ # 0 nenu u cBaky JuHeapHy KoMmOuHanumjy G6pojeBa a,b, OIHOCHO:
claAclb & (Va,y € Z) c|(ax + by). Ha upuwmep, 2|6, 2|10 u 2|(6z + 10y) 3a cse uese Gpojese , y.

Teopema 2.1 (Asropuram gessemsa). Axo cy a u b ueau 6pojesu u b > 0, onda nocmoje jeduncmeenu
ueau Opojesu q u r maxeu da jea =q-b+1r u0<r <b.

Hoxka3z. [lar je moka3 3a npupozan 6poj a. Ciyuaj kazga je a HeratuBaH 1eo 6poj 10Ka3yje ce aHAIOTHO.
Iobpa ypehenoct ckyna N je ox kibyune pazknoctu. Ako je ¢ - b majsehinm cagpzkaian ox b Takas ja je
MamK UK jejHak Opojy a, oHja je ueo 6poj r = a — gb curypHo Henerarusad u, Kako je b(¢ + 1) > a,
Baxn ga je r = a — gb < b(q+ 1) — gb = b. JeamucreenocT: ako mocroje ¢',r’ ca MUCTUM CBOjCTBUMA,
TakBHU Ja Baxku a = ¢'b+1r', rana je r —r’ = (¢ — ¢’)n, ogHOCHO mespUBO ca n, U —n < r—1’ < n. JeguHu
6poj m3mehy —n u n gepus ca n je 0, oJaKiIe ciaeau jeANHCTBEHOCT. [

Hamomena 2.3. [Iperxonna reopema ce nazusa u “Jlema o ocrarky”. Ona naje ocHoBe 3a jiepunucamme
orepanija cabvparma 1 MHOYKEeMa M0 MOJYIY.

Hedununnja 2.14. Bpoj ¢ u3 uperxonte reopeme Ha3UBaMO KOJIMYHUKOM, a 6POj 7 OCTATKOM IIpU
nepemy Opoja a 6pojem b. Hapasro, ako je a mebuBO ca b, ocTtarak je HyJia.

Hanomena 2.4. Kako Tteopema ocraje Tadna 3a cBako b # 0, Kaxke ce [1a MOCTOje jeTUHCTBEHU IeJIN
6pojeBr g U T TakBA Jaje a=¢q-b+ru 0 <r < |b|.

OBze je ped 0 eyKJauAcKoM Aelberby’. Axo ce, na npumep, y nporpamckoM jesuky C 1eno6pojHo
mozenn 6poj —7 ca —3, mobuja ce M3 je KOJIMYHUK jeTHAK ¢ = 2 a ocTarak r = —1, 0K ce xkopuctehn
npeTxoaHo TBpheme mobmja ga je ¢ = 3, 7 = 2. Takobe, mpema MpeTXOaHO] TEOPeMU, KOJUIHUK TPHU
Jepemwy —7 ca 3 je ¢ = —3, a ocTaTak r = 2.

Teopema 2.2. Axo je d = nzd(a,b), onda nocmoje yeau 6pojesu x,y € Z maxeu da je x-a+y-b=d.

Hoxkas. Ilocmarpajy ce mesnn 6pojesn obnuka xa + yb, x,y € Z. 3abupa ce Hajuamu npupogaH 6poj
TakBoOr 06JMKa, 03HAYUMO ra ca n = xa + yb. Tpeba mokasaru na nla, n|b. IpernocraBumo cynporHo,
ma n we genmu a. Ha ocHoBy jieme o ocrarky, mocroje jemuuacrBenu q,r € Z, 0 < r < n, TakBu Ja je
a=ng+r. Am, Tanajer =a—n-q =a— q(za+ yb) = (1 — zq)a — yqb. Onamme crean na je r
MpUPOaH OPOj MAMK O N W UCTOT ODJIMKA KA0 7, IMITO je KOHTPAIWKIIN]A, Ca MPeTmocTaBKoM. Jlakie,
n|a. Anajnorno ce gokasyje ga n|b.

Capna Tpeba mokasaru ja je n najpehu rakas 6poj, Tj. ga je n = d, d = nzd(a,b). Iomro je d =
nzd(a, b), Baxu a = ¢q1-d, b = g2-d, 3a neke uene 6pojese q1,q1. Tanaje n = xq1-d+yqge-d = d(xq1 +yq2)-
Onasue cienu na d|n, onnocuo d < n. Kako je d najeehiu 3ajennuuku nesuress 6pojea a u b, ciaenu na
je d = n, a onarie rpaxeno tephewe [25]. O

Hamnomena 2.5. Ha ocHOBY j0Ka3a IpeTXo/iHe TeopeMe, MOKe Ce 3aKJbYUIUTH J1a je HajBehu 3aje HuIKH
Jenuresh OpojeBa a u b HajMamy MO3UTHBAH 11e0 Opoj obsiuka xa + yb, x,y € Z. CnenujamHo, ako cy
a, b € Z yzajamuo upocru, ogaocuo d = nzd(a,b) = 1, onna nocroje uesnu 6pojesu x,y € Z Taksu ua je
za + yb = 1.

6V mapeaHOM TIOrMaBIY AETA/BHO je ormcaH EyKIuaoB aqropuTaM.
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Hanomena 2.6. Iesn 6pojeBu a u b cy y3ajaMHO npocTu ako u camo ako 10CToje &,y € 7Z TakBu 13 je
ra+yb=1.

Mozke ce 1ako mokasaru ga Bazke cieneha Tsphema:
Tephemwe 2.1. 3a uyeae bpojese a,b € Z saorcu: nzd(a,b) = nzd(a,a + b), nzd(a,b) = nzd(a,a — b).

Tephemwe 2.2. Axo je d = nzd(a,b), u ca s = [a,b] 03nauumo Hajmaru 3ajednuvku cadpatcanay,
yeaux 6pojesa a,b € Z, onda sasrcu: d- s = |a-b|. Cneyujaano, axo jed =1, s =|a-b|.

Teopema 2.3 (OcHoBHaA Teopema apurMmeruke). Ceaxu nosumusan yeo 6poj n, maxas da je n > 1,
uma jeduncmeeny daxmopusavujy n = pi'ps® - ... ppF, 2de cy a; > 0 yeau 6pojesu, a p; npocmu 6pojesu
U 8aHCU D; < Piit1.-

Jpyrum pedmMa, CBaKM TO3WTHBAH 11€0 OPOj N Ce MOXKE Ha jeJMHCTBEH HAYWH IMPEJICTABATH KAO
[IPOU3BO/I CBOjUX YMHUJIALIA, JIO HA BUXOB pegocien. OBa penpeseHTalyja ce Ha3uBa KAHOHCKY 00JIMK
WM KaHOHCKA (bakTopum3armja MO3UTUBHOT IIeJI0T Opoja 1.

OpaBne cienu ma je cBaku 1eo Opoj m, Takas maa je m > 1, wiaum mpocT OpOj, WM MPOU3BOI MPOCTHUX
6pojena.

IIpobem pasasajama mpoctux OpojeBa O cjokeHHX OpojeBa m mpodseMm (axTopu3armje
CJI0YKeHNX OpojeBa y mpocTe YMHMoIE cy Mehy Haj3HAYAJHUjUM W HAJKOPUCHUjUM TTPOOIEMUMA
y aputMerwim.”

Hdedununuja 2.15. Heka je n = p{'p5? - ... - pp* kanoncka dakropusanuja 6poja n,  03HAYHMO
ca 7(n) ykynmaH 6poj mo3sMTUBHUX Jeiuiiana Opoja n, ykmyayjyhu 6poj n u 1. Tazma je 7(n) =
(CLl +1) ~(a2+1)-...-(ak+1).

OcHoBHA TeOpeMa ApUTMETHKE [IOKa3yje 3Ha4aj IpocTux 6pojesa: mnpocru pakropu Hesmx 6pojeBa ojpei-
jyjy ocobuue menux 6pojeBa. Takohe, akO ce 3HA KAHOHCKA (haKTOPW3AIHja [EJIUX TMO3UTHBHUX OpojeBa
a u b, TaKO ce MOKe OIPeIUTH HUXOB HAjBeNU 3aje [HUYKYU IeJIUIAI U HAJMAKU 3ajeTHUYKN CAIPIKAJIAIL.

IIpumep 2.5.

e Heka je a nosurusan neo 6poj u p npocr 6poj. 3a kanoucky daxkropusanujy a = p je 7(a) = 2.
Axo je a = p™ kanoncku 06suk 6poja a, Tazna je 7(a) = (n+1). Axo je a = py - p2 - ... P, KAHOHCKA
dbakropuzanuja 6poja a, tana je T(a) = 2™,

e Ako je 7(n) nenapau 6poj, n je moTmyH kBaapat (euru. perfect square). U3 yumwenune na ako 6u
HEKU CTeleH y KAHOHCKO] dakropusauuju 6poja n 6uo Henapan, ouja 6u 7(n) 6uo napas, cieau
Jla Cy CBU CTENEHU y KAHOHCKOM OOJIMKY GpOja n MapHu, OJXHOCHO Ja je 71 MOTHYH KBAJPAT.

e Jlako ce Moxke mokaszaru fa je 7(n) < 2-/n. Ha npumep, 3an =16 =2* je 7(16) =4+ 1 =5mu

5<2-v16 =8.

e Heka je m upoussosban 1eo 6poj u m = ng+r. Ouzna je ca h : Z — Z,,, h(m) = r nedunucan jenan
xomomopduzam. Tpeba nokazaru ma Baxu h(a+b) = h(a)+,h(b). Akocy a = ng1+71, b = nga+rs
MPOM3BOJHHN Liesn 6pojeBn, taga je h(a) = ri, h(b) = ro, u h(a +b) = h(ngy + 11 + nga + r2) =
h(ri+re) =, tue je ri+ry = ngz+r. C apyre crpade, Ha 0CHOBY AedUHUILIKjE OnepaIyje +, Baxku
na je h(a) +, h(b) = r1 +, 1o = r, onakae caeau TBphere. [IpumMernmo Ja je 0BO NPECIUKABAE
“na” omHOCcHO enuMopdusam, ann Huje “1 — 1”7 jep pazauauTu OPOjeBM MOT'Y MMATH HCTH OCTATaK
10 MOJLYJLY 7.

e Heka je d > 0 npoussosban 1eo 6poj. Ouzna je ca h: Z — dZ, h(a) = d-a, a € Z, nedpunucan jenan
n30MOpGu3aM.

Jedununuja 2.16. Caspmien 6poj® je meo 6poj Behn ox 1, jeaHax cyMu cBUX CBOjUX JeauTesba (0CuM
Bera caMor), tj. Baxu o(n) = 2n, o(n) — cyMa CBHUX Jeaniana 6poja n.

"Tayc, Disquisitiones Arithmeticae, 1801.
8 Mexapr (René Descartes), 1596-1650, je pexao: “Caspmienu 6pojesu cy, 6alm Kao W CABPITIEHM JbyjH, BEOMA PETKH.”
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Ha upumep, caspinenu 6pojesu cy: 6 =142+ 3,28 =1+2+4+4 47+ 14, 496, 8128, urx.

Tsphemwe 2.3. Iapan 6poj je caspwen axo u camo axo je obauka 2"~ 1(2" —1), 2de cy n u 2" — 1 npocmu
bpojesu.

Hoxkas. Jomr je Eykmuz mokazao sa axo je 6poj 2™ — 1 mpoct?, onza je 6poj 27~ 1(2" — 1) caspruen
6poj. OBo ce ako nokasyje. Heka je N = 2"~ 1(2" —1). Tpeba nokaszaru 1a je o(N) = 2-2"71. (2" —1) =
2" . (2™ —1). Axo je 2" — 1 mpocr 6poj, OHIA Cy jennHN eroen geautedbn 1 n 2™ — 1. lenanressn 6poja
2n=1 ¢y 2021 2771 (Cana Baxu na je o(N) = (1 4+2" —1)(2° + 21 + ... 4277 1) =27 Z?;Ol 20,
OIlaKJjie CIIeIN TBpheme.

Ojnep!® je mokasao ma cy cu mapuu cappuienu 6pojesu obmuka 2" 1(2" — 1). Cpaku napan 6poj
N > 0 moxe ce 3amucaru y 0osmky N = 2" -m, rae je n > 0 meo 6poj, u m > 0 menapan 1eo 6poj. Kako
je N caspren, onjia je o(N) =2+ N = 2"+ . m. Kao mrro je seh nokazano, 36up menurespa 6poja 2" je
27+l 1. Opasze ciemn na je o(N) = 2" . m = (271 — 1) . o(m), oamocwo ma je m = (2" — 1)k n
o(m) = 2"*! . k, 3a nexn nosurusan neo 6poj k. Heka je k > 1. Tama 6poj m uma nemuremse 1, m, k u
o(m) > 1+m+k. Amu, axku 1a je k+m = k+ (2" — 1)k = 2"+ .m = ¢(m), mro je KOHTpaIUKIHja
ca npernocraskom. IIpema tome je k = 1 u o(m) = 2" = m + 1. Opasge caenn ga je m = 27+ — 1
npoct 6poj. Jokaz ma axo je m = 2"+ — 1 mpocr 6poj, ouma je n + 1 mpocT 6poj JaT je ¥ MOTIaBsby O
MepcenoBum Gpojesuma [3]. O

Huje nosuaro ga jm nocroju Hemapasn caspiuer 6poj. Jo 2012. roa. cy mposepenu 6pojesu go 101900

u Huje HaljeH HUjeIaH HEmapaH CaBpIeH Opoj.

2.2 Kourpyeunuje. Majga ®PepmaoBa teopema. OjiaepoBa Teopema

Hdedununmuja 2.17. JIsa nena 6poja a u b Cy KOHrPyEeHTHA IO MOJZYJY 7. aKO je HUX0BA PA3JINKA
JleJbUBa Ca M WJIM, eKBHBAJIEHTHO, aKO MUMajy UCTH OCTATAaK IIPHU JIE/bEIbY Ca N

a=b (mod n) akko n|(a —b).
IIpumep 2.6.
e Bpojern 7 u 12 cy ekBuBasieHTHH 110 MOxyiy 5: 7 =2 (mod 5), 12 =2 (mod 5), 5/(12 = 7).

e Akojea-b=1 (mod n), onma Kaxe ce ga je b MyJITUNIMKATABHA UHBEP3 OJI ¢ O MOIYJLY
n. Mynruminkarusau uaseps: 2 -3 = 1 (mod 5), 4-4 =1 (mod 5). Ilpumerumo na 4 =5—1u
4= -1 (mod b5).

e KBagpar mpou3BospHOT 1eI0r 6poja mMma ocrarak 0 wau 1 mo momymy 4, Tj. KBajpaT HellapHOT
Opoja mMma ocrarak 1 mo moxayiy 4. Cpaku 1meo Opoj MOXKe ce 3amucartu y o0auKy 2k wim
2k + 1, k neo 6poj. Ouna je (2k)? = 4k?, u 4k = 0 (mod 4), ommocno (2k +1)?2 = 4k? +4k+1,n
4k%* + 4k +1 =1 (mod 4), na Bazku TBpheme.

e KBaapar nmpomnsBoJpHOT IeJior 6poja nMa ocraTak 0 mim 1 mo moxysiy 3. Csaku 11eo 6poj
Mo¥Ke ce 3ammcatu y obmuky 3k, 3k + 1, 3k — 1, k meo 6poj. Onma je (3k)? = 9k2, (3k + 1) =
9k? + 6k + 1 = 3(3k% + 2k) + 1, (3k + 2)% = 9k% + 12k + 4 = 3(3k? + 4k + 1) + 1, omake ciemn
TBpheme.

e IIperxozna aBa npuMepa, 3ajeJHO Ca YUIHEHUIIOM JIa TIOC/TeIba udpa KBajpara IPOU3BOJEHOD
mesior 6poja mozke 6utu camo jeana ox mudapa 0,1,4,5,6,9, najy jeHOCTaBHE]Y IPOBEPY 1A JIX je
nmatu 6poj MoxKe OMTH KBaApPAT HEKOT IEJIOT Opoja.

Tepheme 2.4. 3a cee a,b € 7 savrcu:
l.a=b(modn)s (Ig€Z)a=n-q+b.

2.a=bmodn)e B, €Z)a=n-q1+r, b=n-q@+r, 0<r<n.

9BpojeBn oBor o6aHKa, T3B. MepcenoBu npocmu 6pojesH, qedHHUCAHE Cy KACHHjE Y TEKCTY.
100jnep (Leonhard Euler), 1707-1783, mBajnapcku maremarudap u dbusnyap.
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3. a=b (modn), c=d (modn)= (Ve,y€Z)a-z+c-y=b-x+d-y (modn).

4. a=b (modn), c=d (modn)=a-c=b-d (mod n).

5.a=b (modn), n=¢g-d, d>0=a=0b (mod d)

6. a=b (modn), a=b (mod m) < a=> (mod [n,m]), ede je [n,m] najmaru sajednuuru cadporca-

a0y, bpojesa n u m.

7. Axo je P(x) nosunom no x ca yeaum xoepuyujenmuma, onda axo je a = b (mod n) caedu da je
P(a) = P(b) (mod n).

ITocaemuua 2.1. Axo je a =b (mod n), a =b (mod m), u nzd(n,m) =1, onda je a = b (mod n - m).

Joxkas. U3 mpernocraBku Teopeme ciaean gajea—b=c-nua—b=d-m, 3a ueke c¢,d € Z. Onarie
BaXu Ja ¢-n = d-m, 1j. na n|d-m, a kako je nzd(n,m) = 1, ciean na n|d. 3aro mocroju q € Z rakas
majed=n-g,unajea—b=qg-n-m, 1. a=b (modn-m). O

Burn KoHrpyeHTaH mo JaToM MOJYJY je pejialija eKBUBAJIEHIWje y CKYIy Ieaux Opojena
— 3a710BOJbaBa 0cobuHe pedIEKCUBHOCTH, CHMETPUIHOCTH U TpaH3uTuBHOCTH. CBU 1esu 6pojeBu Koju
Cy KOHI'PYEHTHH II0 JaTOM MOJy/y 0bpasyjy jeaHny KJacy OpojeBa. Tako 1o Momynay 2 mocroje jpe
JIMCjYHKTHE KJjiace OpojeBa — TMapHW W HEMApHW OPOjeBH, & MO MOAYIY 3 MOCTOje Tpu Kjace OpojeBa:
kJ1aca Opojesa obsmka 3k, Kimaca O6pojeBa obiuka 3k + 1, u kmaca OpojeBa obmmka 3k + 2.

Y ommrem ciy4ajy, 3a meo 6poj n > 1 mocmarpajMo Kjace 1eanx OpojeBa KOHIDYEeHTHE OpojeBmMa
0,1,...,n — 1 mo momyny n. OBe knace cy mehycobHO nucjyHKTHE Kiaace OpojeBa Kojuma cy obyxBahienu
cBu 1iesin OpojeBM — WM3BPIIEHO je paziarame ckymna Z nHa n kiaaca. Ceaku ox Gpojesa 0,1,...,n — 1
penpezenmyje cBojy kimacy. OBu OpojeBu ce MOTYy m3abpaTw W HA APYTH HAYWH, JEIUHO je OUTHO 13 U3
CBaKe KJiace MOCTOjH TavHO jeraH 6poj.

Ipyraunje peueno, neka je a = k-q1+711, b = k-qo+r2, tie 6pojeBu a, b € Z. Ounajecaa~b<a =10
(mod k) nedunucana jenna eksusasenuuja y npcreny (Z,+,-) Koja ce Ha3uBa KOHIpyeHIuja (10 MOy
k). Osa konrpyenunumja je cariacHa ca cabupameM u MHOKeweM. Kiaca KoHrpyenuuje Kojoj npunazna
6poj k (u cBu GpojeBu Koju cy uesbuBu ca k) je y crBapu uuxaumdua rpyua (kZ,+). 3aupaso, cse
KJlace KOHTpyeHIwmje cy obmmka r + kZ, 0 < r < k. 3aT0 ce KOJMYHWYKHN CKyN Z/ ~ O3HauaBa M ca
ZJKZ = {r+kZ : 0 < r < k}. Kako je ca h(r) = r + kZ nebdunncan jeman nsomopdusam mpcreHa
(Z,+, ) na raj komuunauuku nupcred Z/kZ, cunenu na Baxku Zy = 7./ k7.

Hedbununuja 2.18. Ckyn nenux OpojeBa ai, ag, ...,d, jé IMOTILyH CHUCTE€M OCTATAKA [0 MOIYIY 7
YKOJIMKO He IIOCTOj€e JIBa eJIeMEHTa OBOI' CKyIla KOja Jlajy MCTU OCTATaK 10 MOy n (HUjelHa [Ba HUCY
KOHI'DYEHTHA 110 MOJLYJLY ).

Hedununmja 2.19. CBegeHn cucTeM ocTaTaKa 110 MOIY/Y 7 ce 1001ja aKO Ce U3 IOTILyHOI CHCTEMa,
ocTaraka ofcTpaHe GPOjeBM KOjU HUCY y3ajaMHO MPOCTH ca n. ¥ CBEJEHOM CHCTeMY ocraTaka mMa ¢(n)
eneMenara, ¢(n) je 6poj MO3BUTHBHUX IEINX OpOjeBa MamUX O 1 M y3ajaMHO MPOCTHX Ca M.

Teopema 2.4 (Benuka ®epmaosa Teopema). Pepmaosa'l najseha u marohe 1vez06a nocaediva meo-

pema zaacu: T+ Y = 2" HeMa HEMPUSUAAHUT pewerva mehy yeaum bpojesuma T,y z 3a n > 2.12

Depwma je jemaH o1 OCHWBAYA CaBpeMeHe Teopuje OpojeBa. PemaBame mpobiiema Koje je OH MOCTaBHO,
Mehy Kojuma je m oBa Teopema, JOBEO je J0 KOPHUCHHX pe3yarara uW 3HadajHux mocturayha. Bemwmky
®epMaoBy TeopeMmy je KOHAIHO JoKasao Bajmc 1995. rogmme.!?

IIpumernmo na 3a n = 2 nocroju jennaduna 2 + y2 = 22 4uja pemema npeacrasbajy T38. lluTaro-
puHe Tpojke (z,y,z), jep ako Te GpoOjeBe TIOCMATPAMO KAo Iy’KWHE CTPAHWIA HEKOT TPOyTia, OHIA je
npema ITuraropunoj Teopemn Taj tpoyrao mpasoyriau. Ha npumep, (z = 3, y = 4, z = 5), Kao u
(x=5,y=12, 2=13),u (x =7, y = 24, z = 25) cy Huraropune Tpojke.

IIpumuTHBHO periembe jenuaqante 22 +y2 = 22 je pelebe y KOMe &, ¥, 7 HeMajy 3ajeIHHIKHX e/ TH/IALa.
Hasnaxxemwem cBUX NIpUMUTUBHEX peliewa (z, y, z), Haja3e ce u ca ocrasa pewewa (kx, ky, kz), k € Z.

U d®epma (Pierre de Fermat), 1607/8-1665, (hpaHIlyCKH aJBOKaT H MaTeMATHYAD.

12TTopen oBor Tephema, ®epuma je mammcao: “MMam 3amMCTa BeIMYACTBEH JOKA3 OBE TeOpPEMe, aJii j€ MAPIHUHA HCYBHIIEe
yCcKa Jla 01 OH Ha By CTao.”

13Bajnc (Andrew John Wiles), 1953 , 6purancku mMareMarugap.
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Jlako ce nokasyje jia IPUMUTUBHO pemmemse (2,vy, 2) jeanauunne z2 +y? = 22 y ckymy npupoanux 6pojesa
3a70B0jaBa caenehe jemmaxkocTn: x = n? — m?, y = 2nm, z = n? + m?, THe ¢y n, M NO3UTHBHU IIEJIH
OpojeBu TakBu 13 je nzd(n,m) =1, n > m.

Teopema 2.5 (Mana ®PepmaoBa teopema). Axo je p npocm 6poj u axo je a ueo 6poj, onda easrcu:
a? = a (mod p). Cneyujaaro, axo p ne deau a (myj. nzd(a,p) = 1), onda easrcu:

a1 =1 (mod p).

Hokas. Axo ce uesnu 6poj a noueiu ca p, nobuja ce ga je a =p-q+7r, r € Z,. Tana je ab~t -1 =
(p-gq+rPt—=1=p-xz+r?!' -1, 3a nekn 1eo 6poj z. Ako p He jgemw a, Taja je r € Zy u
(Zy,-) ={1,2,...,;p — 1} je mynruniukarupHa rpymna peaa p — 1. Onza je Pt =1,m. P71 —1=0,
onmaxJe ciemn ga je aP~! =1 (mod p). Axko ce obe cTpane jesHaUNHE TOMHOYKE Ca a, 100Uja ce Ta BarxKu
TBpheme y omurem cayuajy a? = a (mod p) 3a nzd(a,p) = 1. Ako p nenu a, onja Baxu a? = a (mod p)
jep cy obe crpane jennake 0 mo momysry p. [

Mana ®@epmaoBa TeopeMa je OCHOBA MHOTHX pe3yJirara y Teopuju GpojeBa m OCHOBA MHOIHX METOJA
KOje mpoBepaBajy Ja Jju cy OpojeBu mpocru. Tpeba mpumeruru a OBa TeOpeMa HE T'OBOPH HHIITA O
TOME I3 JIU je @ TPOCT wiau caoxeH 0poj. Takolje, kao mto je y mormassby 4 MOKa3aHO, TOCTOje CIOKEHHT
6pojesu n € Z 3a xoje Baxkn a”~* =1 (mod n), nzd(a,n) = 1.

IIpumep 2.7.

e Tpeba mokazaru ja ako je p Hemapan npoct O6poj u p He meau 1meo Opoj a, Taja je jegan m camo
jemanm oz 6pojesa alt2tH =1 _1 g ¢1+2+-+(=1) 1] gempus ca p. OBo TBpheme je eKBUBAIEHTHO
ca mn je o'+ = 1 (mod p) mmm a2+ +P=1) = —1 (mod p). Kaxo je p memapam mpoct
6poj, tagaje 1+2+ ...+ (p—1) = M 1eo 6poj. C apyre crpane, uz Mase @epmaose reopeme
Baxkn 1a je aP~! = 1 (mod p), O,B;HOCHO aP~Dr =17 =1 (mod p). OnmaBue crenu na je uim

(p— 1) P —1)p

=1 (mod p) uiu B =1 (mod p).

e Heka je p npoct 6poj, a, b uenu 6pojesu. Tana je (a+b)P = a? + Zk 1 k,(p Ik aP~k . b 4P, na
cienm z1a je (a+ b)P = aP 4+ b (mod p). C upyre crpane, ako ce y3me aa je ¢ = a + b u upumenu
Many @epmaosy Teopemy, mobuja ce ma je ¢? = ¢ (mod p), ogrocuo (a + b)? = a + b (mod p).
Ha npumep, 3a p = 3, a = 2, b = 3 Baxu 1a je (2+ 3)> =2+ 3 (mod 3) = 2 (mod 3). Takobe,
(2+3)2 =23+3% (mod 3) =35 (mod 3) =2 (mod 3).

e Axko je G KOMyTaTUBHU MPCTEH KapaKTEPUCTHUKE P, TIe je p TpPOCT OpOj, OHIA 3a CBAKHU IO OPOj
n>0Baxu (a1 +az+...+Fa,)) =P +aP+...+a,.3aG=Z,ua1=a2=...=a, =1,
ce no6uja TBpheme Mane @epmaose reopeme [8].

Hajmamu 6poj k 3a xoju Baxknm a® = 1 (mod n) je pes mam mopegak 6poja a Mo MoIysy n.

O6emexnmo ta ca ry(a).

Ojaniep je 1760. ronune nao ommruje TBpheme o mare Pepmaose reopeme:

Teopema 2.6 (OjaepoBa Teopema). Axo cy a u n ysajammo npocmu 6pojesu, nzd(a,n) = 1, mada je
a®™ =1 (mod n), 2de je ca d(n) osnauen 6poj npupodrux bpojesa, ne sehur 00 N, Y3ajaMHO NPOCTIUL
ca n.

Joxkas. 3a m0Kka3 oBe Teopeme KOPUCTH Ce TBpheme na je y KomyraruBHOM npcreny G ckym cBuX WH-
BEepTUOMJIHUX €JIEMEHATa, jeHA MYJTUIINKATUBHA rpyma. Y Z, €JEeMEHTH y3ajaMHO TPOCTH Ca 7. Cy
MHBEPTUOMIHU, U 00pa3yjy MyITHILTHKATHBHY Tpymy (Z7,-), koja uMa ¢(n) enemenara. Bpoj a je y3a-
jaMHO poct ca n, na Baxu a = a; (mod n), a1 € Z. Kako ce 3na na pej ejeMeHTa Je1u pej rpyle u
[(Z7, )] = ¢(n), cneau rpaxkeno tephewe. [

Dyukuuja ¢(n) ce nazusa Ojieposa dbyuknmja. ¥ Ojiaeposoj reopemu 6pojeBu a u 1 He MOpajy buru
npocTu, Beli camMo y3ajaMHO POCTH OPOjEBH.

10
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IIpumep 2.8.
e (1) =0¢(2) =1u ¢(3) = ¢p(4) = 2. Cinuuno, ¢(5) =4, jep cy 1, 2, 3, u 4 y3ajamuo upocru ca 5.

e Heka je a =7, n =6, nzd(7,6) = 1. Jeaunu upuponnu 6pojeBu Mamwu o1 6 1 y3ajaMHO IPOCTHU Ca
6 cy {1,5}. Oznarze crenn 1a je ¢(6) = 2, a®® =72 =1 (mod 6).

e IIpumep cremenor cucrema ocraraka: 3a n = 12 mobuja ce cBemeHu cucrem ocraraka: 1,5,7,11.

e Axo je {ai,as,...,a;} normyn cucrem ocraraka 1o momyiay n u nzd(b,n) = 1, ouga je u {b- ay,
b-ag, ..., b-ax} NOTHYH cCUCTEM OCTATAKa [0 MOAYJIY 1. AHAJIOrHO TBpheme BaxKu 33 CBEJEH CUCTEM
ocraraka [25].

e TIpumep ekBUBaseHTHOCTH TO Mozayay: 1 =5 = —3 (mod 4). 3amnpaso, 3a cBaxu 11e0 6poj n, 1+
4n =1 (mod 4).

e Heka je p > 2 mpocrt 6poj. Pen Opoja a mo moayny p je rp(a) = 2 ako u caMo ako je a = —1
(mod p). Axo je pex 6poja a mo momymy p jenmax 2, Tj. a® = 1 (mod p), ouma je wm a = —1
(mod p) wnu a =1 (mod p). Ako 6u 6mwio a = 1 (mod p), onzna 6u pex 6poja a 6uo 1, na cienu
na axku TBpheme. C apyre crpane, ako je a = —1 (mod p), onga je a? = 1 (mod p), na cienu u
JIpyTHU €0 TBphema.

Teopema 2.7. Ileo 6poj p je npocm axo u camo axo je ¢(p) =p — 1.

Hdoxka3s. Kaxko cy 3a npoct 6poj p cBu ejleMenTH CKyma 1,2, ..., p y3ajaMHO IpOCTHU ca p, (OCUM caMor

6poja p), Baxu ¢(p) = p — 1. Ako je ¢(p) = p — 1, omarae caemu ga je nzd(p,p) = p # 1l u
nzd(a,p) = 1 3a cBe a < p, na oxarie 1o AeduHULMjU caequ aa je p upocr 6poj. [

Hanowmena 2.7. [lpumernmo 1a ako cy m u n y3ajamHo npocmu 6pojesu, OHIA Ce Ha OCHOBY OCHOBHE
TeopeMe apuTMeTHUKE JIaKo nokasyje aa je ¢(mn) = ¢(m)¢(n). Ha upumep, ¢(15) = ¢(3)p(5) =2-4 =8,
6(42) = 9(6)p(7) = 26 = 12,

Hocaemuua 2.2 (Ilocienuia Ojnepose Teopeme). Axo je n npouseod npocmuz 6pojesap u q, n =p-q,
unzd(a,n) = 1, onda je a0~ =1 (mod n), n=p-q.

Hanomena 2.8. 3a 6ujo xoju crenen p* mpocTor 6poja p, CBaKH MarmH 11e0 6pOj je y3ajaMHO IPOCT ca
p* m3ysen ymHoKaka o p. 3aro je ¢(pF) = p* —pFl = (p — 1)pF1L.

Hamomena 2.9. Axko je p{'p5®---p;* dakropmsanuja memor 6poja n, Tafa je CBaKW CTEMEH MPOCTOT
Opoja y3ajaMHO MPOCT Ca, CBAKUM JIPYTHM, 114 BAXKHU:

¢(n) = o1 )P(P5*) - S(pF*) = (p1 — Vpi* (2 = p5* ™" oo (o — Dt~

Ha ocnoBy osor rBplhema, J1ako ce MOxkKe 1okaszaru Ja Baxu ¢(n-m) = qﬁ(n)qb(m)ﬁ, 3a nzd(n,m) = d.

3a HekoanKo HapegHux TBphema cmo Beh peknm ma Baxke y ommreM caydajy. Caza cy JaTé 10Ka3u
moMmoly KOHTpyeHITHja.

Teopema 2.8. Ped r,(a) 6poja a no modysy n nocmoju axko u camo aKo Cy a U N Y3GJaMHO MPOCMU
bpojesu.

Hoxkas. [=]|Akojea” =1 (mod n)3a neko k, onna je a*—1 = n-u3a nexo u, 1j. Baxu: a-a*~'—n-u = 1.
Caenu na je nzd(a,n) = 1. akue, ako pen r,(a) mocroju, OHAA CYy a ¥ N y3ajaMHO NPOCTH OPOjeBH.
Cynporno, axo je nzd(a,n) = 1, ouga je no Ojmeposoj Teopemu a®™ = 1 (mod n) na pex 6poja
mocroju. [

Mozke ce 3ak/byauTH 13 OpPOjeBH KOJH MMajy pe, MO MOIYIY M IPHUIAAAjy CBEIEHOM CHCTEMY OCTATaKa
110 MOZYJY N.

Teopema 2.9. Axo je nzd(a,n) =1 u a* =1 (mod n), onda ped 6poja a no modysy n deau k.

11
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Joxka3z. Heka je m pex 6poja a mo Momyiy n u Heka je k HajMamu 1meo 6poj Takas ja Bazku: af =
(mod n). Ha ocHOBY airoputma Jesberba, m Ce MOYKE TPEJICTaBUTH ¥ 00auky m = q -k +r, 0 < r < k.
Ongaje 1 =a* = a?**" = (a¥)9-a" = 19-a" = a” (mod n). Ako je r mozuTHBaH MeO 6GPO]j, TO HAPyITaBa
MuHEMATHOCT 6poja k. 3aro Mopa ja Baxku ga je r =0, majem=gq-ku k netu m. O

Hanomena 2.10. He mopa na Baxu: r,(a) = ¢(n), anu ysek Baxu: m,(a)|d(n) (ako je pex nedunmncan
TO jeCT aKO MOCTOjH).

Hedunnnuja 2.20. Ako je pexn 6poja a mo Moayiay n jemHak ¢(n), Kaxke ce Ja je a HIPUMHUTUBHHI
KOPEH 1o MoayJty n, (eHri. primitive root modulo n).

Teopema 2.10. [[eo 6poj n uma NPUMUMUBHE KOPEHE GKO U Camo ako jen = 1, 2, 4, ¥, uau 2-pF, 20e
je p nenapan npocm 6poj. Jame, axo n uma npumumuene Kopene, ox uma mawno ¢(P(n)) npumumuerux
KOPEHQ.

Jlpyradmje pedeHo, TPUMUATHBHU KOPEH MO MOIY/IY 7 jeé NUKJIUYHUA TeHEePaATOP MYJITUIINKATHBHE
rpyne Z; CBEJEHOI CHCTEMa OCTATaKa mo Moayiay n. OBa Ipyla je MUKIXYHA aKO U CaMO akKo n > 4 Huje
Je/bUB ca 4 U HEje Je/bUB Ca IBa Pa3IuduTa HemapHa mpocta 6poja. /loka3 oBor tBphema Moxke ce Hahu

y 3]
Teopema 2.11. Axo je a npumumushu Kopen no modyay n, bpojesu a® = 1,a,a?, ..., a® ™1 o6pasyjy
c6eden, Cucmem ocmamara no mMooyay n.

Hocaemuua 2.3. Axo je k ped 6poja a no modyay n, onda éavicu a® = a¥ (mod n) & x =y (mod k).
Onwmuge, axo je nzd(a,n) = 1, onda easicu a® = a¥ (mod n) < x =y (mod ¢(n)).

IIpumep 2.9.

e CBu OpojeBU KOju Cy KOHTDYEHTHU MO MOJIYJY 7., OJHOCHO OpOjeBH KOju TIPHUIAIAjy WCTOj KJIACH
€KBUBAJICHIIN]jE, UMAjy UCTH TIOPEIAK MO MOAyIy 1. HapasHOo, OpOjeBr u3 pas3IMduTUX KJIACA MOTY
WMaTH UCTU TIOPEIAK.

e 3an = 4, npumurusan Kopen je 3 jep saxu 3% =32 =9,9=1 (mod 4).

e Ban =3%=09Baxu 1aje #(9) =6, m 15 =1 (mod 9), 26 =1 (mod 9), 4 = 1 (mod 9), 5¢ =1
(mod 9), 7° =1 (mod 9), 8 =1 (mod 9). Taxobe, ¢(6) = ¢(3) - #(2) =2, u 2 1 5 cy IPUMUTHBHH
kopend, jep je 1 =1 (mod 9), 4> =1 (mod 9), 7® =1 (mod 9), 82 =1 (mod 9).

e Taxobe, kako ¢y 2 u 5 npuMuTHBHE Kopenu 3a n = 9, saxu 2° = 1 (mod 9), 2! = 2 (mod 9),
22 =4 (mod 9), 22 =8 (mod 9), 2* =7 (mod 9), 2° =5 (mod 9) — cBefenn cucrTem ocraraxa Mo
Momysy 9. AHAJIOTHO 3a TPUMUTHBHU KODEH b.

Teopema 2.12 (Buuiconosa teopema't). Axo je p npocm 6poj, onda easicu: (p—1)! = —1 (mod p).

Hoxkas. 3a p = 2 rpeba uposepuru zga ju je 1! = —1 (mod 2). Kako je 2 = 0 (mod 2), caenu na
TBpheme TeopeMe BaxKu 3a p = 2.

Ao je p Hemapawn nipocr 6poj, y nponssony (n—1)! =1-2-...-(p—1) uma napan 6poj unHnIana. Baxu
pgajel =1 (mod p)up—1= -1 (mod p). 3a cBaku 1o 6poj n, 2 < n < p — 2, NOCTOjU jeUHCTBEH
neo 6poj m, 2 <m < p—2, rakas ga je n-m =1 (mod p) u Baxxu m # n. la 6u ce nokazaso aa je oBo

rayHo, Tpeba npumerutu ga 6pojesu 1-n, 2-n,..., (p—1)-n, p-n obpaldyjy CBeIEHHU CUCTEM OCTATAKA
1o moxyiy p. Baxu gajen=n (mod p), (p—1)-n=(pn—n)=p—n#1 (mod p), p-n=0 (mod p),
¥ caMo jemaH ox 6pojeBa n-m, m = 2,..., p — 2 je ekBuajienTan 1 mo momyny p. Tpeba mokaszaru ma
je m # n. Ilpermocrasumo cymnpoTho, fa je n-n = 1 (mod p). Kako kourpyennuja n? = 1 (mod p)
uma pemteba n =1 (mod p) un = —1 (mod p), u 2 <n < p—2, ciieau Ja je IPETnoCTaBKa MOrPEIIHa.
Opnasuie cienu TBphee Teopeme [25]. [

Bunconosa Teopema ce MOXKe jeJHOCTABHO JTOKA3aTH aKO Ce 3Ha Ja je 3a p MpocT Opoj Z, moibe, na
caMoO HyJIa HEMa WHBEP3, /1A j€é 32 CBAKM €JIEMEHT WHBEP3 jeIMHCTBEHO oapeheH, Kao u [a pel eJeMeHTa
JleJIH peji rpyle, u Ja camo 3an = 1 un = p — 1 Baxu ga je n? = 1, na 3a upocr 6poj p > 2 TBpheme
aupekTHO caeau. Takolje, ako je n cyioxken 6poj, oHJa Z, HUje 10Jbe, U nocToje aeauresbu Hyae. Omasie
crenn na je (n — 1) = 0 (mod n), n > 4 cnoxen 1neo 6poj. Tpeba mpuMernTn ma 3a n = 4 Baxu
31=1-2-3#0 (mod 4), jepje 2-3=2 (mod 4),2-2=0 (mod 4).

14Buscon (John Wilson), 1741-1793, enrsieckn MaTeMaTHIap.
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Hanomena 2.11. Baxwu u o6puyro tBpheme : ako je (p — 1)! = —1 (mod p), orga je p mpocrt 6poj.
OBo cjleu Ha OCHOBY 3amazKama Ja ako je p > 4 clioxeH 6poj, OH/Ia CBAKU HErOB MIPaBH JCJIUTEb Je/IH
(p—1Lmaje (p—1)!'=0 (mod p).

Iperxoaua aBa TBphema HaM Hajy jeanocraBan (1 BpJo HeedUKACAH) KPUTEPHUjYM 33 HAIAKEEHE
npocTux OpojeBa.

Hedunurumja 2.21. Ilozurusan ueo 6poj n je Ge3KBagpaTaH uiu KBaJAPaTHO CJI000HaH (eHrul.
square free) ako n HUje IE/HPUB KBAJAPATOM HEKOT TIPOCTOT 6poja.

Hedunuruja 2.22. MebujycoBa dyukmuja (enra. Mdbius function) je medunucana 3a cse 1103u-
TUBHE 1esie OpojeBe n. VY 3aBucHOCTH 07 (akTopm3aluje 6poja nm HA MPOCTE YUHUOIE, OBA (DYHKIIH]jA
Moxke umaTH BpenHoctn u3 ckyma {—1,0,1}. Heka je n mosurnsan mneo 6poj. Tazma:

e u(n) =1, ako je n 6e3xBajparTan u uMa napad 6poj paznuuuTux upocrux (pakropa.

e u(n) = —1, ako je n Ge3kBaapaTaH U UMa Henapax G6POj Pa3JIUIUTUX NPOCTUX (haKTOpA.

e u(n) =0, ako je n IesbMB KBaIpaTOM Hekor 6poja seher ox 1.

Jpyragdmje pedeHo, Heka je n = plfl ~p§2 -... - pFm akropusanuja 6poja n na npocre unnnone. Omja je:

Cueunujasnno, y3uma ce aa je p(l) = 1.

IIpumep 2.10.

e IIpBu 6pojesu 3a koje je u(n) =0 cy: 4, 8,9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, 40, 44, 45, 48,

49, 50, 52, utx,
e Ako je n npoct 6poj, onga Baxku pu(n) = —1. O6puyTo TBpheme Huje Tauno. Ilpsu 6poj Koju Huje
pocT u 3a Kora Baxu ((n) = —1je30=2-3-5.

e BpojeBn koju mmajy Tpu pasmauunta npocrta ynanona: 30, 42, 66, 70, 78, 102, 105, ura. BpojeBm
KOjU MMajy TeT pa3ananuTux mpoctux amHmaana: 2310, 2730, 3570, 3990, 4290, 4830, 5610, ut.

Hedununnja 2.23. @yukuuja f : N = Z je MyJATHINIMKAaTHBHA aKO BayKu:

1. Tlocroju mosurusan 11e0 6poj ny Takas Ja je f(ng) # 0,

2. Axo je nzd(m,n) =1, cnenn na saxu f(mn) = f(m) - f(n).
IIpumep 2.11.

e QOjnepora dbynknmja je MyJITUTIINKATHBHA (DYHKITHjA.

e MebwujycoBa pyHKIHja je MyITHITAKATHBHA.

e 7 dbyuknuja (ykyman Opoj TO3UTUBHUX JIEIUTE/bA HEKOD OPOja) je My/ITUILIUKATUBHA.
Jeana on ocHoBHux dyHkuuja y reopuju 6pojesa je u dbyukimja w(n).

Hedununnuja 2.24. @ynxkuuja 7(n) ce medunnmie kao 6poj mMpocTux GpojeBa MAmBUX WM jeTHAKHX
6pojy n.

Cxyn cBux mpoctux OpojeBa ce o3nauana ca P nianm ca primes.
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2.3 Jlumeapue konrpyeunuje. Iunodanrose jesnaunmne. KBagparue KOHIpy-
eHIIuje

Jloka3 HapejHe TeopeMe Ce M3BOIM MAaTEeMATHIKOM HMHIAYKIHjoM. Teopema He BaXKd y CIIydajy Kaja je
MOJIyO P CJIO2KEH OPoj.

Teopema 2.13 (JIarpau>koBa teopema). Heka je f(z) = an - 2" + .... + a1 - & + ag nosunom cmenena
n ca yeaobpojHum koepuyujenmuma. Hewa je p mpocm 6poj u mnexa eaoicu da p wne deau a,. Tada
xonepyenyuja f(x) =0 (mod p) uma najeuwe n pewersa no Moodysy p.

Caza cy mara HEKa O OCHOBHWX TBpe€rma y Be3W Ca KOHIPYEHIIHjaMa.

Tephewe 2.5. Heka je d = nzd(a,n). Ownda eavicu: axr = ay (mod n) axo u camo axo je x =y
(mod %5).

Joka3s. ar = ay (mod n) je ekBupasientro ca a(x —y) = b - n, 3a veku ueo 6poj b. Ouparue ce

nobnja ma §(x —y) =b- 4. Kako je nzd(%,%5) =1, ciean ga 5[(z —y), 7j. =y (mod %5).

<] Ako Baxku x =y (mod 2), ouga Z|(x — y), ma 3a HeKHU 10 OPOj ¢ caen ma je n - ¢ = d(x — y).
d d

MmnozkemeM n JleBe U JeCHe cTpane ca g, nobuja ce ga je n-c- G = a(r —y). Caemm ma nla(z —y), Tj.

ar =ay (mod m). O

Tephemwe 2.6. Hexa je nzd(a,n) = 1. Onda easrcu: ax = ay (mod n) axo u camo axo je x =y (mod n).

Joxkas. ax = ay (mod n) je ekBuBasentHo ca a(x —y) = b - n, 3a Heku 1eo 6poj b. Kako cy a u n
y3ajamHo npocru 6pojesu, caeau ga n|(x —y) 1j. =y (mod n).

Axo Baxu x = y (mod n), ouna n|(x — y), na 3a Heku 1eo 6poj ¢ ciexu na je n-c = (r — y).
MHuoxkemeM u JeBe u JecHe CTpaHe ca a, mobuja ce n - ¢-a = a(z — y). Omatne caemn na nla(z — y), Tj.
ar =ay (mod n). O

Tephewe 2.7. Axo je nzd(a,n) = 1, xonepyenyuja ax = b (mod n) uma jeduncmeeno pewerve no
MOAYAY M.

Joka3. Jenno odurieno pemere ropme Kourpyermaje je © = a®™ =1 . b, jep usz Ojnepose Teopeme u
ycmosa Tphema caenn ga a - a®™M 1. b= a®™ .b=b (mod n).

[IpermocTaBUMO CympOTHO, Ja TOCTOjHW jOII je/THO pellielbe, O3HAUYMMO Ta ca Y. Tlajla BaxK: Aa je
ar = ay (mod n), na Ha OCHOBY HpPeTXOJHOr TBphema cieau na je ¢ =y (mod n). O

Cpaka JIMHeapHa KOHTPYEHIIHja MOXKe ce npejcraBuTu y obauky: ax =b (mod n), onHocuo ax —b =
¢ - n, 3a Heku 1e0 6poj c. Bugenu cmo ga ako je nzd(a,n) = 1, oBa KOHI'DyeHIUja UMa je JUHCTBEHO
pememe. IIpernocrasumo cana ga je d = nzd(a,n). Axo d He meam b onja KOHrpyeHuuja HeMa
pemema. Axo d mesm b, onja G — g = c% mnzd(§, %) = 1, na Kourpyennuja G = % (mod %5) nmma
jemuHCTBEHO perrerse To. OJasae ciefu Ja je MOTIYH CKYyTl PeIerma Mo MOAYJIY 1 KOHIDyeHIuje ax = b
(mod n) mar ca x = x¢ + Gm, m =0,1,2,...,d — 1, omHocHO KOHTpyeHIja ax = b (mod n) nma Tauno

d periiema 1Mo MOIYJIY 7N.

Hanmomena 2.12. OBze moa jeIMHCTBEHUM DPEIIEHEM MOIPA3YMEBAMO jeIMHCTBEHO peIiermhe y MoT-
IIyHOM CHCTE€MY OCTaTakKa I0 JAaTOM MOJYJLy, Ha mpuMmep no momayay n y ckymy {0,1,..,n — 1}.
Hapagno, ako je x pereme mare KOHIPYyEHIMje, Ta1a jeé U CBAKU OPOj W3 FHeroBe KJIace KOHTPYEHIIHje 10
MOJIyJTy 1 Takohe perieme ucre KoHrpyennuje. OBO BaxK¥ U y HaApPEIHUM pa3MaTpambuMa.

Buie iuHeapHuX KOHIPYEHIHja HE MOPA [Ia WMa 33j€JHHYIKO PEIIemhe, MAKO CBAaKa KOHI'PYEHIIHja
nojequHadHO uMa perieme. Ciemeha Teopema maje ycaoBe MO KOjUMA CUCTEM JIMHEAPHUX KOHI'PYEHITH]ja,
UMa pelleme.

Teopema 2.14 (Kunecka Teopema o ocranmma). Heka cy nq, ..., n; nozumuenu yeau 6pojesu, uma
uz k > 0, u npemnocmasumo da cy oru ysajamuo npocmu y naposuma, nzd(n;,n;) =1 s3a i # j. Tada
3a c8aKu yeo 6poj ci, ..., ¢, Konepyenyuje x = ¢; (mod n;), 0 < i < k, cy ucmospemero pewuse 3a HeKu
ueo 6poj T, mj. nocmoju jedurHcmeeHo pewerbe no MoJYAY 1 = 11 - - - Ng.
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Hoxka3z. Heka je m; = n%, 1 <i < k. Taga je nzd(n;,m;) = 1 u 3aro nocroju ueo 6poj z; rakas jua je
m; - x; = ¢; (mod n;). Cama cneqy ma = my - &1 + ... +my, - T, 33J0BObaBa & = ¢; (mod n;), Kao mro
je Tpebajo mokazarn. JEIWHCTBEHOCT CJIEAW W3 YHIH-EHUIE Ja aKo OW MOCTojasa ABa Pemema T, Y, OHIA
6u 6uno x =y (mod n;), 1 <i <k, a Kako cy n,; y3ajaMHO IIPOCTH y NapoBuma, oHja je © =y (mod n)
3. O

Kunecka Teopema o ocraiuma (eurs. Chinese remainder theorem, CRT), 3ajemso ca ycaoBuMa 3a
PeIaBabe MPONU3BOJbHE JIMHEAPHE KOHI'PYEHITH]€e, KayKe A aKO CY 71, ..., ) Y3ajaMHO TPOCTH OPOjeBU OH/IA
cy koHrpyenmuje a; - « = b; (mod n;), 1 < i < k, ucrospemeno pemuse ako u camo ako d; = nzd(a;, n;)
nesa b; 3a cse 1.

IIpumep 2.12. Heka je nara xourpyenimja 6z = 15 (mod 21). Caemn na je d = nzd(6,21) =3 u d =3
nesn 15, Tako Ja nma permersa. Cafia ce pasmarpa Kourpyerimja 2z = 5 (mod 7), nzd(2,7) = 1 koja nma
pereme xg = 6 mo moayay 7. OmaBae cieau ja MOa3Ha, jeIHAYNHA UMa, PeIema T = 6+ %m =6+4+"7Tm,
m = 0,1,2, OZTHOCHO TIOCTOje TPU pellema MOJa3He KOHTPYEHIHje Y MOTIYHOM CHUCTEMY OCTAaTaKa IO
momyny 21 — ro cy x1 = 6, x5 = 13, x3 = 20. Hapasuo, pemema cy u cBu OpojeBu KOju Cy KOHI'DYEHTHH
JIATHM pernernma 1o Moayay 21, Ha mpumep 6pojen 27 = 6 (mod 21), 34 = 13 (mod 21), 41 = 20
(mod 21) cy Takobe pemrema Kourpyennuje 62 = 15 (mod 21).

IuodanTose jeqnaunne'® (earn. Diophantine equations) cy jemnadune ca nenobpojHuM Koedumujen-
THMa y KOjUMa Cy J03BO/beHa caMo HeaobpojHa pemema. Marujamesua'® je 1970. rommme moxaszao ga
HE TOCTOjH OIIIITE PEIIehe Tj. aaropuraMm 3a oapehuBame 1a ju mpou3BosbHA InodaHnToBa jeanadnna

uMma peree. OBaKaB aJIrOpUTaM MOCTOjU 34 perrmaBame J[nodaHTOBUX jeTHAUNHA, PBOT PeJIa.

Hedbununuja 2.25. Jluneapue dunodanroBe jennaumne cy jennaunue obsmka axr + by = ¢, roe
BaxXu 11a a, b, c € Z.

CBaka JinHeapHa je/lHAYMHA Ca JBE HPOMEHJbUBE U HEJI00POjHUM KOe(UIIMjEHTHMa MOXKE CE€ CBECTU
ua wnodanroBy jennaunny ax + by = c. C apyre crpane, pemasame juneapue Inodantose jennaunue
ax + by = ¢ cBOIM ce Ha pelnaBare JIMHeapHe KOHrpyeHnuje ax = ¢ (mod b).

Mozxke ce maru cimemeha Teopema:
Teopema 2.15. Jluneapna Juoparnmosa jednawuna ax +by = ¢, d = nzd(a,b), uma pewerse axo u camo
axo d deau c. Y 06om cayuajy onwme peuerve jednauune je 00auka T = gxo—i—gm, y=Syo—gm, meZ,

2de ce peweme (Tg,yo) jednawune axg + byy = d dobuja npowupenum Eyxaudosum anrzopummom.*”
Cneyujaano, axo je nzd(a,b) =1, onda jednavumna cuzypro uma pewerse jep d = 1 deau ceaxu 6poj c.

KBagparHe KoHrpyeHIuje

Mozke ce mokasary ja ce pellaBaibe OINIITe KBajpaTHe KOHrpyeHuuje (enri. quadratic con-
gruence), ax® + bxr + ¢ = 0 (mod p), nzd(a,p) = 1 u p npoct 6poj, CBOMM Ha pelaBambe KBaJpaTHe

korrpyermuje 2 = a (mod p), nzd(a,p) = 1, p npoct 6poj, rae je cayuaj p = 2 TpusHjanan. Ako je
p > 2 upocr 6poj, 1 OBa KOHI'DYEHIUja MM DeIleihe T, OH/IA je U —T] Pellebe UCTe KOHI'DYEHIUje, U
6pojeBn 1 W —21 HUCY KOHTDYEHTHW MO MOAYIY p, jep O6u y cympoTHoM u3 z1 = —x1 (mod p) caeauso

na 2x1 = 0 (mod p), mro je wemoryhie jep je nzd(2,p) = nzd(a,p) = 1.
Axo je nzd(a,p) = 1 u p Hemapno, Ha ocHoBy Marne ®epmaose Teopeme Bazku ga je 0 = aP~! — 1 =

(apz;1 - 1)(a%1 +1) (mod p). Onarse cienu na je uiu o' =1 (mod p) uim o =1 (mod p).

C npyre crpane, ako Kourpyernuja 2 = a (mod p), nzd(a,p) = 1 uma pememe, onaa je xP~1 = o’
(mod p). Kako uz Mame ®epmaose Teopeme ciean ga je zP~1 = 1 (mod p), mopa Guru a7 =1
(mod p) [4].

Ha ocHoBy mperxomHux pasMarpama BazKu TBpPheme:

Teopema 2.16 (OjnepoB kpurepujym). Axo je p > 2 npocm 6poj u nzd(a,p) = 1, mada jednawuna

2?2 = a (mod p) uma dea pewerva no modysy p axo je ot =1 (mod p), odnocro nema pewerve axo je

p—1

az =-1 (mod p).

15 Tuodpant (Diophantus), 3. Bek H.e., CTADOTPYKK MaTeMaTH4ap, IOHEKAJ Ce Ha3uBa U ouyem aazebpe. Hajnosnaruju mo
ceoM pery Arithmetica.

6Marujamesma (Yuri Matiyasevich), 1947. - | HajTIO3HATH]E O HETATHBHOM peITerby JeceTor XuabepToror mpobiema.

VTIpomupen EykiuaoB aaropuraM je feTa/bHO OMMCAH y HAPEHOM TOTIABILY.
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Teopema 2.17. Hexa je p npocm 6poj. Y ceedenom cucmemy ocmamara {0,1,....,p — 1} no modyay p

UMG MAYHO ”2;1 bpojesa koju cy Konepyenmuu keadpamuma ueaur 6pojesa no modyay p.

Hokas. Kpagparnma mennx 6pojeBa KOHIPYEHTHH Cy KBaJIpaTH OPOjeBa f%, vy —2,-1,1,2, ..., %,

rj. 6pojesu 12,22, ..., (%)2. Mebhy oBum GpojeBuMa He MO2Ke OUTH KOHIPYyeHTHHX, jep Ou k2 = 12

2:

(mod p), 0 < k < 1 < 221 mvamo 3a mocennny ma jemnasuma © (mod p) mma deTwpu perema y

2

CKyITy —%, vy —=2,—1,1,2, ..., %, IITO je JOKa3aHo Ja je Hemoryhe 3a mpocre Gpojese [25]. O

2 =g

Hedununruja 2.26. Heka je n nosurusan neo 6poj. Ako je nzd(a,n) = 1 u KoHrpyeunuuja x
(mod n) uma pelemwe, oHJa Ce Kaxke Jia je a KBaJApaTHU OCTaTakK o moxyiay n (euru. quadratic
residue modulo n). Axo je nzd(a,n) = 1 u kourpyenmuja 2 = a (mod n) HeMa permeme, OHIa ce KasKe

Jla je @ KBaJApaTHU HeocTaTak mo Momytty n (enri. quadratic nonresidue modulo n).

Bpoj n y uperxonnoj medununumju e mopa xa Gyae nupocr, seh je Guran ycios ga je nzd(a,n) = 1.
3aro 3a cioxken 6poj n nocroje 6pojeBu KOju HUCY HU KBAJAPATHU OCTAIM HU KBAJPATHU HEOCTAIU, & TO
cy 6pojesn 3a koje je nzd(a,n) # 1. Taxobe, 3a mpoct 6poj n, 6poj 0 (mod n) je yBek KBagpar ann Huje
HU KBAJPATHU OCTATAK HU KBAJAPATHU HEOCTATAK.

IIpo6aem Hama’kema KBaJpaTHOT KOpeHa MO MOIYJY N je BaxkaH 3a kpunrtorpadwujy. Ou
riach: 3a JaTu 6poj n, 6poj a Takas na je nzd(a,n) = 1, ¥ a KOju je KBaApaTHW OCTATAK 10 MOIYJIY 7,
Halim KBaJ[paTHU KOPEeH OJl a MO MOJY/y 7, Tj. pemmTn jeanaunny r2 = a (mod n).

Burrie 0 OCHOBHIM TIOjMOBHMMA TeopHje GpojeBa Moxke ce Halinm y [3, 4, 25].

2.4 Jlexxauapos cumboa. Jakobujer cuM060JI

OBo nornaBibe, ca MaJIUM M3MEHAMa, TPEJICTaBba MaTepUjasl U3JI0KeH y [4].

a

P

ce na cnepehn naunn: (§) = 1 ako KoHrpyenmuja 2?2 =a (mod p) mMa permema, OJHOCHO (%) =—1axo
2

2 =a (mod p) nema peweme. 3a nzd(a,p) > 1 ce aedpunuwe ga je () = 0.

Hedunuruja 2.27. Jlexxaunapos cumboua (2) 3a nzd(a,p) = 1 u p nenapan npocm 6poj nedunuiie

Hedunuruja 2.28. JakobujeB cumbou (enru. Jacobi symbol) je yommreme Jlexkanaposor cumbolia.
Heka je n nosumusan menapan 6poj. Ownma je n = pj - pg « ... - pp LIPOU3BOJ HpOCTUX OpoOjeBa, He
HEOIXOHO paszanunTux. Taja 3a cBakw 1eo 6poj a 3a Koju Baxku na je nzd(a,n) = 1, Jakobujes cumbos
je nedunucan ca:

(7)) =Go) - (5

r7e cy ca JaecHe crpane Jlexkanaposu cumbosin. 3a n = 1 JakoOujes cumbour je medpunucan kao 1, a xazma
je nzd(a,n) > 1 necdunucan je kao 0.

Teopema 2.18 (Ocobune Jlexxanaposor cumbona). Hexa je p nenapan npocm 6poj u nzd(a,p) = 1,
nzd(b,p) = 1. Tada je:

1.(2) = a7 (mod p). Oso je Ojaepos Kpumepujym.
2. (2)(k) = ().
3.a=b (modp)= (})= (%).

4()=1,(h=1, (FH)= (-,

Ha ocuoBy oBux ocobuna 3a JlexxamapoB cum007 MOy ce M3BECTH aHAJOTHA TBphema 3a Jakobujes
cumbos1. McTo Baxkm m 3a HapeIHE JIBE TEOpEMe.

—~

hSEISH

M)

[t

Teopema 2.19. Axo je p menapan npocm 6poj, onda je (%) = (—1)(”2_1)/8.
Hokas. Hexka je nzd(a,p) = 1, u p’ = 1’2—1 (u3 ycsioBa Teopeme ciienu Jia je p Henapas upocr 6poj).
IlocmaTpajmo KOHTpyeHIITje:
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a-1=er; (mod p)
a-2=ery (mod p)
a-p =eyry (mod p)
rlIe je €,7; HajMamby OCTaTaK II0 ancoJyTHO] BpeaHoctu 6poja a - x (mod p), u 1, = |6, - 14|, a €, = 1
i €, = —1.
Kaxko Baxmu nzd(a, p) = 1, n kako 6pojesa a-1, —a-1, a-2, —a-2, ..., a-p/, —a-p’ uma yxkynmo p— 1, onn
obpasyjy cBejieHd cucTeM ocTaraka 110 Moiy/y p. Hbuxopu HajMarbyu oCcTaly 110 allCOIYTHO] BPEIHOCTH
cy OpojeBu €171, —€1T1, €379, 62’/‘2,..., €p'Tp's —€pTp. IlO3UTHBHE O 0BUX OpojeBa (1,72, ..., Ty ) CE
nokjamnajy ca 6pojesnma 1,2, ...,p". 3aro u3s I‘OpH>I/IX KOHTpyeHInuja nmomohy MHOXKema u CKpahuBamem
cal-2-...p=rire- .1y ,D;O6I/IJ& ce naje a’T = ejes - ey (mod p).
Opnasme, Ha OCHOBY OCO6I/IHa JlexkauapoBor cuM0Oo0JIa, CIeIN 13 BayKn (%) =€1€2 - ... - €. Kopucrehn

YWILEHWILY Ja Ce CBaKW peajiaH Gpoj = Moxke 3amucatn y ob6avwky x = [x] + {z}, rae je [z] nemam zmeo, a
{x} pazmomsbenn neo on x, U3 pesanuje

[222] = [2[22] + 2 { 22 }] = o[22 + 2 { 22 }]

cuaemu na je [2%] NMapHO WM HEIAapHO, y 3aBUCHOCTH A JIM jé HajMarbW HEeHEraTHWBHHM OCTATAK AT IO
MOy p Mamu uiu Behu o &, mj. ma m je €, = 1 wim €, = —1. 3ato je ¢, = (—1)[2?’m , U BaXKu:
2a-1 2a-2 2a-p’
(&) =eer . ey = (D)D) ()T = (<)%, e je 5 = S (2],

Axo je a menapmo, onga je a + p napuo (jep je u p Henapau 6poj), u usmehy ocrasor, Kopucrehn
qumenmiy 1a je (2)% = 1, nobuja ce:

(20) = (i) _ (S5 _ (52 (e el es s o ()Rl

Axko ce craBn 1a je a = 1, onga je Y L _ 1[1‘79“] = 0, omakje creau MOYeTHO TBpheme. [
Onasnie cieau na je (%) =1 ako je p =1 wnm 7 o moxyny 8, Tj. 1a je (%) =-—-lakojep=3wmimb

o moayny 8. Creneha reopema je jeman o/l OCHOBHUX Pe3yJiTaTa TeopHje KBAJIPATHUX OCTATAKA.

Teopema 2.20 (FaycoB 3akoH KBaJApaTHOr pemumpouurera). Axo ¢y p,q passuvumu HenapHu
npocmu bpojesu, onda je (£) - (1) = (—l)pT1 =

Jpyrum pedrnma, (g) = (%), OCUM aKO Cy p U ¢ 068 KOHTPYEHTHH 3 TIO MOIYIY 4, By TOM CIy4ajy je

(5)= ()

Joxkas. ITonazu ce o rBpljema 1a BaKu (%) = (=1)®*=1/8_ Bpoj p je obmuka p = 8m+ s, r1e je m > 0
a s je jeman oz 6pojesa 1,3,5,7 (p je nemapan 6poj). 13 osor TBphema raxobhe ciaean ma je (%) =1(2
KBAJPATHA OCTATaK IO MOIYJIY ) ako je p = 8m + 1 u p = 8m + 7, a ma je (%) = —1 (2 xBagpaTHu
Heocrarak) ako je p=8m +3 u p=8m+ 5.

IMocmarpajmo cama 6pojese ¢ - x, p -y, roe je 1 < x < p’ 1<y<dq,p = ; , q %1, cy
P ¥ ¢ PA3IUYUTH HEIapHU MPOCTU OPOjeBH. YKynHo je p' - ¢’ Taksux Gpojesa, a KaKo je nzd(p, ) 1,
jemmaxoct p -y = q - x mmje moryha. 3aro je p’ - ¢ = 51 + Sa, The je S1 6poj maposa (x,y) 3a KoOje BaKm
g-x <p-y,a S je bpoj uaposa (z,y) 3a Koje je p-y < q- .

Axo ce ca [x] o3Hauu meo 71€0 071, &, OHTA je YCIOB ¢ - & < p -y eKBUBaJeHTaH ca ¢ - - < p -y (Tj.

z < [%}) ma Baxkm: S = Z (B2 Sa = 300 4[]
P ax P2*

U3 uperxomHor pokasa CMO BHIEJIM Ja BAXKU (2?“) = (-1 mzl[?HTl, a Kako je (2?“) = (2)(%)

w (2) = (C)F D, cremn i je () = (~1)%, (£) = (~1)%, u wonasmo (2) (1) = (~1)51+5 =

p
(1P = ()=, O
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3aKoH KBaIPaTHOI penuiponurera oMmoryhasa pemasame pa3inmauTux npobiema y Be3u Ca KBaIpar-
HuM ocrarmma. Moxke ce dhopmynucatu u Ha ciaegehin HadwH:

Hexka cy p U ¢ pa3iIHunTH IpocTH 6pojeBu. AKo ¢y 1 p I g obmuka 4k + 3, jenna o jeqnaunna x2 = p
(mod q), 22 = ¢ (mod p) je pemmsa, a apyra uuje. Axo p u g oba Hucy obmka 4k + 3, Taga cy uiu obe
jemmaamne x2 = p (mod q), 22 = ¢ (mod p) permmse wm HEjeaHA [25].

Hanomena 2.13. Ilocroju Benmku 6poj Jokasa oBe Teopeme. Y [27] ce mMozke Halim JOKa3 3aCHOBaH Ha
Taycosum cymama (uuja gedununmja je nara y norsiaBiby 4).

2.5 IIpobGaem kKBagpaTHUX OCTaTaka

Ckyn cBEUX KBaJIPATHHX OCTATAKa MO MOJYJLy 7. O3HA4YaBaMoO ca (), & CKyIl CBUX KBaJAPaTHUAX
HeocCTaTaka Mo MoIayiay n ca @,,.

IIpumep 2.13.

e Jla Om ce moKazaJso Ja HEKH BEJIUKH 1e0 Opoj a Huje KBaJpaT HEKOr Opoja J0BOJHHO je Hahu mam
MPOCTH MOJYO P 3a KOju je Taj Opoj KBaJpaTHW HEOCTATaK, IITO ce MOYKEe YPaJaWTH padyHajyhu
Jlexkanpos cnmGor (7).

e TpebGa nahu cre 1ene Gpojere a Koju 3a0B0/baBajy jeanaunny x2 = a (mod 21), x mpunaga moT-
IIYHOM CHCTeMy OCTaTaka mo Momxydy 21. JeamocTaBHEM m3padyHaBameM 1o6mja ce ma je 12 = 1
(mod 21), 22 = 4 (mod 21), 32 = 9 (mod 21), 42 = 16 (mod 21), 52 = 4 (mod 21), 62 = 15
(mod 21), 7% = 6 (mod 21), 8 = 1 (mod 21), 92 = 18 (mod 21), 102 = 16 (mod 21), 112 = 16
(mod 21),..., 20> = 1 (mod 21). Bumu ce ma 6pojeBn a Koju 3a10BO/baBajy jemHaunny 2 = a
(mod 21) 3a meku neo 6poj x cy {1,4,7,9,15,16,18}. Kako cy KBagparHu ocTanu W KBaJpPaTHU
HeocTaiy JgeduHucann caMo 3a 6pojese a TakBe aa je nzd(a,21) = 1, yBoau ce ycJioB Ja & TIpUNaza
CBEJIEHOM CHCTeMy OocTaTaka, u qobuja 3a a ckym {1,4,16}. Ogatie cienu qa cy KBaJIpaTHH OCTAIH
camo 6pojesu {1,4,16}.

C npyre crpane, pauynajyhin JakobujeBe cumbosie y CBEIEHOM CHCTEMY OCTATaKa mo Momysry 21,
. . 2 2
souja ce aa je (%) = (D(4) = 1:1= 1, (2) = (2)2) = 11 =—1, () = (3)(Z) = 1-1= 1,
() = 3)EF) = BB = (1) =1, (37) = (F)(F) = (-1)°(1)* = —1, uza. Tpeba
npuMeTuTH 1a je Jakobujes cumbon jemnak 1 3a 6pojese {1,4,5,16,17,20}.
Hedunuurnja 2.29. Heka je n > 3 nenapan meo 6poj, He HYzKHO IPOCT, U HeKa je J,, = {a € L|(%) = 1}.

Ckyn mceygokBazpara mo Moayixy n ce aedbunurie kao @, = J, — Q-

Jlako ce mokasyje Ja Cy TOJIOBHHA ejleMeHaTa y .J, KBaJIpDATHU OCTAIlM, a TIOJIOBHHA eJIeMeHaTa Cy
TICeYI0KBA/IPATH.

Hedununruja 2.30. IIpobiaem kBagpaTHux ocraraka (eurs. quadratic residuosity problem, QRP)
ce nmedunuire Ha, caeaelin HaUWH: 34 JATH HEMAPAH CIOXKEHU 11e0 6poj n u a € J,, Tj. Jakobujes cumb0I
(%) = 1, onpe Ty Ja JM je WM He ¢ KBaJPATHH OCTAaTaK MO MOJYJTY 7.

He nocroju gerepMUHUCTHYKY ITOJUHOMUjATHA AJITOPUTAM 33 [IPOHAIAXKEhEe KBAIPATHOI HEOCTATKA,
IO MOJIYJy 7, MAKO je TOJIOBUHA eJleMeHaTa 13 Z, KBAJIPATHU HEOCTAIlH.

Hanomena 2.14. Axo je n mpoct 6poj, J1aKO je OIpeauTH Ja Jii je ¢ € Z KBaJIPATHU OCTATAK MOIYO N
nomTo je, mo gAedunmnuju, a € @, ako n camo axo (&) = 1. Jlesxamapos cumbon (£) moxe ce edprkacHo
u3padyHaTu noMohy asropurMma 3.6 JaTor y mOrIaBmby 3.
[IpernocraBumo caza Ja je n Ipou3BOJ, /IBa PA3JIMYUTa HEapHa IpocTa Opoja p u ¢, n =P+ q U 13
a € J,. Ouma a € @), aK0 U camMo aKo je (%) = 1. 3aro, ako je mo3uara (axkropusamnuja 6poja n, QRP
MOYKEe OUTH PelieH jeJHOCTABHUM U3padyHaBameM JIexKaHIpoBux cuM00JIa 3a CBe TpocTe (hbakTope Of n.
OBa ummeHHUIA Ce MOXKE TeHepaIM30BaTh Ha CBE 1ese Opojese n:

Tepheme 2.8. I[Ipobaem K6aIPAMHUT OCTAMAKA CE Y MONUHOMUJAAHOM BPEMEHY 600U HaA NPObAEM
darxmopusayuge.

Ca gpyre crpame, ako Huje nossara ¢axropusainuja 6poja n, He nocToju edUKACAH HOCTYHAK 34
pemasambe QRP. Axo je n = g - p, Tana je BepoBaTHOha TavyHOr ofroBopa 1/2.
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2.6 Coenujanau obsmnu npoctux 6pojesa

Crenujasiae Kirace mpocTux OpojeBa, kao mto ¢y MepcenoBu OpojeBu, 3HAUAjHE Cy jep TOCTOje epUKACHA
AJTOPUTMHE 34 JOKA3WBaIbe IhUXOBe IpuMannoctu. Jlare cy mHeke 6utHe ocobrHe OBUX OpOjeBa.

®PepmaoBu GpojeBu

Hedununuja 2.31. ®epmaosu 6pojesn cy Gpojesn obmka F, = 22" 4+ 1. ®epmaosu mpoctn
6pojeBu cy npocmu Gpojesu obmka F, = 22" + 1.

®epwma je mpermocTaBuo ga cy Gpojesu obmuka F, = 22" 4+ 1, (n = 1,2, ...) npoctu. OBo je Tauno 3a
n=1,2,3,4, jep je Fo =3, F1 =5, Fo, =17, F5 = 257 u F, = 65537, asm je HeradHo Beh 3a n = 5, Kao
mTo je Ojnep mokazao. Ow je, mamue, youno na 641 genwm 232 + 1 = 4,294, 967, 297. Huje nosnaro ga mm
MTOCTOj¥ KOHAYHO UjIn OeckoHa4uHO MHOrO PepmaoBux mpocTux OpojeBa.

Hamomena 2.15. Bpojesu obauka 2™ + 1, n > 0 memapas 1eo 6poj, cy gemusu ca 3. OBO ce Jako
nokasyje. Ocrarak npum jemermy 6poja 2" ca 3 je 1 mmm 2, mpu gemy je 22°%+1 = 2 (mod 3), 22% =1
(mod 3), omuocno 22%+1 + 1 = 0 (mod 3), 1j. xaua je n memapan, 6poj 2251 4 1 je nemus ca 3, na
CaMUM THM W CJIOYKeH, JIOK 3a mapan 6poj n paxkn 22% +1 =2 (mod 3).

W3 mperxogne mamomene ciaemu ma ako je 2" + 1 mpoct 6poj, n mopa Owrtu napan. Baxkwu u jaue
TBpheme:

Teopema 2.21. Axo je p = 2" + 1 nenapar npocm 6poj, onda je n cmenen 6poja 2.

Hoxkas. IIpernocrasumo cymporHo, aa je n = 28-m, m > 0 menapan neo 6poj. Taza je 2"+1 = (22k)m+1,
na Kako Baxu Ja je (x +y)|(z™ +y™) 3a m > 0 Henapas 1eo 6poj, crenu na (22k +1)[(2" + 1), omsocuo
n1a je 2™ + 1 cimoxken 6poj, MTO je KOHTPAIUKIIja ca npernoctaBkoM. OmaBie ciaeqn TpaskeHo TBpljeme
[25]. O

OBa Teopema 3ampaBo TOBOPH 2 jeé CBaKW MPOCT Opoj Koju je 3a 1 Behu ox Hekor cremena Opoja 2 y
crBapu Pepmaos 6poj.

JIako ce MaTeMaTHYKOM MHIYKIMjOM IOKasyje aa ce cu Pepmaosu 6pojesu 22 + 1, n > 1 meo 6poj,
3aBpruasajy mudpoM 7, 0aHOCHO 1a ce Gpojesu 22 zaspasajy nudpom 6.

Cneneha Teopema cmamyje 6poj mpoctux dpakTopa Koje Tpeba MPOBEPUTH MPpU TecTupamy F,:

Teopema 2.22. 3a n > 2, ceaxu npocm gaxmop v 0d F, mopa 3adosomasamu r = 1 (mod 2"+2),
Jpyzum pevwuma, ceaxu npocmu daxmop r DPepmaosoz 6poja F, je obauxa k- 2772 4+ 1,

Hoxkas. Heka je r npocr dakrop on F), u Heka je h HajMamW MO3UTHBHE I1e0 OpOj Takas Ja je 2h =1
(mod 7). Kaxo je 22" = —1 (mod ), onga je h = 2"+, Taxobe, y myaruniukaTnsnoj rpymn Z, 6poj 2
nma pes 271 a kako pes enementa e pes rpyne, caean ga 2" |(r — 1), ommocro r = 1 (mod 271).

(r?-1)/8

Howrto je n > 2, nobuja ce aa je r =1 (mod 8). Caua je (2) = (—1) = 1, omakJsie caeau ja je 2

.ol . .
KBAJPATHU OCTATAK 110 MOJYJIY 7', OMHOCHO ja je 272 =1 (mod r). Kako je h HajMabu NO3UTUBHU LIEO
6poj Takas ja je 2" =1 (mod r), Buuu ce ga h = 2" jnenu %, osakJe ciaemau TBpheme reopeme. [

Edukacuna meroga 3a mpoBepy mpocroctu Opoja Fj, je IlemunoB Tect, Koju je meTabHO OMWCAH Y
morsiaB/by 4. SanumsbuBo je momenytu na je mo 2008. rommme camo mpBux 12 PepmaoBux OpojeBa
Komnaemno GHakTopucaHo.

Hanmomena 2.16. Jeana oz 3naguajuunx npumena Pepmaosux 6pojesa je y reHepucamy ey I0Cry 9ajHux
Hr30Ba OpojeBa y mHTEepBaLy o 1 10 N, rae je N cremen Opoja 2.

MepceHnoBu GpojeBu

Jedunnmnuja 2.32. Heka je p, Takas 12 Bazku p > 2, 11eo 6poj. Mepcenos!'® 6poj je 1eo 6poj obuka
2P — 1. MepceunoBu npocrtu 6pojeBu cy npocmu 6pojeBu obiuka 2P — 1.

Teopema 2.23. Axo je M, = 2P — 1 npocm 6poj, onda je p npocm 6poj.

18Mepcen (Marin Mersenne), 1588-1648, ¢bparnyckn Teonor, Maremarndap, ¢buno3od, My3HIKH TEOPETHIAD.
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Hoka3s. IIperunocrasumo cyuporso, ga je 2 — 1 upocr 6poj u n = ¢y - g2 cJjoxkeH 0poj. Auim taja 6u
6poj 2" — 1 = (291)% — 1 6uo memus ca 24 — 1, omakJe ciean Tpazkeno Tepheme.l¥ [

Tpeba mpumernTn ma oOpaT MPETXOTHOr TBPhema He MOpA, /13 BaXKH.

Teopema 2.24. Axo je Vp > 2, onda 3a ceéaxu npocm gaxmop q 0d M, saocu: ¢ =1 (mod p) ug==£1
(mod 8).

Hoka3z. Kao mro je mokasano, ako je 2P — 1 mpoct 0poj, oHIa je u p > 2 mpoct 6poj. AKo je ¢ mpocr
daxrop 6poja M, ouza je 2P = 1 (mod ¢), u Kako je p mpoct Opoj, OHAA je Oamr p jesHAK HajMAIbeM
NO3UTHBHOM eKCHOoHeHTy k TaksoMm ga je 2¥ = 1 (mod ¢). 3aro y MyATHITEKATHBHO] TPYyIH Z4 6p0j
2 uma pex p. Kaxko pej esemenra nesu pey rpyue, ciaegu na je ¢ = 1 (mod p). Ilowro je p venapan
npoct 6poj, caean aa p| ‘1%1, OJTHOCHO 2% =1 (mod ¢q). Canma n3 OjrepoBor KpuTepujymMa cienn 1ia je 2
KBaJIPATHU OCTATAK 1O MOJLYIY (, OTAKIIE Ha OCHOBY (%) = (71)(”2’1)/8 Baxku 12 je ¢ = +1 (mod 8). O

Oge nBe Teopeme omoryhyjy ma ce mHOTO edukacuuje Hajgase MepceHoBr mpocTr OPOjEeBU HETO TTPOCTE
6pojese yomrmmre. Metos 3a Tectupame MepcenoBux OpojeBa moxke outu cieaehu: Iloummse ce ca TecTu-
pameMm Mepcenosux 6pojesa M), camo 3a npocre spensoctu p. Onza ce nposepasa ga ju je M, = 1
(mod ¢) 3a HeKOIMKO Majux npocrux OpojeBa ¢ Koju 3axoBosbaBajy ¢ = 1 (mod p) u ¢ = £1 (mod 8).
Bpojesu koju 1poly oBaj recr ce onza nousprasajy Jlykac-JIemeposom recry (euru. Lucas-Lehmer test),
KOJU je TeCT 3a NOKa3WBarke MTPpUMATHOCTH 32 MepceHoBe Opojese jep 3axTeBa mo3HaBame (pakTopusalmje
6poja n + 1 ga 6u ce ompennso ga am je n mpoct. Kako je M, 41 = 2P, oBaj TecT ce JaKo TTpoMemyje Ha
Mepcenose npocre Gpojese [1].

Jeman oz HepereHX MaTEMATHYIKUX IPoOIeMa je 1a i nmMa 6eCKOHAYHO MHOTO MepceHOBUX mPoCTrX
6pojesa. o 2012. rox. je orkpuseno 46 Mepcenosux npocrux 6pojesa. Takobe je 3anumMsbuBO 118 HEjE
[O3HATO [a JII MOCTOJU HEKH Heomkpuseny Mepcenos mpoct 6poj usmely 41.or (May o36,583) 1 46.0r
(My3,112,609) Mepcerosor mpocror 6poja. ¥ mernem6py 2011. je dokasano na je 41. Mepcenos mpoct 6poj
Ma4,036,583-2°

Tepheme 2.9. Bpojesu 2™ — 1 u 2" + 1 ne mo2y ucmospemero bumu npocmu 3a ueo bpoj n > 2.

Hoxka3s. Oso ciequ u3 TBphema Koje cMo nperxofaHo Hapenu. Hanme, ako je Mepcenos 6poj m = 2" — 1
npocr, onzga je n upocr 6poj. C apyre crpame, ako je 2" 4+ 1 mpoct 6poj, onga je n = 2F, ommocuo
f=2"+1= 22" 11 je ®epmaos 6poj. OBa aBa 3axTeBa 3a 1 Cy y CYNPOTHOCTH jelaH ca APYLUM 3a
n>2. 3an=1ciemu na je m =1, f = 3, u Tpeba npumeruru jga 1 zHuje npocr 6poj, K0K 3a n = 2
BaxkM ma je m =3, f =5, ma cy 2" — 1 u 2™ 4+ 1 nucToBpeMeHO MPOCTH jeUHO 38 N = 2.

Jpyru obsunm npoctux 6pojeBa

IIpor?! je 1878. romume objaBuo cienehy Teopemy:

Teopema 2.25 (IIpotoBa Teopema). Hera je n = h-2F + 1, 2de je 2 > h, h nenapan ueo 6poj. Axo
nocmoju yeo 6poj a maxas da je a"T = -1 (mod n), onda je n npocm 6poj.

n

Jpyruym peunma, axo je n > 1, 28|(n — 1), 25 > /n, m "= = —1 (mod n) 3a Heku nemm 6poj a,
OHJIA je m TPOCT OpOj.

OBa TeopemMa MOXKe IOCTY’KUTH KA0 TeCT IPUMATHOCTH 3a Gpojese obuka h - 2% + 1, 138. IIpoTose
6pojese. Ilpsu mpoctu IIporoBu 6pojeBu cy 3, 5, 13, 17, 41, 97, 113, 193. Y3 Mepcenose npocre
opojese, IIporoBu mpoctu 6pojeBu cy mehy Hajsehmm mo3narum mpocruMm OpojeBuma. IIporoBu mpoctu
OpojeBu cy Takohe OuTHU jep mpenacraibajy moryhe daxkTope @epmaoBux Gpojea. [Ipumernmo u 1a cy

®epMaoBu OpojeBH cHenujagan caydaj [Iporosux 6pojesa.>?

Baxku u ommruje TBpheme:

19Bpojnk —1, n>2, k> 0 je gessus can — 1.

20GIMPS, BeIMKO MHTEPHET HCTPaXKHBaK-€¢ IPOCTHX OpOjeBa, je M3BPIIMIO IPOBEPY CBUX MAmHX MepceHoBux 6pojesa.
Kako nucy nponahenu npoctu 6pojesu, “41. nosnamu Mepcenos npoct 6poj” cana je jemrocraBuo “41. MepceHOB mpocT
6poj”.

2Ipor (Frangois Proth), 1852 — 1879, dbpamnycku maremarudap.

2233, pumre urdopmanuja o [IpoTosum 6pojesuma, dbaxTopusanuju PepMaoBux 6pojeBa, U APYTEM HHTePECAHTHIM TeMEMa,
¥ IIporpaMmuMa, BUAeTH http://wuw.prothsearch.net/ u http://primes.utm.edu/programs/gallot/index.html.
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Teopema 2.26. Hexa je n = h - q* + 1, 2de je q¢ npocm 6poj u q* > h, h # q. Axo nocmoju ueo 6poj a
n—1
maxae da je a” 1 =1 (mod n), unzd(a @ —1,n) =1, onda je n npocm 6poj.

23

Hedunuurnja 2.33. PamanymkaHoB“” n-tu npocT 6poj je HajMamu 11eo 6poj R, Takas ja BaxKu

m(x) —m(x/2) > n 3a cBako = > R,,.

Hajmamu Pamanymkanosu npoctu 6pojesu cy 2, 11, 17, 29, 41, ura.

2.7 Pumanona 3eta-dyuknuja. Pacnonena npoctux 6pojena.

Pumanosa 3era-dyunkiuuja () je 360r cBoje Be3e ca pacIoIesioM IIPOCTUX OPOjeBa jelHa O HajBAaXKHUJUX
dyHKIIHja y Teopuju 6pojesa.

Hedunnnnuja 2.34. PumanoBa dyHkumja, y oznamm ((s), je GyHKIMja KOMIUIEKCHE TTPOMEHJBHBE S,
s=o+1i-t, rae cy o, t peasru OpojeBu, u geduHUCcaH] je ciaeaeioMm DECKOHATHOM CYyMOM:

o0
1
C(s) =D — (Re(s) > 1),
n=1

upu 9emy peJ| Ha JeCHO] CTPaHu ancosiyTHO u yHudbopMHO Koneprupa 3a Re(s) > 1 (1j. 3a 0 > 14§
3a cBako 0 > 0), u y 10j paBHu UpeJCTaB/ba peryjaapuy GyHKUm]y 01 S. 3a Ocraje BPeJHOCTH S, 3era-
dbysrIMja ce meduHUIE AHATUTUIKAM TPOLYKEHEM KPO3 KOMILJIEKCHY PABAaH W PETyIapHA jé OCHM 33
s=1.

®dyukuuja ((s) Jaje aHAIUTUYKY TPUCTYIl Teopuju npocTux 6pojeBa. Ojiaep je oTKpuo B3y 3eTa-
dyHKIEje u pacmoesie MpocTuX Opojesa:

Yosim =har==0+x+t+)0+F+g+.) A+ E+5+.)- (Bac>1)

rae je uo pedununuju jgesa crpana ¢(s), a GeCKOHAYHM IPOM3BOJ, HA JIECHO] CTPAHU j€ 1O CBUM LIPOCTUM
6pojeBuma p.

Ojnepos mpomssoj moka3syje na Pumanosa 3era-dynkmmja mema myme 3a o > 1. Takobe, ((s) nema
Hyse 3a 0 < 0 ocum y Taukama s = —2, —4, —6, ... Koje ce HA3UBA]y mpusujaste Hyae. CBe mpyre Hyse
Pumanose 3era-dynknuje mopajy sexkatu uamehy 0 < o < 1. Uysena PumanoBa xuiiore3a kKaxe Ja
OBe HyJle Y CTBApH JieXKe Ha JUHUJH 0 = % MNako PumanoBa xumore3a Huje J0KA3aHA, IMOCTOje MHOTA
TBphema 1 padyHAPCKa M3PadyHABambA KOja CBEI0YE y HEeHY KOPHUCT.

Bera-pyukiuja uma cienelie speanocru 3a Heke onaGpane 6pojese: ((0) = —3, ((3) ~ —1.46035,
((1)=141+4 %+ ... =00, (xapmonujcku Hus).

Teopema 2.27. Ilocmoju beckonauno mMHo20 npocmux bpojesa.

Hoka3z. Ogaj noka3s mao je Eykiawnz. IIpernocraBumo cynpoTHO, 1a OCTOjH KOHAYHN CKYTI KOjU CaJpIKu
cBe mpocte 6pojere, {p1, P2, ..., P - Pazmorpumo 6poj n = py - pa - ... - p + 1. IIpema ocHOBHO] Teopemu
apuTMeTHKE, OPOj 1 Ce MOXKE MPEICTABUTH K0 IMPOM3BO/I MPOCTUX OpOjeBa, IMTO 3HAYHN Ja MOCTOjU MTPOCT
6poj p takas na p|n. IIpema nedununmju, n = 1 (mod p;) 3a cse p;, 1j. piln — 1 u p; 1 n. Mehyruwm,
BaXKM /14 P|n, [1a ce MOXKE 3aKJbyUUTH /1A je p # p; 3a cBako p;. Oznatie cienu ga je p npoct 6poj Koju He
HPUIAJIa CKYIy CBUX OPOCTUX Opojesa, mro je kourpaguknuja. Onapne cieau Tpaxena treopema. [

Hanomena 2.17. ITocmarpajmo GpojeBe obivika n = py - pa - ... - px + 1, vae je {p1,pa,..., Pk} CKyn
CBUX TIPOCTHX OpojeBa 70 mpocTor Opoja py 3ajemHo ca pi. llpmmepm mpoctux OpojeBa OBOr OO/MKA:
2:34+41=7,2-3-54+41=231,2-3-5-7+1 = 211, ura. Ilpocru 6pojeBu oBOr OOIHMKA Ce 30By H
Eykaunosu npoctu 6pojeBm (enru. Euclid primes). Y omrem ciyuajy, 6pojeBu oBor obsuka, Tj.
Eyxnunosu 6pojesu ue mopajy ma 6ymy npoctu. IIpumep je 6poj 510511 =2-3-5-7-11-13-17+ 1 xoju
je nemus OpojeBuma, 19, 91, u 277.

23Pamanymkan (Srinivasa Ramanujan), 1887-1920, jenam o7 Hajsehnx MHAMjCKUX MaTeMaTHYapPa.
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Behuna TecToBa npumMasiHOCTH Ce IPUMEbYje Ca XKE/bOM Ja Ce IOKAKE IPOCTOCT BEOMA BEJIUKH [IPOCTU

OpojeBu, u ma ce TO ypaau mTo Opxke. Mako ce mpoctu 6pojeBu npopelyjy y HU3Yy TpupoIHuUX OpojeBa u
HUCY TIPABUJIHO pacnopehenn, mMoKa3aJjm CMO /13 WX UMa OECKOHAYHO MHOTO.
U3 nperxonne teopeme cienu ga je lim, .o, m(n) = +oo. 3a mase BpeaHocru 6poja n jako je mahu
BpeaHocr dyukuuje 7(n), anm Kaja Cy y HuTaiby IIPOU3BOJLHO Besuku 6pojeu, 6usio 6u Jerno uMaru jeji-
HOocTaBaH u3pas Koju gaje w(n). Haxasnocr, He nocroju tauan uspas 3a m(n), aju LOCTOje ALPOKCUMALA]E
3a KOje je JOKA3aHO JIa Cy MPHUOIUKHO TadHe.

Teopema 2.28 (OcHoBHa TeopeMa o mpocTuM GpojeBuMa). Acumnmomcku 3aKoH pacnodese npo-
mj. m(n) je acumnmomcku jednaxo =, lim, oo == = 1.

Inn

cmuz 6pojesa 2aacu: w(n)

n
~
Inn?

OcHoBuy Teopemy 0 upocrum 6pojesuma (eurit. prime number theorem, PNT) nokasanu cy, ne3as-
ucHo jeman on apyror, Amnamap?* n Baje-Ilyacen®® 1896. rogmme. OHO MTO Cy OHE 3aIIPaBo JOKA3AJMI
je ma 3a mexw 6poj C' > 0 Baskm: 7w(n) = li(n) + O(n - e~CVInn)

naann: li(n) = [)' {2 Cnemn na je li(n) ~ .

n

, oae je li(n) medumucano ma crenehn

Ipumep 2.14. ¥ caezehoj tabenu je gara tadna BpeJHOCT 7T(N) U HEHA alPOKCHMAIU]ja;

[ o] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10 ] 100 [ 1000 | 10000 |
m(n) [ 1] 2] 2 3] 3[ 4] 4] 4] 4] 25[ 168 ] 1229
= 292729 [31[33[36[38][41[43] 22| 145 [ 1086

Tlopeheme Taunnx BpeanocTu 3a 7(N) U AIPOKCHMAIA]e

Anpokcumanuje y ropmwoj rabesiu He u3riienajy OJMCcKO TaYHUM BPeJHOCTUMA, aJld KAKO 1 PacTe, allpOKCHU-
marnuja ce mobospirasa [1].

Tlocnemuna 2.4. Anpoxcumayuja n-moe npocmoez 6poja je nocaeduya OctosHne meopeme 0 NPOCMUM
bpojesuma. Axo ce ca p, 03naywu n-mu npocm 6poj, onda je p, ~ n - Inn.

OcHoBHa Teopema 0 IPOCTUM OpPOjeBUMa, C€ Y€CTO KOPUCTH /1, OM Ce M3BPIIIIIA MPOIEHA KOJUKO M3,
npocrux 6pojesa y onpeljeHOM MHTEpPBay, TAKO IITO Ce jeJIHOCTABHO OLy3MMAajy JBe BPEIHOCTH 3a 7(N).

IIpumep 2.15. IpermocTaBuMo 1a je IOTPeOHO MPOMEHHTH KOMHKO HMa IPOCTHX Opojesa mamehy 1010
u 101 7(101) — 7(1019) ~ 3.9481 - 10° — 4.3429 - 10® ~ 3.512 - 10°, Tj. y OBOM HMHTepBATy HMa OKO
3.512 - 10° mpocrux 6pojeBa. Ako ce 0Baj 6DPOj IIOJENH Ca BEJMYMHOM HHTEPBAJA, 100Mja ce Ja je OKO
3.9% nenwx 6pojeBa y OBOM MHTEPBALy TIPOCTO, WK y TIPOCEKY jeIaH o cBakux 26 6poja.

Ha mpumep, axo je y KpunTorpadCKoj alIuKaIuji ToTpeban cydajan mpoct 6poj mamehy 1010 o 101,
OHZIA je y MPOCeKy MOTPeOHO ma ce Tectupa 26 ciaydajua mena 6poja mpe mero mro ce Halje mpoct 6poj.
Takobhe, ako HEKO KeJn [ TMOrOAH KOju MPOCT OPOj U3 OBOT MHTEPBAJIa je KopuirheH y KpUITOrpadCcKoM
ajiropuT™y, OH Tpeba BUILE IyTa Jia Bpuiu norahame, mro npejacraBba 3aliTuTy.

Youurreno rosopehu, OcHoBHA TeopeMa O IpocTUM OpojeBUMa KazKe Jla ako je norpedbno Hahu npocr
6poj oko Opoja n, Tpeba TecTUpaTu OKO Inn ciry4uajuo m3abpanux meanx opojera. OBo MoKe OUTH yIOJIA
CMaFbEHO aKO Ce 3a CIydYajHe y30pKe y3uMajy camo Hemaphu 6pojesu y Gimsunu 6poja n [1].

Hamomena 2.18. Moke ce nokasatu 1a je m(n) ~ —'— Goba omena 3a 7(n). 3a pume nHOpMaImja
suzern [17].

Tspbhemwe 2.10. 3a damu npouseoman yeo 6poj k > 0, mooce ce nahu k ysacmonnur croncenur 6pojesa.

IIperxomno TBpheme, Koje jour jeanoM MOTBphyje 1a Cy mpocTh OPOjeBH PETKU y CKYILy MPHPOTHUX
OpojeBa, MOXKe ce JIaKO TOKA3aTH KOHCTPYKIMjOM TParkKeHuX OpojeBa.

Teopema 2.29 (Beprpanos nocryJar). IIpocmu 6pojesu cy dobpo pacnopelienu y cmucay da, 3a c6axo
n > 1, ysex nocmoju npocm 6poj usmehy n u 2n.

24 A namap (Jacques Salomon Hadamard), 1865-1963, dpaHniyckn MaTemarudap.
25Bage-TTyacen (Charles Jean de la Vallée-Poussin), 1866-1962, 6enrujcku martemarudap.
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Yebummes?® je 1ao mormyn nokas oBor TBpljema, TAKO Ja ce OH jolr Ha3uBa u Beprpan-Ueburnesiresa
TeopeMa uiu JebWIeBpeBa TEOpEMA.

3aHUMJPUBO je TUTame KOje KJIace OCTaTaKa a 1Mo MOIyJy d CaJp:ke TpocTe OpojeBe, U y KjaacaMma Koje
HX caapKe, KOJUKO Cy YeCTa I0jaB/bUBaba IIPOCTUX OpojeBa. AKO a u d MMajy 3ajeJHUYKHU IPOCT PaKTop,
OH/JIa Ta] TPOCT OPOj JeJI CBAKHU €JIEMEHT T€e KJIACe OCTATAKA, OJAKJIe CIEIU JIa Ta KJIACa OCTATAKA HE MOYKe
Ca/IP2KATU BUILE OJf TOT jesHOr Ipocror 6poja. Jesan o HajOMTHUjUX pe3yJsiTara OBAKBOI Pa3MaTpPaiba
je Ia je To jeamHa MpermpeKa 3 KJIaCa OCTATAaKA CAAp:Ku OECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX OpOjeBa.

Teopema 2.30 (Iupuxseoba Teopema). 27 Ceaxa apummemuuxa npoepecuja a +k-n, k > 0 yeo
6poj, u bpojesu a u n y3ajammno npocmu, nzd(a,n) = 1, cadporcu Geckonawno mnozo npocmux bpojesa.

Hanmomena 2.19. Jaka dopma dupuxiieoBe Teopeme Kaxke 7a 33 OMIO KOjJy OBAKBY apUTMETHUKY PO~
IPeCHjy, CyMa PEeIUIPOYHUX BPEIHOCTH MPOCTUX OPOjeBa Y MPOTPECUjU JUBEPTUPA.

Ako ce ca w(z;n,a) o3naun 6poj npocTux GpojeBa y KJach OCTATAKA a 110 MOIYJLY 1 KOju Cy Marbu

unu jexnnaku of  u Baxu nzd(a,m) = 1, onpa 3a dbukcupane uese 6pojese a, n > 0 Baxu zua je
m(zin,a) ~ gy (@) ~ g s ~ g (). Kaxo kiace ocraraxa 1o MOAyIy n Koje HHCY y3ajaMHo

MIPOCTE Ca N MOTY Ja CaApzKe HajBUINE jeJaH MpocT Opoj, CAeau Ia Cy CBU MPOCTH OPOjeBM, OCHM HUX
KOHAYHO MHOIO, y ocTajux ¢(n) Kjaca ocraraka 110 MOJYJY 7T, U CBaKa OJ THX KJaca OCTATaKa IO
MOJLyJly T CaJIPZKU ACUMIITOTCKU UCTH J1e0 npoctux opojesa. OBaj pesysrar ce join Ha3uBa U Teopema
o mpocTtuM OpojeBuMa 3a KJiace octaraka. /[pyradnje pedeHo, pa3jininuTe apUTMETHIKe TPOTPECH]je
ca UCTUM MOJYJIOM 7 UMajy MpUOIMKHO UCTE MPOMOPIIKje MPOCTUX OpOojeBa.

IIpumep 2.16.

e Baa =5, k =6, Baxu na je nzd(5,6) = 1 u npocrux GpojeBa obmnKa 6n + 5 nMa GECKOHAYHO
MHOTO, Tj. apurMmMeTmdka mnporpecuja 5,11,17,23,29,35,41,47,53,59,65, ... caapxu OECKOHATHO
MHOT'O IIPOCTUX OpojeBa.

e ITlocroju beckoHaYHO MHOTO TTPOCTHX OpojeBa obauka 2n+1, 4n+1, 4n+3, 6n+5. Mebhy OpojeBuma
obsuka 4n + 3, mpoctu 6pojesu cy 3,7,11,19,23,31,43,47, urx.

: 1,1, 1 1 1,1 1 1
Ha ocnosy jake /lupuxiieose Teopeme BaxKu 13 5 + % + 17 + 15 + 35 + 37 + 35 + 77 +--- AUBEprupa.

2.8 Iloswe Tasioa

T'amoaoBa moJba® cy nosba xonaunor peja. Konauyna osba MMajy BazKHy yJIOry y Teopuju oOpojesa,
anrebapckoj reoMeTpuju, Kpunrorpadujn, Teopujn Koampamwa. Kopucrn ce noranmja: GF(n) — mosme
Tanoa pena n, (earn. Galois field).

Hedununmja 2.35. Heka je L nosse koje cagpzxu noackyn K, K C L, u K je ca onepauujama Hacies-
jenum u3 L cam 3a cebe noswe. Tana ce L nasusa pammpemem noma K (enrs. extension field), a
K ce nasuBa mommosbem on L (enrn. subfield). Csako mo/be MMa HajMambe MO0/, KOje Ce HA3MBA
npocto noanoske (euryi. prime subfield), n koje je uzomopdHO waK NOKY panuoHaaHux 6pojeBa Q (y
TOM CJIydajy Ce Kaxke Ja je I0/be KapaKTepUCTUKe Hyja), uau je uzomopdHo ca GF(p) 3a meku npoct
6poj p (y oBoM ciiyuajy ce Kaxke Jia je [0J/be KADAKTEPUCTUKE D).

Hedununuja 2.36. Heka je L pammpeme moma K. Tama ce 3a L moxke pehu u 1a je BekTOpCcKU
npocTop HaJ noanosbeM K, rie cy BEeKTOPCKO cabupare W CKaJIapHO MHOXKEhE jeIHOCTABHO Oleparliyje
cabupama 1 MHOXKewa y L. /luMen3uja oBOr BEKTOPCKOr mpocTopa ce 3ose creneH o1 L Hag K (enri.
degree), u o3uauasa ce ca [L : K].

Tephemwe 2.11 (Ocobune reneparopa).

1. Ped n nowa GF(n) mopa 6umu cmenen npocmoe bpoja. Hexa je p xapaxmepucmura nowva GF(n).
Onda GF(n) cadpotcu npocmo nowe GF(p). Jaxo ce mooce noxazamu da axo je GF(n) nowe can
eaemenama, onda je n = pF, odnocro n je cmenen xapaxmepucmuxe p, p je npocm 6poj. Taxobe,

26Ye6umen (Pafnuty Chebyshev umm Tchebysheff), 1821-1894, pycku maremarudap.
27 NTupuxie (Gustav Lejeune Dirichlet), 1805-1859, Hemauku MaTeMaTH4ap.
28Tanoa (Evariste Galois), 1811-1832, dpanmyckn MaTemaTuyap.
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3a ceaxu cmenen k > 0 npocmoz 6poja p nocmoju nowe 0d n esemenama n = p* u oso nowe je
jeduncmeeno (0o na usomopdusam). 16a nowa ¢y uSOMOPHHA KO UMY UCTY CTPYKMYDY, UGKO
PENPEIENMAUUIA HUTOBUL EAEMERATNG MOHCE DUMU PA3AUNUMNG.

m

2. Csaxo nodnome GF(q) xonaunoz noma GF(n), n = p™, uma ped q = p*, 2de k deau m.

3. Eaemenm a € Z7,, oonocno a € GF(n), xoju uma ped ¢p(n) ce 306e 2eHepamop uiu NPUMUMUBHU
xopen. Ceaxo nowe GF(n) cadporcu bap jedan zenepamop a.

4. Hexa a € Z,. Tada a uma unseps axo u camo axo je nzd(a,n) = 1. Myamunauxamuena epyna
00 Zy, ce osnauasa ca Z2: 7 = {a € Zy| nzd(a,n) = 1}. Axo je a eenepamop y 77, onda je
Z;, ={a’ (mod n)|0 <i< ¢(n)—1}.
pyzanuje peneno, axo je L, nowe céu He-HYAa eremenmy Y Ly, mo2y Gumu penpe3enmosant Kao

#(n) =n — 1 ysacmonnux cmenena zenepamopa a: 1, a, a?, a?,..., a2 g1 =1 g" =aq,...

5. Z} uma 2enepamop axo u camo axo je n = 2,4, p* uau 2p*, 20e je p nenapar npocm 6poj u k > 1.
Axo je p nmpocm 6poj, onda je Z, nome u uma zenepamop. Akxo je n = p-q, p,q padauNuUmMU
npocmu 6pojesu eehu 0d 2, onda n wema npumumusru kopen. 060 caedu u3 wurbernuye da je

o(n) = o(p)o(q), d(p) =p—1 u ¢d(q) = ¢ — 1 cy napuu bpojesu, u 3a ceaxu 6poj a, maxas da
je nzd(a,n) = 1, na ocnosy Ojaepose meopeme sasrcu da je a5 = (a¢(p))¢(2Q) =1 (mod p), u
$(n)

¢(n) .
caunno a2 =1 (mod q), odakae credu da je a2 =1 (mod n), nan =p-q He Modce umamu
NPUMUTNIUBHY KOPEH.

6. IIpemnocmasumo da je a 2enepamop y Z:. Tada je b= a* (mod n) maxobe 2enepamop y Z!, axo
u camo axo je nzd(k,p(n)) = 1. Odamae caedu da axo je Z: uurauuna, mada je 6poj zenepamopa

¢(¢(n)).

7. Bpoj a € 7, je eenepamop y 7L}, axo u camo axo je a®M/p £ (mod n) 3a cearxu npocm desumen

p 00 ¢(n).

IIpumep 2.17. Ha ocnosy mane @epmaose Teopeme ciieau nay Zs baxku qa je v* = 1 (mod 5). Taxobe,
jesHOCTaBHUM M3padyHaBameM ce nobuja aa je (z — 1)(x —2)(z — 3)(x — 4) = 2* — 1023 + 3522 — 50z +
24 = z* — 1 (mod 5). 3ampaso, Ha ocHOBY Mame DepMaoBe TeopeMme, y OMIMITEM CIydajy BaskKdm 1a je
Pt —1=(@—-1)(x—2) ..-(x—p+1) (mod p), z € Z,, p mpoct 6poj.

Hedbunannnmja 2.37. Heka je p eeauxu upocr 6poj u g,a € Zy (y onmrem ciydajy g,a € Gy, rae je
(Gp, ) KOHAYHA IUKJIMYIHA TPYIA), U HEKa je g reHeparop Te rpyme. Tamga je eeoma mewxo mahu 1meo
06poj = Koju 3am0BOJbaBA jenHaunny g° = a mod p. OBaj mpobsiem ce Ha3wBa MpobJjieM AMCKPETHOTr
sorapurma (enri. discrete logarithm problem, DLP). Bpoj x ce 3oBe ungekc (euri. inder) 6poja a y
oxnocy Ha g (110 MoOJyJly p) U O3Ha4aBa ce ca ind a.

IMosmmuaomMmu Hag mossem Iajtoa

Hedununuja 2.38. IIpcren noaunoma GF(n)[z] je ckym cBux mommuoma ag+ a1z +as®? + ...+ @y, z™
1o npoMensbuBoj 2 ca koebunujentuma a; € GF(n). Hajsehu neo 6poj m 3a koju je a,, # 0 je crenex
nojuHoma f(x), y osuaiu deg f(x), a koedurujent a,, je Bogehu koedunujenr. IlosunoM je MoHnuan
(enrsi. monic) ako je Bomehu koedbunmjent jennak 1.

3a crako nowe GF(n), mpcren nonunoma GF(n)[z] je KomyTaTnBaH, HEMa TMPABUX JEJIUTEHA HYTIE, U
HErOBU WHBEPTUOU/IHU €JIEMEHTH Cy 3anpaBo HeHysa ejneMentu noba GF(n).

Hedbunuruja 2.39. IMomunom p(x) je HepacTaBsbuB (enrs. irreducible) y nmoswy GF(n) ako p(x) ue
Moxke 6utn haKTOpUCaH y npousBof, aga nonmuaoma amker crenena y GF(n)[z], nckmpyayjyhn xorncranTe.

[Ipcren monnHOMa MMa MHOTE 3ajeJHIUKE OCOOMHE ca TPCTEHOM 1enX Opojesa. HepacraBibusn mosu-
HOMH y MPCTEHY MOJMHOMA, MMajy WCTY YJIOry Kao mpocTu OpojeBu y mpcreHy menux OpojeBa. lIpcren
HOJMHOMA uMa jeawHCTBeHY dakropu3amujy (eHrsi. unique factorization) mTO 3HAYM Ja CBAKU
MOHUYHU TIOJMHOM MOKe OMTH 3aIllMCAH HA CAMO jeJ[aH HAYWH, /10 HA Pacnope] GpakTopa, Kao IPOU3BOJ,
MOHUYHUX HEpacraB/busux nosnaoma. [lonunoM Koju HUje MOHMYAH MOXKe OMTHU 3AIKCAH HA Je/INHCTBEH
HAYMH Ka0 KOHCTAHTA MyTa TaKaB Mpou3BoI. BaxKHo je moMeHyTH Ja 3a MOJIUHOME HaJT KOHATHUM MOJHEM
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Bazke TBphema exkBuBajeHTHA EyKiinI0BOM ajaropurmy, ajiropurMmy JI€/beiba, Kao U OCOOMHE pesialyje
KOHTpyeHnuje. 3a Buie nHMOPMAIHja O TPOIUPEeHOM EyKInI0BOM aJropuTMy 3a TOJUHOME, KOJU CE
KODHCTH ¥ 3a M3pavyHaBambe WHBEP3a MOJNHOMA, BHaeTH [17, 28].

Hedunuunuja 2.40. Ako g(z), h(z) € GF(n)[z], onna e kaxke Ja je g(r) koHrpyenTaH h(z) 110 MOIyLy
f(x) ako f(x) nemu g(x) — h(x). OBo ce o3nauasa ca g(x) = h(x) (mod f(x)).

Hedbununuja 2.41. Ilosunom p # 0 je upoct y GF(n) ako Huje uHBeTHOUIAH U aKO 32 HPOU3BOJHHE
nosuHOMe a, b Baxku: p =a-b= plaV plb

Teopema 2.31. Iloaunom p y GF(n) je npocm axo u camo axo je u mepacmasnus. Ilocebro, ceaxu
noaurom cmenena 1 je npocm.

Hedununuja 2.42. Hepacrasmus nomuuom f(z) cremena m ca xoedunujenruMa u3 Z, je IPUMHTHU-
BaH (eHrst. primitive polynomial) axo je x remeparop y GF*(p™), My TUILIUKATHBHE IPyTIe CBUX HEHYIIA
enemenara u3 GF(p™) = Z,[z]/(f(x)).

Hedununnuja 2.43. Hepacrarmus nomnuom f(x) € GF(n)[z] cremena m je MpuMUTHBAH aKO M CAMO
aKo je HajMarsu TIO3UTHBAH Tieo 6poj k 3a koju f(z) memu xF — 1, jeanmak k = n™ — 1.

Hpyraanje peueno, monuunoMm f(x) cremena m ca xoedurumjentuma y GF(p) = Z, je npuMmuruBan
m
nosmHOM ako uma Kopen a € GF(p™) rakas na ckyn {0,1,a,a? a3, ...,a?" ~2} uunu nesno nome GF(p™),
u f(x) je MOJMHOM Ca HAjMAIUM CTEIIEHOM KOjU UMA ¢ KaO KODEH.

Teopema 2.32. Kopenu a; npumumuenoz noaunoma m-oz cmenena, f(r) € GF(n)[z], umajy ped n™—1.

Tpeba mpuMeTHTH Ja Cy KOPEHH (1 IPHMHUTHBHOL [IOJHHOMA M-OI CTENEHd 3alPaBO IPUMUTHBHA
enemerntn y GF(n™).

-
) -1
Teopema 2.33. 3a ceaxu m > 1 nocmoju mawro 7¢(pm ) monunnuz NPUMUMUBHUT NOAUHOMA CTENEHA

m nao Zy.

Hedununuja 2.44. GF(n)[z]/(f(z)) o3nauasa ckyn (tj. kiacy exsusasnenmuje) monuuoma y GF(n)(z]
cTerneHa Mamer ofi crernena moinHoMa f(x). Cabuparme W MHOXKEe ce W3BpINaBajy mo Moayiy f(x).

Teopema 2.34. GF(n)[z]/(f(x)) je komymamuenu npcmen. Axo je f(x) nepacmassus nosurom cme-
nena m wad GF(n), onda je GF(n)[x]/(f(x)) nowe.

Koucrpykiuja nmossa Tanoa GF(2™)

IIpumep 2.18. Koucrpykmuja GF(2)[z] [oanroMm crenena n Hajx xkonauruMm moskeMm GIF(2), 1j. ca
koedunujentaMa 0 uan 1, je IPIMUTHBAH aKO HEroB KOopeH a uMa pen 2" — 1. Caean ga je z2 +x + 1
nepacrtasbus Hag GF(2) jep Huje ne/buB HEje HAM MOTMHOMOM TpBOT cremena. [lommaom x2 + z + 1 je
U IPUMHUTHBAH, ¥ uMa pex 22 — 1 = 3.

Taxobe, p(x) = 2® + 2 + 1 je npuvmurusan y GF(2)[z] u uma pex 22 — 1 = 7. Tlocmarpajmo caza
nonunome u3 GF(2)[z] n muxose ocrarke mo moayny p(z) = 22 + x + 1. Heka je a xopen o p(z) =
a®+a+1=0= a®=a+1. llpumernvo 1a ce KoedUIHjeHTH PAIyHAjy MO MOIYIY 2, a TIOJIMHOMH TIO
moayay x® + x + 1. Taxobe, Baxku 1a je —1 = 1.

l Exkcronentjaanu 3ammc [ ITonmuomujasnu 3amumc [ BekTopcku 3amuc ‘

0 0 (0,0,0)
a’ 1 (0,0,1)
a' a (0,1,0)
a? a’ (1,0,0)
a® a+1 (0,1,1)
a’ a+a (1,1,0)
a’ a>+a+1 (1,1,1)
a® a® +1 (1,0,1)
a’ 1 (0,0,1)

Komcrpyxmmja moma GF(2%)
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Cabupame: a’+a° = (a?) + (> +a+1) = (a+ 1) = a?;

Muoxeme: a*-a® = (a2 +a)(a®+a+1) = a*+a=a*+a+a = a2, 1j. a*-a® = a® (Med 2°~1) — 42,

Onasne caemn na je GF(2)[z]/(23 +2+1)={0, 1, z, 2+ 1, 22, 22+, 22+ 1, 22 + 2 + 1} mome
on 8 enemenara 1j. mosbe GF(23) koje je penpesentopano ckynmom csux mosmnoma Haj GF(2) crenena
mamer on 3. Jpyraumje zamucano, GF(23) = {az2? + a12 + ag| a; € {0,1}}. Mowxe ce KopucTuTH u
sekTopcku 3amuc GF(2%) = {(ag, a1, a0)| a; € {0,1}}.

IIpumurusnu nosunomu crenena n Hag GF(2) ce ynorpebibaBajy 3a renepucame mceyo-ciydajHux
HU30BA N-TOPKU HYJIA U JEAMHUIIA, IITO MOXKE OMTH KOPUCHO 33 KpUuTOrpadCke amimkamuje.

2.9 EJjgnnTtmyke KpuBe

Jedununuja 2.45. Hexa je K nome kapakrepucruxe char K # 2,3 u neka je f(x) = 23 + ax + b, rie
a,b € K, monmmnom Tpeher cremena 6e3 BUMIECTPYKNX Kopera, Tj. Baxku 4a’ + 27b% # 0. Eauntmaka
kpuBa Haj nosbeMm K (enru. elliptic curve), y osnann E(K), je ckyn Tauaka (zr,y), TakBux na z,y € K
33J10BO/bABAjy jeaHaunny y? = x° + ax + b, yxmpydyjyhu emement O Kora Ha3BaMoO GECKOHAUHA TATIKA
(enrst. point at infinity).

OmmiTa popMa jeTHAUNHE 33 €IUITHIKY KPHBY KOja e MOKe IPEMEHHTH 33 CBakKo mobe K je y? +
a1xy+asy = x4+ asx? +asx+ag, n Koja ce 3a char K # 2 moxe rpancdopmucaru y y? = x°+ax?+bx+c,
a 3a char K > 3 y jennaunny y? = 2% + azx + b.

Axo je F(x,y) = 0 uMninmuTHa jemnaunta 3a y Kao dbynxuuje on x, tj. F(z,y) = y?> — 2% — ax — b,
ouzia je tauka (r,y) HA KPUBOj HECHHTyJapHa (eHII. non-singular) ako je 6ap jeman o mapIujaJHUX
ussoga OF/0x, OF /0y pasmuuur oz myje y toj tauku. Huje Temko mokazaru a je ycjioB ja KybOHa
jeHAYMHA HA JIECHOj CTPAHW HEeMa BUIIECTPYKE KOPEHe eKBUBAJIEHTAH YCIOBY JIa CBE TaYKe HA KPUBO]
Oy/ly HECHHTyJIapHE.

WaTepecanTHO je HCTAaKHYTH J1a CKYIl TadaKa HA €MUITHIKO] KPUBO] oOpasyje KOMyTAaTUBHY I'PyIIy.
O6wyano ce pa3Marpajy eImnTHYKe KpHWBe HaJl KOHAYHUM MObeM Zp, The je p mpocT 6poj sehm on 3.
Taxobe, nmoma GF(2") kapakrepucruke 2 cy moceGHO MHTEPECAHTHA 300r ehUKACHUjUX U3padyHaBatba
HAJT eIUMITHYIKAM KPUBAMA.

3

Hedununuja 2.46. Heka je F enuntuyka KpuBa HAJI CKYIIOM PEATHUX OpOjeBa, nedUHUCAHA jeTHATN-
HOM y2 = 22 +a-x + b, u Heka cy P u Q nse tauke Ha F. Herarusuu 6poj on P u 36up P + Q ce
nedunanmy Ha cnenehn HadnH:

e Heka je O 6Geckonauna tauka. Axo je P = O, ouga je —P jeagnako O u P+ Q = @, 1j. O je
AJIMTUBHY HEYTPAJHH €JIeMEHT TPyIe Tadaka Ha eJIUITHYKO] KPUBO].

e Ako cy kopamHare Tauke P jennake (z,y), OHZA Cy KoopawHaTe Tauke —P jennake —(x,y) =
(x, —y). Hapasno, Baxkn na (x,—y) € E.

e Axoje @ =—P,oumaje P+ Q =0.

e Axo P u (Q mMajy pasimunTe x KOOpPAMHATE, OHIA Junuja | = P() mpecela KPUBY y TAYHO jOII
jemHoj Tauku (OCMM akO Ta JIMHUja HUje TAHT€HTa W Yy TOM CJydajy ce y3uma 1a je R = Q). Ako
ce pedunume P + @ = R, uuje cy KoopauHare (x3,ys3), OHIA je TadyKa Ipeceka IpaBe ca KPUBOM
Tadka — R ca KoopamHaTaMa (r3, —y3). Jlako ce Moxe n3Bectn (mpecek mpase | = PQ u Kpube) 1a

je xy = (L) —xy — 2y, y3 = —y1 + (L=2) (21 — x3).

e Axo je P = @, | je TanrenTa Ha KpuBy y Tauku P, oHIa je ca —R o3HauYeHa jeqWHa APYra TaduKa,
npeceka tanrente | u Kpuse, u gedunume ce ga je P+ @Q = R, uumje cy koopauHare (T3,ys3)-

3z2+4a 2
S )? = 2wy, Y3 =

Jlako ce Moxe nokazaru (MMIIMIMTHEM audepeHnupamem) ga je zg = ( T

31?+a
—Y1 + ( 201 )(xl — Ig).
[Ipumerumo 1a je omeparuja rpyre O3HAYEHA KAO CAOWparme Tadaka KOje MPUIAIA]y eJUNTHIKO]
KpHWBOj HaJ, mosbeM K, 3a pasiauky of omeparuje y K Koja je o3HaueHa MYyITHUILTHKATHBHO.

Caenu rpaduk xoju unycrpyje cabupame tadaxa P(2,3) u Q(3,5) Koje npunaiajy emmnTuakoj KPUBOj

y? = 23 — 3z + 7 man R. Tpadux je ypahern y mporpamy Mathematica.
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EnnnTuyka Kpuea: /
y 2 =x"3-3x+7 :

Cabupake Tayaka: : /
P+Q=R H /
JaE.s)
/
f
4 P2,3)
Y,

o e

RELT N

IIpumep cabupama Tadaka Ha eJUINTHYKOj KPUBO]

Jlenctpa je 1985. rommue yBeo ymoTpedy eMNTUYKUX KPUBUX y MeTozAe 3a (haKTOPHU3aIujy, a yop30
MTOTOM je KpeHy/a MPUMEHa eTUITHIKAX KPUBUX Yy TECTOBUMA MPUMATHOCTH. JlaHac ce cBe BHUIE KOPHUCTE
KpUOTOrpadCKy AJITOPUTMA 3aCHOBAHH HA €TUITHIKAM KPHBAMA.

Burie o esmnTaknM KprBaMa ce Moxke Hahw y [27].

2.10 Heku Hepernenu npobiieMu Teopuje 6pojena

Opehenn TecToBU HPOCTOCTH OCIAKA]Y Ce Ha XUIIOTE3€e KOje jOll HUCY JOKA3aHe, a 3a Koje ce Bepyje Ja
cy Taune. Hapounro cy mo3naTu TeCTOBM MTPOCTOCTU KOjU MPETIOCTaB/bAjy TAYHOCT PUMaHnoBe xumorese.

Ciiesie HeKH OJ1 HAJOUTHUJUX HEPEITEHUX TpobeMa 13 Teopuje OpojeBa:

1.

© 0 N O

10.

. TongbaxoBa xuIoresa:

Xunoresa o npocrum 6pojeBuma Gumsaumuma (earst. Twin prime conjecture): uma GeCKOHAY-
HO MHOT'O TIaPOBA MPOCTHX OpPOjeBa KOju Ce PAa3IuKyjy camo 3a 2.

29 cpaxm mapan 6poj Behim o 2 MOYKe ce HAMCATH Ko CYMa, B3 IPOCTA,
opoja.
Jla mn Baxxn PumaHoBa xumore3sa?

Jla mu yBex noctoju mpoct 6poj uamehy n? u (n +1)2, 1j. 1a 1m yBex mocToju 6ap jegan mpoct
Opoj usmehy cBaka JBa KBaJpara mejux opojeBa?

Ja mu mocroju 6eckonadano maoro @epmaoBux npocTux 6pojeBa? 3amnpaso, Ja Ju MOCTOju OUI0
koju @®epmaos npocr 6poj nocie Fy?

Ila nu nocroju 6eckoHauno MHOro MepceHoBux mpoctux 6pojeBa?

. Ja nu nMa 6eCKOHAYHO MHOTO IPOCTHX GpojeBa obmmka n? + 17

Jla nu mocToju HemapaH caBpiiieH 6poj?

. Ako je p npocr, na qm je 2P — 1 ysek Oeskpauaparan? [pyraduje pedeno, na jm cy Mepcenosu

OpojeBH LIPOCTOI MHAEKCA yBEK Oe3KBaApaTHu?

Ja s PubonaunjeB Hu3>Y canp:ku GECKOHAYHO MHOIO IIPOCTHX OpojeBa, Tj. Ja JIM HOCTOjU

6eckonayHo MHOro @uboHaumnjeBux npocrux opojesa?

29TIomeryTa y Tongbaxosom muemy Ojepy, 1742. romune.
30Hus3 6pojesa y KoMe 36GHp IPETXOAHS 4Ba 6P0ja y HU3Y Aaje BPEIHOCT HADETHOT WIAHA HI3A.
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3 OcHOBHE ajredbapCKm aJropuTMu

JenHOCTABHO pevYeHO, aJropuTam je CKyn J00po JAeduHncannx KOpaka MOTpeOHWX /14 Ce W3BPIINU HEKHU
sazarak. Iloj mojMom asropurma cMarpamo MeToay (IpOleaypy) 3a PeliaBame Heke Kjace mpobiema,
KOja 3a ysaszHe nojarke oipeheHor Tumna gaje oaroBop (Tj. wu3Ja3HE MOJATKE) y KOHAYHOM BDEMEHY.
Hpyrum pednma, aaropuraM je epeKTUBHI METO/, U3parkKeH noMohy KoHadHe jiucte 100po neruHrCcannx
WHCTPYKIIMja 3a W3padyHaBarmbe QyHKIM]je.

ObwuumHo ce MO MOjMOM AJTOPUTMA TMOAPA3YMEBA]Yy METEPMUHUCTHYUKN ajaroputmu. JlerepmuHuc-
TAYKY AJIFOPUTAM je aJrOpUTaM KOju 33 JAaTH yJa3 YBeK Jiaje UCTU n3ja3, mposa3efin Kpo3 UCTU CKYTI
J00po mepUHUCAHIX KOPaKa.

HeneTepMUHUCTHYKY aJITOPUTAM Ce DA3JMKYyje O JAeTePMUHUCTUYIKOr MO TOME IITO MOXKE 2
nobe 1o m3naza kopucrehu pazjuydure nymese, MITO Ce BUAU aKO Ce 33 IHbUXOB ONUC KOPUCTU HEIEeTep-
vuancTraKa Tjypurrosa mammra.>!

IIpo6abunucruuku anropurmu (enri. randomized algorithms), Tj. anropurMu ca ciay4dajaornhy,
ce y 3aBHCHOCTH Of], yJ1a3a u oapeheHor ciaydajuor napamerpa u3Bpinasajy Ha pasauuante nadune. [locroje
AJTOPUTMH KOjH KOPUCTE CJIydajHOCT Ja 6u edukacHuje sparuiu tadan oarosop.>?Monrte Kapio aji-
ropuTtam je mpobabUIMCTHYKY aJITOPUTAM KOjU MOYKE BPATUTH HETAYaH PE3yaTaT ca oapehenom (Mamom)
BepoBaruohowm. /Ipyru Tun npobabumuctudxor ajropurma je Jlac Berac Tum asropmrMa KOju HEKA
He Bpalia MOrpelan pe3y/aTaT, ajli BeroBo BpeMe U3BpIuaBama Huje rapanrosano [10].33

VYV oBoM pajly TecTOBHM MPOCTOCTH Cy MOMe/beHW Ha OHe Koju Bpahajy pedyrarar ma je 6poj mpocT ca
onpehernom BepoBarHONOM, M OHE KOju JOKa3yjy mpocTocT maror 6poja. TecTtoBum ce MOry mOAETATH U
Ha JerepMuUHUCTUYKe u npobabuiucruyke, anu rpeba mMarud y Buly ga, Ha upumep, Jlac Berac tun
anropuTMa (aKO BpaTh pe3yarar) TadHo oxpehyje ma sid je 3amaTv Opoj MPOCT WJIM CJIOYKEH, KAO U Ja
MTOCTOje TECTOBU KOjU KOPHUCTE JETEPMUHUCTUYKHU MOCTYMAK, & YHjU je pe3yJTaT BepOBATHO MPOCT OpOj
[28].

3.1 Ilepdopmance nporpama. Ci0KeHOCT n3pavyHaBamha

Kommauma memopuje, Crosbalime MeEMOPHje U IPOIECOPCKOT BpeMeHa KOju ¢y moTpeOHu 1a 61 ce Iporpam
U3BPINKO OJI MPECYIHOT Cy 3HAYAja 33 IEroBy ynompedny epednocm. 3a MOYeTaK, yBOJE Ce jeJIMHUIe 3a
qyBambe AUrUTAIHUX nHpOpManmja u OP3UHY IPEHOCA TOAATAKA.

Koz cBux nporpama, a HApOYHUTO KOJI UMILJIEMEHTAIIA]E TECTOBA PUMAJHOCTH, ajiropuramMa 3a (ak-
TOPUBAIIN]Y U CUTA, TIOPe] Op3UHE KOjOM Ce M3BPINaBajy, BEOMA je OMTHA M KOJIWIMHA MEMOPHUje U CIIOJI-
jamme MeMOpHje KOjy OHM KopucTe. Jeamnuita mega-bit ozmagasa 1,000,000 6mra, mega-byte o3nauasa
1,000,000 6ajra, nok jemmruia mebi-bit o3mauasa 1,048,576 6ura, a mebi-byte o3nagasa 1,048,576 6a-
jra. Axo cydpukc b o3mauasa butose, a cydurc B 6ajroBe, HperxogHo ce MOxKe 3amucard ¥ Kao Mb
= 10002 = 10% Gura, MB = 8 - 1000? 6ura, Mib = 10242 = 220 6ura, MiB = 8 - 10242 6ura. pyrum
peunma, npedukrcn kibi-, mebi-, gibi-, tebi-, utn, o3nauaBajy jequHHUIE y OJHOCY HA CcTemeHe Opoja 2,
nok cy kilo-, mega-, giga-, tera-, uta, SI npedukcu u ysex o3Hauasajy cremene Opoja 10. Mehyruwm,
y TPAKCH YEeCTO JI0JIa3u 10 Tmorpernae ymorpebe oBux jemmaura. Ha mpumep, Kaja OonepaTuBHEU CHCTEM
MS Windows moka3syje BeIWYHHY JATOTEKE Ha JUCKY, OH KOPHUCTH cTermeHe Opoja 2 ma 6u m3padyHao
Besimuuny, mehyrum nobujeny Besmuamny npukasyje y3 SI mpedukce.

Kako je MpexkHU IPEHOC MOJATAKa BEOMA BazKaH, HAPOIUTO KOJ, MAPAJIEJHUX [POIPAMA €A BEJIUKUM
OpojeM yIa3HO-W3Ia3HUX onepanuja, outHo je 3uaru ga 10 Base-T Ethernet mompzkasa Op3uuy om 10
Mbps, 100 Base-TX, Tj. Fast Ethernet, 6p3uny ox 100 Mbps, mok 1000 Base-T, 1j. Gigabit Ethernet,
nozapxxkasa 6p3uny ox 1000 Mbit/s = 1000 Mbps = 1 Gbps = 1,000,000,000 6ura y cekyHIu, OJHOCHO
125,000,000 6ajra y cekynau. ITocroju u 10 Gigabit Ethernet. IIIto ce Tuue moryhe 6p3use mpucryna
nucky, 3a SATA nuckose apyre redepanuje, onnocHo SATA 3 Gbit/s ta 6p3una je 375 MB/s, 1j. y
npakcn Makcnmanno 300 MB/s, a 3a SATA tpehe renepanuje, omrocro SATA 6 Gbit/s, 6p3una je 750
MB/s, 1j. y npakcu makcumanuo 600 MB /s.?4

313a ume undopmanuja o Tjypunrosum mamunama, sugeru [10, 16, 26].

3234 Bume undopmanuja, Bugern “YBox y Teopujcko pauymapcrso”, 3opar Ormjanosuh, Henax Kpmkasam, 2004.

3333 pume urdopmanuja, sugern “Computational complexity”, C. H. Papadimitriou, Addison-Wesley, 1994.

3434, pumre undopmanuja, BugeTH http://en.wikipedia.org/wiki/Data_rate_units, http://en.wikipedia.org/wiki/
Serial_ATA.
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EdukacHocT asiropurma ciyKu Ja 6iCMO onuca u KOJuduHy ojapeheHor pecypca Koju Taj aaro-
pUTaM KOPHUCTH.

Yecra rpemka Koja Ce MpaBU MpU aHAJIW3UPAKY e(DUKACHOCTH AJTOPUTMA j€ TOTPENTHO U3jeaHaqa-
Bame T0jMa IepdopMaHce porpamMa — KOJHYHHA POIecopa,/ MeMOpHje/AucKa KOjy Taj mporpaM Ko-
pHUCTH, ca TIOjMOM cJIozKeHoCTH (eHrit. complexity) anroputma.® CioskeHOCT anropuTMa je Mepa onpeh-
€HOI' pecypca 1oTpebHOr ja ce u3Bpiiu Taj ajiropuraM (HopMaliHO ce HOjMOBU BPEMEHCKE U IIPOCTOPHE
CJI0XKEHOCTH M3pavyHaBamwa aeduHunly y 0aHoCy HA TjypuHrOBy MalmHy), 11a ceé CJIOXKEHOCT ajro-
purMa neduHAIE Ka0 Mepa Opoja m3padyHaBama, WU ONEepalnja, MOTpeOHNX 1a ce u3Bpinu oapehern
agroputam. llpu TOMme, HEje HEONXOIHO MEPWTH Ta4aH OpPOj omeparmja, Beh oapeauTn Kako Opoj m3Bp-
IIIEHUX Oepallija 3aBUcK O Bemaute mpobiema. Mepehu ClI0KEHOCT alropuTMa, KeJIu ce MpeIBUIeTH
Kako he ce mporpam 3aCHOBaH HA TOM AJIPOPUTMY HM3BPINABATH — CJIOXKEHOCT yTude Ha mepdOpMaHCe
porpama, JoK OOpHYTO HHje TAYHO.

Hedununnja 3.1. Beanunna yiaasa je ykynan 0poj 6uroBa HOTpeOHUX [a Ce Pelpe3eHTyje yias3
nomohy onrosapajyher 6unapHor 3ammca. Y HEKHM CJIydajeBHMAa, BEJMYWHA yJjia3a MOxKe Outu Opoj
objekara (eHrvi. item) Ha ysiasy.

CJIOXKEHOCT CBUX aJIlOpUTAMa, MMa W TECTOBA MPUMAJHOCTH C€ Mepu KopucTehu HOTanmjy “BeTMKOr
O” BenmuumHe ynaza - 3anucyje ce Kao Beauko O m3a Kora CJaey u3pa3 KOju MPeJCTaB/ba HEKU PACT Y
3aBHCHOCTH OJI BeJmduHe npobsema, o3nadenor caosom n. Ha mpumep, O(1) — “pex 17, o3nauaBa na
ce aJropuTaM W3BpIaBa y KoHcranTHOM Bpemeny, O(logn) — asropuram ce M3BpiiaBa y Jiorapu-
TaMCKOM BPeMeHY, OOUYHO JiIorapuTMa ca ocHoBoM 2, O(n) — o3HauaBa Ja Ce aJrOpuTaM U3BPINaBa y
JUHeapHOM BpeMeHY, Tj. Ja je Opoj omeparja JUPEeKTHO MPOIOPIMOHATIAH BEIUINHN TIPobIeMa, I0K,
nanpumep, O(nlogn) — o3nauaBa na ce ajropuraM U3BpIIABA Y BPEMEHY [PONOPIMOHAIHOM BEJIMIMHU
upobiieMa U JorapuraMcKor Bpemena (eurii. linearithmic time).

ITpn Tome, nHampumep, ca O(n) ce 03HAYABA AJITOPUTAM YHje je OYEKWBAHO BPEME M3BPINABarha Mpo-
MOPIUOHAIHO 7, 2n, wiau 1000n. Hapasuo, 06MYHO je MHOTO JIAKINIE MPENOJIOBUTH BPEMe W3BPINABAHA,
anroputma O(n), HEro MPOMEHHUTH adropuTaM Koju ce u3pmasa y O(n?) ma ce mappmasa y O(n).

Asropuram ce u3BpInaBa y MOJIMHOMHJaJIHOM BPEMEHY aKO je ’heroBO BpEeMe U3BPIaBaha OrPAHHU-
9eHO 0JI03T0 MOTMHOMHJATHEM H3Pa30M OJ] BeMIHHe yaa3a 3a anroputa, Tj. O(n”), 3a Hexky KoHCTaHTY
k, IOK ce KaxKe Jia Ce ajropuraM U3BPIIABA y MOJAJIOrapUTaMCKOM BpeMeHy (euri. polylogarithmic
time) ako je O((logn)¥), 3a mexy xomcranty k. ButHo je pehin n ma MPOM3BOBAH CTETIEH JTOTAPUTAMCKA
dbynxumja pacre criopuje o1 muneapue gynknuje. Ha mpumep, ca O(n?) obeseskaBamo aaropuTme Koju ce
u3padyHaBajy y KBaJpaTHOM BpeMmeHy (eHry1. quadratic time). AKO je BpeMeHCKa CJI0KEHOCT aJirOPUTMa,
MOJIMHOM Belier cremeHa, y IpakCH je TaKaB aJaropuTaM CKOpO 6€CKOPHCAH 3a pelnaBame Behnx mpodiema.
AjropuraM je eKCrioHeHIMjajiaH ako je OrpaHUuYeH ca, Ha TPUMED, O(2"k), 3a HEKY KOHCTAHTY k, Wau
Jpyradmje pedeHo, ako je orpanmden ca 2P°Y(M | rre je poly(n) nonuuoMm ox n. VY ommrem ciydajy,
TOCMATPAMO eKCIIOHEHTIHjaTHe (DYHKIHje Ca Pa3JInIuTOM OCHOBOM, HE CAMO Ca OCHOBOM 2.

Kao miro je pedeno, BenudmHa yaa3a n ce 0OMIHO Mepu Kao Opoj OMTOBa y OMHAPHO] PEIpPe3eHTAIN]jr
ol n, mMTO je s = logyn. OBO 3HAaYM Ja ajropuraM KOju y3uMa n Kao yJa3 M pajyd m olepannja, uMa
Bpeme usspiiemha O(n) = O(2%). Buau ce na je anropuram Koju je IOJIUHOMUJAJIAH 38 1 eKCIIOHEHIM]aJIaH
3a s. Kaxe ce ma ce aqropuraM M3BPINABA y MOJTHHOMHUjATHOM BPEMEHY aKO je OH IMOJUHOMUjaJIaH 3a S,
s = logy n.

Amnanuza majroper ciydaja Jaje MpOIEHY Koja je Hajoosba OMINTa MeTOAa 3a Topeheme cloKeHoCTH
anropuTama. Y KpunTorpaduju je CI0xkKeHOCT ajJropuTMma y ONIITeM Caydajy (eHII. average-case com-
plexity) BaskKHUjA O CJIOXKEHOCTH Hajroper ciaydaja (eHrs. worst-case complexity) jep je mudpoBame
CUI'YDHO aKO je oaroBapajyliu KpUnToaHaJIUTHYKU TPOOJIEM TeXKAK y OIIITEM CJy4dajy (UM CKOPO yBEeK
TEXKAaK), a He caMo 3a u30J0BaHe Kiace npobiema [28]. C apyre crpane, aKo je garu KPUNTOAHAJIUTUIKA
pobJIeM JIaKO PEmnTu 33 ofapeheHe Kiace mpobieMa, OHta KpUITorpadCcku ajaropuraM Koju ce 3aCHUBA,
Ha, TAKBOM MPOOJIEMY MOpa MPEIBUIETH TE CIydajeBe, WHaYe Ce HE MOXKE CMATPATU CUTYDPHUM.

Kako TecToBum mpuMajHOCTH paje Ca BEOMa BEJUKUM OpojeBUMA, e€(DUKACHOCT YEeCTO KOPHUIINEHWX
omeparmja je sBeoma butna. IIporpamu 3a dpaxTopusaryjy, Kao U TECTOBU KOjU TPOBEPABA]Y MPUMAJIHOCT
BeJIMKUX OpOjeBa ce MOr'y M3BPIABATHA CATHMA, A W JAHWMA. Y THM CJIy9ajeBUMA je W ONTHUMHU3AII]ja
Koja ybp3aBa u3BpIIaBame 3a CaMO HEKOJIMKO MPOIEHATa BeoMa Kopucua. UHTepecanTHa Cy murama

3533 pume urdopmanuja, sugetn “Beginning Algorithms”, S. Harris, J. Ross, Wrox, Indiana, 2006.
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eduKacHOCTH ajaropurama 3a u3padyHaBame HajBeller 3aje/[HuYKOr /IeJINTe/hbd U MHBEP3A, Ka0 u edukac-
HOCT aJITOPUTaMa 33 M3BPIIIaBarhe MOIYJIAPHUX OMEPAIlija, Koja ce MOry moboshITaTi Kopuctehn navmemie
aJTOpUTME.

Kiace caoxkenoctu

IIpobuiem omsyumBamba je mpobsiem 3a Koju cy moryhm camo omarosopu “ma” m “me”. Benumku 6poj
npobJieMa ce MOYKe CBECTH Ha MpobJIeMe O Iy YnBatbHa.

Kuaca caoxenocru P je ckyn cBux npobsiemMa OIy4nBaiba KOju ce MOry permmTu (eHri. solve)
y TOJMHOMUjATHOM BpemeHy momohy merepmumauctrdke Tjypuarose mammiae. Ipyrum peamma, ca P
03HAYABAMO KJIACY JET€PMUHUCTUYKUX LOJAMHOMMjasHuX ajropurama (enri. deterministic polynomial
time algorithm). Axo 3a Heku mpobjeM OIIydYHBamba MOCTOjH AJTOPUTAM MOJMHOMUjAIHE CIOXKEHOCTH,
OHJIA KaKe Ce 11a je OH e(DUKACHO PEeIIuB.

Ha npumep, uzpauynasame Hajseher 3ajennudkor menuorna, Jakooujesor cumbosia, mpobsiem oapehu-
Bama Ja Jim je 6poj mpoct, cy y P.

Kuiaca cioxkenocru NP, ckpalieno oy HeseTepMUHUCTHYKY TOJMHOMUjaJIHU Ipo0ieM (eHTJI. nomn-
deterministic polynomial time problem), je ckyn cBux npobieMa OmIyduBarba KOju Cy HPOBEPJHUBU
(enrut. verifiable) y nosmnomujasnom Bpemeny nomohy ueperepmunucrudke Tjypunrose mamuue. IIpo-
BEpPJbUBOCT y [OJIMHOMUjAJIHOM BPEMEHY II0/IPA3yMEBA /1 CE€ 33 HEKU KOHKPeTaH yJa3 3a oapehenu npob-
JieM, y TTOJIMHOMMUjaJTHOM BpeMeHy mobuja oarosop “ma”. IIpoBeps/bHBOCT ¥ MOIMHOMUJATHOM BPEMEHY He
MTOBJIAYM U PEIIABae y MOJUHOMUjAJTHOM BPEMEHY.

IIpoGiiem omiyuuBama 3a megaobpojuy dakropusamujy (1a au 3a gare n, k € Z nocroju d € (1, k)
rakas na dn) je y NP.

OQuurneano Baxu ga je P C NP, mehyrum, He 3ua ce na au je P = NP — 7o je najsehu HeperieH
mpobJieM TeOpHUjCKOT padyHapcTBa.

[Ipobstem je NP-Texxkak axo je cBaku NP mpobjem y mOJMHOMUjaJTHOM BPEMEHY CBOJWB HA Taj TPO0-
qnem. IIpobisem je NP-kommuteran ako nmpunaga kiaacu NP u ako je NP-texkak. NP-kommiernu mpo6-
JeMu cy Hajrexku mpobiemu y kiacu NP.

Kako Baxku nma eduracan anropuram 3a Hekn NP-koMmrieran mpobeM MOCTOju aKO M CaMO aKO 33
cBaku NP-kommeran mpobjiem mocToju edukacan ajropuraM, MpoHAJIaXKeme epUuKACHOT aJITOPUTMa, 34,
om0 koju NP-kommreran mpobsiem 6u 3nauuso aoka3 aa je P = NP.

Ilopen kiraca P u NP, mocroje u npyre Kjace CJI0KEHOCTH.

Buuue o caoxenocru anropurama moxe ce Hahiu y [10, 16, 26].

3.2 Eykamnmos ajaropuram

YourureHo, CBu ajropurMu 3a Tpakeme Hajseher 3ajelHuYKOr JesMona KOpUcTe uery ulejy mro edukac-
HUjer peIyKoBama ynasHux 6pojesa a n b Ha o’ n b/, rako ma Baxkn nzd(a,b) = nzd(a’,b’). Oaj nocrymnak
ce IpUMerbyje HEKOJIMKO yTa, CBe J0K He nocrane moryhe uspauynaru nzd(a’,b’) aqupekrho us a’ u b'.

Tephemwe 3.1. 3a yeae bpojese a,b eascu da je nzd(a,b) = nzd(a,a — b).

Hokas. Axo je d = nzd(a,b), onga mocroje x,y € Z takeu 1a je a = dx, b = dy. Cazma je a — b =
dx—dy = d(z—y), onHocHo 1a d|(a—b). Tpeba mokazaru 1a je d najeehiu Takap nesmar. IIpermocraBuMo
cynporHo, aa Jd; takas 1a je dy = nzd(a,a — b) u dy > d. Caza nocroje x1,2z TakBu ga je a = d - 1,
a—b=dy-z. OpnaBue caenu najedy-x1—b=dy-z,1j. b=dy-z+dy 21 = di(z2+21), onaocHo na dy|b.
Mebytum, dq|b, di|a u dy > d je korrpamukmmja ca d = nzd(a,b). Omasne cnemu Tpaxeno Tepheme. [

Ha ocnoBy mperxomHor TBphema HAIKUCaH je ciaeaehu mporpam:

unsigned long long nzd (long long a, long long b) {

if (a < 0) a=—a;
if (b< 0) b =—b;
if (a = 0) return b;
if (b = 0) return a;

while (a != b) {
if(a > b) a =a — b;
else b = b — a;

}
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return a;
}

Teopema 3.1 (Eykaunmos anropuram). Axo jea=b-q+r, 0 <r < b, 3a nexe yeae bpojese a,b € Z,
onda je nzd(a,b) = nzd(b,r).

Hoxka3. Ako je d = nzd(a,b), ouna je a = d-q1, b = d - g2 3a Heke nene 6pojese ¢i, g2, OTHOCHO
r=a—>b-q=d(qg1 — g2 - q). Opnarne ciequ na d|r, vj. d = nzd(b,r). Haxue, d|dy, dy = nzd(b,r). Cana
Baxu fa je b = g3 - dy, r = qq - d1, a = di1(q3 - ¢ + q4), omaOCHO na je dila u dy|d, omakne ce mobuja
TpaxkeHo Tepheme. [

Cana rpeba nahu d = nzd(a,b), a,b € Z. Pagu jennocrasnocru, npermnocraBumMo aa cy a,b > 0. Ha
OCHOBY IPETXOJHE TeOpeMe CJIe/IU:

a=b-q+ry, 0<r <b,

b=r1-q+1m2, 013 <1y,

r1=r3-q3+r3, 0<1r3 <71,

Th—2 = Tn—1" "Qn + Tn, 0<r, < Tn—1,

Tn—1 =Tn  qn+1-

Kako je r, omamajyhu au3 npupomuux OpojeBa, HAKOH KOHAYHO MHOTO KOPAKa, T0Ja3u Ce 70 jeTHAKOCTH
Trn—1 = Tn * qna1. lpu Tome, nzd(a,b) = nzd(b,r) = ... = nzd(r,—1,7,). Hommro u3 noceame jeaHadnne
CJIeAM 1A Tp|Tp—1, OMHOCHO 7y, = nzd(Ty, rn—1), BaxKu xa je r, = nzd(a,b), r, # 0.

Jenna on ynorpeba Eykiummosor amropurMma je y pemasamwy auneapuux JlunodbanrosBux jennadumna
ax + by = c¢. OBa jequaunHa je permmuBa 3a & u y ako d = nzd(a,b) meam c. AKo ce 3amunry ocranu J0K
ce Eykiunosum asnropurmom Hasasu nzd(a, b), Moxke ce 0OOpHYTH MOCTYNaK u Halu = u y.

[Iperxoana Teopema ce dpopMmysuie u Ha ciaegenu HAYIWH:

Teopema 3.2. Axo jea >0 u b > 1, onda eavrcu: nzd(a,b) = nzd(b,a (mod b)).

// rekurzivna funkcija

unsigned long long euklidrec (long long a, long long b) {
if (a < 0) return euklidrec (—a, b);

if (b < 0) return euklidrec (a, —b);

if (b = 0) return a;

else return euklidrec (b, a%b);

}

// merekurzivna funkcija
unsigned long long ecuklid (long long a, long long b) {
unsigned long long ost;

if (a < 0) a=—a;
if (b < 0) b =—b;
while (b != 0 {

ost = a % b;

a =b;

b = ost;

—

Bpewme uzBpiiiaBama 0BOr aJropuTMa je HOJUHOMUJATHO y OJTHOCY HA BeJIMYUHY OUHAPHUX PEIpe3eHTa-
uuja ynazaux BesmauHa.  CUI02KEHOCT aJilOpUTMa Cce MOXKe HobosbinaTu yrnorpeboMm Oprke oneparje
n3padyHaBama ocraTka mo mMoxyiy [17, 28].
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3.3 Ilpommpenn EykamnoB aaropuram

Kao mro je pedeno, npormupenu Eyknunos anropuram (eurs. Extended Fuclidean algorithm, EEA),
nope/, u3pauyHasamwa nzd(a, b), nanasu u 6pojese x u y Takse ja Baxku: nzd(a,b) = ax + by.

AJITOPUTAM: IIpommupenu EyKangoB ajaropuramMm

EEA(a,b)
VYJIA3: nBa HeneraTuBHA 1esa 6poja a u b, ca yciaoBoM na je a > b (OBM yCJIOBH HE yMabyjy ONIITOCT aJrOPHTMA).
MN3JIA3: nzd(a,b) = d u nenu 6pojeBu = U y TAKBU jJa Baxku ax + by = d.
if (b=0) then return (a,l1,0);
z2=121=0,592=0,1n=1
while (b>0) do
g=la/bl, r=a—-q-b x=22—q 21, y=y2 —q y1;
a=bb=rzo=z1, T1 =2, Y2 = Y1, Y1 = Y;

return (a,z2,y2);

IIpomupenn Eyknnmos aaropuraM aCHMITOTCKH HW3BPINaBa MCTH OpOj omepanuja kKao m Eykimmos
ajiropuraM, ocuM mto Bpaha momarae uadopmanuje y ¢cBAKOM IO3HUBY.

Axo je d = nzd(a,b) = 1, onga ce oBaj ajropuram MO¥XKe KOPUCTHTH 33 U3padyHaBambe WHBEP3a Opoja
a no moxyny b. la 6u ce to u3Besno, padyna ce 1 = a-x +b-y (mod b). Kako je b-y = 0 (mod b),
3a10 je a-x =1 (mod b) u x je unsep3 ox a no mouaysy b. CiudHo ce Bpliu u3padyHaBamwe uHBepsa b
110 MOJYJLY @.

// iterativna verzija prosirenog FEuklidovog algoritma i1z [28]
void eea (long long a, long long b, long long #*x,
long long xy, unsigned long long x*d) {

long long q, r, x1, x2, yl, y2;

// uslov a, b >= 0

if ((a<0) || (b<0)){
printf ("Unesite_nenegativne_brojeve_a_i_b_za EEA.\n");
*x = 0, xy = 0, xd = 0;
return;

}

// d =mnzd(a , b), ar + by = d
// kada je d =1 i b > 0, ostaci y (mod a), = (mod b) su
// inverzi od b (mod a), odnosno a (mod b)
if (b=—0) {
*d = a, *xx = 1, xy = 0;
return;

// pocetne vrednosti promenljivih
x2 =1, x1 = 0;
y2 = 0, yl = 1;

while (b > 0) {

J/ a, b >=0, a=b=x*x g+ 1, 0<=71<b
q=a / b, T =a—q * b;

*x = x2 — q * x1, xy = y2 — q *x yl;
a=>b, b=r;

x2 = x1, x1 = xx, y2 = yl, yl = xy;

Hamomena 3.1. Ilocroje nBe omire MeTome 3a HANMAXKEIHE€ MYJITHILIUKATHBHOI WHBEP3a y KOHAUHAM
nosbuMa: mpormpenn Eyknmmos amropuram u Jlarpamxkesa reopema. Takolje, ma ocuoBy Ojnepose
TeopeMe CJIe/IH J1a Ce jeJIHOCTABAH METOJ 33 HAJIAXKEHH€ MHBEP3a 3aCHUBA HA YUIHEHUIM 13 Kala a
(mod m) mocroju, yBek Basku jemmakoct a~! (mod m) = a®"™ =1 (mod m).

32



IIpoepamcra pearudauujo HeKux mecmosa da au je sadamu 6poj npocm

IMocroju amanorau Eykamnos amropuram 3a nmommuome. Komaana nospa, mapounto GF(27), un-
TEH3UBHO Ce KOPUCTE y KpunTorpaduju U KOJOBUMa 33 KOPEKIM]y Tpelraka (eHrj. error correction
codes). Ha mpumep, kpunrorpadcekn aaroputam AES mspadynasa wmBepse enemenata y GF(28) =
GF(2)[z]/(2® + 2* + 2 + x + 1). Hanaskeme nHBep3a KOPHUCTH ce W y KpUNTOrpadbHji 3aCHOBAHO] HA
enunTuakuM kKpuBama. Reed-Solomon u apyru BCH k60Bu 3a KOpekIiujy Tpeliaka KOju ce KOPUCTe y
KOMYHUKaIMju U 1uperocy uHdopmauuja, Ha npumep kox CD, DVD, auckosa, Takolje KOpucre MHBEp3€
enemenara y GF(2™). Bato je kopucHo 3HaTH e(DUKACHO M3pavYyHaBalhe NHBEP3a eJIEMEHaTa OBUX TMOJba.

3.4 DBuuapuu H3] ajaropuram

Iloctoju edukacuuju anropuram 3a um3padyHaBame Hajseher 3ajemuamykor pesnuressa. Jlemep je 30.ux
TOIMHA IIPOILIOr BEKa IMPOHAINAO HAYKWH Ja mobosbina Eykimmos aaropuram, Kopucrehn YumbeHUIy 1
HE 3aXTeBajy CBe Omepaluje Je/berba MoTnyHy mnpenusnoct (enri. full precision). Silver u Tersian cy
1962, u mezaBucHO on Wmux Stein 1967. romwre, MpemIOXKUIN OWHAPDHYU AJITOPUTAM 33 U3PAUYHABAHE
nzd(a,b). AnropuraM je 3acHOBaH Ha OMHAPHO] penpe3eHTaNuju OpOjeBa, U He W3BPINABA Jejbembe (0CuM
Jiesberba ca 2).

KoungenT: AnropurtaMm peaykyje npobiem namaxkema H3/I y3acronno npumemyjyhu cienehe ugenturere:

1. Ako je u =0, onga je nzd(u,v) = v, jep je Hysna gespuBa cBakum Opojem, u v je najsehn 6poj koju geau v.
2. Axo je u mapan u v napan, onaa nzd(u,v) = 2-nzd(g, 3), jep je 2 3ajepuutku senuTesD.
3. Axo je u mapan u v HemapaH, oufa nzd(u,v) = nzd(g,v), jep 2 HAje 3ajeTHAIKA JeTUTED.

4. Camano, aKo je u Hemapaw u v mapaH, onfa nzd(u,v) = nzd(u, 5)

5. Ao ¢y m w m v HemapHm, OHAA je |u — v| maprO m mame om max{m,n}. Takobe, ako Cy m u m v HemapHm, U3

nperxopHOr ciaenu ma je nzd(u,v) = nzd( ‘u;v‘ ,v) = nzd(u, w)

Ha ocroBy nperxoaHor pa3zmarpara jeJHOCTABHO je HamrcaTn epuKACHy WMTIIEMEHTAITN]Y Ha padyHapy,
jep ce Jiesperse ca 2 MOYKe U3BPIIATH jeTHOCTABHUM ToMepareM (eHruL. shift).

unsigned long long binarygcd (unsigned long long u, unsigned long long v) {
unsigned long long k = 0;

if (u=0 || v = 0) return u|v;
if (u = v) return u;

// sve dok su u i v oba parni

while ((u & 1) =— 0 && (v & 1) = 0) {

u >>= 1U; // pomeranje udesno, tj. deljenje sa 2
v >>= 1U;

k 4 // dodaje stepen dvojke

}

// sada je bar jedan od brojeva w ili v (ili oba) meparan
while (u > 0) {

while ((u & 1) 0) // u je paran

u >>= 1U; // deli u sa 2, sve dok je u paran
while ((v & 1) 0) // ako je v paran
v >>= 1U; // deli v sa 2, dok je v paran
if (u>=v) // oba u i v su meparni,
u= (u—v)>> 1U; // njihova razlika je paran broj
else // ako je v>u
v = (v —u) > 1U;
}
return v << k; // rezultat je vx2°k

Kao mro ce Buau, Gurcke onepanuje, HAPOUUTO onepanyje Gurckor mnomepama (Tj. mmdToBamHa)
oIepaHa/ia Cy OCHOBA peasm3anuje nporpava. llpu momepamy y JeBo r << y omepaHZa T 3a Y
MecTa, KPajibu JIeCHH OWTOBU Ce TOMymaBajy Hysama. llomepame y JIEBO je eKBHBAJEHTHO MHOMKEHY
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crerneHuMa JIBOjKe, Tj. MHOXKewmy Opoja z ca 2Y. Kon momepama y gecHo x >> y omepaHJa T 3a
Y MecTra, MOMymaBarhe KPajihuX JIEBUX OUTOBA 3aBUCH OJI TUIA TOJATAaKa W BPCTE padyHapa. AKO Cy
orepanu Tuna unsigned, Kao IITO je OBJe ciyd4aj, OMTOBU ce MONymaBajy Hysltama. Kama cy onepanan
Tuna signed, KOJ HEKUX PAIyHAPA C€ BPINU MOMYHABAHE jeJMHUIAMA AKO jeé KPAjibu JIEBU OUT jeIuHuUIA,
a HyJaMa aKo je y KpajieM JieBoM 6uTy Hysa (apUTMeTHYKO IOMEPabe), JOK Ce HA HEKUM PadyHapuma
BpILYU LIONYyHaBawe Hyjdama (JIorudko noMepawe). Cuenu ga Jekjiapucare aprymMenTa & kao unsigned
OCHTYpaBa Ja ce MpH TIOMeparby y J1eCHO ONTOBH TOMyFhaBaTH HyJIaMa.

Pexkyps3uBna Bep3uja TpeTXOIHOT aJTOPUTMA:

unsigned long long recursivebinarygcd (unsigned long long u, unsigned long long v) {
if (u=—0 || v=0) return u | v;
if (u = v) return u;

if((u& 1) = 0) // u je paran
if((v& 1) = 0) // oba u © v su parni
return (recursivebinaryged (u >> 1U, v >> 1U) << 1U);
else // v je meparan, u je paran
return recursivebinarygecd (u >> 1U, v);
if((v & 1) = 0) // u je meparan, v je paran
return recursivebinarygcd (u, v >> 1U);

// oba uw i v su meparni

if(u > v)

return recursivebinaryged ((u — v) >> 1U, v);
return recursivebinaryged ((v — u) >> 1U, u);

}

Nako je amropuram 3a OmHAPHU H3/ 00/bU O KJIACHIHOr EyKJnI0BOr aJrOPUTMA U HErOBE MMILIE-
MenTaIyje epUKaCHNje, ACUMIITOTCKO BPEMe M3BPINIaBalkha OBa ABA ajropuTMma je ucro. Ilocroje edukac-
HUje Bep3uje.

3.5 CreneHoBame IMOHOB/LEHUM KBaJAPUPAHEM

MHOrE TECTOBH IPUMAJHOCTH W IHUXOBE IPUMEHE yK/bydyjy H3padyHasame a® (mod n), 3a Heke neJie

6pojeBe a, k u n. JemaH HaYWMH A Ce OBO MOCTHUTHE je Ja Ce ¢ MOMHOXKW CaMUM COOOM k TyTa W OHIA
peaykyje ca n. Mehyrum, ca BenmmkuMm OpojeBrMa OBO HEMOTPEOHO 3ay3mma MyHO Memopwuje. JIpyru
MPUCTYII je MHOXKUTH @ caMUM coOoM k 1yTa, peyKyjyhu ca n mocse cBakor MHOKema. OBuM nzberaBamo
qyBame BEJINKHX OpojeBa, ajud je caJa MOTPeOHO k MHOXKema n k PeayKoBama IO MOIYJLY.

Boube perieme je GMHAPHO CTENIEHOBaKE Wil CTEIIEHOBAhe IOHOBJHEHIUM KBaAPUPAHeM (EHIL.
repeated squares algorithm, binary ladder exponentiation) koje cmaryje u 6poj onepanuja MHOXKEHA U
onepanmja peayknuje (Tj. onepanmje 0 MOJyJy) U MUHUMU3Yje KOJIMYuHYy norpebHe memopuje.

Kopucrehn rephewe 2.3 cienn ga ako Baxu nzd(a,n) = 1 oupa z = y (mod ¢(n)) = a® = a¥
(mod n). pyrauuje pedeHo, KaJaa ce W3BPINABA OMepaluja Mo MOIYIY 7, €KCITOHEHTH Ce MOTY CBECTH
no moxyiy ¢(n). 3aro, y ciaydajy kaga je nzd(a,n) =1 u k > ¢(n) Moxke ce pBo u3Bectu cBoheme k
(mod (n)).

Hajpazkuuju xopax je na momohy 6uHapHe pemnpeseHTanmje 6poja k, mocMarpaMmo k Kao 36up
cremena 6poja 2: k =ko-20+ k1 -2 + ..+ k2" 1j. k=ko+2- (k1 +2- (k3 +2-(---+2-ky))), rae
cy xoedunujentu k; jemnaxu 0 win 1. Kopucrehu osaj nosu uspas 3a k, ciaemu ga je af npoussosn camo
O(log k) BpemnocTn, ymecto k spemHoctin. CBaka BPEIHOCT je a HA HEKM CTETEH JIBOjKe, A Te BPEIHOCTH
M3padyHABAMO y3aCTOIMHUM KBaJapupameMm 0poja a. Ha oBaj Hauwu je Opoj mOTpeOHUX MHOXKEHA OUTH
3HaTHO cMambeH. OBa TeXHHKa ce MpuMemyje 3a edpuKacHo u3padyHasame a* (mod n) rje ce BpegHOCTH
pPeaykyjy mo Moayidy n Yy CBaAKOM KOPakKy, ja Ou ocTajie PeJaTuBHO MaJe.

Caenu na 6unapuo crenenosame 3axreBa O(log, k) onepanuja ksanpupamwa u O(log, k) onepanuja
MHOXKEFba, ¥ [IPU CBAKOM KBAJIPUPAIby U MHOXKEEbY M3BPINABA PEAYKIIUjy 10 MOJLYIY M.

unsigned long long binary exp(unsigned long long x,
unsigned long long k, unsigned long long n){
unsigned long long d, r=1;

d=x % n; // za slucaj da je z > n
/) k =k _0%2°0 + k_1%2"1 + ... + k mx2°m
while (k) { // sve dok je k!=0
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if (k& 1) { // ako je k meparno, tj. k i == 1
r = (r xd) % n; // tekuci rezultat je z"(k_0 + .. + k_ix2"1) (mod n)
// k )

}

/Al (k> 1)

// u svakom koraku izracunava z"2°t = z°2°(1—1) x z°2°(i—1) (mod n)
d=(d x d) % n;
k >>= 1U; // deli k sa 2

}//}

return r;

}

3.6 JakobujeB cumb0sa

Edukacno nspauynasame Jakobujesor cumboia (%) je paxna komnonenta Cososej-Ilrpacenosor Tecra
MPUMAJIHOCTH, KA0 ¥ MHOTHX JIPYTHX AJreDapCKUX AJTOPUTAMa, HA TMPUMEDP 33 M3PAUyHABAHE KBAIPAT-
HUX KOpeHa 1o Moayay [17]. Asropurmu 3a m3padyHaBame JakoOujeBor cuM60J1a MMILIEMEHTHPAHN CY ¥
y cucremMmMa cuMbosmyke anredpe kao mro ¢y Mathematica u Maple.

n m=1 n-1

3a Jaxobujes cumbon Bazku (2+)(2) = (—1)72z "7 . Kao u kox Jlexkanaposor cumbosna, () = (1),

OCHUM aKo Cy W m M 7 KOHTPYEHTHW 3 TI0 MOZIyIy 4, Wy Tom ciaydajy je () = —(1).

Ha ocroBy ocobuna, Jakobujesor cumbo1a Caeau 1a aKo je n Hemapan n a = 2 -ay, rie je a; menmapan,
oHJA je:

(2)= (ﬁ)(%) = (%)k(M)(_1>(a1_l)(n—l)/4

n ay

Oso 3anaxame Boau 10 ciefeher peKypsuBHOI anropuTMa 3a m3padyHapambe (L), KOjU He 3aXTeBa
daxTopuzanujy 6poja n.

AJITOPUTAM: UspauynaBame Jakobujesor (u Jlexxanaposor) cumGosa

jacobi(a,n)
VJIA3: venapan ueo 6poj n > 3, u 11eo 6poj a, 0 < a < n.
N3JIA3: Jaxobujes cumbosn (&) (u camum Tum Jlexxanapor cumbor Kaza je n npoct).
if (a =0) return (0);
if (a=1) return (1);
Bamnucaru a = 2% - a1, rae je a1 memapan 6poj.
if (k mapam) s =1;
else // x je menapuo
if (n=1 (mod 8) or n=7 (mod 8)) s =1;
if (n=3 (mod 8) or n=5 (mod 8)) s = —1;
if (n=3 (mod 4) and a1 =3 (mod 4)) s = —1; // TaycoB 3aK0H KBaJPATHOT PEIUIPOIUTETA
n1 =n (mod a1);
if (a1 =1) return (s);
else return (s-jacobi(ni,ar));

Bpeme m3BpiaBama OBOTr aJIrOPUTMA j& MOJUHOMUJAJIHO Y OJHOCY HA, BEJIUUYNHY OMHAPHWX DEMPE3eHTa-
[Ija yIa3HUX BEJIMINHA.

Hanomena 3.2. KopexkTHOCT ajaropurma cjiein Ha OCHOBY HABEIEHUX OCOOWHA m Teopema. Ha mpumep,
KODHUCTH Ce YUbEHUIA Ja je (%) =1, kao u teopema 2.19, u I'aycos 3aKoH KBaJAPATHOI PEIUIIPOIUTETA,
JIOK Ce y MOCTIeIbeM JIely KOPUCTH OCOOUHA A je (%) = 1. 3a Bumie undopmaimja sugeru [17, 28].

ITpumernmo 1@ ako ce HA OYETKY CTaBu Ja je s = 1, s ce Mema camo ako je k nemapaoun = 3 (mod 8)
um n =5 (mod 8), u ako Baxku oupeljenu ycaos TaycoBor 3akona kBaaparHor penunpeonurera. Cienu
kO dyukiuje y C-y Koja uzpadynaBa Jakobujes cum00JI, 3aCHOBAHE HA JATOM AJITOPUTMY U AJTOPUTMY
3a m3padyHaBame Jakobujesor cumbosa y 6ubmuorenu Biglnteger 3a mporpamckn jesuk Jasa.?d

36Buneru 6ubnuorexy 3a mporpamckn je3ux C uuju je ayrop Colin Plumb, xao u [17].
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long long jacobi (long long a, long long n) {
long long nmod, k, s = 1;

if (a = 0) return O0;

if (a =1 || n = 1) return 1;

/s x

* a = 2°k * a_1, a_1 neparan ceo broj

* nema potrebe da se pamti k, jer se s menja (s = —s) samo ako je
* k neparan i nmod = 3 ili 5

x s = ((k% 2==20) || nmod ==1 [] nmod == 7) ? 1 : —1;

*/

// sve dok je a deljivo sa 4, deli a sa 4, k je paran

while ((a & 3) =— 0)

a >>= 2;

// ako je a deljivo sa 2, podeli a sa 2, k je neparan
if((a & 1) =— 0) {
a >>= 1;
// ostatak po modulu 8
nmod = n & 7;
if (nmod = 3 || nmod = 5)
s = —s;

}
Vir:

* Gausov zakon kvadratnog reciprociteta

« if ((n% 4 == 8) 68 (a % 4 == 3) ) s =—s;

* kako su a i n neaparni, vazi: 1 & 1 6 2 =0, 1 68 36 2 =20, 36 36 2 =2
*/

if (n&a& 2)!=10) // n=a=38 (mod 4)

—s;

return ((a = 1) ? s : s x jacobi (n % a, a));

Moryhe je agantuparu asropuraM OWHAPHU H3/ A3 U3PadyHaBa JakobujeB cuMOOJI.

3.7 TloHoBJBEHO JeJbEIHE

Pamu mposepe ga m je 1eo 6poj d menuresb Opoja 1 MOXKe Ce KOPUCTUTH ONepalrja CBOjerma Mo MOIYIY,
1j. upoepuru na Jju je n = 0 (mod d). Crneneha reopema je ocHOBHO TBpheme Koje ce KOPUCTH KOZ,
IIOHOBJBEHOI' JIeJbEba 1 EpaTOCTeHOBOI‘ Ccura:

Teopema 3.3. Axo ne nocmoju yeo 6poj d maxas da je 1 < d < /n u d je deaumen 6poja n, onda je n
npocm 6poj.

Hoxkas. IIpernocraBumo cynpoTHO, na n HeMa AenuTess d Takas na je 1 < d < y/n u ma je n ciaoxken
6poj. Tama mpeMa MPETIOCTABIM, N UMA NEIUTEh @ TAKaB Ja je /n < a < m, ma ce meo 6poj n MoxKe
3ammcaTh Kao n = a - b, 3a HeKU 11eo0 6poj b Takas ma je v/n < b < n. Mebhyrum, omasae cienu na je
a-b>+/n-y/n =n, mWro je y CyipOTHOCTH Ca YUIEHUIIOM Ja je n = a-b. 3aro cieau ja je npernocraBka
HETAYHA, T1a 1 MOpa OuTw mpoct 6poj. [

IToHOBJbEHO JIeJberbe WU y3aCTOMHO NIPOGHO gesberbe (eHri. trial division) je meros y3acroliHe
nposepe a s ¢y 6pojeBu 10 /N menuTesbu OPoOja N, ca MUJBEM JIa Ce TIPOBEPH MPUMATHOCT Gpoja 1 wiIm
J1a, Ce TIOTTIYHO WK JeIUMUYIHO (hAKTOPHUIIe OpOj 7.

Kaza ce moHOB/bEHUM [1€/HEEHEM TTPOBEPABA, /13, JIN j€ OPOj 7 IPOCT, jeJJaH HAYWH MOXKe OUTH MPOBEPA 13
JIM je n 1espbUB OpojeM 2 | CBUM HemapHWM OpojeBuMa, 110 /7. Jlasbe, youasa ce Ja je TOBOJHPHO TPOBEPUTH
J1a Ju je 1ieo 6poj n mespuB ca 2, ca 3, a OHJZA caMO MpoBepaBaTu OPojeBe KOju Cy eKBUBAJIEHTHHU 1 win
5 o momysy 6. OBa onTHMH3AIKja MOXKE C€ HACTABUTH EIUMHUHKUCAKEM OpOojeBa Yuju Ccy JeauTesbu 5, 7,
UTII.

unsigned prost (unsigned long long n) {
unsigned long long i, d, sqrtn;
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sqrtn = sqrt(n);
= 4; // d naizmenicno dobija vrednosti 2 i 4

if (n=—=2 || n = 3) return 1;

if ((n%2=—0 1] n%3=20) {

printf ("Dati_broj_je_deljiv_brojem_2_ili_3.\n");
return 0;

}
for (i = 5; i <= sqrtn; i +=d) {
if (n%i—=—0){
printf("Broj_je_deljiv_sa %llu.\n", i);
return 0;
}
d=6—d;
}

return 1;

Nnak, BpeMe u3BpIIaBama OBOT ajroputama je ekcnouenmujaigro. Onpeljeno mobospiname ce mocTuke
aKo Cce MpoBepaBsa Ja Jiu Cy CaMo IPOCTH 6pOjeBu 10 /1 menuresbu 6poja n.

VBomnu ce mojam Touka (enrs. wheel) Koju ce KOPUCTH U KOJI TIpOCejaBamba mpoctux 6pojesa. Kako cy
cBu nipocTu Opojesu Behwu o 6poja 3 jennaku 1 wau 3 mo Moy Iy 6, HAM3MEHWYHUM JI07aBameM 2 u 4 mpo-
Jla3u ce Kpo3 cBe KaHauaaTe 3a npocte 6pojeBe. Kako je ¢(2-3-5) = 8, caenu na je 8 6pojeBa Mambux
or 30 y3ajamuo mpocro ca 30. Y oBOoM CBemeHOM cucTeMy ocraraka cy bpojesu 1,7,11,13,17,19,23, 29,
OJlaKJIe CJIe/in Jia ce cBu 1poctu 6pojeBu mory nahu y nekoj ox 8 kiaca 6pojesa koju cy 110 momayiy 30 jes-
HaKW HEKOM O] HaBeIeHuX OpojeBuMa. JacHO je /1a je Touak Koju mpoJia3u Kpo3 Opojese oBor obuka Behe
on 7 jemnak: 4,2,4,2,4,6,2,6, ma ce oBUM TOYKOM TpoJja3u Kpo3 Opojese 7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,
urn. Omasne ciaenu u 1a cy y 8 bura, omnocHo y 1 6ajry, 3anucane nadopmarmje o caoxenoctu 30 meanx
6pojesa. Cumuno, Kako je ¢(2310) = ¢(2) - d(3) - d(5) - d(7) - ¢(11) = 480, 3aksbyuyje ce na 60 Gajra mory
qyBaru uadopmanuje o 2310 mesmx 6pojesa, omaocHo ga 1 6ut Hocu undopmanuje 3a 4.8 6poja. Moxe
ce mpumeruTu u 13 10 2310 uma 175 mpoctux 6pojesa.

Mebhyrum, mouxosu 6p30 mOCTajy BeOMa KOMILUIMKOBAHM, U CAMUM THM HENPAKTHYHUA. SAHUMIbUBO
je momenyTn 1a camo HemTo Bume ox 50% cBux Gpojepa y3ajaMHO TIPOCTHX ca 2 W 3 WMa TpocT (hakTop
mvamu o1 30, omakie cienu 1a Huje epUKACHO MPABUTH TOYAK KOjU TPOJIa3W KPO3 OpojeBe KOju MMAajy
0BO CBOJCTBO, jep je oBaj To4yak Besuumue ¢(2-3-5-7-11-13-17-19-23-29) = 1,021,870, 080.

[ToTpebHO je MpBO HAPABUTH JKUCTY HPOCTUX OpojeBa 40 KopeHa Opoja Kora Tpeba TecTu-
paru ga ju je mpoct (uiu Kora rpeba dhakTopucaru).

[TonoBspeHO fmesberme MOxKe DUTH KOPHCHO 33 JOKA3WBabe 11a je Heknm Opoj xoju mma 1o 19 mudapa
npoct, anu 3a Behe 6pojeBe ybp30 mocraje mpeBHIIe CIIopo.

Hajropu cmyuaj je kama je n mpoct 6poj, jep Taga Tpeba JequTu ca CBEM IPOCTUM OpPOjeBUMA JI0 /7.
13 OcuoBHe Teopeme o npocrum OpojeBuMa ciaeau jga je Opoj omepanmja JIe/bemba Yy OBOM CJIydajy OKO
2 % Tpeba nmartn Ha yMy 1a je mpobJieM MpEerno3HaBarmka MPOCTUX OpPOjeBa y OIIITEM CIydajy I0CTa,
JIaKIm o mpobiema GpaKTopHU3aInje.

Kazna ce mOHOB/bEHO [e/berhe KOPUCTH Kao MeTox (haKTOpu3alinje, MOYUIbe Ca Ca IMPBAM TIPOCTUM
6pojem, 6pojem 2, u menu ce ca 2 CBe JOK je m JesbuB Ca 2, a OHIa ce mpenasu Ha ciaenehm mpoct 6poj,
6poj 3, u moHaBJba mOCTyMmak 3a HedakTopucaHu jseo 6poja n. Ilocrynak ce 3aBpimaBa Kaja ce
npobje Kpo3 cBe mpocTe GpojeBe MO KOpeHa u3 HehaKTOPHUCAHOT feia jep je Tama HedaKTOPUCAHU JIe0
npocT 6poj.

3.8 EparocTreHoBo cuto

Y MHOrUM CJIydYajeBHMa MOYKe ONTH BEOMa, KOPHCHO MO3HABAME CBUX MPOCTHX OpojeBa u3 oapelheHor
uHTepBasia. Kao mrTo je HarjameHo, IucTa mpocTux OpojeBa Koju Tpeba /1a ce MpPOBEpe Kao [IeTUTEIhbHU
YUHA METOJ, TOKA3WBAabha MPOCTOCTU MOMONY TTOHOBJ/LEHOT 1€/beHha, eDUKACHUUM.

Eparocrenoso cuTo’’ je jeIHOCTABAH aJTOPHTAM 3a TeHEpHCame MPOCTHX Opojesa J0 3aJaTOT Opoja n.

3TEparocTen (Eratosthenes), oko 276.-194. m.m.e., cTaporpukm MareMaTudap, reorpad, Iy TOMUCAL, U ACTPOHOM.
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Komurnenrt: EpaTocTeHoBo cuto

eratosten (n)
VYJIA3: neneratuBat 1eo 6poj n.
N3JIA3: cBu npoctu 6pojeBr Matbu Of N.

1. Bamnwumy ce cBu 6pojeBu of 2 10 n.

2. TloueBmu ox mpBoOr 6poja Ha COUCKY (ABOjKA) MpeIPTajy Ce Ca CIUCKA CBH OPOjeBU [E/bUBH CA JBA U YIHIIE CE I

je nBojka mpoct 6poj.

3. Tlonamspa ce mocTymnak ca caefehuM HenpernpranuM Opojem m. Jlakje, mpenpTajy ce cBu OpPOjeBH Je/bUBHU Ca M,
nosasehn ox m? #o n, a cam 6poj m ce 0GesIeKK 13, je IPOCT.

4. TlocTymak ce 3aBpIIaBa KaJa je IPelpTaH CBAKU CJI0XKeH 6poj — yMHO>KaK HeKor npocror 6poja mo /n.

Cnemn jennocraBan C' mporpaM Koju miycrpyje uaejy Eparocrenosor cuta:

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <malloc.h>

#define MAX 100000000

int main (int argc, char xargv|[]|) {
FILE *fajl;
char xname = "baza.txt";
unsigned long max;
unsigned long i, j;
unsigned long sqrtn, count
unsigned char xbrojevi;
clock _t begin;

if (arge > 1)
max = strtoul (argv[1], NULL, 0);

else
max = MAX;
brojevi = (unsigned charx) calloc (max + 1, sizeof(unsigned char));

if (!brojevi) {
printf ("Ne_moze_da_alocira_dovoljno_memorije.\n");
return 1;

}
sqrtn = sqrt (max);

for (i = 0; i <= max; i++)
brojevi[i] = 1;

begin = clock ();
for (i = 2; i <= sqrtn; i++)

if (brojevi[i] != 0) // ako i nije markiran kao slozen
for (j = (i * i1); j <= max; j+=i) // krece od i°2 do maz
if (brojevi[j] != 0) // ako broj nije vec oznacen kao slozen
it (3% i) — o)
brojevi[j] = 0;

if ((fajl = fopen (name, "w")) = NULL) {
printf ("Ne_moze_da_otvori_fajl.\n");
return 1;

}

for (i = 2; i <= max; i++) { // preskace 0 i 1
if (brojevi[i] != 0) {
count-+-+;
fprintf (fajl, "%lu,", i);

}
}

free(brojevi);
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fclose (fajl);

printf ("Prostih_brojeva_do %lu_ima:_%lu._Prosti_brojevi_su_.nadjeni_za
uuuuuuuuu %.6f_sekundi.\n", max, count, (double)(clock() — begin)/CLOCKS PER SEC);

return 0;

Canoxenocr Eparocrenosor cura je O(n-Inlnn), u n je ekcionennujasno no 6pojy mudapa. Hajselie
MIPAKTUYHO OI'PAHUYEHE CBUX CUTA je OIPOMHA KOJIMYUHA MEMOPHjE U IIPOCTOPA Ha JUCKY KOjy 3aXTeBajy,
1a Tpebda cMambuTH OBe 3axTeBe. decTo je moTpebHO 10AeIuTH Ha, cerMenTe Opojese o 2 10 1. Aju 1a 6u
Eparocrenoso cuto 6uiio eduracuo, ayKuHa cerMeHTa He Tpeba ga Oyne mama o7 y/n. Ha oBaj Hauun
ce Kpeupa T3B. CerMeHTHUCaHO cuTo (eHri. segmented sieve).

Ako ce ca 1 y marom HM3y O3Ha4uM Aa je OpOj CJIOXKEH, OHJA Ce CUTO BEOMa jE€IHOCTABHO MOXKE
[POMEHUTHU TAKO Ja yMmecTo 1 dyBa HajMamu mpocTu (PAKTOP CBAKOr cjioxKeHOor Opoja. OBakBO cUTO
3ay3WMa BUINE MEMOPHjCKOTr MPOCTOPa. Ha cinduan HAYWH ce MpaBU CUTO KOjeé 3a CJIO¥KeHe OpojeBe maje
moTIyHY (haKTOPU3AIIH]Y .

3.9 Moaudpukosano EparocreHoBo cuTo

Kunacuuno Eparocrenoso cuto nounmse o1 6pojesa 2, 3, ..., n U CyKIECUBHO O/10allyje OHe KOju Cy [IPOU3BOJ,
npoctux Opojesa 10 /n. Osne je mar omuc momudukosanor Eparocrenosor cuta Koje je Gpike of
KJIACMYHOT, KOPUCTH MAIkh€ MEMOpHje U MOXKe /13 paau ca MHOro Behum OpojeBuma. OBO MOAN(PUKOBAHO
EparocrenoBo cuto je jenan o pe3yarara ceMuHapa u KOHCyaTanuja kKoje je 2009. ronune oapxao mpod.
2K. Mujajmosuh.

Hexkommko 6utHuX 0coOMHA OBOr CHTA M MOOOJBITAIbA KOj€ OHO JOHOCH:

e CBojcTBO 11eJ0T 6poja Ja Jin je IIPOoCT NJIM CJIOXKEH, Ha pavyyHapy MoXe OUTH perpe3eH-
ToBaHo jeguum burom — 0 mim 1. Ha mpumep, 0 o3rauasa mpoct 6poj, Tj. O6poj Koju Huje mpe-
[[PTAaH TOKOM mpocejaBama. CBaku padyHap UMa OTPAHUYEHY KOJUYIUHY MEMOpHje, a je moTpeOHO
na mpoHahy HavYWHE 3a HEHO PayuoHaAHo Kopuimheme.

e 3a mpocejaBame ce KopucTe caMo npoctu 6pojesu. IIpoctu 6pojesw 10 /1, 1 6pPOj M0 KoOra
ce U3BPLIABA [IPOCEjaBatbe, Cy PeHepUCaHK (HUp. IOMONY IPETXO[0r CHTA) U CadyBaHU Kao HU3.

e Kako je 6poj 2 jemunu mapad mpocr Opoj, He caMo [a ce IMapHu OpojeBHM He IIpoBepaBajy,
Hero ce HU He 3anucyjy. Ha npumep, Ha OBaj HAYMH Ce HOCTUXKE Ja CE y CBAKOM DajTy dyBajy
nrdopmanmje Koju O6pojeBn 3 WHTEpBaIa Ay:KuHe 16 cy mpocTn.

e YV ommreM ciyuajy npu o3Hauasaiby Gpojesa jesbuBux ca m, mojdasehm om m? obesexkasa ce
Kao cJIoXKeH cBaku (2m)-tu 6poj, Tj. m?, m? + 2m, m? + 4m, ..., 1o n. Kako je m Hemapmo,
cBu oBU OpojeBu cy nemapuu. Ocrasu OpojeBu Ie/bUBU Ca M Cy MAPHU, A CE 3aTO HE Pa3MaTpajy.

e $(2-3-5-7-11-13-17-19) = ¢(9699690) = 1-2-4-6-10-12-16-18 = 1,658, 880 - oBOIMKO je GpojeBa
KOju ¢y y3ajamuO mpoctu ca 9,699,690, Tj. Opoj esremeHaTa CBeIEHOT CHCTEMAa OCTATAKA.
Mebhy oBum OpojeBHMa Cy CBH IMPOCTH OPOjeBH W3 OBOI' MHTEPBAJIA, a OCTAJIH OPOjeBH CY CUTYPHO
cnoxenu. Cnemn ga 1,658,880 6ura, omrocuo 207,360 Hajra mMoxke HocuTr WH(MOPMAIHjE O CBHM
6pojesuma u3 unTepsasia oz 9,699,690 ~ 107 6pojea (rj. kaxe ce ga 1 6ur uysa urpopMamje
3a mpubMKHO 5.85 GpojeBa, 1ITO TpecTaB/ba mobosbiname). [IpuMernMo ga npocTux Gpojesa 10
9,699, 690 nma 646,029.

e Koncrpywuie ce au3 mbiti koju uma 9, 699, 690 eremenara u 3a WHIEKCE KOjU HE MPUITAIA]Y CBEIEHOM
cuCTeMy ejeMeHaTa mMa BpemHocT (), TOK 3a eJeMeHTe CBeJEHOT CHCTEMA Jaje KOJU je TO OCTaTaK
110 PeJly, ODHOCHO UyBa MO3UI]y CBEIEHOT OCTATKA KOjU je O3HAUeH WHAeKCOM Hm3a. Ilomohy Hm3a
mbiti npoeepasa ce na ju je 6poj KaHAMAAT WK HE, Tj. Ja JHU je eJIeMeHT CBeJeHOr CHCTeMa
ejieMeHaTa — ako je speguoct mbiti nekor ocrarka 0, ou je curypuo csoxken 6poj. Ha osaj nauun
ce omoryhasa u dyBame mHMOpMaImja camo 0 OpPOjeBUMA M3 CBEIEHOT CHCTEMA OCTATAKA.

o Ilpumemyje ce momudukaiuja Koja ce ogHocu Ha OOJMK OpojeBa KOju ce mposepaBajy. Kao mrTo
j€ Ha MOYEeTKy PEUEHO, & KOJ, AJITOPUTMa, TOHOBJHEHOT JI€/bEHHa TPUMEhEHO, CBU MPOCTU OpojeBu
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cy obumka 6k + 1 mum 6k + 5. Tpeba npumerurn ga cy kBaaparu OpojeBa obuka 6k + 1 u 6k + 5
oba obsmka 6k + 1.

e OBo cuTo je cerMmeHTHCaHO: WHTEpBAI [1, 1], KOju 03HaYaBa OpojeBe Ha Koje ce MPUMerbyje CHUTO,
ce menu Ha cermente ayxkuue PBLOK = 9,699,690. Y cBakoM CermMeHTy, CBe OIleparuje ce
M3BPINABAjy Mo Momyiy. Ilocie cBakor cermMeHTa 3alMCyje ce Ha AWCK HU3, Ha30BUMO ra marker,
Koju dyBa uHpopMammje o mpoctuM OpojeBuMa u3 Tor cermenta. Curo je HajedpmracHuje Kaga je

n < 96996902,
e EjnuMuHuIiie ce onepamnuja mo MOIYJLY, Tj. OCTATAK IIPH JEJbeerby, KOJIUKO roj, je moryhe.

e ITpunpema oj Kor 6poja y CBAKOM CErMEHTY MOYUHE MIPOCEjaBabe 3ay3uMa OUTaH J1€0 IPOrpama.
Y oBOM fiefy CHTO ce TIPUMpeMa TakKo IITO ce TPUMey]y CBM mperxomnn 3axtesn. (OBa m3pady-
HaBaWba W MHOTE MPOBEpPE MOTY Ce PEIyKOBATH aKO ce y3Mme 13 je 6poj N 10 Kora ce mpocejaBa
ymHO)kak cermenta PBLOK.

e 3a mpuctyn OuToBHUMA KOju 4yBajy nHMOpPMAIje O TPpOCTUM OpOjeBrMa, paau OpOjarka WJIH Te€Hep-
ucama npocTux 6pojeBa, KOPUCTH ce HU3 KOJU caapXKu pa3make (eHri. gap) uamely KaHaumara
3a mpocre 6pojese.

Ha ocHoBy mperxogHux 3amarkama HAIMCAH je MporpaM 4uju ce KOa Moxke Hahw y mpuitory y3 pag,.

EpaTOCTeHOBO CHUTO Ha MHTepBaJly

ITpernocrasumo ja je norpebuo Haliu cBe mpocre GpojeBe U3 UHTEPBAJIA [, M|, TIAE CYy N ¥ M BEJIUKA
npocTu OpOjeBH, ajM je IHUXOBA pa3jnka pejaaruBHO Mmana. Jla 6m ce cmammia KOJMMIHHA TOTPEOHe
MeMopHje, IpuMembyje ce cienehu mocrymak: mpBo ce y3 momoh EparocreHoBor cura remepuine JucTa
cBUX mpoctux Opojesa o1 2 10 /m. Tu mpoctu 6pojeBu ce cTaBe y HU3, TAKO [ Taj HU3 CAAPIKU CAMO
npocte Opojee. Tama cBaku O6poj m3meljy n u m Koju je caoxkeH Mopa uMmaru (hAKTOP U3 OBE JINCTE, T,
Ce jeTHOCTABHO MOXKE TTPOCEjATH TaTH WHTEPBAJ MPOCTUM OpOjeBUMAa U3 OBE JINCTE.

OBaj asropuram UMa HEKOJUKO MPETHOCTH HAJT CTAHIAPIHAM CUTOM 3a BeJMKH 11e0 6poj m. Memopuja
KOjy 3ay3uMa je CMameHa jep Kaja Ce jeJHOM J00Hjy CBH MPOCTH OpojeBn mo +/m, oHm ce cabujy y Hu3
nyxune 7(y/m). Takolje, Ipyru meo aaropuTMa 3aXTeBa HU3 BEJIMIWHE M — N YMECTO Iy>KuHe m. Bpewme
U3BpINABaKa je Takohe kpalie jep ce mpoBepasa Marme OpOjeBa, OJHOCHO Mamhe YMHOKAKA CBAKOT TTPOCTOT
6poja. MehyTum, u oBze mocroju mpobiaeM ca ONTHMATHOM BEIWYMHOM WHTEpBAsa 3a mpocejaBarbe [17].
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4 TecToBHU IMPOCTOCTH

TecToBM MPOCTOCTH, Tj. TECTOBW I3 JiM je 3amaru OpOj MpocT, Cy BeoMma OWTHHU 33 kKpunrorpadujy. Y
MTOCJIeIEbE BpEeMe OO0 je 10 3HAYajHuX OTKpuhia y 0B0oj obactu u mobospinama mocrojehinx ajropurama.

BepoBaTHOCHU TeCT IIPOCTOCTH je TECT KOjUM Ce IIPOM3BOJbHY TO3UTUBHU 1€/ OPOjEBU TECTUPAjY
J1a 6u ce 0besbeuie deaumunne uuadopmanuje y norseny mwuxose npocroctu. OHu He J0Ka3yjy Ja je
Jaru Opoj MpOCT. YMECTO TOra, OHM KJIAaCH(UKYjy 1eo Opoj Ha yaa3y Kao CJIOYKEH WM BepPOBATHO
HpoCT.

3a cBaku HemapaH mo3uTuBaH 11€0 6poj n, ckyn W(n) C Z, je nedunucan tako Ja 3aJ0BO/baBA
caenehe ocobune:

1. 3a gato a € Z, MOke ce y IeTEPMUHUCTHIKOM MOJTUHOMUJATHOM BPEMEHY OAPEeIUTH 113 JIn a €
W(n);

2. Axo je n mpoct 6poj, tana je W(n) =0, W(n) je mpazan ckym;
3. Axo je n cnoxen 6poj, onza je [W(n)| > 4.

Hedununumja 4.1. Ako je n cioxen 6poj, enemenre ckyna W (n) HazuBamMo cBeIOIUMA CJIOXKEHOCTH
6poja n, a enemMenTe KOMILIeMeHTapHOr ckyna L(n) = Z, — W (n) na3uBamo Jra>koBuma [28].

BepoBaTHocHu TecToBH MOKyIIaBajy ma Hahy moka3, Tj. cBemoke 1a je 6poj cioxken, n Bpahajy ma je
Op0j BEPOBATHO IIPOCT AKO CBEJONM HUCY HaheHw.

Beposaruoha rperike ma ako ce Tect uzBene k myTa HE3ABUCHO 34 CJIOKEH OpOj n, u Oy/1e mporJalien
Kao “mpoct” ceux k myra je majsume (3)".

OcHoBHA HJeja CBUX BEPOBATHOCHUX TECTOBA MPOCTOCTH je TMPOBEpa HEeKe OCOOWHE KOjy MMajy CBU
npoctu OpojeBH, a BelimHA CIOKEHHX HE 3a70BO/HABA OBaj YCJIOB. BepoBATHOCHH TECTOBH MPHUMAJ-
HOCTH MOTY ce KOMOMHOBATH Paju Kpeupama BeoMa Op30r ajJropuTMa 3a MOKA3WBAE MPUMATHOCTH
OpojeBa. 3ampapo, yOOMYajHN HAYUH TTPOBEPE MPUMAJTHOCTH HEKOT Op0ja 3aCHMWBA HA MPOBEPHU 1A JIU je
Opoj Je/PUB MAJIMM TIPOCTUM OpojeBuMa 0 oapeheHe TPAHUILE, 1A, Ce€ TEK OHJIA MPUMEHYje TECT MPUMaJI-
HOCTH, Ui KomMOuHanuja aBa uau suine (Mel)ycoOHO HE3aBUCHUX) BEPOBATHOCHUX TECTOBA [IPUMAJIHOCTH,
paau Kpenpama OpzKer W CUTypHHjer Tecra.

IIpaBu TecT mpocToCTH je TECT 33 JOKA3UBAME 3 JIU 33aTh OpOj MPOCT.

MoTuBariuja 3a npoHaJjia3eme JOKa3UBUX MPOCTUX O6pojeBa. AKo je TOTPEGHO KOPUCTUTH TIPOCTE
Opojese 3a undycmpujcky IPUMEHY 4ecTo He Tpeba JI0Ka3aT Ja Cy OHU IpocTH. Moxke OUTH J0BOJBHO
Ja je BeposaTHONA Jla OHE MOTY Ja ce pacTase BeoMa Maja (Hup. mama ox 10724%). ¥V oom ciyuajy
MOry ce KOpUCTUTH (jaK¥) BEPOBATHOCHU TE€CTOBU IIPUMAJHOCTH.

Wnak, kaga ce nabhe seposammno mpocm Opoj, yBomm ce maja BepoBarHoha ma je Taj OpOj CITOXKEH.
VY 3aBHCHOCTH O Jajbe IPUMEHE TAaKBOT HPOCTOr Opoja, mory ce mecutu 030mpHU mnpobimemu. Kao
y TPeTXoJHOM mpumepy, oapehiern KpunrorpadCKu aJrOpUTME Ce OCIamajy Ha CIenujaaHe ocoOnHe
npocTux Opojesa, ma ako ce n3abepe Ca0kKeH Opoj, KPUITOCUCTEM MOKe OuTu 036u/bHO ociabsbeH. ako
je MmoryhHOCT OBAKBOT HEyCIIeXa EKCTPEMHO MaJIa, OHA WITAK TMOCTOjHU, U 3aTO j&é MHTEPECAHTHO PA3MOTPUTH
aJIrOpUTMe 33 MTPOHAIAKEHE JIOKA3UBUX MTPOCTUX DPOjeBa.

TecToBe mpocrocTu Tpeba pas3jauKoBaTHU OJ ajiropuraMma 3a ¢pakropusanujy GpojeBa Ha
IPOCTE YUHUOIE, jep OHU Y OMIITeM CJIyuajy He dhakTopuiry 6pojese, Beh (camo) 1ajy OAroBop Ha MUTAHE
J1a Jin je 6poj mpocT Ui He.

Kako ce y oapehennm TecroBuMa MPUMAJHOCTH 3aXTEBA IEIAMUYHA, WA TOTHYHA (DAKTOPU3AIN]A
HEKOT Opoja, Tj. MPUMATHOCT TPAaXKEHOT OPoja ce 3aCHUBA HA TMO3HABAILY (paKTOpU3aIije HEKOT N06E3aH02
Opoja, dnja pakTOpHU3aIKja je OIUTIIEIHA WK IO3HATA, WK je JaKo dakTopucaru Taj 6poj 300r meroBux
criermuduIHUX 0COOMHA, TIPBO je AT Mperjes MeToaa 3a (axropusarmjy.

4.1 PakTopusaiuja

IIpobmem omnmyunBama ga Ju je OpOj MPOCT WM HE je y OIINTEM CIydajy JIAKIIN o mpobiema gaxk-
ropu3almje. 3aTo Cce [PBO MOXKE TECTUPATU J1a Ju je OpOj 3aucra CJIO0XKEH, [a TEeK OHJA IMOKYIIATH Ca
MU3BPIABAKHEM HeroBe (pakTopu3almje.
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3a IPOHATAKEHE MAAUT NPOcMuL Opojeéa KopucTuru ce EparocreHOBO CHUTO WU IIOHOBJHEHO JI€Jb-
eme. OBe mMerTone cy curypre, u HajO0o/be MeToae 3a Maje O6pojese. OBe ce MOM MAJIUM MPOCTUM Opoje-
BIMa OOMYHO cMaTpajy oHm Mamu of 254, Ajm 3ampaBo, 0Baj TePMHUH 3aBHCH OJ KOHTEKCTa. AKO CMO
GOKyCHpHE Ha TPOHAJAXKEHe MPOCTHX OpOjeBa Ca BHINE O MUIUOH IMudapa, CMAaTpaMo Ia Cy IPOCTH
OpojeBn ca map crormHa mudapa Maim, a Ha oBe Opojese je HeepUKACHO MPUMEHUBATH IIOMEHYTE AJr0-
purMme.

IoroB/IFEHUM TETHEmHEM Ce POBEPaBa Ja Ju je 6POj n Je/bUB HEKUM MPOCTHM GpojeMm of 2 mo +/n.
OBaj ajropuram Jiaje u JAeJUMUYHY WK HOTIyHY (dakTopusaiujy 0poja n ako je n CJI0XKeH — Kaja ce
nponabe gemuTess i, OHIA Ce jeTHOCTABHO MOYKe PeCTapTOBATH aJrOPUTaM 3a 7 JIOK Ce y TIOTTYHOCTH He
dakropurtie 6poj n.

Metome dhaxkTopusaluje ce MOry MOIEIUTH Ha OMINTE U crenujaane. Koa OnmTux MeTo1a OYeKuBAHN
Opoj omeparuja 3aBUCH CaMO O BesimanHe Opoja m, TOK KO/ CIIENUjaJIHuX 3aBUCH U 01 0coOmHa (axTopa
o6poja n. Kom omene cUrypHOCTH KPHUIITOCHCTEMA 3aCHOBAHMX Ha MpodaeMy (pakTopHu3alpje OUTHE Cy
OIIIIITE METOJIE.

Crnenujajgne meroe:

1. Tlonapmuos po anropuram 3a daxropusauujy (eursi. Pollard’s rho factoring algorithm).
2. Tonapmosa p — 1 meroma 3a dakropusanujy (earn. Pollard’s p — 1 factoring algorithm).
3. ®akropucame nomohy enunruukux Kpusux (enri. elliptic curve factoring, ECM).
4. Cnenumjanuo cuto y mosby O6pojesa (enri. special number field sieve, SNFS).

Ormmnre merome:
1. Ksagparuo curo (enri. quadratic sieve factoring, QS).

2. Curo y noswy 6pojesa (eurs. number field sieve factoring, NFS), 1j. werosa BapujaHTa — OIIIITE
curo y uosby 6pojesa (eurs. general number field sieve, GNFS) je tpenyrHO Haj6osbu ajropuram
3a (baxTopuzanmjy.

V Bpeme mmcama oBor paja najsehu dakropucanu RSA 6poj je RSA-768 ca 232 mudapa (768 6urosa)
daxTopucan momohy GNFS.3?
CurypHOCT MHOTUX KpPUMTOrpadCKUX TEXHUKA 3aBUCH OJ TexkuHe mpobiema dakropusanuje. [Ipobrem
RSA u npobitem Tpakema KBaJIpaTHOT OCTaTKA MOBE3aHU Cy ca mpobiemom daktopusanuje. Heku a-
ropuT™Mu 3a (HPaKTOPHU3ANN]y KOjU Cy €KCIIOHEHIHjaJIHN U CyOeKCIIOHEHIIMAJIHA YHMHe OCHOBY 3a aHaJIOrHe
aJITOpUTMe 33 U3padyHaBame AUCKPETHOT JOTAPUTMA.

Fancy EparocteHoBo curto

Kao mnycrpamujy jemme jeanocraBme MeToze 3a (GpaKTOPHU3AIU]jy, Tae Cy MPUMEheHa OCHOBHA 3HAIba
u3 Teopuje 6pojesa, nar je anropuram Fancy Eparocrenosor cura u3z [17]:

AJITOPUTAM: Fancy EpaTocTeHOBO CUTO
fancy-eratosthenes-sieve(N)

VJIIA3: Tleo 6poj N > 4.

MN3JIA3: Ckyn npocrux 6pojesa y [1, N].

Ca p; ce osnauasa [-tu nupocr 6poj. Heka je M; = p1-p2 - .. p;, u HeKa je ca S; o3maqen ckyun 6pojesa y [1, N]|
Koju cy y3ajamuo mpoctu ca M;. IlpumeTnmo ma ako je pm+1 > /N, oHma je ckym mpocTux 6pojesa y [1, N] jennax
(Sm)\{1}U{p1, p2,...., Pm}. AAropuraM peKyp3UBHO IPOHATA3U S, Sk41, ..., Sm, TAKO IITO OYHIbE O] BDEIHOCTH k KOja
je yMepene Besmuune u 3appmasa ca m = w(vN).

[Setup]

TTocraButu k Ha 1eo 6poj Takas ga je My < % < Mpyq;

38RSA Factoring Challenge je 6mmo TaxMmueme 3a GaKTopucame BETUKAX Ienux 6pojesa n pasbujame RSA kmyuesa,
3aspueno 2007. roxume.
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m = 7(VN);
Kopuctu ce o6uuno Eparocrenoso curto na ce maljy mpocru 6pojesu pi1,p2, ..., Pk 4 4a ce Hahe ckymn menux Opojesa y
[1, My] ysajamuo npoctux ca My (Tj. cBemeHm CcKym ocraraka mo Momyiy My);

[IIokpenyTn Touaxk]
I[Mokpenytu M), “rouax” ma ce Habe ckym Si;
S = 5.
[IIponahn pasmake (eHri. gaps)]
while (Il €[k+1, m]) do
p = p; = HajMaBmU WiaH ckyna S Koju je Behu ox 1; YV oBOoM TpeHYTKY, S = S;_1.
IIporahm ckyn G pasmaka m3mely ysacromrmx wianosa ckyma S N [1, N/pl;
Cpaku 6poj Koju je pa3max ce 6poju camo jemuom y G.
Hahu ckyn pG = {p-g:g € G};
[IIponahu cneumjanum ckynmn|
IIponahm ckyn pSN[1,N] ={p-s:p-s < N,s € S} va cnenehnm naunn: AKO Cy s u s/ y3aCTOIHH YJIaHOBH
ckyna S Taksu ga je s’ -p < N u s - p je Beli m3apauynar, oga jep-s' =p-s+p- (s’ —s);
Tpeba npumerntu Aa je s’ — s unan ckyna G u aa je 6poj p - (s’ — s) Beh uspauynar y kopaxy [IIponahu
pasmaxe]. Jlakie, p- s’ ce moxke uspauynaru nomohy onysumama (na ce nabe s’ — s), nanaxemem (p- (s’ — s))
u onga cabupamem. (Kako je majmamwn wnan ckyna S 6poj 1, npsa BpeguocT 3a p - s je cam 6poj s u Huje
TNOTPeOHO HUKAKBO W3PAYyHABAGE. )
[IIponahu cinenehu ckyn S)
S = S\(pSNIL, Ny
I=1+1;
[BpaTrutn ckyn npocrux 6pojesa y [1,N] ]
return (S\{1}) U{p1,p2,...,pm};

Ceaku ckyn S) ce cacroju ox Gpojesa y [1, N] Koju Cy y3ajaMHO IPOCTH Ca D1, P2, ...,p;. OAaBAE CIeAW Aa je IPBU 4IaH
nocie 1 3ampaso (I + 1)-tu mpoct 6poj, pi41-

U 0BO cuTO, KAO U IIPETXOHO IIOMEHYTa CUTA, MOXKE IIOCJyKATH 33 TeHepHUCcalhe IPOCTUX GpojeBa
u3 oxpehenor nuTEpBaIA.

Hedununuja 4.2. IMosurusan 11eo 6poj = je N-ramamak (enrs. N-smooth) ako Cy CBU HBEroBu MpOCTU
daxTopu mamu o1 N.

I'matkm OpojeBu maum OpojeBu 0e3 BeMMKuX MPOCTHX (akTopa cy Beoma OuTHm. I[lomenmmo ma y
npocexy uma suie o 30% 6pojesa 3 unrepsana [1, N2 xoju ¢y N-rnarku [17].

Onucana cuta U TOHOBJBEHO JEJhEIHEe Ce MOTy MOAUMUKOBATH Ja MpOHAIA3e TIaTKe OpojeBe U3 HeKor
WHTEpBajia, Wiu Ja 00e36eme nemmMudny (paxkTopusammjy HeKor 6poja, OTHOCHO MpPaB/heibe Tabese Haj-
Mamux npocrux dpakTopa 6pojeBa U3 HEKOI MHTEPBAJa, IITO Ce OHJA KOpUCTH y oipehernum recroBuma
MPUMAJIHOCTY WUJIA APYTUM JITOPUTMUMA U3 Teopuje Opojena.

4.2 PepmMaoB TECT HPOCTOCTH

PepMaoB TECT je jeTHOCTaBAH BEPOBATHOCHU TECT MPUMAJTHOCTH 3aCHOBAH Ha MaJyioj PepmMaoBoj Teopemu.

Kao mro cmo Beh nokasanu, ako je p npoct 6poj, onia paxu 2P~ =1 (mod p). Haxanoct, nocroje
u cioxkenu O6pojeBu Koju 3a70BosbaBajy oo tepheme. Ha npumep, n = 341 = 11 - 31 je cioxen 6poj u
paskn 224171 =1 (mod 341).

Hedununuja 4.3. Heka je n nenapan caoorcen 6poj. Lleo 6poj a, a € [1,n—1], Takas na Basku a1 # 1
(mod n) nasusa ce PepMaoOBUM CBEIOKOM CJIOXKEHOCTH Gpoja n.

Hedununuja 4.4, PepmaoB nceygonpoct 6poj y 6asm a je caroocen 1o 6poj n Koju 3a/10BOJbABA,
kourpyenujy a” ! =1 (mod n). Heo 6poj a ce nasupa @epMaoBUM JIAXKOBOM 3a 7.

Kazna me 6u mocrojasm mceymompoctu OpojeBu 3a 6a3y a, oHma O6u Majga PepmaoBa Teopema OMIa
jemmoctaBaH Tect npumasHocTu. OBM TceymompocTu OPOjeBU Cy MPWJIMYHO PETKH, Ha mpumep, 341 je
HajMamI TICEYIONPOCT y 6asw 2, W HOCTOjH caMo 22 mceymompocTa 6poja y Gasm 2 y mpsux 10° memmx
opojeBa. Mebhyrum, majseha mama ®epmaoBor Tecra je TO IMITO MOCTOju Beha BepoBaTHONA [1a CIEIu-
jannu cioxkenu 6pojesu, r38. Kapmajkiosu 6pojesu (eurs. Carmichael numbers) Gyiy uporiaiesu Kao
BEpOBATHO MPOCTH, HErO IITO jeé TO BEPOBATHONA 33 OCTaJIe CJIOXKEeHe OpojeBe.
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Hedunnmnuja 4.5. KapmajkiaoB 6poj je cioxen 1eo 6poj n xoju 3a10B0sbaBa, a1

cBakm 6poj a takas 1a je nzd(a,n) = 1.

=1 (mod n) 3a

Hajmamn Kapmajkiaos 6poj je 561 = 3 - 11 - 17. Ceaku KapmajkiioB O6poj je npou3Boj, HajMame Tpu
pasaumganTa mpocTta Opoja u 6e3kBpaaparaH je 6poj. Kapmajkmosu 6pojesu cy jom pehu ox mceymompocTux
y 6asm 2: mMa mx camo 255 y npeux 108 menmx 6pojesa [17].

®epMaoB TECT MPOBEPABA 14, JIK je N ICeymonpocT y k ciydajHo m3abpanux 0a3a, u Kiaacudukyje ra
Ka0 BEPOBATHO MPOCT aKO mpohe cBux k TecroBa. Hawmehe ce jenmocraBan HAUYMH CMarHUBambha TPEIKE Y
KJTACU(DUKAIUJH TAKO IIITO Ce 33,1aTh OPOj MPOBEpH 33 BUIIE PA3INIUTHX 0a3a, Tj. 3a Behu Opoj ureparuja
k. Ha mpuwmep, 341 = 11 - 31 je nceymompoct y 6a3u 2, ajau auje y 6asu 3.

AJITOPUTAM: ®epmaoB BepOBaTHOCHUA TECT MPUMATHOCTHA

fermat(n, k)
VJIA3: Henapan 1ieo 6poj n > 3 u mapamerap k > 1.
N3JIA3: Oxarosop “mpoct” wnm “cioxken” Ha nutame: “/la au je n mpoct 6poj?”

for i=1 to k) do
W3zabparu ciay4ajan neo 6poj a, a € [2,n — 2];
WzpauyraTtu r = a”~! (mod n); // Moxe ce KOPHCTHTH anropuTaM binary exp JaT y HOTJIaBbYy 3
if (r #1) return (“cioxen”);

return (“mpoct”);

Hanomena 4.1. Kao mrro cmo pekin, moctoje 6pojeBu KOju Cy ICEYIO0NPOCTH 3a CKOPO CBaKy 0aly a.
Axo je n Kapwmajkios 6poj, onua cy jequnu ®epmaosu csezponu 3a n uesnu 6pojesu a, a € [1,n — 1] 3a
koje je nzd(a,n) > 1. Ha upumep, 3a 6a3y 3, Kapmajkiios 6poj 561 je na ocnoBy garor ®epmaosor recra
C0KeH Opoj.

®epmaoB TecT je m BeoMa edukacan ajgroputam. AJm, HAC 3aHUMAjy BEPOBATHOCHU TECTOBH KOjU CY
O[jeTHAKO TIOY3JaHU 33 CBe OpojeBe Ha yJiasy.

Hanowmena 4.2. Ipyrum npo6aOunCTUYKUM TECTOBAMA, MPOCTOCTH OTOBAPAjy APYTH TUIIOBH TICEYIO-
npoctux Opojena.

4.3 Coaosej-IIITpaceHOB TeCT IIPOCTOCTHU

Conosej u rpacen cy 1977. ronuue pa3Buiii BEPOBATHOCHHU TeCT Koju HeMa cyraboctu PepMaoBor recta.
OH je 6mo dpyHmamenTasan 3a creapame kpunrocucrema RSA. NMako ra je Musep-PabunoB Tect 3aMeHno
Ha MeCTy HajboJher BEPOBATHOCHOT TEeCTa MPUMAIHOCTH, HABOIM ce 300r 3HaYaja KOjU je MMao.

Kao u ®epmaos rect, Cososej-Illrpacenos recr (enrs. Solovay-Strassen test) je 3acHOBaH Ha jej-
HOCTABHOM TECTY CJIOXKEHOCTH u3 Teopuje 6pojea — ua OjnepoBoM KpurTepujymy.

Teopema 4.1. Axo je n nenapan npocm 6poj, onda je (&) = a' T (mod n) 3a ceaxo a maxeo da je

1 <a<n—1. Onwmuje, (%)= o' (mod n) sa cee ueae bpojese a maxse da je nzd(a,n) = 1.

Hedbunuruja 4.6. Heka je n menapan cioxen neo 6poj u 1 < a < n — 1. Axo je nzd(a,n) > 1

i oz # (%) (mod n), onna je a OjnepoB cBeloOK ciioxeHocTu Gpoja n. Y CyMPOTHOM, aKo je

nzd(a,n) =1 n "7 = (£) (mod n), onga je a Ojrepos J1a>koB 3a n.

AJITOPUTAM: Cosnosej-IIITpaceHOB BEpOBATHOCHU TECT NMPUMAJIHOCTH

solovay-strassen(n, k)
VJIA3: /Ipa uesa 6pojan u k, n > 3, k> 1.
MN3JIA3: Oxrosop “radno” mam “Heradno” Ha murtame: “/la gu je n mpoct 6poj?”

for (i=1 to k) do
W3zabparu ciay4ajan neo 6poj a, a € [2,2 — nl;

n—1
Uspagymate r = a 2 (mod n); // HOp. aaropuTMOM AATUM y IOLJIABIBY 3
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if (r#1 and r#n—1) return (“cnoxer”); // 1j. r # £1 (mod n)
Wspawywarn Jakobujes cumbon s = (); // HIp. anropuTMom JAaTHM y NOrJIapby 3
if (r# s (mod n)) return (“cnoxen”);

return (“upoct”);

[IpBu KOpak OBOT AJTOPUTMA, je 13 Ce W3padyHa T = o' (mod n), mWTO je CKOPO UCTO KAO KO
®epmaosor Tecta. Crenehu xopax je padyname Jakobujesor cumGona () n mopeheme ca 7. Axo onm
HUCY jeqHaku, n je ciaoxken mo OQjrepoBoM kpurepujymy. ¥ cynporHoM, a Huje Ojiepos CBEIOK.

Conosej-IlITpacenoB Tect je cmnopuju ox @Pepmaoor tecra. OBaj ajropuraM 3aXTEBa PAYYHAHE
JakobujeBor cumbosia, ma mwerosa e(pUKACHOCT 3aBUCH OJT TPAKEHHa jeTHOCTABHU]Er M3PAdyHaBaBba, JaKo-
o6ujeBor cuM0O0JIa O M.

Conosej-lllTpaceHoB anropuraM TecTUpa Jia JU je 1meo Opoj n MpoCcT TAKO IITO U3BPIIABA [OPHU
anropuraMm Tpaxkema OjaepoBor cBemoka, 3a k CiydajHO m3abpaHuX BpegHOCTH Opoja a. AKO je Heka o1
k Bpeauoctu OjepoB CBEIOK, OHJIA je 1 CIOYKeH. AKO HUjeIHa BPEIHOCT 33 ¢ HUje CBEJIOK, OHIIA je WU
n upoct, win cy ceux k Bpeaaoctu OjnepoBu TaXKoBH.

Heedukacuo je rectuparu cse moryhe BpeIHOCTH 3a @, 32TO0 je IOTPEOHO 3HATH KOJIUKA je BEpOBaTHONA
JIa, aKO je n CJIOXKEH, CIydajHo m3abpaH 1eo 6poj a 6yme Ojiepos ceemok cnoxkenoctu O6poja n. Caeneha
TeopeMa rapaHTyje 1a ce, 3a pas3iauky oa ®epmaosBor Tecra rae nocroje Kapmajkiaosu 6pojeBu, oBaj Tect
PaBHOIIPABHO MOHAIIA 3a OMIO KOju 1meo Opoj n Ha yaasy.

Teopema 4.2. Axo je n nenapan caodicen 6poj, onda nNocmoju Hajeuue ¢ Ojaeposuz nastcosa 3a n y

2
unmepeany [2,n — 2] [17, 28].

Kaxko je ¢(n) < n, onza je 3a menapan cioxen 6poj n mamwe ox 5 usbopa 3a a koju cy Ojreposu
JIaZKOBHM, T1a cjle/in Jia cy Hajmame 5 usbopa Ojneposu ceeponu. Opasie ciieau J1a ako je n CI0xKeH, 10c-
Toju 6ap 50% manch ma je 6mI0 Koja cayvajHo n3abpaHa BpEIHOCT 3a a CBeNOK. AKO TecT Kiaacudukyje
OpOj Kao CJIOXKEH, HE MMOCTOjU BepoBaTHONa rpemike. AKo Tect Kiacudukyje Opoj Kao TpoCT, MOXKe j1ohn
Jo rpemke. BepoBaraoha rpemke je marta ciaemehom geMom:

ITocaemuna 4.1. Axo Conosej-IlImpacenos mecm ca napamempuma n u k kiacuduryje n Kao npocm
bpoj, seposammuoha da je 0dz060p Hemawan je HajeuUwe (%)k

Ha ocroBy oBOr TBphema cieau ma ce MOYKe JOCTHlY TPOW3BO/bAH CTEMEH MaYHOCMU jeTHOCTABHAM
noBehameM BpemHoCcTH Opoja k.

4.4 Munep-PabuHOB TeCT IPOCTOCTHI

Mujiep-PaGuHOB TeCT POCTOCTH je TO3HAT U KA0 jaK TeCT ICeyAONPUMAIIHOCTH (€HIJL. Strong pseu-
doprime test). OBaj BEpOBATHOCHU TECT je HAjBUIIE KOpUIITieH y MPaKCH.

[Mocroju penaruBHO jeaHOCTAaBHO Tpormpene Mante @epmaose Teopeme Koje oMoryhaBa TecTUpambe
Ja Ju je 6poj mpocT ca MHOro BehoMm BepoBaTHONOM KOpPEeKTHOCTH Hero ko ®epmaoBor Tecra.

Crenehe tBpheme je ocaoBa Munep-Pabunosor Tecra:

Teopema 4.3. Heka je n nenapan npocm 6poj u nexa je n — 1 = 27 - s, 2de je s nenapan.>® Hexa je a
6uno Koju yeo 6poj makas da je nzd(a,n) = 1. Tada je uau a® =1 (mod n) wau je a®>* = —1 (mod n)

3a neko i, 0 <i <r—1.

Hoxkas. Heka je n memapan 6poj koju je morpebuo Tectuparu. Tpeba pacrasutu n — 1y dopmy 27 - s,
rre je s menapan 6poj. Kako je n — 1 mapan 6poj, Baxku 1a je v > 1. W3abepe ce 1meo 6poj a Takas ma je
nzd(a,n) = 1, xoju je onja 6a3a u padyna ce caeneliu nus 6pojesa:

a® (mod n), (¢®)?> (modn), ..., (a*)*" (mod n).
Baxu (a°)? = a” ' =1 (mod n) na ocrory mase ®epmaone Teopeme, jep je nzd(a,n) = 1. Tpumernmo
Ia ako je nzd(a,n) > 1, n Huje mpocr 6poj u 3anpaso mocroju dakrop 6poja n. IIpema Tome, natn HU3
OpojeBa MOpa [1a Ce 3aBPIHU Ca, 1 Win je y CyIpOTHOM 7. CJIOXKEH OpPOj.

39Tpumernmo ma je n =27 - s+ 1, s < 27, 3ampaso IIpoTos 6poj.
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Axo jennaunna 22 = 1 (mod n) uMa HeTpuBHjaIHa PelIeba, OH/A je 1 ciozen 6poj. JIpyruM peduma,

HaJl TIOJbeM KBAJPATHA, jeJHAUNH] 2 = 1 WMa caMo TPHBHjaJHA pellermba, Tj. TAavHO JBa pelnema: 1
—1. OBo 3Haun Ja ako ce MOke Hahu HEKO T TAaKBO Ja je x 7 1, a uuju je KBaapar jeaHak 1 mo MOIyy
n, OHZA N MOpa OUTH CJIOXKEH, M T jeé CBEJOK CJIOKEHOCTH Opoja n. Ha ocHOBY oBOT pasMarpama BaxKu
12 6poj (a®)2 " koju nperxomu (a®)? Mopa 6uTu jenmak +1. Ao je a® - 277! (mod n) = —1, naljen je
j = r—1 3a koje Baxku TBpheme. Axo je a®-2"~! (mod n) = 1, onma ciaemu ga je a®-2" "2 (mod n) = +1,
Ha KOjH ce MpUMerbyje CTO pa3Marpambe, uta. Ako je a®-2 (mod n) =1, cienn na je a® (mod n) = +1,
olaKJie ciaean TBpheme. [

OBa Teopema maje moTpebaH, aau He U JOBOJbAH YCJIOB 1A je HEKHM OpOj MpOCT.

Hedununuja 4.7. Bpoj n 3a koju je Mumep-PabunoB Tect mao0 oarosop “mpoct” y Hekoj ba3um a ce
HA3UBA jaKk BepoBaTHO Hpoct 6poj y 6asu a (enri. strong probable prime). Ako je n cioxen 6poj 3a
Koju Muiiep-PabunoB Tect ma oarosop ja je “mpocr”, oHza ce KaxKe Ja je n jaK IceydonpocT Gpoj y
6a3u a. Y upakcu, oBaksu 6pojeBu cy udyserHo perku [17].

AJITOPUTAM: Muaep-PabuunoB cBenok

mr-witness(a, n)

VYJIA3: Henapan 1eo 6poj n u neo 6poj a takas ja je nzd(a,n) =1wua € [2,n — 2].

N3JIA3: Oxarosop “rauno” wiam “Heradno” Ha murtame: “/la au je a Mumep-Pabunos cemok?”
Heka jen —1=5-2",rue je r > 0 u s je Henapan ueo 6poj.

Heka je 1 = a® (mod n); // m3padynaru HOp. aaropuTMOM JATHM y IOLJIABIBY 3

if (x1#1 and x1 #n—1)

i = 1;

while (i<r—-1 and z;1 #n—1) do
z2 = z1-x1 (mod n);
if (r2 = 1) return (“rauno”);
1 = T2
i =1 + 1;

if (z2 #n—1) return (“rauno”);

else return (“merauno”);

Hamomena 4.3. Asropuram npso uspadyHnasa a®, OHZA ra KBaJpupa r myTa, namrehu nocienwy (1)
u TpenyTHy (Z2) BPEJHOCT y CBAKOM KOpaky. AKo je o = 1, onJa je o1 KBAAPATHU KOPEH jeJAMHUILE 1O
Moayay n. Ako je x1 # £1, Taja je OH HeTPpUBUjaIHY KBaJIPATHU KOPEH jeJUMHULE 110 MOJLYJLY 70, U 3aTO0
je n cmoxen. Axko mr-witness(a,n) Bparu “radHo”, ¢ je jaK CBeHOK CIIOKEHOCTH Opoja n.

Mujep-PabunoB TecT jeHOCTABHO M3BPIIABA Mr—witness 3a k CIy9ajHO W3a0pPaHUX BPETHOCTH OPOja
a. Ako je 6uI0 KOja 0J OBUX BPEIHOCTH CBEIOK CJIO¥KEHOCTH OpOja 7, OHJA je 1 CIOXKEH. Y CyNpPOTHOM,
7 je BepOBaTHO MPOCT OPOj.

AJITOPUTAM: Musaep-PabnuHoB BepoBaTHOCHU TEeCT MIPUMAJTHOCTH

miller-rabin(n, k)
VJIA3: Henapan neo 6poj n u 1eo 6poj k.
MN3JIA3: Ogrosop “mnpoct” mnm “coroxken” Ha nurame: “lla au je n mpocr?”
for (i=1 to k) do
a = random (2, n — 2);
if (mr-witness (a, n)) return (“cioxen”); // a je cBemok

return (“mpocr”); // uuje HaheH CBeJOKa, 1A je N BEPOBATHO IPOCT

Teopema 4.4. Axo je n wnenapan crodicen 6poj, onwda je 6poj ceedoka caodcenocmu b6poja n Hajmarve
3
S(n—1) [17].

OBa TeopeMa rapanTyje ma ako je 1 CI0XKeH, IOCTOjH HajMame 75% ImaHcu ma je Ohao Koju Cayda-
jHO m3abpanu 6pOj CBEIOK merose cioxkenoctru. Muep-PabuHOB TecT mpaBu IPEIIKy CaMO aKO Cy CBe
n3abpaHe BPeIHOCTH 3a k m3 CKyma OpOjeBa KOju HUCY CBEIOIN.
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Ilocaenuna 4.2. Axo Muaep-Pabunos mecm ca napamempuma n u k xaacugduryje n xao npocm 6poj,
seposammnoha zpewrke je najeuwe (+)".

OBa TpuBHjaIHA TOPHA TPAHUIIA BEPOBATHONE T'DEITKE KOja je (i)k MOYKe OUTH 3HAYAJHO TTOOOIHITTAHA
[17].40

MNako obe36ehyje Beoma BHCOKY BepoBaTHONY 1a je m3ma3 TadaH, Muaep-Pabumos tect Huje Tect 3a
JIOKA3UBarbe IIPOCTOCTH, U KAO CBAKW MPODAOMIIMCTAYKH TECT, MOXKE JAaTH HeTadaH OAroBop. ¥y BehuHu
AIUIMKAIMja TAKO MaJia BepoBaTHONA IPEIIKe je MOTIYHO HPUXBAT/FUBA, AJIM U3J1a3 BEPOBATHOCHOI TECTA
HUK3Ja He MOKe OUTH CMaTpaH JOKA30M MpHMaTHOCTI. 4!

IIpumep 4.1. Pazmorpumo caja oapehene npumepe:*?

e Bapujanra Muniep-PabunoBor tecra. 3a % neanx OpojeBa n > 3, 6pojesa obmuka 3k + 1,
morylie je uzspruuru cienehy dakropusanujy: n—1 = 3°-m, rae je nzd(m, 3) = 1. Jawe, ogabupa
ce 6poj a koju je 6aza u pauyna ce crenelin mu3 6pojesa: a™ (mod n), (a™)? (mod n),..., (a™)*
(mod n). Kao u nperxoino, Ha OCHOBY TOra KAKO Cy KOHCTpyHcamnm Opojesu, Bazku ja je (™) =
a®™ = ¢"~'. Ha ocroBy mase ®epmaose Teopeme CIeIN 13 aKO je 7 MPOCT Opoj I nzd(a,n) =1,

OHJa ce OBaj HU3 Mopa 3aspmuTé ca 1, Tj. a® ' =1 (mod n) .

Cana ce pazMarpajy ocoOHHE MPETIOCIeAHEr YIaHa HU3a, O3HAYUMO T'a ca &. AKO je n npoct, Zy,
je mome,  Baxku fa je 23 — 1 = (z—1)(2® +x+1) = 0, omaxe caenu fa je x = 1 uin je x permerne
jenmaumne 22 +x+1 = 0y Z,. Vaxo Huje mozuato Koju cy 6pojesn ocum 1 KyOHE KOpeHW jenHuTIe
y Zy, jemHocTaBHO ce Mozke m3padynatu x2 + x + 1 (mod n) ma 6u ce obapuia MpoBepa Ja Ju je
jennako 0.

3ampaBo, Ipu MOKPETaky TECTa Ce M3BPINaBa ciaenehe:
— IIpoBepa ma ju je cBakm ox OpoOjeBa KOju MPETXOIU UJaHy KOju je jemnak 1, jexnax 1 wim je
pememe jennaunne r2 +x + 1 =0 (mod n).

— Tpomepa ma i je (a™) =1 (mod n).

e /Ipyra Bapujaura. Axo je F konauno nosse, onza je F* = F\{0} uukiuuna rpyna 3a onepauujy
MHOKema. IIpernocrasumo fa je [F*| = m — 1, onga je a™ ™1 = 1.

OBo tBpljeme ce MoOXke UCKOPUCTUTH Ja O Pa3BUIM TECT TPUMATHOCTH. [IpermocraBumo jga je
n 6poj Koju Tpeba recruparu. AKO je m upocr, oHJa je Z, 1oibe u Z,[r| upcren mosuHOMa ca
koeduupjenruma y Z,. IIpso ce epadu nospe. Hasiazu ce moMHOM KOju je HEpacTaB/bUB 110 MOLYJLY
n. Heka je To mommHOM p(z) crenena k. Axo je m mpoct, oHna je Zy[z]/(p(x)) mome koje nma
n* enemenara. To 3maum ma ako je m = n* u axo je f(z) enement y Z,[z]/(p(x)), cnemn ma je

f(x)™ 1 =1 (mod p(x)). Hapeasn nmocrynax gaje TecT aa Ju je n mpocT 6poj:
— Bupa ce nepacraB/bus KBaJapaTHu N0auHOM p(x) HAL Zy, [x].
— Bupa ce 6a3un nosmHOM ¥ Zy,[x]/(p(x)). Heka je x 4+ 1 6a3un monnHoM.
— Pacrapma ce n—1 = 2°-q, rje je ¢ nemapan 6poj. Pauyna ce mu3 (z+1)7 (mod p(z)), ((z+1)7)?
(mod p(2)), ..., (z + 1)1)* = (z + 1) (mod p(z)).

Osaj nus nosmnoMa Tpeba ja ce saspimu ca 1. Kopucru ce n unmennna ga r2 = 1 uMa Tadno jasa
perema y nowy Zi,.

4033, pumre undopmanuja, Bumern “Average case error estimates for the strong probable prime test”, Ivan Damgard, Peter
Landrock, Carl Pomerance, Mathematics of computation.

4133, pume undopmanuja, sugern “A study of Maurer’s algorithm for finding provable primes in relation to the Miller-
Rabin algorithm”, Schwarz, Andersen, 2007.

424Finding prime numbers: Miller Rabin and beyond”, Christina Mcintosh, Furman University, Eletronic Journal of
Undergraduate Mathematics, Volume 12, 1 - 4, 2007.
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4.5 n -1 TecTt mpocTOoCTH

3a n - 1 recr je morpebua (menumuuna) dbaxropusaimja 6poja n — 1 ga 6u oApeano Ja Jiu je n mpocrt
6poj.

Teopema 4.5 (JIykac). Heka cy a u n yeau 6pojesu un > 1. Axo je a” ! =1 (mod n), u a"T #1

(mod n) sa ceaxu npocm 6poj q, qln — 1, onda je n npocm 6poj.

Joxkas. Heka je k pen 6poja a mo momyny n. W3 a” ! =1 (mod n) cremm ma kln — 1. Amu, k nmje
n—1

jemHaxo 6miio KoM memntesby 6poja n — 1 3aro mro je a @ # 1 (mod n) 3a cBaku mpoct 6poj gln — 1.

3aro k mopa 6urn jeqnako k = n — 1. Takobe, k = n — 1 nemn ¢(n), na je ¢(n) > n — 1. Ha ocHosy

nebununuje Ojnepose dynkuuje ¢ Baxu aa je ¢(n) < n — 1, onakne cieau ma je ¢(n) = n — 1. Cana,

ua ocuoBy Teopewme 2.7 cnenu 1a je n opoct 6poj. [

Tecr koju ce 3acHuBa HA OBOj TEOPEMU je TECT 3a JoKasmBame mpmMasjgHoctu. Kasna je n mnpocr
6poj, BpeHOCTH 6p0ja a Koje 3a10B0JbaBajy yCIOBe TeopeMe Cy OHW YHjH je pes Gamr jenHak n—1 = ¢(n).
Taunwje, To cy mpumuTuBHU KOpeHu Opoja n. CBaku mpoct O6poj mMa mpuMUTHBHE KOpeH. Ha ocHoBy
Teopeme 2.10 caenu na npocr 6poj n uma ¢(Pp(n)) = ¢(n — 1) npumuTHBHUX KOpeHa. AKO He Baxe
YCJIOBH TeopeMe, OHJIa MOPaMO TPazKuTi Apyru 6poj a. Ha npumep, 3an =7 u a = 2, axu ja je 26 =1
(mod 7), armu je 23 =1 (mod 7), u Baxu 1a je ¢(7) = 6, #(6) = 2, u 3|6, rae cy NPUMUTHBHE KODEHH 3
n 5.

Huje mosnar edukacan ajJropuraM 3a MpOHAIAKEHE MPUMUTUBHUX KOPEeHa. AJIM, OCHOBHA TPEITPEKa,
y uMILIeManTanuju JIlykacoBe TeopemMe Kao TECTA MPUMAIHOCTH HUje TPAXKEHha MPUMHUTHBHOT KOPEHA, a,
Beh nmponanaxkeme nornyHe gakropusamyje 6poja n — 1. 3aro je oBaj TecT moceOGHO MHTEPECAHTAH 34
ymorpedy ca @epmaoBum O6pojeBUMa, KA0 U Y CIyIajeBUMA Ka1a Ce CenupuIHIM MeTo1aMa KOHCTPYHUIIe
Opoj M KOju je KaHIuIaT 3a IIPOBEPY.

HenuvmudHa dakTopusanuja

Hajrexxm meo n - 1 Tecta je dpaxkropucame 6poja n — 1. IIpobmem dpakTopusalmje y ommreM Caydajy
je Texkak, any HHUje TeKakK 3a cBe OpojeBe, ma n — 1 TecT uMa pa3auduTy jegorBopHocT. Ha mpumep,
npocTu OpojeBw Koju cy 3a jeman Behm omx Hexkor cremena Opoja 2 cy Ha OCHOBY Teopeme 2.21 3ampaBo
®epmaosu 6pojesn. 3a @epmaose Gpojese daxTopuzarnumja n — 1 je peh mozmara.*?

Takobe, MOke ce NCKOPHCTUTH HEKOJIMKO pe3yirara Koju omoryhyjy rectuparse n 6e3 nornyne dak-
Topu3anuje opoja n — 1.

Hanomena 4.4. Heka cy Z; u Z}, myntunsmkarusae rpyne takse ga n|m. Heka je r, (x) pen enementa
x y rpymu Z* w ., () pen enementa x y rpymn Z¥,. Tama saxn na je 27+(®) =1 (mod n) n '@ =1
(mod m). Kako n|m crenn ja je m HajMam¥ 3ajeHUYKN CAIPIKATIAL 38 1 ¥ 1M, T1a Ha OCHOBY TE€OPEMe
2.4 oz 6. ciemu ga je ™) = 1 (mod n). Kaxo je r,(z) majmamu memu 6poj KOjI ©Ma OBO CBOJCTBO,
cnenu aa () |rm (z). Ipyraduje pedeHo, 3a cBaku x € Z), Baxku n|m = 1, () |rm ().

Panu Teopema koje cieme, mpermocTaBuMo 1a je n — 1 = F - R, rne je mo3HaTa KOMILIETHa (haKkTOp-
n3amnuja 3a F', amn we n 3a R.

Teopema 4.6 (ITokJmHTTOHOBA TeopeMma). Axo nocmoju yeo 6poj a maxas da je a” 1 =1 (mod n),
n>3un=RF+1, u saocu nzd(anTi1 — 1,n) = 1 3a ceaxu npocm 6poj q maxae da q|F, onda je
ceaxu npocm daxmop p 6poja n kowepyermar 1 no modyay F, mj. p =1 (mod F). Jpyzauwuje peueno,
p=m-F+1 3a nexu yeo 6poj m > 1.

1'=1 (mod n) = (a®)¥ =1 (mod n), omakne crenn ma 3a
R

eqeMenTa a'' y nosmwy Zj, nenu F', u taxkobe menm pex mosba Koju je

Hoxkasz. W3 ycioBa TeopeMe Baxku jia je a™—
cBaku 1poct 6poj pln, pex rp(alt)
n—1
jemmak p — 1. Kaxo je nzd(a ¢« —1,n) = 1 3a csaku npoct 6poj ¢|F, creaun 1a je r,(aft) = F. Onarae
ce nobuja na F' nesmu p — 1, 1j. TBphemwe reopeme [17]. O
IMoknuurronosa reopema je y ocuosu MaypepoBor anaropurma (eurs. Maurer algorithm), koju
MPeJICTaB/ba TEXHUKY 3a KOHCTPYHCaHe JOKa3WBUX TPOCTHX Opojena [28, 30].

N3 mperxoaue Teopeme ciaeau ga je F' + 1 majmamu moryhu npoct dakrop ox n. Omasne ciaemu ma
Baxku cienehe TBpheme:

43HpHMeTI/IMO Aa Ce OCHOBY OBOT 3allaXXaiba U IIPETXOJHE TeOpeMe MOXKEe U3BeCTH Tenuwora TeopeMa.
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IMocnemuua 4.3. Axo npemnocmaska npemzodne meopeme sadicu u F > \/n, onda je n npocm 6poj.

Teopema 4.7. Hexa sasice npemnocmaske u3 npemzxodne meopeme u Hexa je ns < F < n2. Hexka je
n=cy F?+c - F+1 penpesenmayuja (enea. expansion) 6poja n y 6asu F u ci,co € [0, F —1]. Tada
je n mpocm 6poj axo u camo axo c3 — 4cy nuje xeadpam nexoz 6poja [17].

Ca narom genmvuanom dakropusanujom n—1 = F - R, rne je F' > n%, ropme Teopeme 1ajy ciaeaehun
TECT IPUMATHOCTH.

AJITOPUTAM: n-1 Tect

n-1 test (n, F)
VJIA3: Heneratuas 11eo 6poj n u F,rae jen —1 = F - R, 3a F je no3uara normnyHa $hakTOpH3aIIN]ja.
N3JIA3: “rayno”, “merauno”, “morpeban je sehu 6poj F” — oaroBopu Ha HUTAIHE [1a JIA je M IPOCT OpPOj.
[TToksuHrroHoB Tect|: // mahu oxromapajyhe a:
Tpaxku = true;
while (rpaxwu) do

Wszabparu caygajan neo 6poj a, a = random(2,n — 2];

if (a"~!#1 (mod n)) return (“merauno”);

for (mpocru dakropu q ox F, q|F) do

n—1
d=nzd(a ¢ —1,n);
if (d#1 and d# n) return (“merauno”); // malien je mesuress Gpoja n
Tpaxku = false;
if (d=n)
n—1
Tpaxu = true; // a ¢ =1 (mod n), a HEje IPUMHTUBHE KOPEH, TPAXKH APYTO G
break;
// metpa je mpomura kpo3 cee npocre dhaxTope ¢ o F u ycioBu TeopeMe Cy 3aL0BOJEEHA
// npoBepa na nu je F' 10BOJbHO BENHKO Ja OU ce MOKa3aja IPUMATHOCT 6poja n:
[IIpBu TecT maruurypel:
if (F > +/n) return (“ragno”);
[Apyru Tect marHurynel:
. 1
if (F>n3)
Hekajen=co-F?>+c1-F+1;
if (c? —4 - co nnje xsagpar) return (“rawno”);
else return (“merauno”);

else return (“morpeGanm je Behwm Gpoj F”);

[To3zmara cy mobospInama maTor TecTa Koja omMoryhamajy Ja ce yTBpAM Ja Ju je Opoj 1 MpPOCT WIn
CJIOKEH U 3a Mambe Bpeanoctn F, 1j. mocroju n tpefin rect maranryne (enrun. third magnitude test) [17].

MNako n - 1 Tect He MOXKe [1a y CBUM CJIydajeBUMa OIPEIN A JIU je Win He Opoj MpocT, ako je mobujer
pe3yarar na je 6poj mpocr miam ga je 6poj ciaoxKeH, TO je cTpUKTHO TBpheme (enr. rigorous
declaration).

Osaj Tect xopuctu enemente ®epmaosor Tecta: axo je a” 1 # 1 (mod n), onga je n mpoct 6poj.
Canmano, ako ce Habe jenuress Opoja n, jacHo je ma je n cioxen. Kako je @epMaoB TeCT MPUIAIHO
edbukacan 3a Behuny cjiokeHUX OpojeBa, OBaj TECT EJIMMUHUIIE MHOTE CJ0XKEeHe OpOjeBe 1pe HEro ITo
JI0hy [0 Apyror Iena Tecta.

Hexkonmuko ¢akropa yTrde Ha MPaKTUIHY KOPHCT OBOT TecTa. lIpBO, Mopa mocrojatu mMoryhaoct
MIpOHAJACKa JIOBO/BHO BeMnKe menuMudHe daxTopm3anuje Opoja n — 1. Muoru menun 6pojeBu mmajy
PeJIATUBHO MaJie JeJNTehe W MOTy Jako OnTH haKTOpHUCaHH, ajn 3a apyre je To Texke. Jla 6w oBaj Tect
npuMaiHOCTH 610 Gp:KH, Tpeba ynoTpebuTn u eduKacan MeTO/ 3a POBEPY Ja /M je ¢ — 4 - ¢y KBaJIpar.
Taxohe, Mopamo Gutu curypuu ga F|(n — 1), kao u ga cy 6pojesu u3 daxropusanuje 6poja F 3aucra
upocru 6pojepu. Tpazxemwe oxrosapajyher a je nacymuuna norpara (earst. random search), u Bpeme Tor
TpazKkema je 3aT0 IPOMeH/bUBO. AKO je n mpoct 6poj, oHga 6110 KOjU OJ] lberoBUX HPUMHTUBHUX KOPEHa
33/10BOJbABA yCJI0Be 3a a. HacyMudHO TparKeme NIPUMUTUBHUX KOPEHa 61 TpebaJsio Ja y HPOCEKy 3aXTeBa
mambe of, 2Inlnn morahama [17, 28].
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4.6 IllenmHOB TecT IMPOCTOCTHU

®epmaosu GpojeBHn MpeacTaB/bajy Opojese obmmka F, = 22" + 1. Ba oe 6pojese je el mosnara dakTop-
uzarmja 6poja n — 1. Cnexneha Teopema faje jeIHOCTABaH TECT 3a JOKa3zuBame npumMainocrn @epmaoBux
6pojesa, no3uar kao llenunos recr, objasspen 1877.

Teopema 4.8 (Ilenunos tecrt). Heka je ca F, osnauen n-mu Depmaos 6poj, F,, = 22" +1un>1.

- . . Fp—1 n_
F,, je npocm 6poj axo u camo ako je 32 = 32 T =1 (mod F,).
Fp—1
Hoxkas. 3a JoKa3 y OBOM CMepy, IPETHoCTaBuMO Ja Baxku KoHurpyeuuuja 3~z = —1 (mod F),).
Onga paxu 3f7~! = 1 (mod F,), ma npema ToMe MyITHILTHKATHBHE peji Gpoja 3 momyno F,, nenm

F, —1 = 22", Ca apyre crpane, pex ne gemn (F, —1)/2 = 22"~! ma 3aro pen mopa Gutn jeamak
F, —1 = 22" Toce6mo, onma mocroju 6ap F, — 1 6pojea mamux ox F, Koju cy y3ajamuo npoctu ca F,,
a oBO MOxKe O6utm moryhe camo ako je F,, mpocT 6poj.

3a moka3 y apyrom cmepy, mpernoctaBumMo 1a je I, mpoct. TIpema OjnepoBoM KpUTEPHjyMy BasKu:

37 = (;‘n) (mod F,,),

rze je (Fi) Jlexxanmpos cumGon. Iomasmajyhu xBampupame, ciemn ga je 22" = 1 (mod 3), j.
F,=2" +1=2 (mod 3) u (£2) = —1, 7j. ne noctoju neo 6poj x Takas 1a je x> = F, (mod 3). Kako
je F, =1 (mod 4), Ha OCHOBY 3aKOHA O KBAJPATHUM OCTALMMa CE 3aKJ/bydyje Ja je (F%) =-1. 0O

WNako wuje nozuar nujeman npoct ®epmaos 6poj F, 3a n > 4, nuTame KOJIUKO nMa mpoctux Dep-
MaoBHX OpojeBa je u Jasbe orBopeHo. Axo je F, mpoct Opoj, Beropa IpUMaIHOCT MOXKe ODUTH IIOKa3aHa
IlenumnoBuM TecToM, amm ako je F), cloKeH, 0Baj TeCT He HAJIa3u merose pakTope, Beh camo maje oarosop
na 6poj nuje npocr. Ha npumep, Selfridge u Hurwitz cy jorn 1963. romune jgokazanu ga je 6poj Fig
CJTOYKEH, ajJu W Jajbe ce He 3Hajy mwerow umamonu. lIpmmermmo ma je IIporoma Teopema amasorHa
IlenunoBoj Teopemu, 3a h =1, n = F,.

OBaj anropuram mma BeoMa epuKaCHO BpeMe M3BPINaBamba, aau 0poj ourosa kox @epmaoBux OpojeBa
pacTe eKCIOHEHIHMjaTHO, IITO 3HAYAJHO yMambyje IHeroBy MPAKTUIHOCT. Takohe, OCHOBHA omeparmja
IlemmuHoBOr Tecra je KBaJpupare BeJIMKUX OpojeBa, OJHOCHO MHOXKEHmhe BEeJMKHX OpojeBa MO MOJIYILY,
onakJie cieau ga edukacuocr IlenunoBor Tecra 3aBucu 01 €PUKACHOCTH AJITOPUTMA 34 OBE Oepalimje.
VY [17] je mar Illenxareor ajropuram 3a 6p30 MHOXKeme 0 Momayny 2" + 1, nok je y [11] nara meraspHa
aHa/Im3a, UMIIJIEMeHTalnja u mapaJjenu3anyja I lemmroBor Tecta 3acaoBanor uHa [llerxare - [lITpaceroBom
asnropurmy (enrsi. Schonhage - Strassen, kopucrehu 6p3y ®@ypujeosy rpancdopmanujy, FEFT).

4.7 Jlykac-JlemepoB TecT mmpoctoctu 3a MepceHoBe 6pojeBe

Pagu muxoBor 3madaja 3a passujame Jlykac-JlemepoBor tecrta 3a OpojeBe y ommTeMm OONWKY, OJAKJIE
ce mobuja m oBaj TecT 3a MepceHoBe Opojese, mpBo je mara geduHUIMja U OUTHE TpuMepu JIykacoBux
HU30BA.
JIlykacoBu Husosu (euri. Lucas sequences) U, (P, Q) u V,,(P, Q) cy 1uenobpojHu HU30BU KOjU 33/10BOJb-
aBajy pekypentny pemamujy X, = P- X, 1 — Q- X, _o, rne cy P u ) dbuxcupanu 1egn OpojeBw.
3a mare nese 6pojere P u ), JIykacos uu3 mpsor pena U, (P, Q) u apyror pena V, (P, Q) cy nedun-
ucanu pekypenrauM pesangjama: Up(P, Q) =0, U1 (P, Q) =1, U, (P,Q) = P-U,—1(P,Q)—Q-U,—2(P, Q)
3an > 1, ogaocuo Vo (P, Q) =2, Vi(P,Q) = P, V,(P,Q) =P -V,_1(P,Q) — Q- V,—2(P,Q) 3an > 1.
Kapakrepucruuna jennauuna pekypenrtHe pesanuje 3a Jlykacose uusose U, (P,Q) u V,(P,Q) je

P+A P—VA

2 2 ’

Vo +Un VA
2

2?2 — Pr 4+ Q = 0, unja je muckpumuaanTa A = P? — 4(Q). Kopenn jenmaumnme ¢y a = ub=

onakJie ciieu gaje a+b=Pua-b= PQ;A = Q. Kama je A # 0, nako ce nokasyje 1a je a™ =

n bt = Vn,*gn\/z'

n__pn n__pn
Ha ocuoBy oBora mory ce medunucaru enementn Jlykacosor musa kao U, = aa,z =2 \/Zb , Vi =
a™+b".

Mepcenosu 6pojesu M,, = 2" — 1 cy cueuujanan ciay4aj Jlykacosux nuszosa 3a U, (3,2), tj. P = 3,
@ = 2 u ako ce o3uauu ja je U,(3,2) = U,, oupa je Uy =0, U, =1,U, =3 -Up_1 —2-Up_2. Onarie
jelUs;=3,U3=9—-2=7,U, =21 -6 =15, ..., mrro oarosapa Mepcenosum GpojeBuma.
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JIykacoBu Hu30Bu mMajy MHOre unrepecanTHe ocobune u npumene. Ilomennmo jom ga cy Pubonatiu-
jeBu 6pojeBu, Jlykacosu OpojeBu, u O6pojesu obsmka 2" + 1, y xoje cnanajy u @epmaosu Opojesu, Takohe
npumepu JIyKacoBUX HU30BA.

Jlykac-JlemepoB Tect (eurs. Lucas-Lehmer), niu n+1 Tecr, je upumep jow jeJHOr Tecra Lpu-
MaJIHOCTH KOjU Ce 3aCHWBA HAa MO3HaBamy aeauMudne (pakTopusanuje 6poja HeKOr Opoja MOBE3AHOT Ca
O6pojeM n, y OBOM ciydajy 6poja n + 1.

Kaxko je 3a Mepcenose 6pojeBe mo3uaTa moTiyHa pakTopw3aimja 3a n + 1, 0Baj TeCT je mpaBu TECT 3a
JIOKa3uBambe IPUMATHOCTH 33 MepceroBe 6pojese, kao 1o je To [lenumos Tect 3a Pepmaose Gpojese.

Jlykac-JIemepos Tect 3a MepceHoBe 6pojee ce 3acHuBa Ha cienehoj Teopemn, unjn je mokas mar y [17].

Teopema 4.9. Iocmampajmo nu3 vy 3a k = 0,1, ..., depunucan pexypaueno ca vg =4 u vy = U]% —2.
Hexa je p nenapan npocm 6poj. Ownda je My, = 2P — 1 npocm axo u camo axo je v,—o =0 (mod M,).

Caza je onmcan 100po mo3naru TecT 3a Mepcenose Opojese:

AJITOPUTAM: Jlykac-JIemepoB TecT mpocTocT 3a MepceHoBe GpojeBe

mersenne-test (n)
VJIA3: Henapan npoct 6poj n > 3, M, = 2™ — 1
N3JIA3: “rayno”, “HeTavHo” OJroBOpU Ha mUTame ja Jju je M, MepceHos npoct 6poj.
[IIpoBepa ma au je n npoct 6poj]
KopucTH e IIOHOBJLEHO jle/berse 360r IpoBepe ja Jiu n uMa Heku (akrtop usmehy 2 u |/n].
Axo mma, return (“merauno”);
(Munumjanusanmja)
u = 4;
[M3pauynaru Jlykac-JlemepoB Hu3)|
for (k=1 to n—2) do
u=wu?—2 (mod My);
[IIpoBepuTu ocratak]
if (u=0) return (“rauno”);

else return (“merauno”);

EdukacuocT oBor asroputMma 3aBucu o ebUKACHOCTH 1 — 2 MOHOBJHEHA KBAIPUPAThA IO MOy M,
KO/ m3padyHaBama Jlykac-JlemepoBor Husa.

4.8 TectroBu npocroctu ca l'aycoBum n JakobujeBuM cymama

JupuxseoB KapakTep u ocobuHe oBe (DYHKIIMje Yy OCHOBH Cy TECTOBA IIPUMAJIHOCTH 3aCHOBAHUX HA Jako-
oujeBum u [aycoBum cymama.

Hedununuja 4.8. Heka je n no3utusan 11eo 6poj u x dyHKIHja KOja MpecankaBa CKyI Ieaux OpojeBa
y CKYII KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa TakBa Jia je:

e x(a-b) =x(a)- x(b) 3a nzd(a,n) = nzd(b,n) = 1.
e X je uepuogmuna 1o mouyiy n, 1j. x(a) = x(b) 3a a = b (mod n).
e x(a) =0 ako u camo ako je nzd(a,n) > 1.

e x(1)#0

Onpa ce kaxe 11a je x JdupuxiieoB kapakTep mo Mmoayay n. Kako na ocHOBY uperxojne gedunungje
cnenn na jennaunua x(a-b) = x(a) - x(b) Baxku 3a cBe a,b € Z, ciequ 1a je CBAKW KapakTep Y 10 HEKOM
MOJIyJly Kk TOTaJIHO MYJITHIIMKATUBHA (DyHKIIH]a.

[Ipumep Tupuxieosor Kapakrepa 110 MOJyJly 1, 33 n > 1 nenapan neo 6poj, je Jakobujes cumboit ().
Ipuvernmo ga ako je nzd(a,n) = 1, onma je Ha ocuosy Ojmepose Teopeme x(a)?™) = y(a®™) = x(1) =
1, onnocuo x(a) je kopeH jemmuuite (euru. Toot of unity), 1j. ¢(n)-tu xkopeu jeaunuue, nzd(a,n) = 1.

Mozke ce moka3aTu [a He CaMO 3 IOCTOjU HajBHUIIe ¢(n)¢(”) KapakTepa 0 MOAYIy N, Beh 1a ux uma
TadHo P(n).
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Jou jegna ocobuna JIupuxiieoBor Kapakrepa je Jia je 3aTBOpeH 3a MHOXKeme. Ako je x1 Jupuxieos
KapakTep MO MOJIYJIY 11, & Y2 MO MOAYIY N2, OHAA je X1X2 JIMPHXIICOB KapakTep 10 MOLYIY [n1, Na), e
je ca [n1,n2] o3HAUEH HajMamW 3ajeHUYKN caJapxkaigan. Baxn u ga je (x1x2)(a) = xi1(a)x2(b). Jlako
ce nmokasyje na JIupuxieoBu KapakTepu MO MOAYJY n o0pasyjy MyJITHILIMKATUBHY rpyny Z:,
rue je xo maeHTuTeT, ca ocobunama Ja je xo(a) = 1 kaza je nzd(a,n) = 1, a jennako 0 y cynporHom,
Tj. ca xo(a) = { 1, nzd(a,n) =1, je meduHUCAH KApakTep MO MOAYIY N. MyJITHIINKATHBHA WHBED3

0, nzd(a,n) > 1
071 X TIO MOJYJIy M je ¥heroB KOMILIEKCHM KoHjyraT Y. Takobe Baxku n na je |x(a)| = 1.

IIpumep 4.2. 3a n = 5, 3a cBe KapakrTepe 1o Momyiy 5, 3a nzd(a,5) = 1 Baxu ma je (x(a))?®) =

(x(a))* = 1, omrocHo ja KapakTepa 1o MOAYy 5 uma 4, TO €Y Xo, X1, X2, X3, X4, W Ja Cy jequne
moryhe Bpennoctn 3a x(a) 6pojesu 1, —1,4, —1. Omarne, u Ha OCHOBY JNedWHHUINje KapaKTepa, CIeIN Ja
je1=x(1) = x(1)x(1) = x(6) = x(2)x(3) u x(4) = x*(2). Cee speanocru 3a xo(a) cy jennaxe 1, 10K
Ha npumep 3a x1(a) Baxku ja je no gedbununuju x1(1) = 1, 10k je x1(2) = ¢ (moryhu uzbopu cy jomur —1
u i), na je oupa x1(3) = —i u x1(4) = —1.

KapakTepu 1o MojayJy cTemeHa mpocTor 6poja g = p* cy seoma 6urnn. Hexa je g npuMuTHBHE
KopeH mo Moayy q. OHma cremeHu Opoja ¢ MO MOYILY ¢ TEHEPUIILYy CBE eJIeMEHTEe PEIyKOBAHOT CHCTEMA
ocTaTaka 1o MoJyIy ¢ (eJeMeHTH KOju Cy y3ajaMHO npoctu ca ¢). Ako ce uzabepe ¢(q)-Tu KOpeH jeuuuie
r, onja je jeauncrsenu kapaxkrep X (mod ¢) taxas ga je x(g) = r. Caeuu na nocroju ¢(q) = ¢(p¥)
pasanauThx Kapakrepa X (mod ).

AKko je p mpocr 6poj ca IPUMATHBHAM KOPEHOM ¢ U & je KOMILIEKCHE O6poj Takas aa je P71 = 1, onza
ce MOYKe y3eTH Ja je KapakTep X 1o Momayy n jemrax x(g¥) = &* 3a cmaxm meo 6poj k.

Taxkolje, ako x nposasu ckymnoMm cBux ¢(n) KapakTepa 110 MOJYJLY 1, OHJA BaxKHu Ja je:

_ J#(n), a=1 (mod n),
Z X(a‘) - {O, a#l (mod n)
x (mod n)

Hoka3 oBor TBphema ce Moxke Halin y [4].

Kaxe ce 1a je n-Tu KOpeH jeIWHUIE N-TH NPUMHUTHUBHU KOPEH JeIUHUIE aKO HUje k-TH KOPEH
27

jenuuune 3a Heku Mawmu 0poj k. [IpuMmuTuBHU n-TH KOpEH jeauHuie ce odesexana ca &, =en .

Hedbununnumja 4.9. ukaoromnano nomwe Q[E,] je mukaoToMnaHO pammpere pega n noka Q, rae je
n > 2u &, je n-Tu TPUMUTUBHA KOpeH jeauuuiie. OBO MUKIOTOMUIHO TOJHE CAJAPAKY CBE HYJIE TTOJTHHOMA,
" — 1, ma je tako u l'asoaoBo pamupeme nopa Q.

Ha cowuan mauun ce moxe gedunucarn kopercko mosbe F[E,] mommnoma X™ — 1 max nomem F
KapaKTEPUCTHKE p, Te BaXKW 1a p fn. Buine o HHKIOTOMUYHUM TO/bUMa BHIETH y [8].

Hedununmja 4.10. Heka je x Kapakrep 10 MOIYJy ¢, ¢ IPOCT OPOj ca NPUMUTHBHUM KOPEHOM (.
TaycoBa cyma (eursi. Gauss sum) LOBe3aHa ca OBUM Kapakrepom ce gedunuiine na caexehin nadum:

q—1 q—1

600 = Yo x0)E = 3 xlaher = 3 ek
k=1

j=1 k=1

1,4 .
Axo ce kao kapaktep y3me Jlexxanapos cumbos, [aycosa cyma ce nedunume kao G = Z?:l(%)fé-
3a J10Ka3 3aK0oHA KBaJIPATHOr PeHuIpoLuUTeTa MOry ce kopucrtutu ose Laycose cywme.

Hedununmnja 4.11. Heka je p ¢pukcupan npoct 6poj u a 1eo 6poj. Laycosa cyma je:
27i

G(a,p) = Ga = Y10 (D)€, tae jo € = & = ¢'F = cos(22) + isin(22).

Hedununmja 4.12. Heka cy a,n > 0 € Z. Ouzna je kBagparua I'aycoBa cyma geduHucaHa ca:

n—1
G(a,n) = Z e2miaj®/n
i=o
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Hdedununmja 4.13. Heka je g HajMatby HO3UTUBHY IPUMUTHBHE KOPEH 34 ¢, U HEKA je Xp’q(gk) = f;f
3a cBakmM 1eo 6poj k, &, je p-Tm MPUMHUTHBHU KopeH jeamamie. Kako je 52‘1 = 1, Ha OBaj HAYWH CMO
JTebrHUCAIN KapakTep mo Moayiry ¢q. Taxobe xp 4 je pema p.

Hedununnmja 4.14. Ha ocroBy mperxomne ;Lecbnﬂnunje Taycosa cyma G(p, q) je nedunncana kao:
1 1 g h k (mod p) .94 (mod q)
G(p,q) = 2:1 Xp,q(”)gg = 22:1 gglffq Ek 1Sp (mo p)qu

Heke ocobune I'aycoBux cyma:
o 3a 6o xoji meo Gpoj a, Yh € — {4 942 920 (et 1)

p, ako z=y (mod p),
0, ako z#y (mod p).

Axko ¢y x u y uenu 6Gpojesu, oHIA Zf;é gle—un — {

Go = 0. Takobe, 3a cBaku 11€0 O6pOj a, Baku G, = (%)Gl.

e 3a cBaku 1eo 6poj a, TaKas 1a a Huje aemuso ca p, G2 = (—1)"7 p.

e Taycosa cyma G(p, q) je enement npcrena Z[&y,, &,]. Enementu oBor npcrena Mory ce u3pasuTu Ha
jeMHCTBEH HAYMH Kao CyMme Z?;g i a;kE)EY, rae cu a; ) € Z.
Hedununuja 4.15 (Jakobujesa cyma). Heka cy a u b aBa mesna 6poja, p, ¢ ABa mpocra 6poja Taksa
na pl(g — 1), u p je menapan npocr 6poj. Heka je b = b(p) HajMaI-BI/I TIO3UTUBHM 1EO OpOj Takas Ja je
(b+1)P # b +1 (mod p?). Jaxobujesa cyma je J(p,q) = 3072 xp o(nb(n — 1)).

TecTt nmpoctroctu ca 'aycoBum cymama

Butna tBphema u nedunuUIMje KOje Cy y OCHOBU TECTa MPOCTOCTH €3 l'aycoBum cymama:

Teopema 4.10. Hexa je ca I(x) osnasen najmarou nosumushy besxsadpammu yeo 6poj I 3a xoju sascu
da je mpouseod npocmux Opojesa p, makxeux da p — 1|1, eehiu 0d x. Tada nocmoju 6poj ¢ maxas da je
I(z) < (logz)closlogloe 34 cge x> 16.

Tephewe 4.1. Axo cy p, ¢ npocmu bpojesu u plg — 1, onda je G(p,q)G(p,q) = q-

Tephemwe 4.2. Axo cy p, q, n npocmu 6pojesu u plg—1 unzd(pg,n) = 1, onda je G(p, q)”pil_1 = Xp.qg(n)
(mod n).

[Iperxonuo TBpheme ce MOXKe MOCMATPATH KAa0 aHAJIOTHO MaJsoj PepmMaoBOj TeopeMu.

Tepheme 4.3. Axo cy n, m nosumuenu yeau 6pojesu, un nuje desus ca m, u nexa je £ = fﬁ (mod m),
mada je &, =& .

Hedunumnuja 4.16. Hexa cy p,q pasmuuuru npocru 6pojesn. Axo je a € Z[€y,&,]/{0}, tae je a =
Zi:oz Z;é aikféﬁ,’;, oHza ce ca ¢(a) o3nauasa Hajsehu 3ajequuaku genuress koeduimjenara a;,. Takole,
Heka je ¢(0) = 0.

Ckmumna tectra ca 'aycoBum cymama:

OcHOBHEU KOpall¥ aJTOPUTMa Cy WHUIIMjAIU3allija U TPUIPEMA, ¥ KOjUMa Ce KOHCTPYHIIE TTO3UTHBAH
1eo 6poj I xoju je Oe3kBaIpaTaH u 33 KOju BaXKu 1a je Opoj F', Koju je jenHak mpon3BOIy MPOCTUX OPOjeBa g
takBux na q— 1|1, GesxkBaaparan u F' > \/n. IIposepasa ce na mm je n mpoct daxTtop 6poja I-F', ako jecre
Bpalia pesyarar na je n upocr. 3spiasa ce u nposepa ga s je nzd(n, [F) # 1. Barum je norpebuo
3a cBaku npocru dakrop ¢ 6poja F' mahm HajMamy NO3UTUBHU IPUMUTHUBHU KODEH (4. ¥ HApPEIHOM
KOpaKy ce 3a cBe mpocre 6pojese p u q takse na p|I, ¢|F n p|qg — 1, Bpine uspadyHaBarma 3aCHOBaHA
na nposepu TBphema 4.2. Axo ce He mponahy oarosapajyhe Bpemnocru, ouga je 6poj n ciaoxken. Axo
je mponaljena Tpaxkena BpemHOCT, 0besieskuMo je ca w(p, q), Ipejas3u ce Ha TpaxkKerme MakcumyMa w(p)
6poja w(p, q) 3a cBe BpenHOCTU POCTHX OpojeBa p U ¢, u obesiexu ca ¢o(p) HAjMambKU TAKaB IPOCT 6PO]
q ma Baxku w(p) = w(p,q). 3aruM ce mporamasu crener [(p,q) ox &y, TakaB 13 je £,l,(p’(I) IO MOZYJY N
jennak oxrosapajyhem (makcumasinom) creneny Laycose cyme G(p, ¢). Hapeanu kopauu nogpasymvesajy
u3padyHaBama oapehennx LaycoBux cyma, u nzd-a 6poja n u mobujeHux OPOjeBa, TIe Cy W3PAUyHABAHA
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3acuoBana Ha gedununuju 4.16. Ha kpajy cieau uposepa na s 6poj n uma genuress. [Iposepasajy ce
camo OpojeBu ogpehenor obanka u Kopuctn KuHecka Teopema O OCTAIMMa 33 HUXOBO KOHCTPYUCATHE.

Tect mpocTocTn 3acHoBaH Ha ['aycoBuMm cymama je mpaBu TecT mpoctoctu. IlocToje MmHOTE BapmjanTe
u moboJbITama Tecta ca LaycoBum cymama. AJuin, Haj3HaYajHUje TOOOIBITAE JTOHOCH 3aMeHa laycoBux
cyma JakoOujeBuM cymMama, U CAMUM THM M3DAdyHABAKA y MAEM MPCTEHY.

Tect mpocrocTn ca JakobujeBUM cyMama

Tecr npumannocru ca Jakobujesum cymama (enri. Jacobi sum test) je Tecr 3a NOKa3uBambe HPOC-
rocru. OCHOBHA HJEja je TecTupary CKyn KOHIPYEHIMja Koje cy aHajorHe masoj @PepMaoBoj reopemu y
oznpeljeHNM IUKIOTOMIYHUM IpCTeHHMa. Jakobujese cyme J(p,q) Jeske y MHOTO MarbeM HpcreHy Z[E,]
y omnocy Ha Laycose cyme G(p, ¢), ma cy 3aT0 U3padyHaBaba jeJHOCTABHU)A.

Ckuna Tecra ca Jakobujesum cymama:*?

N3abparwn nesne 6pojese t u s Tako Ja je s = [[ ¢ nponssoz mpocTux Gpojesa ¢ ca ocoburoMm aa g — 1|t
u s > +/n. 3a ceaku map (p*, q), Takas 1a je q|s mpoct gemmuTesm o s u p* majsehn cremen mpocTor 6poja
p Koju menu q — 1, u3BpruTu Tect ca JakoOujeBuM cymama kKoju ce, rpybo roBopehu, cacroju o nu3ama
ernemenara u3 Z[E,r]|/nZ[{ ] na crenen n. Ha xpajy mposepuru na nemu Gpojesu 1 < r; < \/n me gene
n, rue jer; =n' (mod s) 3ai=1,2,...,t.

Bocma u Ban gep Xyscr cy HAOPABUIN MPAKTHYHA MODOJBINAHA AMTOPUTMA HA HEKOJIUKO HAYUHA.
Ha mpBom mecty, Tect ca JakobujeBum cymama moxke ce komOmuOoBaTu ca Jlykac-JlemepoBum Tumom
tecrosa. llomro cy mogudurosanu Jlykac-Jlemeposu recroBu 06m4HO gocra edpukacHUju O TECTOBA Ca
JakobujeBuM cymama, OBO MOYKe OWTH BEJIUKA JTOOWT.

Ca npyre crpane, moryhie je cMambUTH KOJTMYUHY U3PAdyHABABA Y OKBUPY TECTA. ¥ MECTO JIa Ce PAJIin
n-1o crenenosawe y Z[E ] /nZ[E,r] crenena ¢(p*) nax Z/nZ, moryhe je paguru y excrensujama npcrena
crenena jemraxor pery (n € Z/pFZ), xoju je memnrems on ¢(pF) m Moske GuTH 3HATHO MaTHH.

Tpehe, morylie je KomGuHOBaTH HEKOIMKO TecTosa 3a napose (p¥q) y jeman sehu Tecr, mos mper-
[IOCTABKOM JIa Cy IIPOCTU OPOjeBU P PA3JIUIUTH.

Tecr NPpUMAIHOCTH 3aCHOBAH HA JAKOOHMjeBMM CyMaMa je MPAKTHUYAH Y CMUCITY Ja Ce HPUMATHOCT
OpojeBa 0 HEKOJIMKO CTOTHHA JeNUMaJIHUX Iudapa Moxke 00aBUTH HA padyHapy 3a CAMO HEKOJUKO
MuHyTa. AJin, OBaj TECT HUje JIAKO MPOrPAMCKH UMIIJIEMEHTUDATH Kao IITO je TO, Ha mpuMep, Moryhe 3a
npobadbunuctraku Musjep-Pabunos Tect.

Opurunanum Tect ca Jakobujerum cymama cy ganan Ammeman, Ilomeparc, u Pymun 1983. rommme —
10 je moznatn APR Tect. Bpeme m3ppmasama oBor Tecta je orpammueno ca O((logn)closlogloan) sq
HEKY TO3UTUBHY KOHCTAHTY ¢. OBO je CKOpO MOJIMHOMHKjaJIaH aJropUTaM, MOIITO ce eKCIIoHeHT log log logn
HOHAIIA KA0 KOHCTaHTA 3a cBe ynorpebibene Bpeanoctu of n [17]. Ayropu cy nanu npobabuiucrudky
U JIETEPMUHUCTHYKY BEP3Ujy OBOI AJITOPUTMA, U BPEMEHA M3BPINAaBaikbha 00a TeCTa Cy OrPAHUYEHA JTATOM
rpauunom. Takohe, akO mPOOAOUIUCTUYKH AJTOPUTAM BPATH PE3YJITAT, OH/IA OH TAIHO oxpehyje ma m
je samaru 6poj npocr min caoxen [13]. Cohen n Lenstra cy mojeHOCTaBUJIN arOpUTaM, TEOPUjCKU W
anproputamcku. OHu Cy Takohe Jaju W MPOrpaMCKy MMILIEMEHTAIjy OBOr Tecta. Jlasba mobosbImama
TecTa 3aCHOBAHOT Ha JakobujeBuM cymama manu cy Bocma m Bau gep Xyict, koju cy 1998. rogumne
UMILUIEMEHTHPAJIA aJITOPUTAM KOju BeoMma Op30 J0Ka3yje MPUMATHOCTH OpOojeBa Of HEKOJIUKO CTOTHUHA
nm xubaja nudapa [7, 28].4°

4.9 AKS Tect mpocrocTu

AKS Tect mpejcraBiba TEOPHjCKY MPEKPETHUILY Yy TecTupamy mpocroctu OpojeBa. ¥ 2002. roxwnu je
OJ/IFOBOPEHO HA [UTAE KOje je yro OUI0 OTBOPEHO: /13 JIH CE y MOJIMHOMHUjAJIHOM BPEMEHY MOXKE JT0KA3ATH
MW OTIOBPTHYTH TPUMAJIHOCT TTPOM3BOJBHOT TeJIOT 6poja. Hekw on mpeTxomHnx ajaropuramMa Cy CTHTIIN
63y (ECPP je ckopo monmuuomwujasan). Arpasan, Kajan u Cakcena cy MO3UTHBHO OJrOBOPUJIM HA
nurame Najyhu jemnocraBaH moauHOMUjaIHu ajqropuraM, T3B. AKS mecr npumanuocru. Hbuxos pan, y
KOMe Cy M3JIOXKWJIM OBaj ajropuram, umao je jeanocrasan nacyios: “PRIMES is in P”.

4433 pume undopmanuja, sugern “Fast Primality testing”, Bosma, van der Hulst, Springer-Verlag, 1998.
4533, pume undopmanuja, sugetu u “Primality testing and Jacobi sums”, H. Cohen, H. W. Lenstra, Jr., Mathematics of
computation, Vol. 42, 1984, pp. 297-330.
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Kibyuna Baxknocr AKS-a je na je o upBu 00jaB/beHU ajaropuraMm 3a JOKa3UBabe [HPUMAIHOCTH KOjU
j€ UCTOBPEMEHO:

e OmmTy — MOXKe ce MPUMEHUTH Ha OWJIO KOjy %.4aCy MPOCTUX OpojeBa.
e TTostmHOMUjaJIAH — ACHMITOTCKO BPEME U3BPIINABAA AJTOPUTMA je TIOJTUHOMUjAJTHO.
e J/leTepMUHUCTUYKU — JETEPMUHUCTAYKHA AJITOPUTAM KOjU YBEK Jaje TadaH OIr0BOP.

e BesycaoBan — He ociama ce Ha OMIIO KOjy HEJOKA3aHy XHUIIOTE3y Kao INTO je TeHepaIn30BaHa
Pumanosa xunoresa.

[Iperxonuu anropurMu Cy 33/10BOJbABAIN HEKA TPHU O OBUX CBOjCTaBa, aiu He cBa yerupu. mak, y
[IPAKCH OBAj AJII'OPUTAM j€ U JAaJbe HPUJIUIHO CIIOP.

Crene tephema koja cy ocuosa 3a AKS rect.

BunoMHu tect IIPOCTOCTHA

Hedununnja 4.17. Bunoman koeduiujeHT ca napamerpuMa n u k < n je meo 6poj geduHucan ca:

(&) = mom

Bunomun koedunmjentu ce decro npejacrassbajy momohy IlackamoBor Tpoyria, rae je k-Tu eqemeHTt

n-or pena je jenmax (7). 3a 6unomue xoedurujente Baxku u (7)) = (¥, ) u (Zﬁ) =)+ (EH).

Teopema 4.11. Ieo bpoj n je npocm axo u camo axo je () =0 (mod n) 3a cee 1 <k <n—1.

n!

Joka3s. Hexka je n mpoct 6poj u mexa je 1 < k <n — 1. [lo nedunumuju je (}) = Fln—fy1 1eo 6poj.
Bpojunair oBor paszsoMka camapKu JeauTesh Opoja 1, ajad WMEHHUJIAI HE CAAPIKU jep jé CBAKW MPOCTH
dakrop y k! u (n — k)! mawu ox n. Heauress Opoja n y GPOjUOILY HE MOXKE C€ CKPATUTHU Ca UMEHHUOIEM
3aTO IITO je M MPOCT, U 3aT0 je (}) yMHOXKAK Of n, omakie crenu na je (3) =0 (mod n).
IIpernocraBumo caga na je () =0 (mod n) 3a cee 1 < k < n—1 u IpeTmocTaBuMO Ja je 1 CIOZKeH.
Heka je p mpoct dakrop omx n, u Heka je p° najsehn cremen 6poja p xoju menu n. Ilo nedununuju je
ny _ n! _ n(n—-1)(n—=2)---(n—p+1)
()
p/ — pl(n—p)! !
camo jemam. 3ato (j) mma Tauno ¢ — 1 menurema 6poja p, w p¢ f(3}). Oso smauwm ma () Huje caapruTesnH
6poja p°, na 3aro HE 6poja n. OBO je y KOHTpaJuKNuju ca mpermocraBkoM aa je (¥) =0 (mod n) 3a cse
1 <k <n—1, ma je npernocraska norpemsna. Omgarie ciaemu ma je n mpoct 6poj. [

.Y Opojuory uma tadno ¢ ¢axropa O6poja p, a y UMEHHUOIy MM

Osa Teopema Jaje jequnocrasad Bunomuu Tect npocroctu (eHrn. Binomial test) 3acHoBaH HA OUHOM-
HEUM KoeHIMjeHTHMA: 33 JaTd eo 6poj n, u3padynaru () (mod n) 3a cee 2 < k <n —1. Axo cy cse
BPEIHOCTH HyJa, Opoj je mpoct. UuM BPEIHOCT MOCTaHE PA3IUYUNATa O HyJse, Op0j MOpa OUTH CIIOXKEH.
3ampaBo, oBa Teopema naje u Meron ¢axropusanuje: ako je (}) # 0 (mod n), onna je k memuress 6poja
n. UreparuBuo Tpaykehu HajMamu geuTeb MOTY ce mponahin ¢cBu mpoctu daxkrtopu 6poja n.

Jla Oum ce Ha OBaj HAYWH TECTUPAJIA MPUMAJIHOCT IEJI0T Opoja n, MOpa ce m3padyHaru n — 2 Koedu-
nujeHTa, Tako Ja je Bpeme usppiiaBama O(2°%), s = logy n. OH Huje OpKu O HOHOBJHEHOT JEJbEIha, 114

je HempakTWYaH Kao Tect npumaiHoctu. Wnak, oBaj rect gaje reopujcky ocuoBy 3a AKS Tecr.
TecT TIpoCTOCTU ca IMOJIUHOMHUMA

[Monuuom ca 1esnobpojuum koedunujentuma je bynxuuja f(x) = apz™ + ap_12" 1 +... + a1x + ag,
a; € 7 3a CBaKo 1i.

Hedunnnuumja 4.18. Ipa nomunoma f(z) = > i a12’ u g(z) = > 1, bz’ cy KOHrpyeHTHa 1O MOJI-
YIIy m aKo je cBaku map oArosapajyhinx xoedwurmjenara KOHIpyeHTaH 0 MOAyiy 1, To ject f(x) = g(x)
(mod n) 3Haum 1a je a; = b; (mod n) 3a cBako i.

Teopema 4.12 (Bunomna Teopema). Ao je n nosumusan yeo 6poj, onda je (x+y)™ =Y 1_, (1)xky"=*.

Teopema 4.13. Axo je nzd(a,n) = 1, onda je a* # 0 (mod n) sa cearo k > 0.

Joxkas. Ipernocrasumo ga je a® = 0 (mod n) 3a meko k, 1j. ga n|a®. Omasme ciemu na n u a®

umajy 3ajennudke (akrope, WITO je KOHTPaAUKIMja ca ycuoBoM reopeme aa je nzd(a,n) = 1. 3aro je
MPETIIOCTABKA HETAYHA, TIa BaXKW TBpheme Teopeme. [
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AKS tecr je y BeJIMKOj MepU 3aCHOBaH Ha cJienelo] YumbeHuIm:

Teopema 4.14. Hexa je nzd(a,n) = 1. Tada je n npocm 6poj axo u camo axo je (x + a)™ = z" + a
(mod n).

Joka3s. [IpernocraBumo xa je n npocr. Ha ocnoBy 6unomue Teopeme, (z+a)™ = >, _, (#)a*z
Uspas ca 2" je (§)z"a® = 2™, a uspas ca zo je (?)z%" = a". Kao mro cvmo seh nokasanu, (}) =
(mod n) 3a ce 1 <k <n—1, na cy ceu ocrainu uzpasu y cymu Kourpyeurnu 0 1o mozmyiy n. 3aro je
(x+a)” =2 +a™ (mod n), kao mro cmo Beh MoOKa3aIM My yBoAHOM moriansby. Kako je n mpocr 6poj,
Ha ocHOBY Mase ®epmaose Teopeme je a” = a (mod n). Ogatie Baxu TBpheme Teopeme.
IIpermocraBumo caga fa je (z + a)™ = =™ + a (mod n), u nzd(a,n) = 1. Kopucrehu GunHOMHY
Teopemy 3anucyje ce (z+a)" =Y, (F)z"*a* = 2" + a (mod n), na crexu xa je (})a¥ =0 (mod n)
sa cee 1 < k <n — 1. Kako paxku ycios nzd(a,n) = 1, onzna je a* # 0 (mod n) 3a csako k, na ogarie
caenn ga je (}) =0 (mod n) 3a cee 1 < k < n — 1. Ha ocrory Teopeme 4.11 oBo 3natun 1a je n mpocrt

6poj. O

ITperxoaua TeopeMa Jaje TeCT HPUMAIHOCTH Ca nojuHoMuMa (eHrul. polynomial test) Koju je Kom-
MJINKOBAHU]W OJ OMHOMHOT TECTA, A Ce €CEHIMjAJIHO CBOAM HA WCTH AJTOpUTaM. 3a 1eo Opoj n, jer-
HOCTABHO Ce Ofabumpa HeKu OpOj a KOju je y3ajaMHO TPOCT Ca 7, OHJA PAdYyHA]y CBU KOEMUIUjEHTH Y
pa3Bojy (x + @)™ (mod n) ocum npBor u nociaenmer. AKo Heku o1 KoedulujeHara HUje Hysa, OHIA 7
uuje mpoct. AKo cy cBu KoedunujenTu Hyia, n je mpoct 6poj. OBaj rect je needpukacuuju ox Bunomuor
TecTa MPOCTOCTH 300T JOJATHUX M3PATyHABAIbA.

AKS TecT mmpocTocTn

AKS recr je muoro edpukacuuja monudukaiuja recra 3acaoBanor #a Teopemu 4.14. Konnenr mosu-
HOMWMjaJIHe KOHTPYEHIMje je HajBakKHMjU KOHIENT KOju JoHoch mobospimarhe AKS Tecta y ommocy Ha
IlommHOMMjaTHE TECT.

Hedunuruja 4.19. Axo cy f(z) u g(x) momanomu, f(z) (mod g(x)) je ocraTak HOTUHOME]ATHOT J€Tb-

ewa f(z)/g(x).

Hedunurumja 4.20. 3a nare nonuuome f(z), g(x) u h(zx), ce kaxe na cy f(z) u g(x) KoHrpyenTHu 1O
momysy h(Zz) m n ako €y HBUXOBH OCTAM NPH Jesbery ca h(Z) KOHIDYEHTHM 10 MOy n:

f(x)=g(x)  (mod (h(z),n)) ako [f(z) (mod h(z))] = [g(x) (mod A(z))] (mod n).

ToTpe6Ho je pemykoBaTn 6poj Koedummjenara Koji ce m3pauymanajy ca O(2%) ma O(s*) = O(logh n).

Akoje f(x) € Z[z] npon3Bosban MOHWYAH TOTMHOM, OHJa 13 Teopeme 4.14 cienn na je (z+a)™ = 2"+a
(mod f(x),n) 3a cBaku 11€0 6poj a u n npoct 6poj. OBa KOHIPyeHIM]jaA Jaje HEOIXOAAH, aJli HE U JI0BOJbAH
YCJIOB 33 IPUMAJTHOCT Opoja n.

IIpumeTnmo 1a HE Ce HE MOPA y3eTH MOJUHOM MPBOT cTeneHa kao f(x). Ha mpumep, moxe ce y3etn na
je f(x) = 2" — 1 3a Hekn Masm 6poj 7, TAKO JIa Ce caJa NMIUINIINTHO PAJM Ca I'~TUM KOPEHWMA jeTHHHIIE.
Taxobe, moxke ce m3abparu oxrosapajyhe r m TpOBEpUTH JaTa KOHTPYEHIWja 33 CBAaKU OPOj a 0 HEKE
TpaHUIIE.

Teopema 4.15. Axo jen npocm 6poj u a, n cy yeau 6pojesu, onda je (r+a)™ = (x"+a) (mod (z"—1,n)).
Hoka3s. Oso nupekrno cienu u3 Teopeme 4.14 u nedunuimje nosuHoMujagHe KOHrpyennuje. [

Haxxasoct, oBa Teopema He 00e30ehyje TecT 3a [I0Ka3WBaFE MPUMAJHOCTH 3aTO IITO 00pPAT HE MOPA
nma Baxku. Umak, Arpasan, Kajan, u CakceHa cy MOKazajiu Ja Ce JIETEPMUHUCTUYKYU DPE3YITAT MOXKE
noctuhu ca ogpeheHnM BpeaHOCTHMA Opoja 7 ¥ CKYIIOM BpeIHOCTH 3a a. Tpeda nzabparu ogrosapajyhe r
U [IPOBEPUTH KOHI'PYEHIIUjy 3a CBaKU 11€0 Opoj a 10 oapebhene rpanuie (BpeJHOCTU 33 T U G Cy O'PAHUYEHE
nosinyiorapuTaMckuM m3pasom 3a n). Ciesne aBe Teopeme Ha KojuMa ce 3acHuBa AKS asropuram [6]:

Teopema 4.16 (Agrawal, Kayal, Saxena). Hekxa cyn > 2 ur > 0 y3ajamuo npocmu yeau 6pojesu maxeu
da je ped Gpoja n y 7% eehu 00 logan, u (z + a)® = (2" + a) (mod (z" — 1,n)) saorcu 30 cearu yesu
6poj a maxas da je 0 < a < /d(r)logyn. Axo n uma npocm daxmop p > \/d(r)logs n, onda je n = p™
3a nexu yeo 6poj m. Cneyujanno, axo n wema npocm deaunay a maxas da je 1 < a < /d(r)logon un
Huje npasu cmenen (ewza. proper power), onda je n npocm [6, 17].
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Teopema 4.17. 3a damu yeo 6poj n > 3, neka je r najmarou yeo 6poj peda n y Z) sehu 0d logg n. Tada
je r <loghn [6, 17].

IIperxonua Teopema omoryhasa ja ce AKS ajropuram u3BpinaBa y MOJMHOMUJATHOM BPEMEHY .

AJITOPUTAM: AKS
VYJIA3: neo 6poj n > 2.
N3JIA3: “na” wiau “me” oarosop Ha nurtame: “/la gm je n mpoct 6poj?”

[Tect cTenena)
if (n=ab3an€Nub>2) return (“ue”);

b camo 3a b < logy n. [17]

// Tectupamo ga i je n 06auka a
[IIpunpemal

Hahwu najmamu mpoct 6poj r Takas na je pex 6poja n 'y Z) Behu of logg n;

if (3a :nzd(a,n) # 1,n 3a Heko a < r) return (“me”); // KOKa3aIM CMO A je N CIOXKEH

if (n <r)return (“ma”);
[BuHOMHa KOHrpyeHIuja]

while (1<a<./¢(r)logyn) do

if (z+a)"#2"+a (mod 2" —1,n)) return (“me”);

return (“ga”);

Osaj anropuram je gar Ha ocHoBy [6] u objammema u3 [17]. Tlocie objaspuBama AKS anropurma,
[ojaBUJIe Cy ce MHOIe aHAJM3€e W BapUjaHTe OBOI aJrOpUTMa, ma je Hacrao u repmun AKS knaca anro-
purama. ub je cMambeme CI0KEHOCTH eKCIOHATa Kk y u3pady 3a cyiokeHOCT. CII02KEHOCT OPUIHHAJHOD
Arpagasosor anropurma je 6uma O(log'*™ p), amm je ox Tama 3mawajro cvamena ma O(log®  p) 3a on-
mrre nese Gpojese®, mmm O(log*™* € p) 3a onpebene nese 6pojese, i 3a omrre HeIe GPoOjeBe AT Ca CKOPO
3aHeMappUBOM MoryhHomhy ga aaropuTaM MOXKe Ja BPaTH Pe3yaTar “MoxKmaa”.

V sapujantu AKS recra kojy je mao Jlemcrpa®”, npso ce mposepasa 1a n Huje IpaBM CTEIEH HEKOD
MMO3UTHBHOI MPOCTOr Opoja, OHIA ce Ompa IPOoCT OPOj T TAKaB [1a je MYJTUILINKATHBHU per Opoja n 1mo
mozyry 7 sehim on v = round(logs n). 3aTw ce MpoBepasa ToAMHOMHIjaMHA penanuja (x — a)” = 2" — a
(mod z" — 1,n) 3a a € [1,¢(r) — 1]. Tazna je n mpocr 6poj aKo M caMO aKO je OBa MOJIMHOMH]jaJTHA
penanuja TavHa 33 cBe TakBe OpojeBe a. OBaj anmropuraM cy y mporpamckom je3uky C mMIeMeHTHpaIn
Kpannan u Ilomepanc, a k61 nporpama ce moxke Hahu Ha mHTEpHET cTpanunu http://www.perfsci.
com/free-software.asp#primekit.

4.10 Ipyrum TeCTOBU IIPOCTOCTH

Mmuore Teopeme KOje CMO MPEICTABUIIN y MOIJIAB/bY O TEOPHUju OpOjeBa MOTY UMHUTH OCHOBY 3a HEKE
TecToBe mpuMasHOCTH. 1o je caydaj ca IIporoBoM TeopeMoM, Koja jecTe TECT KOjuUM ce BeoMa epUKACHO
nponasase npocru Ilporosu 6pojesu, kao u BuiconoBa teopema, Koja ce 300r cBoje Hee(PUKACHOCTH HE
KODWCTH.

Ilopen n - 1 Tecta u n + 1 TecTa, MOCTOjI 1 KOMOUHOBAHKM TecT IMpocTocTu n? - 1 Tect. CBa Tpu
TecTa 3aXTeBajy MOTIYHY WK JAeTuMudHy (gakropu3saiujy oapehenor 6poja koju je moBe3aH ca 3aaaTuM
6pojem n 4ujy npumasaoct Tectupamo. OBU TECTOBU Ce NOHEKaJ[ HA3UBA]y U KJIACUYHUM TECTOBHMA
npocrocTu. 300T 3aBUCHOCTH 01 (hAKTOPU3AIINje, OBU TECTOBU HUCY e(DUKACHU Y OIMIITEM CIyYajy, ajIn
3a ompeljene kace OpojeBa cy HajOPKYM MO3HATH TECTOBU 3a JIOKA3WBAFHE TPOCTOCTH, KAO IIITO je TO 33
opojese obmmka k- 2" — 1, k-2" + 1, k < 2™, urx.

Taxkohe mocroje TeCTOBH MPOCTOCTH KOjU TOKA3yjy MPOCTOCT OpojeBa M KOJjU Ce U3BPINABA]y y IMOJIH-
HOMUjaJIHOM BPEMEHY, aJjii CE HUXOBA KOPEKTHOCT OC/Iakha Ha TaYHOCT PumMaHOBE XMIIOTE3€, OJHOCHO
npomumpene Pumanose xumnorese (eurs. Frtended Riemann Hypothesis, ERH).

o x(n)
n=1 ns

Hedunuruja 4.21. Axo je x Jdupuxieos kapakrep mo Momyry m, oma je ca L(s,x) = Y.
nedwunncana JupuxiaeoBa L-dyHKIuja.

Hedununnuja 4.22 (Ilpomupena PumanoBa xunoresa). Heka je x npon3sBosbHE JIUPUXIIEOB Kapak-

rep. Ouna nysne dupuxieose dyukuuje L(s, x) 3a Re(s) > 0 nexe Ha jsunuju Re(s) = %

46 JTencrpa u Ilomepanc cy 2005. rogune monubukopany u yép3amu AKS anxropmram.
4740On, the implementation of AKS-class primality tests”, Crandall, Papadopoulos.
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Musnepos Tect (eurs. Miller primality test) je Tecr 3a j0Ka3uBabe LPOCTOCTU 1IOJ, YCJIOBOM 2
Baxkn ERH. OBaj TeCT cMCTEMATCKOM IIPOBEPOM CBEJOKA CJIOXKEHOCTH a 10 min{ L2 In® nJ ,n—1}
JIOKazyje aa je n mpoct uan ciaoxed [17]. IIpeo je macrao Muepos recr, ma je oHJa 300T TTPAKTHIHIX
norpeba KpempaH BepoBaTHOocHH Munnep-Pabuuos Tect, Koju je OpKHU jep ce odeKyje ma ce CaydajHum
uzbopom 6Gp3o Habe cBemok cioxkenoctu Gpoja koju ce recrupa. Comosej-IllTpaceHOB TecT MOXKe ce
Takohe moaudukoBaTy sa Oy/e TecT 3a JOKA3UBaIbe MPOCTOCTH, IO/, YCI0BOM Ha Baxku FRH .

TecTOBU MPOCTOCTH 3aCHOBAHUW Ha EJUIITUYKUM KpUBaMa, y KOjUMa TEOPEMa, 33 eJIUNTUIKE
KpuBe anajoraa [ [oK/IMATTOHOBO] TeOpEeMU YMHU OCHOBY TECTa, Cy Beoma 3Ha4uajuu. OBU TECTOBU CHamajy
y Hajuemnhe ynorpebpaBane u Hajopzke MeToe 3a gokasupamwe npumasinoctu. ECPP recr (enrs. FElliptic
curve primality proving algorithm), n merosa BeoMa ebukacHa papujanTa ETkuHOB TecT®® je onmru
TECT MPUMAJHOCTH KOJU CE YeCTO KOPUCTH y TPAKCH W He 3axXTeBa Ja Opoj Koju ce ucrnuryje Oyme y
HEKOj crierrjasinoj GhopMu Kao MITO je TO ciaydaj ca, Ha npuMmep, llemmnosum tecrom. ECPP Tect je
60Jp¥ 0] BEPOBATHOCHUX TECTOBA je€p Kao PE3YJITAT jiaje KpaTrak cepTuduKar NpUMaJjJHOCTH KOjU Ce OHJA
MOKE€ KOPUCTUTHU 13 ePeKTUBHO MOTBPAU (EHIJI. verify) MPUMAIHOCT HEKOr Opoja. XeypUCTUUKa OleHa
BpeMeHa W3BpIIaBaia OBOI AATOPHTMA 3a MOKasHBame mpuMajiHoct nesior 6poja n je O((logn)b+te)
OUTCKUX omepanuja 3a HEKO € > 0, U eKCHOHEHT Ce MOXKE 33 HEKE XEYPUCTHYKE apryMEHTe CMAHbUTH.
Moxe ce pehu ga je ECPP ckopo nmonmunomujasan Tect 3a mokasuBame mpumannoctu. ECPP rect je
yrnorpebibeH 3a JTOKa3MBambe MpuMasHOCTH GpojeBa ca Buiie o7, 25000 mudapa [17].

Ceprudukar upocroctu (euri. primality certificate) ce kpeupa ja 6u 6uso moryhe 6p3o noTBpU-
TH J0Ka3 [POCTOCTH 0€3 IOHABJbAA I[EJIOl IOCTYIIKA JOKA3UBAKHA, TAKO HITO C€ MEHEPHIIE JINCTA CBUX
OuTHUX KOpaka (eHIJI. stepping stones) y JOKa3WBamby, 3ajeHO ca oapeheHuM objalmbenuma.

ITocToje m MHOTH JPYTH TECTOBM KOjU OBJIE HUCY MOMEHYTH, a KOju ce MOTy e(UKACHO HCKOPUCTUTH 33
TECTUPALE /13 JiU je 3a1atu Opoj mpoct. KomMOuHOBame pa3induTux TECTOBA 13 O ce J00MIN OpKY UIh
CATYPHHjU AJTOPUTMHU, CIENHWjaJTHI CAydajeBH OIMIITHX TECTOBA MPOCTOCTH KOju 3a OpojeBe ompehemnor
obJIMKA [ajy /0Ka3e O MPOCTOCTH, WK Cy 3HAYAjHO OP2KH O CBOje OIIITE Bep3uje, Cy yoOmdajHe MeTome
KOjée ce KOpucTe fa OW ce TIOCTUTIIN YKeJHEeHW ITNJHEBU Y TeCTUParby MPOCTOCTH.

4.11 Ilpervsien HOBHjuUX Pe3yJjTAaTa y OTKPUBAaKY BEJNKNX NPOCTUX OpojeBa

Caza HABOAMMO HEKE PEKOPIHO Bejwke mpocte OpojeBe. Ilpeu mpoct 6poj ca Bumre ox 10 mMumamoHA
mudapa 6mo je 243112609 _ 1 mponaben 23. asrycra 2008. To je Mepceros mpoct 6poj ca 12,978,189
nuapa.

U mpe mojaBe emeKTpOHCKUX padyHapa MepceHoBu OpojeBr Cy OWIN y MEHTPY MHOTHX HCTPAXKUBAIba,

BE3AaHUX 33 BesUKe mpocre 6pojese. 49
| Bpoj “ Bpoj mudapa [ T'ogmmaa [ okazao [ Metox ‘

217 1 6 1588 Cataldi TPOOHO Jesberbe

29 1 (§ 1588 Cataldi TPOOHO eTherbe

2T 1 10 1772 Euler mpoGHO mesberset+
(2°9 —1)/179951 13 1867 | Landry | npobmo nesmeme+-+
2127 1 9 1876 Lucas JlykacoBu HH30BH
Q™ r1)/17 44 1951 | Ferrier | IlpotoBa Teopema

Pekopu nmocraB/beHy mpe eJIeKTPOHCKUX pavdyHapa

Tomume 1951, Munep u Busep cy 3amouenn m00a eseKTPOHCKOr MPOHATIAXKEHA TPOCTUX OpojeBa,
JOKa3aBIm 11a cy 6pojesu k - Myor + 1, mpoctu 3a k = 114,124, 388, 408, 498, 696, 738, 774, 780,934, 978,
Kao 1 6poj 180(Mia7)? +1, Moy = 2127 — 1, Tamammu pexops ox 79 madapa. OBaj pexkops je o6open Beh
crnenelie rogume, kaga je Poburcon orkpuo ner HoBux MepcenoBux npoctux OpojeBa, kopucrehu SWAC
(eurs. Standards Western Automatic Computer).

Y Anpuny 2012. rogune nponaljen je 47. mosuar Mepcenos mpoct 6poj 242643801 _ 1 ca 12,837,064
nudapa, a y janyapy 2013. je mokazano ga je 6poj 2°7:385161 _ 1 npocr 6poj ca 17,425, 170 uudapa.

48Erkun u Mopenn cy manm BeoMa epUKaCHY HMILIeMeHTanujy osor Tecta (enri. Atkin-Morain primality proving test).
49TIornynuje Tabene u Bume uHdbOpManuEja MoKe ce Halin HA cTpanuraMa http://primes.utm.edu/notes/by_year.html,
http://mersennewiki.org/.
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VuTepecanTHy IIPOjeKTH Y Be3u ca OTKPUBaHKkEM MPOCTUX OpojeBa:

o GIMPS, Great Internet Mersenne Prime Search — BenukO WHTEpHET MCTpakuBame MepceHoBux
npoctux 6pojeBa. PrimeNet je rpuz cucrem 3a GIMPS, koju ce cacroju ox mecermna xumana PC

50

padyHapa, JanTornoBa U cepsepa.

e 100MDPP — “100 Million Digit Prefactor Project”, npojekar koju dakropuiie MepceHose ex-

CIIOHEHTE KAaKO OM MX NPUIIPEMHO 33 €BEHTYAJIHO

MPOHAJIAXKEHE TTPBOT pocTor 6poja ca 100 munmona mudapa.

e 12121 Search — mpojekat Koju Tpaxun npocte 6pojene y obauky: 121 -2" — 1. TpenyTtHo je muxoB

majsehn 6poj 121 - 22033941 _ 1 ca 510,399 mudapa.

e 27121 Search — mpojakar xoju Tpaxku mpocte OpojeBe y 00auky 27-2" —1,27-2"+1, w 121-2" 4+ 1.

Hapasuo, HOBu pekopmu He Ou Tpedasio ma Oymay camu cebu 1msb, Beh 1a, MOCPEIHO UM HEIIOCPETHO,
omoryhe uan MOTHBUINY pPeNiaBaimbe OTBOPEHHUX MpODeMa Teopuje OpojeBa, MM KPENpame CUTYPHUjUX

KpUATTOrpadCKUX AJTOPUTAMA.

VY mapennoj Tabesn je JAT KpaTak IPerJiel] MPOoHAIaKemha IPOCcTuX OpojeBa ymorpedboM padyHapa.

[ Bpoj [| Bpoj uudapa | Toguna | Mamuna JToKa3a0

180(M127)2 +1 79 1951 EDSAC1 Miller u W heeler

Mi279 386 1952 SWAC Robinson

Ms3217 969 1957 BESK Riesel

Myq23 1,332 1961 IBMT7090 Hurwitz

Mi1213 3,376 1963 ILLIAC 2 Gillies

Mi9937 6,002 1971 IBM36091 Tuckerman

Mo21701 6,533 1978 CDC Cyber 174 Noll u Nickel

Myg497 13,395 1979 Cray 1 Nelson u Slowinski

M132049 39,751 1983 Cray X — MP Slowinski

391581 - 221619371 65,087 1989 Amdahl 1200 Amdahl Six

Mr56839 227,832 1992 Cray-2 Slowinski u Gage

Mio57787 378,632 1996 Cray T94 Slowinski u Gage

M1398269 420,921 1996 Pentium (90 Mhz) Armengaud, Woltman, [GIMPS]

M24036583 7,235,733 2004 Pentium 4 (2.4GHz) Findley, Woltman, Kurowskz,
[GIMPS, PrimeNet]

M39582657 9,808,358 2006 Pentium 4 (3GHz) Cooper, Boone, Woltman, Kurowski,
[GIMPS, PrimeNet]

M 43112609 12,978,189 2008 Intel Core2Duo E6600 | E. Smith, Woltman, Kurowsksi,

(2.4GHz) [GIMPS, PrimeNet]
M 42643801 12,837,064 2012 Intel Core2 (3.0GHz) Odd Magnar Strindmo, (GIMPS]

AwmpasnioBy mecropky (eurs. Amdahl siz) aune J. Brown, C. Noll, B. Parady, G. Smith, J. Smith u S.

Zarantonello.

Hexu on pekopna mocTaB/beHH TOMOIY €JIEKTPOHCKUX pavdyHapa

5033 punre undpopmanuja, sugern http://en.wikipedia.org/wiki/Great_Internet_Mersenne_Prime_Search.
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5 Ilapaseau3anmuja ajJropmraMa

OBo norJyiaBibe je y OCHOBU HPEBO Marepujasa u3 [23].

5.1 O mapaJjieTHOM IIPOTrpaMUPABY

Moxe ce pehn 1ma je mapasieslHo n3padyHaBame yrnorpeda mapajeHuX PadyHapa paau PeIaBamba, mpob-
JIeMa, KOju Ha CEKBEHIIMjAJIHOM padyHapy Iyro TPajy, HA mpuMep 300r 0Opaje OrpOMHE KOJIWYWHE IM0-
JlaTaKa WM 3aTO IITO je 3a HUXOBO peliaBare morpedHa Bejauka mporecopcka moh. Kako cy ocmoBHU
npobyieMy Be3aHW 3a MOKA3MBAME MPOCTOCTH BEJIMKUX OpojeBa Op3WHA M KOJMMYUHA MEMOPHjE KOjU Cy
noTpebHA, a 3a CHTA 33 MPOCejaBambe MPOCTHX OpOjeBa M BeJIHWKA KOMWYWHA MOJATaKa Koja ce obpabyije,
MapajeJTHO MPOrPAMUPAHE TIOMAYXKE y YCIEITHO] Peajn3alyji OBUX AJTOPUTAMa, U TOCTU3AMmY OOJBUX
pe3ymarara.

Paznukyje ce mapaseam3aM HHCKOT HUBOA — CHCTEM MPEKJIATAKA, M3BPIIABAKHA WHCTPYKIIW]A,
KopuINeme BUIIE BOIOBA WHCTPYKIINja U Yyrparmha Bullle (hyHKINOHAIHUX jeIUHUIA Y jeJaH MPOIECop,
U mapaJiejim3aM BUCOKOI HUBOA — KOPHINNEme BUIIE TPOIEcOpa ¥ jeTHOM PAdyHAPCKOM CUCTEMY.

Mopgenu napajieJHuX padyHapa

ITojasom VLSI (eurui. Very Large Scale Integration) kpajem 70-TuX roguHa IPOLLIOL BEKA NAPAJIEIHA
padyHapu Cy MOCTajIM 3aHWUMJBUBY MHPEM Kpyry mporpamepa. CTBapame BEOMa CHOMCHUL Tapajies-
HUX padyHapa noumihe 1980-Tmx roamHa, Kaja HACTajy KOMEpPIMjajJHe KOMITaHuje Koje JIAHCUPA]y CBOje
mapaJjiejiHe padyHape, U MapajeHd PadyHapy NOCTajy HE3AMEH/bUBHU 33 MHOTA HAY9IHA NCTPAKWBAKHA U
cUMyTanyje, aJu U 33 MHOTe KOMePIHjadHe allIuKaIlfje.

Ilapaniestiu padyHap je MyJITHIPOIECOPCKU PAYYHAPCKU CHUCTEM KOjU IMOAPXKABA TAPAJIETHO MIPO-
rpamMupame.

IBe najeasicnuje kaTeropuje mapajeJHUX padyHapa cy MyJruiporecopu (enri. multiprocessors) u
mysnrupadysapu (enrist. multicomputers).

MyaTumporecop je padyHap ca BHUIIE MPOIECOpPa KOju MMajy 3ajeJHUUKY de/beHy MeMOpHjy
(eursi. shared memory). Jenna ox mbuxoBux OGMTHUX OCOOMHA je W Jla UCTA AAPECa HA JBA PABJIUUUTA
TIpoltecopa O3Ha¥aBa, MCTY MeMOpHjcKy Jokarujy. IlocToje aBa OCHOBHA THIMA MYJITHIIPOIECOpa: IIEH-
TPaAJN30BaHU U JACTPUOYNPAHU MYJITHUIIPOIECOPH.

IlenTpanun3oBaHu MyJTHOPOIECOPHU, WM cuMeTpudHU mysiatunporecop SMP. je uwaTerpu-
CaHM CHCTEM Yy KOME CBHU MPOIECOPH Jejie MPUCTYH jeaHOj TIoDaIHOj] MeMOopHju KOja TMOAPIKABA
KOMYHUKAIWjy ¥ CHHXPOHU3aIujy Mehy mporecopuma, ma ce mpu KOHCTPYKIIUjA OBUX MYJITHIIPOIECODA
MOpa BOAWTH padyHa O npobsemy ycarjameHocTu Keml memopuje (enri. cache coherence problem) u
npobsieMy CUHXPOHHM3AIHje IPOIECOPA.

|cpu| ‘cpu| |cpu| ‘cpu|
[

== =] == |

5
110

Bus

I

Shared Memory

Cumerpuanu MynTunponecop [23]

IIpoGsaem ycarJialieHOCTH KeIll MeMOpHje — KAaKO CBAaKW TPOIECOP BUIN MEMOPHjy KpPO3 CBOj
Kelll, Mopa ce 00e30e/InTH Jla Pa3jnIUTH TPOIECOPH HEMAjy Pa3INvuTe BPEIHOCTH 3a WCTY MEMODH-
jeky mokanujy. CuHXpoHHM3anuja nporecopa — IpPHU H3BPIIABAILY KOOMEPATUBHUX MPOIECA MOTY

GuTu norpebHe pazInYuTe BPCTE CUHXPOHU3AlMje Kao MITo cy MehycobHO ucKibyuuBambe (eHri. mutual
exclusion) u cunxponusauuja nomoly 6apujepa (euri. barrier synchronization).

ducTpubyupanu MYJITHIPOIECOPH HNMajy AUCTPUOYHpAHY MEMOPHjy MeDhy mporecopuma, ajand u
Jlajbe jeJlaH r00aJIHA AJIPECHU IPOCTOP, I/ CBAKHU MPOIECOP MOXKE JIMPEKTHO Ja MPUCTYIH HEJOKYIHO]
MEMOPHjH.
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Memc y ' d—-{ ' Memary @;L_
-

Pocessc !" BEES0F Prn..uw (Processar

\ + cache + cache carre +cache

Mynrunpounecop ca gucrpubyupanom memopujom [23]

U kox OBUX cHCTEMA MCTa AAPEeca Ha Pa3IMdUTHM MPOIECOPUMA 03HAYABA UCTY MEMOPHUjCKY JIOKAIH]Y.
OBaj Tum cucrema ce joIill HA3WBA MYJTHUIIPOIECOP €A HEPAaBHOMEPHUM MHPUCTYIOM MeMOPUjU
(eursi.  nonuniform memory access (NUMA) multiprocessor) 3aro wTO HPUCTYI MEMOPHJU 3HAYAJHO
BapHUpa y 3aBUCHOCTH 3 Jiu je pedepEeHINPaHa Ipeca ¥ JOKAIHO] MEMOPH]H MPOIECOPA WK j€ ¥ JIOKAJIHO]
MEMOpPHjU HEKOT Ipyror mporecopa. OBie ce mpobiieM ycaryaieHOCTH Kell MeMopuje Hajuemnhe perana
OPOTOKOJIOM 3aCHOBAHOM Ha aupekTopujymy (et directory-based protocol) — jeman AMPEKTOPHjyM
caap:KM 3ajeTHUYKe HHAPOPMAIFje O CBAKOM MEMOPHjCKOM OJIOKY KOju MOKe OUTH KEITHPAH.

MynTupadyHap je napajelnu padyHap cacTaB/beH oJl BUTIe padyHapa mose3annx Mpexom’!. TIpo-
[[ECOPH HA PA3IMYUTHM padyHapUMa KOMYHUIUDAjy je/laH ca IPYyTHUM CJlatbeM IOpYyKa.

Kox myntupauynapa, 3a paznuky ox u#np. NUMA mynarunporiecopa, mocroje pasIBojeHr aIpecHu
JIOKAJTHU MTPOCTOPH — CBAKHU MPOIECOP MMa JUPEKTAH IPUCTYII CAMO CBOjOj JIOKaIHO] Memopuju. Mcra
ajipeca Ha Pa3JUIUTUM MPOIECOPUMA O3HAYABA /IBE PA3INYNTE MEMOPHjCKe JIOKaInje.

IMpBu MynTupauynapu cy ounun acumerpudnu (Intel iPSC u nCUBE/ten) u umanu cy Gurne me-
nJocrarake. JenaH KOHTpOJiHU padyHap (eHri. front-end manager) je KOHTPOJUCAO MpPEKY MOMONHUX,
1j. no3azunckux (eursi. back-end) padyHapa, Koju Cy ynorpeb/baBaHU CaMO 3a M3BPIIABAE HapaJieli-
Hux nporpama. Heku o megocraraka OBUX MyJITHpadyHapa Omim Cy OrpaHMYeHa CKaJaOUIHOCT, KBap
Ha KOHTPOJIHOM DadyHapy 3HA4YUO Ou J1a je 1e0 cuCTeM BaH ynorpede, OTeKAHO [IPOHAJIAXKEIHE I'PEIaKa
y mporpamuma (enri. debugging), pa3jMyuTH IPOrPAMU 32 KOHTDOJIHU padyHap u nomohine padyHape.
CuMerpryHN MYJITUPAYyHAPH PEIIaBajy MHOTe O MpobJieMa KOji Cy Ce TIOjaBUIA KO/ ACUMETPUIHIX
mynTupadynapa. Kox oBux cucrema cBakm padyHap MMa WCTH OMEPATUBHU CUCTEM U UCTY (DYHKIIHOHAT-
HOCT, OOJbY MOAPINKY MPU OTKPUBAIGY IPEIaKa u oMOoryhyje Jiakiime mporpamupamne, ajan Takohe mmajy
CBOje MaHe.

Kop jennocraBuux, HeClenujagn30Banux Kaactepa (euri. commodity clusters) 3a pasauky 0J KOMep-
[UjaJIHIX MYJTUPAYyHAPCKAX CHCTEMa, Ja OM ce Hampasusa JiokauHa mpexa (eurs. LAN) kopucre ce
padyHapu, cBudeBd (eHrsi. switch), u Apyra omnpeMa Koja je mupoko gocrymnHa. Kao mpexka ce o6uaHO
kopuctu Fast Ethernet, Gigabit Ethernet, nnu Myrinet.

Mozxke ce pehin na je Hajbosbe pellerme 3a jeHOCTaBaH KJacTep TudpudHy MOIE KOju uMa 0COOUHE U
ACUMETPUYHOT W CUMETPUIHOr au3ajua. Tpeba pasnukoBaTu jemHocraBue (eHry. commodity) Kiaacrepe
07l MpexKe pajJHuX cranuia (eari. network of workstations).

ITopen mynTunporecopa u MyJITUpadyHapa, HHTEPECAHTHU Cy U BEKTOPCKM padyHapu. BekTopckwm
padyHapu Cy padyHapud KOju mMajy MOryhHOCT MCTOBpPeMEHOr 00aBjhbarba Ollepaluja HaJl CKyIOM IIO-
JaTaKa.

Hamomena 5.1. CBu cucremu ca Buile IpOIecopa MoOpajy oMoryliuTu mapasenu3aM, KOMYHUKAIH]Y
vehy npouecopuma, n cunxponndanujy. Komynukamuja mely npouecopuma ce moxke ojBujaTu nomohy
3ajeaHUYKOr KaHaja (eHri. shared medium), TOe je T03BO/HEHO CIIAHE CAMO je[He MOPYKE Y jeIHOM
rpenyTky. Erepner je npumep ose ronosoruje. Kommsuja (Tj. cyzap) mopyka MOKe 3HAYAJHO yMarbUTU
nepcopManHce OBOr cucTteMa. HacympoT OBOM IPHCTYILY, IIOCTOjH Mperka oMoy cBUYeBa, re je moryha
JUPEKTHA KOMYyHUKaIrja n3Mely /1Ba mpoIrecopa u KCTOBPEMEHO CJIahEe BUIIE IOPYKa n3Mely pa3auaurux
mapoBa mporecopa. MpexXHu CBHY je TeIeKOMYyHUKAIMOHH ypehaj Koju mpuma MOpyKy o OmiIo Kor
ypehaja moBe3aHOT ca BUM U OHIA Ia/be Ty TMOPYKY camo ypehajy kome je mopyka mocjara.

Mpezxka ca cBudeBuma mozke 6uru npukazana oMoy rpada rue cBaku 4Bop (enrul. node) nupejacraBiba
OpOLECOp WJIU CBUY, JIOK TpaHe (€HII. edge) MpeNCcTaB/bajy KOMYHUKAIMOHE KaHaje. Pa3iukyjy ce

51V ommreM ciyuajy ofpaja HoJaTaKa y PAYyHAPCKO] MPEXKH MOXKE Ce BPUIMTH HA TPH HAYHMHA — IEHTPAJI30BAHA
obpaga, 06pasa Ha MPeKH DABHOIPABHUX pavdyHApa (€HIV. peer-to-peer) WM y KIHJEHT — CEPBEP OKPY Kemby.
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JUpeKTHA TOIOJIOrHja, KO Koje je omHoc Opoja cBudeBa u mporecopa 1 : 1, 1 ”HIupeKTHA TOIOJIOrdja,
Ko Koje je Behu Opoj cBuuera. I[lpumepu TUPEKTHUX TOMOJIOTHjA CYy ABOAMMEH3MOHAHU MPOIECOPCKA
mpexa (1j. 2D Mesh), xunepkounka, Mpexa ca ykpmrasbkama (eurn. shuffle-exchange wiu perfect
shuffle), nok cy xunepapso, jentup mpexa (edra. butterfly), Mmpexa ca cTPyKTYypoM ODMHAPHOI IpBETa
— WHJIUPEKTHE TOIOJIOTH]E.

Kpurepujymu 3a ouemuBame MPEKHUX TOLOJIOIMja ca CBUYEBMMA Cy: upednux (eur. diameter),
KOju mpezcrasba Hajsehy ymamenoct u3amely nBa cBUua, mUpuHa mpeceka (eur. bisection width), xoju
NpeJcTaB/ba HajMamu 0poj epana/swcuya (eHri. edge) w3mehy cBuva Koje Tpeba yKJIOHWTH Ja Ou ce
Mperka TOJeJInJIa Ha JiBa 0deojena neia, Opoj rpaHa 1o csu4y, u JgyxuHa rpane. Illupuna mpeceka ce
MOKe JeduHucaTH W Kao Opoj MOPYyKa KOje ce MCTOBPEMEHO MOTry IOCJaTH, He Kopucrehm mcre rpame,
Tj. He Kopumcrehm mcrTe mporecope 3a KOMyHuKamujy. Jlobpa MpexKHa TOMOJIOTHja ca CBUYEBHMA HMa,
MaJIi TPEYHUK, BEJWKY MIMPUHY MPECEeKa, KOHCTAHTaH 6poj rpana mo csudy (Tj. 6poj rpaHa He 3aBUCH
Ol BEJINYMHE MPEXKE), U KOHCTAHTHY [y>KUHY TDAHe.

PmHOBa KJacudpukarmja

Mako je mo Mumnbemy HEKUX CTPydibaka 3actapena, OmnHoBa Knacudukaimja je joir ysek ourua. [Ipema
6pOjy TOKOBA MHCTPYKIHja 1 OPOjy TOKOBA MMO/IATAKA PAYYHAPCKU CUCTEMH CE MOLY MOJIEUTH Ha cyeehn
HAYWH:

l H Jenna muCTpyKIHja [ Bumie uacTpyknmja ‘

Jeman momarak SISD MISD

Bume nogaraka SIMD MIMD
OymnoBa kaacudukarmmja (enra. Flynn’s tazonomy)

Paaynapu SISD cy jemmomporniecopcku padyHapu, JTOK OCTAJe KJIace MPEe/CTABbAjy PA3IUIUTe MOJ-
eJjie TapaJeJIHUX CUCTEeMA. JEeIHOIPOIECOPCKU PAadyHAapH Takohe MOry moap2kaBaTu oiapehene obsinke
KOHKYDEHTHOT U3BpIiaBama. lIpeknaname dbasza uucrpykimja (eHri. pipelining) W NpeIdauTarbe WH-
crpykumja (eHri. instruction prefetching) cy camo Hekm of] puMepa KOHKypeHTHOCTH Ha SISD pauy-
HapHUMA.

Paaynapu SIMD cy pauyHapcku cucTeMu KOju HCTOBPEMEHO W3BPINABAjy jeqHy WHCTPYKIH]Y HAJI pa-
simuuTuM nojaunuma (enri. single instruction, multiple data). Hu3s npouecopa (enri. processor array) je
PavYyHAPCKU CUCTEM KO/ KOra je jesad upouecop (13B. KOHTPOJIHU IIPOLECOP) LIOBE3AH €& CKYIIOM UHJIEH-
TUYHUX, CHHXPOHWU30BAHUX MPOIECOPCKUX €JIEMEHATA KOjU MCTOBPEMEHO 00aBJbajy WCTY OMEPAIN]y HaJ
pazauuuTuM moganuma. [Ipumepu osux SIMD pauynapa cy ILLIAC IV, Connection Machine, momesu 1
u 2 (CM-1 u CM-2, koju Cy uManu jelad mpouecop U XubaJe apUTMETHYKO-JIOTUYKUX jeJuHuIa). 3601
HEKOJINKO OMTHUX HEI0CTATAKa, HU30BU MIPOIECOPA CE BUIIE HE KOPHUCTE KAO MAPAJIETHN PAIyHAPH OIIIITE
namene. IIpumep pipelined BekTopckor pauyHapa (BEKTOPCKOD padyHapa Ca LPEKJIANABbEeM U3BPLIABAA
uncrpykimja) je Cray-1. ¥ muornm knacudukanujama, pipelined BEKTOPCKU padyHApU HUCY NAPaJICTHA
padynapu [23, 24, 26].52
Hanac ce SIMD uncmpyryuje Beoma decto kopucte y obpamsu 3D rpadure. Buire o T3B. mpoTodnOM
upouecupaty (eHri. stream processing) Bumeru Ha [26].

Pauaynapu MISD cy umasiu Majio KOMEPIEjATHOD yClexa, i BeoMa MaJju Op0j mapajieTHuX CACTEMA, je
3aCHOBAH HA OBOM MOJIETY.

Knacu pauynapa MIMD npunanajy CKOpo CBE KOMEpIMjaJIHN mapaJeann padynapu. Pagynape SM
MIMD (eurit. shared memory MIMD), Kao 1ITO je peueHo Ha3UBaMO MYJITUIpOIecopuMa (€Hrit. tightly-
coupled multiprocessor systems), nok mpexue MIMD pauynape HasuBamMo MysirupadyHapuma (eHrdI.
loosely-coupled machines).

[Ipumep mpexxknor MIMD je knacrep Beowulf. KiacTep padyHap upejicrab/ba IPyIly LOBE3aHUX
AyTOHOMHWX pavdyHapa KOju paje 3ajeqHO Kao jemaH mapajeanu padyHap. Hajuemhun tun xiacrepa je
Beowulf k1acrep — kjacTep uMILIEMEHTHPAH HA BUINE UACHTUYIHUX KOMEPIIHjATHAX PATyHAPA, CIIOjEHUX
upeko TCP /IP Erepuer nokanue mpexke. Beowulf rexunosiorujy passuiu cy Crepsunr u Bekep. O6uuno
ce Kopucru ouneparusuu cucreMm Linux, cobrsepcku naker PVM (enrs. parallel virtual machine) u
crangapa MPI, u opranuszoBan je Tako Aa 1mocToju jeJan Macrep, Tj. cepsep 4Bop (eHru. management
node) W BUIIE KJIUjEHT YBOPOBa (€HII. computational nodes).

52TTocToje m apyre KmacudbHKanuje 3a BEKTOPCKe mporecope. 3a pumme mubOpMalHdja, BUAeTH http://www.phy.ornl.
gov/csep/CSEP/CA/CA.html.
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I'pua obpama npejcrapiba HajaucTpubyupaHuju o0IUK Hapasesade obpaje. 3a paj Ha npobsemy
rpua 00paJa KOPUCTH padyHape yaa/beHe KUJIOMETPUMA, KOju Cy moBe3anu momohy uTepHeTa.

3aHUMJBbUBO je HOMeHyTHU Ja namerhu Tesedonu (enri. smartphones), rabueru, iPod ypeljaju umajy
Bulejesrapue mpouecope (enril. multi-core processors).

OcuoBHEu Mozeaun napajsiejHux nporpamva. Ilapanenmu3anuja anropurma

Hedununuja 5.1. ITapasienrno nporpaMupare je TpOrpaMupame Ha je3uky Koju omoryhaBa ek-
CIJTUIIMTHO 33/[aBafbe KaKO PA3JMIUTH HpoliecH Tpeba Ja MCTOBPEMEHO M3BPINABA]Yy PA3IUIUTE JIEJIOBE
M3PAIyHABABA.

Hedununuja 5.2. I'pad 3aBucHoctu nomaraka (eurs. data dependence graph) je nupexrhu rpad
y KoMe cBaku 4Bop (eHrus. verter) upeicraBiba 3aiarak Koju Tpeba ja ce uzspim. ['pana ox uBopa a
10 9YBOpa b 3HAYM 1A 33JaTak ¢ MOpa OWTH W3BPIIEH Mpe HETO IMMTO 33JaTak b movHe (Kayke ce jorr ja
3a/aTak b 3aBUCH O 33JIaTKA ).

Hedununuja 5.3. Mapanesusam nogaraka (eursi. data parallelism) je rexnuka 4uja je cymrusa
JleJberbe BEJIMKOr CKYIIa MOojlaTaka Ha Makbe ¥ lapajejHa IPUMEHa UCTe Olepalnudje Ha Te cKynose (He3a-
BUCHU 33JIalld OPUMElbYje UCTY OLepaIijy Ha PA3JIMUUTE eJIeMEHTe 6€AUK02 CKYIla NOJATAKA).

Hedunuruja 5.4. Oyuknmonaanu napasesunsam (euri. functional parallelism) je rexuuka Kaja
HE3aBUCHU 33/IAIIU [PUMEIbY]y Pa3JIdduTe Oepalnje Ha PA3JIMduTe CKYIOBE MMO/IATaKa.

Hedunurnuja 5.5. Ipekaaname daza uHcTpyKIuja (€A pipelining) je TEXHAKA TOEIE HHCTPYK-
nuje y dhaze n napasesno u3BpiinaBame (aza u nHave 3aBUCHUX 33/1aTaKa.

PazauuuTu HauymHU 3a pa3Bujame codTBepa 3a mapajieiHe padyHape:

e IIpomupuBame nocrojeher koMIrajiepa Tako /13 MPEBOIN CEKBEHIMjaJIHE TTPOrpaMe y ImapajiesiHe
nporpame. Hajuemhe ce pasmarpa mapanenun3anuja npesoauora 3a Qoprpam.

e IIpomupuBame nocrojeher je3anka HOBUM OMEpalnjaMa Koje M03B0/baBajy MporpaMepuMa 1a obase
(1j. onmmty) napasenusanujy. CMarpa ce HajJIaKIIUM W HAJIOMYJIaAPHUjUM HAYHMHOM MapaJIeHOD
nporpamupama. Pazmarpajy ce cranmapan MPI u OpenMP. Mana je megocratak momapiinke of
CcTpaHe IIPEBOAKOIA [IPU PA3BUjalby MPOTrPaMa U IPHU MPOHAJIAXKEHY I'DEIlaKa.

e JlonaBame HOBOr cioja (eHT/I. layer) 3a mapaJielHU je3uK U3HaM MocTojelier CeKBEeHIMjaIHor
je3nka.

e Kpeupame napaJjesntor jesuka u upesonuona. Erlag, Occam cy npuMepu pasBujarba IOTILYHO
Hosor mapaJesnnor jesuka. Concurrent Pascal, C*, C++ AMP, High Performance Fortran cy
HACTAJIN JI0/IaBAEM TapajieTHUX KOHCTPYKIHja rnocrojehum jesuruma. Butho je momenyTn
napaJiejiHo u3padyHaBame Ha rpadbuukum npouecopuma, nocedno CUDA (eurs. Compute Unified
Device Architecture), kao u okpyxemwe OpenCL (enrs. Open Computing Language).

ITapanesmsanuja anaropurama

Hedununmja 5.6. Pauynapu Koju cagpke caMo jejiad IpoLecop 00aB/bajy HHCTPYKIH)E jJeQHy 110 jeIHy,
TO jecT cepujcKu. AJIrOpUTMHU KOjU Cy KOHCTPYMCAHU Ca HAMEPOM /1 CE€ U3BPIUABAJY Y TAKBOM OKPY2KEHby
HA3WBA]y Ce CEKBEHIIMJAJTHU AJITOPUTMM.

Hedbununuja 5.7. [Mapasensau aaropmTMu KOPUCTE MOTYNHOCT BHIIEMPOIIECOPCKOT CHCTEMA, TAKO
IITO TIPOOJIeM Jiejie Ha BHINE MAamUX IOTIPOOIeMa Koje CBAKM IMPOIECOpP pelaBa 3acebHOo, a OHJA Ce TH
pesynraru crnajajy. [lapanemmnn amropuTMmu y3 pecypce moTpebHE 3a 00pajay MoJaTaka Takohe mMajy u
(Mauly) morpoliby pecypca Ha KOMyHKauujy uamely Bulie 1pouecopa.

ITosuTruBHa CBOjCTBa IIapaJjeJJHuUX aJaropuramMa:

e lcroBpeMeHOCT Mild KOHKYPEHTHOCT (EHIVI. COMCUTTency) — W3BPILABAIGE BULIE Olepanuja/3a-
JTaTaKa MCTOBPEMEHO.
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e Ckasabuinocr (eurut. scalability) — jennocraBno upusarohasarbe aJropuTMa IIPOU3BOJLHOM OPOjy
MPOIECOPa W MPOU3BOJHHOM MOJIETY TAPAJIETHOT padyHapa.

e Jlokanuocr (enrs. locality) — Behu npucryn JI0KaJIHO] MEMODPUjU Y OLHOCY HA YdambeHy MEMOPH]Y,
CMabeme KOMYHHKAIFje Ca JAPYTUM IPOIECOPUMa, OJTHOCHO KOMYHHUKAIHja CAMO Ca MaJjuM Opojem
CyCeTHUX TIPOIECOpPA.

e Moaynapuocr (enra. modularity) — moryhuoct ynorpebe /Jej0Ba ajropuTMa y pasjidduTuM [Ipo-
rpaMumMa.

Jenwna oz Meromosoruja 3a pa3Bujarme MapajeHIX alropuTaMa 3aCHIBA Ce HA MOJEJIy 3a/1aTak /Ka-
Hau (enrst. task/channel model) xoju je npemnoxuo @ocrep. OBaj Mozesn ce mocebHO GaBu OMUCOM
nu3ajHa epUKACHUX IMapaTeTHAX AJITOPATAMA 34 JUCTPUOYUPAHE MAPATETHE PATyHADE.

Baarak /KaHaJ MOJEN MPeICTaB/ba NapajeHO U3padyHaBambe Kao CKYyI 3ajaraka Koju MehycobHO
KOMYHHUIIUPA]y ClTalkeM MOPyKa KpO3 KaHame. 3ajlaTakK Ce CACTOJU OJ] IIPOrpaMma, JOKAJTHE MEMOPHUje H
CKyITa y/Ia3HO-U3/Ia3HUX MOpTOoBa. KaHaJl je pes mopyka KOoju MOoBe3yje W3/1a3 jeaHOr 3a1aTKa Ca yIa30M
apyror 3agarka. [IpuMarme mopyka je CHHXpOHA OIepalyja, 0K je CIambe MOPYKa aHCHXPOHA OIepaImja.
OBo 3Haum ;ma 3aJaTak KOju MPHMa MOPYKYy MOKe OWTH OJIOKMpaH 0K 4YeKa 14 Ce Ha yJaasy TOjaBh
BPEIHOCT.

[MapajieTHO W3padyHABAmE C€ MOYKE MOCMATPATH KAO yCMepeHW rpad y KOMe Tadke TpPeICTaBIbajy
3aJ]aTKe, a yCMEpEHe TPaHe MPeICTaB/bajy KOMYHUKAIMOHE KaHaJe.

Tpeba jorm HATIOMEHYTH I1a KaJa Ce TOBOPU O BPEMEHY M3BPIIABaFba MAPAJIETHOT aJrOPUTMA, MUCIIH
ce Ha TIEpHOJl BPEMEHA y KOME je OWJIO KOju Of 3aJaTaka aKTHBAH — IOYEeTHU TPEHYTaK je KaJa CBH
3a7aI KPEHy JIa Cé CUMYJITAHO W3BPIIABAjY, & KPajlbHl TPEHYTAK je KaJaa IMOCHEbH 33JaTaK 3aBPIIH
W3BPIIABAIHE.

Ha ocnoBy oBor mozena, 4eTupu KOpaka y pa3Bojy HapaJiesiHor aJrOpUuTMa cy: mogesa (eHri. partition-
ing), KoMyHuUKarnuja (eHri. communication), rpyuncamke/ariaoMepanuja (edri. agglomeration), u
Manupamme/IpuapyKuBame (eHri. mapping).
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Mapping Aomeraﬁon
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docrepoBa METOJOJIOIHja JU3ajHa IapaseHuX aaropurama [23]

IMonena je mporec MapTUIHOHKCAHA, (pa3/iaraiba) U3padyHaBaba U MOJATaKa Y Marbe JIeJI0Be — IO-
JaTkoBaHa U YyHKIUOHAJIHA Aekomnosumuja (edrsi. domain decomposition u functional decom-
position). Kou obe pekoMnosuiyje, oBe Mabe JIeJI0Be HA3WBaMO MPUMHUTUBHUM 3ajganuma. Llub je
nAeHTH(PUKOBATH IIITO BUIIIE MPUMUTHBHAX 33aTaKa, jep IMTo je Behn Opoj MPUMUTHBHUX 337aTaKa, TO
je Beha moryhuoct m3ppmaBama edukacauje mapanenn3amnuje. Koa momarkoBane MeKOMIIO3UIIHjE MPBO
ce BPIIH IIOJIEJTa I0IaTaKa y Mambe JeI0Be, a OH/a oapelyje Kako J1a ce MOBEeXKy H3PAIyHABaba Ca TUM
MoaIMMa, 0K je KOI (DYHKIMOHAJHE JTEKOMIIO3UIMje OOpHYT mporec. PyHKIMOHAIHA TEKOMTIO3HUIIN]a,
9eCTO MM 33 PE3YJITAT Mapajiejin3aM MyTeM MPEeKJ/IANamkha W3PadyHaBarmba, OMHOCHO TapPaJIeTHO U3BPINa-
Bame MPUMATHBHUX 33aTaKa HACTAINX MAPTUIINOHNCATHGEM H3PadyHABAIbHA.

Jobpa komcTpykiuja Tpeba ma mma ciemeha cBojecTBa: mMOCTOju Oap 3a jelaH pe BEJUYUHE BHUIIE
NPUMHATHUBHEX 33IaTaKa HEroO MPOIECOpa, PEAYIAHTHA H3PAdyHABAbHA U PEAYIAHTHE CTPYKTYPe MOJaTaKa,
Cy MUHUMAJIH30BaHe, MPUMATHBHH 33IaITH Cy CKOPO MCTE BEeJUIHHE, U OPOj 3a7aTaka 3aBUCH OJ BETNINHE
pobema.

OcHoBHEM HauMHN KOMYHUKaIluje mely s3azanmma cy: KOMYHHKaIUja TadKa-Tadka (€HLUI.
point-to-point) rae ce LOPYKa LIa/be U3 JEJHOD 33JaTKa y APYIM TaKO LITO CE LPABE KAHAJU Ol CBAKOL
O[T TOTPEOHUX 331aTAKA 0 MOCMATPAHOT 33/IaTKA, U KOMYHUKAIMja MOMONY TJIO0AHIX Omepalmja Koje
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omoryhyjy 3a7aTKy /1a UCTOBPEMEHO KOMYHUIAPA CA BEJUKUAM OpOjeM MM €A CBUM OCTAJIAM 3aALUMa
— mrobajiHa KOMYyHWKAIMOHA IeMa.

Kaxxe ce 1a je komyHnukamuja n3melhy 3amaraka 1e0 overhead-a tj. 104aTHOT BpeMeHa, MOTPEOHOT KO/T
apajeTHor aArTOPUTMA, jep Taj Je0 He MMOCTOjU KO/ CeKBEHITHjaTHNX aaropuraMa. la 61 KoMyHHKAIHOHA,
cTpyKTypa 6mma mobpa, omeparuje KOMyHHKaImje Tpeba ma cy banancupane m3mehy 3amaraka, CBaKm
3ajarak Tpeba Ja KOMYyHHUIIPA CAMO Ca MaJMM OpojeM CBOjUX Cycena, 3ajamu Tpeda 1a KOHKYPEHTHO
M3BPIIABAjY M KOMYHHUKAIMje I N3PAdyHABAMKA.

I'pynuncame miam arsiomepamnuja je mporec objenumaBama 3aaTaka y Belie 3amaTke kKako O6u ce
mobospinasie mepdopMaHCe WM IT0jeJHOCTABUIO TPOrpaMHUpame. Jeman o1 IUJbEBA arjioMepaldje je
CMamerhe JI0JATHOI BPEMEHA MOTPeOHOr 32 KOMyHUKanujy (Tj. KoMyHuKaiuonor overhead-a) moBehas-
€M JIOKAJTHOCTHY I11aPaJIeJIHOI aJrOPUTMA WU PeLyKOoBameM Opoja Moc/jaruXx IOpykKa — IpyHucarbe
nopyka y Behe Topyke 3a dmje ClIame je MOTPeOHO Mame BpeMeHa — 300T JIATEHTHOCTU IOpYyKe
(enrsi.  message latency, message startup cost). AKO ce ca A 03HAYM JIATEHTHOCT, a ca [ Op3uHa
npenoca bandwidth, tj. 6poj mogaTaka (makera) KOju ce y jeJMHUIM BPEMEHA MOI'Y HOCJIATH KPO3 KaHaJ,
OHZIA CJIAMbe MOPYKe KOja CAAPXKM N MOMATAKA 3aXTeBa BPeMe Om A + % Ako 3ajmarnu He Mory ma ce
M3BPINABAjJy KOHKYPEHTHO jep 3aBUCE jeJaH O APYror, OOMYHO je MOTPEOHO M3BPIIMUTH ATrJIOMEPAIIH]y.
Arsnomepangjom, nopeji ONMTUX MO3UTUBHUX CBOjCTABA, HAPAJIETHOI AJIrOPUTMA, Tpeda Jia ¢e HOCTUIHE
" CHUXKeme 1ene codpreepa pelimm nckopunihemem nocrojelier cekpennujasnor komga. Kom armoMeparje
Tpeba BOAWTHU PAYYHA M O APXUTEKTYPH MapaJIeTHOT PAYyHAPa 33 KOjU Ca aJITOPUTAM Pa3BHja.

Manupame win Ipuapy>KUBambe je mporec J0/ese 331aTaka mporecopuma. Takohe, u Ko Maru-
pama Tpeba BOAUTH PAYYHA O APXUTEKTYPHU padyHapa. AKO ce mporpam U3BpIIaBa HA MEHTPATH30BAHOM
MYJITHIIPOLIECOPY, OHEPATUBHU CUCTEM ayTOMATCKH JI0/Ie/byje MPOIEce IPOIECOpuMa. 3aT0 ce paMarpajy
MapaseJHu PAYyHAPU CA JUCTPUOYUPAHOM MEMOPU]OM.

[Tub Manupama je MaKCUMU3aIH]ja UCKOPUITNEHOCTH mpotecopa (eHri. processor utilization) u MUHU-
Mwu3amja Mehymnporecopcke KOMyHHUKAIIK]e, IIITO Cy 9eCTO CYIMpPOCTaB/benu 3aaamu. PasimanTe kapakTep-
HCTHKE TMapaJIeIHUX AJITOPUTAMAa BOJE PA3JIUYATHM CTPATerujamMa npuapyxKuBama. Haxamsocr, Hamaxe-
Ibe ONTHMAJIHOL pellena 3a mpobiem manupama je NP-texkak mpobem.

Ha ciemehem mgmjarpamy cy mpukKasaHe HEKe O CTPATErHja KOje MOMaXKy TpHU TPUIAPYKUBAWKBY 3a-
JIaTaKa MPOIECOPUMA Y PABJIUIUTUAM CUTYAIIHjaMA:

CraTuuku Bpoj 3agaTaka AvHamuukn Bpoj 3agaTaka

CTRYKTYWpaH2 HecTpykTyvpaHa
KOMYHMKELMOHE Wwema KOMYHUKELMOHE Wema

ApuBnmmmo Bpeme usBpwEaBaHEE UYecre Komyrmraumie Beauk Bpoj 3agarara
KOHCTEHTHO BpeME N0 334aTky wsmehy sanaTaka KO KPATHO HUEE
M3BpWaBaka no Bapupa no Hema KOMYHHHauMje
3308THY perMoHuma usmehy 3anataka

HaromunaTu Ui npngoysutn KopHCTHTv CraTmiie KOpMETUTH AVHEMUIKK Kopuctumulanroputam
sagaTke s6or S343TKE NPOLECOPUMa  BATOPHTEM 33 aAropuTam sa 3a pacropehuearee
CMatberba 360r BanaHcuparka yienHauasarse vieanauasanje 3agatana (task-
KOMYHHKEUM]E, onTepehersa onTepehersa ontepeherba scheduling) y speme
leAan3383T3K  yspauyHacarea n3BpWaBarea.

no npouecopy

JpBO ofyIyunBama KOjy CTPATErnjy Mamupama/IpuApyKuBama n3abparn [23]

Caza ce mozxke pehu 7a mpoliec pa3BHjara MapaJeSIHOT HporpamMa yKJbydyje:

1. Ananmsa mpobimema. AKO TOCTOjU CEKBEHIMjaJIHU AJTOPUTAM, MTPOHAJIAXKEHE JEJI0BA AJITOPUTMA
KOJU C€ MOTY MapaJjiejin30BaT. Y HEKUM CJIyYajeBUMa, je MOTpeOAH HOBU AJITOPUTAM;

2. lobap mapaJjeHu aJropuTaM HEje caMo jeTHOCTABHO MPOIMpPEme OnroBapajyher ceKBeHInjaTHor
anroputMa. Pa3Boj mapaJiesiHor ajaropurMa 00yxBaTa:
o [TapTurnmonncarma mpodaeMa U MOJATAKA — MOJATKOBAHA M (DYHKIIMOHAJHA, JTEKOMIIO3UIIN]A;

o ITponanaxkeme HajOO/HEr KOMYHUKAIMOHOT MOIETA — HAYWH, CHHXPOHW3AIN]ja, yIeCTAIOCT
KOMYHUKAI]€;

e ['pymmcame 3a1aTaKa;
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e Manupame 3a/aTaKa 10 IPOLECOPUMA.

ITorpebnO je w3BpmmTy u ananu3ly ehUKACHOCTH JOOMjEeHOr MapaJIeIHOr ajroputma. Hapouuto je
OUTHO [0OPO MPOIEHUTH OYEKWBAHO BpeMe M3BINaBambha, MPH YeMy Tpeda MMATH Y BUIY W MOIET
[ApAJIEJTHOD padyHapa 3a KOju Ce aJllOpUTaM Kpempa.

3. IMucame mporpama: wm300p MPOrPAMCKOr je3WKa U OKpyzkema. IV oBae Tpeba BOAUTH padyHA O
MOJIEJTy TIAPAJIETHOT PAYyHAPa HA KOME Ce IPOrPaM U3BPINABA — APXUTEKTYPAa PAIyHAPA, XOMOTE€HA
nim xereporena maardgopma. Hajuenrhu n3bopu cy miam oapehernn mapasesHn MpOorpaMCcKu je3uK,
i MPI/OpenMP, 3ajenuo ca nekum ox nporpamckux jesuka C/C-++ /Fortran.

4. VcnpaBibame rperraka;

5. Tecrupame (enra. benchmark) u ourumusanyja.

5.2 Cranmapa MPI

MPI (enrs. Message Passing Interface) je jeman y Hu3y craHiap/a KOju je CTBOPEH na Ou ce OAroBO-
puio Ha TOTPedy 3a OPKUM U jauuM padyHapHMa, Kao B 3a MOOOJbITAbeM HCKOPHUITNEeHOCTH mocTojeinx
pecypca. a 6m ce omoryhmiao 3marHO Op2Ke pelraBambe aKTyeJTHHX IpobjeMa, MOojaBHa Ce HIeja O
kopurnherby Bulle jeJHOLPOLecOpCKuX (uiu Bulienpouecopckux) padynapa. MPI ce nocebno kopucru
KOJIT CHCTEMa, Ca, JUCTPUOYUPAHOM MEMOPHU]OM.

MPI je crammapmaa crnenuduranuja 6ubimoreka 3a KomyHnukarujy mopykama. Ilmm MPI-a je ma
00e306eau TITUPOKO KOpWINNEHN CTAHAAP 33 MHCAKE MPOrpaMa 3aCHOBAHUX HA MOIENLY KOMYHUKAIW)Ee
mopykama. On O6m Tpebaso ma Oyme mpakTtwdaH, npeHocus, ebukacan u diekcubunan. Behuna MPI
nmiiemenTanuja komobunyje C, C++ u acembiepcku jesuk.

MPI naje cnenudukanujy ckyna (GpyHKIHja KOJEMa Ce CHMYIUPA PAJT MO KOMYHUKAIUje MOPyKa-
Ma, Tj. Mojesa ciama nopyka (enri. message-passing). OBaj ckyn dbyukiuja omoryhasa cumynupame
pajia mapaJjieJIHUX MporpaMa Tako IITO MPU MOKPeTamy MporpaMa crBopu 3amaru 6poj npomeca. Caku
[POIIEC U3BOU CEKBEHIIM]ATHH IPOrPAM HanucaH, Ha npumMep y C-y, & KOMyHUIIUPA ca JPYTUM POIECUMA
nomohy (byHKIMja 3a TpUMarke, OMHOCHO CJIAMEe TIOPYKA.

MPICH2 je ummiemenTtarmja MPI-1 u MPI-2 cranmapma. MPICH2 je mmmiuemenrtanuja MPI xoja
edUKACHO TOAPIKABA PA3IUIUTA U3padyHaBama u miardopme — Unix, Linux, Windows, 32-6utne, 64-
OuTHE apXUTEKType padyHapa, commodity Knacrepe, Beoma 6p3e mpexke (enrit. high-speed networks — 10
Gigabit Ethernet, InfiniBand, utn.), u cuenujanu3oBane BpxyHcke (enrii. proprietary high-end) cucreme
3a m3paaynaBame. Kako MPICH2 me momp:kaBa xereporene miardgopme, 3a Takse miardopme Tpeba
kopucruru MPICH1 ummiemenrannjy — umimiementanumjy camo MPI-1.1 crangapna.®®

Beoma nomynapra umnsementanuja crangapia MPI je u OpenMPI. OpenMPI je nacrao cnajamem
Bure no6po mozHarux MPI nvmmaemenTtarnmja.

Nurepdejc mpiJava je ob6jekTHO-OpujenTucanu Jasa narepdejc mpema MPI-y. mpiJava 1.2 06e36eh-
yje mornyny dyukmuonagroct MPT 1.1.

Craunaps OpenMP je API cranmaps 3a nucame napajieaHuxX aluIuKaIuja, ca 3ajeJHAIKOM (J1e7b-
eroM) memopujom (eHrsi. shared memory parallel applications) y nporpamckum jesunuma C, C++, For-
tran. Wneamno je mpuiaarofjen Buimeje3rapHAM apxXHpPTEKTypama.”

Nako cy MPI u OpenMP nuzajuupanu 3a ynorpeby ca nporpaMckum jesutmma Poprpan u C/C++,
[IOCTOje TI0BEe3MBaba 33 MHOTe JApyTe je3nke, yKiby4dyjyhu nporpamcke je3uke Pascal, Perl, Python, Java.
Jenna ox mana kopurthewa MPI u OpenMP ca Jasom je To miro onu HuCy 0OJEKTHO OpHjEeHTHCAHH,
onHocHO onpelene JaBuHe KapaKTeprCTHKE HE O/IrOBapajy OBAKBOM HAYWHY MTPOTDAMUDAHA.

Jok je MPI onnvuan nauvn komyHuKanuje Mely nponecopuma y myarupadyunapy (tj. mehy mpore-
copuma y paznuuurum SMP-osuma), OpenMP je Go/bu Hauun 3a KoMyHuKanujy mely mpouecopuma y
jemaom SMP-y. Taxkobe, nokazano ce ma je xubpugau MPI/OpenMP nporpam pereme Koje mocTUKe
Hajbosbe pesynrare. O6uuno je moryhe rpancdopmucaru MPI nporpam y xubpunau MPI/OpenMP 3a
paJj Ha KJlacTePy MYJITHIIPOILECOpPA.

533a sumre nndopmanmja n mpey3uMame oarosapajyher makera, suger: http://www.mcs.anl.gov/research/projects/
mpich2/.
5433 pumre undpopmanuja, BugeTrH: http://openmp.org, OpenMP API crermdukanujy 3a mapanaesHo mporpaMupase.

66



IIpoepamcra pearudauujo HeKux mecmosa da au je sadamu 6poj npocm

Mopaen komynukanuje nmyrem npociehuBama mopyka

Moues 3asarak/Kanan Koju je OLUCAH MOXKE Ce MMILJIEMEHTUPATH y3 LHOMON MoJe/a KOMyHUKaluje
MyTeM CJama MopyKa. 3aJaTak M3 3a7aTak/KaHall MOJeNna MocTaje MPOoIec y Mojeny mpociehuBama
mopyka. Ilpermocramspba ga ce mporpam W3BPIIABA HA MYJITHPAYYHAPY WA MYJITHUIPOIECOPY CA IHC-
TPUOYUPAHOM MEMODHU)OM.

Kopucauk obudano ozgpeljyje 6poj KOHKypPEeHTHHUX MPOIeca Kajia mporpam nodse. CBakd mMporec u3Bp-
[IaBa UCTH IIPOIPAM U MMa CBO]y KOIK]y CBUX IIPOMEH/bUBUX JEKJIAPUCAHUX y IPOrPAMY, Al KAKO CBAKH
07 TIPOIIECa UMa, jeUHCTBeHN uaeHTuduKanmonu 6poj (tj. ID), pa3auduTy MpoIecu MOTY JIa U3BOJIE
pa3uuuTe Omepalrje y TOKy W3BPIIaBarmha MTPorpaMa.

ButHO je marjmacuTu 1a TpOIECH ITajby MOpyKe u 300r MeDhycoOHe KOMyHWKAIWje U 300r CHHXPO-
nu3anmje. Kako camo nmpumame mopyKe APYyror MPOIeca FOBOPU HEITO O CTaly TOT MPOIEca, MOXKE Ce
pehm 1a 9ak m mopyka 6e3 camprkaja mMa 3HAUTEIHE.

Crangapa MPI u nporpamcku jesuk C

Kana je morpedbno y mporpamckom jesuky C xopuctutu MPI dymkiuje, morpebHO je yKbyduTH
sariasibe (eurit. header file) 3a MPI nomohy cienehe nmpeTnpornecopcke IUpeKTuBe:

#include <mpi.h>

Nwmena ceux MPI dbyrkiuja n koucrantu nountby ca MPI_. IlpBa dyHKIMja Koja ce mo3uBa O CTpaHe
csaxor MPI mporeca je:

MPI_ Init(int xargc, char kxargv);

N3yzerak je dyukimja MPI_Initialized, koja mpoBepaBa mga ju je MPI ununujanu3oBan u mMoxke OUTH
no3BaHa npe MPI_Init.

Kazna je MPI ununmjasusoBan, CBaKM aKTUBHM [POLEC IIOCTaje 4iaH moiapasyMmeBaHor (eHria. de-
fault) komynukaropa MPI_COMM_WORLD. Komynukarop (euri. communicator) je objekar koju obesbeljyje
OKpy¥Xeme 3a npociaeluBame mopyka usmely mporeca. Mory ce KpeupaTu U CONCTBEHN KOMYHUKATOPH
aKO je mOTPeOHO MOMEUTH MPOIECe Yy HE3ABUCHE KOMYHUKAINOHE TPYTIE.

Panr npoueca (eurn. rank) je meroba MNO3UIMja y ONIITEM MOPETKY. Y KOMYHUKATOPY Ca P MPOIEca
cBaku 1polec uma jeauncrsenu padr (I D 6poj) usmely 0 u p — 1. IIpouec MoxKe KOPUCTUTHU CBOj PaHT
JIa OJIpeJi¥ 3a KOjU JIe0 M3padyHaBabha WK 33 KOjU JIe0 IOJIATAKA je OJITOBOPAH.

MPI Comm _rank(MPI Comm comm, int s*rank);
MPI Comm_size(MPI Comm comm, int *size);

IIpBy dysKIWUjy mporec mo3uBa ga O6W OJpeauo CBOj PAHT, a APYry (PYHKIHjy Aa OM OJpeauno yKyIIaH
Opoj mporeca y KOMyHUKATOPY .

IMocmenma MPI dyukimja Kojy mporec mo3nsa je MPI_Finalize (). OBa ¢dyukmnmja omoryhasa cucremy
J1a, 0cJI0001M CBe pecopce Koju cy Omiu 3ay3eru ox crpane MPL.

Penocnen mo kome ce pe3yiraTé u3 pazmHUUTHX MPOIECOPA MOjaBJbyjy HA CTAHIAPIHOM HU3JIA3y HE
OCJIUKABA y TIOTIYHOCTH CTBAPAH PEOCeN KAKO Cy ce pedyararu nojaBbuBaiu. OBO je OUTHO 3HATH Ja
He GMCMO JIOHOCUJIU [OTPEIIHE 3aKJbYYKEe O U3BPIIABAIY HAPAJIETHOr aJrOPUTMA.

KouiekTuBHa KomyHuKanuja (eari. collective communication) je omepanuja KOMYHUKAIM]E ¥ KO-
joj rpymna mporecopa pajan 3ajeHO Y IUJbY JUCTPUOyHparma MU CKYIbalkha CKYHa O/ je/iHe WJIM BUIIe

BPEIHOCTH.
Pe,z;yKulgja55 je TpuMep omepanpje Koja 3aXTeBa KOJEKTHBHY KOMYHWKAIHjy Yy OKDy¥XKemy TJe Ce
KOMYHHUKanuja o0aBba CIameM IOpYKa. OTIIIITEM CJIY9ajy, OPOj KOMYHWKAIMOHUX KOpaKa KOju Cy

norpebHu Ja n 3ajaraka ussBpiiu peaykuujy je [log, n]. Taxobe, MoxKe ce u3BpiuTH arjoMepanujy BULie
3aJaTaKa y jejaH Ha CBAKOM IPOIECcOpy, TaKo Ja CBaKH off JoOUjeHnx 3a/aTaka KOPUCTH CEeKBEHINjaaHuT
ajiroputaM Ja mponalje JloKasHm pe3yaTar peayKipje, pe Hero MTo KOMYHUIINPA Ca APYTHM 3aJaINMA.

MPI Reduce(void #operand, void xresult, int count, MPI_ Datatype type, MPI Op operator,
int root, MPI Comm comm)

Tlomohy dbyuknmje MPI_Reduce m3padyHaBa Ce jeJaH PE3YATAT HA OCHOBY TOJATAKA, M3 CBUX IMPOIECA.

TMetu napamerap oBe PpyHKIHje O3HAUABA KOja BPCTA ONEpAIUje Ce U3BOAU HAJ| TUM MoJanuMa, (MUHUMYM,

MaKCUMyM, Cabuparmbe, MHOKEHE, OUTCKO U, OUTCKO WIIH, ...).

55Penyknuja je IpuMeHa acoIHjaTHBHE GHHADHE ONepalije Ha CKYI HOJaTaKa. lIpuMep pemykIuje je Tpaxkeme CyMe
ap+a1+---+an.
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Beoma je 6urHO 3amamMTuTH 12 JIOK CAMO jeJaH IPOIEC J00uja II00AHE PE3Y/ITaT, CBAKHU MPOIEC KOjU
yUecTByje y M3padyHaBamy MOpa mo3Bath GpyHKIN]y MPI_Reduce.

Hedununuja 5.8. Tpusujanno mapanesauu nporpam (enrs. embarrassingly parallel) je mporpam
KOjU 3aXTeBa Majio Tpyla na 6u ce nomenuo y oapehenu 6poj mapanennux 3agaraka. Ob6wano mamelhy
TUX NapaJIeJIHUX 33/1aTaka HeMa KOMYHUKAIIUje, OJHOCHO HeMa 3aBUCHOCTH. AKO HeKHU (/M CBU) OJ] OBHX
3a/IaTaKa [IPOU3BO/IM M3J1a3, MOCTOjU KaHay u3Mely CBaKOr TaKBOr 3a/iaTKa W U3JIa3HOr ypebhaja.

Hednunnuja 5.9. [Mukiaugua (mym ucnpenieraHa) ajokanumja (enri. cyclic/interleaved alloca-
tion) je UUKJIUYHO JOJE/bUBAME CBAKOM Ol P IIporeca oapeheHor ena mocja, Tako a akKO je Mmocao
nozesbed y n penosa, u 0 < k < n, Taga ce k-tu neo nociaa pozaesbyje (kK mod p)-om mporecy.

Mepeme nmapaJjgeannx nepdopmMaHcu

Mozxxe ce pehu ma mepdopmarca npeacraB/ba Mepy 0OAB/bEHE KOJUUUHE PALA Y jeVWHWUIN BPEMEHA.
Ha mpumep, 3a onpehuBame nepdopmancu mporecopa KOpucTu ce Opoj ornepanuja y CeKyH/IH.

Benchmark je cranmapz 1o Kome ce HemTO Mepu uiu npouemwyje. Cepxa Mepema (eHrsi. bench-
marking) je npensufjame nepdpopmaHcu apajesHOr MporpaMa Ha OCHOBY IO3HAaBamba lLepdopMaHcu
CEKBEHIMjaJIHOT TIPOrpaMa, BPEMEHa Kallliberha mopyka (enri. latency), TpOTOKa KOMyHUKamuje mehy
OpPOLIECOPUMa ¥ MPEKHOT TPOTOKa (€Hri. bandwidth).

[Tocsie pa3Bujama mapaseHOr TPOrpaMa, MOCTaB/bA CEe MHUTAMmE KOJIUKO MOOO/HINARE OH MOCTUKE Y
OHOCY Ha CeKeHIHjaaHu. 1IoTpebHO je m3MepuTH KOMHUKO je JATH MapasieTHU MporpaM OpKU y OIHOCY
HA CEKBEHIIUjAJIHUA ¥ TO y W3padyHaBamuMa, 0e3 durama 0a3e MoJaTaka U yIuca pe3yirara.

double MPI_ Wtime(void);
double MPI_ Wtick(void);

IIpBa ¢yukiyja spaha 6poj ceKyHIu KoOje Cy IMPOTEKse O HEeKe BPEMEHCKE TAadKe Y IPOILIOCTH.
Hpyra ¢yuknuja spaha npemu3HocT pe3ynrara Koju cMo mo0mim momohy MPI_Wtime. Mepeme Bpemena
M3BPINABabA JI€J1a KOJA Ce M3BOoAM mo3uBajyhu MPI_Wtime IIpe M IIOCJIE T€ CEKIHje, W Hajla3ehu pasmKy
BpalieHnX BpeaHOCTH.

VY caydajeBuMa Kaja je y nuTamy Olepanyja peayKiuje, Mopa ce o0e30e uTu /13 HUA jeJJaH [POLeC He
HaCTABY U3BPIIABAMGE IIPE HErO IITO CBU MPOIECH 00aBE PEIYyKIIH]Y.
int MPI_ Barrier (MPI Comm comm);

CunxpoHusanyja y3 nomoh 6apujepe rapanTyje aa HUjeJaH MPOIEC HE MOXKE JIa HACTABU mOcJie Hap-
ujepe IOK CBU mporecu He mohy mo we. Oouuno ce bapujepa nmocrapiba u3Mmeljy npe dase y usBpiiaBamy
nmporpama.

Ca pacrom Opoja mpoIecopa, pacre u J0JATHO BPEME YTPOIIEHO HA KOMYHUKAIIU]Y -

dexkoMmosunuja momaraka

Hedununuja 5.10. Tekomnosunuja nogaraka (ears. data decomposition), Uin jeJHOCTABHO JEKOM-
MO3WIINja, je (PUHAIHO rpymucame MoIaTaKa, KOje je pe3yiTaT moese, arjioMepalije U Malupama.

Pasmarpajy ce mcnpemsierana n 070K J€KOMIIO3MITHja IMOmaTaka. lIpeTmocTaBuMO [a IMOCTOjH HU3
ejleMeHaTa U A2 je npsu umHAEKC 0.

Ucnpenuierana gekommosunuja mogaraka (enri. interleaved data decomposition): upouec 0 je
onroBopaH 3a naaekce 0, 0+ p, 04 2p, ..., mporec 1 je onroBopan 3a mazgexkce 1, 1+ p, 14 2p, ..., 1 Tako
J1aJbe.

IIpemgmocT 0BaKBOT MPUCTYIIA je IITO 3a JATH WHAEKC HI3a § JTAKO OAPEIUTH KOjU MPOIEC KOHTPOTUIIE
oBaj unjgekc — 1o je upouec (¢ mod p).

BuioK mekoMmosuija moJaraka I0/Apa3yMeBa Je/beibe HU3a IOAaTaKa y P y3aCTOIHUX OJIOKOBA
CKOPO MCTe BeinunHe. AKO n Huje Ie/bUB ca p, Tada je moTpebHa meMa, ajokamnuje 6JI0KOBa Koja CBAKOM
MPOIECy JOAETbYje WA (%1 nin L%J esieMenara (ako je n Je/bUBO Ca P, CBAKOM IIPOIECY je I0e/bEeHO %
enemenara). ITocroje 1Ba HaUMHA Ja C€ OBO MOCTUTHE.

Kon npBe mieme 6ii0K gekommnosunuje uspadysasa ce r = n (mod p). Axo je r > 0, npsux r
nporieca 100uja OJIOKOBE BEJIMYUHE [%], a oCTaJuX P — T MPOIEeca A00uja OJIOKOBE €IEMEHATA, BEJIUINHE

L5
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Caza ce nocraBipajy IHMTamba KOjU PAHI €JIEMEHATA KOHTPOJIUIIE oxpeeHu mporec u Koju mporec
KoHTposuine oapehenn emement?

IIpBu emeMeHT KOju KOHTDOJIUINE i-TH TPOIEC je: 7 - L%J + min(¢,r). Iocienmu eIeMeHT KOju KOH-
TPOJIAIIIE -THU TPOIEC je TAYHO jeJaH eJIEMEHT IIpe MPBOr eJeMeHTa KOHTPOJIUCAHOT O cTpaHe ¢ + 1-or
npoueca: (i+1)- L%J + min(i + 1,7) — 1. IIpouec Koju KOHTPOJIUILIE j-TU €JIEMEHT HU3A je JAT U3PA30M:

min(LﬁﬁJ, L%J)-

IIpumep 5.1. Heka je n =20, p = 6. Tauga je r = 20 (mod 6) = 2, 20 = 3 -6 + 2. OBo 3Ha4u A2 upsa
2 upoueca umajy 1o 4 enemenara ([22] = 4), a ocrana 4 npoueca umajy uo 3 enemenara (|2 | = 3), 1j
6nokoBe nyzxkuue 3. Kako mocroju 6 nmporeca u 20 eemenara uu3a momaraxka, p =0,...,5ui=0,...,19.
Caneneha rabesra mokasyje pacrnopes eJIEMEHATa, 10 MPOIECOPUMA;;

[ mponec [ MHgexc enementa |

0 0 1 2 3
1 4 5 6 7
2 8 9 10
3 11 | 12 | 13
4 14 | 15 | 16
5 17 | 18 | 19

e IIpeu enement konTpommcan oz crpane 0.or mpomeca: 0+ |22 | +min(0,2) =0+ 0 = 0.

2
e IIpBU eJeMeHT KOHTPOJUCAH O CTpaHe 3. mporeca: 3 - L%J + min(3,2) =3-3+2=11.
1%

e Iocieamwu enement Koju konrposuie 0. npouec: (0+1)- (2] +min(0+1,2)—1=3+1-1=3

10—2 :
1, LO%OJ ) = min(2,2) =2
J 1552 ) = min(4,5) =
HpI/IMeTI/IMO Jla TOCTIe iU [IPUMED HHUje TadaH. BanpaBo, MOXKe Ce IMOKa3aTH Ja aKo je Hporec 4 < T,
BAXKU | = "+1’ JIOK 3a IpoIiece i > T BazK| 1a je i = 1y

e IIpouec koju kourposuite 10. enement Hu3a nojaraka: min(| LQQ j =

e IIpouec koju Kourposuie 17. enemenT Hu3a nojaraka: min(|

L2°J+1

ﬁ\s

Jpyra meMa OJIOK aJIOKallije He rpyluiie cse pejuke Ojokope. IIpermocraBumo aa je n 6poj ejeme-
HaTa W 114 je p Opoj mporeca.

[IpBu eneMeHT KOju KOHTPOJIUIIE i-TH MPOIEC je L%j Ilocenmu eeMenT KOju KOHTPOJUIIE -
TU TPOIEC je TAYHO jeJaH eJleMEHT Ipe MPBOT eleMeHTa KOHTPOJIUCAHOT OJ CTpaHe ¢ + 1-or mporeca:
L%J — 1. IIporec KOju KOHTPOJIUIIE j-TH €JI€MEHT HHU3A je AT H3Pa30M LWJ

Jpyru npuctyn je 60/bH jep 3aXTeBa Marbe OePaIlnja IPU K3BPIITaBaby TPHU HAjIemna n3paTyHaBamba,
HAPOYMTO 3aTO IITO MEJ00POjHO Aesbebe y C-y ayTOMATCKH 3a0KPY2KYyje Pe3y/aTar Ha HUXKY BPEIHOCT
(enrst. rounds down). OBaj HaYMH GJIOKOBCKE JIEKOMIIO3UIMjE Ce Hajuentiie KOPUCTH.

IIpumep 5.2. Heka cy cBe BpemHOCTH Iapamerapa jeJHAKE BPEJIHOCTUMA W3 IIPETXOJHOr IIPUMEPA.
Cneneha rabesra nmpukasyje pacmopes eJeMeHaTa mo MpoIecopuMa y OBOj MIEMU:

[ mponec [[ Mmpekc enementa |
0 0 1 2
1 3 4 5
2 6 7 8 9
3 10 11 12
4 13 14 15
5 16 17 18 19

Makpoun 3a 60k gekommosunujy. MPI Bcast dynknuja

Hapenna gernpu C' maxpoa mMory 6utn nckopumhena y 6110 KoM napajielHOM TIporpaMy IJie je Tpyma
nojaTaka guctpudynpana mehy ckynom mporecopa kopucrehn 610K JIEKOMITO3UIN]Y, & KOja Cy HAITMCAHA,
HA OCHOBY NPETXOJHUX Pa3MaTparba:

#define BLOCK IOW(id ,p,n) ((id)*(n)/(p)
#define BLOCK HIGH(id ,p,n) (BLOCK LOW( (i
#define BLOCK SIZE(id ,p,n) (BLOCK LOW( (i
#define BLOCK OWNER(index ,p,n) (((p)=*((

d)+1,p,n)-BLOCK LOW(id ,p,n))

)
id)+1,p,n)—1)
index)+1)=1)/(n))
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3a pucrpubyuujy BpeJHOCTH €JIEMEHATa ce KOpUucTy pyHKuuja:
int MPI Bcast(void *xbuffer, int count, MPI Datatype, int root, MPI Comm com);

Haxkon m3Bpriema oBe GpyHKIHje, CBAKK TIPOIEC MMa HOBE BPEJIHOCTH eJeMeHaTa Koje UM je Tpedasio
nocyatu (aapeca mpBor eieMenTa je oapehena npsum napamerpoM dbyHKIMje, a OPOj eIeMeHaTa JpyTuM
HapaMeTpoM).

JIokaJIHM 1 rI00aJIHU MHIEKCH

Kazma ce obaBma pasnarame Hu3a y JenoBe guctpubyupame Mely mporecuma, Tpeba HAIIPABUTH Pa-
3nuKy u3Mely JIOKAJTHOr MHIEKCA U MIOOATHOr UEeKca Hekor eseMedTa Hu3a. CeKBEHIUjATHU KOl YBEK
KOPHUCTH TJI00aHe UHJEKce 1a pedepullie Ha eleMeHTe HU3a, [a Ce Mpu TPAHCHOPMUCAIbY POrpaMa y
TapaJiesiHu MporpaM MOpa BOIWUTH PatyHa O OBOME.

5.3 TIlapanenmuzamnuja EpaTocTeHoBOr curta

3a modeTak ce pa3marpa OCHOBHA Bepauja EparocrenHoBor cura koja je mara y morsaspy 3. Ilper-
ITOCTABUMO I [TOCTOju p mporeca u jga Tpeba nponahm cse mpocre O6pojeBe A0 71, TAKO IITO Ce 33 CBAKHU
Heo3Ha4ueHH 6poj k Hasase u O3HAYABA]y CBH OPOjeBH Ie/bHBH Ca k, y HHTEpBAILY ox k2 110 M.

wp je paseujame mro edukracHuje mapajeane Bep3uje EparocTeHOBOT cuTa, YHja CEKBEHITH]AJTHA,
Bep3uja je Beh mara. Mako OBO CHTO HEje MPAKTUYHO 3a MPOHAIAYXKEIHE BEJIUKUX MPOCTUX OpoOjeBa ca
HEKOJIMKO CTOTHHA mudapa, MoanduKOBaHA BEP3Hja CUTA je U Ja/be BEOMa BaXKHO opyhe y mcrpakuBaH-
jUMa Be3aHWM 33 TEeOpHjy OpojeBa.

PasBujame mapajieiHOT ajJropurMa

Wcnpemnterana J1eKOMIIO3WIN]ja, KA/Ia Ce MpUMemnyje HA OpojeBe k KOjuMa ce mpocejaBa, nMa, OUTHUX
MaHa jep MOXKe BOAUTH Ka 3HavyajHoM Jucbanancy mely nmporecuma (ako asa npoueca Mmapkupajy 6pojese
JeJbUBE Ca, 2, NPBU IMPOIEC MapKUPa (”7_1] ejleMeHaTra, JIOK JIPyI'u IIpOIecC He MapKupa HUjejaH —
HEyPaBHOTEKEHOCT paja Tporecopa). Takohe MaHa OBe UMILJIEMEHTAIWjE je IMITO je W Ja/be MOTpebHa
HeKa BDPCTa orepanyja peaykuuja/mncrpubynnja (ma 6w ce ofpennsia HOBa BpeJHOCT 3a k m Ja 6u ce
OHJIA T HOBA BPEIHOCT MOCJAJIa CBUM IIPONECHMA), a cTora u Belia KoMyHuKaIuja.

W3 maBemenmx pasjora pa3mMarpa ce Kako OJOK JEKOMIIO3HUIIAja yTHYe Ha WMILIEMEHTAIH]y IMmap-
anenHor anropurMa. IIpomecu mene nHTEpBaJ OpojeBa KOju ce MpocejaBa Ha P IEeI0Ba.

IIpumerumo na je majsehm mpoct OpOj KOju ce KOPHUCTH 3a mpocejasarbe neaux OpojeBa 10 N Opoj
[v/n]. Ako je mpBu mporiec 3a1yzKeH 3a 1ese 6pojese 110 1/n, Tajga Tpaxkeme ciaenehe BpexHocTH 3a k He
saxTea KomyHukamjy. IIpsu mpomec mma oko 2 enemenata. Ako je T > /n (1j. p < /n), Tana on
KOHTPOJIMIIE CBE npocTe Gpojese 10 /n.

Cneneha npennocT 610K JTEKOMITO3UINNjE je Ta /1 MOXKe yOp3aru o3HadaBame OpojeBa ae/buBux ca k
— TaKO IIITO MPOHAJIA3U NPBHU OpPOj j Je/puB ca k, a OHJA O3Ha4YaBa cBe Opojese j + k, 7+ 2k, ura., cBe 10
Kpaja 6si0ka — Kopucru 1ersby (eHri. loop) clMYHy Kao KOJ CeKBeHIMjaHor aiaropurma. OBaksa 0JIOK
JIEKOMIIO3HUIIja PE3YITyje MambuM OpojeM KOpaka m3padyHaBarma W KOMYHHUKAIH]e.

Pasmarpa ce cekBennujaau ajaropuram EparocreHoBOr cuta /1a OU ce HBEroBOM aHAJIH30M yTBPIMIO
KaKo je Moryhie cBaku KOpak mpeBecTH y MapasieIHi aJITOPUTaM. ¥ TPUJIOTY CY W3JIOKEHE MapaJIeTn3aliije
mo00JbITaHUX Bep3uja EparocTeHoBOr cuTa, YMje CEKBEHIIMjAIHE BEP3Uje Cy IaTe y MPETXOJHUM MTOTJIaB-
JbUMA.

1. IIpBo Tpeba HampaBuTH JUCTY Ieaux OpojeBa 2,3,4...,n. OBaj KOpak ce MOXKe jeIHOCTABHO
[apaien30BaTh, TAKO IITO CBAKU MPOIEC Yy MapajeHOM MPOrpaMy Kpeupa CBOj JIe0 JIUCTE, KOju
caapku | 3] nam [2] Gurosa.

2. Cagma Tpeba ma ce mpoceje aucta OpojeBa KOja TaKO MITO Ce HAIA3€ CBU OPOjeBU KOju Cy JAE/bUBH CA
opojem k u mapkupajy ce. Ilocrasspa ce k uHa 2, k = 2, 10 je mpBu HeMapkupanu OpPOj y JIUCTH.
Csaku mporiec Tpeba 1a 3ua BpegHoct Opoja k ma 6u mMapkupao cBe OpojeBe nebuBe ca k 'y memy
KOjU OH KOHTPOJIMIIIE. 3aTO CBAKH IPOIEC Y HAPAJIETHOM IIPOTPAMY H3BPIIABA OBAj KOPAK.

3. Caemu rnasuu meo mporpama. Cieneha merspa je jesepo mporpama
while (k? <= n) do
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Mapkuparu cse 6pojese gespuse ca k y marepsaiy ox k2 1o n. U oBaj Kopak je Jaxko Tpamc-
dopmucaru. CBaku MPOIEC je OATOBOPAH 3a MApPKHpame CBUX OpojeBa ae/buBUX ca k y OJOKY
KOju OH KOHTpoJuIe, jep je matepsan (k2 n) nomemen Ha 6I0KOBE MOCTYITKOM KOJH je y MPeTXo/l-
HOM TIOrIaB/by ommcaH. IlorpebHaA cy camo Mama J0JaTHA M3padyHaBama ma O6m Omna ompehena
JIOKAIHjy mpBor 6poja y OJIOKY KOju je Je/buB ca k, aju IMOCe TOra je MOCTYIIAaK BEOMa, jeTHOCTaBaH
— MAapKHpa Ce caMO CBAKHU k-TU ejeMeHT y OJIOKY.

IIponanasu ce majuamu 6poj Behu on k koju muje mapkupan. IlocraBiba ce k Ha Ty HOBY
BpeaHocT. AKo je, kKao mro cmo Beh pekin, 0. mporec oarosopa 3a oapehusame cienehe BpeaHOCTH
3a k, jep je p < v/n, OHZA CBU JPYTH MPOIECH MOPAjy Ja J00Ujy HOBY BPEIHOCT 3a k /13 OM MOTJIA Ja
uzpadynajy ycaos y while nersu u Mok 1a je uckopucte u 3a ciefehy urepamnujy neriwe. Cremau na
je y oBoM Kopaky rnorpebHa pyHKImja riodasHe KOMyHAKAIIje — 300r mpeHoca, Tj. broadcasting-a.

4. Hemapkupanu O6pojeBu cy mpoctu OpojeBu Koje je 6mio morpedbHo Hahm.

VY ciaydajy OBOr mapaJsiesHOr aJropuTMa, Mo3uB (DYHKIHjEe 3a IuCTpudyIujy nMa 0bJInK:
MPI_Beast(&k, 1, MPL LONG LONG, 0, MPL COMM WORID);

Kako cpakm mporec padyHa 6poj mpoctux O6pojeBa y CBoM OJIOKY, Ha Kpajy Tpeba cabparu cBe Te
mom36mpoBe Kako Ou ce mobmo ykymaH Opoj mpocTux OpojeBa 10 m — Kao IITO CMO BUIEIU, 3a TO je
norpebuna dynkmnuja MPI_Reduce.

[To6ospmamwa npeacras/bajy Opucame MapHAX OpojeBa, Tj. He TECTUPAjy Ce U He 3alMCY]y LapHU
OpojeBw, IMITO CMamyje 3aXTEBE 33 MEMOPHjOM W yTHWUYe HA Op3WHY TMpOrpamMa, W eJIMMWHAIAja IHAC-
TpubyIuje Opoja k Koja ce MOCTUKe TaKO IIITO YMECTO 1A Y CBAKOM KOPAKY jeIaH MpoIec uaeHTuduKyje
HapeJHy BpPeIHOCT Opoja k u IpOoCe i je OCTAJINM IIPOIECHMa, J1I03B0JhaBa Ce JIa CBAKHU MPOIEC MIEHTH-
dukyje HOBY BpemHoCT 3a k. Y OpUTrHHAIHO] JEKOMITO3WIIM]U MTOJIATAKA OBO je Hemoryhie, jep je oBaj meo
3asarka nox kKourposom 0.or mporeca. Tpehe mobossmrame oguHocu ce na moBehamwe cache hit rate,
OJIHOCHO MAKCHMAJIHO UCKOPUINEHEe Kelll MeMOpHje pajid Op2Ker U3BpIlaBatba WHCTPYKIUjA IPOrpama
HaJ OTIEPAHINMA KOJjU Cy jOI ¥ Op30j KEIll MEMOPHjH.

Ananunsza nmapanensor ajgropurMa. OuemuBame nepdopMaHCcH JAaTOT mporpama

Heka je x Bpeme moTrpebuo ga ce mapkupa oapehenn 6mr. OBo Bpeme yribyuyje ceToBame OUTa,
Ha 1, Bpeme norpebHo n1a ce yseha mHAEKC MeT/be N TecTupa 3aBpiiHu ycaoB. CeKBEHIMjATHN aJITOPUTAM
uma cioxeroct ©(nlnlnn) [17, 23], 1j. mpubanxkuo x-nlnlnn. KorcranTa Y ce MOXKe eKCIIEPHMEHTATHO
OJIPEIUTH MOKPETAHEM CEKBEHITHjATHOr AJTOPUTMA.

IMowmro ce npeHocu camo jeJaH mojaTak y CBAKOj MTEPAlMju, 1I€HA CBAKOr mpeHoca je oko Allogp],
TJIe je A Kallibeme MopyKe, a p Opoj mpomecopa.

Kako npoctux 6pojeBa /10 n Ha OCHOBY TeOpeMme O MPOCTHM OpOojeBMMa MMa MPUIUKHO 1, MOCTOjHI

OKO 1n\/55 urepainuja y newbn. lIpomena ajropurma Tako Ja ce y3mMmajy y oO3WMp caMoO HemapHH Opo-

jeBHU cMambyje 3ay3eTy MEMOPH]Y 3a IM0JIa U CKOPO AyILIHpa OP3WHY KOjOM ce IMpoHAaJa3e OpojeBn ae/bUuBU
onpeljenum npocrum 6pojem. Ca 0BOM NPOMEHOM IPOLEHEHO BPEME U3BPIIABAA CEKBEHIU]AJHOD AJIr0-

. . X(nlnlnn)
pUTMa MOCTaje MPUOIUKHO: “—f—

2
X'("l;;ln ") 4 111\/\7/777 -Alogp]. 3a muTepnase 6pojeBa Koju Cy WHTEpeCaHTHU 3a MPOBEPY JPYTH cabupak ce

guHU 3aneMapspbuBuM. MehyTuMm, kKako Gpoj Tporeca pacre, pejaTuBHA BasKHOCT (yuernihie) KOMyHUKA-
[[TOHEe KOMITOHEHTE y IeJIOKYITHOM BpeMeHy M3BpIliaBara Takohe pacre [23]. 3aro je y ommreM ciryuajy
J00PO CMAamBUATH KOMUIWHY KOMYHHUKAIW]y w3MeDhy mporeca, Tj. cMamuTh Opoj omneparinja InCcTpuodynmje,
peayKIifje, CHHXPOHU3AIIU]€.

Kao mro ce jrtako mokasyje, elMmMuHAIja AACTPUOYIHjE MOKe MOOObIIATH HePGOPMAHCE OBOT MMap-
anennor anropurma. CBaku 331aTak MOYKE KOPHUCTHUTH CEKBEHIIMjAJIHN AJITOPUTaM 1a Hale mpocre Opo-
jese om 3 1o |/n|, wiau kopucty Beli reHepHCAaHW HU3 MPOCTHX OpojeBa W3 TOr WHTepBasia. Jlako ce
IoKa3zyje Jia je y NpPBOM CJIy4ajy OYEeKMBAHO BpeMe HM3BPIIaBarbha IpOrpama MpUOINKHO X(%Il]n” +
vninln/n) + Aflogp]. AKo ce KOpHCTH yHANpeJ MeHepHcaHa JIMCTa MPOCTHX OpojeBa 10 +/n, OHIA

, JIOK je MPOIEHEeHO BPeMe U3BPIIEHa [APAJIETHOr aJrOPUTMa OKO

j€ BpeMe H3BPIIaBamba OKO X(”l%pl“”) + Aflog p].

Y HacTaBKYy je JaT jeJHOCTaBaH IapaJieJIHU IMporpaM Koju peanaun3syje EpaTocTeHOBO cuTo.
ITapuu 6pojesBu cy equmunucanu. Jucrpubynuja je 3aap:kana, ma Ou Oujaa UIyCTPOBAHA OBA TEXHUKA,
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apaJieJHOr IporpaMupara. ¥ HPUIOry y3 paj je Jara napasiesn3anuja MoaudUuKOBAHOL CUTA IJE CY
MPUMEHEHA, HABEIEHA TTO00/bINAHA.

// Modifikovano Eratostenovo sito na osnovu FEratostenovog sita iz [23]

#define BLOCK IOW(id, p, n) ((id) * (n) /
#define BLOCK HIGH(id, p, n) (BLOCK LOW( (i

1
#define BLOCK SIZE(id, p, n) (BLOCK LOW( (i

#include <stdio.h>
#include <mpi.h>
#include <math.h>
#include <stdlib .h>
#include <string.h>
#include <errno.h>

int main (int argc, char xxargv) {
FILE xbaza, xrez;

// ako se program pokrece sa najvise 8 procesa

charx ime[10] = {"0.txt", "1.txt", "2.txt", "3.txt", "4.txt",
"Eotxt", "6.txt", "7.txt", "8.txt", "9.txt"};

long long count; // lokalni brojac prostih brojeva

double elapsed time; // vreme izvrsavanja

long long first; // indeks prvog broja deljivog sa k

long long global count; // globalni brojac prostih brojeva

long long high value; // majveca wvrednost u datom procesu

int id; // ID procesa

long long index; // indeks trenutnog prostog broja

long long low value; // majniza vrednost u datom procesu

char smarked; // deo miza od 2 do n

long long n; // prosejavanje brojeva od 2 do n

int p; // ukupan broj procesa

long long procO_size; // wvelicina podniza 0. procesa

long long prime; // trenutni prost broj

long long size; // broj elemenata u marked

long long global b;
long long i, j, k, b=0;

MPI Init (&argc, &argv);

MPI_ Barrier (MPL COMM WORLD);

MPI Comm_rank (MPI COMM WORID, &id );
MPI_Comm_size (MPL COMM_WORID, &p);

if (arge < 2) {
if (!id) printf ("Komandna_linija:_%s\n", argv|[0]);
n = 10000000000LL;

} else n = strtoll (argv[1l], NULL, 0);

if (!id) printf ("Program_trazi_proste_brojeve_do: _%llu.\n", n);

// deljenje miza po procesorima

low value = 1 + BIOCK LOW(id, p, n);
high value = 1 + BLOCK HIGH(id, p, n);
size = BLOCK SIZE (id, p, (n >> 1U));

// svi prosti brojevi koji se koriste za prosejavanje su pod kontrolom 0. procesa
proc0_size = (n) / (p << 1);
if ((2 + procO_size) < (long long) sqrt(n)) {
if (!id) printf ("Previshe_procesa.\n");
MPI Finalize ();
exit (1);

// alocira za svaki proces mnjegov deo niza

marked = (charx) calloc (size, sizeof (char));

if (marked = NULL) {
printf ("Ne_mozhe_alocirati_dovoljno_memorije.\n");
MPI Finalize ();
exit (1);

}
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// za svaki proces; primer: za 1,3,5,7,9,... indeksi: 0,1,2,3,4,...
memset (marked, 0x00, size);

if (!id) index = 1; // samo 0. proces

prime = 3;

MPI_ Barrier (MPI COMM WORID) ;
elapsed time =— MPI Wtime(); // pokrece tajmer

while (prime * prime <= n) {
k = prime % prime;

if ((k > low_value) && (k < high value)) {
// postavlja index prvog broja deljivog sa prime:
first = k — low_value;
first >>= 1U; // first = (first — 1)/2;
} else if (k < high value) {
// ako je low_ walue deljiv sa prime, indeks je jednak 0 (1. element u nizu)
if (!(low_value % prime)) {

first = 0;
} else { // uw suprotnom, mnalazi indeks broja koji je deljiv sa prime
first = prime — (low_value % prime);

if (!'((first +low value)&1l)) first 4= prime;
first >>= 1U;

} else first = size;

// setuje 1 tamo gde su slozeni brojevi
for (i = first; i < size; i += prime) marked[i] = 1;

if (1id) {
// trazi prvi nemarkirani broj
while ((index<size) && marked[++index]);
prime = (index << 1)+41;

// broadcast—ovanje pronadjene sledece wvrednosti
MPI_ Bcast (&prime, 1, MPI LONG LONG, 0, MPI COMM WORLD);
MPI_Barrier (MPL_COMM_WORID) ;

}

*

if ((baza = fopen(ime[id+1], "wb")) == NULL) {
return 1;
printf ("Ne moze da otvori bazu.|n'");

/

*/

count = 0;

for (i = 0; i < size; i++)
if (!marked[i]) {

count-+-+;
// fprintf (baza, "%lld,", (low_ value + (i << 1U)));

MPI_ Barrier (MPL_ COMM_WORID) ;
// sabira sve podzbirove:
MPI_ Reduce (&count, &global count, 1, MPI LONG LONG, MPI SUM, 0, MPI COMM WORILD);

elapsed time += MPI Wtime(); // Zaustavlja tajmer

if (lid) {
printf ("Nadjeno_je:_%lld_prostih_brojeva.\n", global count);
printf ("Vreme_za_koje_su_pronadjeni:_%.6f_sekundi.\n", elapsed time);

if ((rez = fopen(ime[id]|, "a")) = NULL) {
printf ("Ne_moze_otvoriti_bazu.\n");
exit (2);

fprintf (rez, "Prostih_brojeva_do %lld .ima_%lld ._Prosti_brojevi_su_.nadjeni_za
HHHHHHHHHHHHHHHH %.6f_sec.\r\n",n, global count, elapsed time);
fclose (rez);

free (marked);
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//fclose (baza);
MPI Finalize ();

return 0;

}

IIperxomuu mporpam je BeOMa jeTHOCTABAH W MOCTOjU MHOIO HAYUHA JA C& MOOOJBIIIA.
OnemunBame nepdopMaHCcy NAapaJIeTHOT AJIrOPUTMa

IIpu onemuBamy napajeJHuX aJropuTaMa KpPUTEPHUjyMU KOju ce Hajuenne KOPUCTE Cy BpeMe W3BPIMa-
Bama, OpPOj TIPOLECOPa HA KOJEMA C€ MPOrpaM U3BPIIABA W IEHA.

Bpeme m3BpiaBama napaJjieHor ajaropurma o3HadaBamo ca 1'(n,p), rue je n BeJuduHa ysiasa, a p
6poj mporieca.

ITena (enru. cost) mapajenanor aaroputma je aedwrncana kao C(n,p) = T(n,p) X p, Tj. jemHaka je
(moreHIMjaTIHOM) YKYITHOM OpOjy KOpaKa U3BPIIEHUX y CBUM MPOIECHMA TP PEIaBaiby JAaTor IMPOOIeMa.

VYopsame (enri. speedup) je S(n,p) = ;EZB, Tj. MpeAcTaB/ba OTHOC u3Mely BpeMeHa U3BPIIABAbA
CEKBEHIIM]aJIHOr aJIFCOPUTMA M BPEMEHA W3BPIIABAA [APAJIEJHOr AJIFOPUTMA.

Orneparyje Koje M3BPIIABA MAPAJIETHU AJITOPUTAM Ce JIEJIe HA:

1. UspauynaBama Koja ce MOpajy CeKBeHIMjaaHo u3spimuTu. O3HaunMo ux ca o(n).
2. U3padyyHaBama KOja Ce MOTY TapaJjeHO W3BPIINTH, Y O3HAIHN ¢(n).
3. Honarna n3padyHapama (eHri. parallel overhead) nacrasa 36or napasneaunsanuje, £(n,p).

o(n)+e(n)

Kowmmeran n3pas 3a yop3ame je mgar ca: S(n,p) < I )

Caga caenn nmo3Hatu AMIajioB 3aKOH:

Hedununuja 5.11. O3unaunmo ca f ymeo cekBeHIMjaIHUX oneparmja, f = %, 0< f<1. Ouna
je 1 — f meo omeparmja Koje MOry OuTu w3BpIIeHe mapaieano. Makcumaano yop3ame S Koje Moxke Ourn

IIOCTUTHYTO TAPAJIETHIM W3PAadyHABAHEM HA P MPOIECOPA 1aTo je u3pazom: S < H%,f .

p

OBaj 3aKk0H [1aje TOpY rpannily yOp3ama KOje MOxkKe OUTH MOCTUTHYTO MapasIeu3alinjoM mpodIemMa Ha
onpeherom 6pojy mporecopa. Takohe Mozke 6mTn KopuimheH 1a ce oapeau aCHMIITOTCKO yOp3ame Koje
ce TocTuzKe Kako ce 6poj mporecopa mosehasa.

Koy, u3BpLiaBatba TPUBK]AIHO LApaJeJHUX IIPOrPpaMa Ha BUIIEje3rapHOM IIPOLECOPY, Ha OCHOBY AM-
JTAJIOBOT 3aKOHA, CIEN 1A yOP3akhe Koje OHU OCTBAapPYjy MOXKe OWTH jeTHAKO OpOjy je3rapa, HapOUIuTO aKO
ce mpobJIeM MO TaKo Ja OAroBapa Kell MEMOPH)HU CBAKOTr je3rpa. AKo je y jearpuMa HWMIIIEMEHTHPAHA
hyper-threading Texnonoruja (WM HeKa HaIpeJIHHja TEXHOTOTHja), yOp3ame Mozke 6utn u ehe.’S

V nocaeamem OrIaBby ce ynopelhyjy BpeMeHa W3BPIaBaka, JATOT MaPAJIETHOT CUTa W MOAU(DUKOBAHOT
CUTA U OMHUCYje TMOHAIIAKE MPOrpaMa 3a Pa3JIuduTH OPOj MPoIeca.

5.4 O mapajeau3anuju APYrux 3HAYAJHUX AJTOPUTAMA

Mmuoru anproputMu 3a (HhaKTOPU3AIN]Y MOTY Ce Tapajean30Bariu. KBaapaTHO CHTO je BEOMa MOTOIHO 33
dakropusanujy. Ha mpumep, cBaku mporec jeaHOCTABHO MPOCEjaBa PA3JIMYNTE CKYMOBE MOJUHOMA, U
IaJjbe Pe3ysITaTe jeHOM zaaeHom Tporiecy. Ilo3Hare cy nMIieMeHTalyje ajropurama 3a (pakrTopucame
momohy esnunruykux kpusnx Ha SIMD mammaun, kojy cy ypamuau dukcon u Jlencrpa. Ilapanennzamnuje
olIITEr CUTA Yy 110Jby OpojeBa cy goBede z10 (akropucama 6pojeBa 01 HEKOJMKO croruna nudapa [28].
Cnnano xao Koa dbakTopu3alyje, aJrOPUTMI 38 TParkerme JMUCKPETHOr JOTapUTMa 3aXTeBajy J0CTa
BpEMEHA, a MOI'Y Ceé TPWBHjaJHO MapaJieJIM30BaTH, TAKO Jla TPOIECH CKOPO HE3aBHCHO BpIIEe M3pavyHa-
Bama. Ul apyrum anrebapcku ajaropuTmu ce MOry mapasenu3oBaru. Koma Kunrecke teopeme o ocramuma

563a Bume wndopmanuja, Bugern https://en.wikipedia.org/wiki/Hyper-threading.
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CBAaKU IIPOLEC MOXKE PAJUTH U3PAUYHABAMBA y OJHOCY HA MAHU MOIYO M;, U OHJA IIOCIATH PE3YJITaTe
jEeTHOM TPOTIeCy Ja n3padyHa KOHAYHY BPETHOCT.
Muoru kpunrorpadgcku anropur™u, Kao mro je ro AES, cy moroaxu 3a mapasnenna u3padyHaBamba.
VY yBOZy €MO HOMEHYJIM HAjjeJHOCTABHUjU HAYWH [apaJiesu3aiuje recroBa npocrocru. OBu TecroBu
4ecTo kKopucTe (eduKacHe) aIrOPUTME 38 CTEIIEHOBAILE U PAYYHAIHE TI0 MOJLYJLY, KA IITO Cy TO aJITOPUTMHU
FFT, DFT, koju ce axo Mory mapajenusosaTrn.”’ Ha mpumep, AKS TecT je TpuBHmjasHo mapasenmso-
Baru. 3a Buiie nHbOpMaNHja O Mapajean3aliji OBUX ajroputaMa, sugern [11, 17, 23].

57Bugern “Hywmepmuke merome”, Jecanka Pagymnosuh, Axanemcka Mucao, 2004.
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6 Kpunrorpadmnmja

Kpunrosioruja je mayka Koja mpoydyaBa MaTeMAaTHYKe TEeXHUKe 33 obe30ehmBame TajHOCTH, ayTeH-
TUYHOCTH, MHTerpurera duzumaanur uHbopmanuja, ykpydyjyhn u 6e30enny MMIJIEMEHTAIN]y OBUX
TexHuKa. KpunTosoruja npeacras/ba HayYHy JUCHUILIMHY Koja ce 6aBu CUryPHUM (TajHUM) KOMYHUKAIH-
jama. /IBe OCHOBHE M YCKO MOBE3aHe TPaHe KPHUIITOJOTHje Cy KPpUNTOrpadrja U KPUITOAHATI3A.

Kpunrorpadmuja (enrn. cryptography) je nayka u BemrnHa ouyBamba 6e36ean0cTn nopyka. [peamer
kpurnrorpaduje je cuHTe3a MOCTymaka 3a obe3dehuBame TajuocTu nHMOPMAIHja, T3B. KPUITO-3AITHATY.

IIpumenom kpunrorpaduje peanusyjy ce derupu ocHoBHA Ge3bepHocHA 3axTeBa (Tj. 1UIba):
1. TajuocT — ouyBaie OoBepJbUBOCTH NOPYKe (eHri1. confidentiality),
2. Nlarerpurer — ouyBame caiapxkaja nopyke (euri. integrity),

3. AyrenTukanmja — moTBphuBame MOpEKIa MOpyKe, IpoBepa uaeHTUTETa, (€HIII. authentica-
tion),

4. HemopermmBocT — HeMOrylHOCT LOLIM/BAOUA JIa HErUpPa Ja je 10CJIa0 CBOjy LOPYKY, (eHri. non-
repudiation).

ITocToje MHOrOOpOjHE KOpHCHE TpUMeHe KpunTorpaduje: 6e30eqHa KOMYHUKAIN]a TPUINKOM TTPHUC-
Tyma yIaJbeHuM Tojanuma, obe3dehuBame maentudukalyje u ayTeHTHIHOCTH HA, VIHTEpHETY, cepTu-
duranuja, nucrpubynuja Kibyda, €JIeKTPOHCKA TProBHHA (EHIJI. e-commerce), mMobuiHa Tenedonuja,
KabJTOBCKa TeIeBU3Hja.

ITopyka je orsopen rekcr (enri. plaintext).

MIudposBame wiu enkpuniuja (eura. encryption) je rpancdopmarmja nmopyke y ¢dopmy Kojy je
OPaKTUIHO Hemoezyhe npountaru Ge3 onrosapajyher 3uama ( Tj. 3Hama Kiby4a). Hbena cBpxa je ouyBame
MPUBATHOCTH WH(MpOPMAIHja TAKO IITO UX CAKPHUBA OJ CBAKOTA KOME OHE HHUCY HAaMemheHe, YaK W Ol OHUX
KOju uMajy upuctyn mudpoBaHuM (€HKPHUIITOBAHUM) IIOJALMMA.

Jpyrum peduma, nmmdpoBarmbe je npornec MacKupamba HOPYKe KOjH 33 Pe3yJITaT UMa CAKPUBAE HEHE
CaJIpKUHE.

IMTudposana nopyka je mmdpar (enri. ciphertext).

HemmdpoBame win gekpunumja (eura. decrypt, decipher) je oOpHyT mocrynak oj mudpoBarba.
To je rpancdopmanuja mudpoBanux (€HKpPUIITOBAHUX) LOAaTaka y padymibusBy dopmy (1j. upouec
nperBapama mudpara y OTBOPEHH TEKCT).

IIpeamer KpunroaHaJiM3e je pa3MaTpambe METOJA KOjuUMa ce KOMIPOMHUTYjy Tj. “pa3bmjajy”’ on
CcTpaHe HeOBJAIMNEeHNX KOPUCHUKA MOCTYMIM KpUMITo-3amTuTe mHpopMmanuja. Moxke ce pehm u ga je
KPUITOAHAIM3A 6EULMUHAG TPOBAJbUBAIbA MMM POBAHE OPYKE.

IMokymaj Kpunroanaause Ha3usa ce Hamas, (eHr. attack). Tlog OBUM TpPETIIOCTABKAMA, HATIAIN CY
KJIACH(PUKOBAHU HA OCHOBY TOTa KOjUM WH(MDOpMAIHjaMa KPUMTOAHATUTAYIAD UM3, TIPUCTYTI.

TunoBu KPpUIITOAHAIUTHYKOT Hamazga [5):
1. Hanan “ca nosuaBamem camo mudpara” (edri. ciphertext-only attack).

2. Hanan “ca nosnarum orBopenum rekcrom” (enrs. known-plaintext attack). Kpunroanammruaap
MM TMPUCTYI HE CaMO HEKUM I paTrMa, Hero W OTBOPEHOM TEKCTY THX mopyka. IIpmmepu oBor
THUIA Cy HaIaJ, MOTIYHA IIPeTpara 1 HamaJ CyCpeT Ha moja nyrta (eHrii. meet-in-the-middle).

3. Hanax “ca uszabpanum oropenum rekcrom” (enrul. chosen-plaintext attack). Osaj Tun nanaja je
60Jb¥M OJI MPETXOAHOT, jep KPUIITOAHAJIMTHYAD MOXKe Jla u3abepe crnenuduyane napoBe 0TBOPEHNUX
TeKCTOBa M mudpara, Koju 7ajy Buine nadOpMaImja o0 Kbydy.

Ocum oBUX HAJOMTHWjUX THUITOBA, MOMATHHM THITOBU HaMaja Cy:

1. Haunay “ca upusarombusuM ojgabpanum orsopenum rekcrom” (enru. adaptive-chosen-plaintext
attack). OBaj azanTuBHu Hanma[ je mocebaH CIydaj Hamaga “ca u3abpaHuM OTBOPEHHM TEKCTOM .
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2. Hanax “ca uzabpanum mudparom” (euri. chosen-ciphertext attack).

3. Hanay “ca uzabpanum kspydem” (eurit. chosen-key attack). Kpunroanasurudap nocenyje onpeb-
€HO 3Hame 0 Be3u m3Meljy pazamunTux KibydeBa.

OTKpuBambe Kjby4a HEKPUITOAHATUTHIKUAM METOaMa, Ha3UBa, C€ KOMIPOMUTOBAE (€HIJI. compromise).
Ionekay ce kpunroananusa nperwboMm win Kpahom (enrs. rubber-hose cryptanalysis) cmarpa Tunom
KPUITOAHATUTUIKOT HAIAIA.

6.1 OcHoBHEU mOjMOBHU y Kpunrtorpaduju

Mludpa, 1j. mudapuuk (eHri. cipher) win KpunrorpadCKu ajJIropuTam je MareMaTuydka HyHKIHja
KOja ce Kopucru 3a mudposamwe (enri. encrypt, crypt, encipher) nogaraka, Kao u 3a JemudpoBambe 10-
Jaraka. ¥ OMINTeM CIydajy, paau ce O a1Be PYHKIWje: jemaHoj 3a mudpoBame u jeaHOj 3a AenndpOoBabe.

Oba nocryuka (wudposamwe u jemudposare) 0buuHo 3axresajy Kopuiilieme Heke Tajue undop-
Marnyje KOjy Ha3mBaMoO KJbyd. Y HEKHM CJIydajeBMMa, KOPHUCTH Ce UCTU KJbYY W 3a IudpoBame U 3a
nermudpoBame, J0K Ce Y JAPYTUM CIydajeBIMa KOPUCTE PA3JINIUTH Kby YeBH.

VY ommireM Cy9ajy MOpa Ce IPETIIOCTABUATH /14 je JABHO MO3HAT THIT TPUMEHEHOT MU@aPCKOT CUCTEMA..
Y CcynpoTHOM, aKO Ce CUT'YPHOCT aJIFOPUTMA 3aCHUBA HA UyBalby Y TAJHOCTH KOjU AJTOPUTAM C€ KODHCTH,
TaKaB aJrOpUTaM Ce Ha3uBa TajHU (HoBepsbuB) ajsropuram (eHri. restricted). Amm, u 1mopen BeJIMKHUX
HEJIOCTATAKA TAjHU AJTOPUTMU Cy BEOMA IIOIyJIAPHH.

Kpunrocucrem (euru. cryptosystem, cipher system) je kpunrorpadcKu ajiropuraM ca CBUM OTBO-
peHuM TeKCTOBUMA, ImindparuMa u KjbyieBUMa, Ka0 U CBUM IOTPEOHUM AJIrOPUTMUMA 33 HEroBO (PyHK-
nmonncame. Moxke ce pehn fa je KpunrocucreM CKyI CBUX aJIropuUTaMa MOTPEOHNUX & ce MMTIIIEMEHTHPA
onpehenn nHauywn mndpoBama u AemudpPOoBabHAa.

Jennokparna Genexxuuna Tj. mudpa ca jeJHOKpaTHUM KJbydeMm (eHr. one-time pad) - mmdo-
Bame ca TajHoM ciydajHom mmdpom (eHrit. secret random key, pad), caBpliueHa Iema 3a mMUMPOBAKE,
Hemoryha 3a KpUITOAHATN3Y, Tj. 3a AemudpoBame 663 T03HABAHA TAJHOT K/BYyda KOJH C€ KOPHUCTH CaMO
JEJHOM U HCTE je JIy?KHHE KaO0 U OTBOPEHU TEKCT.

Tlojam caBpuiene curypuocru je yseo Kuion Ilenon 1949. ropune. Opnocu ce Ha 3aXT€B Ja KPUIITOCHCTEM
y KojeMm mmdpar HE [aje HUKAKBY WHMOPMAIN]y O OTBOPEHOM TEKCTY.
IIpocrop kJbydeBa (enri. keyspace) je pacnon Moryhux BpeaHOCTH KIbyda.

Hururanau nornuc (earn. digital signature) je Hu3 GUTOBA KOjU Ce MPUIAPYKY]Y JOKYMEHTY TIpU
MOTIMUCUBALY. JIUruTa HU TOTIHC MOXKE na HUAeHTU(DUKYje ayTopa HEKe MOpPyKe, aju W Ja JOKaXKe
Jla TIOpyKa IpU KOMYHUWKAIMjU HUje u3MermbeHa (IpoBepa ayTeHTHMYHOCTU M UHTEIPUTETA MOPYKe). Y
Kpenpamy u BepupUKAIMjU IUTATATHOT MOTIHCA KOPUCTE Ce ACUMETPUYHNA KPUITOCUCTEMH, KAO IIITO Cy
DSA u RSA. Iloroucn ¢y Moryhn u mpuMeHOM CHMETPHYHIX KPHIOTOCHCTEMa y3 HOMON mocpenmuka.®s

Ja 6mcymo Oman CUTYpPHHE [1a je 3aicTa KOpUImheH jaBHH KJbyd ofroapajyhe ocobe, Kopucre ce AUTH-
TasHu cepruduraru (enri. digital certificate) koju ce waspy 3ajeHo ca Kipydem. dururannu cepru-
dukraTH T0BOME Y jeIHO3HAUHY BE3Y MAEHTHUTET MONIA/bAOIA CA FHETOBUM JABHUM KJBYUEM, U MOTY OUTH
camorioTiiucanu nian Kpanndukosann. Kommnanuje koje m3najy kpanndukoBaHe cepTudukare cy cepTu-
duranmona resa tj. ayrenrukanuonu nenrpu (enrs. Certificate Authority, CA) u umajy yaory mpehe
cmpane.

Hurnranne Bpemencku nedart (euri. digital timestamp), Tj. BDEMEHCKO O3HAYABAbE, j& JOJATHA
3aMITUTA Y3 JAUTUTAJIHE TOTIIHCE.

OBy MeXaHW3MU Ce MOTY KOPHCTHTH Yy CBAKOJHEBHOM KUBOTY, 33 KOHTPOJIY HPHUCTYIA PATAIUTAM
HozjALMMa y padyHapy, BUCOKO-0e30euum uncrasanujama, uin TB kananuma koju ce niahajy (caresur-
CKUM Ui KaBJIOBCKUM).

ok ce mozepua kpunrorpaduja ybpsano passuja, Kpunrorpaduja ce QyHIaMEHTATHO 3aCHUBA, HA
npobiieMnMa Koje je Telmnko peruTu Beh nyru Hm3 roauHa. [Ipobiem Moxke OMTH TeXKakK 3aTo IITO
IbETOBO pelllerhe 3aXTeBa ofpeheHo CKPUBEHO 3HaIbe, UJIM 3aTO IITO je caM IO ce0H TeyKaK 3a pellaBame.

ITporokou je Hu3 Kopaka u3Mely nBa WM BUINE yI€CHUKA, TePUHUCAH 13 OU Ce PEITNO HEKH 3a/TaTaK.

Kpunrorpadcku mpoTokos je mpoTrokosa Koju kopucrtehn kpunrorpadcke anropurve o6e3behyje
HE CaMO TAjHOCT, MOTBP/Y WICHTUTETA W MOTNHC, Beh ydecTByje y CrpedaBamy W OTKPWBAKY HAIAIA.

58 AcHMMETPHYHN U CHMETPUYHH AJTOPUTME CY A€TA/bHUje OTMCAHN Y HAPEIHOM MOTIABIEY.
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M3mebhy ocranor, kopucre ce 3a ycrnocraB/bambe 0e30e/iHe KOMYHUKAIK]e IPEKO HEIOY3TAHUX IODATHIX
MpEeXKa U JUCTPUOYUPAHUX CUCTEMA.

Kpunrorpadcku crasgapau Cy yCJIOBA W NMPOTOKOJIM KOju omoryhiaBajy jemHO3HAYHOCT y KO-
MYHUKAIW]W, TPAHCAKIMjAMA U CBUM PAYYHAPCKAM AKTUBHOCTHMA. JemaH Ol OCHOBHUX IM/bEBA KOje
CTaHIAPIU IOCTUKY je /13 TEXHOJOTHje Pa3IuInTuX mpom3Bohada “roBope mctum jesmkom”. Takobe,
YCIOCTABIHABEM J0OPO UCIHUTAHUX CTAHIAAP/A, MOIY Ce HAIPDABUTH MOY3/JaHuju mpousBomu. Haxkasocr,
¥ KpuUnTorpadCKu aJITOPUTMHU KOjU Ce KOPUCTE Y TPOTOKOIMMA MOTY OUTH MpPEIMET HATAIA.

HNaxko came 1o cebu HUCY IPOTOKOIH, jegHocMepHe dyHKuuje (eHrl. one-way function) Cy OCHOBHA
ejeMeHTH 3a JeduHncame MpoTokosa. Hasakeme nHBep3HE BpemHOCTH jegHocMepHe (ByHKIMje Tpeda
na Gyne remko (enrs. computationally infeasible).

Jennocmepna dyHknuja ca 3aMKoOM, Tj. IPUBUAHO jeqHocMepHa dbyHKmja (enri. trapdoore
one-way function) je moceban Tun jeanocMepue (yHKIM]E KOjU UM CKPUBEHY 3aMKY, UUME je U3pady-
HaBabe y CYMPOTHOM CMEDPY OTEXKAHO aKO Ce He 3HA MmajHa undopmayuja, an je ca ToM nHGOPMAIIjoM
U3padyHaBambEe j€THOCTABHO.

Xem dpyHKIEja je pyHKIMja KOja Ha yaa3y y3uMa CKYI BPEIHOCTH [IPOMEHJbUBE JAy2KHHE U Bpalia
U3JIA3HU CKYH BpeaHocTH (DUKCHE JyKUHE, KOju ce Ha3uBa Xerll BpeaHocT. [Ipumep je XOR dyukimja
cBUX yJsia3HuX Oajropa. Xew (pyHKIKje OOMYHO MAlMPajy BUILE pasjMuuTuxX crpuHrosa y jesan. XOR
Huje jednocmepra Xemn DyHKITja.

Jennocmepna xem dbyukumja (enri. one-way hash function, message digest) je dyuruuja xoja
paJu y jelHOM cMepy — JIAKO je M3PAdyHATH Xelll BPeJHOCT, AJIK je TEIIKO U3 e U3BECTH YJIa3Hy Bpel-
mocr. Ilpumep cy MD5 u SHA, koje ce Beoma 4ecTo KOPUCTE, HAPOYUTO Y PABTUIUTUM CEPBEPCKUM
¥ WHTEPHET allTuKaljama, mocebHo 3a obe3behuBarme JTO3MHKN, HAKO TO HHUje mpernopy<wpuBo. llocroje
uMILieMenTamuje y nporpamckum jesurmma PHP, MySQL. Xern dbyukimjama ce 06e36elyje narerpurer
mopyke. Kom mobpe jeanocmepre xemn (hyHKIMje je TEITKO MeHEPUCATH WCTY Xl BPEJHOCT 33, JBE Pa-
simuure yiasse Bpeanocru (euri. collision-free). Kom jennocmeprux xem dbyHKIMja HE IOCTOjU HEKA
ckpuBena wHdOpMaInja, Beh ce CUrypHOCT 3aCHHBA HA HUXOBO] jeTHOCMEPHOCTH.

Ayrenrukanuonu K64 nopyke (euri. message authentication code, MAC) je xewm dbyHnkuuja Koja
kopuctn Tajun kmpyd. MAC o6e36eljyje nHTErpUTeT TTOPYKE W Ay TEHTHKAIIN]Y.

ITenTap 3a auctpubyuujy ksbydena (enri. key distribution center, KDC') je neo KpunTocucrema
HaMEEH CMAaIbelby PU3NKA BE3AHOT 33 PA3MEHY KJbydeBa.

Heku on cranmapna y kpunrorpaduju cy: ISO, ANSI, IEEE, NIST i IETF.

Burny ynory y kpunrorpaduju uma siaga CAJl-a. Hbena 3amaTepecoBaHOCT 3a KPUIITOJIOTH]Y Ce
nosehaBa Kako pacre ynorpeba Kpunrorpaduje He caMO y BOjHH CBPXe, Bell B y EKOHOMCKE U PAdyHapPCKeE.

Bnaga CAJl-a je 1952. rogune ocHoBasa NSA (eurs. National Security Agency), duju je nocao 6mio
yIpaBjbarbe BIQJIWHUM U BOJHUM TAjHUM TMOJANKMA KA0 W MPUKYIL/balkhe HH(MOPMAIIja O CBUM BPCTAMa,
komynukanuja. Takobe je ocaosan u NIST (eursn. National Institute of Standards and Technology), xoju
UrPa MJIABHY YJIOTY Yy Pa3BOjy KPUMTOrpApCKUX CTAHIAPIA.

Tokom 70-tux roguna npouwior seka, IBM u NIST cy (3ajenno ca NSA) passunu DES cranpapa.
OgBaj anropuram je 6uo crangapa ox 1977. roauue, MmehyTum mocrao je HeJOBO/HHO OTIIOPAH HA, HAMIAE 34
nmanarme norpebe mudposama. Kao npezasHo pereme, 0K Huje yBeaen Hosu crargapa AES, kopucrno
ce tpoctpyku DES.

6.2 Kpunrorpadcku agropurMu

Kpunrorpadcku agropurmu ce MOry MOIEJUTH y IBE TPYyIIE:

e IIporounu amropurmMu (aJIropurmu TOKa, eHriL. stream algorithms) — pajie ca HopykoMm 6uT 1o
6ur, nam 0ajT mo 6ajT.

e BuokoBcku asropurmu (enri.  block algorithms wim block ciphers) — paue ca nopykama y
rpynama 6urosa. Ha npumep, kopucre ce 610koBu Besmaune 64 dura.

Kpunrorpadceke anropurme mory ce nopeiaurd u Ha wudpe 3aMeHe, wudpe TpaHcmosunuje (npe-
MelnTama), 1 kKombunosane mudpe (enrs. product ciphers).
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Hajonmruja mogera kpunrocucrema:

1. Cucremu ca TajHUM KJby4eM WM CUMETPUYHM Kpuirrocucremu (eHri. symmetric key cryp-
tosystem, single-key cryptosystem). Hajuosuaruju npumep oaksor cucrema je DES. ITopex DES-a,
cumerpuynu anropurmu cy u Triple DES, RC4, AES, IDEA (enrs. International Data Encryption
Algorithm), ocuoBau anroputam 3a nporpaM PGP. CuMeTpuynu ajrOpuTMu HA3UBAjy CE jOUl U
KOHBEHIIMOHAHU ajroputmu (eHri. conventional algorithms).

2. CucreMu ca jaBHUM KJbydYeM, Wid acUMeTpuUdHu Kpunrocucremu (eurs. public key cryp-
tosystem). Kou oBux cucrema cBaku KODUCHUK UMa, jaBHU U cBOj upuBariu kiby4d. [ludposame
Cce W3BOJMW Ca jJaBHUM KJbydYeM, a IermdpoBame ca MpuBaTHUM. Hajmo3HaTuju mpuMep OBAKBOT
cucrema je RSA. Takohe momysapann KpUNTOCHCTEMH Ca jaBHUM KjbydeM cy Kpunrocucrem Emala-
maji, Enlamasnosa mema 3a nornuc, 1 DSA koju ce xopucrtu 3a aururanue nornuce. ECC (enr.
elliptic curve cryptosystems) Cy KPUNTOCUCTEMU Ca jABHUM KJby4YeM 3aCHOBAHU Ha aJrebapcKum
CTPYKTypPaMa eIUNTUYKAX KPUBUX HAJ KOHAYHUM IOJHUMA.

6.3 Kpunrocucremn ca TajHUM KJbydeM

Kpunrocucremn ca TajHEM K/bydeM Cy TPAIUNHAOHATIHHjH OOMHUK Kpunrorpaduje, rae ce jegan Kibyd
KOpHUCTH © 3a mudpoBame u 3a gemudpobame. OBU KPUNTOCHCTEMHU €€ KOPHCTE 33 MUQPPOBABA U KO
ayrenrukanyje. [lomenumo na ce rexamka ca tajouM Kipydem kopucru u koj, MAC koju ce ynorpe6-
JbaBa 3a ayTEHTHKAINjy U TTPOBEPY WHTErPHUTETA MOPYKe, U T/ie ce OOMTHO KOopucTe KpunTorpadCcke Xerr
dyuknuje. Takohe, ayTeHTUKAIMOHN KO, MMOPYKE CE€ PA3JINKYyje O AUTHTAJHUX TOTINCA, jep KOPUCTH
TajHU KJbYY 3a renepucame u nposepy MAC BpeaHOCTH.

Y cumerpudHoj Kpunrorpaduju MOMMU/bAIIALL U IPUMAJIAI] MOPYKE 3HAjY U KOPUCTE UCTU TAjHU KJbYd.
Tlommmaman KOpUCTH TajHU KJbyd Ja mudpyje HOPYyKy, a MPUMAJIAll KOPUCTU HCTHA TAjHA KJbYd 114 je
nermudpyje. HajmosnaTtuju cumMeTpuyHN KpPUNTOCHCTEMH Cy OJIOKOBCKH. Jeman of TIaBHWUX mpobiemMa
oBuX cucTeMa je nponaliv epukacaH yHAIPEs, JOrOBOPEH METOJ 33 CUTYPHY Pa3MeHy KbydeBa (enri. key
distribution problem).

Oapehene mane Kpunrorpadguje ca TaJHEM KJbydeM:

1. AyreHTHKANKja IyTEM CHCTEMA CA TAJHIM KJbYyIeM 3aXTeBa, /b€ HEKNX TAjHU U MMOHEKAT 3aXTEBA
nosepeme tpelie crpane (eurst. trusted third party). Kao pesynrar, mommbajaln MOXKe OI0MTH
MIPETXOIHO ayTEeHTUKOBAHY MOPYKY TBpaehu ma je kommpomuToBana. Kpurnrocucremu ca jaBHEM
KJbydI€M MOry 00e30eIUTH JUTHTATHU HOTINC KOJH Ce He MOXKe OJOUTH.

2. Ilpobaem muctpuOynmje Kjpyda. lUraBHA MPEIHOCT ACHMETPUYHUX KPUIITOCHCTEMA, y OTHOCY HA
CHMETPUYHE je TO IITO Ce IPUBATHU KJbYY HUKA/A HEe MPEHOCH HUTU OTKPHUBA, ITa HEMa mpobiema
Be3aHWX 33 AUCTPUOYIIN]y KIbyda.

Ogapebhene npennocTn Kpunrrorpaduje ca TajHUM KJbydeM:
1. Bp3una. Cumerpuyana kpunrorpaduja je obudno 6pxka ox Kpunrorpaduje ca jaBHUM KIbY9eM.

2. la Ou TIOCTUT/IM WCTH CTENEH CUTYPHOCTH KA0 CHMETPUYHHU KPHUIITOCUCTEMH, onpelenu acumer-
PUYHE KPUNITOCHCTEMH MOPAjy KOPUCTUTHU KIby9eBE 3HamMHo Behe ayKuHe. Y HEeKMM CHUTyalldjaMma,
KpunTorpaduja ca TajHEM KbydeM MOxKe ONTH JOBOJbHA, M HeMa morpebde 3a Kpumrorpadujom ca
JABHUM KJby4eM.

[Ipumep cucrema 3a ayTEHTUKAIU]y CA TAJHUM KJbY9IeM KOjU HEMa MpoOJeM Omdujarma MPeTXOIHO
ayTEeHTHKOBaHe TMOpykKe je cumerpudnu cucrem Kepbepoc, koju 3axTeBa moBepeme Tpehe cTpame, a Of-
umono y oxpehenum dazama ayreHTHKalMje MO2KE KOPHCTHUTH W KpPUOTOrpadwujy ca jaBHEUM KJbydeMm
[26]. ITporokos ayrenruxanuje Kepbepoc, 3ajeiHO ca u3BOPHUM KOIOM CE MOXKE LIPEy3eTH Ca CTPAHULE
http://web.mit.edu/kerberos/.

DES

DES (eurui. Data Encryption Standard) je cumerpudnu mwudapcku cucreM Koju xkopucru 56-6urHu
KJby4 (3ajenno ca 8 momaTHux GUTOBA 3a TIPOBEPY MAPHOCTH) 3a MudpoBarbe 64-OUTHOT OTBOPEHOT TEKCTA
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y 64-6urau mudpar. Kako je DES pasbujen seh Tokom 90-Tux rojimHa npouwior BeKa, JaHac ce yruorpe-
6/paBa TpocTpyku DES, cucrem koju mpumemsyje DES Tpu myTa ca aBa uiin Tpu pa3anduTa Kjbyda, Takohe
3a mudposame 64-6uTHux OpyKa (Tj. 64-OuTHUX GJIOKOBA OPYKE).

AES

Tomuue 1997. National Institute of Standards and Technology (NIST) o6jaBuo je Takmuderme 3a
KpUOTOCHCTEM KOju Tpeba ma kao omrre npuxsahenu crammapn 3amenun DES. TMobGennuk je mobmo mme

Advanced Encryption Standard (AES).

NIST je mocraBuo ciiesiehe 3axTeBe 3a KPUNTOCHCTEM:

e Mopa OuTu cuMeTpuvaH.

e Mopa 6uTn O6JJOKOBCKH.

e Tpeba ma paau ca 128-6utHuM OJIOKOBUMA U KJby4ueBUMa C Tpu ayxkuHe: 128 192 u 256 6urosa.

Tomumue 2000. je objaBbeno ma je aaroputam Pajumon (earn. RIJNDAFEL) nobeqHuK TaKMUYEHA 33
HOBH craHmapy 3a mudposame AES. Pajumon cy passunu 6enrujcku kpunrorpadu Daemen u Rijmen.
Anropuram AES je u komOuHOBaHa mmdpa, Koja IPUMebyje 3aMeHe U MPEeMEITaba.

dudu-XenamaH pasmeHa KJby4deBa

Kox cumerpuununx mema 3a mudposBame, 1 ocodba A u ocoba B nMajy UCTU Kibyd 3a IUQpOBame U
npemmmdpoBame nopyka. Kako u nmpumasiar u mOMabuial MOPajy 3HATA UCTU KJbYd, OH MOpa OUTH HA
Heku Ha4YuH npociehen u3mely mwux, 00MYHO IPEKO HECUI'YPHUX KAHAJA. J€JIHO PELIemhe OBOr IIPobieMa je
Judu-Xenman pasmena kibyda (eurs. Diffie-Hellman key exchange). To je mpoToKoJ ycarnamaBamba
KJbyda Tj. METOJI J]a JIBe CTPaHe 3aje/[HO TeHEPHINy MPUBATHH KJbYY IPEKO jaBHOI KaHAaJa.

Hudun-Xenman pasmena k/pydeBa (OCHOBHA Bep3mja)

Ocobe A u B ce jaBHO loroBOpe OKO BeJMKOr mpocTor 6poja p U IPUMUTHUBHOT KopeHa gy Z; u objaBe ux.
Aknuje nporokoJia: U3BpIIABajy Ce CBAKOI IIyTa KaJa je noTpebaH 3ajeHUYKU KJbyd (eHru. shared key):
Ocoba A cimyuajuo 6upa Tajuu x € [1,p — 2] u mame a = g* (mod p) ocobu B.
Ocoba B ciy4ajuo 6upa tajun y € [1,p — 2] u mame b = g¥ (mod p) ocobu A.
Ocoba B nofuja nopyky a m padyHa 3ajeqHuYKA Kibyd kao K = a¥ = (¢%)Y = ¢*'Y (mod p).
Ocoba A nobuja mopyky b u padyHa 3ajeJHUYKH Kibyd Kao K = b* = (¢g¥)* = ¢*Y (mod p).

Ha kpajy u ocoba A u ocoba B umajy uctu kibyd K, kKoju oHga Mory ynorpeburu 3a mudpoBarmbe u
JemudpoBame CBOjUX MOPYKA.

Jenune nndopmanuje Koje cy jaBue cy p, g, a u b. Heosnamhiena ocoba moxke m3padyrartu k HA Tpu
HaunHa: ¢ (mod p), a¥ (mod p), b® (mod p). Camo ocoba A 3Ha = u camo ocoba B 3Ha y. Ymproc
nosHasawy ¢, p u b = ¢g* (mod p), Beoma je remko Haliu x. OBaj upobiem je HO3HAT Kao MpobiieM
AUCKPETHOT JIOTAPUTMA, U OCJIaiha Ce Ha YUIHEHUILY Ja je p BeOMa BeJIUKH OPOj, TAKO Ja & MOXKe buru
naheno camo mpumenoM rpybe cune (eursi. brute force search). 3ampaso dudu-Xenman npobiem
Kazke J]a 32 JIaTh npocT 6poj p, TeHeparop g of Zy, u eaeMente g* (mod p) m g¥ (mod p) je remko Hahn
g*Y (mod p). 3aro je dudu-Xenman npobieM BeoMa BazKkaH 3a Kpunrorpadujy ca jaBHuM Kibydem. OH
npencraBba ocHOBY Indwu-Xemman pa3dmene KibydeBa u Kpunrocucrema Eialamarn ca jaBHEUM Kibydem.
IIpumerumo Jia ce 3a MPOBepy NPOCTOCTH MeHEPUCAHUX OPOjeBa MOy KOPUCTUTH TECTOBH MPOCTOCTH.

6.4 Kpumnrocucremu ca jaBHUM KJbY4eM

Kao mrro je objarmeno, y CiMeTpuYHOj KpUNTOrpaduju CBU KJby9eBU MOPA]y [1a OCTAHY TAjHU, 1A 9€CTO
II0CTOje MOTeIKoNe ca yrnpaBbambeM K/bydeBHMa, HAPOUNTO KOJ OTBOPEHHX CHCTEMA Ca BEJIHUKUM OpojeM
kopucHuka. Jla 6um pemmau oBaj npobsem, 1976. roamne dudu u Xenman cy yBeaun KOHIENT KPHUII-
torpaduje ca jaBHEM KJbydeM Tj. acHMeTpudHe Kpunrorpaduje, u3 Koje je HacTao KOHIEeNT MHdpac-
TPYKType cucrema ca jaBHUM Kiby4deM (eurs. Public Key Infrastructure, PKI). 360or oBe uumenue,
1976. rommHa ce MOYKe CMATPATH MPEKPETHUIOM Y JIyT0j U MHTEPECAHTHO] NCTOPUjH KpHUNnTorpaduje.
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Kpunrocucremu ca jaBuuM KibydeMm, [OpPe yiIore y AUCTpudyuju Kibyda 32 CAMETPUYHE AJITOPUTME,
umajy npumene y mudposamny (3a obe3beljuBarme IpUBATHOCTH) U KO, JUTUTAJHUX MOTIUCA (33 ayTeH-
TUKanujy). Y OBOM CHUCTEMY, CBaka 0coba Jo0uja map Kibydesa, jeJaH jaBHU W jeJaH MPUBATHU KJbYd.
JaBau kibyd ce objaBm, MOK mpuwBaTHU OcTaje Tajan. [lorpeba [ma mOMIMI/bATIAILL W TPUMAJIAIL €€ TajHE
nHdOpMAaITje je eMTMMUHACAHA; CBA KOMYHHKAIINA]a YK/bydyjeé CaMO jaBHH KJbyd, a MPUBATHHU KJbYd C€ He
npenocu Huty Jesm. CBAaKO MOXKe MOCJIATH [TOBEPJbUBY HOPYKY Kopucrehu camo jaBae undopmaiyje, aim
MOPyKa MOXKe OUTH JemudpoBaHa, CaMO Ca MPUBATHUM KJbYUeM, KOTA MOCEIYje CaMO YKeJbeHU MPUMAJIAIIL.
OBze mocToju IMpobJIeM Ay TEHTUYHOCTH JaBHOT KJbydYa, Tj. YIECHWIM y KOMYHUKAIWjH MOPajy Outn
CUTYDHY /14 jJaBHU KJbYY9€BH 3aMCTa, MPUIAIA]y oaroBapajyhimm ocobama.

V KpUNTOCHCTEMUM CA jABHUM KJbyYeM, MPUBATHU KJbYY je yBEK MaTeMaTUYK! IMOBe3aH ca
jaBHUM kJpyuem. 3aTo je yBeK Moryh Hamas Ha CHCTEM Ca jaBHUM KJby9eM, TAKO ITO CE MPUBATHU
KJbYd M3BeJle u3 jaBHOr Kibyda. OOMYHO ce ojbpaHa 3aCHUBA y OTeXKaBamy OBOT uM3Bojema. Ha mpumep,
u3BOheme MPUBATHOr W3 jaBHOT KJbyda 3aXTeBa O Hamajaada Ja daxkropuine penuke 6pojese. OBo je
uaeja Koja croju m3a kpunrocucrema RSA.

3ampaBo, yCJIOB J1a Ou aCUMETPUIHN KPUITOCUCTEM (DYHKIIMOHNCAO KAKO Tpeba je 1a Kibyd 3a mudpo-
Babe U KJbYY 3a JenudpoBare Oyay MOBe3aHu, aju Ja je MPAKTUIHO HeMoryhe u3BecTu je1an Kby ako
je mozuar apyru. Termko m3Boheme jesHOr Kibyda w3 APYror 3HAYH 3 Ce KJbyd 3a mudpPOBambE MOXKE
jaBHO oOjaBuTH 6€3 KOMIIPOMUTOBAaKA KJbyda 3a jgemudpoBame. IIpoctu 6pojeBu, a caMuM TUM B TECTOBU
MPOCTOCTH, YnHE OUTAH €0 KPUIITOCUCTEMA CA jJABHUM KJbYUIEM.

Kao mrro cMo Buaenn, OCHOBHY H€jy KPUIITOCHCTEMA, Ca jaBHUM KJbydeMm yBenu cy Iundu u Xenman
1976. roaume, a TOKOM HAPEIHUX [OJUHA IIPEIJIOKEHO je HEKOJIMKO PA3JIMYUTUX METO/A 3a HMILIe-
MeHTaInjy BbuXoBe ujaeje, mehy kojuma u ajaropuram RSA.

ITIndppoBame

Kama ocoba A xeu a moimajbe MopykKy ocobu B, oHa moryea jaBHu Kibyd ocobe B, Kopucru ra Ja
mudpyje mopyky u nomabe je. Ocoba B oHIa KOPUCTH CBOj NMPUBATHU KJbyd Ja Jemudpyje mopyKy
u npounta je. Huko ko caywa ve moxe Ja gemudpyje nopyky. CBako MoxKe Ja moriasse nudpoBaHy
nopyKy ocobu B, anu camo ocoba B Mozke 1a je mpounTa (3aTO IMITO CAMO OHA 3HA CBOj MPUBATHU KJBYY).
JururaaHu moTmuc

a 6w mormucana mopyky, ocoba A mpu m3padyHaBamy MOpa Ja y3Me Yy 003Up CBOj MPUBATHU KJIbYd
(mpuBarHu Kibyu ocobe A) u camy mopyky. I3na3 ce HaszuBa JUrHTAJHU HOTHHC U OH Ce JIOJAje Ha
mopyky. Jla 6m morBpamma moTmuc, ocoba B Bpmm m3padyHaBama KOja YKJBYUYjy HMOPYKY, CAIPIKA]
LOTIIMCA U jJaBHHU KJbyd ocobe A. Ako je pesysirar oapeleH MareMaTudkuM peJlanpjaMa TadaH, HoTBphyje
ce Jia je TMOTMHIC OPUTHUHAJAH. ¥ CYNPOTHOM, TIOTTIUC je JIarKaH.

Kpunnrocucrem RSA

Pusecr, lamup u Anmeman cy 1983. roambe nareHTHpasu MUMAPCKH CHCTEM €A JABHUM KJbydeM
noznar noj umenom RSA. Asropuram RSA je jeman o Hajo3HATH]MX M HAJIPUMEHUBAHUX ACHMET-
puunux ajgropurama. RSA je ebwukacan y mmmdpoBamy KpaTKAX MOPYKa W 33 KPEUPAHE JUTUTATHUX
nornuca. CUrypHOCT ajropuT™Ma ce 3aCHWBA HA YMILEHUIM 1A je M3y3eTHO TeNIKO (DAKTOPHUCATH BeJINKe
6pojese Ha mipocre dakTope. OCHOBHU KOPAIU TOT AJITOPUTMA CY:

e Cpaku kopucHuk A m3abepe [Ba paziamamra npocra 6poja p u ¢ u padyHa n = p - q. To 3Ha4uu na
kopucauk A xopucru rpyny ZX. Pen te rpyne je ¢p(n) = ¢(p-q) = (p—1) - (¢ — 1). Kopucauky A
je JaKo Ja m3padyHa OBaj pe, TOMTO 3Ha P U (.

e 3arum A uzabepe nozurusad 6poj e, 1 < e < ¢(n), Takas Ja je y3ajaMHO OPOCT Ca PEJOM IPYIIE,
1j. rakas zga je nzd(¢(n),e) = 1 (apyrauuje pedeno: e u npoussox (p — 1) - (¢ — 1) cy ysajamuo
MPOCTH).

e Ha npumep, nomohy npommupesor EykinmoBor anropurMa KOPUCHUK A u3padyHa MHBEP3HH ejie-
ment d ox ey Zg(n), Opoj d je jeuHcTBen My THIUIMKATHBHA MHBEP3 071 € 10 Moayay ¢(n). Snauu
e-d=1 (mod ¢(n)), raeje 1 <d < ¢(n), 7j. d=e~! (mod (p—1)- (¢ —1)).

e JaBhu kiby4 kopucuHuka A je map (n,e), I0K je Heros NpuBaTHU Kibyd 6poj d.

e Bpojern p, ¢ u ¢(n) Takohe ce Mopajy Ap:KaTH y TajHOCTH.

81



Mapuja Bopucos

e AKo KOpuCHUK A 2Kejid /13 [HOLIA/be HOPYKY M APYyIOM KOPUCHUKY B, KOPUCTH jaBHU KJbyd KOPHC-
HuKa B, (np,ep) ga 61 n3padyHao BpeaHocT ¢, m = ¢ (mod ny), Kojy mabe KOpUuCHUKy B.

e Jla 61 PEKOHCTPYHCAO OPYKY, B KOPHCTHU CBOj IPUBATHH KJ/bYd, I PAIyHA ¢ = (meb)d” =meh =
m (mod ny), jep 3a npoussosban 6poj a Baxku: a®? = a (mod n).

Hamomena 6.1. [la 6u kopucuuk A mudpoBao NOPYKy m, OH TpBO Tpeba a je TOoJe/n Ha HyMepUuJKe
6710K0Be Mambe o . Kao m Kom cBux OJIOKOBCKHX MIM(pPH, HAUWH KAKO Ce aaropuTaM mudpoBama y3a-
CTOITHO TIPUMeElbyje HA OBe BJIOKOBE 3aBUCH O]l TOra KOjU METOJI 3aIlITHTe, OJHOCHO KOjU HAYUH yIoTpede
6uiokosceke wudpe ce kopucru [10, 12]. Hudposana nopyka c je cacrasibena o 6J0OKOBA LIOPYKe OTIIPU-
JIUKE WCTE JIyKUHE.

Rand FIFO Prime FIFO

reHepaTop TecT
cayqajHux |::>:|:|:|:|:| ;| npocTocTH |:1>:|:|:|:|:|

6pojesa

n=pxq
mapme) |0 oD

J I

RSA: cucremcka apxuTeKTypa 3a M€HEPHCAe KJbYUa

Wcnpasno dbynknmonncame aaropuT™a RSA sapmen om Tora ga mm Baxku mé¢ = m (mod n). Baxn

majed-e=1+k-¢(n). Axo je nzd(m,n) = 1, na ocaosy Ojmepose Teopeme cremu ma je mde
m - (m®™)* = m (mod n). TpermocrasBuMo cama aa je m [e/HHB ca HEKEM Of IPOCTHX GPOjeBa p HITH
q. Heka je m memus ca p. Onga je m!'TF@E-D-1) =0 =mnm (mod p), a na ocuoBy QOjiepose reopeme
je miTk=1=1) — py . (=) P=1) = m (mod q). Kako je nzd(p,q) = 1, na ocrosy nocieaume 2.1
paxn u m»¢ = m!TFE-D0@-D = (mod p- q).

IIpumep 6.1 (Ilpumepu ynorpebe RSA).

e Oneparueun cucremu. Microsoft, Apple, Google, Oracle (Sun), Novell. Mruore Benuke dupme
yrpaguiie cy RSA y cBoje mporpame wjim ornepaTuBHE CUCTEME.

e Xapasep. Mobuinu renedbonu, ATM mariune, onpema 3a Gexkuune mpexxe (enrit. wireless network
device), namerne kapruue (euri. smart card).

e Besbenna waTeprer kKoMyHuKamuja. I[Iperpaxusaun, SSL, S/WAN, S/MIME, PGP, e-mail.

ITapamerpu anropurma RSA cy: p,q, aBa npocra 6poja (npuBarhu, resepucanu), n = p - ¢ (jaBHu,
u3padynasa ce), e Takap ga nzd(¢(n),e) = 1 (jasmu, omabupa ce), d = e~! (mod ¢(n)) (npusaramu,
u3padyHaBa ce). JaBHu Kiby4 je (e,n), a upuBarHu Kibyd je 6poj d, tj. nap (d,n).

IIpumep 6.2. Jar je jenHocTaBan mpuMep mudpoBama 6poja momohy asropurma RSAY . Kopucank A
dopmupa jaBHH U TAjHU KIbYd:

e IIpBo Gupa aBa mpocta 6poja p = 2399 u g = 3001.
e 3arum u3padyHasa O6poj n, n = p-q = 7199399.
e Onza ce uspauynasa 6poj ¢(n) = (p—1) - (¢ — 1) = 7194000.

e CuyuajHo ce bupa 6poj e takas ua je nzd(¢(n),e) = 1, e = 3874979 (neo jaBHor Kibyua).

Oarosapajyhum anropurmom ce pauyha d, d = e~ (mod ¢(n)), d = 460619, u To je mpuBaTHU
(rajuu) Kibyd. (OBaj MHBEP3 MOCTOjU, jep cy ¢(n) U e y3ajaMHO IIPOCTH).

e Jlakse, jaBHu Kiby4 je nap (e = 3874979, n = 7199399), a npusaruu Kby je nap (d = 460619, n =
7199399).

59Cnomcax mpocTux 6pojepa ca Mame of 10 mudapa, Kao u MOryhHOCT mpoBepe jga Ju je oapehenu 6poj mpoCT, JaTH Cy
HA CTPAHULU: WWW.prime-numbers.org.
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e Jla 6u ocoba B wudposaia nopyky m = 987654 (ro je 6poj koju rpeda nocnaru) ocobu A mopa
Jla KOPHCTH jaBHM KJbyd ocobe A u na paduyna ¢ = m® (mod n,) = 3398479.

e Taj 6poj ¢ = 3398479 (mmdpar opurunasne opyke m) ocodba B masme ocodbu A. Ocoba A mpucryna
nemmdpoBarky TaKo IMTO KOPHCTH CBOj TajHM K/BYd n padyHa ¢ (mod n,) = 987654, a To je Gamr
OpUTHHATIHA TIOPYKA M.

Pagu jemHocraBHOCTH y TIPUMEPY CMO KOPHUCTHIH MaJje OpojeBe. Y peaHUM HMILIEMEHTAIHjaMa
kpunrocucrema RSA obuuno ce kopucre 1024- wnu 2048-6utHu 6pojeBu, koju umajy oko 300 omHOCHO
oko 600 udapa, u kopucre Musep-Pabunos Tect 3a nuposepy npocroctu 6pojesa p, ¢ KOju ce TeHepHuIIy.
Taxobhe, y m3pauynasamnma ce ymecto Eykangosor aaroputma kopuctn KnHecka Teopema 0 oCTarmMa.
Morytie cy n apyre moaudukanuje u mobospiama [12].

Burno je ucraknytn ma komnanuja RSA Security TBpau ga cy 1024-6utnu RSA kibydeBu ekBuBa-
JieHTHH 110 curypHOcTH 80-OMTHMM CHMEeTPUYHUM KibydeBuma, 2048-0utHu KibydueBu ekBuBasieHTHH 112-
OMTHUM CUMETPUYHMM KjbydeBuMma, a 3072-0urhu RSA kibydeu ekpupajenTHu 128-6urHum cumerpud-
HuM Kibydesuma. Takohe, 1024-OuTHu KJbyueBH Cy TOAJIOKHN pa3bujamy, TOK ce TBpan ma cy 2048-6utan
KJbyUeBH J0BOJbHe curypHocTH 10 2030. TommHe, a HAKOH Tora Tpeba KopucTuTh 3072-6uTHe Kibydese.50

Hanowmena 6.2. Beowma je Outan u u300p OpojeBa p u ¢ jep HeKe BpeaHOCTH oMoryhaBajy Jiakire pa3ou-
jame mudpe [12].

Jenune nndopmarmje koje ce deae MPEKO jaBHUX KAHANA CY N, € U ¢, TAKO J1a CBAKO MOXKe Ja mudpyje
HOPYKY M momabe je ocobu A, amu camo ocoba A moxke ja je memudpyje ca d. I[Ipomec mmdppopama
u nemudgposama cy 6p3u 3aT0 mro M€ u ¢ Mory 6uTH H3padyHATH HEKUM O e(PUKACHHX AJCOPHTAMA
CTEMEeHOBAKHA.

Jla Ou ce meMOHCTPHPAJIO Ja 0Baj cucreM omoryhyje 6e30eaHy KOMYHHKAIM]y, TOKa3yje ce 1a je
mopyka 6e30eaua o Hamaaa Heke Tpehe ocobe. Heosmamnifiena ocoba moxke 1a 3Ha camo ¢, n u e. IlocToju
HEKOJIMKO HAYWHA HA KOje OHa MOXKe jJa yrmorpebm oBe mHOpMaruje ma 6w Hamta m. Ha mpumep,
¢ =m¢ (mod n), Tako xa je nOTpebHO U3PAUYHATU e-TH KOPEeH o ¢ 1o Moayiay n. Mebhyrum, rpaxeme
KOpEeHa, 0 MOIYJIy 7 je, Kao IITO je pedeHo, Texkak mnpobmem. Kako je n Bemuku 6poj, Huje moryhe y
MPAKCH TIOTOJUTH 1M W TPOBepUTH 13 Jjin je me jemuako c. OBo je moznarm RSA mpobuem: 3a gatu
MO3UTUBAH OPOj 1 KOjU je TPOU3BOJ [IBA, PA3IMIUTA TPOCTa Opoja p ¥ ¢, TIO3UTHUBAH 110 OPOj € Takap 11
jenzd(e,(p—1)(¢ — 1)) = 1, u ueo 6poj ¢, nahu ueo 6poj m Takas xa je m® = ¢ (mod n).

Heosnamhena ocoba mMoxKe u 1a MOKyIia ga OTKpHje Tajuu Kbyd d. Kibyd d je moBe3aHn ca jaBHEM
kibydeM jennauunom: d-e =1 (mod ¢(n)). Mehyrum, na 6u ce uspadynano d u3 ose jeaHadune, Mopa
ce 3HaTH ¢(n), a jeauHn HauwH Ja ce ¢(n) = (p—1)-(¢—1) u3pauyHa je ma ce 3Hajy mpocTr HaKkTOPH 07
n, p u q. Kana ce 3ua ¢(n), nako je nahu d na ocaoBy e kopucrehu npormmupenu Eykiaugos agropuram.
3aro ce Bepyje na je oTkpuBame d eKBUBAaJIEHTHO (hakTopu3anuju Opoja n, mTo HempujaTepy Tpeda aa
ounemoryhu ma orkpuje m.

IIpumep 6.3. Hasaxkeme 6GpojeBa p u ¢ ako je mo3HaTo ¢(n):
a=n—¢n)+1=pq-—p-1)-(¢-)+1=pq-—(p-g—p—qg+)+1=p+gq
b=vVa®—4-n=\/(p+q? -4 n=\pP+2-p-q+P-4-p-q=/p-9*=p—q

Kaza cvo uspadynanu a u b onga cy p u g jennaxm: p = 4t g = 95t

[Topen cBera mrTo je pedeHo, MOTIYHO je OMPaBIAHO MOCTOjame 030MJ/bHUX pe3epPBU M KPUTHUKA
y morjieny curypHoctu Kpurnocucrema RSA,| HapounTo 3a AyKWHE KJbYUI€Ba, KOje Cy y IIHPOKO]
yrorpebu, a Koje Cy 4ecTO U Marbe BEJUYUHE O] MPEropydeHe.

603, pume undopmanuja, BugeTy http://csrc.nist.gov/publications/nistpubs/800-57/sp800-57-Parti-revised2_
Mar08-2007 . pdf.
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Kpunrocucremu Enl'aman n DSA

Kpunrorpadcku anropuram Enlamasn je acumerpudau KpunTorpadcku aaropuram 3aCHOBAH Ha,
npobJsieMy JUCKPETHOT JIorapuTMa, u pasiukyje ce on EnlamanoBe meme 3a nornuc (eurn. ElGamal
signature scheme). Enlamanosa mema 3a normuc ce perko kopuctu. DSA (enrs. Digital Signature
Algorithm) je sapujanta Enlamasnose meme 3a nornuc. DSA je neo cramzapaa AMUTAIHOD MOTIMCA
DSS (enrs. Digital Signature Standard), u 4ecro ce Kopucru.

Enlaman kpuntorpadcku agropuram ce 0OMYHO KOPUCTH 33 IMH(POBAMKHE KJbYUeBA KOjU CE OHIA
KOPHUCTE y CUMEeTPUYHUM KPUITOCHCTEMUMA, NAKO Ce MOYKe KOPUCTUTH U 3a IMHUMPOBakhe CaMUX MOPYKa.
Iponanaszay je Enlaman®!.

Ucre rogume Kaja ce mojapuo anroputam Enlamas, mpeamoxKeH je KpUMTOCUCTEM 3aCHOBAH HA TEKUHHI
n3pavyHaBama JUCKPETHOT JOrapuTMa HaJl eTUNTHIKIM KPHUBAMA.

KpI/IHTOCI/ICTeMI/I 3aCHOBaHUM Ha €JIMIITUYKHM KpuBaMa

Yrorpedy enmunTudIKuX KpwBux y Kpunrorpadwuju cy 1985. romwre, HE3aBHCHO jeJaH O APYTOT,
npepnoxxunu Kobmuu? 1 Muep®3.

Kpunrocucremn ECC ce mory momennTun y JIBe KaTeropmuje, Ha OCHOBY TOTa Ja JIM Cy AHAJIOTHU
cucremy RSA wim cucreMmma 3aCHOBAaHUM HA, JUCKPETHUM JIOTApUTMuMa. VcmocTaBuio ce ma cy cuc-
remun ECC amanoram RSA yriaBHOM camo O aKaIeMCKOT 3HAYaja W HEMAjy MPAKTHIHUX MTOOOIBITAMA
y omuocy Ha RSA, jep ce muxoBa 6e36eJHOCT 3aCHUBA HA UCTOM TpoGIeMy, (GaKTOPU3AIMU BEJTUKUX
6pojeBa. Curyanmja je mpuamdHO Apyraduja kajga cy y nuramby ECC aHajorau cucreMuMa 3aCHOBAHUM
Ha, JUCKPETHUM JIOTAPUTMUMa. be3beanocT oBux cucreMa 3aBucu o cieneher remkor mpobaema: 3a
mare nBe Tauke P u (Q Ha emnTHYKOj KpUBOj, TakBe na je P = k- @), nahu neo 6poj k. OBaj mpobiaem
ce 00MYHO HA3WMBa HPOBJIEMOM AMCKPETHOr JIOrapUTMa eJulnTuydke Kpuse (eHri. elliptic curve
discrete logarithm problem).

3Ba caza je epukacHOCT M3padyHABAMHA JUCKPETHOD JOIapUTMA EJIMIITHYKE KPUBE MHOIO Makba O/l
eduKaCHOCTH OHUX 33 (DAKTOPUCAHE WM U3PAUYHABAKHE OOMIHUX IUCKPETHUX ajroputama. Kao pesyi-
TaT OBE YMFHEHUIIE, KJbYIEBH Mabe BEJIMUYNHE MOI'Y Ce KOPHCTHUTH /1a O Cce MOCTUIVIA BcTa 0e30eITHOCT Kao
KOJ[, KOHBEHIIMOHATHUX KPUITOCHCTEMA CA JaBHUM KJby9eM, IITO MOXKe BOIUTH HOJh0j MCKopuinfieHoCTH
MeMopHje U mobosbIinamy nepdopmamcu. Mory ce JakO KOHCTPYHCATH IIeMe 33 mupoBambe, MOTIIHC,
WK Pa3MeHy KJbydeBa 3aCHOBAHE HA EJUNTUYKUM KpuBaMma, koje cy anaimorHe Enlamas, DSA, wim
Judu-Xenman. Ha npumep, anropuram ECDSA (eurn. Elliptic Curve Digital Signature Algorithm) je
Bapujanrta DSA 3acHoBana Ha eaunTudkuM KpuBama. OBe BapujaHTe yecto mokasdyjy oxpelene mpen-
HOCTH Y UMILIEMEHTAIM)U Y OIHOCY HA OPUTHHAJIHE IIIeMe, U TPUBJIade CBe BuUIlle naxme. Kpunrorpaduja
3aCHOBAHA HA EJUNTUIKUM KpPUBaMa J00Kja CBE BHUIIE HA TOIMYJIapHOCTH.
3a Bume nHbopmanurja o kpunrorpaduju, Bugetn [5, 12, 28, 30].

IIporpamu PGP u GnuPG

ITporpam PGP (eurn. Pretty Good Privacy) je mamucao Zimmerman. Ciyxku 3a 6e36e1Hy KOMYy-
HUKAIM]y IIyTeM ejeKTpoHcke nomre (eHrn. e-mail). Kopucru ce u 3a nornucubame, mudpoBame
u jemudpoBame TEKCTOBa, JAaTOTeKa, ejlekTpoHcke nomre. Hanucan je y C-y (KpuTuduHu ae10Bu HA
MAIIMHCKOM je3UKY) U IIPEeHeceH Ha BeJuk 6poj mwiardopmu u oneparusaux cucrema. PGP kopucru kom-
owHalujy kpunrorpaduje ca TajHuM KjbyueMm u Kpunrorpaduje ca japaum kipydem. Ou Kopuctu udmely
ocranux ajropurama, aaroputam IDEA 3a mudposame mopyka, RSA 3a ynpasibame K/byIeBUMa, U TUT-
uTajHe moTHuce, u jeanocmepny xern dyuknujy MD5. Ilporpam je becrtaran u Bpjo momysaapan. PGP
Hyzau mmdpoBame/ nemudpoBarbe NopyKa, ayTeHTUKALU]Y [IyTeM JUIUTAJHUX IOTIIUCA, KOMIIPECU]Y 110~
nmaraka, komnarubunaoct ca SMTP, POP3 u MIME cranmap/iuma KOMyHUKAIHje yTeM eJIeKTPOHCKE
IIomITeE.

KommarubuiHOCT ca eJIEeKTPOHCKOM IOMITOM je MOCTUTHYTa myTeM Radiz-6/ KOHBEp3HUje MOJaTaKa Ipe
cnama [26]. ma paspaljen cucrem dyBamba jaBHUX M TajHUX K/bydeBa y COICTBEHE Majie 6a3e mojaraka.
Jaje moryhHnocT HaKHAIHOT TOTIUCUBAKHA U OnpeluBama “crernena nmopepema” caMux KJbydeBa. ¥3 CBAKU

61EnTaman (Taher Elgamal), 1955 , erunarcku xpunrorpad.
62Ko6nmm (Neal Koblitz), 1948 — , aMepuyky MaTeMaTHIap.
63Mumep (Victor S. Miller), 1947— , amepuaku MaTemMaTHyap.
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nojesuHadHu Kibyd cadysada je u MD5 undopmaiuja o konrposnom 36upy (eurut. checksum) Kibyda u
BPEMEHY KPEenparba.

Mory ce nahu maBe Bep3uje nporpama, AMepruka 1 MHTEPHAIIMOHAHA, 300T n3BO3HUX Kiaay3yaa CA -
a. Murepuanuonajmny eep3ujy je 3abpameno ynorpebibasaru y CAJ/l-y, a Amepuuky san CAJl-a. Ilo
GbYHKITMOHAIHOCTH ¥ KOMIaTuOMIHOCTH 00e Bep3uje cy maentudne. Ha VurepHery ce mory nponahu u
PGP KeyServer cepsucu koju cy crernujain3oBanu 3a dyBame u guctpudynujy PGP jaBaux kpydesa, a
camu cy MehycoOHO MOBe3aHu y jeJaH JIaHall.

ITporpam GNU Privacy Guard (GnuPG wiu GPG) je anrepuarusa 3a PGP kpunrorpadcku codr-
Bepcku maker. To je Takohe xubpuanu KpunrorpadCcku codprsep, jep KOPUCTH U CUMETPUIHY U KPHII-
torpadujy ca japaum kibyuem. GnuPG je kommarubuiaan ca OpenPGP cranmapmom. Mako je mpBoOuTHO
KPEHpaH Kao mporpam ca uaTepdejcoM MpeKo KOMAH/IHE JIMHYje, Pa3BujeHu cy u rpadudku narepdejcu,
u GnuPG je unrerpucan y muore e-mail kaujente, HapounTo 3a Linux omeparuBHu cucrteMm.

Kopmnoparmuja Symantec je 2010. roauue xkynuna PGP. Crapuje Bep3uje nmporpama, kao u GnuPG ca
M3BOPHUM KOJOM, MOTY Ce IpOHahu Ha CTPAHUIU WWW.pgpi.org.

6.5 IIporokosn

Kpunrorpadckm mpoToKoJI je aaropuraMm JedpUHACAH HA30M KOPaKa Koju mperu3Ho oapelyjy akimje
KOje je moTpebHO Jia JBA WU BUIIE €HTUTeTa U3BpIne ja 0u nocruriu ofpehenn curyprocau musb. Cur-
YPHOCHH IIPOTOKOJIA IpUMemby]y Kpunrorpadceke meroze a 6u oMoryhuiu curypHy pasmeHy HOJaTaKa.

KoMmyHuKanuoHu OPOTOKOJI je cucreM (opMara 3a JUTUTAIHE POTOKOJIE U MPABUIIA 33 PA3MEHY
THX OPYKa u3MeDhy padyHAPCKUX CHCTEMA.

IIpumep jeanocraBHOr IPOTOKOJIA je IIPOTOKOJL 33 ycarjaliaBambe Kibyda (enri. key agreement proto-
col) mpeko HecurypHor kanasa. Takohe, TLS je kpunrorpadcKu MPOTOKOJ KOjU €& KOPUCTH 38 CUTYPHE
HTTP xomekmuje. Caza je mar mperjies HEKUX MPOTOKOJIA KOjU C& YeCTO KOPUCTE.

IIporokoan TLS u SSL

ITporokon TLS (eurs. Transport Layer Security) u weros nperxomuuk SSL (enrs. Secure Socket
Layer) cy kpunrorpadcku nporokosu koju 06e3beljyjy curypuujy komyHukanujy npeko MHrepHera, Ko-
pucrehu acumerpuany kpunrorpadujy 3a pazMeHy KibydeBa, CAMETPUYHY KPUITOrpadujy 3a HOBEpIhU-
Boct (enrsi. confidentiality), m MAC 3a uarterpurer mopyke. IIporokomu TLS u SSL cy mportokonu
pykoBama (enrs. handshake protocol). Tlporokon SSL je passujen of crpane Komnanwuje Netscape.
IIporokos moaprkaBa uAeHTH(UKOBABE U OCUTYPABAKHE Ay TEHTUIHOCTH U TOC/IY2KHUOIA U KOPUCHUKA.,.

Cam mpOTOKOJI pyKOBama ce cacToju o ase dase: dase naentudukanmje mocayxRuomna u ¢ase uaeH-
TuduKalmje KOPUCHUKA.

Qa3a naeHTHdUKANNje KOPUCHUKA je OMIIHOHA, MOK TPUINKOM (ade uaeHTUUKAIN]jE TOCIIYKAOIA
KOpuUCHUK s100uja undopManujy o ceprudurary (IOTIUCAHOM jAaBHOM KJbydy) 3aje[JHO Ca MOAPIKAHUM
HaunHuMa mudpoBama. Tajga ce ca KODUCHUYKE CTPAaHE IeHepHile [VIaBHU Kibyd (eHri. master key),
MOTIHCYje Ce jaBHUM KJbydUeM IIOCIY2KHOIA U Iajbe Ha3asm. llocayxkuress Ttaza gemmdpyje caaprkaj
KOPVWCHUKOBOT TJIABHOT KJbY4a U CUTHAJIM3UPA KOPUCHUKY 7 je CBe y pedy masbyhn mopyky mudpoBaHy
KOPUCHUKOBHUM IJIaBHUM KjbydeM. Ocrarak KOMyHUWKAIHje Tede mudpPOBAHIM KJ/bYyY€BUMA W3BEICHUM U3
TJIABHOT KJbydYa.

VKOIMKO ce 3aXTeBa WACHTU(UKAIN]a KOPUCHUKA, TAJA MOCIYyKUTE/b TO CUTHAJIU3UPA KOPUCHUKY
KOjH TIOIIa/be HA3a/l CBOj MOTIUCAHU JABHU KJbYY.

Hoguje Bepsuje oBux mpotokosa cy SSL 3.0 u TLS 1.2.

IIporokon HTTPS

Iporokon HTTPS (eurn. Hypertext Transfer Protocol Secure) je NpOTOKOJ 3aMUIIBEH KAO JOILyHA
crangapauom HTTP-y (enrn. Hypertext Transfer Protocol) y upasuy nofaBatba CUI'YDHUX CEPBHUCA [y TEM
kpunTtorpadmuje. Y MUPoOKoj je yrnorpedbn 3a obe3dehmBame curyprnnje Komynnkaimje na Vnreprery.
Texuuuxku, HTTPS nuje oasojenu uporokos, seh npegcrasipa HTTP npeko mudposane SSL/TLS
KOHEKIIHje.
IIporokon HTTPS omoryhyje ayrenrukanujy e crpaHuie u 1noBe3aHor Beb cepsepa, Kao u mudpo-
Bame KOMyHHKanuje n3dmehy kimjenta u cepeepa. OCHOBHA uIeja je KpeHparme CUTyPHOT KAHAJA, TTPEKO
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HecUurypHe Mpexke jia Ou ce 00e30eiusia pasyMHa 3amrura. AjMuHucTparopu BeO cepBepa KOju IpUX-
Barajy HTTPS konekumje Tpeba ma kpempajy ceprudukar [26]. VHTepHET MpeTpaskuBadn 3HAjy KOjoj
HTTPS unrepner crpaHuiy Ja Bepyjy Ha OCHOBY cepTH(MHUKAIMOHUX ayTOpHUTeTa KOju cy yrpabenn y
nperpaxkusade. HTTPS url nouume ca “https://” u noxpasymesano kopuctu nopr 443, moxk HTTP
xopuctu nopt 80 unu nopt 8080.

Kaxo nporokoa SSL paau ucnox nporokoina HTTP%, SSL cepsepu mory ma majy camo jeman cepru-
dbwukar 3a onpeleny IP/nopr koMGuHAIM]Y.

IIporokoa SSH

ITporokos SSH (euru. Secure Shell Protocol) je kpuurorpadcku mpoToKoJl 3a CUIYPHO LOBE3UBAE
padyHapa u aebeme mHdopmanuja. Ou ce Hajuenthe ynorpeb/baBa 3a JOTOBAkHE HA MAIIHHE Y JIOKAJIHO]
MpPEXU U U3BPIIABAE KOMAHIN, MaJa Ce MOYXKe KOPDUCTHUTH W 33 CUTypaH Tpancdep TaToTeKa, TYHEIO-
Bamwe (enru. tunneling), a manac nocraje mocebHo 3Hauajan y cloud computing-y. 3a ycnocraBibame
nporokosia SSH je morpebno moezaru SSH cepsep u SSH kimjent. SSH cepsepu obuuano kopucre TCP
nopt 22.

Hanac je y ynorpebu sep3uja SSH 2. TIporokon SSH 2 kopucru, uzmely ocranor, anropurme RSA u
DSA 3a ayrenrukanujy momohy jaBHor Kibyda, u Kepbepoc Kao Closballiibi MEXaHU3AM 33, Ay TEHTUKAIIH]Y .
Hajmonynapuauja ummniementanuja mporokonaa SSH je codpreep OpenSSH. Codreepcku maker OpenSSH
je open source TPOrpaM KOjU je KpEWpaH Kao anTepHarwBa codTBepckoM makery Secure Shell.

IIporokoa S/MIME

ITporokon S/MIME (enrn. Secure/Multipurpose Internet Mail Extensions) je TPOTOKOJ KOju ce
qupekTHO Hazorpabyje ma mocrojehim Internet MIME mpotoxkon momajyhu moryhuocT ayrentukaiimje,
UHTErPUTETA, OPYKE, HEMOPEIUBOCTH, TPUBATHOCTH ¥ CUTYPHOCTH TOJATaKa MyTeM IMu(pPOBabha €JIeK-
rpoucke nomrre. Crangapa S/MIME je ycojuo Besuku 6poj npoussohaua nporpama (ConnectSoft, Mi-
crosoft, Lotus, VeriSign, Netscape, Novell), asiu onpehenu uporpamu u webmail kiujeHTr He noapKaBajy
S/MIME normuce.
3a Bunie nudopmaiyja, Bugern http://datatracker.ietf.org/wg/smime/.

IIporpamcku jesuk Obol
IIporpamcku jesux Obol®® pazsujen ma Yuupepautery y TpoMmcy je crenmjaIn3oBann je3uK BUCOKOT
HnBoa. HamemeH je MCK/bY9IMBO MMIIJIEMEHTANMjA CUTYPHOCHUX TTPOTOKOoMa. Vlaeja menor mpojekTa je ma
omoryhu ¢oxycuparme Ha OIUC ¥ AHAJIN3Y CAMHUX CUI'YPHOCHHUX IPOTOKOJIA TAKO Ja OCTATaK HernoTpeo-
HUX DYTHHCKUX HOCJ0Ba (Kao LITO Cy KOMyHUKaluja, IPUMUTUBHE Kpunrorpadcke TpancdopManuje u
pe3eHTaluja N0PyKa) 06aB/ba IPOIPAMCKO OKPY2KEEbe, YuMe ce u30eraBajy TUIIMIHE CMETHE KOje HACTA]y
300T Tperaka y THM JeJOBUMa MPOrpaMcKe WMIIIEMEHTAITHje CUTYPHOCHUX TTPOTOKOJIA.

O Obol-y ce moxke pa3MuIIIBATH Ka0 O TPOTPAMCKOM je3UKY KOjU KEeJIH /1a MOCTUTHE 33 CUTyPHOCHE
npoTokosie ouo mto je SQL ypaamo 3a 6a3e momaraxa.

Nunnementupan je y JaBu, kopucrehu ANTLR 3a napcupame. Crapuju npoTOTUIIOBH Cy UMILTIEMEH-
rupann y Common Lisp-y u Python-y.

S4TIporokon HTTPS panu na majsumeM ausoy TCP /TP Mosena, Ha alIMKAITMOHOM, a CUTypHOCHH TpoTokon TLS/SSL
paje MUCIOL OBOT HHBOA. 33 BHUIle nH(MOPMAIUja, BULETH U http://en.wikipedia.org/wiki/0SI_model.

65TlocTojn U 06jeKTHO-OPUjEHTHCAHN TIPOTPAMCKH je3WK TOJ MCTHM Ha3mBoM, kKao u Obol — “A Language for Open
Bio-Ontologies”.
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7 IIporpamcka peanm3arnuja oapeheHnx ajmropurama

IIporpaMcky peasm3anujy ajropurama OJIAKIIABA IPUMEHa HeKuX nocrojefinx nporpava. Crenn Kparak
nperyiesr coprBepa Koju oMoryhasa s1a ce pa3Bujy 60/b1 MPOrpaMu, JAKIIE IIPOBEPE TO0UjeHN PE3y/ITATH
¥ U3BPIlEe TOTPEOHE ONTUMU3AIIA]E.

7.1 TIlomohuu amarm

UcnuruBame maToreka Koju 4yBajy mogaTKe y OMHAPHOM OOJIUKY U IPOBepa BpeaHocTr oapehernor oura je
BaykHa, jep ce 00MIHO HHGOPMAIIKje O IPUMATHOCTH OPOjeBa N3 HEKOT HHTEPBAJIA IyBajy y MOjeInHATHAM
OuToBHMA 3a CBAKH OpOj, y oapeheHOM 0O/IHKY.

Hex eauropu omoryhyjy mpucTyn mnojenuHadnnM OMTOBMMA Mojaraka y garorenn. l[lomamm ce mory
IPUKA3aTH ¥ XEKCA/IEIMMAIHOM OOJINKY, OKTAJTHOM, WK jeruMainoM. Hex eguTopu osakiaBajy pyKo-
Bambe BEJIMKHUM Jarorekama (jarorekama koje 3ay3umajy Hekonuko GB mpocropa ma mucky), ynopebhu-
Babe U NMPOHAJIAXKEIHbE PA3JINKA U3MeDy JBe JATOTEKe, jeJHOCTABHO Mehame [0jenHAYHNX OUTOBA.

Codrrepckn maker Wolfram Mathematica o06e36elyje xnmane anropurama, ykmbydyjyhu aaroput-
Me 3a paJ ca MpoCTHM OpojeBmMa, jeJHOCTABHO TeHepucame rpaduKa W MOTIYHO WHTEPAKTHUBHUX Aall-
JIMKAINja, Ka0 ¥ MAHUITYIAIN]y TOIAIIMA.

Austaru 3a mpodunmcame nmporpama (eurii. program profiling) Bpiue aHajau3y IpPOrpamMa U HeroBux
nepdopMaHcH,  BeoMa cy outHu y 0b6e36ehuBamy nndopManyja moTpebHUX 38 ONMTUMHU3AIIN]Y TPOTPAMA.
Hajsunauajuuju je amar gprof koju ce KOPUCTH y PA3JUYUTHM Bep3ujaMa OMEPATUBHOT cucTema Linux,
a7u U y OKpyXemwy cygwin 3a Windows. KopucHa je u time komanma y Linux-y.%¢

7.2 CodrBep 3a paa ca BeJUKUM OpojeBuIMa

V Behunu nporpaMckux je3uka, 1meso0pojuu tun mogara je 32-omtuu win 64-6utau. Ca mojaBom 64-6m-
HUX MpOIecopa je omoryheno ajgpecuparme JOBOJHHO MEMOPHje, MITO je 4ecTo Outan (GpakTop mpu pamy ca
gesukuM Opojesuma. Cranmapa ANSI/ISO C je axypupan 1999. roxuue u nomartu cy HOBU 1EI00POjHU
Tunosu y nporpamcku jeauk C, mamely ocranux u signed long long u unsigned long long. OBa umena
MOTHYY OJT ECC W jOII HEKOJUKO JPYIHX KOMIIajjiepa KOju Ccy IpBH moipzkaiu oBaj tun. Ha Windows
IpeBoanonnMa, kKao mTo cy MS Visual u C+-+Builder, oBo ucro mpormmpemse je mmano ume __int64.57

Twun momaraka unsigned long long moxke caaps:katn cBe Bpenmnoctn umehy 0 m ULLONG _MAX, re je
ULLONG _MAX majmame 254 — 1. Twun signed long long moske caapxarn ce Bpeanoctn o —(2%) mo
203 — 1.

Craumapa C++11 (panuje nosuar kao C++0x) je HajHOBUMju cTaHIap. NporpaMckor jesuka C+-+.
YV C++11 je momara moapinka 3a HaBejeHe TumoBe nogaraka. Oprammsamuja SO je omobpuna oBaj
crangapy 2011. roaune.

Pan ca eesurum menmmm OpojeBEMA MOAPIKAH je W y APYTHM IIPOrpaMCKuM je3umuma. Ha mpumep,
cucreM 3a yipabibambe Oazama nogaraka MySQL uma Tun nogaraka BIGINT Koju 00yXBarTa MCTH CKYII
BpeaunocTu Kao u long long y C-y. ¥ nporpamckom je3uky SQL mocroje amasmoran tunosu bigint, unsigned
bigint, a y Pascal-y Tum nomaraka int64.5%

Behwuna anukanuja y Kojuma ce KOPUCTE TPOCTH OpOjeBu 3axXTeBa MHOTO Belie BpeIHOCTH, KA MITO CY
1024 nnu 2048-6utHe BpEIHOCTH, 114, je 3aTO MOTPEeOAH HOBU THUIT TOJATAKA KOJU PAJH CA OBAKO BEIUKUM
OpojeBuma, ca T3B. big integer THIIOM TOIATAKA.

Y nporpamckoj jesuky Jasa je 06e36efena knaca BigInteger. Ona omoryhasa uyBame neanx 6po-
jeBa Impou3BoJbHE BeJMYMHE, 1 00e30elyje mHorobpojue ajiredbapcke pyHKLuje u OUTCKe onepauje,
Kao mTo cy meron isProbablePrime 3a Tectupame nmpoctux 6pojeBa, dynknuja nextProbablePrime, rem-
epaTop BEIUKUX CAydajHux mpoctux OpojeBa probablePrime, dyukiuja modPow 3a momynapHo cremen-
oBame, dyEKmuja ged 3a Tparkeme H31, dyHKIHja modlnverse 3a Tpaskeme mHBep3a M0 Momymy n.59

663a Bume umdopmanuja o osum asaTuMa Bugern http://es.elfak.ni.ac.rs/es/Materijal/Pog.55\-Tajming$\
%$201$\%$20profilisanje.doc, http://poincare.matf.bg.ac.rs/ milan/download/nar/gnu.ps.

6734 Bume mrbOpManuja, BugeTy http://msdn.microsoft.com/en-US/library/s3f49ktz.

683a momarme mHdopManmje, BugeTn http://en.wikipedia.org/wiki/C%2B%2B11.

69 TokymenTanuja o 0Boj GubmuoTeny: http://docs.oracle.com/javase/7/docs/api/java/math/BigInteger.html.
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Mebyrum, He 06e36ehyje HANTAKEHE N-OI' KOPEHA HUTH JIOTAPUTAMA.

Bubmmoreka BigDigits je 6ubinoreka apurmernukux pyruna vHanucana za ANSI C-y, koja omoryha-
Ba U3BPLIABAILE PAYYHCKUX OLEPalMja HaJl BeJIUKUM IpupoanuM 6pojesuma.’® OcuM KIacHYHMX apuT-
METHYKHUX AJTOPUTAMA, YKIbYUyje W MOIYJIAPHO MHOXKEIHE, CTEMEHOBAE W HAJIAYKEmhe WHBEp3a, Kao U
u3padyHaBame Jakobujesor cumbosa. Vmmiementupan je u Mumep-PabnHoB BEpOBATHOCHU TECT MPHU-
masaocTu. KopucHo je Bumern u KO 3a 0By 6ubIMOTEKY, jep cy oapehene pyrtune ypahene Ha acembiep-
CKOM je3uKy, MHOTe (bYHKIHje Cy MMILJIEMEHTHPAHEe HA OCHOBY ajiropurama jgarnx y Kmusu Knuth, Vol
1, 2. Ilpu TecTupamwy ma ju je garu OPOj MPOCT IPBO Ce IPOBEPABA J1a Jin je OPOj J1e/bUB HEKUM IIPOCTHM
6pojem 10 1000, re ce KOpUCTH yHAMPE MeHEPUCAHA JINCTA TPOCTUX OPOjeBa, a TeK OHIA Ce MPUMEYje
Munep-Pabunos Tecr.

Bubauoreka GMP (enrsn. Gnu multiple-precision Library) je nanpeanuja u seha 6ubiuoreka 3a pas
ca BeJIMKHUM 1iesiuM 6pojeBuma, Hanucana y C-y. Ouna o6e36ehyje cse miro u JaBuna kiraca Biglnteger, anu
MMa U HEKe HOBUHE: W3DAUyHABAE HAJMAMEr 33jeIHUYKOr CaaprKaola, JakobujeBux u JIekaHIpOoBUX
cumboiia, dpakropujena, FFT muoxeme, pauyname Ounomuunx koedunujenara, Pudbonaunjesux 6pojesa,
JIykacoBux 6pojeBa, kKao u dbyHKIH]je 3a HAIaxKeme n-or koperna. bubinoreka GMP omoryhasa u nposepy
Ja Jii je HeKu OpOoj caBpIeH, Kao W PaJl Ca PAIMOHAJTHUM M peannnM OpojeBuma. Kako je mammcana Ha
C-y, ne camo z1a je komiiernuja on Biglnteger, nero je u 6pzxa.”t

Bubauoreka Intel IPP (enrsn. Intel Integrated Performance Primitives) je Uurenosa 6ubiuorexa
HAIPABJHEHA €A [UJbEM Ja YHece 3ainTuTy y codrepcke ammmkanuje u na Kopucrehu kpunrorpadCeke
dyHKIMje ToO0IBINa MPUBATHOCT, KOHTPOJLY MPUCTYIIA, TOBEPEHhe, eJeKTPOHCKO miahame. Kpunrorpad-
cke dyHKIIHje OBe OUOINOTEKE yKIbYdy]y nmiiementanujy agsroputama DES, TripleDES, Rijndael, SHAT,
RSA. TIporpamMcku je3uri Koju mMmajy moapiiky 3a oBy oubauoreky cy C, C++, Fortran 90, Microsoft
NET (C#, Visual Basic), Delphi, Java.

Bubaunorexka IPP momp:xapa UuTen u KoMmaTuOwWIHE MPOIECOpe, a mocToje Bepauje 3a Windows,
Linux, Android, OS X. 3a pasjiuky o ropeHaBeIeHuX OMOJIMOTEKa, OBa OMOJIMOTEKa HUje JIOCTYITHA
OecILIaTHO.

7.3 IIporpamcke peajmu3aruje cCUTA 3a MpOCejaBaibe MPOCTUX OpojeBa
MonudukoBano EparocTeHoBo cuto

VY npusory Koju uze y3 oBaj paj JaT je nporpam KOju IIpeIcTaB/ba MOANMUKALN]Y IPOrpamMa ca HHTEP-
Her crpannie http://www.fpx.de/fp/Software/sieve.c. OBaj mporpaMm MoKe 3a HEKOJIMKO MWHYTA
remepucaTn 6a3y CBHX IpocTmx Opojesa g0 10'°, To jecr mahm mpeux 455,052,511 mpoctux 6pojesa u
3ammcary uxX y Jaroreky. baza koja ce y oBoM ciydajy rexepuiie 3ay3uma oko 4.60 GiB mpocropa Ha
JUCKY, aJd je BeIWYrHA MPOMEH/bUBE Niz KOja y TOKY IporpaMa 4dyBa HH(MOPMAIHje O MPUMATHOCTH
6pojesa 10 100 camo oxo 596 MiB, 1j. 625,000,000 6ajrosa.

Y apyroj Bep3uju OBOT CHTa CBU OpojeBu ca KojuMma ce paau cy obauka 6k + 1 wam 6k + 5. Ilpm
Jebemy ca 24, ocraraka Koju cy OoBor obsmka mMa 8, ma ce y jeanoMm 6ajTy dyBajy mHMOpMAaImje o
npoctuM OpojeBuMa n3 mHTEepBasa Benwduie 24. Komndanna MemMopuje Koja ce Ha OBaj HAYMUH 3ay3UMa je
3HATHO Maiba HEro KOJ IIPETXOAHOr IporpaMa — 0Baj mporpam 3ay3uma 397 MiB 3a remepucame cBux
npoctux 6pojena 10 100, 10k mperxomEn mporpaM 3ay3uma 1.5 myTa BuIIe.

Kako je ¢(2-3-5) = 8, 0BO cuTO ce JIAKO MOXKE M3MEHUTH JIa 3ay3uMa Matbe Memopuje jep jegan Gajr
noxpusa 30 ymecro 24 6poja.

CermeHnTucano moamndpukoBano EpaTocTeHOBO cUTO

VY nomarky je mara mMiuieMentanuja y nporpamckoMm je3uky C momuduroBanor EparocrenoBor cura
4uja je uneja ussioxkena y noryasiby 3. Takobe je peasm3oBana joirn jegHa Bep3uja, riae ce Hu3 gap KOPUCTH
3a Mmapkupambe cieneher cioxkenor 6poja y mporecy npocejaBama. Kom oBor MoandukoBaHor cura rpeba
UCKOPUCTUTH YUE-EHUILY 112 je Hajsehu pasmax uamely nBa eeMenTa y CBeJIeHOM CUCTeMy OCTaTaka (Koju
je ommcan y moryiaBiby 3) jensax 34, a 3aHUMJbUBO je MOMEHYTH 1 J1a je Hajsehu pasmak uamely nBa npocra
6poja 10 9,699,690 jemmak 222. Mako To oBie HEje ypaleHO, JIAKO Ce MOXKE€ MPUMEHUTH ONTHUMU3AII]a,

70Bumre 0 0BOj GUGIHOTEIM BHAETH HA WHTEPHET CTPAHUIW http://www.di-mgt.com.au/bigdigits.html.
"1 Bubnunorexa GMP moxe ce mpey3artu ca Beb mpesexTanuje http://gmplib.org/.
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1a ce y mporpamy 3a 6pojese 1o 232 kopucru Tun mozaraxa unsigned long, a oxza 3a 6pojese 1o 254 ce
kopucTu Tun unsigned long long.

Bpemena u3BpinaBama MpeTXOIHO OMMCAHA YETUPU CUTA TPUKA3AHA, Cy HAPETHUM TPAPUKOM.

nporpamm:
4rred -testli.c
green -test34.c
blue - eratPractical.c
black - eratPractGap.c

b i

Logie BpemeHa y cekyHAama

B 10 1 12

cTeneH Bpoja 10 A0 Kora ce BpLW NpocejaBare

I'pacduk BpemeHa uU3BpIIABAIHA JATUX CATA

I'padukom cy mpukaszana BpeMeHA W3BPIMaBamba MPOrpaMa 3a MPOHAJIAXKEHe MPOCTUX OpojeBa 0
onpehenor 6poja, 6€3 HUXOBOT 3AIHCA.

Monmudurosana Eparocrenosa cura gonoce oapeljena mobospinama y Op3uHy H3BPIIaBaba MporpaMa,
aJM My BEJIMYWHU MHTEPBAJIA 34 MPOCEjaBabe, W PA3JINKY y HAYWHY 3anuca wHdopMarmja o mpocTocTr
OpojeBa. Y HapemaHOj Taben MPUKA3aHO je BpeMe 3a KOoje mporpaM MpOHAJIA3u U 3amucyje nadOpMaIyje
o npoctuMm Opojesuma. Kao 1mro ce Buau u3 nperxomHor rpaduka, mpso cuto test16.c je Beoma edpuracuo
3a [POHAIAXKEHE MAJIAX IIPOCTUX OpojeBa, ajy je J0CTa BpeMeHa YTPOIIEHO Ha HUXOB 3alluC.

nporpamu:
4 red -testl6.c
green - test24.c
blue - eratPractical.c
black - eratPractGap.c

=

g' [N [[ testl6 | test24 | eratPactical | eratPractGap ]
3 10° 542 | 2.05 171 1.75
107 52.12 | 25.19 17.81 17.75
i 1010 [ 515.46 | 292.85 184.59 184.49
5 1017 - - 1909.45 1958.50
g 1012 - - 20584.30 20646.50

Bpemena n3BpmaBama nporpama (y CexyHaama) 3a
HAJIAYKEhe U 3AMKC [I0JaTaka O IPOCTUM OpojeBmMa

L L L L
2 0 1 12

cTeneH Bpoja 10 A0 KOra ce BpLUW NPOCE]aBakke

I"'pacduk BpeMena m3BpumIaBamHA CUTA 33

TIpPOHAJaXKelhe U 3aIUC IPOCTUX HBpojeBa

Bpemena uzsprnasama oBux nporpama na padynapy Intel Core i3 CPU 2.2 GHz, 6GB RAM wu on-
eparuBHOM cuctemy Windows 7, y3 ymorpeby mporpama cygwin, cy ymnopeheHa m Ha OCHOBY rpaduka
CIIeN J1a Cy aCHUMIITOTCKA BPEMEHa M3BPINaBama OBUX MpPOTrpaMa cawdHa. lIporpamu cy ymorpebsbeHu
3a reHepucame 0a3a IpocTux Opojesa 10 10'2. Tpeba mpuMeTHTH 1a TpBa JBA CHTA HE YCIEBajy Ja
aJlonupajy J10BoJbHO MeMmopHje 3a mHTepBase sehe om 1010, 1ok cy mapenna aBa cuTa cermeHTHCaHA, TIa
je omoryheno mpocejaBame Belinx unTepsasa.’?

Pajau nopehemwa, na paaynapy Intel Core2Duo, 2.67GHz, 2GB RAM wmemopuje, norpeduo je 25,168
CEeKYHIN 3a HaJlazKeFhe M 3aIliC MPOCTHX Gpojesa m3 mHTepnasa 10'? y3 momoh apyror mommdukoBaHor
cura. Ha ucrom pagynapy, Ha oneparuBaoM cuctemy Windows 7, mporpam cygwin u KOMIAjIep gec, 3a
NpoHaaxkeme 1 3amuc uHdopmarmja o mpoctuM bpojesuma 10 102 je morpedno 296,276 cexynmun (oko
82h). Osmm mporpamoum je mporaleHo u 3amucano ceux 346, 065, 536, 839 mpoctux 6pojesa 10 1013, wmve
je HaIpaB/beHA PeJIATUBHO BenKa basza mpocrux OpojeBa koja 3ayzuma oko 200 GiB ma aucky, radnuje
215, 363,629, 056 6ajToBa.

7233 remepucame rpaduka je ymorpebssen codrsep Mathematica u mporpam Gimp 32 paz ca CaxKaMa.
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Ha ocnoBy nperxopaux rpaduka u 3aiazxkama, CJIeau Ja HAKO Ce IPETXOHA CUTa MOr'y OITHMU30BATH,
TO HE JIOHOCH 3HAYajHUja MOOOJbIama. I3 oBOra ce MoxKe 3aK/by4YWTH 1A je mOoTpebaH Japyradwju
npuctyn n edUKACHUjA HAYWH 3a IpocejaBarbe TPOCTHX OpOjeBa, KAKO OMCMO MOCTUT/IN OOJhE
pesynrare. Hajboma cura 3a paj ca BeIHKAM HHTEpBAIAMA OpojeBa Cy mara y moraaBby 4.

3a Buwe uHdopManuja 0 CIAMYHUM IPOIrDAMUMA BUJETU UHTEPHET npe3eHrtanujy [2], kao u http:
//primes.utm.edu/links/programs/sieves/Eratosthenes/C_source_code/, rie cy ujayCrpoBaHe u
JIpyradnje TeXHUKe TPOrPAMCKOT KOIUPAHa KOje MOTy ONTH BEOMa KOPHUCHE y PA3JIUYUTUM TIPOrPAMUMA,
3a TECTHPAarbe MPUMAIHOCTN OpojeBa, reHepuCcame MpocTUX OpojeBa uian haKTOPU3AIH]jy.

Kao mpumep jemnocraBHOr cuUTa pPeATM30BAHOT y TIPOTPAMCKOM je3uKy JaBa, BHIETH CTAHIAPIHY
oudbmoreky BitSieve.

7.4 Tlapanenuzanuja moaudukoBanor EparocreHoBor curta

IIporpam cermenTucanor moaudukoBanor EpaTocTeHOBOr cuUTa KOju je M3JIOXKEH y IOIIaBby 3
MOXKe Ce jeIHOCTaBHO MapasieM30BaTH ¥ CBPXY TeHepncama seauke 6a3e mpoctux Opojesa. I[Tapamemna
WMILIEMEHTAInja je mara y mpuiory. Peajusamuja je mara y mporpamckom je3uky C, y3 ymorpedy
dbyurnuja 3 MPI. Pagu nobujama nadopmarmja 0 BpeMeHrnMa U3BPINaBabha, ONTHUX JEJI0BA MPOrpaMa,
¥ IUXOBE ONTHMU3aIKje, KopuirheH je ajgar gprof.

Awnasza nporpaMa 1ogpa3syMeBa KaKO aHaJIU3y BPEMEHA U3BPLIABAbA (BPEMEHCKY CJIOZKEHOCT), TAKO
U aHAJIM3y MEMOPHUjCKOT TPOCTOPA KOjU MpOrpaM 3axTesa (MPOCTOpHY cJoKeHocT). [arm mporpam
moKa3yje 100pe KapaKTEePUCTUKE HA OCHOBY 00a KPUTEPH]yMa.

Bpewmena m3BpiaBama OBOr mporpama cy ymnopeheHna ca BpeMeHWMa W3BPINABaKbAa jeTHOCTABHOT Ep-
aTOCTEHOBOI CHTA YHja je mapaJjenu3anuja gara y noriasky 5. Mako je cranmapm MPI mpunaroben 3a
cucreMe ca aucrpubyupanom MemopujoMm, Buaumo Ja O6ubiauoreka MPICH2 (kao u OpenMPI) no6po
DYHKIMOHUIIIE W 33 pAvYyHAPE Ca BUIEje3TapHUM MpOIecopuMa. llporpamMu cy W3BPINABAHU HA, TPOIE-
copy Intel Core i3 CPU 2.2 GHz, 6GB RAM.
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cTeneH Bpoja 10 Ao Kora BPWMMO NpocejaBare

cTeneH Bpoja 10 Ao Kora BpLKMMO NpocejaBamke
I'padumnu xoju ynopelyjy Bpemena m3spmasarma nporpama ca 1, 2, u 4 mporeca

I'padurom cy ynopelerna Bpemena u3BpinaBama MOARMUKOBAHIX EPaTocTeHOBUX CHTA 3a HATAXKEHe
u Opojame KOJIMKO uMa IpocTuX OpojeBa y oxpehenom umaTepBasy. AKO ce y3Mme y 00O3Mp IIPOLECOP Ha
KOME Ce MPOorpaMy M3BPINABAjy, KOjH UMa [IBA je3rpa, a HA KOMe je OMOryheHO M3BpIIaBame IB€e MPOIe-
COpCKe HITH TI0 je3Tpy >, cieqn fa MoaudUKOBAHO CHTO MOKa3yje J06pe KapaKTepUCTHKe KaIa, Ce M3BPIIIT
apaJjean3alnyja, jep cy mapajen3alnje TPUBUjaJHe U HIje YTPOIIEHO MyHO BPpeMeHa Ha KOMYHUKAIIH]Y
mebhy nporiecopuma, a paziuauru cermentu (Tj. 6J0KOBHU) Ce JeAHOCTABHO JOEJbY]y MPOIECUMa 33 IIPOCce-
jaBame. IIITo ce Tuae ocroBuOor EparocrenoBor cura, MOXke ce BUIeTH 1a je yOp3ame Koje IOCTHXKe Kaa
ce mporpaMm m3BpIIaBa 3a 2 u 4 mporeca npubINAKHO, IITO 3HAYU 3 je mOTpeOHO m3BpInuTH oxpehena
mobosbIama 13 6u mpormecu Ounn paBHOMEpHHje onTepehenn, Kao u 13 je J0CTa BpeMeHa yTPOIIEHO Ha,
KOMYyHUKanujy u3melhy mporieca.

Paau nopeljema, na paaynapy Intel Core2Duo, 2.67GHz, 2GB RAM memopuje, norpedro je 275,131
CeKyHIM 3a HAJayKeme U 3alUC IIPOCTHX Opojesa m3 unTepsasa 1.5 - 1013 momohy napanemmsosanor

733a pume undopmanuja o osuM Intel mpomecopuma, BugeTu http://www.intel.com/content/www/us/en/processors/
core/3rd-gen-core-family-mobile-brief.html.
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MOAU(PUKOBAHOL CUTA LIOKPEHYTOL €a ABa 1poueca (Koju pajie Ha 2 jearpa Jaror padyHapa), y3 yuorpedy
dbyukimja 3 MPI.

WNurepecantre cy wHMOpPMaIHje KOJIUKO MMa MPOCTUX OpojeBa y ompelieHOM MHTEpBAIy U KOJUKO
MeMOpHje Ha JUCKY 3ay3uMa 3anuc nHdOpPMaIja O HBUXOBO] MPOCTOCTH, INTO je OutaH (haxTop Kaaa
mpocejaBaMo OpojeBe U3 BEJIMKUX WHTEPBAJIA.

erathosten.c erathostenPractical.e  Bpoj npoueca:  HaheHo npocTux Bpojess: erathosten.c erathostenPractical.c

1078 1.23 211 -np 1l 5761455 1078 (oko) 51,105,792 bytes 2,297,856 bytes

1079 (oko) 501,968,896 bytes 21,725,184 bytes
1079 13.59 18.70 -np 1 50847534
8.56 10.89 -np 2
7.85 6.93 np 4 1010 (oko) 4,948,221,952 bytes 215,371,776 bytes

10710 - 200.44 -np 1l 455052511
i3 106.24 np 2 10711 5 2,153,717,760 bytes
100.00 70.57 -np 4

10~11 = 2067.70 np 1 4118054813 10~12 ! 21,536,550,912 bytes
= 1098.90 p 2
740,77 np 4

10712 - 22734.50 np 1 37607812018
= 14031.70 -np 2
8510.20 -np 4

IloTpebHa KOJIMYMHA POCTOPA HA JUCKY

Bpeme m3Bpmasama OporpaMa y CekyHmaMa (Hajgazkeme u Gpojame)

Naxko je npyro momnduKOBAHO CHTO CIOPHje 3a Mame BPETHOCTH OpOja 1 0 KOra Ce TMPOCEjaBambe
uU3BpIaBa, Kako ce Opoj n moeeliaBa, OBO CHUTO MOKa3yje 3HAYAJHO OOJbe KAPAKTEPUCTUKE Y OIHOCY HA
OCHOBHY Bep3wujy, He y3uMmajyhiu y 003up ma mpBa Bep3wja KOjy CMO Jaji y IMOIJIaB/by 5 HE yCIeBa 11
ajonupa I0BOJFHO MeMmopwuje 3a Behe maTepBane. MomudurkoBano cuto erathostenPractical.c moxasyje
jorr 6ojbe KapaKTEPUCTHKE Yy OJHOCY HA IIPBO CUTO Kaza ce 00aBiba u 3amuc nHGOPMAIHEja O TPOCTOCTH
6pojesa. Ojarosapajyhu rpadunu u goparne nndopmaryje jare cy y IPUIOrY KOjU UIE y3 0Baj paj.

Jlucra upocrux 6pojeBa U3 HEKOr MHTEPBAJIA CE& MOXKE YyBATU U TAKO IUTO CE 3alluCyjy pa3many (eHri.
gaps) uzmehy Tux mpocrux 6pojesa.

OgBaj mporpam ce sako mpormupyje na nporalje pakTopu3alnujy HA TPOCTE YNHUOIE CBUX MEJIUX Opo-
jera mo n. Ocum y xpunrorpaduju, Jmucra CBUX MPOCTUX OpojeBa 3 WHTEpBasa [2,n] Moxke omoryhurn
u TpoBepy oapeheHnx xumore3a u3 Teopuje Opojesa.

7.5 IlIporpamcke peanu3arnuje oJabpaHUX TECTOBA MPOCTOCTHU

Hapennu tecroBu npocroctu cy umiiemenrupann y Jasu u C-y. Kako nporpamu Koju cy HalucaHu y
nporpamckoM jesuky C page ca 6pojesuma 10 264, v oBoM morsasmy ce pasmarpajy camo peanusarmje y
JaBu y3 ymorpeby oubimnoreke Biglnteger.

®epmaos, Comosej-1llTpacenos u Musep-Pabunos TecT cy onmrmu BEpOBATHOCHU TECTOBU MPOCTOCTH,
OJTHOCHO MOrYy Cce TpuUMeHuTH Ha cBe Opojese. OBu TecToBH cy ynopeljeHH ca BpeMEHOM WM3BPIIABAFbA
dynkmuje isProbablePrime u3 kmace Biglnteger, koja Bpmu Tectupame 6poja kopucrehu nBa He3aBHUCHA,
BeposarHocHa tecra, Munep-Pabunos u jeman ox Jlykac-JlemepoBux tecrosa, Tako ja je BeomMa MaJia
BepoBaTHOha rpemke Kaza oBa (DYHKIMja BpaTh uM371a3 J1a je HeKu Opoj mpocT. Bpime ce rtectuparma
6pojeBa BeauuunHe 10 16,384 Outa.

V3era je y 003up 3aBUCHOCT BeJIMYWHE 331aTOr Opoja m Opoja mrepaiuja Koje cy moTpebHe ma Ou
ca dosomrnom curypuomiily Mujep-Pabun Tect Bparmo oAroBop ma Jjin je Heku Opoj mpocT. 3a yTBPI-
juBarbe KOJIMKO je pyHIu/urepanuja norpebHO Ja ce U3BPILIM TeCT yHoTpebibeH je MOCTyIaK ONUCAH Y
dyukimju primeToCertainty u3 Biglnteger. Munep-Pabunos rect je curypuuju o1 ®epmaosor u Costosej-
IlITpacenoBor TecTa MPOCTOCTH KO Ce M3BPIIABajy UCTH 6poj myra (Tj. 3a ucru 6poj pasauuautux 6asa
OpoBEpaBajy mpocTocT 6poja), aiau oBIe cMo ycpeacpeljenn Ha Bpeme Koje je moTpeGHO /13 Ce OBU TECTOBU
u3BpIe UCTU OPOj MMyTa, a HE A MOCTUTHY WCTHU CTENEH CUT'YPHOCTH.

q)epMaOB TeCT IIPOCTOCTHU

@epMaoB TECT je jeaHOCTABHO peanu3oBaH yrnorpedom dyukmumje modPow u3 Biglnteger. Tpeba
npuMerutu Aa ¢yuknuja modPow kopuctu u Kunecky Teopemy o ocrammma 3a Opike m3padyHaBAFHE
MOJyO oIepanyje pa3aBajajyhn mapaH u HemapaH Ae0 MOIYJIa IO KOMe Ce padyHa, ¥ Ha Taj HAUWH PadyHa
110 7Ba Maiba MOYJa, Ha Kpajy cmajajyhm pe3ynrare, mTo je OpzKe HEro padyHAIbe [0 MOMYIY BETUKOT
opoja. Naxko je Beoma jenmocraBan, PepMaoB TECT MPE/ICTAB/bA OCHOBY W JIE0 j€ MHOTHX TECTOBA IIPOC-
toctu. Takobhe je u Beoma 6p3 BEPOBATHOCHW TECT MPOCTOCTH.
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CouoBej-IIITpaceHOB TeCT MPOCTOCTHU

3a edukacuo m3spaBame Cososej-IlITpaceHoBor Tecta je 6mTHA M00pA UMILIEMEHTAIM]A U3PAUY-
HaBama JakobujeBor cumbona. @yHKIHja 33 u3padyHaBame JakoOujeBor cuM0O0/Ia je UMIIJIEMEHTHPAHA,
nomohy asropurama garux y [17, 28], kao u umiiementanuje y 6ubauorenu Biglnteger, rae je dbyukiuja
jacobi mpuBaTHa QyHKIHEja ca ABa APryMeHTa, O/ KOjuX je IPBH apryMeHT Tuma int, a me Biglnteger, jep je
rakas ¢popmar norpeban 3a Gpyukuujy isProbablePrime koja kopucru dynkuujy jacobi. Pax ca (masnum)
mesanM OpojeBnMa je OprKuM o7 paja ca TUMoM mofaraka Biglnteger, ma je morpebno mmarTi oBO y BUIY
kaa ce mmimeMentupajy dyaknuje. Ilopen uzpauynasama Jakobujesor cumbosa, Comosej-IlITpacenos
Tect Takohe Kopuctu dyukiujy modPow, anu ca MamuM eKCOHEHTOM y onHOCy HAa PepMaoB TeCT.

Muaep-PabuHoB TecT mmpocrocTu

Kaxko je Munep-Pabumos tect geo dpyukimje isProbablePrime, agantupana je ¢pyukmuja passesMiller-
Rabin u3 knace Biglnteger. Hajsehu cremen 6poja 2 xoju mesm n — 1, e je n 3agaru 6poj, je yrBphen
HACIUTABAKBEM HAjMAbEr ITOCTAB/HEHOr OuTa y 3amucy 3amaTor Opoja kao Biglnteger Ttuma momohy jasme
dbyurnuje getLowestSetBit. Muoxkeme ca 1Ba je peaJgn30BaHO Ka0 TIOMEparke y JECHO, OMHOCHO YIIOTPE-
oowm jasue dynkmuje shiftRight u3 Biglnteger. Takohe ce kopuctu dyuknuja modPow.

Tloganu koju miIyCcTpyjy BpeMeHa HW3BpPINaBala OBHX TPOrpaMa Cy JaTtu y ciaefehmm rpadunuma u
TabenaMa.

Tecr:
red - isProbablePrime
green - fermat
blue - solovayStrasen / St

[ black - millerRabin /

o

Tecr:
red - isProbablePrime
green - farmat

F blue - solovayStrasen
black - millerR abin

-

BpeMe y cekyHaama
s
T

e
T

ity

logio BpemeHa y MUANCEKYH4aME

Mo B 0 15 30 315 40

6poj BuToea sapaTor Gpoja Iogw ﬁpoja 6WToBa 3amaTor 5p0j3

T'padunu koju ynopehyjy BpeMena u3BpiiaBama SaTHX BEPOBATHOCHUX TECTOBA MPOCTOCTH

Tecroru 3a 6pojeBu Beqmumue 10 8,921 Gura cy mpoeepaBanu 3a 10 pasnuuuTux TpPOCTUX OPOjeBa,
JIOK je 3a Opojese om 8,921 Gura y3ero 5 mpoctux OpojeBa, a 3a 16,384 Gura Cy TECTOBU MPOBEPEHU 33
2 paznuunte Bpennoctu. CBu rTectoBm Bpahajy TavwaH pe3ysTaTr 3a CBe OpoOjeBe, MAKO €A PA3IAIATOM
CHTypHOIINY.

[ 6poj buToBa H isProbablePrime [ fermat [ solovayStrassen [ millerRabin ]
32 7.6 1.6 7.8 6.4
64 6.2 3.2 14.0 0.0
128 9.4 3.2 154 1.6
256 15.8 9.3 10.9 1.5
512 29.8 6.3 15.5 4.6

1024 47.0 6.2 15.5 14.0
2048 213.7 61.0 76.5 66.9
4096 1428.9 474.2 516.3 474.4
8192 11051.4 3731.2 3872.0 3734.6
16384 87152.5 | 28782.5 29538.5 28907.0

Hpocequ BpeMe U3BpIIaBaiba BEPOBATHOCHUX TECTOBA Y MHUJIHCEKYHIIaMa
SanumibuBe HHMOPMAIIKje ce MOry JTOOUTH KaJla ce OB TecTOBU “mycre” na 3a ucrty 6a3y, Ha HpuUMep

3a a =2, a =3, urmg, y onpeheHom uurepsBaay nporaly BepOBATHO mpocre OpojeBe, W OHJIA Ce YIIOPEIn
KOju OPOjeBH Cy y KOjUM TECTOBUMA 33 KOje 0a3e MCeyI0mpOoCTH.
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n - 1 recr IIPOCTOCTHA

OBaj Tect ce pazimuKyje y OJHOCY HA IPETXoJHe jep 3axrTeBa ¢dakropusaiujy opoja F, Taksor Ja je
n—1= F - R, toe je n 3amatu 6poj ymja ce mpuMajHOCT ucnutyje. Pakrtopucanu geo F mopa outu
JIOBOJPHO BEJINKY, WHAYE TECT HHje y MOryhHOCTH Ja BpaTw OATOBOP a JIK je wiau He OpOj m mpocCT.
IIpumkoMm peasiu3aliuje OBOr TECTa MOPajy Ce IPOBEPUTHU yJia3He BPeAHOCTH, Tj. na au F|n — 1 u na nu
je HE3 OpojeBa Koju je mar kao dpakropu3anuja 6poja F 3amcTa HE3 MPOCTUX OPOjeBa 9Mju MPOU3BOI /1aje
6poj F'. ®akropuzanuja Tj. AeauMmudHa paxTopusdamnuja 6poja n — 1 je jeaqHocraBHA 3a HEKE CydajeBe,
JIOK ¥ HEKWM CJIy9ajeBUMa MOXKe OUTH MOJIjeJHAKO TEITKa Kao u (axkTopusaimja 6poja n. 3aTo je obauk
6poja n, Tj. 6poja n — 1 Beoma Ourtan 3a oBaj Tect. [Ipumep kaga je dpakropmsaruja 6poja n — 1 mo3Hara
cy nopen, ®epmaoBux 6pojesa, u Eykiaumosu Opojesu.

Jeslan o HaYMHA UMILIEMEHTAIIjE OBOT TeCTa MOXKe OUTH J1a MPOorpaM MOKyIaBa Ja mpoHale J0BOJbHY
geuMudHy GaKTOpU3alyjy TaKO LITO HAKOH CBAaKOr nponaljenHor dakropa mposepaBa jia Jid je Tako
nobujenu F' moBosbaH ga n — 1 TecT Ja oaroBoOp Aa Ju je wam He O6poj n mpoct. Tpeba mpumerutu na je
Ha, 0Baj Ha4YWH NpobseM (haKTOpPU3AIKje TOCTAO M0 TECTa MPUMAJIHOCTH, IIITO Yy OMINTEM CIyYajy HUje
nobpo. Kama Oyay objaBbeHn epuKACHH AITOPUTMH 33 (PAKTOPHU3ANM]Y, W OBAKAB IPUCTYI IPOBEPE
npocroctu garor opoja 6uhe epukacuuju. Aau, y oBoMm ciaydajy, n - 1 Tect Huje nmorpebad jep je JIako
nalin pakropusanujy camor 6poja n, U Ha Taj HAYUH JOKA3ATH HEeroBY CJIOXKEHOCT, OZHOCHO IIPOCTOCT?

Qakropuzanuja 6poja n— 1 ce moxke nobwutu, Ha mpuMep, momohy jeanocrasue dyukiuje faktorizacija
quja uMmiLieMenTarmja je gara y C-y, momudukyjyhu Heko ox matux cuta uwim Kopucrehu mpocre 6pojese
nahene momohy cuta paau nposepe ma i n— 1 uma HPaKTOp y TOM HHTEPBAY, WK yIOTpeOoM (DPyHKITHje
FactorInteger u3 mporpama Mathematica koja maje mornyny win geauMudHy HaKTOPHU3AIH]y 1aTor Opoja.

Ha npumep, ga 6u ce nomohy n - 1 recra mposepusa npuMaasoct 6poja 2,147,483,659 (koju jecre
pOCT), UCIOCTAB/ba Ce /1 je moTpedHa noriyHa gpakropusanuja 6poja n—1 = 2-3-149-2402107, jep nos-
HaBambe MPBa TpHU PaKTopa He Jaje m0BOHHO Beuku Opoj F. Kako 6poj n - 1 y oBoM ciiy4ajy HHje HEKOT
CITENUjATHOT OOJIMKA, CJIEIH /13 TEeCT N - 1 HUje MPaKTHIHO MPUMEHUBATHA Ha OBakBe OpojeBe. DyHKIHja
FactorInteger 3a mexonmko munncekynau pakropuiire oBaj 6poj, Koju je mar camo Kao nmpumep 6poja Koju
HHUje ChenujajHor obuka. [IpeTxomHo 3amakame ce JAaKO MPOBEpaBa, aKO €€ MOKYINA JeUMUIHA TJIH
nornyHa ¢gakTopusanyja Hip. 6pojeBa penuunne 512 wium 1024 6urta. Axo ce uzpadyna GpaxTOpU3AIK]a
HEKOJIMKO PA3IUIUTHX OpojeBa MCTe BeJIudnHe, Tj. OpojeBa 3a 4mju je 3amuc morpeban mctu Opoj OmTa,
mokasyje ce ma je 3a Heke Jlako Hahm genummMudHy (pakropusamujy 6poja n — 1 koja omoryhasa ma n - 1
TECT J1a OATrOBOP JIa JIK je M HPOCT WU He, JOK je 3a Jpyre Temniko Hahu JOBOJBHO BEJIUKY JAECJUMUYIHY
dakropusalujy, na 3a Takse OpojeBe Hifje MPAKTUYHO KOPUCTUTH OBA] TECT. Y MPUJIOTY CY JATH TPUMEPH
6pojeBa 3a koje je Mathematica ycmemno gasia J0BO/bHY aenuMudHy (DaKTOPU3AIN]Y, U BpEME 34 KOje
je m3BpiieHa Ta (akTopu3anyja W BpeMe W3BPIIABAA TECTA, KAO W MpUMepe KaJa TO HHUje YCIENTHO
ypabeno y pazymnom Bpemeny. Hapounrto cy 3anumsbuBu npumepu 3a 512 durne u 1024 6urHe Opojese.

Ca gpyre crpane, ako mocroju Beh mo3nara moBosbHA JdeaumuvHa (akTopuanuja 6poja n — 1 Ha
npocte OpojeBe, Tj. aKO ce MPETHOCTaBU [a JAeJuMudHa (akTopm3aiuja Opoja n — 1 Huje meo Tecra
Beh 7a je oHa mo3HaTa, OJHOCHO JlaTa KAO yJa3He BPEIHOCTH 33 TECT, KAO IITO jeé TO IPETIOCTaB/bEHO Y
[17, 28], oBaj TecT MoxKe GuTu BeoMa edbUKaCAH.

Axo ce y3amy y 003up CBa TPETXOIHA pa3MaTparba, y OMIITEM CIyYajy MOCTOjU MPOOIEM Yy BETNKO]
BapUjabUIHOCTU PE3yJITaTa, MTo 100ap rpaduK BPpEeMEeHa M3BPIINABAHA OBOT TECTA UUHU HEMO2YNUuM.

V uMILTEMEHTAIIMjH OBOT TECTA Y MPOTPAMCKOM je3uKy JaBa, mpoctu (hakKTOpH ca yia3a Cy CTaB/HeHH
y tun ArrayList u onga je, kaua je morpebHO, BpLIeHa urepanuja Haj oBuM Hu30M. Jleo n — 1 tecra je
u ®epmaos rect. Kopurrhene cy dpynknuje n3 dudbaunoreke Biglnteger, uamehy ocraaux u modPow, ged,
divide, subtract. 'me rox je 6miao moryhe ymorpebibena je pyHKIMja CTEEHOBamHA KOja Ka0 apryMeHT
y3uma 1eo 6poj. Ilposepa ma mm je ¢3 — 4 - co KBajgpaT je MMILIEMEHTHpaHa jeJHOCTaBHO, KopucTehn
qumennily fga tun Biglnteger we uysa pasnomsbenu geo. Moryhe cy ebukacuuje peanu3aimje.

IlenuHoB TecT IIPOCTOCTHA

[TenuuoB Tect je BapujanTa n - 1 Tecta 3a @epmaore OpojeBe. Y3 Ilemwros Tect je mara u GyHKIN]a
KOja 3a 3amaru O6poj n u3pauynasa Pepmaos Opoj F),. JemnocraBua mmiiementanuja [lennaoBor Tecra
KODHCTH KBaJpupame Opoja 3 m onMax BPIMU u3padyHaBame 1no moaysy aaror ®epmaosor 6poja, moH-
aB/bajyhin mocrymak 2" — 1 nyra. Ako ce y oBoj for merspu KBajapupame U3BpLIaBa MOMONy (yHKIMje
modPow, npumehyje ce ga je recr snamno cuopuju. Ca apyre crpaHe, ako ce npuMenu GpyHKimja mod-
Pow na 6poj 3 1a ce oMax u3padyHa Kpajibn pe3yiaTar, ca IPBUM apryMeHTOM Tj. ekcronenTom (F,—1)/2
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¥ IPYyruM aprymeHToM F), KOju je MOIyO IO KOME Ce padyHa, OBa éep3uja umiuiemeHTtaruje IlenunoBor
Tecra je edpukacuuja. To je 300r HAUMHA HA KOJU je CTEMEHOBAME IO MOIYJy peanun3oBaHo y Biglnteger,
rae dyaknuja modPow kopuctu npuBarHe byHKIHje KOje epUKACHO BPINE y3aCTOMHO KBAJAPUPAHE U
“3padyHaBame [0 MOMYJIY CTemeHa Opoja 1Ba.
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ROIRATORAASAan0RRElS logie Bpoja BuToea sapaTor Bpoja

T'pacduiu koju ynopehyjy Bpemena mzspiunapama I[lenunoBor tecra u ¢pyukiuje isProbablePrime

Bpemena oBux TecroBa cy jJara u 'y Tabenu:

l n, Fp = 22" 11 H 6poj buToBa [ isProbablePrime pepinSimple pepin
8 257 65 10 0
9 513 90 31 15
10 1025 160 16 15
11 2049 270 78 60
12 4097 880 422 234
13 8193 5697 3088 1825
14 16385 44000 24477 14200
15 32769 288000 140369 114000
16 65537 2236045 1063157 869014
17 131073 17863437 (5h) | 8560344(2h 23min) | 6964389 (2h)

HpOCe‘IHO BpeMe U3BpIIaBarba HaBEACHUX TECTOBA NPOCTOCTH y MUJIHACEKYHIaMa

Mozxke ce mpumeruTn Ja OBa peanu3aruja IlenmnroBor Tecta omoryhasa ma ce Ha MEPCOHATIHOM PATy-
Hapy WJIN JIATITOIY 34 Marke OJ1 je/IHE CEKYHIEe MPOBEPU MPUMAIHOCT TpBuxX 12 @epmaoBux Opojena.

Jlykac-JIemepoB Tect mpocrocTu 3a MepcenoBe GpojeBe

OBaj TecT je mpaBu TECT 3a JOKA3UBAKE MPOCTOCTH KOjU MPEICTAB/ba CHEIjaaH ciaydaj n+ 1 Tecra,
r7e je mo3nara normyna dakropusanuja 6poja n+1. Jlykac-Jlemepos rect je Beoma edpukacan 3a npoBepy
npocroctu MepcenoBux OpojeBa, W ymoTpeO/beH je 3a JOKA3UBAIbE MPUMAJTHOCTH HEKHX Of HajBehmx

MO3HATUX IpOoCcTHX OpojeBa. Peanusamnuja camor tecra je, kao u IlemnHOBOr TecTa, BEOMa jeJHOCTABHA.

V3 Tect je nara u (yHKIHja KOja 33 3a4aTH pocT Opoj n u3padynasa Mepceros 6poj M, .

logio BpeMeEHa Y MWIMCEKYH A ama

n

5]

Tect:
[ red - isProbablePrime

green - MersennelucasLehrmer

[ n “ isProbablePrime [

MersenneL.ucasLehmer

i i 1279 250 20
4423 2,000 500

st 1/ 11213 28,950 7,600

. bl 44497 1,800,360 470,200

Bpemena y munucekysgama 3a npocte MepceHose 6pojese

=

logie Bpoja BuToBa zagaTor bpoja

Mepcenosu 6pojesu: Jlykac-Jlemep Hacupam isProbablePrime

OBa ummremenTtammja Jlykac-JIemeposor Tecta 3a MepcenoBe 6pojeBe omoryhasa f1a ce 3a Mame O
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jemaor muHyTa mpoBepe Mepcenosu 6pojesu M,, = 2" — 1 mo n = 23000, g0k je 3a n = 100, 003 moTpedbHO
oko 1 car.

Ha ocroBy rpadmuka m Tabese BpeMeHa W3BpINaBamba MPOTpaMa 3a HeKe O MO3HATHX MepceHOBUX
npocTux OpojeBa, W3BOMM ce 3ak/bydak na je Jlykac-Jlemepos Tect 3a MepcenoBe OpojeBe eduracHUju
on dyukmuje isProbablePrime kaza cy y muramy mpoctu MepcenoBu OpojeBu, U /18 CMO OBHM TECTOM
JIOKA3aJIi TIPUMATHOCT JaTOr MPOCTOr Hpoja.

3a ommrre Mepcenose Gpojese, oBa umiemenrtanuja Jlykac-JlemepoBor recra je cnopuja ox isProba-
blePrime, ocum xasma nanhe na mpoct Mepcenos 6poj. Tako ce mHamehe jeanocTaBan HAIHMH TPOHATAKEIHA,
mpoctnx MepceHOBUX OpojeBa: TPBO ce nycmu HeKn Op3W BEPOBATHOCHW TECT A 33 HEKOIWKO MAJUX
6a3a, Koje ce OMpajy HA OCHOBY pa3MaTpara y MOMJIaB/by 2, TPOBEpu MpuMaaHOCT MepceHoBux OpojeBa
M,, 3a n mpoct Opoj, ma tamo rae M, mpobhe TecT, OHIA C€ 33 T€ BPEIHOCTU MPUMEHYje ONTUMMU30-
Bau Jlykac-JIemepos rect 3a Mepcernose Opojese. Onrumuzaligje ce ogHoce Ha e(PUKACHE aJITOPUTME 33
KBaJPUPAIbe U Ollepaliuje Tpazkemba OCTaTKa 110 MOAYJLy. 3a Buile undopmanuja, sugeru [17, 19].

AKS Tect npocrocTu

Tecr AKS je Hermro Texe peain30BaTh y OJHOCY HA MPETXOAHO U3JT0KEHE TECTOBE. Y OBOM TECTY Ce
M3BPINABAjy OMepaluje ca MOJMHOMHUMA, 14 je O CYIITHHCKOr 3Hadaja epUKACHO U3PAIYyHABAMHE MOJIHU-
HoMma (z + a)™, opHoCHO edUKACHUje MHOXKEHE [OJMHOMA, U PadyHarbe 10 MOAyy nojauHoma " — 1 u
mo Moxyny n. Peanusamuja anropurma AKS mara je jennocraBHO, mparehin Kopake ajJropuTMma JaTor y
TIOTJIaBIbY 4.

DyHKIMja Koja HaJIa3! k-TH KOPEH pealln30BaHa je Ha OCHOBY ajiropuTMa naror y [17]. @yukunja log2
K0ja Bpaha jorapuram 3a 0cHOBY 2 3a Opojese Tuna Biglnteger peasm3oBana je Ha OCHOBY jaBHE DYHKIIHjE
bitlength oBe 6ubmoTeKe, K1ace BigDecimal u ocHOBHUX MAeHTHTETA KOjU Bazke 3a jJorapurme. Peann3o-
BaHa je PYHKIHja KOja JATH ITOJINHOM MHOXKH IIOJTMHOMOM I + @, JTi ¢e OHA 300T HeepUKACHOCTH OBAKBOT
MPUCTYIIA, PEITaBaha MTPODIeMa MHOXKEHA TIOJMHOMA He KOPUCTH Y 3aBPINHOj Bep3uju peanusanuje AKS
TecTa.

MHoXkeme 1 KBaJpHuparme MOJINHOMA Peaan30BaHU cy Ha ocHOBy Asropurma 9.6.1 m3 [17], xoju
omoryhasa 6p30 MHOXKeIE MOJMHOMA IyTeM Ounaphe cermenrtanuje (eHri. fast polynomial multipli-
cation via binary segmentation). Peanuszanuja dbyuknuje koja obaBba peayKumjy 1o mogyiay " — 1 un
ypabheHa je Ha OCHOBY jeJIHOCTABHHMX WJIEHTHTETa KOjU BayKe 3a W3padyHaBamba 1Mo oBuM Moayauma. Oe
dyHmje cy ouga yrnorpedbene y MOAu(PUKOBAHOM AJITOPATMY OMHAPHOT CTEIEHOBAA IATOr Y MONJIABIbY
3, Kako Ou OwjIe MPOBEpEeHe HEOMXOAHe OMHOMHE KOHI'DYEHIIH]E.

3a peammsanujy y JaBu ymorpebspeH je Tum nmomaraka ArrayList 3a dyBame xoedwurmjenara oapel-
enor noymaoMa (Mory ce kopuctutu u HashMap wim LinkedHashMap). Kako cy koedurujentu gaTux
monmHOMa, THTa Biglnteger, kopumhene cy MHOTe 0O TPETXOMHO HaBEAEHUX (DYHKIHjA OBe OMOIHOTEKE.

3aHUMJBUBO j€ [IOMEHYTH Ja AKO Ce yMECTO KOpaKa [BMHOMHA KOHI'DYEHIIUja] IPBO CUCTEMATCKU LPU-
vemyje Pepmaos recr 3a n, 3a 6a3e a 10 gare rpaHulie, 11a OHJA IPOBEPH A JiK Cy CBU OJAroBapajyhu
GuroMHM KoedunmjeHTH Tj. KoeduuujerTn nonuroma (x + 1)™ mo momyny " — 1 u O MOAYIY N jeTHAKY
HYyJIW, & MIPBU U TOCIEIHN KOePUIMjEHT jeaHaKn 1, v /13 JIU je CTemeH MOoJMHOMa, ofroBapajyhu, mobuja
Ce NPUIMYHO CUTYDPaH, ¥ OpKu Tect y onHocy Ha ajaropuram AKS (anu u name 3HaTHO CIOpUju y OmHOCY
HA U3JIOKEHE BepoBaTHOCHe TecroBe). OBaj TECT HPOCTOCTH BPJIO OP30 €JMMUHMINE CIOXkKeHe Opojese,
jenmHO je muTame ca KOJuKOM BepoBarHOohoMm Bpaha na je marum 6poj n mpocrt. U oBze je, Kao u Koz aJi-
roputma AKS, majBuie BpeMera yTpOIIEHO Ha M3PAYyHABaKa Ca TIOJTMHOMUMA. AKO ce KOJ GMHOMHUX
koedUIMjeHaTa NCKOPUCTH CBOjCTBO CUMETPHje, W3PAUyHABAKE je HemTo eduKaCHHje.

Crenn rpaduk BpeMeHa W3BpIIaBamba OCHOBHEe Bepauje Tecta AKS peanmsoBane y mporpaMckom
jesuky JaBa, u peanuzanuje Jlencrpune Bep3suje recra AKS y mporpamckom jesuky C Kojy cy umiiie-
verTupann Kpannan u Ilomepanc, a Koja je oae uzimoxkena paau nopehema mepdopmancu mporpama.
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F Tecr:
red - AKS.c [17] (Lenstra's version)

Tecr:
red - AKS.c [17] (Lenstra's version)
green - AksTest.java

a green - AksTest.java
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bpoj BuToBa 3apnaTor Gpoja

6poj GnToBa zapator Gpoja

Bpemena m3pmraBama ocHOBHE Bepsmje Tecta AKS m Bepsuje u3 [17]

Anammsom rpaduka ce MOXKe 3aK/by4YUTH /I3 je MOTPeOHO ynorpeburn epUKaCHUje aJrOPUTME KAKO

6 ce JOCTHUTIIO BpeMe peasnm3aimje u3 [17].
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7.6 3akJspy4dak

Y oBOM pajy MpUKa3aHW Cy HEKU OJ TECTOBA 1A JIU je 33JaTh OPOj MPOCT ¥ OIMUCAHE Cy FHUXOBE jeTHOC-
taBHe peanusamuje. Jlasbu pan mogpasymesa MomuduKaluje u ONTUMI3AIM]E JATUX TPOrpaMa, YIoTpe-
60M epUKACHIjUX AJITOpUTaMa U OOBUX TEXHUKA MIPOrpaMUpaiba, KAKO OM CBU PACIIOIOKUBH PECYPCH Ha
Haj00/pU HAYWH OUTM MCKOPHUITNEHH.

[Topen ymorpebe Beh mocrojehux OGubnmoTEeKa 3a paj ca BEIUKUM OpOjeBMMa, aKO je MOTPEOHO 13
HMMILIEMEHTAIMja TeCTOBA IPocTocTh Oyae edukacuuja, gecto ce kKopuctu nporpamcku je3uk C u Kpenpa
COTICTBEHA OHOMMOTEKA 33 PaJl, ca BEJIUKUM OpOjeBUMA.

Y oBoM pajy cy HaBeJieHe MHOTOOpOjHe pedepeHile Ha aHaJIN3e U peasn3alyje Pa3InIuTHX aJrOpH-
taMa. HazkasocT, mocToje mpuMepn Kajla pa3MaTpaHd aJrOPUTMHU HUCY KOPEKTHO OMUCAHU WA UMIIJIe-
ventupanu. IIpema cBuM uzBopuMma nHpOpPMAaNKja, JAKJIE U IPEMA OBOM PAJLy, MOPA MOCTOjATH KPUTHIKHI
OJIHOC, & MMILJIEMEeHTalM]a 0ApeheHOr TecTa IPOCTOCTH CE HE CMe 3ACHUBATHU CaMO Ha jenHoM u3Bopy [12].

Kao nmpumepu ymorpebe TecToBa MPOCTOCTH JATH CYy KPUITOCHCTEMH CA JABHUM KjbydeM. ¥ oapeh-
€HUM KPUITOrpapCKUM AJTOPUTMUMA €A TAJHUM KJbydeM Kao mTo je To amropuram AES, win y Hekum
PeHEepaTOPUMA LICEYI0CILy YajHUX HU30Ba OuroBa, (enrit. pseudorandom bit generator) Koju ce Mory Kopuc-
TUTHU 33 TEHEPUCAHE HU3A KJbY4Ya KO CUMETPUIHUX KPUIITOCUCTEMA, PAIU CE€ ¥ KOHAYHUM MPCTEHUMA, U
OJBUMA, TOJINHOMA, HJTH OpOjeBa, a CaMUM THM MMILIUIIUTHO U Ca MPOCTUM OpojeBuMa. Teopuja m3i0xkeHa,
y OBOM DaJly BaykKHa je 3a Pa3yMeBarbe OBUX AJTOPUTAMA.

Crenony CMO CTaJIHOT yCABPIIABAKA MHOTUX AJT€DAPCKUX AJTOPUTAMA, M TECTOBA JIa JIU je 3aJaTh
6poj mpoct. Teopujcka MCTpakuBama Cy BeoMa OMTHA KAKO Ou oapehenr BEpOBATHOCHW TECTOBHU ITPOC-
TOCTHY TIOCTAJIA CUTYPHU]jH, & MIPABYA TECTOBHU TOKA3AJIU MPOCTOCT MIPOBEPOM MAamer Opoja BPEIHOCTH, WJIH
jemHOCTaBHEje W OprKe OATOBOPUIIN HA MHUTAE /13 JIU je 3aJaTH OpPOoj IpocCT.

Muory KIacHYHN aJITOPUTMU MOTY €€ MOANGUKOBATH 13 PAJE Ca MOJUHOMUMA WJIN BEJTUKUM Opoje-
BuMa. Kako nepdopmarnce padyHapa CTajaHO HaIpeLyjy, a MIpUMeHa MapajieTHOT TPOrpaMUpParba ocTaje
pacmpocTpameHnja U JAKIIA, YaK U Mame e(PUKACHU aJrOPUTMHU MOTY MOCTHNW KebeHe nmbee. Kao
IIITO je PEeYEHO, IMOCTOjeé MHOTH MPOjeKTH UHjHU je /b IMPOHATAYKEhe BEMKUX MPOCTUX OpOjeBa, M MOXKe
ce NPUMETUTH J[a C€ HOBU PEKOD/M HEIPEKUHO IIPOHAIIA3E.

36or cera HaBeIeHOT, TPOOIEME 32 KOje Ce BEPYje [1a Cy TEIKH BPEMEHOM IOCTajy jeITHOCTABHU]HU 32
peliaBame, Uin IPAKTUYHO jeITHOCTABHUJU 3a PelllaBaibe.
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