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SADRZAJ 3

Uvodna rec

Inverzivna geometrija je oblast matematike koja je zabelezila intenzivan razvoj
u poslednja dva veka, i jo§s uvek je aktuelno i aktivno podrucje istrazivanja.
Razlozi za to su brojni: od raznovrsnosti drugih matematickih oblasti sa kojima
se prozima i dopunjuje, preko istaknutih primena u nauc¢ne svrhe, do svojevrsne
estetske dimenzije - bilo u smislu elegancije i veée jednostavnosti pri izvodenju
nekih matematickih dokaza, ili konkretnih umetnickih ostvarenja koja se njome
sluze. Ona se u inverzivnoj ravni, prema Kleinovom Erlangenskom programul,
moze definisati kao geometrija koja se bavi svojstvima figura invarijantnim pri
kruznim transformacijama. Upravo ¢ée te transformacije zauzimati centralno
mesto u ovom radu, a posebno njihovo dejstvo u izdvojenim skupovima krugova
- snopovima, koji imaju sustinsku ulogu u konformnim modelima neeuklidskih
geometrija.

Najveéi deo literature na koju je autor naiSao, a koja se sistematski i ekstenzivno
bavi ovim transformacijama je podrazumevala analiticki, i narocito pristup iz
ugla kompleksne analize. U ovom radu se pruza jedan drugaciji, najpre u osnovi
sinteticki, euklidski pristup u ravni, a potom i njegovo uopstenje na trodimen-
zioni prostor, i naposletku analiticki u n-dimenzionom prostoru. Stoga su neke
od poznatih tema i stavova koji su u tekstovima bibliografije predoceni i dokazi-
vani u kompleksnoj ravni, predstavljeni pomenutim sintetickim putem. Takode,
radi kompaktnijeg izlaganja materije i pedagoskog momenta, nekoliko original-
nih pojmova su uvedeni na samom pocetku (radikalna tacka, radikalni krug u
prosirenom znacenju, inverzija u snopu), kao i radikalna sfera i snopovi sfera
kasnije. ”Snop krugova” i "medijacikl” su termini u prevodu autora (bundle of
circles, mid-circle, eng.) jer na odgovarajuée nije naisao u domacoj literaturi.
Ravanske konstrukeije su radene u programu WinGCLC (v. 2009).

U prvoj glavi se polazeéi od potencije tacke zasniva niz drugih potrebnih osnov-
nih pojmova: radikalna tacka, osa, centar, krug, pramenovi i snopovi krugova i
inverzija u snopu. U drugoj glavi je dato klasi¢no izlaganje inverzije u odnosu
na krug, ispitivanje njenih invarijanti, primene u reSavanju odabranih problema
i uvodenje euklidskog modela inverzivne ravni. Kruzne transformacije i nji-
hova osnovna svojstva, zatim klasifikacija i dejstvo uz graficki prikaz, a potom
konstrukcija njihove slike pomoéu karakteristicnog paralelograma i ponasanje
u krugovima snopa — tema su tre¢e glave. U cetvrtoj glavi se kao analogon
niza odgovarajuéih pojmova u ravni, uvode u trodimenzionom prostoru: po-
tencija tacke u odnosu na sferu, radikalna ravan, centar, sfera, pramenovi i
snopovi sfera, i inverzija u snopu sfera. Sferna inverzija kao produzenje kruzne
inverzije na sferu, te sferni model inverzivne ravni konstruisan pomocu stere-
ografske projekcije dati su u petoj glavi. U Sestoj glavi se kruzni snopovi i
transformacije razmatraju kao osnovni ¢inioci konformnih modela euklidske i
neeuklidskih geometrija. Analiticka generalizacija sferne inverzije i njenih svoj-
stava u n-dimenzionom euklidskom prostoru obraduje se u sedmoj glavi. U
osmoj su ponudeni elementi aksiomatskog pristupa inverzivnoj geometriji. Naj-
zad, deveta glava u istorijskom svetlu zaokruzuje inverzivnu geometriju koja je
prikazana u prethodnom delu rada.

1 Christian Feliz Klein: Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschun-
gen, Erlangen, 1872.
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1 Kruzni snopovi

U ovoj glavi sva razmatranja ¢e biti u domenu euklidske planimetrije. Njih
¢emo potom u narednim glavama preneti i proSiriti na tzv. inverzivnu ravan i
prostor. Prvi pojam koji uvodimo i koji predstavlja osnovni gradivni element
daljeg izlaganja bice potencija tacke u odnosu na krug. Ovaj specifican, metricki
odnos tacke i kruga posluziée nam da definiSemo i ispitamo odredene familije
krugova i neka tim familijama pridruzena preslikavanja, a koja su predmet ovog
rada.

1.1 Potencija tacke u odnosu na krug

Stav 1.1 Neka je tacka P u ravni kruga k(O,r). Proizvod rastojanja tacke P
od bilo koje dve tacke na krugu k sa kojima je kolinearna je konstantan broj.
Ako su pritom rastojanja usmerena, taj broj iznosi PO? — r2, i njega zovemo
potencija tacke P u odnosu na krug k, i oznacavamo sa p(P, k).

Dokaz Neka su A i B tacke kruga k kolinearne sa P. Ispita¢emo tri sluc¢aja:
1) Ako je P spoljasnja tacka kruga, onda nije A — P — B?, pa uzmimo da je
npr. P — A — B. Tada su trouglovi PAT i PTB sli¢ni (imaju zajednicki ugao i
/PTA=/PBT), paje PA: PT = PT : PBtj. PA-PB = PT? = PO? —r2.
. =t ? . ? 2 2 2
Kako nije A— P — B, sledi PA- PB >0, pa je PA- PB = PT* = PO* —r=.
2) Ako P pripada krugu k (tj. poklapa se sa A ili B), tada je P—1>4 . ﬁ =0=
PO? — 2,
3) Ukoliko je P unutar kruga, tada je A — P — B. Neka su A; i B; presetne
tacke prave OP sa krugom k (i neka je A1 — P — O ). Zbog podudarnosti
odgovarajucih periferijskih uglova, trouglovi APB; i A1 PB su sli¢ni, pa je AP :
A1P = PB; : PB, tj: PA-PB_)z PA,-PBy = (r—PO)-(r+PO) =r? - PO?.
Kako je A— P — B, tada je PA- PB = PO? — 2. [

Slika 1:

2Sa A — B — C oznacavamo relaciju na pravoj da je tacka B izmedu tacaka A i C
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Primetimo da je tacka van/na/unutar kruga ako i samo ako je njena potencija
u odnosu na taj krug veéa/jednaka/manja od nule. Ako je tacka P van kruga
k,i T dodirna tacka tangente na k kroz P, tada je p(P, k) = PT?. Ako je tacka
P unutar kruga, i T" krajnja tacka tetive kroz P upravne na pravu OP, tada je
p(P, k) = —PT?.

1.2 Radikalna osa, centar, krug. Pramenovi i snopovi kru-
gova. Inverzija u snopu

U ovom odeljku odredi¢emo i baviéemo se posebnim skupom tac¢aka u ravni -
koje imaju jednake potencije u odnosu na visSe datih krugova te ravni. Navedimo
najpre neke pojmove koji ¢e se koristiti:

Ugao izmedu dva kruga ravni u njihovoj presecnoj tacki je ugao izmedu njihovih
tangenata u toj tacki. Za dva kruga se kaze da su ortogonalni ako zaklapaju
prav ugao u svakoj zajednickoj tacki. Za pravu odredenu centrima dva nekon-
centricna kruga kazemo da je njihova osa. Za Cetiri ili vise tacaka kazemo da su
konciklicne ako pripadaju istom krugu. Dve tacke kruga su suprotne na njemu
ako su one krajnje tacke nekog njegovog prec¢nika. Ukoliko su razliciti, za krug
k kazemo da polovi krug | (odnosno da je I ekvator od k), ako k sadrzi dve
suprotne tacke na .

Lema 1.2 Neka su k(Og, i) i 1(Oy, 1) dva kruga. Tada je k ortogonalan na l

< ri=p(O,l), ak je ekvator odl < 1} = —p(O,l).

Dokaz Neka se kil seku u A i A’. Za ortogonalne krugove k i [ tvrdenje
direktno sledi iz toga sto je trougao AOxO;A pravougli i definicije potencije
tacke.

Krug k je ekvator od I <= Tacke A i A’ su suprotne na k
—  ANO0LA = NOOLA
— L00A=/0,0L,A =7/2
— L0,0tAX LO,0A =1/2
=  O1A? — 0L A% = 0,07 (tj. r} — 12 = 0,03)
(prema (obrnutoj) Pitagorinoj teoremi)
= ri=—p(Ol)

O

Za svaku tacku koja ima jednake potencije u odnosu na dva ili vise zadatih
krugova kazemo da je radikalna tacka tih krugova. Primetimo da takva tacka
mora biti istovremeno na, van ili unutar njih.

Stav 1.3 Tacka O je radikalna krugovima k il ako i samo ako je ona njihova
zajednicka tacka ili centar zajednickog ortogonalnog kruga (kada je van njih) ili
centar zajednickog ekvatora (kada je unutar njih).
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Dokaz Neka je O proizvoljna tacka. Tada koristeéi prethodnu lemu dobijamo:

0 <= O¢€k,l
p(0,k) =p(0,1) = 7 «— Ek(O,7) Lk,
—72 <= k(O,7) ekvator od k, 1.

Krug k(O,+/|p|), gde je p = p(O, k) = p(O, 1), koji moze imati tri tipa, tj. koji
predstavlja zajednicku tacku (degenerisan slucaj), ortogonalni krug ili ekvator
krugova k i I, zovemo radikalnim krugom tih krugova.

Dakle, za date krugove, centar svakog njihovog radikalnog kruga je njihova
radikalna tacka, i ona u potpunosti odreduje taj radikalni krug. Pronadimo
sada skup svih radikalnih tacaka dva kruga.

Stav 1.4 Na osi dva nekoncentriéna kruga jedinstveno je odredena njihova ra-
dikalna tacka. Prava kroz tu tacku upravna na osu je skup svih radikalnih tacaka
tih krugova, i ona se naziva radikalna osa tih krugova.

Dokaz Neka su k(O,r), k'(O',r"), r > r' ta dva nekoncentri¢na kruga i neka
je S ={P|p(P, k) = p(P,k")} skup njihovih radikalnih tacaka, a ¢ njihova osa.
Pronaéi ¢emo presek skupa S sa pravom ¢ - pokaza¢emo da je to jedinstveno
odredena, radikalna tacka @, i konstruisa¢emo je. Zatim ¢emo pokazati da ona
i sve ostale tacke skupa S predstavljaju pravu koja je u @ upravna na q.

Neka je D tacka te ravni takva da je DO’ 1 OO' i DO"? = r'? — r2. Pokazimo
da je pomenuta tacka ) zapravo presec¢na tacka prave g i medijatrise duzi OD.
Naime

QeqgnsS <« Qecq A 0Q*—r2=0Q>—1"?
e Qecqg A OQ*—0Q*=r?—1"?2=DO?=DQ*- Q0%
<~ Q€q A DQ*=0Q?

<— @ €q N Q pripada medijatrisi duzi OD

Ako je P proizvoljna tacka ravni i P podnozje upravne na p kroz P, tada je

OP2 *O/P2 :7'2 77,/2

prema (obrnutoj) Pitagorinoj teoremi OP? — O'P? = 2 — /2
p(P,k) = p(P, k')

P=0.

PeS

11t

Dakle, tacka P pripada skupu S ako i samo ako je @ podnozje normale kroz P
na pravoj q tj. ako i samo ako P pripada pravoj upravnoj na ¢ u Q. Primetimo
za kraj i zasto uslov nekoncentri¢nosti u iskazu stava: ako bi bilo O = O/,
jednakost potencija tacke u odnosu na oba kruga povlaci r = r’/, tj. da se
krugovi poklapaju. O
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Slika 2: Konstrukcija radikalne ose krugova

Odredimo radikalnu osu neka dva kruga u zavisnosti od toga da li se oni seku,
dodiruju ili su disjunktni:

Ako se dva kruga seku, presecne tacke su im radikalne, pa je njima odredena
radikalna osa. Kada se dva kruga dodiruju, njihova radikalna osa je zajednicka
tangenta u tacki dodira (jer dodirna tacka im je radikalna, a radikalna osa je
upravna na osu krugova). Najzad, ako su krugovi k£(O,r) i k'(O’,r") disjunktni,
za, konstrukciju njihove radikalne ose dovoljno je odrediti jednu njenu tacku
(radikalna osa ée biti upravna kroz tu tacku na pravu OO’). Ako je I neki krug
koji sece k u tackama A, B i sece k' u tackama A’, B’, presek pravih ABi A’B’
je tacka koja pripada radikalnoj osi (slika 2, desno).

Skup svih krugova ravni od kojih svaka dva imaju za radikalnu osu istu pravu
s, naziva se pramen krugova, a prava s radikalna osa tog pramena krugova. Za
krugove nekog pramena kazemo i da su koaksijalni.

Neka su k£ i | dva proizvoljna kruga nekog pramena P ¢ija je radikalna osa p.
Tada je p upravna na ose svih parova krugova tog pramena, pa su njihovi centri
kolinearni na osi k i [, koju zovemo i osom tog pramena. Proizvoljna tacka na
radikalnoj osi p je radikalna tacka svakog para krugova pramena, pa ima jednaku
potenciju u odnosu na sve njegove krugove. Zato presek k i [ predstavlja ujedno
i presek svih parova krugova tog pramena. Prema tome da li je taj presek dva
proizvoljna kruga k i [ pramena (pa i svaka dva kruga pramena) 2, 1, ili 0 tacaka,
za pramen kazemo da je elipticki, parabolicki ili hiperbolicki. Ako se k il seku u
A i B, svi krugovi tog (eliptickog) pramena ¢e sadrzati A i B; pritom, ukoliko
je m proizvoljan krug kroz A i B, tada on sece svaki krug tog pramena u tim
tackama, tj. njima je s radikalna osa, pa m pripada pramenu. Ako se kil
dodiruju u A, onda ¢ée i svaki krug tog (parabolickog) pramena dodirivati k (i
1) u A; uslucaju da je m proizvoljan krug koji dodiruje k u A, tada je A jedina
zajednicka tacka kruga m i svakog kruga tog pramena, tj. p im je radikalna osa,
pa i m pripada tom pramenu. Najzad, ako su k i [ disjunktni, onda ¢e i svi
krugovi tog (hiperbolickog) pramena biti medusobno disjunktni.

Iz prethodnog zakljucujemo da elipticki pramen krugova ¢ine svi krugovi kroz
neke dve tacke A i B, i njega tada oznacavamo sa el[AB], a paraboli¢ki pra-
men krugova ¢ine svi krugovi tangentni na neki krug & u tacki A, i njega onda
oznacavamo tada sa palk, A]. Konstrukciju hiperbolickog pramena ¢emo preciz-
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nije odrediti posto uvedemo pojam upravnih pramenova krugova.

Slika 3: Elipticki, parabolicki i hiperboli¢ki pramen krugova

Stav 1.5 Ako su k il dva kruga pramena kojima je radikalan krug k', onda je
k' radikalan svakom paru krugova tog pramena.

Dokaz Kako je centar kruga k' radikalna tacka krugova k i [, bice i radikalna
tacka svaka dva kruga tog pramena, a time i &’ njihov radikalni krug.OJ

U zavisnosti da li je k' zajednicka tacka, ortogonalan krug ili ekvator, direktno
sledi:

Lema 1.6 Ako dva kruga sadrie neku tacku P, imaju ortogonalan krug [ ili
ekvator ', tada © svaki krug njihovog pramena redom sadrzi P, ortogonalan je
na l ili ima ekvator T.

Stav 1.7 Neka su k il dva kruga nekog pramena P, i k' il neka dva njima
radikalna kruga odredenih tipova. Tada taj pramen P cine svi parovi krugova
kojima su radikalni k' 1 ', istih tipova.

Dokaz Centri krugova k' i I’ su radikalne tacke krugova k i [, pa odreduju
radikalnu osu pramena P, i imaju jednake potencije u odnosu na sve kru-
gove iz P, pa su k' i I’ radikalni svakom paru krugova pramena, sa tom od-
govarajuc¢om potencijom. Ako su m,n krugovi kojima su radikalni &’,1’, tada
iz k' = K(Op,\/p(Or,m)) = K (O,/p(Or,n)) = K (Or,/p(Or, k) =
k' (Okr, +/p(Oxs, 1)), 1 obzirom da je k' istog tipa u odnosu na m,n, k, [, vidimo
da ¢e p(Og,m), p(Oxr,n), p(Opr, k), p(Ogr,1) biti istog znaka, pa i medusobno
jednake, i zato ¢e Oy biti radikalna tacka krugova m, n, k, [ i slicno dobijamo
za Oy, tj. svaka dva od njih imaju za radikalnu osu istu pravu O Oy, pa su i
svi oni koaksijalni.[]

Na taj nacin je pramen jednoznacno odreden sa svoja dva proizvoljna kruga k
il, pa ga mozemo oznaciti i sa kl. Iz prethodnog stava sledi, npr. ako neka dva
kruga k i [ imaju zajednicki ortogonalan krug k', i zajednicki ekvator I, tada ée
pramen kl da ¢ine svi krugovi na koje je ortogonalan &’ i pritom im je ekvator I’.
Takode, specijalno, ako su k' i I’ krugovi koji su ortogonalni na % il (a oni uvek
postoje, jer su im centri proizvoljne dve spoljasnje i radikalne tacke krugova k i
1), vazi sledece:

Stav 1.8 Ako su k il dva kruga nekog pramena koji su ortogonalni na krugove
k' il’', onda taj pramen cine svi krugovi ortogonalni na k' i 1'.
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Zato se pramen krugova nekad definiSe i kao skup svih krugova ortogonalnih
na neka dva kruga k' i I’. Kako centri krugova k' i I’ odreduju radikalnu osu
krugova k i [ na koje su ortogonalni, osa krugova k’ i1’ je radikalna osa pramena
kl. T obrnuto, osa pramena kl je radikalna osa pramena k’'l’. Radikalne ose
pramenova kl i k'l’ su zato medusobno upravne, pa za te pramenove kazemo
da su medusobno upravni pramenovi. Na slici 1.2 je dat njihov prikaz: jednog
punom, a drugog isprekidanom linijom. U slucaju da je kl hiperbolicki, onda ¢ée
k'l’ biti elipticki, i obrnuto; ako je kl parabolicki, takav ée bitii k’l’. To mozemo
primetiti kad uoc¢imo presecnu tacku @ radikalnih osa pramenova kl i k'l’. Ako
je k =k(Og,rk), k' = k(Oys, 1), iz ortogonalnosti radikalnih osa pramenova ki
i kK'l’, i ortogonalnosti krugova k i &/, bice

O/CQ2 + OerQ = OkO’%I = 7“% + ’I“i/,

paje Osz_T]% = _[Ok’Qz_TI%’]v t.] p(Qa k) = _p(Qa k/)v paje Q Van/na/unutar
k ako i samo ako je unutar/na/van k’.

Slika 4: Upravni pramenovi krugova

Kako je svaki pramen odreden na njega upravnim pramenom (stav 1.8), sa
h[AB] ¢emo oznaciti hiperbolicki pramen na koga je upravan pramen el[AB], i
za tacke A, B ¢emo reéi da su granicéne tacke pramena h[AB].

Primetimo da je radikalna osa pramena el[AB] prava AB, a pramena h[AB] me-
dijatrisa duzi AB (tacke A, B su simetri¢ne u odnosu na osu pramena el[A, B],
jer ona sadrzi centre njegovih krugova, i radikalna je pramenu h[AB]).

Opisimo sada konstrukciju hiperbolickog pramena krugova upravnog na zadati
elipticki pramen mn. Presec¢ne tacke A, B krugova m i n bi¢e grani¢ne trazenom
hiperbolickom pramenu. Pokaza¢emo da ¢e onda svaki od krugova iz tog pra-
mena h[AB] biti tzv. Apolonijev krug u odnosu na tacke A i B, tj. predstavljace
geometrijsko mesto tacaka ¢iji je odnos rastojanja od te dve tacke neka kons-
tanta. Zaista, ako je M proizvoljna tacka na nekom krugu k(O,r) iz h[AB|
koji se¢e pravu AB u tackama C i D (slika 5), kako je OA - OB = r? (jer je
to potencija tacke O u odnosu na bilo koji krug I iz el[AB], imajuéi u vidu
da je I ortogonalan na k i da je r duzina tangentnog odsecka iz O na [), vazi
(OA—7r)-(OB+r)=(r—0B) - (r+0A), tj. AC:CB = AD : BD. Ukoliko
su F i F redom presecne tacke prave kroz B koja je paralelna pravoj AM, sa
pravama CM i M D, imamo na osnovu Talesove teoreme AM : EB = AC :
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CB = AD : BD = AM : BF, pa je EB = BF, a kako je ugao ZEMF prav,
bite EB = BF = BX,paje AM : MB = AC : CB = AD : DB. Iz te jed-
nakosti, tacka C bice prese¢na simetrale ugla AM B i prave AB3, a D presecna
prave kroz M upravne na MC' i prave AB. Dakle, ako imamo zadate grani¢ne
tacke A, B hiperbolickog pramena, i bar jednu tacku M nekog njegovog kruga,
taj krug i konstruiSemo nad prec¢nikom CD.

Slika 5: Krug hiperbolickog pramena je Apolonijev krug u odnosu na grani¢ne
tacke tog pramena

Pogledajmo, s druge strane, konstrukciju eliptickog pramena upravnog na dati
hiperbolicki pramen mn. Grani¢ne tacke A i B hiperbolickog pramena bice
presecne tacke ose krugova m i n, i kruga ¢iji je centar prozivoljna tacka O na
njihovoj radikalnoj osi, a polupre¢nik mu je tangentni odsecak iz O na npr. m.

Otuda dobijamo i elipticki pramen el[AB] upravan na mn.

Ako su data neka tri kruga - odredimo
njihovu radikalnu tacku:

Stav 1.9 Radikalne ose triju neko-
aksijalnih krugova pripadaju pramenu
pravih. Ako postoji presecna tacka tih
osa, ona je jedina radikalna tacka tih
krugova, i naziva se jos i radikalnim
centrom tih krugova®.

Dokaz Pretpostavimo da tri kruga
ne pripadaju istom pramenu i da ni-
koja dva nisu koncentri¢na. Tada oni,
par po par, odreduju tri razlicite ra-
dikalne ose. Ako se bilo koje dve od Slika 6: Konstrukcija radikalnog centra
njih seku u nekoj tacki, ta tacka ima
jednake potencije u odnosu na sva tri

3”Simetrala naspramnog ugla ivice trougla deli tu ivicu u razmeri preostale dve odgova-
rajuce ivice” je reformulacija treéeg stava Seste knjige Euklidovih Elemenata [15, 258.str]

4Zaklju¢ujemo da tri kruga imaju radikalni centar ako i samo ako njihova sredista ¢ine
temena trougla. No, ako su radikalne ose paralelne, moze se usvojiti da je njihov presek, tj.
radikalni centar, specijalna, beskona¢no daleka tacka
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kruga, pa ona pripada i tre¢oj osi. Otuda se one sve ili seku u istoj tacki, ili su
paralelne.[]

Iz poznatih svojstava radikalne tacke krugova (stav 4.3), radikalni centar tri
nekoaksijalna kruga (imavsi u vidu njegovu jedinstvenost) predstavlja centar
njihovog jedinog zajednickog radikalnog kruga, odnosno:

Stav 1.10 Radikalni centar tri nekoaksijalna kruga je njihova jedina zajednicka
tacka ili centar jedinog zajednickog ortogonalnog kruga (kada je van njih) ili
centar jedinog zajednickog ekvatora (kad je unutar njih).

/ . i‘

/ AN
/ \
| P \
\ o

]
\ /
@ |
/
e
_ 7

Slika 7: Radikalni centar P tri nekoaksijalna kruga (koji su ujedno generatrise
kruznog snopa)

(2

Skup svih krugova ravni od kojih svaka tri imaju za radikalni krug isti krug
«, naziva se kruzni snop. Neposredno sledi da i svaka tri nekoaksijalna kruga
snopa imaju isti radikalni centar (koji ¢emo stoga zvati i radikalnim centrom
tog snopa, a krug « - radikalnim krugom snopa), odnosno:

Stav 1.11 Snop krugova je skup svih krugova sa zajednickom tackom, ortogo-
nalnim krugom ili ekvatorom. Za njega tada kaZemo da je parabolicki, hiper-
bolicki ili elipticki snop, redom.

Vidimo da je potencija centra snopa u odnosu na njegove krugove redom jed-
naka, veca ili manja od nule. Kako je snop jednozna¢no odreden svojim radi-
kalnim krugom i tipom, paraboli¢ki/hiperbolicki/elipticki snop krugova kome je
radikalan krug « éemo oznacavati redom sa PS(a), HS(«), ES(a). Na osnovu
stava 1.10 vidimo da je svaki snop takode odreden sa svoja tri nekoaksijalna
kruga k,l,m, pa se stoga oznacava i sa klm, a za krugove k,l, m tada kazemo
da predstavljaju njegovu generatrisu.

Stav 1.12 Ako krugovi k i | pripadaju nekom snopu, onda i pramen kl pripada
tom snopu.

Dokaz Neka su krugovi k£ i [ iz snopa kome je radikalan krug «, i neka je m
proizvoljan krug pramena kl, a n,p proizvoljni krugovi tog snopa. Tada centar
O tog snopa ima jednake potencije u odnosu na k, [, pa zato i u odnosu na m,
ali i u odnosu na n,p, tj. O je radikalan centar krugova m,n,p,k,l, i « im je
radikalni krug, pa i m pripada tom snopu.lJ



1 KRUZNI SNOPOVI 12

Stav 1.13 Krugovi snopa kroz neku tacku, razlicitu od njegovog centra, pripa-
daju eliptickom pramenu tj. prolaze kroz jos jednu tacku.

Dokaz Neka je tacka O centar snopa, i k krug tog snopa kroz A, tada on
se¢e pravu p = OA jos u nekoj tacki A’, pa je pNk = {A A'}. Neka je
[ proizvoljan krug tog snopa kroz A, onda on sece krug k u jo$ jednoj tacki
X #A, knl={A, X} Kako kil pripadaju istom snopu, njihova radikalna
osa - prava X A ¢e sadrzati radikalni centar snopa O, pa su X, A, O kolinearne,
paXep XekiXepnk={A A}, X#A pajeX=A.0

Tipove snopova mozemo razluciti i po njihovoj esencijalnoj razlicitosti u smislu
incidentnosti: u eliptickom se svaka dva kruga seku (ali ne svi u istoj tacki) i
svaki pramen je elipticki, u parabolickom svi krugovi prolaze kroz istu tacku,
pri éemu su pramenovi elipticki ili parabolicki, a u hiperbolickom snopu postoje
disjunktni krugovi, dok pramenovi mogu biti bilo kog tipa.

Uoc¢imo jednu osobinu snopa (koja moze posluziti i kao njegova alternativna
definicija):

Stav 1.14 Snop klm je najmangi skup krugova koji sadrzi nekoaksijalne k,l,m
i sa svaka dva od svojih krugova, sadrzi i ceo pramen koji oni daju. Odnosno,
Elm = N{Sk,I,m € SA (u,v e S =ww CS)}.

Dokaz Neka je o radikalan krug snopa klm. Oznac¢imo sa A = [{S|k,l,m €
S A (u,v €S = uv CS)}. Pokazimo da je A = klm. Vidimo da k,l,m € kim;
ako u,v € kim, onda iz stava 1.12 imamo uv € klm, pa je A C klm. Pokazimo
i da je klm C A. Neka je n € klm proizvoljan, tako da Q € n,Q ¢ k,I,m.
Tada postoje krugovi k1 i ko redom pramenova kl i Im kroz tacku ). Kako
n, ki, ke € klm, i prolaze kroz @, na osnovu stava 1.13 prolaze kroz jos jednu
tacku, tj. pripadaju istom pramenu, odnosno n € k1ky € A (k1 i ko su dobijeni
formiranjem pramenova pocev od krugova k, [, m). O
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2 Inverzija u odnosu na krug

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Za dve tacke kazemo da su medusobno inverzne u odnosu na snop ako su
presecne tacke krugova nekog eliptickog pramena tog snopa. Na osnovu stava
1.13 vidimo da svaka tacka osim centra snopa ima jedinstvenu njoj inverznu
tacku. Otuda se moze definisati preslikavanje koje svakoj tacki dodeljuje njoj
inverznu tacku u odnosu na neki snop (osim njegovom centru), i to preslikavanje
onda zovemo inverzijom u odnosu na taj snop.”

Neka je S snop kome je radikalan krug o = (O, r), i neka su P i P’ inverzne u
odnosu na 8, i pritom je k krug iz S koji sadrzi P i P’. Ako je S ne-parabolicki,
tacke P i P’ su tada kolinearne sa njegovim centrom O (jer je PP’ radikalna
osa eliptickog pramena snopa, pa sadrzi njegov centar). U slucaju da je S

hiperbolicki, bi¢e p(O, k) = OP-OP' = 72 (jer je k L 1). Ako je S elipticki,
bi¢e p(O, k) = OP - OP’" = —r? (jer k sece [ u suprotnim tackama @ i @', pa je
p(O,k) = Oﬁ -0Q" = —r?). Najzad, ako je S parabolicki, p(O, k) = 0.

Uocena svojstva inverznih tacaka ¢e nam posluziti za njihove ekvivalentne defi-
nicije u odgovaraju¢im tipovima snopova:

Neka je S(a(O,r)) snop krugova. Preslikavanje I, koje tacku P # O slika u
tacku P’ na pravoj OP tako da je OP - OP' = r? zovemo inverzijom u tom
snopu, pri ¢emu vazi:

1) ako je snop hiperbolicki, tacke P i P’ su sa iste strane tacke O (i tada za tu
inverziju kazemo i da je hiperbolicka, odnosno da je inverzija u odnosu na krug
k)

2) ako je snop elipticki, tacke P i P’ su sa raznih strana tacke O (i tada za tu
inverziju kazemo i da je elipticka)

3) ako je snop parabolicki, tacka P’ je zajednicka tacka svih krugova (tj. r =0,
a inverzija je parabolicka)

Vidimo da je elipticka inverzija kompozicija hiperbolicke inverzije i centralne
simetrije u odnosu na centar O kruga «. U narednom izlaganju ¢emo zato
najpre i najviSe posvetiti paznju osobinama hiperbolicke (tj. inverzije u odnosu
na krug), a potom ¢ée iz njih slediti i odgovarajuéa svojstva elipticke inverzije
(naziva se jos i antiinverzija). Parabolicka je trivijalna kao preslikavanje svih
tacaka u jednu. Stoga kada se bude govorilo o pojmu inverzije, podrazumevace
se da je hiperbolicka, osim ukoliko se ne naglasi drugacije.

Posmatrajmo u ravni ravni E inverziju I : P — P’ u odnosu na krug k(O,r).
Ona, dakle, slika tacku P u tacku P’ na polupravoj (OP tako da je OP-OP' =
r2. Krug k, njegov centar O i polupreénik r zovemo redom: krug, centar i
poluprecénik inverzije. Vidimo da je inverzija bijekcija ravni E bez tacke O u
sebe, I, : E\{O} — E\{O} (otuda se naziva i kvazi-transformacijom euklidske

ravni). Ako skup EY = E\{O} nazovemo probusenom ravni E u tacki O, onda

5za medusobno inverzne tacke se kaze i da su simetriéne - motivaciju za taj naziv videéemo

u odeljku ”Odnos inverzije i osne refleksije”
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je inverzija bijekcija probusSene ravni. Uo¢imo da ako je tacka P inverzna tacki
P', tada je i P inverzna P, pa je inverzija i involutivna, tj. I? = Id. Za datu
tacku P opisimo konstrukciju njoj inverzne tacke P’ u odnosu na krug k(O, r):

Slika 8: Konstrukcija para inverzniih tacaka

Ako je P u spoljasnjosti kruga, neka je T' dodirna tacka tangente kroz P na
krug, i P’ podnozje normale iz T na pravoj OP. Tacka P’ je inverzna tacki P
jer su trouglovi OPT i OTP’ sliéni, pa vazi OP : OT = OT : OP’, odnosno
OP-OP' = 0T? = r2.

Ako je P u unutrasnjosti kruga, i tacka T prese¢na upravne na OP u tacki P
sa krugom k, P’ dobijamo kao presek tangente kroz T i prave OP (jer su iznova
OPT i OTP’ sli¢ni trouglovi).

Polara tacke P je prava upravna na pravoj OP u tacki P’.
Na osnovu definicije (i konstrukeije) inverzije zaklju¢ujemo:

Stav 2.1 Inverzija slika unutrasnjost kruga inverzije bez centra O u njegovu
spoljasnjost, i obrnuto, njegovu spoljasnjost u unutrasnjost bez centra O. Tacka
je invarijantna pri inverzigi ako i samo ako pripada krugu inverzije.

Primetimo za kraj ovog uvoda u inverzivno preslikavanje, i jedno svojstvo sla-
ganja inverzija u koncentri¢nim krugovima.

Stav 2.2 Kompozicija dve inverzije sa zajednickim centrom je homotetija ¢iji
je koeficijent kvadrat odnosa njihovih polupreénika.

Dokaz Ukoliko se prvom inverzijom u krugu k(O,r) tacka P slika u tacku P’,
a drugom inverzijom u krugu k’(O,r’) P’ slika u tacku P”, iz OP - OP' = r? i
OP'-OP" = "2, dobijamo OP"/OP = (r'/r)?, i pritom su O, P, P’ kolinearne.
U

2.2 Slike figura pri inverziji

U odeljku koji sledi pronaéi ¢emo i prouciti redom slike: parova i trojki tacaka
pri inverziji, a zatim pravih i krugova u ravni.

Stav 2.3 Neka inverzija sa centrom O slika dve tacke A 1 B u tacke A’ i B’.
Tada su trouglovi AOB i B'OA’ slicni, a rastojanje izmedu tacaka A’ i B’ je
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dato sa:

Slika 9: Slika para tacaka pri inverziji

Dokaz Iz definicije inverzije imamo: OA-OA’' = r? = OB -OB’, pa je OA :
OB’ = OB : OA’, a kako je i LZAOB = LA'OB’, trouglovi AOB i B'OA’ su
slicni. Onda se odnos izmedu rastojanja tacaka, i rastojanja njihovih slika pri
inverziji dobija iz: A’B’: AB = OB’ : OA=1r%:(0OA-OB), pa sledi formula iz
tvrdenja. OJ

Ako je ® neka figura ravni E i O tacka te ravni, oznagimo sa ®° = ®\{0}.

Stav 2.4 Neka je I, : X — X' inverzija u odnosu na krug k(O,r) ravni E. Ako
je p prava, al krug te ravni, tada:

(i) ako O € p, tada je (p©)" = p©

(ii) ako O & p, p' je krug koji sadrzi tacku O, bez te tacke®
(iii) ako O € 1, (1°)" je prava koja ne sadrzi tacku O

(iv) ako O &€ 1, ' je krug koji ne sadrZi tacku O

Dokaz Pri ovom dokazu koristi¢emo da ako za skupove A1 B vazi A’ C B, da
je onda A C B’, obzirom na involutivnost i bijektivnost inverzije.

(i) Neka je X tacka prave p razlicita od O (slika 10, levo), tada X’ pripada
polupravoj (OX, dakle pravoj p, pa je (p@) C p©.

(ii) Neka je tacka P podnoZzje upravne iz tacke O na pravoj p (slika 10, sredina).
Tada je P # O jer O ¢ p, pa P’ postoji . Neka je X proizvoljna tacka prave p
razlicita od P. Na osnovu stava 2.3 trouglovi AOPX i AOX'P’ su sli¢ni, pa
je ZOX'P = ZOPX = 7/2, i zato X' pripada krugu j nad preénikom OP’.
Kako je X’ # O, sledi X’ € j©, pa je p’ C j©. Obrnutim koracima za X € j©
dobijamo da X’ € p, pa () C p, odnosno j° C p'.

(iii) Ovaj deo sledi iz (ii) (ako zamenimo j sa l), kako je [© = p’ (p prava
odgovarajuéa krugu 1), biée (1°)" = p (slika 10, sredina).

6tj. p’ = j© za neki krug j kroz O
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Slika 10: Slike prave i kruga pri inverziji

(iv) Neka su A i B presecne tacke prave odredene sa O i centrom kruga [, sa
krugom [, i neka je npr. O—A— B (slika 10, desno). Izaberimo proizvoljnu tacku
X na [ razlicitu od A, B. Tada su sli¢ni parovi trouglova AOAX, AOX'A’ i
ANOBX, ANOX'B’,pajei ZAX'B'= /AX'O-/B'X'0O = /0AX—-/0BX =
m/2, pa X' pripada krugu nad preénikom A’B’. T u drugom smeru, dobijamo
da se svaka tacka kruga nad A’B’ slika na krug I. Analogno se obraduje slucaj
O-B-A. 0O

Kao sto se transformacije izometrije i slicnosti euklidske ravni ispituju i dele na
direktne i indirektne u zavisnosti od njihovog dejstva na orijentaciju trouglova,
mozemo se zapitati da li i inverzija ima neki uticaj i kakav na orijentisanost
odredenih objekata. Kako nas zanima sama orijentacija, mozemo npr. umesto
trouglova razmatrati krugove koji su oko njih opisani. (Recimo, za krug se uzima
da je pozitivno orijentisan ako pri kretanju po njemu unutrasnja oblast ostaje
sa leve strane). Ukoliko izdvojimo ne proizvoljan, veé dovoljno mali krug koji
ne sadrzi centar inverzije [6, 258.str], posmatrajuéi sliku 10, desno, mozemo
primetiti da tacke A i B opisuju krug k£ u suprotnim smerovima, dok tacke B
i A’ opisuju redom krugove k i kK’ u istom smeru. Dakle, inverzne tacke A i
A’ odgovaraju suprotnim smerovima, pa se moze reéi da je inverzija indirekina
transformacija. Drugo razmatranje bi bilo: inverzija ¢uva orijentaciju bilo kog
kruga ako je njen centar unutar tog kruga, a u suprotnom je menja [20, 46.str].

Ako je figura ® prava/krug ravni E, skup ®© éemo zvati pravom /krugom probusene
ravni E. Ako ® sadrzi O, kazemo da ®© prolazi kroz/sadrzi O u E©. Tada
prethodnu teoremu mozemo formulisati u probusenoj ravni kao: inverzija slika
pravu ili krug u pravu ili krug. Pri tom, prava se slika u pravu ako i samo
ako sadrzi centar inverzije. Krug se slika u krug ako i samo ako ne sadrzi cen-
tar inverzije. Prava koja ne sadrzi centar inverzije O se slika u krug kroz O, i
obrnuto.

Stav 2.5 Pogodnim krugom inverzije se bilo koje tri razlicite tacke A, B,C
mogu slikati v temena trougla A’ B'C’ podudarnog datom trouglu A", B",C".

Dokaz Pretpostavimo da postoji takva inverzija koja tacke A, B, C' slika redom
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u tacke A’, B’ C’, takve da je AA’B’C’ podudaran zadatom AA"”B”C" (slucaj
kada su A, B,C kolinearne se posebno razmatra). Na osnovu osobina njenog
kruga inverzije do¢i ¢emo do dovoljnih podataka za njegovu konstrukciju. Vi-
dimo da su sliéni trouglovi AOBC i AOC'B’', AOAC i ANOC'A’, NOAB i
AOB’A’. Obzirom da su O, B, B i O,C, C" trojke kolineranih tacaka, i posma-
trajuéi uglove u AB’OC" i AA’B’C" imamo da je:

/BOC = /B'OC’

7 — (LOB'C' + Z/0C'B)
LA+ ZAB'O+2£AC'O
= LA+ /BAO + ZLOAC

Dalje je ZBOC = /A + /A" ako O pripada uglu CAB koji sadrzi duz BC,
odnosno ZBOC = 21— (£LA+ZA’), usuprotnom. Pretpostavimo zato da je O u
unutrasnjosti trougla ABC' (a analogno se razmatra kada se O nade u bilo kojoj
drugoj oblasti na koju prave odredene stranicama trougla ABC razbijaju ravan).
Onda je Z/ZBOC = LA+ /A, islicno ZAOC = /B+/B', ZAOB = /C+/£C".
Otuda tacka O € GMT(BC,ZA + ZA"YNGMT(AB, ZC + £C"), gde smo sa
GMT(d, Zu) oznagili geometrijsko mesto tacaka (krug) iz kojih se duz d vidi pod
uglom Zu (1). Ako je O" € GMT(B"C", LA+ LA YNGMT(A"B", £C+ £C")
(O” unutar trougla A”B"C")(2), tada je (0,A’, B’,C") podudarna Eetvorki
(O”,AH,B”,CW), pa je OB' = O"B", OA' = O"A", OC' = 0"C" (3)7 pa su
odredene i tacke A’, B’,C’ redom na pravama OA,OB,OC. Najzad, kako je
A’ inverzna tacki A, tacka X koja je presecna tacka kruga nad precnikom OA i
upravne u tacki A’ na pravu O A ée pripadati krugu inverzije (ako je O—A—A’, u
suprotnom A i A’ samo zamene mesta) (4). Dakle, prateéi redom (1),(2),(3),(4)
konstruisemo tacke O, 0’, A’, B’,C’, X i trazeni krug inverzije.

U slucaju da su A, B, C kolinearne, tada centar inverzije O € GMT(AB, ZC")N
GMT(BC, £A"). Konstruisemo k' opisan oko A”B"”C" | a potom k'(O1, r1) koji
sadrzi O, tako da je O10 upravna na pravu AB; A’, B’, C’ ée biti preseéne pravih
OA,0OB,0C sa K.

O
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Inverzna slika trougla je obi¢no ”iskrivljena” figura ¢iji su deo lukovi krugova
kroz O (preciznije, stranica trougla se slika u luk kruga ako i samo ako njom
odredena prava ne sadrzi O).

2.3 Invarijante preslikavanja inverzijom

Za preslikavanje kazemo da c¢uva neko svojstvo objekata (ili relaciju objekata),
ako ih slika u objekte sa istim svojstvom (tj. objekte u toj relaciji). Za to
njihovo svojstvo (relaciju) kazemo da je invarijantno pritom preslikavanju.

2.3.1 Razdvojenost parova tacaka i dvorazmera

Dva razlicita para tacaka A,C i B, D se razdvajaju medusobno ako A, B,C, D
leze na krugu (ili pravoj) tako da svaki od lukova AC' (odnosno segmenata AC')
sadrzi tacno jednu od preostalih tacaka B i D. Razdvojenost parova tacaka
A,C i B, D oznacavamo sa AC//BD.

Stav 2.6 Ako cetiri tacke A, B,C,D nisu kolinearne, niti konciklicne, onda
postoje dva disjunktna kruga, jedan kroz A i C, drugi kroz B i D.

),
an
P

q

Slika 11:

Dokaz Primetimo najpre da je medijatrisa p duzi AC razli¢ita od medijatrise ¢
duzi BD. Ako se prave p i ¢ seku, kao na slici 11 levo, njihova zajednicka tacka
O je centar dva koncentri¢na kruga, jednog kroz A i C, i drugog kroz B i D. Ako
su p i g paralelne (ista slika, desno), paralelne su i prave AC'i BD. Akosu PiQ
tacke, redom, na p i ¢, takve da su na sredi$njoj liniji izmedu paralelnih pravih
AC' i BD, ocigledno je da krugovi APC' i BQD nemaju zajednickih tacaka. O

Ako se dva para tacaka A, C'i B, D, na pravoj ili krugu, ne razdvajaju medusobno,
mozemo konstruisati dva disjunktna kruga, jedan kroz A i C, drugi kroz B i D.

U slucaju da su kolinearne npr. bi¢e krugovi nad precnicima AC i BD. Uko-

liko su koncikli¢ne tako da je AB//CD i BC' < AD (slika 12, levo i sredina),

mozemo uzeti da su centri presecne tacke prave BC' sa medijatrisama duzi AC

i BD, redom. Nesto drugaciji pristup je potreban u lakSsem slucaju kada je

ABCD ¢etvorougao (slika 12, desno).
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Slika 12:

Ako je, sa druge strane, AC//BD, bilo koji krug kroz A i C, ali ne kroz B,
“razdvaja” B i D, u smislu da je jedna od tih tacaka u unutrasnjosti, a druga
u njegovoj spoljasnjosti. Otuda zadati krug kroz A i C sece svaki krug kroz B
iD.

Iz kontrapozicije stava 2.6 sledi da ako svaki krug kroz dve tacke ima najma-
nje dve zajednicke tacke sa svakim krugom kroz druge dve tacke, da te cCetiri
tacke moraju biti kolinearne (slika 13) ili koncikliéne (slika 12, desno). Pod
tim uslovima, kao §to smo videli, dva para tacaka se medusobno razdvajaju.
Ovi zakljuéci nam omogucavaju da redefiniSemo razdvojenost na jedan sime-
trican nacin koji ne podrazumeva da znamo da li su Cetiri tacke kolinearne ili
koncikli¢ne ili nijedno: za dva razlicita para tacaka, AC i BD, kazemo da se
medusobno razdvajaju ako svaki krug kroz A i C sece svaki krug kroz B i D.

B C D

Slika 13: Razdvojeni parovi tacaka

A

Zapravo, postoji i treé¢i nacin da se karakteriSe razdvojenost, bez pominjanja
krugova uopste (na osnovu uopstene Ptolomejeve teoreme — za njenu formulaciju
i dokaz pogledati stav 2.18):

Stav 2.7 Medusobna rastojanja éetiri razlicite tacke A, B,C, D zadovoljavaju

AB-CD+ BC-AD > AC - BD,

sa znakom jednakosti samo ako AC//BD.
Duvorazmera Cetiri razlic¢ite tacke A, B, C, D je broj:

AC AD
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Jednostavno se pokazuje da dvorazmera zadovoljava: [A, B;C, D] = [B, A; D,C] =
[C, D; A, B]. Ako podelimo obe strane u nejednakosti stava 2.7 sa AC' - BD do-
bijamo:

Stav 2.8 Dvorazmere éetiri razlicite tacke A, B,C, D zadovoljavaju

[AD, BC] + [AB, DC] = 1

ako i samo ako AC//BD.

Ovaj kriterijum razdvajanja izrazen pomoc¢u dvorazmere nam omogucava da
obrnemo situaciju; umesto da definiS§emo razdvojenost pomocéu krugova, mozemo
definisati krugove pomoéu razdvojenosti (tj. koristeéi dvorazmeru): bilo koje tri
razlicite tacke A, B, C odreduju jedinstveni krug (ili pravu) ABC, koji se moze
opisati kao skup koji se sastoji iz te tri tacke i svih tacaka X koje zadovoljavaju:

BC//AX ili CA//BX ili AB//CX.

Pokazimo da inverzija ¢uva dvorazmeru tacaka:

Stav 2.9 Ako se A, B,C, D slikaju inverzijom u A’, B',C’, D', onda je

[A'B’;C'D'] = [AB; CD)]

Dokaz Na osnovu 2.3 stava imamo:

r? 2
B, o) = AC - BD sroc  opop _ AC-BD _ [
' . r2AD r2BC K
AD-B'CT T 2ADC 2BC T 4D BC

AB; CD].

O

Za parove tacaka A, B i C, D koji se medusobno razdvajaju kazemo da su har-
monijski konjugovani ako je [AB;CD] = 1. Lako se pokaze da to vaz ako
i samo ako inverzija u krugu nad preénikom A, B slika C' u D. Tacke u ko-
jima bisektrise unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod nekog temena trougla seku
naspramnu stranicu su harmonijski konjugovane sa temenima te stranice. Iz
ocuvanja dvorazmere sledi i o¢uvanje harmonijske konjugovanosti pri inverziji.

Takode, inverzija ¢uva razdvojenost parova tacaka:
Stav 2.10 Ako se A, B, C, D invertujuu A’, B',C'D’' i AC//BD, tada je A’'C'//B'D’.
Dokaz Iz stavova 2.8 i 2.9 nalazimo da AC//BD povlaci

[A'D'; B'C'| 4+ [A'B"; D'C') = [AD; BC] + [AB; DC| = 1,

pa je A'C'//B'D'.00



2 INVERZIJA U ODNOSU NA KRUG 21

Ukoliko u razmeru duzi zelimo da uvrstimo i tacku oo u inverzivnoj ravni,
|AB|/|AC|, A # C
00, A=C

A, B, C tri tacke koje nisu sve iste, i |AB| duzina duzi u dosadasnjem, euklid-
skom smislu. Dalje dopunjujemo ovu definiciju sa Aoo/Boo =1, Aco/AB = oo,
AB/Aoco =0, 1 cooo/o0A = 0, coB/oooo = 00, Aoco/Aoco = 1. Onda dobijamo
da vazi: [coB;CD] = BD/BC,[Acx;CD] = AC/AD,[AB;D] = BD/AD i
[AB;Coo] = AC/BC.

onda je mozemo dodefinisati sa: AB/AC = , gde su

2.3.2 Ortogonalni krugovi

Stav 2.11 Neka je data inverzija Iy, : X + X' u odnosu na krug k(O,r), i neka
je krug 1(O,7) # k. Tada su sledeéa tordenja ekvivalentna:

1. 1 sadrzi neke dve inverzne tacke
2. 1 se slika u sebe
3. 1 je ortogonalan na k

Dokaz Neka prava OO sece krug | u tackama P i P. 1. = 2. Pretpostavimo
da [ sadrzi dve inverzne tacke X, X’. Kako je jedna u unutrasnjosti, a druga
u spoljasnjosti kruga inverzije k, [ se¢e k u raznim tackama A i B. Kako su
A, B, X’ zajednicke krugovima [ i I’, oni se poklapaju, tj. [ se slika u sebe.
2. = 3. Neka je [ = I'. Kako je P’ na pravoj OP i pripada ', onda je P’ = P,
pa [l sadrzi dve inverzne tacke P i P’. 3. = 1. Ako je [ ortogonalan na k, i jedna
od zajednickih tacaka im je A, tada su prave OA i OA redom tangente krugova
li k, i medusobno su upravne. Otuda je ZOAP = ZOPA, a iz toga su i sli¢ni
trouglovi AOAP i AOPA, pa je OP-OP = OA?,tj. P=P'. [

Prethodna teorema govori i o konstrukeiji inverznih tacaka pomocu ortogonalnih
krugova:

Stav 2.12 Inverz P’ tacke P u odnosu na krug k je druga presecéna tacka bilo
koja dva kruga kroz P koji su ortogonalni na k.

Vidimo da su zato grani¢ne tacke hiperbolickog pramena inverzne u svakom od
njegovih krugova, odnosno da su tacke koje definisu Apolonijev krug inverzne u
njemu.

2.3.3 Uglovi izmedu krivih

Ako se dva kruga seku u tackama T i T”, orijentisani uglovi koje oni zahvataju
u tim tackama bi¢e podudarni i suprotni jer se oni slikaju jedan na drugog
refleksijom u odnosu na osu tih krugova. Sa tim zapazanjem u vidu dokazujemo
slededi stav:

Stav 2.13 Inverzija c¢uva (apsolutne) uglove izmedu dva kruga, i pritom im
menja orijentaciju.

Dokaz Neka je I : X — X' inverzija u odnosu na krug k, i S7 i So dva kruga.
Ako je ugao izmedu S7 i Sy nula, tj. ako su tangentni, obzirom da inverzija
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¢uva incidentnost i krugove, oni se inverzijom slikaju u tangentne krugove, tj.
krugove koji zaklapaju ugao nula. Pretpostavimo da su Sy i Se krugovi kojima
je zajednicka tacka P i da su njihove tangente u toj tacki redom ¢y i 5. Neka
su k1 i ko jedinstveni krugovi ¢ije su tangente u tacki P takode ¢; ity (pa time
i tangentni sa S; i S3) i koji su ortogonalni na krug inverzije k.” Kako se oni
inverzijom slikaju u sebe, ugao koji oni zahvataju u P bi¢e podudaran i suprotan
uglu u inverznoj tacki P’. Medutim, ugao izmedu S i S} je jednak uglu izmedu
k11 ko u P, jer su ki i kg njihovi tangentni krugovi toj tacki. O

Tangenta na krive u tacki M te krive je grani¢éni polozaj prave MM, gde je
M tacka krive koja tezi M. Orijentisani ugao izmedu dve krive S; i So u
njihovoj zajednickoj tacki P, u oznaci Z(S152; P) je oStar, orijentisani ugao
redom izmedu njihovih tangenata t; i t2 u toj tacki.

Neka je ¢ : X — X’ transformacija inverzivne ravni. Ako za proizvoljne dve
krive S7 i S i njihovu bilo koju preseénu tacku P vazi da je Z(S1S2; P) =
£(575%; P') (odnosno £(S1S2; P) = —Z(515%; P')), za tu transformaciju kazemo
da je konformna (odnosno antikonformna). Konformne i antikonformne tran-
sformacije se zajednicki zovu izogonalne transformacije. Dakle, izogonalne tran-
sformacije su one koje ¢uvaju (apsolutni) ugao izmedu krivih.

Stav 2.14 Inverzija je antikonformno preslikavange.

Dokaz Neka je I : X — X' inverzija u odnosu na krug k, Sy i So dve pro-
izvoljne krive, M njihova zajednicka tacka, M tacka krive S, a O centar inver-
zije. Tada su trouglovi MMO i OM M’ sliéni, pa uglovi MMO i OM M’
podudarni i suprotni, i kada M tezi M, ujedno i M tezi M’, pa je otuda ugao
izmedu tangente na S; u M i prave OM jednak uglu izmedu tangente na S7 u
M’ i prave OM. Analogno se izvodi i za krivu Ss, pa je ugao izmedu krivih S;
i Sy u tacki M podudaran i suprotan uglu izmedu S7 i S5 u tacki M’. O

Najzad, znajudéi da je inverzija izogonalna transformacija, mozemo zakljuciti da
se bilo koja dva nekoncentri¢na disjunktna kruga k i [ mogu njome slikati u
koncentri¢ne krugove - za centar inverzije uzimamo bilo koju grani¢nu tacku
hiperboli¢kog pramena ki (imajuéi u vidu ortogonalnost k i [ na krugove odgo-
varajuceg upravnog eliptickog pramena kroz te granic¢ne tacke).

2.3.4 Simetri¢ne tacke. Pramenovi i snopovi

Obzirom da se medusobno ortogonalni krugovi slikaju inverzijom u ortogonalne
krugove, i kako su simetri¢cne tacke presecne tacke neka dva kruga ortogonalna
na krug inverzije, zakljucujemo da vazi sledeéi:

Stav 2.15 (Princip simetrije) Ako su tacke A i A’ simetricne u odnosu na
krug k, onda su i njihove slike F(A) i F(A") pri inverziji F takode simetricne
u odnosu na krug F(k).

Prethodni stav mozemo izraziti i koristeé¢i pojam konjugovanosti inverzijom:

Definicija Za dva preslikavanja M i M kazemo da su konjugovana (ili da se

indukuju) preslikavanjem F ako je: M = F o M o F~1,

"Njihova jedinstvenost se lako pokaze u slici inverzijom sa centrom P
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Stav 2.16 Neka je F inverzija, i I inverzija u odnosu na krug k. Tada je
FolyoF~t inverzija u odnosu na krug F(k), tj. FolyoF~!t = Irwy (Ik, Ip
su konjugovane inverzijom F).

Dokaz Neka je za proizvoljnu tacku A, A’ = I(A), tj. tacke A1 A’ simetri¢ne
u odnosu na krug k. Prema Principu simetrije tacke F(A) i F(A’) ¢e biti
simetricne u odnosu na F(k), dakle Ip)(F(A)) = F(A") = F(Ix(A)), pa je
F-1 o Ir) o F' = I, odnosno Fol,oF ! = Ir@gy. O

Primedba Neposrednom proverom primecujemo da se u prethodnom tvrdenju
moze uzeti da je F' i bilo koja kompozicija inverzija (dakle, i sli¢nost), tj. da i
tada vazi F ol o F~1 = Ipgy,.

Obzirom na ¢uvanje relacije incidentnosti, krugova i simetri¢nih tacaka, pramen
krugova se slika u pramen krugova istog tipa. Iz toga, kao i stava 1.14 sledi da
se ¢uvaju i snopovi krugova i njihov tip.

2.3.5 Medijacikli krugova i inverzivno rastojanje

Ako se krug « slika inverzijom u krug [, onda za krug te inverzije kazemo da je
medijacikl krugova a i 3.

Stav 2.17 Bilo koja dva kruga imaju bar jedan medijacikl. Dva diskjunktna ili
tangentna kruga imaju tacéno jedan medijacikl. Dva kruga koji se seku imaju
dva medijacikla, koji su medusobno ortogonalni.

Dokaz Neka su « i # dva kruga. Ako se oni seku, mozemo ih invertovati u
dve prave koje se seku. Te prave se slikaju jedna u drugu refleksijom u odnosu
na simetrale uglova koje one grade. Invertujuéi nazad, vidimo da « i # imaju
dva medusobno ortogonalna medijacikla koji polove uglove izmedu njih. Ako
su a i B tangentni, mozemo ih invertovati u paralelne prave. Odatle, ti krugovi
imaju jedinstveni medijacikl. Ako su « i 8 disjunktni, mozemo ih invertovati
u koncentriéne krugove radijusa (npr.) @ i b. Ti koncentriéni krugovi se slikaju
jedan u drugog inverzijom u koncentricnom krugu ¢iji radijus je geometrijska
sredina vab (iz stava 2.2). Invertujuéi nazad, dobijamo da disjunktni krugovi
a i f imaju (kao i tangentni krugovi) jedinstveni medijacikl. Ako su « i §
podudarni, njihov medijacikl se poklapa sa njihovom radikalnom osom. []

Neka se krug «a slika inverzijom I, : X — X’ u krug o/, pri ¢emu su O, Oy, O
redom centri krugova «, k, o’. Za date a i @' odredimo krug k, tj. konstruisimo
njihov medijacikl.

Ako je k medijacikl o i o, i prava p = OO, tada je p ortogonalna na «, pa
je ip’ = p ortogonalna na o/, a zato i O, pripada p, tj. krugovi k, a, o/ imaju
zajednicku osu p. Uzmimo oznaku k(AB) za krug nad preénikom AB.

U sluéaju da a i o nisu tangentni, neka ih p sece u tackama M, N odnosno
M,N. Tada je M' = M,N' = N ili je M' = N,N' = M (*). Tada su
krugovi k(M M') i k(NN') ortogonalni na k (stav 2.11). Obzirom da Oy, lezi
na p, pramen k(M M')k(NN') mora biti hiperbolicki, tj. parovi tacaka M, M’ i
N, N’ se medusobno ne razdvajaju, a sam krug k bié¢e nad pre¢nikom odredenim
grani¢nim tackama tog pramena. Ako se a i o’ seku, vidimo da se u oba slucaja
(*) M, M’ i N, N’ medusobno ne razdvajaju, pa postoje dva medijacikla. Ako



2 INVERZIJA U ODNOSU NA KRUG 24

su o i o disjunktni, i npr. raspored je M — N — M — N - jedino u drugom
slucaju u (*) se M, M’ i N, N’ medusobno ne razdvajaju, pa postoji tacno jedan
medijacikl.

Pod pretpostavkom da su « i o’ tangentni u nekoj tacki A, onda k prolazi kroz A
i ortogonalan je na k(M N), gde su M, N preostale tacke u kojima p sece redom
aid. Zato je k krug nad prec¢nikom odredenim sa A i tackom inverznom A u
odnosu na krug k(M N).

(Trivijalno, medijacikl dva medusobno podudarna kruga o = @' je bilo koji krug
hiperbolickog snopa HS(a).)

8 /

),

Slika 14: Konstrukcija medijacikala zadatih disjunktnih krugova

Primetimo da medijacikl dva tangentna ili prese¢na kruga polovi ugao koji oni
zaklapaju (§to lako vidimo u slici inverzijom sa centrom u zajednickoj tacki).
Postavlja se pitanje da li jedinstveni medijacikl disjunktnih krugova isto tako deli
neku vrednost koju oni odreduju. Da bismo to otkrili, prirodno se javlja potreba
da osmislimo, za neka dva disjunktna kruga, odredeno inverzivno rastojange
(a,B) koje ¢e se poloviti medijaciklom, takvo da, ako je v krug hiperbolickog
pramena odredenog sa « i §, vazi:

(@, B) + (B,7) = (a.7)
Ako je centar inverzije grani¢na tacka tog hiperbolickog pramena, dobijamo tri

koncentri¢na kruga ¢iji radijusi a, b, ¢ zadovoljavaju a < b < cilia > b > ¢, i
definisimo:

(c,8) = [in|

Svaki od odnosa polupre¢nika a, b, ¢ tih koncentri¢nih krugova ne zavisi od
polupre¢nika ove inverzije kojom su oni dobijeni jer se sve inverzije sa istim
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centrom mogu predstaviti kao kompozicija neke homotetije i fiksirane inverzije
sa tim centrom — obzirom da je kompozicija inverzija sa zajednickim centrom
homotetija — pa u slici daju krugove ¢iji se poluprecnici razlikuju do na pro-
izvod koeficijentom homotetije. Zato prirodni logaritam odnosa poluprecnika
koncentri¢nih krugova u koje se preslikavaju krugovi nekog hiperbolickog pra-
mena, ispunjava uslove da bude rastojanje. To rastojanje naziva se inverzivnim
rastojanjem disjunktnih krugova.

2.4 Neke primene inverzije

U ovom odeljku bic¢e prikazan izbor klasi¢nih teorema elementarne geometrije
koje se isti¢u pogodnom primenom inverzije u svom dokazu.

Sledeéi stav upotrebio je Klaudije
Ptolomej® da bi sacinio tablice te-
tiva u prvoj knjizi Almagesta, mate-
matickom i astronomskom spisu o pri-
vidnom kretanju zvezda i putanjama
planeta (u geocentricnom sistemu).
Verovatno je tvrdenje bilo poznato i
pre Ptolomejevog vremena, ali njegov
dokaz prvi je koji je stigao do nas.

Teorema 2.18 (Uopstena Ptolomejeva teorema)

Ako su A,B,C,D Zcetiri komplanarne tacke, tada je AB-CD + BC - AD >
AC - BD. Jednakost pritom vazi ako i samo ako su A, B,C, D kolinerane ili
konciklicne.

Dokaz Neka su A, B,C, D ¢Cetiri komplanarne tacke. Neka se inverzijom sa
centrom u npr. A tacke B, C, D slikaju redom u B’, C’, D’. Tada iz nejednakosti
trougla i prema formuli za odnos rastojanja dve tacke i njihovih slika pri inverziji
zakljuéujemo: C'D’ + B'C' > B'D’ <+ ﬁ -CD + #%AC - BC >
5 - BD <= AB-CD+ BC - AD > AC - BD. Jednakost ¢e vaziti <=
B’,C’, D’ kolinearne, tj. <= A, B,C, D kolinearne ili koncikli¢ne.OJ

Naredni problem razmatrao je Papos iz Aleksandrije®.

Teorema 2.19 Neka su a,b, cy krugovi sa preénicima PQ, PR, RQ, pri ¢emu
je P— R — Q. Ako je cg,cy,ca,... niz krugova sa iste strane prave PQ, koji
dodiruju krugove a, b i svaki u nizu dodiruje prethodni, dokazati da je rastojanje
centra kruga c, od prave PQ, n puta vecée od precénika tog kruga.

Dokaz Posmatrajmo inverziju u odnosu na krug sa centrom P koji je ortogo-
nalan na c,: prava ! odredena sa P, @ se slika u sebe, a krugovi a i b u paralelne
prave a’ i b’ ortogonalne na [; krugovi ¢y, c1, ¢, ..., Cp, ... s slikaju u krugove ko-
jima su tangente i @’ i b/, pa su oni podudarni medusobno, pa i krugu ¢, = c,.
Obzirom da je ¢y ortogonalan na I, i ¢ ée biti ortogonalan na I, tj. njegov
centar ¢e biti na [, pa je rastojanje centra kruga c, od te prave n puta veée od
poluprecnika tog kruga. OJ

8KAaOdloc Mtokepoioe, gréko-rimski astronom, geograf i matematicar, priblizno (90-168)
9 Idnrog ¢ *Adelavdpetis, gréki matematicar (290-350)
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Teorema 2.20 (Miquelova teorema o Sest krugova) 1°

Krugovi koji imaju za tetive stranice tetivnog cetvorougla seku se opet u cetirs
konciklicne tacke.

Slika 15: Miquelova teorema

10 Auguste Miquel, francuski matematic¢ar. Dokaz je objavio 1838. godine u Théoréme sur
les intersections des cercles et des sphéres, Journal de Liouville, Sér. I, 3 (1838) 517-522
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Dokaz Neka su «, 3,7, 6 krugovi jedne ravni takvi da se: « i 8 seku u tackama
AiAq; B1iyseku u tackama B i Biy; v 16 seku u tackama C'i Cq; 6 i « seku
u tackama D i Dq. Ako su tacke A, B,C, D koncikli¢ne, treba dokazati da su
i tacke Ay, B1,(C1, D1 konciklicne. Pretpostavimo da su A, B,C, D na nekom
krugu k. Neka je I : X — X' inverzija sa centrom A. Tada su o/, 8, k' prave
koje se seku u temenima trougla A} B'D’, i sadrze redom tacke D4, B}, C’, pri
¢emu su 7/, ¢’ krugovi redom kroz ¢etvorouglove B’C'C1{ B} i C'D'D}C1, pa su
oni tetivni, i ZB{C{C' = 1 — LB, /D|C{C’' = 7w — £D’, pa je LB{C{D] =
4B+ ZD’, ali kako je LA} =7 — (LB’ + £D’), imamo £BjC1{D} =7 — LA},
pa je i A1 B{C{Dj tetivan, tj. tacke Ay, By, Cy, Dy su koncikli¢ne.(

Teorema 2.21 (Steinerova teorema) ! Neka je k krug u unutrasnjosti kruga
l takav da postoji niz krugova ai,as, ..., an koji dodiruju krugove k i l, i od ko-
jih se svaka dva susedna, ukljucujuci a, i a1, dodiruju. Ako je by proizvoljni
krug kogi dodiruje k i1, i ba, ..., b, krugovi od kojih svaki dodiruje krugove k,l i
prethodni u nizu, dokazati da se i b, © by dodiruju.

Dokaz Uoc¢imo inverziju X — X’ koja krugove k i [ slika u koncentri¢ne kru-
gove. Tada ée krugovi af, a), ..., al, biti sa njima tangentni i medusobno podu-
darni, pa ¢e njihovi precnici biti stranice pravilnog n-tostranog poligona; tada
¢e 1 b)) biti podudaran sa njima, tako da ¢e i ciklican niz krugova pocev od b}, od
kojih svaki dodiruje krugove k', 1’ i prethodni u nizu, imati takode n krugova.[]

Teoremu koja sledi mnogi geometricari svrstavaju medu estetski najimpresivnije
u modernoj geometriji trougla.'? Nju je prvi formulisao i dokazao Karl Wilhelm
Feuerbach!® u radu objavljenom 1822; veéim delom je to uéinio racunskim pu-
tem, upotrebivsi trigonometriju. Otada je dato jo$ pregrst razlicitih, ali za
jednog od najelegantnijih dokaza smatra se onaj koji koristi inverziju.

I Jacob Steiner, svajcarski matematicar (1796-1863)

12> najlepsa teorema elementarne geometrije ikada videna jos od Euklidovog doba.”, Co-
olidge, The Heroic Age of Geometry, Bulletin of the American Mathematical Society 35,
1229, p. 38

Bnemacki matematicar (1800 - 1834)
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Teorema 2.22 (Feuerbachova teorema) Dokazati da Eulerov krug'* trougla
dodiruje upisani krug i spolja upisane krugove tog trougla u tzv. Feuerbachovim
tackama tog trougla.

"\
4 By

A/ i% - A 1 " C

Slika 16: Feuerbachova teorema

Dokaz Neka su P i P, dodirne tacke upisanog kruga k i spolja upisanog kruga
ko trougla ABC sa ivicom BC. Eulerov krug e tog trougla sadrzi sredista
A1, By, C1 odgovarajuéih ivica i podnozje visine A’ iz temena A. Tacka A; je
srediste duzi PP, (jer BP = CPa). Kako je BC' tangenta krugova k i k, i prolazi
kroz centar A; kruga i(Ay, A1 P), k i k4 su ortogonalni na i, pa se inverzijom
I; u odnosu na krug 7 preslikavaju u sebe. Krug o prolazi kroz centar inverzije,
pa se preslikava u neku pravu o/. Pokazimo da prava o dodiruje krugove k i
kq- Ona sadrzi preseénu tacku E bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena A sa
ivicom BC trougla ABC jer I;(A’) = E (tacke (A, E; P, P,) su harmonijski
konjugovane kao normalna projekcija tacaka (A, F;S,S,) koje su harmonijski
konjugovane jer su S i S, presetne tacke bisektrisa unutrasnjeg i spoljasnjeg
ugla ACE u trouglu ACE sa pravom AF), a takode i tacke I;(B;) = Bj i
I;(Cy) = C}. Trouglovi A1B1Cy i A1C{Bj su sli¢éni, prava ¢’ sa pravom AB
odreduje ugao ACB, a kako pravu BC sece u tacki E koja pripada bisektrisi
ugla BAC, predstavlja drugu zajednicku tangentu krugova k i k,.[]

4 Bulerov krug trougla je krug koji sadrzi sredista ivica i podnozja visina tog trougla. Nje-
govo postojanje dokazao je Leonhard Euler, §vajcarski matematicar (1707-1783); da taj krug
sadrzi i srediSta duzi odredenih ortocentrom i temenima trougla pokazali su francuski geome-
tricari Jean-Victor Poncelet (1788-1867) i Charles Julien Brianchon (1783-1864). Otud se on
jos zove i krug devet tacaka trougla.
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Apolonijevi problemi predstavljaju varijante problema konstrukcije kruga tan-
gentnog na tri zadata kruga k,I, m (pri ¢emu svaki od k, [, m moze biti i tacka,
kao degenerisan slucaj kruga, a na nju je onda tangentan svaki krug koji je
sadrzi). Oni se mnogu umnogome uprostiti primenjujuéi inverziju.

Koristeé¢i inverziju u odnosu na krug moze se pokazati i da se sve konstrukcije
(tacaka) u elementarnoj geometriji ravni tj. one koje se izvode pomoc¢u Sestara
i lenjira, mogu posti¢i i samo upotrebom Sestara'®; one se takode mogu izvesti

2.5 Odnos inverzije i osne refleksije

Posmatrajuéi osobine inverzije u ravni nailazimo na pojedine sli¢nosti sa osnom
refleksijom. Na primer, oba preslikavanja su bijektivne involucije koje razme-
njuju oblasti na koje skup fiksnih tacaka (krug inverzije, odnosno osa refleksije)
deli domen. Takode, svaka tacka i njena slika (inverzne, ili osnosimetri¢ne) su
presecne tacke krugova eliptickog pramena ortogonalnog na skup fiksnih tacaka
(slika 17). Stavise, §to je veéi poluprecnik inverzije (pa krug inverzije postaje
'blizi’ pravoj po svojoj zakrivljenosti), inverzija se ’vise ponasa’ kao refleksija u
odnosu na pravu. Pokazimo da je zaista tako:

~ ~
PG ~
- ~ N
P BN N
P - =2 P’
néf ,,,,,,,,,,,,,, =
- >
-~ _—7
D e -7
N T~ - s
~ —— ~
~ ~

Slika 17: Elipticki pramen ortogonalan na osu refleksije, odnosno krug inverzije

Neka je | prava i P proizvoljna tacka ravni van [, a prava p upravna na [ kroz
P (slika 18). Posmatrajmo familiju krugova k;(O;,r;),i = 1,2... sa centrima na
p i sa iste strane prave [, koji su tangentni u @, i takvi da je O;,Q > O;Q, tj.
r; >r; za i > j. Neka je P proizvoljna tacka na p, i P’ = R;(P) njena refleksija
u odnosu na [. Za svaki krug k; konstruisimo inverz tacke P u odnosu na njega:
P; = I, (P). Dokazimo da se P; priblizava refleksiji P’ tacke P kako r; raste,
odnosno da

Iki — Rl(Ti — OO)

15za dokaz pogledati [23, str. 38]
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PP P R

Slika 18: Inverzija sa beskona¢no udaljenim centrom se ponasa kao refleksija

Kako je O;P - O;F; = 121 O;P = 0,Q — QP = r; — QP, te je O;F; = -0,

QP; = O;Pr — 0,Q = O;P, —r; = {265 — QP = QP'(r; — o0), odnosno
Ii,(P) = P, — P' = R)(P)(r; — o0).

Vidimo, dakle, da ako rastojanje centra inverzije tezi beskonaé¢nosti (od fiksirane
tacke na njenom krugu), njen krug tezi nekoj pravoj (tangenti u toj tacki), a
sama inverzija deluje kao refleksija u odnosu na tu pravu.

To je, pored navedenih sli¢nosti, jos jedan razlog zaSto se ¢esto poistovecéuju
nazivi refleksija i inverzija; refleksija se naziva inverzijom u odnosu na pravu -
grani¢ni krug (sa beskonac¢no udaljenim centrom), i obrnuto: inverzija se naziva
i refleksijom u odnosu na krug, a za inverzne tacke se kaze da su simetricne u
odnosu na krug inverzije. Uska povezanost ovih preslikavanja posluzi¢e nam kao
deo motivacije za uvodenje pojma tzv. inverzivne ravni koje sledi.

Postoji takode i zanimljiv, opticki odnos refleksije i inverzije. Naime, kako se
refleksija moze predstaviti slikom u ravnom ogledalu, postavlja se pitanje moze
li se i inverzija fizicki ostvariti slikom u nekom (zakrivljenom) ogledalu; odgovor
je potvrdan, takvo ogledalo, oblika nalik zvonu, zove se anamorfoskop.'®

2.6 Inverzivna ravan

Podsetimo se da inverzija prema svojoj definiciji bijektivno slika sve tacke ravni
E izuzev centra inverzije O, odnosno ona je bijekcija na ”probusenoj” ravni u
centru inverzije, E\{O}. Primetimo da $to je tacka na nekoj pravoj kroz centar
inverzije, bliza tom centru, da je njena slika sve udaljenija, i da rastojanje te
slike od centra onda tezi beskona¢nosti na toj pravoj. Stoga uzimamo da se

16Za konstrukciju anamorfoskopa pogledati clanak Designing a mirror that inverts in a cir-
cle, Gerald T. Cargo, Jack E. Graver and John L. Troutman, The Mathematical Intelligencer
(2002) 24: 4-8.
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centar bilo kog kruga inverzije slika u jedan poseban objekat koji ¢éemo prirodno
zvati beskonacno daleka tacka oo ili idealna tacka, a koji dodajemo euklidskoj
ravni i svakoj njenoj pravoj. Tako dopunjenu euklidsku ravan E tackom oo
zovemo inverzivna'” (ili konformna) ravan E* = E U co.

E*

Slika 19: Inverzivna ravan i njeni krugovi

Euklidsku pravu p dopunjenu tackom oo nazivamo pravom inverzivne ravni,
p* = pUoo. Sve prave inverzivne ravni E*, kao i krugove njoj pridruzene
euklidske ravni E zajednicki zovemo krugovima inverzivne ravni E* (slika 19).
Dakle, prava je specijalni krug inverzivne ravni koji sadrzi tacku co i za njen
centar se uzima takode oo.

Videtemo da se ovakvim dodavanjem tacke co mnogi osnovni pojmovi euklid-
ske ravni mogu prirodno proS§iriti na inverzivnu ravan. Za krugove inverzivne
ravni se kaze da su presecni, tangentni ili disjunktni prema tome da li im je
broj zajednickih tacaka 2, 1 ili 0. Primecujemo da se svake dve prave u E*
seku bar u tacki co. Kako su paralelne prave u E disjunktne, njihove dopune
u E* ée imati zajednicku samo tacku oo, pa paralelne prave inverzivne ravni
E* posmatramo kao krugove tangentne u oco. Refieksija inverzivne ravni E* u
odnosu na njenu pravu p* je produzenje refleksije ravni E u odnosu na pravu
p koje fiksira tacku oo; za p* kazemo da je osa te refleksije. Ocito su joj sve
fiksne tacke na osi. Fuklidska izometrija (homotetija, sliénost) u inverzivnoj
ravni E* je produzenje euklidske izometrije (homotetije, slicnosti) ravni E koje
fiksira tacku co. Objasnimo razlog za ovakvu definiciju: naime, za produzenje
kompozicije preslikavanja uzimamo kompoziciju produzenja tih preslikavanja.
Izometrija ravni E je kompozicija nekih refleksija (najvise tri), pa ée i kompo-
zicija njihovih produzenja na E* fiksirati oo, i dati produzenje te izometrije.
Homotetija ravni E je kompozicija inverzija u dva koncentri¢cna kruga, pa ce

7M. Bécher, Bulletin of the American Mathematical Society, 20 (1914), str. 194
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kompozicija produZenja tih preslikavanja u E* fiksirati oo, i dati produzenje
te homotetije. Slicnost ravni E je kompozicija izometrije i homotetije, pa ée
kompozicija njihovih produzenja u E* fiksirati co i dati produzenje te sli¢nosti.
njena osa. U tom slucaju, vidimo da je svaka slicnost inverzivne ravni kompozi-
cija konaéno mnogo inverzija (sa konac¢nim ili beskona¢nim centrom). Sada na
osnovu stava 2.4 mozemo reci:

Stav 2.23 Inverzija slika krugove u krugove u inverzivnoj rauvni.

Nadalje u tekstu ¢emo pojmove krug/pravu/sli¢nost podrazumevati u inverziv-
noj ravni, na maloc¢as uveden nacin; ako zelimo posebno naglasiti, euklidski
krug ¢éemo zvati i krugom sa kona¢nim pre¢nikom ili centrom (ili oznaciti sa
e-krug). Najzad, kao posledicu dodavanja tacke oo euklidskoj ravni dobili smo
da je inverzija bijekcija cele inverzivne ravni.
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3 Kruzne transformacije

3.1 Definicija i osnovna svojstva

Sve bijekcije inverzivne ravni na sebe koje krugove preslikavaju na krugove
zvacemo kruznim transformacijama. Primetimo da su slicnost, inverzija, kao
i njihova kompozicija, primeri kruznih transformacija. Pokaza¢emo da su to i
jedine kruzne transformacije u inverzivnoj ravni. Za to ¢e nam biti potreban
sledeéi stav elementarne geometrije (za dokaz pogledati [14, str. 35]):

Stav 3.1 (Drugi Peanov stav) 8 Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke, tada
tacka D pripada ravni ABC ako i samo ako pripada skupu tacaka pravih koje
sadrze: tacku A i neku tacku duzi BC ili tacku B i neku tacku duzi C A ili tacku
C i neku tacku duzi AB.

Kao i jedno pomocéno tvrdenje koje ¢emo dokazati:
Stav 3.2 Ako kruzna transformacija fiksira tacku oo, ona je sliénost.

Dokaz Neka je data kruzna transformacija 7' : X — X', takva da je T(c0) =
0. Primetimo da ona ¢uva incidentnost, e-krugove i prave, pa zato i tangente i
paralelnost pravih. (Do kraja ovog dokaza ¢emo pod krugom podrazumevati e-
krug). Unutrasnjost kruga se slika u unutrasnjost kruga (tacka je u spoljasnjosti
ako 1 samo ako pripada nekoj njegovoj tangenti). Stoga se i duz slika u duz
(presek prave sa unutrasnjoséu kruga). Takode se ¢uvaju temena pravougaonika
(presek kruga i dve paralelne prave), pa i upravne prave (sadrze susedne parove
temena pravougaonika), a time i srediste duzi (presek dijagonala pravougaonika
¢ija je jedna dijagonala ta duz). Temena kvadrata (pravougaonik upravnih
dijagonala) se slikaju na temena nekog kvadrata. Cuvaju se temena podudarnih
susednih duzi na pravoj (tri kolinearna temena dva kvadrata sa zajednickom
stranicom), pa time i temena lanca podudarnih duzi na pravoj. Neka je ABCD
kvadrat, tada postoji slicnost Sim koja kvadrat A’ B’C’ D’ preslikava na kvadrat
ABCD, a proizvod Sim o T ¢e biti kruzna transformacija koja fiksira temena
kvadrata ABCD. Neka je X proizvoljna tacka na pravoj AB. Tada ée prema
Arhimedovoj aksiomi postojati konac¢an lanac podudarnih duzi ¢iji je prvi ¢lan
AB, tako da poslednji ¢lan A1 B; sadrzi X. Tada sui Ay i By fiksne. Dokazimo
da je fiksna i tacka X. Neka je S; srediste duzi A1B,. Ako je X = S, onda
¢e X biti fiksna; u suprotnom ¢e pripasti jednoj od zatvorenih duzi A;S5; ili
S1B1, a krajeve te duzi oznacimo sa AsBs; tada ¢e i tacka X’ pripasti A Bs
(T ¢éuva duzi, a Ay i By su fiksne). Ponavljamo razmatranje za duz AsBs
i njeno srediste S3. Tacka X ¢e se poklopiti sa nekim sredistem .S, nakon
konaéno mnogo koraka, i zato biti fiksna, ili ée pripadati, kao i X’, svakom ¢lanu
niza umetnutih segmenata A, B, . Kako taj niz prema Kantorovoj aksiomi ima
jedinstvenu zajednicku tacku, dobijamo X = X'. Iz istih razloga ée svaka tacka
pravih AC' i BC' da bude invarijantna, pa ¢e na osnovu drugog Peanovog stava
svaka tacka ravni ABC biti invarijantna u kompoziciji SimoT. Dakle, SimoT
identicko, pa je T sli¢nost. [J

18Giuseppe Peano, italijanski matematicar (1858 - 1932)
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Stav 3.3 (Carathéodoryeva teorema) ' Svaka kruzna transformacija je ili
sliénost ili kompozicija izometrije i inverzije (konacnog precnika).

Dokaz Neka je T kruzna transformacija. Ako je T(c0) = oo, tada je prema
prethodnom tvrdenju T slicnost. Pretpostavimo da T ne fiksira oo, tj. da je
T(O) = oo za neku kona¢nu tacku O. Onda ¢ée proizvod T o I, gde je Inv
inverzija sa sredistem O polupre¢nika 1, biti sli¢nost obzirom da mu je tacka oo
invarijantna. Neka je 72 njen koeficijent. Tada je T o I} = Isom o I;, o I, gde
je Isom neka izometrija, a Iy inverzija sa centrom O i polupreénikom r (jer je
svaka sli¢nost kompozicija izometrije i homotetije, i na osnovu stava 2.2). Otud
je T =1Isomo [;. O

Obzirom da je iz dokaza prethodne teoreme, za transformaciju T koja nije
sli¢cnost, T = Isom o I, = Isom o I, o Isom™! o Isom = Itsom(k) © Isom, u
njenom iskazu se moze kompozicija izometrije i inverzije zameniti sa: kompo-
zicija inverzije (kona¢nog precnika) i izometrije. Kako za svake dve tacke A, B
na krugu k vazi |T(A)T(B)| = |AB|, T ¢uva rastojanje na njemu, pa se on zove
jos 1 izometrijski krug te transformacije. Efektivnu konstrukciju tog kruga smo
veé nasli u dokazu stava 2.5.

Pol kruzne transformacije je tatka koja se pri njoj slika u oo. Ukoliko ona nije
slicnost, uocavamo da je pol ujedno i centar izometrijskog kruga.

Primetimo da je svaka kruzna transformacija proizvod najvise ¢etiri inverzije ili,
preciznije, ona se moze izraziti kao proizvod r refleksija i ¢ inverzija (kona¢nog
precnika), gde je r < 3,4 < 2,7 +14 < 4. Naime, svaka izometrija je proizvod
najvise tri refleksije (r < 3); svaka slicnost je proizvod homotetije i rotacije,
odnosno homotetije i osne refleksije, a homotetija je proizvod dveju inverzija u
koncentri¢nim krugovima, $to u rastavljanju slicnosti daje 1 ili 2 osne refleksije
i dve inverzije (r < 2,7 < 2).

Kruznu transformaciju éemo zvati homografijom?® ili antihomografijom ako je
broj inverzija u njenoj dekompoziciji paran, odnosno neparan. Vidimo da je
bilo koja homografija identiteta ili proizvod ta¢no dve razli¢ite inverzije, a anti-
homografija je inverzija ili proizvod tac¢no tri inverzije. Proizvod dveju inverzija
¢emo zvati eliptickom, parabolickom ili hiperbolickom homografijom u zavisnosti
od toga da li se krugovi inverzije seku, da li se dodiruju ili su disjunktni. Pro-
izvod dveju inverzija u odnosu na dva medusobno upravna kruga se naziva Me-
bijusova involucija. Ako se kruzna transformacija inverzivne ravni moze pred-
staviti kao proizvod najmanje cetiri inverzije, ona se naziva loksodromiénom
homografijom.

Lako se pokazuje da skup kruznih transformacija predstavlja grupu u odnosu
na kompoziciju preslikavanja i da skup homografija ¢ini njenu podgrupu. Ho-
mografije su direktne, a antihomografije indirektne transformacije (u smislu
objasnjenom u odeljku 2.2). Iz Carathéodoryeve teoreme vidimo da homogra-

19 Constantin Carathéodory (gré. Kwrozavtivos Kapaleodwpr)), greki matematicar (1873 -
1950). Direktni dokazi ove teoreme, date u nesto drugacijoj formulaciji u kompleksnoj ravni,
izgleda su svojevremeno bili tako retki ili nepotpuni da je on smatrao neophodnim da objavi
jedan 1937. godine u [3]

200na se u literaturi naziva jos i Mébiusova transformacija, naroéito pri razmatranjima u
kompleksnoj analizi, a po nemackom matemati¢aru August Ferdinand Mobiusu (1790 -1868).
Koriste se i nazivi bilinearno, kao i linearno frakciono preslikavanje.
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fija ¢uva orijentaciju kruga koji ne sadrzi njen pol, a u suprotnom ga menja.
Antihomografija ¢uva orijentaciju kruga samo ako on sadrzi njen pol. Kako je
inverzija antikonformno preslikavanje, vidimo da je svaka kruzna transformacija
izogonalna: homografije su konformne, a antihomografije — antikonformne.

Sledeéi stav daje jos jednu vaznu karakterizaciju kruznih transformacija.

Stav 3.4 Bijekcija inverzivne ravni ¢uva dvorazmeru ako i samo ako je kruina
transformacija.

Dokaz Obzirom da inverzija ¢uva dvorazmeru (prema stavu 2.9), onda i svaka
kruzna transformacija ¢uva dvorazmeru. Neka je ¢ bijekcija inverzivne ravni
koja ¢uva dvorazmeru, ¢ : X — X'. (1) Pretpostavimo da je ¢(o0) = oc.
Tada za proizvoljne cetiri tacke A, B,C,D vaz [Aoco;CD] = [A'o0;C'D'] i
[AB;00D] = [A'B';00D'], pa je 4% = ﬁ:gi i 40 = éig:. Onda zakljuéujemo
ﬁ,g: . g,gi = ﬁg . g—g = ’i‘g = BD/ = k, za neku konstantu k, tj. za
proizvoljne tacke A i C vazi: A'C' = k;AC’ pa je ¢ sliénost, a time i kruzna
transformacija. (2) U sluéaju da je ¢(co) # oo, neka je O = ¢~1(00). Tada je
¢ o Ip(00) = oo, gde je Ip inverzija sa centrom O. Onda je taj proizvod bijek-
cija koja ¢uva dvorazmeru, pa je prema (1) takode i neka sli¢nost S; pritom je

¢ =S olp, dakle ¢ je kruzna transformacija. [

Primetimo jedno poredenje metrickih invarijanti: eukidske izometrije su tran-
sformacije koje ¢uvaju duzinu duzi, slicnost ¢uva njihovu razmeru, a jo$ opstije
— kruzne transformacije su one koje ¢uvaju dvorazmeru duzi inverzivne ravni.

3.2 Kilasifikacija i dekompozicija kruznih transformacija
na inverzije

Klasifikaciju kruznih transformacija é¢emo izvr$iti prema broju njihovih fiks-
nih tacaka i tipu. Za njihovu dekompoziciju na inverzije bi¢e nam kljucni Ca-
rathéodoryeva teorema, Uopsten princip simetrije koji ¢éemo formulisati, kao i
klasifikacija sli¢nosti euklidske ravni prema broju fiksnih tacaka i ¢uvanju ori-
jentacije.

Obzirom da skup fiksnih tac¢aka sli¢nosti inverzivne ravni ¢ini skup njenih fiksnih
tacaka u odgovarajucoj euklidskoj ravni dopunjen tackom oo, mozemo zakljuciti
(v. [14, str. 221], [17, str. 141]):

Stav 3.5 Neka je T slicnost inverzivne ravni. Ako je ona direktna, i ima
1,2 ili bar 3 fiksne tacke, onda je ona redom translacija, dilativna rotacija ili
identiteta. Ako je ona indirektna, i ima 1,2 ili bar 3 fiksne tacke, onda je ona
redom: klizajuca refleksija, dilativna refleksija ili osna refleksija.

Taj stav ¢e nam posluziti da dokazemo sledece:

Stav 3.6 Kruzna transformacija koja fiksira tri razli¢ite tacke inverzivne ravni
je identiteta ili inverzija ¢iji krug je odreden tim tackama.

Dokaz Neka kruzna transformacija T fiksira tacke A, B,C. Na osnovu Ca-
rathéodoryeve teoreme zaklju¢ujemo da ona mora biti sli¢cnost, ili kompozicija
izometrije i inverzije. Ako je T slicnost i fiksira tri razli¢ite tacke, tada je njen
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koeficijent 1, pa je ona izometrija koja fiksira te tri tacke, te na osnovu pret-
hodnog stava, mora biti Id ili osna refleksija (tj. inverzija) ¢ija je osa prava
ABC (u slucaju da su A, B, C kolinearne) [14, str. 218]. Razmotrimo slucaj
da je T=Isom o Inv, gde je Inv neka inverzija u odnosu na (konacan) krug
polupre¢nika r, a I'som izometrija. Tada je Isom(Inv(A4,B,C)) = (A, B,C),
pa je Inv(A, B,C) = Isom™' (A, B,C) = (A, B',C"), gde je trougao AA'B'C’
podudaran AABC, pa je A’B’ = AB, a kako imamo da je rastojanje izmedu
inverznih tacaka A’'B’ = ﬁ - AB, dobijamo da je r? = OA - OB, i slitno
r2=0A-0C,ir?=0B-0C,iotuda je OA = OB = OC = r, te tacke A, B,
pripadaju krugu inverzije Inv, a kako su onda i fiksne pri toj inverziji, imamo
da je (A B',C") = (A, B,C), tj. Isom fiksira A, B i C, te je Isom = Id (na
osnovu prethodnog stava, i jer su A, B, C nekolinearne - koncikli¢ne na odgo-
varaju¢em krugu inverzije Inv), pa je T = Invapc, tj. inverzija ¢iji je krug
odreden tatkama A, B, C.00

Iz prethodne teoreme neposredno sledi:

Stav 3.7 Kruzna transformacija koja fiksira cetiri nekonciklicne tacke je iden-
titeta.

Pokazimo da je svaka (anti)homografija jedinstveno odredena slikom zadate
trojke tacaka:

Stav 3.8 (Osnovna teorema inverzivne geometrije) Za date trojke razlicitih
tacéaka A,B,C 1 A’, B’,C’ postoje tacno dve kruzne transformacije inverzivne
ravni, jedna homografija H i jedna antihomografija AH, koje slikaju A, B,C
redom u A’, B',C". Pritom je AH = H o Invapc, gde je Invapc inverzija ¢iji
je krug odreden tackama A, B, C.

Dokaz Postojanje bar jedne kruzne transformacije T' koja slika A,B,C redom
u A’",B’,C" sledi iz tvrdenja 2.5 u kome smo preslikali tri proizvoljne tacke u
temena zadatog trougla. Pokazimo da takvih transformacija ima tacno dve.
Pretpostavimo da postoji jos jedna, npr. J: tada je i 77! o J kruzna tran-
sformacija koja fiksira tri tacke A, B, C, te ona mora biti identiteta ili Invapc,
pajeJ =T ili J = Tolnvape. Jedna od T i J je homografija, a druga
antihomografija. O

Za skupove tacaka kazemo da su kruzno podudarni ukoliko postoji kruzna tran-
sformacija koja slika jedan od njih na drugog. Kao posledicu prethodne teoreme
vidimo da su svaka dva trotemenika (tj. trojke nekolinearnih tac¢aka), dva kruga,
ili bilo koji krug i prava kruzno podudarni.

Nakon $to smo ustanovili da su one kruzne transformacije koje fiksiraju oo
upravo sli¢nosti, pokazatemo da je svaka kruzna transformacija konjugovana
inverzijom nekoj sli¢nosti.

Lako se utvrduje:

Stav 3.9 a) Relacija konjugovanosti kruznih transformacija inverzijom je rela-
cija ekvivalencije; njene klase na kruznim transformacijama éemo zvati klasama
konjugacije kruznih transformacija tom inverzijom.

b) Svaka transformacija T i njen konjugat T' = FoT o F~Y inverzijom F imaju
jednak broj fiksnih tacaka; pritom T fiksira tacku A ako i samo ako T’ fiksira
tacku F(A).
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c)(Uopsten princip simetrije) Ako su F i T kruZne transformacije, tako da je
T = Ikl Osz o..oly , tada je FoToF- 1= IF(kl) OIF(k:Q) o... OIF(kn)-

n’

Primetimo da (anti)homografija inverzijom indukuje (anti)homografiju.

Neka je T kruzna transformacija. Opisimo njena svojstva u zavisnosti od toga
da li je ona (anti)homografija i od broja njenih fiksnih tacaka. Za to ¢emo
koristiti zapazanje da se svaki elipticki/parabolicki/hiperbolicki pramen krugova
pogodnom inverzijom slika u pramen konkurentih pravih, paralelnih pravih ili
skup koncentriénih krugova.

1) U slucaju da T ima bar tri fiksne tacke, na osnovu stava 3.6 vidimo da je ona
identiteta ako je homografija, odnosno inverzija ako je antihomografija.

centar jedna od tih tacaka, npr. Fj;. Tada se Fj slika u co. Odgovarajuca
konjugovana transformacija 7' = F o T o F~! (e fiksirati tacke F(Fy) = oo i
F(F;) = O, gde je O neka konacéna tacka. T fiksira oo, pa je zato sli¢nost,
i to dilativna rotacija sa centrom O ako je T' homografija, odnosno dilativna
refleksija ako je T' antihomografija (iz stava 3.5).

a) Pretpostavimo da je T homografija. Onda je ona konjugovana nekoj dila-
tivnoj rotaciji 7/ = HY o RY sa centrom O, k > 0 (pri éemu 7" moze biti i
homotetija, ili ¢ista rotacija). Tu dilativnu rotaciju sa centrom O mozemo pred-
staviti na slede¢i nacin. Neka je K’ pramen pravih koje se seku u O, a L’ skup
koncentri¢énih krugova sa centrom O. Homotetija Hg ¢e biti kompozicija dve
inverzije ¢iji su krugovi 1§ i 1% iz L' (i ¢iji je odnos radijusa v'k), HE = Iy oIy
Rotacija RQO je komporzicija dve refleksije ¢ije su ose k} 1 k) iz K’ (i koje zakla-
paju ugao 9/2), R% = Ikll o Ikév pa je T/ = Hg @) R9 = (Illl @) Ilé) @) (Ikll o Iké)
Tada ¢e (na osnovu Uopstenog principa simetrije) biti:

T‘:F‘OT‘/O_F_1 - (IF(Z’l)OIF(l'Q))O(IF(ki)OIF(k’Q))

Medutim, kako su &} i k4 konkurentne prave u tacki O koje zaklapaju ugao /2,
to e k1 = F(K}) 1 ko = F(k}) biti krugovi koji se seku u tackama Fy i F pod
istim uglom, tj. ki i ko Ce biti krugovi eliptickog pramena K kroz tacke Fi i
F,. Sa druge strane, [} i I} su koncentri¢ni krugovi u O koji su ortogonalni na
pramen K’  pa ¢ée i krugovi Iy = F(l}) i ls = F(I}) pripadati hiperbolickom
pramenu L koji je ortogonalan na K. Dobili smo otud da je:

T = (Ill 0112) o (Ikl (e} Ikg)a
tj. da je proizvoljna homografija T koja fiksira dve tacke kompozicija najvise

etiri inverzije. U slucaju da je dilativna rotacija ¢ista rotacija (tj. homotetican
deo je identicki, k = 1, Iy = l2), onda je

T = Ikl OIk2,

tj. T je konjugovana rotaciji, i ona je kompozicija inverzija u odnosu na dva
kruga eliptickog pramena koji se seku u fiksnim tackama od 7', pa je homografija
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T elipticka. Kako su pri rotaciji M’ invarijantni koncentri¢ni krugovi iz L', to ée
i T ostavljati invarijatnim krugove hiperbolickog pramena L kojem su grani¢ne
fiksne tacke od T. U slucaju da je dilativna rotacija T" Cista homotetija (tj.
rotacioni deo je identicki, § = 2Z7, ky = ko), onda je

T = Ill 0112,

odnosno T je konjugovana homotetiji, i ona je kompozicija inverzija u odnosu
na dva kruga hiperbolickog pramena koje razmenjuju fiksne tacke od T', pa je
homografija T' hiperbolicka. Kako su pri homotetiji 7" invarijantne prave iz K’
kroz njen centar, to ¢e i T ostavljati invarijatnim krugove eliptickog pramena
K kroz fiksne tacke od T. Najzad, ako je dilativna rotacija T” prava (tj. ni
homoteti¢an, ni rotacioni deo nisu identicki), zaklju¢ujemo

T: (Ill OIlz) o (Ikl O_Z-ka)7

dakle, T" je konjugovana pravoj dilativnoj rotaciji, gde su ky i ko, 1 I3 1 lo,
par po par, razli¢iti krugovi dva upravna pramena krugova (redom eliptickog, i
hiperbolickog), i ¢ije su granicne tacke fiksne tacke od T', pa je homografija T
loksodromicna.

b) Pretpostavimo da je T antihomografija. Ona je konjugovana nekoj dilativnoj
refleksiji 77 = HJ o S, sa centrom O, gde tacka O pripada pravoj p’ (pri ¢emu
T’ ne moze biti i ¢ista refleksija, jer bi fiksirala vise od dve tacke). Tu dilativnu
refleksiju sa centrom O moZemo posmatrati na sledeéi nacin. Neka je L’ skup
koncentriénih krugova sa centrom O. Kako O € p/, oni su svi ortogonalni na p’.
Homotetija HE, k > 0 ¢e biti kompozicija dve inverzije ¢iji su krugovi 14 i 1} iz L'
(i &ji je odnos radijusa Vk), HE = Iy oly, pajeT’ = HEoS, = Ly oLyy)oly.
Tada ¢e biti:

T=FoT oF " =(Ipy)olra)elry)

Medutim, kako su 1§ i I} koncentri¢ni krugovi u O koji su ortogonalni na pravu
p’, pa ¢e i krugovi Iy = F(l}) i lo = F(l}) biti ortogonalni na krug p = F(p’).
Dobili smo otud da je:

T = (Ill o Ilz) o Ip,

tj. da je proizvoljna antihomografija koja fiksira dve tacke kompozicija tatno
tri inverzije.

3) Najzad, razmotrimo slucaj kada T' ima taéno jednu fiksnu tacku Fj. Neka
je F inverzija sa centrom F7; ona slika F; u oco. Odgovaraju¢a konjugovana
transformacija 7" = F~! o M o F fiksira jedino tacku F(F}) = oo, pa je ona
translacija za neki vektor v ako je T" homografija, odnosno klizajué¢a refleksija
ako je T" antihomografija.

a) Pretpostavimo da je T homografija. Otuda je ona konjugovana translaciji
M’ = 1,. Neka je K’ pramen paralelnih pravih upravnih na vektor v. Trans-
lacija 7, ¢e biti kompozicija dve refleksije ¢ije su ose prave k] i k) iz K’ (i na
medusobnom rastojanju |v|/2).
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Tada je T" = 7, = I} o I}y, pa je:

T=FoT oF " =IpuoIpm

Ali kako su K i k) paralelne prave, to ¢e k1 = F(k}) i ko = F(k}) biti krugovi
koji se dodiruju u Fi, tj. k1 i ko ¢e biti krugovi parabolickog pramena K ¢iji je
centar fiksna tacka Fy. Tj. T je konjugovana translaciji, i ona je kompozicija

inverzije u odnosu na dva kruga parabolickog pramena ¢iji je centar fiksna tacka
od T, pa je homografija T parabolicka.

b) Pretpostavimo da je T' antihomografija. Otuda je T' konjugovana klizajucoj
refleksiji T = G,,. Neka je K’ pramen paralelnih pravih upravnih na vektor v,
i prava I’ upravna na taj pramen. Klizajuéa refleksija G, ¢e biti kompozicija
tri refleksije: redom, prve dve ¢ije su ose prave kf i k iz K’ (i na medusobnom
rastojanju |v]/2), i treca je refleksija sa osom I. Tada je T" = G, = (I}, oly; )oly,
paje T = (Ig, oIy,) oI}, gde su k1 = F(k}), ko = F(kb), Il = F(I'). Ali kako
su ki i ki paralelne prave, to ée ky = F(k}) 1 ko = F (k) biti krugovi koji se
dodiruju u Fi, tj. k1 i ko ¢e biti krugovi parabolickog pramena K ¢iji je centar
fiksna tacka Fp, i bi¢e upravni na krug [ u tacki Fy. Tj. T je konjugovana
klizajucoj refleksiji, i ona je kompozicija tri inverzije: redom, prve dve inverzije
u odnosu na dva kruga parabolickog pramena ¢iji centar je fiksna tacka od 7', i
trec¢a je inverzija u krugu koji je na njih ortogonalan u toj tacki.

Ako prethodne rezultate sumiramo, dobijamo:

Stav 3.10 Ako homografija T ima bar tri fiksne tacke, ona je identiteta; ako
ima tacno dve fiksne tacke, tada je ona elipticka, hiperbolicka, ili loksodromicna
homografija; konjugovana je redom rotaciji, homotetiji ili pravoj dilativnoj rota-
cigi, © predstavlja kompoziciju, redom, dve inverzije u krugovima eliptickog pra-
mena odredenog fiksnim tackama od T, dve inverziji u krugovima hiperbolickog
pramena ¢ije su granicne tacke fiksne tacke od M, ili Cetiri inverzije u odnosu
na parove krugova, koji par po par, pripadaju upravnim pramenovima krugova
(eliptickom i hiperbolickom) cije su granicéne tacke — fiksne tacke od T. Ako T
ima taéno jednu fiksnu tacku, tada je ona parabolicka homografija; konjugovana
je translaciji, © predstavlja kompoziciju dve inverzije u krugovima parabolickog
pramena Ciji centar je fiksna tacka od T .

Ako je T antihomografija i ima bar tri fiksne tacke, ona je inverzija; taéno dve
fiksne tacke, ona je konjugovana dilativnoj refleksiji i predstavlja kompoziciju 3
inverzije redom u disjunktnim krugovima i na njih ortogonalnom krugu; tacéno
jednu fiksnu tacku, konjugovana je klizajucoj refleksiji i kompozicija je 8 inver-
zije redom u tangentnim krugovima i na njih ortogonalnom krugu u toj tacki.

3.3 Dejstvo kruznih transformacija - homografija

Ovde ¢emo neke od zakljucaka prethodnog odeljka prikazati graficki uz objas-
njenje. Obzirom da je svaka antihomografija kompozicija inverzije — ¢ije pred-
stavljanje i dejstvo nam je poznato — i neke homografije, ovde ¢emo posebno
obratiti paznju na same homografije.

Neka je data homografija M i njoj odgovarajuca, konjugovana homografija M’.
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Slika 20: Pomeraj tacke na invarijantnom krugu pri eliptickoj homografiji

Na slici 20 je prikazano indukovanje homografijom M u slu¢aju kada je ona
elipticka. Obzirom da je konjugovana sli¢nost M’ rotacija ako i samo ako ostav-
lja invarijantnim koncentri¢ne krugove kojima je srediste njena fiksna tacka O
(slika desno), M je elipticka ako i samo ako ostavlja invarijantnim odgovarajuce
krugove hiperbolickog pramena L (nacrtani punom linijom, slika levo). Ugao
rotacije M’ prikazane na slici je 6 = 7/3: ona pomera tacku 2z’ duz luka kruga
iz L’ izmedu pravih pramena K’ koje zaklapaju ugao /6, do tacke M’(z’),
pa homografija M odgovarajuéu tacku z pomera duz luka kruga iz eliptickog
pramena K, izmedu krugova pramena L (nacrtani isprekidanom linijom) koji
zaklapaju isti ugao, do tacke M (z).

Slika 21: Dejstvo elipticke homografije na krivolinijske ”pravougaonike”

Na sledecoj slici 21 je ilustrovano dejstvo opisane elipticke homografije na po-
sebne oblasti inverzivne ravni. Svaki zatamnjeni ”pravougaonik” (krivolinijski,
¢ije su strane lukovi krugova) se slika homografijom M (z) u sledeéi takav u
pravcu strelica - neki od njih su obojeni crno da bi se to naglasilo. Ovakva figura
je karakteristicna za sve periodi¢ne homografije: pocetni ”pravouganik” ce se
vratiti u sebe posle n primena homografije, gde je n njen period (elipticka homo-
grafija je periodi¢na sa periodom n ako je ugao konjugovane rotacije § = 27m/n,
gde je m/n nesvodljiv razlomak); na slici je period homografije 6.

Pogledajmo prikaz hiperbolicke homografije (slika 22). Konjugovana sli¢nost
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Slika 22: Dejstvo hiperbolicke homografije

M’ je homotetija ako i samo ako ostavlja invarijantnim prave kroz svoju fiksnu
tacku (pramen K'), pa je M hiperbolicka ako i samo ako ostavlja invarijantnim
krugove odgovarajuceg eliptickog pramena K kroz svoju fiksnu tacku. Slika
prikazuje takvu transformaciju sa koeficijentom homotetije £ > 1. Primetimo
da se uzastopnom primenom homografije M na osencene ”pravougaonike”, oni
udaljavaju od fiksne tacke Fy i priblizavaju fiksnoj tacki Fy: M™(z) = F~1o
(M"Y (2)o F — F~1(00) = Fy(n — o0). Zato u ovom sluéaju kazemo da je F
odbojna tacka, a Fy priviaéna tacka homografije; ako je koeficijent homotetije
k <1, Fy i F» menjaju uloge.

Slika 23: Dejstvo loksodromiéne homografije

Na ilustraciji 23 moze se videti dejstvo loksodromi¢ne homografije. Ovde nisu
invarijantni ni krugovi iz K, ni krugovi iz L, ve¢ istaknute krive na slici (sa
strelicama); takode je ilustrovan efekat uzastopnih primena M na mali ”pra-
vouganik” blizu F;. Kao i kod hiperbolicke homografije, jedna fiksna tacka je
odbojna, a druga privlacna (i menjaju uloge u zavisnosti od koeficijenta i ugla
konjugovane dilativne rotacije M’).

Prikaz parabolicke homografije je dat na slici 24. Na levom delu su prikazana
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Slika 24: Dejstvo parabolicke homografije

dva ortogonalna parabolicka pramena (punom K i isprekidanom linijom K)
odredena fiksnom tackom Fj (i oni su invarijantni pri M). Konjugovanjem
(inverzijom sa centrom Fp) se oni slikaju u ortogonalne pramenove paralelnih
pravih (desni deo slike, odgovaraju¢om punom/isprekidanom linijom). Dejstvo
obe homografije na odgovarajuée osencene oblasti je prikazano; svaki (krivoli-
nijski) pravouganik se slika u sledeéi u praveu strelice. Vektor translacije M’
(koja je komporzicija refleksija u odnosu na dve prave iz K’) je upravo vektor
pomeraja pravougaonika (desno).

3.4 Konstrukcija slike pri kruznoj transformaciji. Karak-
teristicni paralelogram

Podsetimo se da prema stavu 3.8 postoje tatno dve kruzne transformacije koje
tri tacke slikaju u date tri tacke; pritom je za odredivanje konstrukcije tih
kruznih transformacija dovoljno pronadi jednu koja je homografija, a ova druga
koja je antihomografija ¢e biti kompozicija te homografije i inverzije u krugu
definisanom sa tri originalne tacke. Mi ¢emo za date fiksne tacke i pol (a time
poznate i njihove slike), odrediti konstrukciju jedine dve kruzne transformacije
kojima one odgovaraju; bic¢e, dakle, dovoljno izvesti onu koja je homografija i
nije sli¢nost?!. Koristiéemo osobine kruznih transformacija da éuvaju krugove,
uglove i dvorazmeru tacaka.

Neka je M homografija (koja nije sli¢nost) ¢ije su fiksne tacke Fy, F» i ¢iji je pol
Meo- Konstruisimo sliku M, proizvoljne tacke z pri toj homografiji. Imamo da
je M : Fl,Fg,moo,oo,z '_)FlaFanoaMtXth-

Iz relacije [F1myo,00z] = [FlooMyM,] dobijamo da je meoz : F1z = Fi My :
FiM, (1), aiz [F1oomez] = [F1 MocooM,] sledi Fime : F1z = MM, : F1 M,
(2), pa su trouglovi me.zFy i Mo F1 M, sliéni (3). Specijalno, ako je z = Fy,
zamenom u (1) proizilazi da je moFo = F1 My, 1 analogno myF; = Fo M,
(zamenom F i Fy).

21za konstrukciju slicnosti na osnovu slika 3 date tacke pogledati npr. [14, 218. str]
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(I) Pretpostavimo da su fiksne tacke razli¢ite. Onda M, predstavlja preseénu
tacku krugova k(Fy, Fimeo) 1 k(F1, Fims). Otud vidimo da je me, = My ako
i samo ako je m, srediste segmenta F Fy.

(Ia) Pretpostavimo najpre da mq, ne polovi duz Fy Fa, tj. meo # Moo. Ako su
F1, F5, m nekolinearne, F} M., Fomo, Ce biti paralelogram i njega ¢emo zvati
karakteristicni paralelogram®? homografije M (slika 3.4). Ukoliko su kolinearne,
njima Ce biti i My, i pritom Ce se poklapati sredista duzi FiFo i Moo Meo.
Dakle, tacku M., ¢emo stoga konstruisati kao centralno-simetri¢nu tacki me,
u odnosu na srediste FjFy. Obzirom da se prave Fomeo, Mooz 1 Foz slikaju
redom u prave Fo Mo, M, Moo i krug Fo M, M, i kako je ugao izmedu prave i
kruga podudaran periferijskom uglu nad tetivom odredenom njihovim prese¢nim
tackama, i ¢uvaju se uglovi, bite AFomyoz slican M, M F>. (5) Otuda je
(ukoliko su prave Fyz, Fy F5 unutar tupog ugla Zme, F» Mo, slicno se pokazuje
u svim slu¢ajevima)

LoFsM, = /e FyMa, — ZmaFoz — /M, FaMo,
= (m—=LFamooF1) — ImooFoz — ImoozFy
= ZzmFi. (6)

Takode kako je

Foz: oM, = meFy: MM, (iz (5))
FiMy : Moo M, (iz (4))

= Mooz : Fime (iz (3))

i s obzirom na (6), zaklju¢ujemo da je AzFyM, slican Azmy Fy. (7)

Primetimo da kako homografija M slika pravu Fim., na pravu F} M., a one se
seku u drugoj fiksnoj tacki, da ona zapravo predstavlja perspektivno preslikava-
nje prve prave na drugu - to sledi jer je ona projektivno preslikavanje obzirom
da ¢uva harmonijsku konjugovanost tacaka, a pritom i zajednicki element mno-
gostrukosti slika u sebe [1, str. 85.].

(Ib) Ako je ms = Mo, tj. Mo je srediste segmenta odredenog fiksnim tackama,
analogno kao u (3), za drugu fiksnu tacku Fy imamo sli¢nost trouglova Azm Fa,
ANFsMoM,, paje ZFy\ M, Fy = 71— /FzF5, te su tacke I, z, Fy, M, koncikli¢ne
(odnosno kolinearne ako i samo ako je z na pravoj Fi Fy), i otuda ée trazena
tacka M, biti presecna tacka kruga (prave) kroz Fi, Fs, z sa pravom kroz Fj
koja zaklapa sa pravom FjF5 ugao podudaran ZF)zm.

(U slucaju da su date z, M,, ms kod involucije M, fiksne tacke mozemo odrediti
na sledeci nacin: neka je b bisektrisa ugla Zzmq,M,, O presetna tacka medija-
trise duzi zM, i prave kroz m«, upravne na b, i k krug sa centrom O kroz tacku
z; tada su fiksne tacke presecne tacke kruga k i bisektrise b).

22Prvi koji je pomenuo ovaj objekat bio je Ernst Jacobsthal u Ueber die Klasseninvariante
dhnlicher Abbildungen. Kon. Norske Vid. Selskab Forhandlinger, Part I, 25 (1952) 119-2/;
Part II, 26 (1953), 10-15
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(IT) Specijalno, ukoliko Fy = Fy, F; polovi duz me. M. Konstrukeiju izvodimo
na osnovu sliénosti trouglova me.zFy 1 Moo F1 M, iz (3).

3.5 Kruzne transformacije u krugovima snopa

Za kruznu transformaciju sa¢injenu od inverzija u krugovima nekog snopa kazemo
da je kruzna transformacija tog snopa. Dokazademo da se bilo koja kruzna tran-
sformacija snopa moze svesti na kompoziciju najvise tri inverzije tog snopa, i
da stoga mora biti ne-lokosodromi¢na. Radi preglednosti kompoziciju inverzija
u krugovima k i [ ¢emo oznacavati sa k ol. Dokazimo najpre par pomoénih
stavova:

Stav 3.11 Za date krugove k il i tacku P, postoje krugovi k i1 pramena kl
kroz P takvi da je kol =Fkol.

Dokaz Neka su k i | krugovi, i tacka P van njih. Ako su k i [ preseéni /
tangentni / disjunktni, postoji inverzija F' : X — X’ koja ih slika u &', I/, i to
redom u dve prave koje se seku u nekoj (konaé¢noj) tacki O / dve paralelne prave
/ dva koncentri¢na kruga. Neka je onda i prava OP’ /prava kroz P’ paralelna
k', U' /krug kroz P’ koncentrican k' i I’. Tada ée Iy o Ij» biti neka rotacija R /
translacija T'/homotetija H, i neka je tada 7 prava kroz O / prava paralelna k', I’
/ krug koncentrican k' i I, takva da je k'ol’ = k’ol’ =R / T / H; konjugovanjem
tog izraza inverzijom F dobijamo kol =Fkol, gdesuk = F~1(k)il=F1(7).
O

Stav 3.12 Ako krugovi k, I, m pripadaju eliptickom pramenu, pri éemu je P
jedna od njihovih zajednickih tacaka, onda postoji krug k. tog pramena takav da
jekolom = k..

Dokaz Inverzijom X — X’ sa centrom P se krugovi k, [, m slikaju u konku-
rentne prave k’,1’, m/, pa ée k!, biti prava njihovog pramena takva da su jednake
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rotacije I’ om’ 1 k' ok, tj. takva da su jednaki orijentisani uglovi ZI'm’ i Zkk.,.
(I

Neka su k,l,m,n cetiri kruga nekog snopa S; pokazimo da se kompozicija
inverzija u njima moze svesti na kompoziciju u neka dva kruga tog snopa
(ako se ta dva kruga poklapaju, ocito je ta komporzicija identiteta). Neka
je tacka P proizvoljna na k (i u slu¢aju parabolickog snopa, razlicita od za-
jednicke tacke krugova tog snopa). Onda na osnovu stava 3.11 postoje krugovi
KU, m/ ,m”,n' € S kroz tacku P takvida je kol =k'ol', I'om =1"om/,
m'on=m"on”. Tada ¢e biti kolomon =k ol'omon =k"ol”"om’on =
k' ol” om” on/, gde krugovi k',1”, m”,n’ pripadaju snopu i imaju zajednicku
tacku, pa prema 1.13 pripadaju i nekom eliptickom pramenu el, a na osnovu
3.12 bice k' ol" om” on' = m, on’, gde m, pripada pramenu el, a time i snopu
S. Otuda je kolomon = myon', gde m,,n’ € S. Stoga se svaka kruzna
transformacija snopa moze predstaviti kao kompozicija najvise tri inverzije tog
snopa.
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4 Sferni snopovi

4.1 Potencija tacke u odnosu na sferu

Koristedi rezultate prvog poglavlja za krugove u ravni, lako se izvode analogne
definicije, tvrdjenja i zakljucci za sfere u prostoru u ovom poglavlju.

Stav 4.1 Neka su dati tacka P i sfera (O, r). Proizvod rastojanja tacke P od
bilo koje dve tacke sfere sa kojima je kolinearna je konstantan broj koji iznosi

PO? —r? § njega zovemo potencija tacke P v odnosu na sferu 3 i oznacavamo
sa p(P,X).

Tacka je van/na/unutar sfere ako i samo ako je njena potencija u odnosu na
tu sferu veéa/jednaka/manja od nule. Ako je tacka P van sfere ¥, i T dodirna
tacka tangente na ¥ kroz P, tada je p(P, ) = PT?. Ako je tacka P unutar sfere,
i T krajnja tacka tetive kroz P upravne na pravu OP, tada je p(P, k) = —PT?.

4.2 Radikalna ravan, osa, centar, sfera. Pramenovi i sno-
povi sfera. Inverzija u snopu sfera

Ugao izmedu dve sfere u njihovoj prese¢noj tacki je ugao izmedu njihovih tan-
gentnih ravni u toj tacki. Za dve sfere se kaze da su ortogonalne ako zaklapaju
prav ugao u svakoj zajednickoj tacki. Za pravu odredenu centrima dve nekon-
centri¢ne sfere kazemo da je njihova osa. Bilo koju ravan u kojoj lezi osa nekih
sfera zovemo njihovom osnom ravni. Za sfere kojima su centri nekomplanarne
tacke kazemo da su u opstem polozaju. Za pet ili vise tacaka kazemo da su
kosferne ako pripadaju istoj sferi. Dve tacke sfere su suprotne na njoj ako su
one krajnje tacke nekog njenog precnika. Ako su ¥ i I' dve razlicite sfere, za
sferu ¥ kazemo da polovi sferu T' (odnosno da je I' ekvator od ¥), ako ¥ sadrzi
dve suprotne tacke na 7.

Za svaku tacku koja ima jednake potencije u odnosu na dve ili vise zadatih sfera
kazemo da je radikalna tacka tih sfera. Ona je istovremeno na, van ili unutar
njih.

Lema 4.2 Neka su X(Os,rs) i ['(Or,rr) dve sfere. Tada je ¥ ortogonalna na
I' < r{ =p(Ox,T), a ¥ je ekvator od I' <= ri = —p(Ox,T).

Stav 4.3 Tacka O je radikalna sferama T' i A ako i samo ako je ona njihova
zajednicka tacka ili centar zajednicke ortogonalne sfere (kada je van ngjih) ili
centar zajednickog ekvatora (kada je unutar njih).

Sfera T'(O,+/|p]), gde je p = p(O,T) = p(O,¥), koja predstavlja zajednicku
tacku (degenerisan slucaj), ortogonalnu sferu ili ekvator sfera I' i X, zovemo
radikalnom sferom tih sfera.

Dakle centar svake radikalne sfere date dve sfere je njihova radikalna tacka, i
ona odreduje tu radikalnu sferu.

Stav 4.4 Na osi dve nekoncentricne sfere jedinstveno je odredena njihova radi-
kalna tacka. Ravan kroz tu tacku upravna na osu je skup svih radikalnih tacaka
tih sfera, i ona se naziva radikalna ravan tih sfera.
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Odredimo radikalnu ravan dve sfere u zavisnosti od toga da li se one seku,
dodiruju ili su disjunktne:

Ako se one seku, presecéne tacke su im radikalne i predstavljaju krug, pa je
njime odredena radikalna ravan. Kada se dve sfere dodiruju, radikalna ravan je
zajednicka tangentna ravan u tacki dodira. Najzad, ako su dve sfere I'(O,r) i
I'(O', ") disjunktne, za konstrukeiju njihove radikalne ravni dovoljno je odrediti
jednu njenu pravu (radikalna ravan biée upravna kroz tu pravu na pravu OO’).
Ako je A neka sfera koja sece ' po krugu k i sece IV po krugu k', presek ravni
krugova k i k' je prava koja pripada radikalnoj ravni.

Skup svih sfera od kojih svake dve imaju za radikalnu istu ravan ©, naziva se
pramen ravni, a ravan © radikalna ravan tog pramena sfera. Za sfere nekog
pramena kazemo i da su koaksijalne.

Neka su I' i A dve sfere nekog pramena P ¢ija je radikalna ravan I1. Tada je IT
upravna na ose svih parova sfera tog pramena, pa su njihovi centri kolinearni na
osi I' 1 A, koju zovemo i osom tog pramena. Proizvoljna tacka radikalne ravni
II je radikalna svakom paru sfera tog pramena, pa ima istu potenciju u odnosu
na sve njegove sfere. Zato presek I' i A predstavlja ujedno i presek svih parova
sfera tog pramena.

Ukoliko je presek dve proizvoljne sfere I' i A pramena (pa i svake dve sfere tog
pramena) krug, 1, ili 0 tacaka, za pramen kazemo da je elipticki, parabolicki ili
hiperbolicki.

Stav 4.5 Ako suT i A dve sfere nekog pramena kojima je radikalna sfera T,
onda je I radikalna svakom paru sfera tog pramena.

Otuda sledi:

Lema 4.6 Ako dve sfere sadrie neku tacku P, imaju ortogonalnu sferu X ili
ekvator ©, tada i svaka sfera njihovog pramena redom sadrzi P, ortogonalna je
na X ili ima ekvator ©.

Stav 4.7 Necka su I' 1 A dve sfere nekog pramena, 1 IV i A’ neke dve njima
radikalne sfere odredenih tipova. Tada taj pramen éine svi parovi sfera kojima
su radikalne TV ¢ A/, istih tipova, a koje imaju zajednicku osnu ravan sa T', A,
I/, A,

Zato je pramen jednoznacéno odreden sa svoje dve sfere I' i A, pa ga mozemo
oznaciti i sa A. Specijalno, ako su IV i A’ sfere ortogonalne na I' i A (one uvek
postoje, jer su im centri proizvoljne dve spoljasnje i radikalne tacke krugova I’
i A), vazi sledede:

Stav 4.8 Ako suT i A dve sfere nekog pramena ortogonalne na sfere I 1 A/,
onda taj pramen ¢ine sve sfere ortogonalne na I i A’, i kojima je zajednicka
osna ravan sa I', A, TV, A’.

Otud se pramen sfera moze definisati kao skup svih sfera ortogonalnih na neke
dve sfere TV i A’ u zajednickoj osnoj ravni. Radikalne ravni pramenova TI'A i
I"A’ su medusobno upravne, pa zato za pramenove I'A i IVA’ kazemo da su
medusobno upravni pramenovi. U slucaju da je TA hiperbolicki, onda ce TVA'
biti elipticki, i obrnuto. Ako je I'A parabolicki, takav ée biti 1 IVA/.
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Elipticki pramen sfera ¢ine sve sfere kroz neki krug k, i njega tada oznac¢avamo
sa el[k]. Parabolicki pramen sfera ¢ine sfere tangentne na neku sferu I' u tacki
A, i njega oznacavamo tada sa Pa[l', A]. Kako je svaki pramen odreden na
njega upravnim pramenom i osom, sa h[AB] ¢emo oznaciti hiperboli¢ki pramen
na koga je upravan pramen el[k], pri ¢emu tacke A i B odredjuju osu, a k je
bilo koji krug na kome su one suprotne; za njih kazemo i da su graniéne tacke
pramena h[AB]. Primetimo da je radikalna ravan pramena el[k] ravan kruga
k, a pramena h[AB] medijalna ravan duzi AB. Svaka od sfera hiperbolickog
pramena predstavlja tzv. Apolonijevu sferu u odnosu na svoje granic¢ne tacke,
tj. ona je geometrijsko mesto tacaka ciji je odnos rastojanja od grani¢nih tacaka
odredena konstanta.

Ukoliko su sfere u opstem polozaju, njima odredene radikalne ravni se seku u
jedinstvenoj tacki koju zovemo radikalnim centrom tih sfera. Ona je njihova
jedina zajednicka tacka ili centar jedine zajednicke ortogonalne sfere (kada je
van njih) ili centar jedinog zajednickog ekvatora (kada je unutar njih). Skup svih
sfera od kojih svake ¢etiri imaju za radikalnu istu sferu ¥ zovemo sferni snop.
Otud je snop sfera skup svih sfera sa zajednickom tackom, ortogonalnom sferom
ili ekvatorom. Za njega tada kazemo da je, redom: parabolicki, hiperbolicki ili
elipticki snop. Kako je svaki snop sfera jednoznacno odreden svojom radikalnom
sferom ¥ i tipom, parabolicki/hiperbolicki/elipticki snop éemo oznacavati redom
sa PS(X), HS(X), ES(X). Svaki snop je odreden sa svoje Cetiri sfere u opstem
polozaju X1, ¥, Y3, X4, pa se moze oznaciti i sa X1X2X3>,, a za njih kazemo
da predstavljaju njegovu generatrisu.

Stav 4.9 Ako sfere 31 i Yo pripadaju nekom snopu, onda i pramen 1o pri-
pada tom snopu.

Stav 4.10 Sfere snopa kroz neku tacku P koja nije centar snopa, pripadaju
eliptickom pramenu u datoj osnoj ravni, i prolaze kroz tacno jos jednu tacku
kolinearnu sa P i centrom snopa.

Stav 4.11 Neka su X1, Yo, X3, Xy sfere u opstem poloZaju. Snop 3139333y
je najmangi skup sfera koji sadrzi X1, Yo, X3, 24 1 sa svake dve od svojih sfera,
sadrzi i ceo pramen koji one daju. Odnosno, $139333, = ({S]|X1, X9, X3, 24 €
SA(u,veS=uCS)}.

Dakle, opisno govoreci, snop sfera predstavlja zatvorenje cetiri sfere u opstem
polozaju u odnosu na operaciju formiranja pramena sfera.
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5 Inverzija u odnosu na sferu

5.1 Definicija i osnovna svojstva. Inverzivan prostor i
invarijante

Za dve tacke kazemo da su medusobno inverzne u odnosu na snop ako su
presecne tacke sfera nekog eliptickog pramena tog snopa u zajednickoj osnoj
ravni. Na osnovu stava 4.10 vidimo da svaka tacka osim centra snopa ima
jedinstvenu njoj inverznu tacku. Otuda se moze definisati preslikavanje koje
svakoj tacki dodeljuje njoj inverznu tacku u odnosu na neki snop (osim njego-
vom centru), i to preslikavanje onda zovemo inverzijom u odnosu na taj snop.
Prepoznajemo tipove inverzije kao tipove svog odgovarajuceg snopa, pa imamo
hiperbolicku, elipticku i parabolicku inverziju. Parabolicka inverzija je trivijalno
preslikavanje kojim se svaka tacka slika u centar snopa. Hiperbolicku inverziju
¢emo zvati i inverzijom u odnosu na sferu, i najvise ¢emo obratiti paznju na
nju, obzirom da elipticka inverzija predstavlja kompoziciju hiperbolicke inver-
zije 1 centralne simetrije u odnosu na centar snopa. Ako je X sfera sa centrom
O i poluprecnika r, tacka P (razli¢ita od O) se inverzijom u odnosu na tu sferu
slika u tacku P’ na polupravoj OP ako je OP - OP' = r2. Za tacku P’ éemo
reéi da je inverzna tacki P u odnosu na sferu X, a tu sferu éemo zvati sferom
inverzije. Tacku O ¢éemo zvati centrom inverzije. P’ se moze definisati i kao
druga presecna tacka tri sfere kroz P ortogonalne na sferu inverzije.

Iz definicije vidimo da je inverzija u odnosu na sferu involutivna bijekcija koja
razmenjuje unutrasnje i spoljasnje tacke sfere, a da su tacke same sfere njene
jedine invarijantne tacke.

Analogno pojmu inverzivne ravni uvodimo pojam inverzivnog prostora tako
$to se euklidskom prostoru doda idealna ili beskonacno daleka tacka oo, koja
pripada svim ravnima i pravama. Euklidski prostor dopunjen tackom oo naziva
se inverzivnim (konformmnim) prostorom, a ravni i prave dopunjene sa 0o zovu se
ravnima i pravama inverzivnog prostora. Sve ravni inverzivnog prostora i sfere
pridruzenog euklidskog prostora (sfere kona¢nog pre¢nika) zovemo zajednicki
sfere inverzivnog prostora.

Sliéno odgovarajucem sluc¢aju u ravni, izvodimo sledece tvrdenje:

Stav 5.1 Inverzija u odnosu na sferu cuva sfere, krugove, dvorazmeru, uglove
izmedu krivih, simetricne tacke, pramenove i snopove sfera.

Dokaz Neka je ¥ sfera inverzije X — X' sa centrom O, 7 ravan, i ¢ sfera.
Ocigledno se ravan kroz O slika u ravan kroz O jer su inverzne tacke kolinearne
sa centrom inverzije. Ako je 7 © O, neka je T podnozje normale iz O na 7.
Neka je X proizvoljna tacka ravni 7, X # T, tada je restrikcija sferne inverzije
u ravni OT X, inverzija u odnosu na presecni krug te ravni i o, pa iz sli¢nosti
trouglova OTX 1 OX'T’, X' pripada krugu nad pre¢nikom OT", tj. sferi ¥ nad
precnikom OT’ (bez tacke O). I obrnuto, ako je tacka X # O, T, X € 1), tada
tacka X’ pripada pravoj ravni OTX kroz T upravnoj na OT, tj. X’ pripada
ravni 7. Ako je O ¢ v, i 0sa 011 sece ¢ utackama Ai B,i X € ¢, tada je X' u
ravni ABX na krugu sa preénikom A’B’, tj. na sferi sa precnikom A’B’. Dakle,
sferna inverzija ¢uva sfere i ravni, pa zato i krugove i prave. Dokaz za Cuvanje
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dvorazmere je isti kao u ravni. Kako je inverzija u krugu izogonalna, takva cée
biti i sferna inverzija, ako uo¢imo tangente dve sfere kroz proizvoljnu prese¢nu
tacku u osnoj ravni koja sadrzi tu tacku. Imajuéi u vidu ¢uvanje uglova, i
da medusobno inverzne tacke pripadaju trima sferama ortogonalnim na sferu
inverzije, cuvace se simetri¢ne tacke. Obzirom na ¢uvanje incidentnosti, krugova
i sfera, i simetri¢nih tacaka, pramen sfera se slika u pramen sfera istog tipa. Iz
toga, kao i stava 4.11 sledi da se ¢uvaju i snopovi sfera odredenog tipa. [J

Bijekcije inverzivnog prostora na sebe koje sfere preslikavaju na sfere zvademo
sfernim transformacijama. Primecujemo da su izometrije i slicnosti prostora,
kao i njihove kompozicije, primeri sfernih transformacija, i analogno kao u inver-
zivnoj ravni, pokazuje se da su one i jedine sferne transformacije inverzivnog
prostora. Samo se pritom, umesto Drugog, moze iskoristiti tzv. Treé¢i Peanov
stav ¢iji dokaz je izlozen u [14, str. 36-37] 1 koji glasi:

Stav 5.2 Ako su A, B,C, D cetiri nekomplanarne tacke, tada je E tacka pros-
tora S ako i samo ako pripada skupu tacaka ravni koje sadrie: pravu AD i neku
tacku duzi BC, ili pravu BD i neku tacku duzi CA ili pravu CD i neku tacku
duzi AB.

Stav 5.3 Svaka sferna transformacija inverzivnog prostora je ili sliénost ili pro-
izvod izometrije i inverzije (u sferi konacnog precnika).

Preciznije, svaka sferna transformacija se moze izraziti kao proizvod r refleksija
it inverzija, gde je r < 4,7 < 2,r + ¢ < 5. Naime, svaka izometrija je proizvod
najvise Cetiri ravanske refleksije (r < 4); svaka sliénost je proizvod direktne ho-
motetije i osne rotacije, odnosno direktne homotetije i osno-rotacione refleksije
[13, str. 182,184], a direktna homotetija je proizvod dve inverzije u koncen-
triénim sferama, $to u rastavljanju slicnosti daje 2 ili 3 ravanske refleksije i dve
inverzije (r < 3,1 < 2).

5.2 Stereografska projekcija

Stereografsku projekciju prvi je upotrebio Ptolomej (125. p.n.e.) da bi omoguéio
prikaz pozicije nebeskih tela vidljivih na nebeskoj sferi.

Neka je X sfera sa centrom O, i odaberimo njenu tacku N koju ¢emo zvati severni
pol sfere (a njoj suprotnu tacku na sferi - juzni pol). Neka je II (euklidska) ravan
koja sadrzi O i koja je normalna na pravu NO. Krug mNX zovemo ekvatorijalni
krug te sfere. Preslikavanje ST koje svakoj tacki M sfere (razlic¢itoj od N)
dodeljuje tacku NM N1I zovemo stereografska projekcija®3.

Ukoliko se ravan II dopuni do inverzivne idealnom tackom, toj tacki se pri-
druzuje severni pol, te se stereografska projekcija prosiruje na celu sferu X koja
se slika na tu inverzivnu ravan.

Primetimo da je stereografska projekcija zapravo restrikcija pogodno odabrane
sferne inverzije: ako je S sfera sa centrom N koja sadrzi ekvator, tj. poluprecnika
NOV?2, onda se sfera ¥ bez tacke N inverzijom u odnosu na S slika na ravan II,

23Gtereografska projekcija se nekad definie i kao inverzna opisanom preslikavanju ST, tj.
tako da slika ravan na sferu. Takode, ona se moze uopstiti da ravan II ne mora da sadrzi
centar sfere.
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Slika 25:

i pritom restrikcija te inverzije na ravan II predstavlja preslikavanje ST. Otuda
stereografska projekcija ima i odgovarajuce osobine inverzije: ona ¢uva uglove,
krugove slika u krugove itd.

Posmatrajmo pramen krugova {k;} u ravni II, i neka su {3;} sfere kojima
su ekvatori krugovi iz {k;}; tada i one sainjavaju pramen sfera istog tipa.
Kako je {k;} = IN{X;}, stereografskom projekcijom dobijamo skup krugova
{ki} = XN{Z}}. Neka je kj izabrani krug, i k} bilo koji drugi iz {k{}. Tada se
njihove ravni seku po nekoj pravoj kj, pri ¢emu svaka tacka na njoj ima jed-
nake potencije u odnosu na njih (koja je jednaka potenciji u odnosu na sferu),
zato i u odnosu na sfere 3} i ¥, pa pripada radikalnoj ravni pramena {3},
dakle prava k} je presek te radikalne ravni i ravni kruga k[, i po njoj se seku
sve ravni krugova iz {k.}. Analogno se pokazuje da stereografske slike krugova
snopa u ravni predstavljaju krugove na sferi ¥ ¢ije se ravni seku u jednoj tacki
— koja ima jednake potencije u odnosu na njih i sferu, pa je van/na/unutar
sfere ako je originalni snop krugova hiperboli¢ki/ parabolicki/ elipticki. Otuda
mozemo definisati pramen i snop krugova na sferi: skup krugova na sferi ¢ije
se ravni seku po jednoj pravoj zovemo pramen krugova sfere, i to redom hi-
perbolicki/parabolicki/elipticki ako ta prava ne sece/dodiruje/prodire tu sferu;
skup krugova na sferi ¢ije se ravni seku u istoj tacki zovemo snop krugova sfere,
i on je redom hiperbolicki/paraboli¢ki/elipticki ako je ta tacka van/na/unutar
te sfere. Ukoliko opet (inverzno) stereografski projektujemo pramen ili snop
krugova sfere na ravan — dobijamo pramen, odnosno snop krugova u ravni odgo-
varajuceg tipa, $to zaokruzuje opravdanje za prethodnu definiciju. Za dve tacke
na sferi kazemo da su inverzne (ili simetricne) u odnosu na krug na sferi, ako
su krugovi sfere kroz te dve tacke ortogonalni na taj krug.

Posebno, imajuéi u vidu da je stereografska projekcija izogonalno preslikava-
nje sfere na ravan, pomocu nje se u ravni moze prezentovati ograni¢ena oblast
sfere sa vernim prikazom uglove, i jedna je od najcesée koris¢enih metoda za
konstruisanje geografskih mapa. Ona omogucava i izvodjenje formula sferne tri-
gonometrije iz formula trigonometrije ravni koje je razvio Giuseppe Cesaro?*.
Nama ¢e dalje ova projekcija posluziti za uvodenje tzv. sfernog modela inver-

zivne ravni.

24italijanski kristalograf i mineralog (1849-1939)
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5.3 Prenosenje kruznih transformacija na sferu. Sferni
model inverzivne ravni

Neka je T proizvoljna kruzna transformacija inverzivne ravni II. Pokazali smo
da je ona konjugovana nekoj sli¢nosti T7”, i to odgovaraju¢om inverzijom koja
fiksnu tacku od T slika u co. Neka je X sfera inverzivnog prostora koja dodiruje
IT u fiksnoj tacki O od T". O ¢emo smatrati juznim polom, a njoj suprotnu tacku
— N severnim polom sfere ¥. Tada ¢e restrikcija inverzije u odnosu na sferu S,
Ig ¢iji je centar N i koja sadrzi O na ravan II, biti stereografska projekcija
ST : z — Z koja slika ravan II na sferu ¥. Ocito se co tacka ravni IT slika u
tacku N.

Neka je K’ pramen konkurentnih pravih kroz O, i L’ pramen koncentri¢nih
krugova sa centrom O. Tada su ST(K’) meridijani sfere & (veliki krugovi kroz
O i N), a ST(L') njeni uporednici. Ako je P’ proizvoljan pramen paralelnih
pravih ravni II, tada je ST(P') skup krugova P sfere ¥ koji se dodiruju u
severnom polu N i imaju zajednic¢ku tangentu paralelnu pramenu P’. Sada
¢demo razmotriti kakva kretanja sfere X stereografski indukuje slicnost 77, kao i
kakve odgovarajuce putanje na toj sferi nastaju njihovim dejstvom.

elipticka

[b]

[d]

Slika 26: Putanje na sferi indukovane stereografskom projekcijom pri kruznoj
transformaciji inverzivne ravni

1) Ako je T' rotacija sa centrom O, njen konjugat stereografijom ostvaruje ro-
taciju sfere ¥ oko ose ON. Rotaciji tacke z po krugu I € L pritom odgovara
rotacija tacke 2 = ST'(z) po odgovarajuéem uporedniku ST(I). Dakle, invari-
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jantni krugovi u ravni se stereografijom slikaju u invarijantne uporednike sfere.
Fiksne tacke indukovane rotacije su O i severni pol N. Pri tom se meridijani
slikaju u meridijane. (slika 26, a)

2) Ako je T' homotetija sa centrom O, ona stereografski indukuje homotetiju
sfere 3 sa centrom O. Homotetiji tacke z po pravoj k € K odgovara homotetija
tacke 2 = ST(z) po odgovarajuéem meridijanu ST'(k). Dakle, invarijantne
prave homotetije ravni se stereografijom slikaju u invarijantne meridijane sfere.
Fiksne tacke indukovane homotetije su O i severni pol V. Pri tom se uporednici
slikaju u uporednike. (slika 26, b)

3) Iz prethodna dva slucaja zakljuéujemo da ako je 7" homografija - dilativna
rotacija, da ¢e njeno dejstvo biti odgovarajuéa kompozicija, i da ée odgovarajuce
indukovane putanje biti ”spirale” na slici. Takve putanje zovu se loksodrome
(T je loksodromic¢na). Meridijani i uporednici se slikaju redom u meridijane i
uporednike. (slika 26, c)

4) Pretpostavimo da je T” translacija za neki vektor v. Neka je on i vektor
ranije pomenutog pramena P’ paralelnih pravih. Translaciji tacke z po pravoj
p € P pritom odgovara rotacija tacke 2 = ST(z) po odgovarajuéem krugu iz
P. Dakle, invarijantne prave pri translaciji ravni se stereografijom slikaju u
invarijantne krugove iz P (translatorne krugove) pri indukovanoj transformaciji
sfere. Fiksna tacka te transformacije je severni pol N. (slika 26, d)

5) Pretpostavimo da je T’ osna refleksija u odnosu na pravu p’ koja sadrzi tacku
O. Tada se ravan © koja sadrzi p’ i tacku N slika inverzijom Ig u sebe; pa ako su
z 1 2’ tacke ravni I simetri¢ne u odnosu na pravu p, tj. ravan ©, onda ¢e njihove
stereografske projekcije 2 i 2/ biti tacke sfere ¥ = Ig(II) simetri¢ne u odnosu
na ravan © = Ig(0©), tj. osna refleksija sa osnovom p’ ¢ée indukovati na sferi
Y refleksiju u odnosu na ravan meridijana ST(p’). Uporednici pritom ostaju
invarijantni, i fiksne su samo tacke tog meridijana. Dakle, ako je refleksija I,
deo razlaganja indirektne slicnosti 7" (konjugovane nekoj antihomografiji), ona
¢e putanje dobijene direktnim delom sliénosti 77 (homotetija, translacija, ili Id)
preslikati refleksijom u odnosu na ravan (N, p’).

Najzad, za proizvoljnu kruznu transformaciju 7' smo odredili njeno dejstvo (i
putanje) na odgovarajuéoj sferi. Primetimo da smo prenosenjem kruznih tran-
sformacija na sferu dobili i jedan model inverzivne ravni (u kome se co tacka
identifikuje sa severnim polom).
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6 Kruzni snopovi i konformni modeli prostora

U ovom poglavlju ukazac¢emo na to da pogodni lukovi krugova snopa predstav-
ljaju prave u (poznatim) konformnim modelima euklidskog i neeuklidskog pros-
tora, a da pritom restrikcije kruznih transformacija (generisanih inverzijama u
pomenutim krugovima) daju izometrije u tim modelima.

Neka je S neki snop krugova ravni E. Svakoj tacki A te ravni dodelimo preslika-
vanjem [ par A, A’, gde je A’ inverzna A u tom snopu. Za ravan E, njenu tacku
A i krug p, skupove E/ 25 A/f i p/f nazovimo redom S-ravan E, S-tacka A
i S-prava p.26 Govori¢emo da S-tacka A pripada S-pravoj p ili da S-prava p
sadrzi S-tacku A ako tacka A u skupovnom smislu pripada krugu p. Inverziju
u krugu p nazovimo S-refleksijom u S-pravoj p. Za kompoziciju S-refleksija
kazemo da je izometrija S-ravni. Za dva para S-tacaka kazemo da su podudarni
ako se jedan slika u drugog nekom izometrijom. Ugao izmedu dve S-prave p i ¢
je euklidski ugao izmedu krugova p i q. Kazemo da su one medusobno upravne
(ortogonalne) ako su takvi medusobno krugovi p i g.

U slucaju da je snop hiperboli¢ki, uvedeni pojmovi predstavljaju odgovarajuée
pojmove (kada se re¢ S- zameni sa h-) u Poenkareovom disk modelu hiperbolicke
ravni ¢ija je apsoluta radikalni krug snopa. Za dokaz da je h-ravan uistinu model
hiperbolicke ravni pogledati npr. [14, str. 282].

Ako je snop parabolicki, posmatrajmo sve prave euklidske ravni (koja se jos
naziva parabolickom ravni). One se inverzijom u centru snopa P slikaju u nje-
gove krugove bez tacke P. Osne refleksije euklidske ravni indukuju inverzije
tog snopa. Ako su tacke A, B, C kolinearne, onda je duz AC podudarna sa CB
ako i samo ako je dvorazmera [A'B'C'P'] = 1, gde su A’, B’,C’ koncikli¢ne
tacke u koje se slikaju redom A, B,C. Kako inverzija ¢uva relacije incidencije,
razdvojenosti (i na pravoj i na krugu) i dvorazmeru, ako uzmemo za prave -
krugove bez zajednicke tacke snopa, za refleksije — inverzije u njima, a za po-
dudarne duzi one koje ¢e dati odgovarajué¢u dvorazmeru jednaku 1, parabolicki
snop (bez zajednicke tacke) predstavlja konformni model euklidske ravni.

U slucaju da je snop elipticki, uvedeni pojmovi predstavljace odgovarajuée poj-
krug snopa. Da bismo naglasili da je neki pojam elipticki u narednom izlaga-
nju, doda¢emo mu prefiks ”el-”. Pogledajmo neke elemente dokaza da je £S(1)
uistinu model el-ravni.

Podsetimo se u ovom pasusu aksioma elipticke planimetrije. Grupa aksioma
incidencije glasi: svaka prava sadrzi najmanje tri razne tacke (I.1.), postoji
prava koja sadrzi bilo koje dve tacke (I.2.), postoji najvise jedna prava koja
sadrzi dve razne tacke (I.3.). Grupa aksioma poretka: ako su A, B,C, D ¢cetiri
kolinearne tacke takve da je A, B//C, D tada su svake dve od tacaka A, B,C, D
medju sobom razlicite (II.1.), ako su A, B,C, D c¢etiri kolinearne tacke takve
da je A,B//C,D tada je A,B//D,C i C,D//A,B (I11.2.), ako su A, B,C,D
Cetiri kolinearne tacke takve da je A, B//C, D, tada nije A,C//B,D (11.3.),

25Identifikujemo tacke kao dvoélani skup {z, f(z)}

26 Ako je rec o hiperbolickom ili eliptickom snopu, oni su redom E/ ~, A/ ~ i p/ ~, gde su
tacke u relaciji (ekvivalencije) ~ ako su inverzne ili se poklapaju. Na taj nacin identifikujemo
medusobno inverzne tacke.
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ako su A, B, C tri razne tacke neke prave p, tada na pravoj p postoji tacka D
takva da je A,B//C,D (I1.4.), ako su A, B,C, D razne kolinearne tacke tada
vazi najmanje jedna od relacija: A, B//C,D, A,C//B,D, A,D//B,C (IL5.),
ako su A, B,C, D, E razne kolinearne tacke takve da nije A, B//C,D i nije
A,B//C, E, tada nije A, B//D,E (11.6.), ako ¢etiri konkurentne prave a,b, ¢, d
seku dve prave s i sg respektivno u raznim tackama A, B,C, D i Ay, By, Cy, Do
i ako je A,B//C,D tada je i Ao, Bo//Co, Do (IL.7.). Aksioma neprekidnosti:
ako su sve unutrasnje tacke eliptickog odsecka [AB]¢c podeljene na dve klase M
i N pri ¢emu: klase M i N nisu prazni skupovi tacaka i za svaku tacku P € M
i svaku tacku @ € N vazi relacija A,Q//P, B; tada u nekoj od klasa M i N
postoji tacka X takva da za svaku tacku P € M/X i Q € N/X vaze relacije
A, X//P,BiA,Q//X,B (IIl.1.) Aksioma podudarnosti: za svaku elipticku duz
AB vaze relacije AB = AB i AB = BA (IV.1.), ako su AB i CD dve elipticke
duzi takve da je AB = CD, tada je i CD = AB. (IV.2.), ako su AB,CD,EF
tri elipticke duzi takve da je AB = CD i CD = EF, tada jei AB = EF.
(IV.3.), ako su AB i CD dve razne elipticke duzi takve da je AB = CD, tada
nije AB =~ CD. (IV.4.), ako su AB i AgBy dve podudarne duzi i C' unutrasnja
tacka duzi AB, tada unutar duzi Ay By postoji tacka Cy takva da je AC' = AyCy
i CB = CyBy (IV.5.), komplementne duzi podudarnih duzi medu sobom su
podudarne (IV.6.), za svaku tacku A elipticke prave p postoji na toj pravoj njoj
suprotna tacka B, to je tacka za koju su komplementne duzi odredene tackama
A1 B medu sobom podudarne (IV.7.), duzi odredene parovima suprotnih tacaka
na bilo kojim dvema pravama medu sobom su podudarne. (IV.8.) Poslednjoj
aksiomi podudarnosti prethodi definicija podudarnih uglova. Ako su O i Os
tacke na kracima ugla AO B koje su suprotne temenu O, tada duz 0105 sadrzanu
u tom uglu nazivamo karakteristicnom duzi tog ugla. Za dva ugla kazemo da su
podudarna ako su im podudarne karakteristicne duzi. Ako su ABC i AyByCy
dva trougla takva da je AB = AgBy i AC = AgCy, tada je LA = LAy ako i
samo ako je BC = ByCy. (IV.9.)

Obzirom da S-tacku ¢ine dve euklidske tacke, pri ¢emu je jedna van, a druga
unutar, ili su obe suprotne na radikalnom krugu, mozemo za elipticke tacke
smatrati tacke unutar njega kao i jedan njegov polukrug (bez jedne njegove
krajnje tacke). Vidimo da vaze aksiome incidencije za elipticku planimetriju:
krug eliptickog snopa p koji prolazi kroz dve razne tacke A i B, prolazi i kroz
tacku A’ inverznu tacki A u tom snopu — iz svojstva potencije centra ekvatora
u odnosu na krug koji ga polovi, te je p jedinstveno odreden sa te tri tacke.
Kazacemo da je na nekoj el-pravoj p par el-tacaka A i B razdvojen parom el-
tacaka C'1 D ako se parovi tacaka A, B i C, D razdvajaju na krugu p. Sa tako
uvedenom relacijom razdvojenosti parova el-tacaka lako se utvrduje da vaze
aksiome poretka i neprekidnosti elipticke geometrije. Dve razne tacke A i B
neke el-prave p razlazu skup ostalih tacaka te prave na dva tzv. komplementna
odsecka. Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke na el-pravoj p, elipticki
odsecak (duz) [AB]c bice deo luka AB kruga p koji sadrzi tacku C'. Refleksija
u odnosu na el-pravu predstavlja inverziju u njenom krugu. Svaka konacna
kompozicija el-refleksija daje el-izometriju. Dva odsecka bi¢e podudarna ako
postoji el-izometrija koja slika jedan odsecak u drugi. Lako se uocava da vaze i
asksiome podudaranosti pri ovako datoj relaciji podudarnosti.

Time se potvrduje i neprotivrecnost elipticke geometrije.
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Primetimo dalje neka svojstva elipticke geometrije u ovako uvedenom modelu.
Uocimo neku el-pravu QQ’ (kojoj su Q i Q" krajnje tacke luka koji ona predstav-
lja). Sve el-prave upravne na nju su lukovi krugova koji polove [ i ortogonalni
na luk QQ’, te pripadaju istom pramenu el[PP’] koji je podskup snopa S(stav
1.7), i zato su P i P’ inverzne u S, tj. u eliptickoj geometriji sve upravne na
el-pravu prolaze kroz jednu tacku koja se zove pol te prave. Otuda mozemo de-
finisati duzinu dsp segmenta AB el-prave QQ’ kao ugao izmedu upravnih AP
i BP na QQ' kroz tacke A i B. Taj ugao je ocuvan pri izometrijama elipticke
geometrije, 1 ako su A, B, C tri tacke na QQ’, imamo da je dap + dpc = dac.
Takode vidimo da svaka el-prava ima kona¢nu duzinu (jednaku uglu QPQ’ —
lako je pokazati da je on tup); ova Cinjenica predstavlja fundamentalnu razliku
izmedu elipticke i euklidske geometrije. Kako se svaka dva kruga eliptickog
snopa seku (jer je centar njegovog radikalnog kruga unutar svakog kruga tog
snopa), mozemo proizvod dve refleksije u bilo koje dve el-prave p i ¢ nazvati
rotacijom. Pri njoj fiksna je presetna tacka A tih pravih, a kako se ¢uva ras-
tojanje izmedu tacaka, par tacaka A, B ée se slikati u par A, B” tako da su B
i B el-ekvidistantne od A, a ukoliko uo¢imo krug kroz B ortogonalan na p i
¢, njemu ¢e pripadati i B”. Odnosno svi elipticki krugovi sa centrom A (tj.
skupovi tacaka el-ekvidistantnih od A) sac¢injavaju hiperbolicki pramen orto-
gonalan na pramen pq. Dakle, el-krugovi su euklidski krugovi el-ekvidistantni
od neke tacke, izuzev onih koji su el-prave — kojima ta tacka predstavlja pol.
Otuda i u eliptickoj geometriji prava moze biti smatrana specijalnim slucajem
kruga.

Ukoliko stereografskom projekcijom iz juznog pola slikamo njen ekvatorijalni
krug koji predstavlja Poenkareov disk model, na severnu hemisferu, i uzevsi da
h-razdvojenosti tacaka odgovara h-razdvojenost njihovih originala, dobijamo
Beltramijev hemisferni model hiperboli¢ke ravni.[18] h-prave u ovom modelu su
slike h-pravih u disku, a kako stereografska projekcija ¢uva krugove i uglove,
zaklju¢ujemo da su h-prave polukruzni vertikalni delovi hemisfere.

Sliéno, stereografskom projekcijom opisanog eliptickog disk-modela na sferu
dobi¢emo sferni model elipticke ravni. Opisimo taj zakljucak detaljnije: neka
je data inverzivna ravan II, i neka je ¥ sfera ¢iji ekvator E pripada ravni II.
Oznac¢imo sa N severni pol sfere X, i neka je S sfera ¢iji je centar N i koja sadrzi
ekvator E. Tada restrikcija inverzije Ig predstavlja stereografsku projekciju ST
sfere ¥ 1 ravni II. Sferu X inverzivnog prostora ¢emo uzeti za model eliptickog
prostora. Elipticke prave ¢e biti veliki krugovi sfere 3. Ako su A i B tacke na X,
njihovo rastojanje ¢e biti duzina kraceg luka odredenog el-pravom AB, tj. veli-
kog kruga kroz A i B. Pozitivna orijentacija sfere ¢e biti u smeru suprotnom od
kazaljke na satu gledano odozgo, upravno na severnu hemisferu odredenu polom
N. Refleksija R; u odnosu na el-pravu [ ¢e biti restrikcija refleksije u odnosu
na veliki krug odreden tom el-pravom, na sferu 3. Rotacija R% oko tacke P na
sferi za ugao 6 ¢e biti kompozicija refleksija R% = R;, o R;, u odnosu na bilo
koje dve sferne (elipticke) prave Iy i lo kroz P koje zaklapaju ugao 6/2. Na os-
novu rezultata odeljka ”Prenosenje kruznih transformacija na sferu”, dobijamo
da ce refleksije i rotacije modela elipticke ravni 3 biti stereografski indukovane
eliptickim homografijama inverzivne ravni II. Ako je R; refleksija oko el-prave
I, prema Principu simetrije imamo: ST ! o R; o ST = Is7qy, tj. inverzija u od-
nosu na krug ST'(1) ée indukovati refleksiju u odnosu na el-pravu I. Specijalno,
ako je I ekvator E, onda ¢e se simetri¢ne tacke u odnosu na ekvator F, slikati
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u suprotne tacke sfere ¥ u odnosu na ravan II. Sli¢no, ako je Rg = Ry, o Ry,
rotacija, tada je ST~1 o Ry, o Ry, o ST = Israyy © Isty), gde suly = Ispg,)y i
Iy = Is7(1,) krugovi inverzivne ravni IT koji se seku, pa je kompozicija Ij; o I
elipticka homografija, tj. svaka rotacija elipticke ravni ¥ je zaista indukovana
eliptickom homografijom inverzivne ravni (slika 27). Pri tom, kako su P i njoj
suprotna tacka fiksne pri rotaciji, to ¢e i njihove stereografske slike biti fiksne
tacke odgovarajucée elipticke homografije.

Slika 27: Elipticka homografija inverzivne ravni i rotacija sfere se indukuju
stereografskom projekcijom
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7 n-Dimenzioni inverzivni prostor

7.1 Refleksije

Neka je a jedini¢ni vektor u E™, i t realan broj. Posmatrajmo hiperravan pros-
tora E™ definisanu sa

P(a,t)={x € E" :a-x =t},

Primetimo da svaka tacka x na P(a,t) zadovoljava jednac¢inu

a-(x—ta)=0.

Otuda je P(a,t) hiperravan prostora E™ sa jedini¢nim normalnim vektorom a
koji prolazi kroz tacku ta. Moze se lako pokazati da je svaka hiperravan u
E™ ovog oblika, i da svaka hiperravan ima ta¢no dve reprezentacije P(a,t) i
P(—a,—t).

Refleksija p u E™ u ravni P(a,t) se definise slede¢om formulom

p(x) = x + sa,

gde je s realni skalar takav da je x + %sa u P(a,t), iz ¢ega dobijamo eksplicitnu
formulu

plx)=z+2(t—a-x)a. (7.1)

Jednostavno se utvrduje da vazi:

Stav 7.1 Ako je p refleksija E™ u ravni P(a,t), onda
1. p(x) = x ako i samo ako x € P(a,t)
2. p?(x) = x za sve x iz E"; i
3. p je izometrija

Iz Euklidske geometrije preuzimamo teoremu:

Stav 7.2 Svaka izometrija E™ je kompozicija najvise n + 1 refleksija u hiper-
TAUNIMA.

7.2 Inverzije

Neka je a tacka u E™ i neka je r pozitivan realan broj. Sfera u E™ radijusa r
sa centrom u a definiSe se kao skup

S(a,r)={x € E" : v —a| =71}.
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Refieksija (ili inverzija o) prostora E™ u sferi S(a,r) se definise formulom

o(x)=a+ s(z —a),
gde je s pozitivan skalar takav da
lo(z) — al|z — a| = 72

Ovo vodi do ekplicitnog oblika

o(m):a—l—( i >2(ac—a) (7.2)

|z —a

Pokazimo geometrijsku konstrukeiju tacke o(z). Pretpostavimo prvo da je x
unutar sfere S(a, r). Konstruisimo tetivu od S(a, ) koja prolazi kroz « i upravna
je na pravu odredenu sa a i x. Neka su u i v kranje tacke tetive. Onda je o(x)
preseéna tacka x’ pravih tangentnih na S(a,r) u tackama u i v u ravni koja
sadrzi a, v i v. Primetimo da su pravougli trouglovi T'(a, z,v) i T'(a, x,v’) sliéni.
Posledi¢no imamo

|t —al ¢

r Jr—al

Otuda je 2’ = o(x) kao sto se tvrdilo.

Sada pretpostaviomo da je = u spoljasnjosti S(a,r). Neka je y sredisnja tacka
duzi [a,z] i neka je C' krug ciji je centar u y i radijusa |z — y|. Onda C sece
S(a,r) u dve tatke u,v i o(x) je presetna tacka z’ segmenata pravih [a,x] i
[u, v].

Stav 7.3 Ako je o refleksija prostora E™ u odnosu na sferu S(a,r), onda
1. o(x) = x ako i samo ako je x na sferi S(a,r);
2. 0%(x) = za sve x # a; i
3. za sve x,y # a,

r?lz —yl

Id@*G@H:|

z —ally —al.

7.3 Stereografska projekcija

Identifikujmo E™ sa E™ x {0} u E"*L. Stereografska projekcija m prostora E™
na S™\{e,+1} se definise projektovanjem z iz E™ ka (ili od) e,,+1 dok ne presece
sferu S™ u jedinstvenoj tacki m(x) razli¢itoj od e,41 (videti sliku 28), i stoga
postoji skalar s takav da

m(x) =z + s(ent1 — ).
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Uslov |7(x)|? = 1 vodi ka vrednosti

j2* — 1
§= 15—
22 +1

pa eksplicitna formula glasi

7r(x)=< 2 W_l). (7.3)

T+ 22”77 1+ 2|27 |22+ 1

Preslikavanje 7 je bijekcija prostora E™ na S™\{e,11}. Neka je o refleksija
prostora E™*1 u odnosu na sferu S(e,11,v/2). Onda

2(x — ent1) (7.4)

A T

Ako je x iz E™, onda

2
1+ |z|?

B 214 |
CO\LH [T a2 a2 1)

Dakle, restrikcija od o na E" je stereografska projekcija

o(x) = ept1+ (1, ey Ty, —1)

m: E" = S"\{eni1}

Slika 28: Stereografska projekcija m od E? na S2
Neka je oo tacka koja nije u E™*! i definisimo En=FE"U {o0}. Prosirimo sada

7 do bijekcije 7 : En — 8™ stavljajuéi #(00) = €ps1, i definisimo metriku d na
E™ formulom

d(z,y) = |7(z) — 7(y)|. (7.5)
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Ova metrika d se naziva tetivna metrika na E™. Po definiciji, preslikavanje 7 je
izometrija iz E", sa tetivnom metrikom, u S™ sa euklidskom metrikom. Metricka,
topologija na E™ odredena tetivnom metrikom je ista kao euklidska topologija,
obzirom da 7 slika E™ homeomorfno na otvoren podskup S™\{e,4+1} od S™.
Metricki prostor En je kompaktan i dobijen iz E™ dodavanjem jedne tacke
u beskonac¢nosti. Iz tog razloga, E™ se zove kompaktifikacija jednom tackom
prostora E™. (Kompaktifikacija kompleksne ravni C jednom tackom se zove
Rimanova sfera.)

Neka je P(a,t) hiperravan u E™. Definisimo

P(a,t) = P(a,t) U {co}.

Primetimo da je potprostor P(a, t) iz E" homeomorfan S"~!. Neka je p re-
fleksija prostora E™ u P(a,t) i neka je p: E» — E™ produzenje od p dobijeno
postavljanjem p(c0) = oo. Tada je p(x) = = za sve x u P(a,t) i p? identiteta.
Preslikavanje p se zove refleksija prostora E™ u odnosu na proSirenu hiperravan
P(a,t).

Stav 7.4 Svaka refleksija prostora E" prosirenoj hiperravni ili sferi prostora
E™ je homeomorfizam.

7.4 Dvorazmera

Neka su u, v, x,y tacke iz E" takve da jeu #vix #y. Dvorazmera ovih tacaka
se definise kao realan broj

[u,v,2,y] = (7.6)

Dvorazmera je neprekidna funkcija Cetiri promeljive, obzirom da je metrika d :
E™ x E™ — R neprekidna funkcija. Posledi¢no iz definicije vidimo da vazi:

Stav 7.5 Ako su u,v,x,y tacke uw E™ takve da je uw #v i x # y, onda:

u = zf|v -y

1 U7U7x7y -
Wl vl = e =y
v —yl
2 CX)’”":L,’y -
@) |- =
ju— ]
3 u)oo7x7y -
3)] |-
B |u — x|

D[, v, x, 00] = =]
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7.5 Sferne transformacije
Sfera 3 iz E™ se definige da je ili euklidska sfera S(a,r) ili prosirena ravan
P(a,t) = P(a,t) U{oo}. Primetimo da je P(a,t) topoloski sfera.
Jednacina koja definise sferu S(a,r) ili P(a,t) u E" je

|z|? = 2a -2+ |a]* —r? =0 (7.7)
ili

—2a-x+2t =0, (7.8)

redom, i one se mogu zapisati u zajednickom obliku

aolz)? —2a -z + apy1 = 0.

Ako je ag # 0 onda

Y
Qo |a0\

5—s ( (laf* - aoan+1>%> |

Ako je ag = 0, onda

s_p (a an+1>
la|" 2|al
Vektor (ag, ..., an+1) se zove koeficijentni vektor za X, i jedinstveno je odreden
sa Y do na proizvod nenula skalarom. Izracunavanjem dokazujemo:

Stav 7.6 Neka je ¢ refleksija ili inverzija u E™. Ako je Y sfera u E™, onda je
i 9(X) sfera u E™.

Za sve bijekcije n-inverzivnog prostora koje ¢uvaju sfere u E" kazemo da su
sferne transformacije. Oznac¢imo sa < S > afini omotac¢ skupa tacaka S.

Stav 7.7 Neka je S = {eo,€1,...,em} skup afino slobodnih tacaka prostora
Er,m < n. Tada tacka A pripada afinom omotacu skupa S ako i samo ako
pripada skupu tacaka pravih koje sadrie e; i neku tacku afinog omotaca skupa

S\{e}, gdei=1,2,..m.

Dokaz Uzmimo u m-ravni < S > koordinatni sistem {eg, epe1, epea, ..., €gm }
sa pocetkom u e, i neka je A = (a1, ag, .., a,,) njena proizvoljna tacka. Pokazimo
dapostojii € 0,1, ...m takvo da e; A sete m—1-ravan < {eg, ..., e }\{€;} > une-
koj tacki. Ako ne bi bilo tako, iz jednacina preseka eg A = {M = t(a1,asa,...,am)|t €
R} sam — l-ravni < ey, ..., €y >: 1 + T2 + ... + Ty, = 1, odnosno e; A = {M =
(tay,...,1+t(a; —1),....,ta,)|t € R} sa m — l-ravni < eg, ..., €, > \{€;} :2; =0
za neko 7, dobijamo redom da mora biti za svako i: a; = 1, odnosno da je pritom
ia; + ... + am = 0, Sto je u kontradikeiji. [J
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Stav 7.8 Ako sferna transformacija fiksira tacku oo ona je sli¢nost.

Dokaz Neka je T : X — X' sferna transformacija tako da je T'(c0) = oo.
Ona ¢uva incidentnost, n — 1-sfere i hiperravni, pa ¢e ¢uvati i krugove. Otuda,
na osnovu dokaza stava 3.2 iz dvodimenzionog slucaja, 1" ¢uva i jednakokrako-
pravougle trouglove. Posmatrajmo n-simpleks S kome su temena eg, e1, ea, ..., e,
takav da {eg, ege1, eges, ..., €oey, } €ini ortonormirani kooordinatni sistem sa pocetkom
u eg. Tada ¢e svaka njegova 3-pljosan sa temenom ey predstavljati jednako-
krako pravougli trougao, pa ¢e T slikati S u neki n-simpleks S’ sa temenima
koja daju opet odgovarajuéi ortogonalan koordinatni sistem (sa koordinatnim
vektorima jednake duzine). Otud postoji slicnost Sim koja slika ef), €], €5, ..., €},
u eg,€1,€s,...,e,. Tada R = Sim o T fiksira svako od temena S. Pokazimo
indukcijom da je R identicko na E". Uzmimo da je T(m),m > 1 tvrdenje: R
je identicka na afinom omotacu svake m-pljosni simpleksa S. T'(2) vazi jer R
fiksira svaku od pravih e;e; na osnovu dokaza stava 3.2. Pretpostavimo da vazi
T(m),m < n. Neka je A proizvoljna tacka neke m + 1-pljosni (koja ne pripada
afinom omotacu nijedne m-pljosni). Tada prema prethodnom stavu, postoji e;
takvo da Ae; sece ravan neke m pljosni koja ne sadrzi e; u nekoj tacki A,. Kako
su e; i A, fiksne i razlicite, iz T'(2) bide i sve tacke njihove prave, pa i tacka A.
Otuda je R identicko na celom E", pa je T slicnost. O

Neka je ¢ sferna transformacija prostora E™ takva da je ¢(00) # oo. Neka je
a = ¢~ 1(00) i neka je o refleksija prostora E™ u sferi S(a,1). Tada ¢o fiksira
00. Onda je ¢o slicnost u E™ prema stavu 7.8. Otuda, postoji tacka b u E™, i
skalar k£ > 0, i ortogonalna transformacija A u E™ tako da je

¢(z) = b+ kAo(x). (7.9)

Prema teoremi 7.3 imamo

6(z) — ply)| = — 12—

e —ally—al

Pretpostavimo sada da su z,y na S(a,r). Onda |¢p(z) — ¢(y)| = |z — y| ako i
samo ako je r = vk. Dakle ¢ deluje kao izometrija na sferi S(a, V%), i S(a, Vk)
je jedinstvena sa ovom osobinom medu svim sferama u E™ sa centrom a. 1z tog
razloga, S(a,Vk) se zove izometrijska sfera od ¢.

Stav 7.9 Neka je ¢ sferna transformacija u E" t.d. ¢(00) # 00. Onda postoji
jedinstvena refieksija o u euklidskoj sferi 33 i jedinstvena izometrija 1) takva da
je ¢ =o. Takode, ¥ je izometrijska sfera od ¢.

Dokaz Neka je o refleksija u izometrijskoj sferi S(a,r) od ¢. Tada je a =
¢~ 1(00) i o(00) = oo. Po teoremi 7.8, imamo da je vo slicnost. Neka su
z,y € S(a,r). Onda je

|¢o(z) — do(y)| = |¢(z) — d(y)| = [z —
Dakle 1 = ¢o je euklidska izometrija i ¢ = 1po. Onda je ¢(a) = oo 1 ¢ deluje kao

izometrija na S(a,r). Dakle S(a,r) je izometrijska sfera od ¢. Kako je ) = ¢o,
oboje o i ¢ su jedinstvene. []
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Dakle, mozemo zakljuciti da je svaka sferna transformacija prostora E™ kona¢na
kompozicija refleksija prostora E™ u sferama. Neka je M (E’”) skup svih sfer-
nih transformacija u E™. Onda oéigledno M (E™) formira grupu u odnosu na
kompoziciju. Prema teoremi 7.2, svaka izometrija E™ se prosiruje na jedinstven
nacin do sferne transformacije u Em. Dakle, mozemo smatrati grupu euklidskih
izometrija I(E™) podgrupom od M (E™).

Neka je k pozitivna konstanta i neka je uy : En — En funkcija definisana sa
ur(x) = kx (homotetija sa centrom O i koeficijentom k). Onda je py, sferna tran-
sformacija jer je kompozicija refleksije u S(0,1) pracene refleksijom u S(0, vVk).
Kako je svaka slicnost u E™ kompozicija izometrije i iy, za neko k, svaka slicnost
u E™ se proSiruje na jedinstven nacin do sferne transformacije u E™. Dakle,
mozemo takode posmatrati grupu euklidskih slicnosti Sim(E™) kao podgrupu
od M(E™).

Da bismo uprostili notaciju, vise ne¢emo koristiti kapicu da bi oznacili produzenje
f-je na E™.

Lema 7.10 Ako je o refleksija prostora Em w sferi S(a,r) i o1 je refleksija u
S(0,1), i ¢ : E™ — E™ je definisano sa ¢(x) = a + rx, onda je 0 = ¢~ 1.

Dokaz Uocavamo da je
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Stav 7.11 Bijekcija ¢ : En — B je sferna transformacija ako i samo ako cuva
dvorazmeru.

Dokaz Neka je ¢ sferna transformacija. Ako je ¢ kompozicija refleksija, mozemo
pretpostaviti da je ¢ refleksija. Euklidska sliénost oc¢igledno ¢uva dvorazmeru,
pa mozemo pretpostaviti prema prethodnoj lemi da je ¢(x) = z/|z|?. Na osnovu
stava 7.3, imamo

[¢(x) = o(y)| = [z —yl.

Iz stava 7.5 zaklju¢ujemo da

[6(w), (), (), ()] = [u, v, 2,y]

ako su u, v, z,y svi kona¢ni i nenula. Preostali slucajevi slede iz neprekidnosti.
Dakle, ¢ ¢uva dvorazmeru.

Obrnuto, pretpostavimo da ¢ ¢uva dvorazmeru. Slaganjem ¢ sa sfernom tran-
sformacijom mozemo pretpostaviti da je ¢(o0o) = oo. Neka su u,v,z,y tacke
iz E™ takve da w # v, ¢ # y i (u,v) # (z,y). Tada je ili u # z ili v # y.
Pretpostavimo prvo da je u # z. Kako vazi ¢(u), 00, d(z), d(y)] = [u, 00, z,y]

dobijamo
6(w) = 9(@)| _ u—z]
[6(x) = o) |z -yl
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i kako je ¢(u), 6(v), 6(), 0] = [u, v, x, 0], imamo

Stoga je

[6(u) — ¢(v)] _ |¢(w) — é(2)| _ |¢(=) — o(y)|

ju—v  u—azl oy

Sli¢no, ako je v # y, onda
[6(u) — ¢(v)| _ |o(x) — o)l

ju—v oyl

Dakle, postoji pozitivna konstanta k takva da je |¢(z) — ¢(y)| = k|z — y| za sve
x,y iz E™, pa je ¢ euklidska sli¢nost, dakle i sferna transformacija. O

Stav 7.12 Prirodno dejstvo od M(E") na skup sfera iz En je tranzitivno®” .

Dokaz Neka je ¥ sfera u E™. Dovoljno je pokazati da postoji sferna transfor-
macija ¢ takva da je ¢(X) = En—1. Kako grupa euklidskih izometrija deluje
tranzitivno na skup hiperravni u E", pretpostavimo da je % euklidska sfera.
Kako grupa euklidskih sli¢nosti S(E™) deluje tranzitivno na skupu sfera u E™,
mozemo pretpostaviti da je ¥ = S"~!. Neka je o refleksija u sferi S(e,,, v2).
Onda imamo da je o(S"~ 1) = En=1 stereografskom projekeijom.

Stav 7.13 Ako je ¢ sferna transformacija u E’i koja fiksira svaku tacku sfere
3 u E™, onda je ¢ ili identicko preslikavanje uw E™ ili je refleksija u 3.

Dokaz Pretpostavimo najpre da je ¥ = E"1. Tada je ¢(c0) = oo. Po teoremi
7.8 imamo da je ¢ euklidska sli¢nost. Kako je ¢(0) =01 ¢(e1) = e;, imamo da
je ¢ ortogonalna transformacija. Stavise, kako ¢ fiksira eq, ..., e,_1, imamo da
je ¢(en) = te,. Tako da je ¢ ili identiteta ili refleksija u P(ey,0).

Pretpostavimo sada da je ¥ proizvoljna. Po stavu 7.12, postoji sferna tran-
sformacija ¢ takva da je ¢(2) = E"!. Kako ¢t~ fiksira svaku tacku na
En=1 ¢! je identiteta ili refleksija pu E"=1. Otuda je ¢ ili identiteta ili
¥ 1py. Neka je o refleksija u ¥. Kako 9@y ~! fiksira svaku tacku na En—1,
i nije identiteta, imamo da je Yoy~ = p. Otuda 0 = ¢~ 'pp. Otuda ¢ je ili
identiteta ili o. OJ

Ako je o refleksija u odnosu na sferu ¥ u E‘", za dve tacke x i y se kaze da su
inverzne tacke u odnosu na ¥ ako je y = o(z).

Stav 7.14 (Princip simetrije) Neka je ¢ sferna transformacija u En. Ako
sux iy inverzne tacke u odnosu na sferu X u E™, onda su ¢(x) i ¢(y) inverzne
tacke u odnosu na ¢(X).

Dokaz Neka je o refleksija u X. Tada ¢o¢~! fiksira svaku tacku od ¢(¥) i
nije identi¢nost. Po stavu 7.13, imamo da je ¢po¢~! refleksija u ¢(¥). Kako je
dop~H(p(z)) = ¢(y), imamo da su ¢(x) i ¢(y) inverzne tacke u odnosu na ¢(3).

2"Dejstvo grupe G na skup X je tranzitivno ako i samo ako za svako x,y iz X postoji g u
G tako da je gr = y.
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7.6 Konformne transformacije

Neka je U otvoren podskup od E™ i neka je¢:Uw— E™ neprekidno diferencija-
bilna; ona tada ima i neprekidne parcijalne izvode. Neka je ¢'(x) matrica parci-
jalnih izvoda od 1. Za funkciju ¢ se kaze da je konformna ako i samo ako postoji
funkcija k : U — R, koja se zove skalarni faktor od ¢, takva da je k(z) ™19’ (z)
ortogonalna matrica za svako x iz U. Primetimo da je skalarni faktor konform-
nog preslikavanja jedinstveno odreden sa ¢, jer je [k(z)]™ = |detd’ (x)].

Stav 7.15 Neka je A realna matrica dimenzija n x n. Onda postoji pozitivni
skalar k takav da je k~'A ortogonalna matrica ako i samo ako A cuva uglove
izmedu nenula vektora.

Dokaz Pretpostavimo da je k > 0 skalar takav da je k~' A ortogonalna. Onda
je A regularna. Neka su x i y nenula vektori iz E™. Tada su Az i Ay nenula
vektori, i A ¢uva uglove jer

Ax - Ay

| Az[|Ay|
k1Ax -k~ 1Ay
T Azl Ay|
Ty

|z[ly|

= cost(x,y).

cos/(Ax, Ay) =

I obrnuto, pretpostavimo da A ¢uva uglove izmedu nenula vektora, onda je
A regularna. Kako je Z(Ae;, Ae;) = Z(e;,e;) = m/2 za sve ¢ # j, vektori
Aeq, ..., Ae, su ortogonalni. Neka je B ortogonalna matrica takva da je Be; =
Ae; /| Ae;| gde je cie;, sa ¢; > 0, za sve i = 1,...,n. Kako je

Z(Ale; +ej), Aej) = Z(ei + ej, ¢5),

za sve i # j, imamo

(Ciei + cjej) *Cj€j 1

G+ V2

Otuda je 2¢3 = ¢} 4 ¢} i zato ¢; = ¢j za sve i i j. Stoga je zajednicka vrednost
za ¢; pozitivan skalar k takav da je k~!A ortogonalna. [J

Neka su a, 8 : [=b,b] — E"™ diferencijabilne krive takve da je a(0) = 5(0) i
o/(0) = p'(0) razliciti od nule. Ugao izmedu o i 8 u 0 se definise kao ugao
izmedu o/(0) 1 5/(0).

Stav 7.16 Neka je U otvoren podskup v E™ i neka je ¢ : U — E™ neprekidno
diferencijabilna. Tada je ¢ konformna ako i samo ako ¢ cuva uglove izmedu
diferencijabilnih krivih iz U.
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Dokaz Pretpostavimo da je preslikavanje ¢ konformno. Onda postoji funkcija
k: U — Ry, takva da je k()" '¢/(z) ortogonalna za svako z iz U. Neka su
a, B : [=b,b] — U diferencijabilne krive takve da je «(0) = 3(0), i &/(0),5'(0)
obe nenula. Tada po 7.15, imamo

Z((¢a)'(0),(68)'(0)) = ZL(¢'(a(0))d/(0),¢'(8(0))5'(0))

Zato je ugao izmedu ¢ i ¢S u 0 isti kao ugao izmedu i 5 u 0.

I obrnuto, pretpostavimo da ¢ Cuva uglove izmedju diferencijabilnih krivih iz
U. Tada matrica ¢'(z) ¢uva uglove izmedu nenula vektora za svako z. Po 7.15
postoji pozitivni skalar k() tako da je k(x)~1¢/(z) ortogonalna za svako z iz
U. Dakle, ¢ je konformna. O

Neka je U otvoren podskup iz E™ i neka je ¢ : U — E™ diferencijabilna funkcija.
Tada kazemo da ¢ cuva (odnosno menja) orijentaciju u tacki x iz U ako je
detd’(x) > 0 (odnosno detd’(x) < 0). Kazemo da funkcija ¢ éuva (odnosno
mengja) orijentaciju ako ¢ cuva (odnosno menja) orijentaciju u svakoj tacki x iz

U.

Stav 7.17 Svaka refleksija prostora E™ w hiperravni ili sferi je konformna i
menja orijentaciju.

Dokaz Neka je p refleksija E™ u ravni P(a,t). Tada
plx)=z+2(t—a-x)a,
pl(x) = (8ij — 2a,a5) = I — 24,
gde je A matrica (a;a;). Kako p'(x) ne zavisi od ¢, mozemo pretpostaviti bez
gubitka opstosti da je t = 0. Onda je p ortogonalna transformacija i
plx) = (I —24)zx.
Dakle, I — 2A je ortogonalna matrica, pa je i p konformno preslikavanje.

Po stavu 28, postoji ortogonalna transformacija ¢ takva da je ¢(a) = e;. Onda
je

¢po~ () = 6(¢7 (z) —2(a- ¢ (2))a)

Stoga ¢pgp ! predstavlja refleksiju u p(eq,0). Po pravilu lanca,
det(¢pg™") () = detyl ().

2874 svaku dimenziju m, prirodno dejstvo od O(n) - grupe ortogonalnih matrica dimenzije
n X n sa matricnim proizvodom, na skup m-dimenzionalnih vektorskih potprostora od R, je
tranzitivno.[19, 18.str]
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Da bismo izracunali determinantu od p/(z), pretpostavimo da je a = e;. Tada
je

Dakle, detp’(z) = —1, pa p menja orijentaciju.
Neka je o, refleksija E™ u sferi S(0,7). Tada

7“2(E

O-T(x) = W?

pa je

0ij  2mixj r?
/ .2 3 ©EIN
U($)—T(|x|2— |£C4| )_|{E|2(I_2A)’

gde je A matrica (z;z;/|z|?). Veé smo pokazali da je I — 24 ortogonalna, i da
je o, konformna; staviSe o, menja orijentaciju, kako je

deto’ (z) = (é)%det(l —24)
= —(é)?n <0.

Sada, neka je o refleksija u odnosu na sS(a,r) i neka je 7 translacija za vektor
a. Tada je 7(x) = [ i 0 = 7o,7~1. Onda je o'(x) = o/.(x — a). Dakle, o je
konformna i menja orijentaciju. [J
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8 Aksiomatsko zasnivanje inverzivne geometrije

U prethodnom izlaganju, mi smo do inverzivne geometrije dosli koriste¢i euklid-
sku geometriju: euklidskoj ravni smo dodali jednu posebnu - beskona¢no daleku
tacku, a prave smo posmatrali kao vrstu krugova koji je sadrze, i tako dobili
inverzivnu ravan u kojoj su osnovni objekti tacke i krugovi.

Za idejnog tvorca uvodenja beskonacno dalekih (idealnih) tacaka uopste u ge-
ometriju smatra se Johannes Kepler??, ali je Gerard Desargues®? prvi sistemat-
ski koristio tu zamisao dodavsi idealnu pravu euklidskoj ravni, u svom radu o
presecima konika Brouillon projet objavljenom 1639, da bi dobio projektivnu
ravan. Vise od dva veka ovaj postupak smatrao se jedinstvenim. Prvi koji je
uvideo da se takav pristup moze iskoristiti za dobijanje i inverzivne ravni bio je
Bocher®! (1914), tako $to ¢e se euklidska ravan prosiriti idealnom tackom.

Medutim, postavlja se pitanje perspektive u pomenutom zasnivanju i razma-
tranju inverzivne geometrije, i da li se moze kao takav obrnuti njen odnos sa
euklidskom. Da li se moze inverzivna geometrija uspostaviti iz nekog sopstve-
nog, nezavisnog skupa aksioma, i potom se iz nje izvesti euklidska geometrija,
a mozda i neeuklidske geometrije?

Mario Pieri®? je u svom radu ” Elementarna geometrija zasnovana na pojmovima
tacke i sfere”3? predstavio elementarnu euklidsku geometriju kao hipoteticko-
deduktivni sistem i pokazao da se svi njeni koncepti i postulati mogu definisati
i formulisati koriste¢i pojam tacke i relacije koja govori kada su dve tacke ek-
vidistantne od treée. [16, 157.str] On je bio prvi koji je dao zadovoljavajuéi
skup aksioma za inverzivnu geometriju 1912. godine, nakon $to je prethodno isto
uéinio za projektivnu geometriju (Cayleyeva nacrtna geometrija) 1899. Kasniji
autori su unapredili detalje, tako da se vecina poznatih osobina tacaka i krugova
mogu izvesti iz samo cetiri aksiome:

I1) Bilo koje tri razlicite tacke leze na tacno jednom krugu.

12) Postoje ¢etiri tacke koje nisu na krugu.

I3) Ako tacka pripada krugu «, i tacka @ nije na «, postoji tacno jedan krug
kroz @ c¢ija je jedina zajednicka tacka sa a tacka P.

14 ) Ako svaki od cikili¢cno susednih parova krugova ima par zajednickih tacaka,
dajuéi ukupno osam razli¢itih tacaka, i ako ¢etiri od tih tacaka, po jedna iz
svakog para, leze na krugu, onda preostale ¢etiri leze na nekom krugu.

Primetimo da se u ovom pristupu ne pominje rastojanje: jedina koris¢ena rela-
cija je relacija incidencije. Vidimo da poslednja aksioma ima formulaciju Miqu-
elove teoreme iz euklidskog modela. Stoga se ravni koje nju ne zadovoljavaju
zovu ne-Miquelove inverzivne ravni.

Za dva kruga kazemo da se seku, da su tangentni, ili disjunktni ako imaju dve,
tacno jednu ili nijednu zajednicku tacku. Za dva kruga kazemo da su ortogonaini

29nemacki matematicar i astronom (1571-1630)

30francuski matematicar (1593-1662)

31Maxime Bécher, americki matematicar (1867 - 1918)

32italijanski matematicar (1860-1930)

33 La Geometria Elementare istituita sulle nozioni di punto e sfera. Memorie di matematica
e di fisica della Societ Italiana delle Scienze (series 3) 15: 345450. (1908.)
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ako jedan od njih pripada trojci medusobno tangentnih krugova koji se dodiruju
u tri razlicite tacke A, B, C, dok je drugi krug ABC. Za bilo koju tacku P koja
nije na krugu w, inverzna tacka P’ je druga presecna tacka bilo koja dva kruga
kroz P koji su ortogonalni na w.

Inverzija pruza jednostavan kriterijum ortogonalnosti: dva kruga su ortogonalna
ako jedan od njih prolazi kroz dve tacke koje su inverzne u odnosu na drugi krug.

Bilo koji razli¢iti krugovi, a i 8 odreduju pramen krugova koji su na njih orto-
gonalni, koji se sastoji iz svih krugova PP; P, gde je P promenljiva tacka dok
su P; i P; njeni inverzi u odnosu na o i 8. Ako su 7 i 0 dva takva kruga,
pramen krugova ortogonalnih na njih uklju¢uje « i §; to je pramen ”prosiren”
iz a1 3, pa se oznacava sa af3. Krugovi kroz dve razlicite tacke L i L’ formiraju
elipticki pramen, ortogonalan na hiperbolicki pramen kome su L i L’ granicne
tacke (inverzi u svakom ¢lanu hiperbolickog pramena). Ako su « i 3 tangentni,
af je tangentni pramen, i ortogonalni pramen kroz dodirnu tacku daje drugi
tangentni pramen. Za tri ili vise krugova koji pripadaju jednom pramenu kru-
gova se kaze da su koaksijalni.

Bilo koja tri nekoaksijalna kruga, «, 8, daju kruzni smop krugova, npr. sa
oznakom a7, koji se sastoji od najmanjeg skupa krugova koji ukljucuje «, 3,y
i koji sa svaka dva od svojih ¢lanova, sadrzi i ceo pramen koji oni daju. Ako
«, 8,7 imaju zajednicku tacku, afv se sastoji od svih krugova kroz ovu tacku;
on se zove parabolicki snop. Ako su «, 8, svi ortogonalni na jedan krug, af8y
sadrzi sve krugove koji su ortogonalni na taj krug; on se zove hiperbolicki snop.
Konacno, ako «, 3,y nemaju zajednickih tacaka, niti zajednicki ortogonalni krug
(npr. ako su medusobno ortogonalni), S~ se zove elipticki snop.
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9 Istorijske beleske

Kao zakljuéno poglavlje rada, ukratko ¢e biti izlozena istorijska pozadina tema
i ve¢eg dela stavova obradenih u njemu, a koji se mogu celovito sagledati kroz
hronologki razvoj inverzivne geometrije.*

Istorija ove geometrije od svojih pocetaka bila je primetno razudena i slozena.
O njenom ranom periodu preporucuje se B.C. Pattersonov ¢lanak iz 1933. The
origins of the geometric principle of inversion. Prema restauraciji izgubljenog
rada Geometrijska mesta®® Apolonija iz Perge koju je sa¢inio Robert Simson
1749, on je sadrzao, po komentarima koje je ostavio Papos, jednu od osnovnih
teorema teorije inverzije: da se tim preslikavanjem prava ili krug slika u pravu
ili krug.

Zna se da je Francois Viéte bio upucen u inverzne tacke u 16. veku. Ipak, upo-
treba inverzije kako bi se pojednostavilo izucavanje geometrijskih figura nastu-
pila je znatno kasnije i nezavisno u radu viSe autora. Biitzberger je obznanio
da je Jacob Steiner pokazao poznavanje transformacije inverzije jos 1824. go-
dine, u neobjavljenom rukopisu. Medutim, iako je Steinerov rad ukazao na
§iroku i spretnu upotrebu inverzije, nije uklju¢ivao koherentnu teoriju iza ove
transformacije. Sledeé¢e godine inverziju je opet pronasao belgijski astronom i
statisticar Adolphe Quetelet. Zatim su do nje nezavisno dosli L. I. Magnus, u
opstijoj formi, 1831, Giusto Bellavitis 1836, potom J. W. Stubbs, J. R. Ingram,
Trinity College, Dublin 1842. i 1843, i ser William Thomson (Lord Kelvin)
1845. Thomson je upotrebio inverziju kako bi pruzio geometrijske dokaze ne-
kih stavova iz matematicke teorije elasti¢nosti, kao i za izrac¢unavanje efekta
tackastog naelektrisanja na bliski provodnik. Godine 1847. Joseph Liouville
je nazvao inverziju transformacijom reciproc¢nim radijusima. Ipak, sistematski
razvoj kruzne inverzije prvi je priredio Julius Plicker u svom radu iz 1834:
Analytisch-geometrische Aphorismen.

Inverzijom u odnosu na sferu bavio se Bellavitis u spisu iz 1836, Teoria delle
figure inverse, e loro uso nella geometria elementare. Stav 7.3 je iznet u Li-
ouvilleovom Note au sujet de larticle précédent (de M. Thomson) (1845).

Konformne transformacije ravni su predstavljene u Eulerovom radu iz 1770.
Considerationes de trajectoriis orthogonalibus. U njemu je posebno tretirao
linearne frakcione transformacije kompleksne ravni. Tvrdenje da je inverzija u
odnosu na krug konformno preslikavanje pojavilo se u pomenutom Pliickerovom
radu iz 1834. Da je inverzija u sferi konformna, moze se na¢i u Thomsonovom
pismu Liouvilleu Fxtrait dune lettre de M. Thomson 1845.

Prema Thomas Heathovom delu iz 1921. A History of Greek Mathematics,
stereografsku projekciju izlozio je Ptolomej u svom spisu Planisphaerium iz 2.
veka n.e. Zapazanje da je ona zapravo inverzija sfere na ravan dato je u veé
navedenom Bellavitisovom radu iz 1836. Dvorazmeru tacaka u ravni prvi je

predstavio Mdobius u Ueber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren
(1852).

347a vie informacija o samim izdanjima, kao i odgovarajuéim stranama publikacija &iji su
rezultati navedeni u ovom odeljku, ¢italac se upucuje na reference izlozene u [19, 142-143. str]

35Puni naslov bi bio Ravanska geometrijska mesta tac¢aka, kao prevod sa grékog emimedoi
Tomoi, na latinskom je De Locis Planis
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Mobiusove tranformacije ravni i sfere je proucavao Mobius u svom Theorie der
Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung (1855). U trodimenzi-
onom prostoru ih je razmatrao Liouville u svojim beleskama Note au suject de
I article précédent (1847). On je dokazao i markantnu teoremu da je glatka
konformna transformacija trodimenzionog prostora Mobiusova transformacija u
svom FEzrtension au cas des trois dimensions de la question du trace geograp-
hique (1850). Liouvilleovu teoremu je na n dimenzija, n > 2 prosirio Marius
Sophus Lie u Uber diejenige Theorie eines Raumes mit beliebig vielen Dimen-
sionen (1871). Izometrijski krug linearne frakcione transformacije kompleksne
ravni je predstavio Ford, u On the foundations of the theory of discontinuous
groups (1927). Tvrdenje da inverzija u odnosu na sferu slika inverzne tacke u
inverzne tacke se pojavilo u Thomsonovom pismu Liouvilleu Extrait dune lettre
de M. Thomson iz 1845.

Klasifikacija izometrija hiperbolicke ravni na tri tipa prema prirodi njihovih fiks-
nih tacaka se pojavila u Kleinovom radu Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische
Geometrie (1871). Izraze elipticka, parabolicka i hiperbolicka transformacija je
definisao Klein u Ueber die Transformation der elliptischen Functionen (1879)
i Thurston ih je primenio u izometrijama hiperbolickog n-prostora u svojim
beleskama za predavanja The Geometry and Topology of 3-Manifolds (1979).

U zakljucku, moze se re¢i da se inverzija u svojim zacecima pojavljivala i iskrsa-
vala u nezavisnim radovima matematicara i nauc¢nika, posebno kao interesantno
preslikavanje i u primenama radi elegantnijih dokaza razli¢itih teorema, da bi
njen istorijski tok doziveo svojevrsan vrhunac temeljnom ulogom izometrija u
konformnim modelima neeuklidskih prostora.
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10 Samostalan doprinos radu

Samostalno napisane delove rada ¢ine: kao formulacija i dokaz tvrdenja — leme
1.2, 1.6, 4.2, 4.6 i stavovi 1.3, 1.5, 1.7, 1.10, 4.5, 4.7, 4.8, 4.10, 4.11, kao sami
dokazi stavova 1.13, 1.14, 3.6, 7.7, 7.8, i delovi dokaza stavova 1.4, 1.5, 3.2, 3.8.

Tu spadaju i sluc¢ajevi 2b, 3b razmatranja klasifikacije kruznih transformacija
(37, 38. str), segment konstrukcije karakteristicnog paralelograma koji koristi
oCuvanje uglova (42. str), stereografsko prenoSenje pramenova i snopova na
sferu (51. str).

Takode, prilagodavanje rezultata kompleksne analize preuzetih iz literature i
njihovo struktuiranje u sinteticki pristup na kome je baziran deo rada zaklju¢no
sa trodimenzionim inverzivnim prostorom.
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