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Uvod

Inverzije zbog vie njihovih osobina moZzemo smatrati svojevrsnom generalizaci-
jom refleksija. U ovom radu bié¢e definisana inverzija u odnosu na krug i elipsu,
sa naglaskom na elipsu.

Najpre ¢emo definisati inverziju u odnosu na krug. Pokazacemo da inverzija
tacke unutar kruga slika u tacke van kruga i obratno. Naveséemo teoremu koja
govori o efektu inverzije na prave i krugove. Predstavicemo sliku prave i kruga
u zavisnosti od njihovog polozaja sa krugom inverzije. Dokazademo teoremu
koja tvrdi da inverzija ¢uva uglove izmedu krivih. U nastavku ¢emo se baviti
inverzijom u odnosu na elipsu.

U poslednjem poglavlju predstaviéemo inverziju u odnosu na elipsu, njene
osobine, kao i invarijante ovog preslikavanja. Takode ¢e u radu biti prikazane
slike nekih ravanskih geometrijskih likova pri inverziji u odnosu na elipsu. Sve
slike su uradjene u programskom paketu Geogebra.



1 Elipsa

Definicija 1.1 Pod elipsom podrazumevamo skup svih tacaka u ravni, takvih
da je za svaku od njih zbir rastojanja od dveju datih tacaka konstantan.

Oznati¢emo date tactke sa Fy i Fy i zvacemo ih ZiZama elipse. Neka je
rastojanje izmedu tacaka Fy i Fy jednako 2¢ (¢ > 0). Za ¢ = 0, tj. ako je
F) = F5, dobijamo sluc¢aj kruznice. Uzmimo, dalje, da zize F} i F5 pripadaju
x— osi i da su simetriéne u odnosu na koordinatni pocetak, tj. uzmimo da je
Fi(—¢,0) 1 Fy(c,0). Oznacimo sa 2a (a > 0) zbir rastojanja proizvoljne tacke
elipse od Ziza F} i Fy, koji je prema definiciji elipse konstantan.

Sl 1.1

Neka je M proizvoljna tacka elipse. Kako je, prema pretpostavci, F1 M +
F>M = 2a, onda po nejednakosti trougla vazi 2a = FiM+FyM > F1 Fs = 2¢, te
je a > c. Za a = ¢ imamo jednakost F1 M + FoM = F F5. Taj ekstremni slucaj
¢emo iskljuciti jer tada tacka M pripada duzi FyF5. Ubuduée éemo uzimati
uvek da je a > c.

Odnos ¢ nazivamo ekscentricitetom elipse i oznacavamo sa e, tj. e =
Taj broj je, prema prethodnom, uvek manji od 1. Za ¢ = 0, tj. u slucaju
kruznice, dobija se da je e = 0.

Odredimo sada jednac¢inu elipse. Neka je M(x,y) proizvoljna tacka, koja
pripada elipsi. Rastojanje tacke M od Zziza F} i F5 oznacimo, redom, sa r; i rs.
Tada je:

ISHIY

[

rn=v@+e?+y? r2=+(z -0 +y%



Posto tacka M (z,y) pripada elipsi, to je:
Viz+e)?2+y2 +/(x—0)? +y? =2,
(T+c)?+y? =2a—/(z—0c) +¢?
(z+¢)? +y? =4d® —da\/(x — )2 +y? + (z — 0)* + 4/,
2zc = 4a’® — 4ar/(z — ¢)? + y2 — 2z,

av/(z —¢)? +y2 = a* — xc,
a®(z® — 2cx + ) + a®y® = a* — 2xca® + 22,
(0,2 _ 82)$2 +a2y2 _ a2(a2 —62),

odakle dobijamo jednacinu elipse:

gde je b= va? — 2.

Oblik (1) je kanonski oblik jednacine elipse.

Stav 1.1 Jednacina tangente elipse i—z + z—j = 1 tacki dodira T'(z¢, yo) je prava

¢ija je jednacina: % + % =1.
Dokaz: Ako je jednacina prave oblika
y=kz+n, (2)

tada zajednicke tacke imaju xz—koordinatu koja je reSenja odgovarajuceg sis-
tema.

va? + a®(kx 4 n)? = a®V?,

(a®k? +b*)x? 4 2kna’z + a*(n* — b*) = 0. (3)
Prava je tangentna na elipsu ako imaju ta¢no jednu zajednicku tacku, odnosno
ako je diskriminanta jednaka nuli. Stoga:

a4k2n2 — (b2 + a2k2)a2(n2 _ b2),

n? —b% —a?k? =0.
Ako prava ima jednacinu x = ¢, onda se na slian nacin moze pokazati da je
ona tangentna u slu¢aju ¢ = +a i to u tacki (+a,0), respektivno. Zato, nadalje

posmatramo prave ¢ije su jednacine oblika (2). Ako ta prava sadrZi tacku (zo, yo)
ravni, onda vazi yg = kxg + n, odakle je n = yg — kxg. Dakle:

(yo — kxo)® = b* + a®k?,

yg — 2kxoyo + kzscg =0+ a®k?,

k(23 — a®) — 2xoyok + (y3 — b%) =0,
Toyo £ /222 + a2y? — a2b?

k1o =
’ x3 — a?

, 2 #ad’.



Ako tacka pripada elipsi, onda je b?z2 + a®yo = a®b?, odakle je

k1 =k = fg“j’gz = k (tada postoji ta¢no jedna tangenta). Sada je:

Y= Y0 = 2% (& — o)
0 x3 — a? 0/
Pritom, iz jednacine elipse sledi:
T __%
a? b2’
2 2
2 2 Yoa
Ty —a ==
Jednacina tangente je:
2
- = —X — 5\ — X
Y — Yo 0%0 ang( 0)s
yyoa® + xxob® = x%bZ + yga2 = a?b?,
TTo | YYo _
— t+ =1 (4)

Uocimo da za 7% = a? vazi y3 = 0, te ne postoji prava sa jedna¢inom oblika

y = kx + n, koja sadrzi tacku (zo,yo) elipse i tangentna je na nju, ali je tada

prava x = xo tangentna na elipsu £ i pritom je njena jednacina, takode oblika
(4).

O

Definicija 1.2 Neka su A, B, C, D Cetiri razli¢ite koplanarne tacke. Dvo-

razmera je broj (AB,CD) = ﬁg:gg, gde AB predstavlja rastojanje od A do

B. Ukoliko su tacke A, B, C i D kolinearne, tada su i vektori ﬁi C@ kolinearni,
pa postoji broj A takav da je CTZl =\ C@ Mozemo jos pisatii A = %

Sada mozemo definisati i ozna¢enu dvorazmeru za Cetvorku kolinearnih tacaka:
—
CA DA
[AB;CD] = :
C E D §
Uoc¢imo da ona moze biti i pozitiva i negativna. S obzirom da su tacke razne,

ne moZe biti jednaka 0 ili 1. Specijalno, kada je [AB; CD] = —1, kazemo da su
tacke konjugovane ili harmonijski spregnute i pisemo H (A4, B, C, D).

Definicija 1.3 Neka su M, N i € dve tacke i elipsa u jednoj ravni. Ako prava
MN sece elipsu u tatkama P i Q i ako vai H(M, N, P,Q), onda su M i N
harmonijski konjugovane u odnosu na elipsu £.

Teorema 1.2 Neka je N tacka koja ne pripada elipsi &€: z—z + Zb’—z = 1. Skup
tacaka harmonijski konjugovanih sa N u odnosu na € pripadaju jednoj pravoj.



Dokaz: Neka su (xg,yo) koordinate tacke N i y = kx + n prava koja sadrzi tu
tacku, tj. n = yg — kzg. Tada je z— koordinata preseka prave i elipse reSenje
jednacine (3). Neka su preseci tacke sa koordinatama (x1,y1) i (22, y2). Nadimo
koordinate tacke M (x,y) harmonijski spregnute sa N. S obzirom da su tacke
kolinearne i ne pripadaju pravoj paralelnoj sa y— osom, dovoljno je posmatrati
odnos njihovih z— koordinata. S obzirom da su harmonijski spregnute, vazi:

r — I o — I

Xr — To o — T2 ’
odakle je

v xo(x1 + 22) — 23?1%2. (5)

2.’E0 — ((El + {I?Q)

Na osnovu Vijetovih formula iz (3) sledi da je:

n 2akn a?(n? — b?)
1+ a3=—5—5—5, T1To = —5———".
1 2 b2+ a2k2’ 12 b2 1 a2k2
Zato je:

2 202 12

zo - (— i) —2- ab2(ia2£2) —a’knzo — a’n? + a?b?
T = = .
200 + FEE zob? + zoa?k? + 2a2kn
Ako u prethodnoj relaciji uvrstimo da je n = yg — kxg, vazice:
_ _azk(yo — kxg) + a?b? — a?(k*x3 — 2kxoyo + y3) _
xob? + xoa?k? + a?k(kxo — yo)
a?b? — a®y2 + a*kxg

b2 + a2kyq

Sa druge strane, y = kx + n. Stoga ¢e vaziti:
b? 2 2
= ka® + — kxp).
Yy $0b2 ¥+ anyO( a ZoYo 1’0)
Uoc¢imo da je sada:
Lo  YYo _ 1 2 2 2 2 2 2 _
2 + 2 m(b zo + kxgyo — oy + ka“yo + zoyy — krgye) = 1.
Dakle, tacke pripadaju pravoj:
TZo | YYo
T (©)

Ukoliko je jednacina prave kroz tacku (zg,yo) oblika = ¢, tj. & = =, sli¢no
se moze pokazati da tacka spregnuta sa N te prave takode pripada pravoj (6).
O

Definicija 1.4 Pravu (6) nazivamo polarom tatke N u odnosu na elipsu €.



Uocimo da smo u dokazu teoreme koristli Vijetove formule, koje vaze i uko-
liko su reSenja odgovarajuce kvadratne jednacine konjugovano-kompleksni bro-
jevi.

Zato za svaku tacku M polare mozemo smatrati da je harmonijski spreg-
nuta sa N u odnosu na €. U slu¢aju da M N ne sefe € u realnim tackama,
dobijamo kompleksna reSenja, koja formalno zadovoljavaju uslov harmonijske
spregnutosti.

Sli¢no, ako prava M N ima ta¢no jednu zajednicku tacku sa elipsom £ tada
jeu (5) &1 = x9, te je x = x1. U tom slufaju moZemo formalno smatrati da je
H(N, M, M, M).

Ako polara (6) sece elipsu u tackama A i B, tada su A i N spregnute u
odnosu na . Ako bi prava N A imala jo§ jednu zajednicku tacku, Ay, sa &€, td.
je A1 # A, onda bi tacka prave AN spregnute sa IV u odnosu na € bila razli¢ita
od A. Zato NA i € imaju tactno jednu zajednicku tacku, pa je AN tangentna
na £. Sli¢no vazi i za BN.



2 Inverzija u odnosu na krug

Na pocetku ¢emo predstaviti koncept inverzije jednostavnim primerom.

Primer: Neka je p prava odredena tackama A i B. Nadimo srediste duzi
AB Kkoristedi isklju¢ivo Sestar.

Konstruig§imo kruZnicu &y sa centrom A i polupreé¢nikom AB, a zatim odred-
imo tacku P, takvu da je B srediste duzi AP. Sada konstruiSemo kruZnicu sa
centrom P i polupreénikom AP, koja seCe kruznicu ki(A, AB) u tacki C. Ko-
na¢no, konstruisemo kruznicu k(C, AC), koja sece pravu AP u tacki P’. Tada
je P’ srediste duzi AB.

Sl 2.1

Da bismo se uverili da je P’ srediste duzi AB, primetimo da su trouglovi
AAP'C i AACP sli¢ni, kao jednakokraki trouglovi sa istim uglom na osnovici.
Odatle sledi:

AP' _ AC
AC T AP

g & o APT 1 ; \_ 1 _ AB
Sto povlaci da je =— = 5, odakle sledi AP'= 5 = =~.

Primetimo da iz AP = 2r i AP’ = L sledi: AP - AP’ = r2.

2

Ova veza izmedu P i P’ zove se inverzija.

Definicija 2.1 (Inverz tacke) Neka je C'(O,r) krug i neka je P tacka razli¢ita
od O. Tagka P’ poluprave OP je inverz tacke P ako je OP - OP' = r2.

Inverziju u odnosu na krug C(O, r), oznacavaé¢emo sa (0O, 7?). Krug C(O,r)
zovemo krugom inverzije, tacku O centrom inverzije, r radijusom inve-
rzije.

Neka je P tacka ravni kruga C(O,r). Nadimo tatku P’ njoj inverznu u
odnosu na krug. Pretpostavimo da tacka P pripada spoljasnjosti kruga. Kon-
struiimo duz OP i tangente PS i PT na krug (slika 2.2). Neka je {P'} =
ST NOP. Tada je P’ inverz od P .



S

T
Sl. 2.2

Da bismo ovo dokazali uo¢imo da su trouglovi AOPS i AOSP’ sli¢ni (kao
pravougli trouglovi sa istim uglom kod temena O), odakle imamo relaciju:

OO_F; = %, odakle je OP' - OP = r2.

Napomena: Primetimo da bismo mogli slicnim postupkom da konstruisemo
inverz tacke koja pripada unutrasnjosti kruga inverzije. Konstruisali bismo nor-
malu na OP u tacki P. Ona sece krug C(O,r) u tackama S i T. Zatim kon-
struiemo tangente na krug C(O,r) u tackama S i T, ¢iji presek je P’.

2.1 Inverzivna ravan

Neka je C(O,r) krug. Svaka tacka ravni kruga C ima inverznu tacku u odnosu
na krug C, osim centra kruga C'. Tacka O nema inverz i ona nije inverz nijedne
tacke.

Da bi se prevazi§ao ovaj nedostatak, doda¢emo ravni kruga beskona¢no daleku
tacku W. Sada inverzija slika tacku O u W i obratno. Euklidska ravan zajedno
sa beskona¢no dalekom tackom zove se inverzivna ili proSirena ravan. Tacke
koje nisu beskona¢no daleke zva¢emo obiéne tacke.

Dve euklidski paralelne prave u prosirenoj ravni imaju ta¢no jednu zajednicku
tacku, beskonacno daleku, a dve prave u euklidskoj ravni koje se seku u nekoj
tacki M, u proSirenoj ravni imaju ta¢no dve zajednicke tacke, M i beskonacno
daleku.

Sledece Cinjenice su direktna posledica definicije inverzije u odnosu na C(O,r) :

Teorema 2.1

(1) Tacka P’ je inverz tatke P ako i samo ako je P inverz od P’, odnosno
inverzija je involutivno preslikavanje.

(2) Ako je OP = kr, onda je OP' = 1r, gde je k € R™.

(3) Inverzija slika svaku tacku van kruga u tacku unutar kruga i obratno.

(4) Svaka tacka kruga slika se u sebe.



Stav 2.2 Neka su P i Q tacke iste poluprave sa temenom O. Neka su P’ i Q’
inverzi tacaka P i @ pri inverziji u odnosu na krug C(O,r), redom. Pokazimo
da, ako je OQ =k - OP, tada je OP' = k- 0Q'.

Dokaz: Neka je r radijus inverzije. Tada je OP-OP' = r?i 0Q - 0Q' = r2.
Mnozeéi obe strane jednakosti OQ = k- OP sa OP’ - OQ’ dobijamo sledece:

OP'-0Q"-0Q =0P" -0Q" - k-OP,

§to povladi da je OP' = k- 0Q'. O

2.2 Efekat inverzije na euklidske osobine

Euklidske osobine su osobine koje se ¢uvaju pri izometrijskim transformacijama
euklidske ravni.

Euklidske osobine ¢uvaju rastojanje, oblik i veli¢inu. Napomenimo da je
inverz figure G skup tacaka inverznih tackama te figure.

Prave i krugovi
Najpre ¢emo navesti jednu pomocé¢nu lemu.

Lema 2.3 Neka se pri inverziji 1(0,7?) tacke P i Q slikaju u tatke P’ i Q’,
redom. Tada je AOPQ ~ ANOQ'P’.

Dokaz: Imamo da je OP-OP' = r? = 0Q - 0Q’, &to povlaci da je 8—5 = ng:'i
Posto je LPOQ = £LQ'OP’, tada je AOPQ ~ AOQ'P' (kao trouglovi koji
imaju proporcionalne duzine odgovarajucih stranica i jednake uglove zahvaéene
njima).

Sl. 2.3
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Napomena: Primetimo da u sli¢nim trouglovima iznad vazi LOP'Q’ =

£LOQP i £0Q'P' = LOPQ.

Napomenimo takode da se i orijentacija prethodnih uglova promenila pri
inverziji: m(LOP'Q’) = —m(LOQP) i m(LOQ'P') = —m(LOPQ) gde je m

mera oznacenog ugla.

Sada ¢emo navesti teoremu koja govori o efektu inverzije na prave i krugove.

Teorema 2.4 Pri inverziji 1(O,r?) prave i krugovi se slikaju na slede¢i nacin:
(1) Slika prave kroz O je sama ta prava,

(2) Slika prave koja ne sadrzi O je krug koji prolazi kroz O.

(3) Slika kruga koji sadrzi O je prava koja ne sadrzi O.

(4) Slika kruga koji ne sadrzi O je krug koji ne sadrzi O.

Dokaz: (1) Sledi iz ¢injenice da se svaka tacka sa prave kroz O slika u drugu
tacku sa iste te prave, izuzev tacaka gde ta prava sece krug, koje se slikaju u
sebe.

(2) Neka je p proizvoljna prava koja ne sadrzi tacku O. Neka je @) podnoZje iz
tacke O na pravu p i neka je Q' inverz od Q). Neka je P bilo koja druga tacka
sa prave p, razli¢ita od @, i P’ inverz od P, kao $to je prikazano na slici 2.4.
Iz leme 2.3 sledi da je AOP'Q’ ~ AOQP i, odatle, LOP'Q" = £LOQP = 90°.
Stoga, P’ je na krugu w nad pre¢nikom OQ’. Na slican nacin, svaka tacka X sa
w je inverz neke tacke X’ sa prave.

A

Sl 2.4

(3) Ovo tvrdenje sledi iz ¢injenice da se prava koja ne sadrzi O slika u krug
koji sadrzi O. Stoga se i krug koji sadrzi O slika u pravu koja ne sadrzi O.

(4) Na slici 2.5, krug « je krug nad pre¢nikom P(Q. Prema lemi 2.3, vazi
AOR'P' ~ AOPR i AOR'Q' ~ NOQR .

Stoga, {OR'P' = LOPRi1£OR'Q' = LOQR. Sadaje LQ'R'P' = {OR'P'—
£LOR'Q’, tako da LQ'R'P’ = L£OPR — £0OQR. Imamo i sledeéu relaciju:
£LOPR — LOQR = APRQ (jer je spoljadnji ugao trougla jednak zbiru dva
unutrasnja nesusedna ugla).

11



Sa druge strane, imamo i £ PRQ = 90° (periferni ugao nad pre¢nikom je prav).
Stoga je i £Q'R'P’ = 90°. Odatle moZzemo da zakljuc¢imo da je R’ na krugu f
sa pre¢nikom Q' P’. Sli¢no, svaka tacka na krugu 3 je inverz neke tacke sa kruga
a.

Sl 2.5

Inverzija i rastojanje

Teorema 2.5 Neka su P i P’ inverzne tacke, gde je P van kruga inverzije i
neka je B tacka u kojoj duz PP’ sefe krug inverzije, kao na slici 2.6. Tada:
BP BP’

BP=—__ BP=_——""__ |
1+ BP/r’ 1—-BP'/r

o—
P
Sl. 2.6
] _ _ ,._oropP _, . _ _r* _ rBP _ _BP
Dokaz: BP'=r—-OP' = r op T 7¥BP ~ r+BP _ 14BPr -
Dokaz da je BP = %@,/T je slican. O

Teorema 2.6 Akosu P’ i Q' inverzi tacaka P i Q, redom, pri inverziji 1(O,r?),

i, DI — PQ 2
tada vazi: P'Q" = orog’

12



Dokaz: Razlikujemo slucajeve:

Slucaj 1: Neka O, P i @ nisu kolinearne tacke. Prema lemi 2.3 AOP'Q’ ~
AOQP, tako da P 09 povladi da je:

PQ or>
P/Q/_PQ'OQ/_PQ'OQ/'OQ_ PQ .TQ
~ OP  OP-0Q  OP-0Q

Slucaj 2: O, P i @ su kolinearne tacke, gde O nije izmedu P i Q. Mozemo
da pretpostavimo da je OP < OQ , kao §to je na slici 2.7.

0 Q@ PP Q

Sl. 2.7

To implicira da je OQ’ < OP’'. Sada je:

2 2 0Q—-0P P « -
P'Q = OP —0Q = OT_P — 5_Q = OclleQ o= OP~%Q . 7"2, Sto je 1
trebalo dokazati.

Sli¢no se moze razmotriti i raspored P — O — Q. O

Inverzija i uglovi

Neka je v(z, f(x)), € (a,b) glatka kriva (f je diferencijabilna funkcija) u
ravni. Tada je tangenta na krivu v u tacki (zo, f(xg)) prava, ¢ija je jednalina:
y — f(zo) = ['(zo)(x — o).

Napomena: Moze se pokazati da je definicija tangente na elipsu (samim
tim i na krug) u saglasnosti sa ovom definicijom.

Definicija 2.2 Neka se dve krive (z, fi(2)) i (z, f2(z)) seku u tacki (xo,yo) i
yo = fi(zo) = fa(x0). Tada je ugao izmedu njih u tacki preseka ugao izmedu
njihovih tangenti. Ako dve krive u zajednickoj tacki imaju istu tangentu, onda
se one dodiruju.

Teorema 2.7 Inverzija preslikava dve krive koje se dodiruju u tacki A, razlici-
toj od centra inverzije I u dve krive, koje se dodiruju u tacki I(A).
Dokaz: Neka je (x1, F/(z1)) slika krive (z, f(z)) pri inverziji:

7n2 7,2

[igy=——- = .
B R ) P ey P R

Ovde smo uzeli da je centar inverzije koordinatni pocetak jer uvek mozemo
translirati Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da to vazi. Pritom, oso-
bina da se krive dodiruju ne zavisi od izbora datog sistema. Nadimo jednacinu

13



tangente na krivu u tacki (z1, F(z1)). Ona je oblika y — y1 = k(z — x1), gde je

k= j—i(xl). S obzirom da je:

oy, —a?+ f(@)? = 20f(@)f (@)

dr r (1,2 + f($)2)2 s
aF _ o, —f(2)f(2)% + f(2)2® — 22 f(x)
dx (22 + f(z)2)2 ;

sledi da je:

AP Ao @) - )+ 2uf()
b= dr dry f(x)?2 =22 =2zf(z)f(z)’ ™

gde je x prva koordinata tacke I(xz1, F(x1)) = (, f(x)). Sada, ako se dve krive
Y1t (‘r7fl(x)) i V2t (xafZ(z)) dodiruju u tacki (xay)a Y= fl(x) - fQ(x)a onda
je i fi(x) = fi(x), te za njihove slike (x1, Fi(x1)) i (x2, Fa(xe)) vazi iz (7)
F|(x1) = Fj(z2). Zato se tangente na njihove slike poklapaju. O

Teorema 2.8 Inverzija I slika dve krive koje se seku u tacki A # O u krive
koje se seku u tacki I(A) = A’ pod istim uglom, ali suprotno orijentisanim.
Dokaz: Napomenimo prvo da bismo ovo tvrdenje mogli dokazati i direktnim
rac¢unom koristeéi formulu (7) koja odreduje pravac tangente na krivu. Pokaza-
¢emo da tvrdenje vazi na jednostavniji nacin.

Neka se dve krive =1 i vo seku u tacki A # O i neka su redom tangente na
njih u A prave m i n. Inverzijom u odnosu na krug prave m i n se slikaju u
prave ili krugove koji imaju zajednicku tacku A’ i koje moZzemo oznaditi sa m’ i
n'. Na osnovu prethodne teoreme, s obzirom da se 1 i m dodiruju u A, onda se
i njihove slike v i m’ dodiruju u A’. Ako je, pritom, m’ prava, onda je ona bag
tangentna na v; u A’; a ukoliko je m’ krug, onda m’ i v imaju istu tangentu u
A’. Dakle, ugao izmedu 74 i ¥4 je ugao izmedu m’ i n’ u tacki A’.

Pokazimo tvrdenje u slufaju da su m’ i n’ krugovi uz napomenu da se
tvrdenje sli¢no moze dokazati i u ostalim slu¢ajevima.

Ako je m’ krug, onda to znadi da centar inverzije ne pripada pravoj m. Videli
smo da je tada m’ krug nad pre¢nikom OX, gde je prava OX normalna na m
(slika 2.8). Uoc¢imo da je tada tangenta na krug m’ u tacki O paralelna pravoj
m. Dakle, krugovi m’ i n’ se seku u tatkama O i A’ i pritom su njihove tangente
u tacki O paralelne pravama m i n, te odreduju isti ugao kao m i n i to iste
orijentacije. Zato je ugao izmedu krugova m’ i n’ u drugoj prese¢noj tacki A’
podudaran datom uglu, ali suprotne orijentacije.
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Ortogonalni krugovi

Teorema 2.9 Ako se dva kruga seku u tactkama P i @, tada je veli¢ina uglova
izmedu tih krugova ista u tackama P i @), ali su uglovi suprotne orijentacije.
Dokaz: Uocimo da je AAPB = AAQ@B po stavu stranica-stranica-stranica,
tako daje L{APB = £ AQB. Pogto su tangente na krugove u tacki P ortogonalne
na radijuse AP i BP, sledi da je ugao izmedu tangenti u tacki P isti po veli¢ini
kao i LAPB (rotacijom za 90° polupre¢nici se poklapaju sa odgovarajuc¢im
tangentama). Na sli¢an nacin, ugao izmedu tangenti u @ je jednak sa £ AQB,
pa je jednak uglu izmedu tangenti u tacki P. Uglovi su suprotne orijentacije jer
su osno-simetri¢ni u odnosu na pravu koja prolazi kroz centre krugova.

Definicija 2.3 Za dva kruga « i § koji se seku, kazemo da su ortogonalni ako
je ugao izmedu njih 90°.

Teorema 2.10 Ako su dva kruga « i 8 ortogonalna, tada:
a) Obe tangente u tackama preseka krugova prolaze kroz centar drugog kruga.
b) Svaki krug se slika u sebe pri inverziji u odnosu na drugi krug.
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Dokaz: a)Posto su krugovi ortogonalni, tangente su ortogonalne u presetnoj
tacki. Prava koja je u dodirnoj tacki tangente na krug normalna na tu tangentu
sadrzi centar kruga, §to je trebalo pokazati.

b) Neka je P tacka sa kruga 8. Neka su O i r centar i polupre¢nik kruga .
Neka je @ druga tatka gde prava OP preseca 5. Neka je T' jedna tacka preseka
ova dva kruga. Tada je prava OT tangentna na 3. Sada je OP-0Q = OT?, to
sledi iz potencije tacke u odnosu na krug, i OT = r2. Dakle OP - OQ = r2, §to
pokazuje da je inverz svake tacke sa kruga § druga tacka sa kruga S. O

Teorema 2.11 Dva kruga « i 8 su ortogonalna ako je bilo koji od narednih
uslova ispunjen:

a) Tangenta na jedan krug u tacki preseka krugova prolazi kroz centar drugog
kruga.

b) Jedan od krugova prolazi kroz dve tacke koje su inverzne jedna drugoj u
odnosu na drugi krug.

Sl. 2.12 SI. 2.13

Dokaz: a) Vazi jer su tangente u tacki preseka medusobno normalne.

(b) Pretpostavimo da krug § prolazi kroz tacke P i @, koje su inverzne jedna
drugoj u odnosu na «. Neka je O centar kruga « i neka je OX tangenta na 8 u
tacki X, kao §to je prikazano na slici 2.13. Tada imamo OP - OQ = OX?2, §to
dobijamo iz potencije tacke O u odnosu na krug i OP-0Q = r2. Odavde sledi
da je OX = r2, tako da X mora da bude i na krugu o, tj. X je tacka preseka
krugova a i 8 i tangenta na krug S u ovoj tacki prolazi kroz centar kruga o.
Stoga, ovi krugovi moraju biti ortogonalni. O

Stav 2.12 Dvorazmera je invarijantna pri inverziji u odnosu na krug ¢iji centar
nije nijedna od tacaka A, B, C, D.
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Sl. 2.14
Dokaz: Uocimo da je AOAB ~ AOB’'A’. Stoga, imamo % = % =

OBOA — OBOA (qatle je: AB = A'B'- 2504, Sada je:

CA.DA_C/AI~OC'OA .D/A/_ODOA _C/A/.D/A/

T2 2
CB DB C/B/.OC;# ’ D/B/.O%ZOB T CO'B'" DB

Teorema 2.13 Paposova teorema Pretpostavimo da su P, @ i R tri razli¢ite
kolinearne tacke i C, D i k¢ polukrugovi nad PQ,PR i QR, redom. Neka su kq,
ko ... krugovi koji dodiruju C'i D, tako da k; dodiruje kg, ko dodiruje ky itd.
Oznacimo sa h,, rastojanje centra kruga k,, od duzi PR i neka je r, radijus od
k.. Tada je h,, = 2nr,.

K, K

9 >

Sl. 2.15

Dokaz: Konstruisimo krug k sa centrom u tacki P, koji je ortogonalan na krug
ky,. Inverzijom u odnosu na krug k krug k,, se slika u sebe zato $to je ortogonalan
na krug inverzije. Polukrug C slika se na pravu l. Polukrug D se slika na pravu
m paralelnu sa [ jer polukrugovi C'i D imaju samo jednu zajednicku tacku,
pri ¢emu je ta tacka centar inverzije, koja se slika u beskonacno daleku tacku.
Polukrug kg se slika u polukrug k{, tangentan na ! i m, zato §to inverzija ¢uva
tangentnost. Krug k; se slika u krug k] koji je tangentan na [ i m. Stoga, svi
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polukrugovi k] imaju isti polupre¢nik, nazvan r,, pri ¢emu k; dodiruje kj_, i
ki, , odakle sledi teorema. O
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3 Inverzija u odnosu na elipsu

U ovom poglavlju proucavaéemo inverziju u odnosu na elipsu, koja je
uopstenje klasi¢ne inverzije u odnosu na krug i neke njene osobine. Takode
¢emo predstaviti slike pravih, elipsi i jo§ nekih ravanskih krivih pri inverziji u
odnosu na elipsu. Na kraju, uopsticemo Paposovu teoremu na elipse.

Definicija 3.1 Neka je € elipsa sa centrom u tacki O i zizama Fy i Fy u R2.
Inverzija u odnosu na € je preslikavanje v : R?\ {O} — R?\ {O} definisano
sa 1(P) = P', gde P’ lezi na polupravoj OP i OP-OP' = 0Q?, gde je Q tacka
preseka poluprave OP i elipse €.

SL. 3.1

Tacku P’ zovemo inverzom tacke P u odnosu na elipsu €. Elipsu € zovemo
elipsom inverzije, O centrom inverzije, a broj w := OQ), radijusom inverzije.
Radijus inverzije nije konstantan. Jasno je da je ¢ involucija jer je ¢(¢(P)) = P
za svako P # O. Fiksne tacke su tacke sa elipse €. Primetimo da tacka P pripada
spoljasnjosti od € ako i samo ako tacka P’ pripada unutrasnjosti od €.

3.1 Osnovne osobine

Teorema 3.1 Inverz tacke P u odnosu na elipsu € je presek prave OP i polare
2

tacke P u odnosu na elipsu €. Preciznije, ako je £ elipsa z—z + 4 =1, tada je

inverz tacke (u,v) u odnosu na elipsu € tacka sa koordinatama:

2b2

a 2p2

b2q2 + a2v2’

U a“b“v
Y= .
b2u2 + 202

T
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Sl 3.

Dokaz:
Neka je P = (u,v) proizvoljna tacka. Poluprava OP sele elipsu € u tacki
Q = (tu,tv),t > 0. Odatle imamo jednakost ¢2 - (Z—z Z—j) = 1. Polara tacke P
data je jednacinom %3 + 7¥ = 1. Ona sece pravu OP (koja ima jednacinu
ve —uy = 0) u tacki (v/,v") = (ku,kv). Posto tacka (u',v’) pripada po-
lari,imamo sledec¢u relaciju: k - Z—z + lé—z = 1. Uocavamo da je k = t2. Stoga
je OP-OP' = 0Q?, tj. (v/,v') je tacka inverzna tacki P u odnosu na elipsu &.
Eksplicitno:
262

a“b*u , a’b?

= v = .
b2u2 + 202’ b2u2 + a2v?

’ v

u

Teorema 3.2
Neka su P i T razli¢ite tacke i neka su w i u radijusi inverzije, redom. Ako
su tacke P’ i T” inverzi tacaka P i T u odnosu na elipsu € onda vaZi:

w2 TP : :
&p.or» kada su O,P i T kolinearne

P'T =

\/(w2—u2)(w2-OT2—u2-OP2)+w2<u2-PT2 .
OP-OT , inace.
Dokaz: 1) Ako su O, P i T kolinearne, tada prava koja ih sadrzi, takode sadrzi

P, T 1Q, gde je Q tatka preseka elipse € i poluprave OP. Jasno:

0Q?* 0Q? OP-0Q?* - 0T -0Q?
P'T =|0T' - OP'| = — = =
o OF] ’ or OrP OP.OT
w?- (OP—-0T)|  w?-TP
OP.-OT - OP-0T’

2) Pretpostavimo da O,P i T nisu kolinearne. Onda nisu kolinearne ni tacke
O, P' i T'. Definigimo ugao « na sledeéi na¢in: o« = £P'OT’. Primeni¢emo
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SL. 3.3

kosinusnu teoremu na APOT a zatim i na AP'OT".

Iz trougla APOT imamo: COSQ = M, a iz trougla AP'OT’

2:0P-OT
imamo: P'T"? = OP? +0OT"? —2-0OP'-OT' - cosa.
Sada je:
4 4 2,2 2 2 2
W wl WPl (OPP+OT?—PT?)
PT"= opz T o7 0P?.0T?

_ W OT? 44 OP2—w2u2.0P2 —w2-u2-OT?+w?-u2-PT?
o OP2.0T7?

(w?—u?)(w?OT?—u%-0P?)+w?u? PT?
OP2.071? )

Odavde sledi rezultat.

3.2 Dvorazmera i harmonijska konjugovanost

Videli smo da inverzija u odnosu na krug ¢uva dvorazmeru. Pokazimo da in-
verzija u odnosu na elipsu nema tu osobinu. Posmatrajmo elipsu %2 +y2 =1
i tacke A(1,0),B(2,0),C(0,1),D(0,3). Sada je (AB,CD) = 1.1578, dok je
(A'B',C'D’) = 1.1645.

Ipak, vazi sledeca teorema.

Teorema 3.3 Neka je € elipsa sa centrom O i Q1@ dijametar od €. Dve
tacke prave Q1Q2 su harmonijski konjugovane sa ()1 i @2, redom, ako i samo
ako su one inverzne jedna drugoj u odnosu na elipsu €.

Dokaz: Neka su P i P’ dve tacke prave Q1Q2. Sada je:
Q1P . QQP/ = (Q10+OP)(Q20 + OP/) = (w+ OP)(—W—FOP,) =
= —w?—w(OP -OP')+OP-OP,
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Q1P - QoP = —w? +w(OP — OP') + OP-OP'.

Tacke P i P’ su harmonijski konjugovane tackama @ i Q2, redom, ako i
samo ako je OP - OP' = w?. O

3.3 Slike krivih pri inverziji u odnosu na elipsu

U rezultatima ovog poglavlja koristimo elipsu 6:% +y? =1
Teorema 3.4 Neka je v inverzija u odnosu na elipsu sa centrom u tacki O.

a) Svaka prava koja sadrzi O je invarijantna pri inverziji;
b) Slika prave koja ne sadrzi O je elipsa koja sadrzi O i homoteti¢na je elipsi €.

X

Sl. 3.4

Dokaz: a) Tvrdjenje sledi iz definicije.
b) Prava koja ne sadrzi O data je jednacinom px +qy+r = 0, pri ¢emu je r # 0.
Slika prave [ pri inverziji u odnosu na elipsu € je data slede¢om jednacinom:

a® bz a?- by
Py Ui are 2t =0
-x?4a’-y b?-x?+a?-y
pab’z + qa’b*y + rb*z? + ra’y?® = 0,
a*b*(px + qy) +r(b*a? + a®y?*) = 0, ®)
a2p 2 bzq 2
(3?—’-7) N (y—i— W) :a2p2+b2q2
a? b2 4r2 '
. L. . .. . . . a’p b%q .
Primecujemo da je dobijena jednacina elipse sa centrom | —5.=, —3= | , koja

2r

/a2p2+b2q2 "

je pritom homoteti¢na elipsi € sa koeficijentom

Posledica 3.5 Neka su l; i I3 dve normalne prave koje se seku u tacki P.
a) Ako je P = O, tada su ¢(l1) i ¥(l2) normalne prave;
b) Ako O ¢ I3, ali O € I , onda je 9(ly) elipsa kroz O ortogonalna na 9 (ly) = l2
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u tacki O.
c¢) Ako nijedna od Iy i I ne sadrzi O, onda su ¢(l;) i ¥(l2) elipse koje sadrze P’
i O i ortogonalne su u tacki O.

Sl 3.5

Dokaz:

a) Ovo tvrdenje sledi iz ¢injenice da su prave [y i l5 invarijantne.

b) Prava [y je data jedna¢inom: Iy : px + qy +r = 0,r # 0. Njena slika pri
inverziji je elipsa data jednafinom (8). Prava Iy ima jednafinu: gz — py = 0.
Prava l; normalna je na sliku prave l; zato §to je prava p: pxr +qy =0
tangenta elipse € u tacki O.

c) Neka su [y i I ortogonalne prave:
lLi:plx—h)+qly—k)=0, la:qx—h)—ply—k)=0.

One se seku u tacki P = (h, k) # O. Njihova slike pri inverziji u odnosu na
elipsu € su elipse koje se seku u tackama O i P’. Prema delu pod b), tangente
u tacki O su ortogonalne prave pxr + qy =01 gz — py = 0.

O

Posledica 3.6 a) Ako je P # O, slika pramena pravih koje se seku u tacki P
su koaksijalne elipse kroz tacke O i P’.

b) Slika pramena pravih paralelnih sa Iy, gde O € [ su elipse homoteti¢ne elipsi
€ i tangentne na [y u tacki O.
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SL. 3.6

Dokaz: a) Prave koje ne sadrze centar elipse slikaju se u elipse koje sadrze
centar. Sve prave datog pramena sadrze tacku P, koja se inverzijom slika u
tacku P’. Dakle, te elipse moraju da sadrZe i tacku P’.

b) Prava [ je invarijantna pri inverziji. Preostale prave se slikaju u elipse koje
sadrze tacku O zato $to svaka od tih pravih sadrzi beskona¢no daleku tacku,
koja se pri inverziji slika u centar elipse. O

Teorema 3.7 Neka je € elipsa inverzije sa centrom u O i € ! elipsa homoteti¢na
sa &. Slika od 8/je:

a) elipsa koja je homotetitna sa € ako O ¢ 8/;

b) prava ako O ee’.

g
)

=

Sl. 3.8 Sl. 3.9

Dokaz: Elipsa £’ homotetitna sa € ima jednacdinu:
2 2
E/:% + 25—2 +px + qy +r = 0. Elipsa 6/prolazi kroz O ako i samo ako je r = 0.

a) Posto elipsa £ ne prolazi kroz O, tada je r # 0. Inverzna slika se sastoji
od tataka P(xz,y) za koje P’ le7i na sledecoj elipsi:
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a?b3z 2 a’?b? 279 979
b2r24a?y? i b2z2+a?y? a“b“x a“b Yy

a2 b2 +pb2I2 —|—a2y2 + qb2$2 _|_a2y2

+r=0. (9)

Sredivanjem prethodnog izraza dobijamo

2 2
x 1
(b2z2+a2y2)<2+y2+:l:'p+y'q+)O'
a b T ror

Posto je b22? + a?y? # 0, sledi

22 2 1
+ Ly Py 2y
T T

Py 0.

T =
Prethodna elipsa je homoteti¢na sa £.

b) Ako g’ prolazi kroz O, tada je r = 0. Jednacina (9) se tada svodi na
pr+qy+1=0. O

Posledica 3.8 Neka je g elipsa sa centrom u O’ homoteti¢na elipsi €, €iji
je centar tacka O. Ako je g’ invarijantna pri inverziji u odnosu na £ i p je

zajednicka tacka ove dve elipse, tada su O'P i OP tangente na € i 6’, redom.
Dokaz:

OI

Sl 3.10

Neka je e’ elipsa koja je invarijantna. Prema prethodnoj teoremi, elipsa £
je invarijantna ako i samo ako je njena jednacina oblika:

2 2
€ Y
§+b—2+px+qy+1=0.
2 2
Primetimo da centar O’ elipse £’ ima koordinate —%, —%

Neka je P(xg,y0) zajednicka tatka ove dve elipse. Jasno je da za tacku P vaze
sledece relacije :
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pTo + qyo +2 = 0.

Tangente na elipse € i €' u tacki (0,y0) su prave t i t':

ZTox | Yoy

t: ? + b72 —1= 0,
oot Yoy e+ Y e 1= 0
a2 T2 2 2 Ty 0 '
Direktnom proverom vidimo da O’ € tida O € t'. O

Teorema 3.9 Neka je € elipsa sa centrom u O. Slika krive drugog stepena I'
koja nije homotetica sa &£ je:

a) Kriva treceg stepena ako I' prolazi kroz O;

b) Kriva Getvrtog stepena ako I' ne prolazi kroz O.

Na slikama 3.11, 3.12 i 3.13 prikazane su slike kruga, parabole i hiperbole
pri inverziji u odnosu na elipsu. Dobijene krive su etvrtog stepena. Centar
inverzije pripada slici parabole i hiperbole zato Sto parabola i hiperbola sadrze
beskonacno daleku tacku.
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Na prethodnim slikama sve krive su sekle elipsu inverzije. Posmatrajmo sada
slike krivih koja ne seku elipsu inverzije.

2@

Sl. 3.14

J&(

Sl. 3.16

Pokazimo da vazi i uopstenje Paposove teoreme.

Teorema 3.10 Neka je £ poluelipsa sa glavnim dijametrom AB i 8/, €o
poluelipse sa iste strane AB sa glavnim dijametrima AC' i CB, redom, obe ho-
moteti¢ne sa £. Neka je sada €1, Es... niz elipsi tangentnih na € i 8/, takvih
da je €,, tangentna na €,_1 i £,41 za sve n > 1. Ako je r, manja poluosa od
En 1 h, rastojanje centra elipse €,, od AB, onda je h,, = 2nr,.

o

Sl. 3.17

Dokaz: Neka je ¢; inverzija u odnosu na elipsu €;. Prema teoremi 7 1;(€) i
1¥;(€0) su prave normalne na AB i tangentne na elipsu ;. Stoga, slike elipse
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¥i(€1) , ¥i(E2),... bice elipse tangentne na prave koje su slike elipsi € i ¢ pri
inverziji u odnosu na elipsu €;. Stoga, h; = 2ir; . O

3.4 Inverzija parametarskih krivih u odnosu na elipsu

Primetimo da je slika tatke P = (f(t),¢(t)) pri inverziji u odnosu na elipsu
€q,b tacka sa koordinatama:

S (O N 1
PO +agt) VT BRI +arg()

U nastavku éemo prikazati neke primere parametarskih krivih i njihovih slika
2
pri inverziji u odnosu na elipsu € :%4- +y* = 1.

T

Primer: Arhimedova spirala

| x=tcos(2t) _ 4 cos(2t) 4sin(2t)
1= { y = tSil’l(Qt) q/)(ﬂ) - (cos(2t)+4 sin(2t)’ cos(2t)+4 sin(2t))

-2 -1 6 1 2

3 -2
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Primer: Kardioda

x = cost(l — cost) _ dcost dsint
Q= { Y= smt(l _ COSt) ,(/}(Q) - (cost—cl-ofsint’ costiZSint)

Primer: Astroida

x = cos(t) 4cos®(t) 45in® (1)
2= { Y= SiIl3 (t) w<Q) = (cos3(t)+4 sin3 ()’ cos3(t)+4 sin3(t))
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Primer:
Nadjimo sada sliku kruga:

x = 1.5 cos(t)
y =2+ 1.5sin(t)

gde t € [0, 27].
Slika ¢e biti slede¢a parametarska kriva:

) = ( 6 cos(t) 4(1.5sin(t) + 2) )
4. (L.5sin(t) +2)2 +2.25 - (cos(t))2” 4(1.5sin(t) + 2)2 +2.25 - (cos(t))2 /"

S~

Sl 3.18



Zakljucak

U ovom radu prvo smo predstavili koncept inverzije u odnosu na krug. Obra-
zlozili smo postupak kojim mozemo naéi inverz neke tacke u odnosu na dati
krug. Zatim smo uocili da su prave koje prolaze kroz centar inverzije i krugovi
koji su ortogonalni na krug inverzije invarijante ovog preslikavanja. Dokazali
smo Papasovu teoremu, a kasnije i njeno uopstenje na elipsu. Dokazali smo da
inverzija u odnosu na krug ¢uva dvorazmeru, dok inverzija u odnosu na elipsu
nema tu osobinu, §to smo pokazali kontraprimerom.

U poglavlju o elipsi smo malo viSe paznje posvetili nalazenju slika nekih
ravanskih krivih pri inverziji. Primetili smo da slika elipse homoteti¢ne elipsi
inverzije moZe biti prava ili elipsa homoteti¢na elipsi inverzije. Predstavli smo
slike kruga, parabole i hiperbole u zavisnosti od njihovog polozaja sa elipsom
inverzije. Na kraju smo prikazali i slike poznatih parametarskih krivih, kao sto
su Arhimedova spirala, kardioda i astroida.
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