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I'maBa 1

YBoa

[IpBo moriaB/be IpecTaB/ba OCHOBHE €JIEMEHTE ITOTPEOHE 38 3aCHUBAHE
MaTpuria Haj Z,. Anrebapcku MOJMOBU MOMYT MPCTEHA W MOJba, WHBEPTHU-
OWTHUX ejleMeHaTa, peryJapHuX ejeMeHaTa, JeJuTe/ba Hysle, HUJIMOTEHTHUX
eJleMeHaTa, WIESMIIOTEHTHUX eJleMeHaTa, WIeaia, Kao U Be3e u3Mehy mcTux,
cTBapajy 6asy Haj KOjoM he Teopuja MATPUIA UMATH IIYHOTI CMUCA.

Y IpyroM TOT/IaB/by M3JI0KEHa Cy OCHOBHA CBOjCTBa MATPHUIA, Ca aK-
IIEHTOM Ha OHE KOje MPHUIajajy KOMYyTATUBHOM IIPCTEHY Ca JeTUHUIOM Z,.
Amnasoruo upcreny Zy, n'y ckymny marputa My, xi(Zy,), obpalene cy nusep-
TUOWJTHE MATPUIE, HUJIITOTEHTHE MATPHIIE, ...

Y HapeHOM IOTJIABJbY OIHMCAHE CY JIeTEPMUHAHTE, IIX0OBA CBOjCTBA, ajIu
" Be3a usMely JieTepMUHAHTE MaTPHUIE HAJL IPCTEHOM Zy,, Kao U eJeMeHaTa
JATOT TIPCTEHA, Ly, .

Y mornaB/by O paHTy MaTpHUIlE JiaTe Cy TeopeMe Koje MoMaxKy Ja ce
onpenu panr mMarpuiie U3 My, xx(Zy), Koju ce pasiuKyje oJ] paHra MaTpHIle
HaJ mosbeM (paljeno Ha gacosmma Jluneapne asnrebpe). Jlakoha onpehusama
paHra 3aCHHUBa Ce Ha [OjMy aHyJaTopa mjeaja HEeKe MATPHUIIE.

C ob63upom J1a Cy eJIeMeHTH TPCTeHa Zy,, eJIeMEeHTH JT00MjeHn Kao OCTAIlH
IIpU JIEJbEEY Ca M, HEM30CTaBHE Cy U KOHIrpyeHiuje u Kunecka Teopema 0
ocTanyMa, JOK je permaBaibe CHCTeMa jeHAYNHA y TPCTeHY Z, TPUPOIHN
HACTABAK TEMe.

Wneja oBor pajia jecre npepcTaBuTh mTo Behu O6poj nmpumepa, u moMohy
IbUX CTBOPUTH IITO JACHU]Y CJUKY O TIOBE3AHOCTH CBUX aJrebapCKux MmojMoBa
Koju ce y paty obpabyjy.

Bennky 3axBaTHOCT JyTryjeM CBOM MEHTODPY 3a CBE CMEPHHUIIE U Ujieje, Kao
¥ 3a CBY IIOMON KOjy MW je yKa3ao y TOKY U3paJjie Paja.



I'1aBa 2

Lin

2.1 Ilpcrenmu 7Z,

Ha camom mouerky nedunucahemo anrebapcky CTpyKTypy IHpPCTEH, a
oHja npehn Ha KOHKPETHO O0jallmbaBarmbe IPCTeHa Zi, .

JAEoHULUIA 1. Anrebapcka CTPyKTypa Koja MOApasyMeBa IOCTOjarbe
ckyma S u Ha meMmy jgeduHUCcaHe ollepalije + U - TaKO Jia BaXKW:

e (S,+) je AGenosa rpyma,
e (S,-) je monom,

esar,yzeS x-(y+2)=x-y+x-zu(y+z)-z=y-x+z-x
3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTU MHOXKEba y OJHOCY Ha cabuparme,
HasuBa ce npcreH. Heyrpas 3a cabupatme (onepaiujy + y npcreHy) y Ip-
creny S osHauaBamMo ca 0 M 30BeMO HyJOM IpcTeHa S, HOK HeyTpaJ 3a
MHOXKee (orepalyjy - y npcreHy) o3HauaBaMo ca 1 ¥ 30BEMO jeIMHUIIOM
npcrena S. Axo nputom Baxku u 0 # 1, TakaB IIPCTEH 30BEMO IIPCTEH Ca

jemuauom. JlaTm ycjoB HAM KOPHCTHU Ja TpuBujaaHu Hysa npered {0} He
30BEMO TIPCTEH Ca JeJIMHUIIOM.

JdeonHumiA 2. Ilpcren y kome Baxku V(a,b) a-b = b - a Hasusa ce
KOMYTaTUBHU IPCTEH.

ITpuMEP 1. (Z,+,-) je npcreH Ha OCHOBY cJienelinx IumeHnIA;

e (Z,+) je AbesoBa rpyna y Kojoj je HeyTpas ejemeHT 0, a 3a eJeMeHT
x € Z uHBep3 je —x € 7.

e (Z,-) je MOHOH[ y KOME je HEYTpAJ eJeMeHT 1.

e Bax,y,z€ZBaxuz-(y+z)=x-y+zx-zu(ly+z)-x=y-x+z-x.



ITpuMmEP 2. Heka je n > 2. Ckyn
Zn, ={0,1,2,....,n — 1}

je CKyIl CBUX OCTaTaka IpH JeJberby Opojem .

Csaka op1 anrebapckux cTpykTypa (Zp,+n) je Abesnosa rpyna, (Zn, )
MOHOWJI U BaXKU 3aKOH JIUCTPUOYTUBHOCTH, 1a je caMuM TUM (Zy, +n, n) U
IIPCTEH.

JAEomHUIIA 3. Enement a je nHBepTHOMIAH ¥ TIPCTEHY S aKO MOCTOjU
be Srmako na je a-b =b-a = 1. Eaemenr b je jemuncreno ojipehen
U o3HavaBa ce ca a L.

oznavasa ce ca U(S).

CKym cBUX WHBEPTHOMIHUX €JI€MEHATa MPCTEHA S

JE®NHUINIA 4. Enement a npcrena S je yieBu (fecHn) Jennresb HyJie
YKOMKO TocToju eeMenT b # 0 3a koju je a-b =0 (b-a = 0). Ykonuko
je m a # 0, onza je a npasu jgenuresb Hyse. CKyll cBux JieBUX (J€CHHUX)
JlesuTesba Hysle npcereHa S osnadasa ce ca Zr,(S) (Zp(S)). Ako je npcren
KOMYTATHBAH OHJIa TOBOPHUMO CAMO O JeJINTeJbUMa HyJle, U TaKaB CKYIl Ce
oznavasa ca Z(.9).

ITpuMEP 3. V npcreny Zjz cKyn uHBepTHOMIHUX egeMenara je U(Zjg) =
{1,5,7,11} jep je:
1-1=1 (mod 12)

5-5=1 (mod 12)
7-7=1 (mod 12)
11-11 =1 (mod 12)

Y MCTOM TIpCTEHy, JIeJUTe b1 HyIle npunaajy ckyiy Z(Zi2) = {0,2,3,4,6,8,9,10}
jep je:
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ITpuMEP 4. VY upcreny (Zg, +¢,¢) Baxu 2-3 =0u 2,3 # 0, na cy 6pojeBu
2 v 3 mpaBuW AeINTeHN HYyJIE.



HATTOMEHA 1. V npcreny Z, BaxXu
L = UZp) U Z(Zy,).

JE®enHUNNIA 5. Ejement a npcrena S je perysapan cjiesa (31€CHA) yKO-
JIMKO 3a CBe T,y € S BaKu: ako jea-x =a-y (x-a=y-a), oHIA je T = Y.

HATIOMEHA 2. CBaku WHBePTHOUJIAH €JIEMEHT MCTOBPEMEHO je U peryJa-
par. Mehyrum, Huje cBaku peryjapaH yjenHo u uaBeprubmian. [Ipumep 3a
TO je IPCTeH 7 y KOMeE je CBaKU PAa3JIMIUT O/ HyJIe PeryjaapaH, aju camo 1 u
—1 jecy uHBepTUOMIHH.

JAE®UHUIINIA 6. Ejxement a mpcrena Z, je HUJIMIOTEHTAH aKO ITOCTOjU
keN, k> 1 rako ga Bazkn a® = 0. CKyl CBUX HIJIIOTEHTHHX eJeMEHATA
upcrena Z, o3nadasa ce ca Nil(Z,).

ITpuMEP 5. OppennMo HUJITOTEHTHE eJIEMEHTe y HpCTeHy Zg. JemumHuile
oBor npctena cy 1 u 5. Enxement 0 jecTe nunmnorentan. Enement 2 uuje jep je
MOJIyJI CBAKOT' IbeI'OBOT' CTeIleHa jeiHak Opojy 2 uiu 6pojy 4. Enement 3 auje
jep je MOIyJI CBaKOT HeroBor cTemeHa 3. Hu esreMeHT 4 HEUje HUITIOTEHTaAH
jep je MOJyJI cTelieHa Kao 1 Koji Opoja 2 jeanak 6pojy 2 niau 6pojy 4. Hakite,
Nil(Z,,) = {0}.

Ilocroju mHapaBHo, U sakwu HAIUH 33 ofpehuBame HUJITIOTEHTHUX €Jie-
MeHaTa, U Hhera NeMo MpEeJICTABUTH y JIeJIy KOjU TOBOPH O udeaiuma.

AE®UHUIINIA 7. Ejsement a npcrena Z, je WJIeMIOTEHTaH aKO BayKH @ -
a = a. CKyl CBUX HJIEMIIOTEHTHUX ejleMeHaTa IMpPCTeHa Z, O3HAaYaBa ce ca

Idem(Zy,).

HATnmOMEHA 3. TpuBujajau MJIEMIOTEHTHU €JIEMEHTH Y CBAKOM Zj, Ip-
creny cy Om 1.

ITPUMEP 6. UnemnorenTtau esiementn y npcreny Zg cy Idem(Zg) = {0,1,3,4}
jepje 3-3=3 (mod 6), 4-4 =3 (mod 6).

2.2 Ilosma 7,

Kao mTo cmo Busenn y mperxomaoMm ey, Z, je mpuMep npcrena. Me-
hyTum, ykoauko 6ucMo ce 6aBUIN MUTAHEM IIOCTOjalba MHBEP3HOI €JIEMEHTA
y CBAKOM O/I IOMEHYTHUX IIPCTEHA, BUJAETN OUCMO J1a Ce CUTyallnja Pa3JInKyje.

IIPUMEP 7.

Y Zy ={0,1}, 3a esiement 1, unseps je 1, 1j. 1-1=1.

Y Zs = {0,1,2}, 3a enemenr 1 unseps je 1, tj. 1-1 = 1, 3a enement 2
nHBep3 je 2, 1j. 2-2 = 1.



Y Z4 ={0,1,2,3}, enement 2 Hema UHBEP3, IITO MOYKEMO IIPOBEPUTH jeP
je2-1#£1,2-2#1, 2-3#1.
3a npcren Zg MoxkeMmo uckopuctutu KejnujeBy tabsuiry.

01 2 3 4 5
0/0 0 0 0O O O
1710 1 2 3 4 5
210 2 4 0 2 4
310 3 0 3 0 3
410 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

W3 Tabsniie 3ak/pydyjeMo Ja jeJIMHO ejgeMeHTH 1 u 5 uMajy UHBEp3HE
esieMenTe y Zg.

Jpyrum peunma, ¢ 0063upom na y Zy, Zg HEMAjJy CBU €JIEMEHTH WHBEP3E,
u camu (Zy,-4), (Zg,-¢) cy Hajsuine monouju, a (Zg, +4,-4), (Zg, +6,-6) 1p-
CTEHN.

JAeEenHUIINIA 8. Ilo/ke je KOMyTATUBHU TPCTEH Ca jEIUHUIIOM y KOME
CBaKHU HEHYJIa €JIEMEHT UMa MHBEP3.

TEOPEMA 1. 3a esieMeHTE 1I0Jba @ U b BazKu:
a-b=0=a=0Vvb=0.

JoKA3. Ilpermocrasumo ma je a-b = 0. Ako a # 0, Taga ¢ uMa UHBEP3
1

a” " ma je
a-b=0=atlab=a'0=1-b=0=0=0.
0

ITpuMEP 8. Ilpumernmo j1a TpeTxo/Ha TeopeMa He BayKU y OIIIITEM CJIy-
qajy y npcreny. Perumo, v Zy Baxku 2 -2 = 0, amu 2 # 0.

Y nospy Takohe Baxku 3akoH "ckpahuBama':

TEOPEMA 2. 3a ejileMenTe 1o/ba a,b, ¢, a # 0 Baxkn:
a-b=a-c=b=c

JoKA3. IlpernocraBumo 1a je a # 0. Tazga je

Lac=1b=1-c=>b=c.

a-b=a-c=atab=a"

O

IIpuMEP 9. Ilperxomua TeopeMa He BayKU y ONIIITEM CIy4ajy y IPCTEHY.
Ha npumep, y Z4 Baxku 2-2 =2 -0, amu 2 # 0.



Caeneha Teopema MOKPHUBa CIydaj KaJa CBAKHM HEHYJIa €JIEMEHT MMa, MH-
Bep3, Kao IITO je HIp. v Zo u Z3.

TEOPEMA 3. Ilpcren (Zy, +n, n) je HOJbE aKO U CAMO aKO je M IPOCT OPOj.

JdoKA3. IlpermocTaBuMmo 1a je p npoct 6poj. Kako 6ucmo noxazanu na je
Zy noswe, yamumo m € {0,1,...,p — 1} u mpeTmocTaBuMO Ja m HeMa HHBED3
Y L.

Tana nujenan ox 6pojeBa p obIUKA

0-m,1-m,2-m,....,(p—1)-m

He Moxke OuTHh jenmak 1, Tako ma ce mehy 3amarum OpojeBuMa HaJjiasze Oap
JiBa KOju Ccy jenHaku y Zjp. Jlakie, Baxku

i-m=j-m (modp)V(i—7j) -m=0 (mod p)

3a Heke 4,7, 0 <t —j < p. Kako je p npoct, jesran o OpojeBa ¢ — j wim m
MOpa uMaTu Kao (paxTop p, mna je jeauna moryhoct m = 0.

W35 opora cieau jia je 0 jeuHM eJIeMeHT KOjU HeMa MHBEpP3, 1a je Z;, JTaK/e
oJbe.

Ja 6ucMo KOMILJIeTHpAJIH JT0Ka3, [TOKaXKUMO JIa aKO 71 HEje IPOCT, TaJia
Z,, uuje 1moJsbe.

Ako je n > 2 u Huje mpocT, Taja je n = qr 3a Heke ¢,r > 2. Tanma
MMaMO JIBa HEHYJa eJIeMeHTa ¢ U 7 YUju je Tpou3Boj HyJa y Z,. Kako To
nuje moryhe y moJby , omgatie cienn ja Z, HAje TOJbE. U

2.3 Wpeamn y Z,

JAEeHUIINIA 9. Heka je Z, upcren u [ Herpazan mojckyn ox Z,. Tana
je I umean y Z, yKOJUKO:

l.zaceex,ycl:z+,yel;
2.3acBea€EZpyux€el:apx €L
Osnaka [ <1 Z,, o3uHauasa na je [ unean y Z,.

ITpuMEP 10. Heka je Z,, upcren u I < Z,,. Uneamu [ = {0} u I = Z,, 30By
ce TpUBMjaJHE Wacanu. Y caydajy na je I # Z, ujean je MpaBH, a ako je
I+ {0} onna je uenyia.

ITpumEP 11. Hexa je Z,, noswe u I < Zy,. Tana je [ = {0} wim [ = Z,.

[Tpermocrasumo 1a je [ uneany Z, u na je I # {0}. To snaun na umean [
CaJIp>KU HeKM ejieMeHT T % (). YKOJIUKO je ¢ Ma KOJU eJIEMEHT U3 Zy,, OJIaTiie
cmeau na u a npunaga unaeainy I. Kako je [ ugmean u x # 0, Taga mocroju
™! man (ax_l) - Mopa IpHUIaIaTH ujeasy I, a jacHo je Ja je Taj eJleMeHT
jeTHaK eJIeMeHTY a.



Ca umeasmma ce MOTY BPIIUTH Olepaliije cabupama U MHOXKEHA Kao U
ca eJIeMeHTHMA.

JAeeunHUIINIA 10. Heka cy [ u J uneanu nupcrena Z,.
1. I+J:={x+,y:z€LyeJ}

2. I-Ji={xy1 +n - +nTpyn :x; € I3acBe i =1,...,n,y; € J3a cse
j=1,.,nucsen > 1}

JAEoHULUIA 11. Ako je A KoMmyTaTuBaH IpCTeH U ¢ € A mpousBo/baH
€JIEMEHT, OHIA, je

(a)y :={r-a : re A},

umeas. OBaj umeast ce Ha3WBA TJIABHU MJI€AJI TeHEPHUCAH €JIEMEHTOM d.
IIpcren y koMe je cBaku ujeaJt TJIABHU HA3WBA CE TVIABHOWJIECAJICKU IIP-
CTEeH.

HATNIOMEHA 4. Csaku wujeas y Z je obauka (m) 3a HeKu HpupojaH 6poj
m.

HADIOMEHA 5. ean (m) o3nagasa ce u ca mZ (CKyIl CBUX 1eJ00POJHUX
yMHOXKaka 6poja m).

ITPuMEP 12. Heku ox ugeana y Z cy: (0) = {0}, (1) = (-1) =Z, (2) =
(—2) =22

AdeouHunmiA 12. Heka cy (A, +,-) u (B,+',') nasa xomyrarusna mp-
crena ca jepumaunoMm. Oywkmwmja f : A — B je xomomopdusam mpcreHa
ykouko je f(la) = 1p u ykosnuko 3a cBe z,y € A BaxKm:

flx+y)=fx)+ fly) u f(z-y) = f(z) fy).

HdeoHunmniA 13. Heka je f : A — B xomoMopduzam KOMyTATUBHUAX IIP-
cTeHa ca jenuHUIOM. Jesrpo xomomopdusma f, v oznanu Ker(f) nedunumie
ce ca:

Ker(f)={z € A: f(x) =0g}.

JdeorHnmMIA 14. Ciauka xomomopdusma f : A — B,y osnamu Im(f),
necduHmIIe ce ca:

Im(f)={yeB:(3z€A)y=f(x)}.
TEOPEMA 4.

1. Tlpcren Z je ryiaBHOUICAJICKU.

2. XoMoMOpdHa CJIMKa IVIaBHOUIEAJICKOI IIPCTEHA je TaKohe IyIaBHOUIe-
AJICKH IIPCTEH.



3. Zy, je TIaBHOUEAJICKH IIPCTEH 3a cBako 1 > 0.
dOoKA3.

1. Heka je I C Z unean y Z. Tana je (1) = Z u (0) = {0}, na moxkemo
npernocrasuTu Aa je I upasu unean. Kako je [ mpasu mumeas, Taua
OH cajJipxku Oap jeman mosuTuBan 11eo O0poj. Hexka je a € [ majmamu
nosuTuBaH 1eo 6poj y I, u rBpaumo ga je I = (a).

Kako je a € I, noBosbno je nokazaru ga [ C (a). Heka je z € I— {0}.
Mozxemo nahu mese 6pojese q u r Tako 1a je x = qa+r u 0 < r < a.
Kako je a € I'u [ unean, ouga qa € Imr = x — qa € I. ake, 3a
omabpano a je r = 0. Crora Va € I, x = ga 3a Heko q € Z. Tako je
IC (a).

/ .
2. Heka cy R, R KOoMyTaTUBHHU IIPCTEHHU, TAKO Jj1a je R T/IaBHOMIEAJICKU,
/ / .
u f: R — R upcren xomomopdusma tako ga R = f(R). Tazna je u
/
R rnaBHOMIEAJICKU IIPCTEH.

HeKaJef unean y R. Tamaje [= f~ 1(]1) uireasn 'y R, u da € R tako
na je I = (a). Buamo na je I = f(f 1(f)) f({a)).

Tpeba nokazaru (f(a)) = f({a)).
/ ’ /. fje ma”
(fla)) ={r fla):r e R} "=
R} = f({a))-
3. Kako je Z rmaBHOMIeaJCKu NMPCTEH W KAHOHCKHM XOomMomopdmsam f :

7 — Ly 71j. f(m) =m € Z, enumopduszam, u3 rauke 2 cjaeau ja je Zy,
TJIABHOMIEAJICKN IIPCTEH. O

{f(r)f(a):r € R} ={f(ra) :r €

ITPuMEP 13. 3a upcren Zy, u enemenr u € U(Zy), Baxu (u) = Zy,.

IIPUMEP 14. Ugeamn y Zs cy (0) = 0, (1) = {0,1,2,3,4,5,6,7} = Zs,
(2) = {0,2,4,6}, (3) = {0,1,2,3,4,5,6,7} = Zg, (4) = {0,4}, (5) =
{0,1,2,3,4,5,6,7} = Zs, (6) = {0,2,4,6}, (7) ={0,1,2,3,4,5,6,7} = Zs.

IMTpumMEeP 15. Uneamn y Zs cy (0) = 0, (1) = {0,1,2,3,4,5} = Zs, (2) =
{0,2,4,1,3} = Zs, (3) = {0,3,1,4,2) = Zs, (4) = {0,4,3,2,1} = Zs.

Kao mro cMo mokasanu y jeJHOM Of IpeTXoIHux TBphema, Kako je Zs
nosse, jenuuan uneanu ¢y [ = {0} u [ = Zs.

ITPUMEP 16. Y npcreny Ziz CBaKd eJeMEHT je WIN AeIUTesb HyJle WU
naBepTHONIaH. [IpuMeTnMo 18 CBAKN MHBEPTUOWIHN T€HEPUIIE 11e0 MPCTEH,
JIOK JICJINTEJHbU HYyJIe T€HEPUINly ocTaJie ujease. EjeMeHT u3 OBOI IPCTEHA je
JeIUTeJb HyJIe aKO U CAMO aKo Ta aeiau O0poj 2 mim 6poj 3.

Kako je 5 € U(Z12) u 10 = 5122, u 6poj 5 unBepTubmUIan y npcreny Ziz,
taza caean Jga je (10) = (2). Ha ucrn mavun je n (8) = (4) jep je 8 = 4125,
kao u (9) = (3) 360r 9 = 11 -19 3, urs.

10



Ca gpyre crpane, (2) # (4). Axo npernocraBumo Ja je m € Zijy u
2 = 4-19m, Taga 6u moctojao 1eo 6poj ¢ Tako ma je 2 = 4dm+12q. Jememem
ca 2 mobuja ce jemrakoct 1 = 2m + 6¢ 3a KOjy He mocToje 1ieu 6pojeBu m
u ¢ 3a Koje he ucra 6utn Tauna. MehyTtum, ¢ ob3upom 1a je 4 = 2m + 12¢q
U Tocie Jiesberba ca 2, 2 = m + 6q, nocroje neyin OpojeBu m U ¢ 3a Koje je
3aJI0BOJbEHA jefHaKocT, Ia Baxku (4) C (2). Ha mcru nauun, saxu (6) C (3)
jep moctoje m m ¢ 3a Koje je 6 = 3m + 12¢q Tauno. IIpoBepom ocrammx
cilydajeBa yBEpPaBaMoO Ce Jia Cy Pa3/IMunTH UJIeaIH [IPCTeHa Zjg 3aIIPaBo

<O>7 <2>) <3>7 <4>7 <6>7 Zl2-

Kana cy y nuramy HUJIIIOTEHTHU €JIEMEHTU MPCTeHa Z12, TOCTOJU je/IHa
BaykKHa 0OCODOMHA KOja WX IOBe3yje ca mieajuMma. Hawmme, CKyIl CBUX HUJI-
IIOTEHTHUX eJieMeHaTa IPCTeHa Z, jecTe jejlaH ujeas, UUju je TeHepaTop
IIPOU3BO/] CBUX PA3JIMIUTHX IIPOCTHX dakTopa dpoja n.

ITpuMEP 17. OapenuTu CBe HUJINMIOTEHTHE eJIeMEHTE IIPCTEHA.

° 7s

Bpoj 8 ce moxe dakxTopucarn kao 8 = 23, ma he 6poj 2 6urn rereparop
CBUX HWJIIOTEHTHHX ejieMeHaTa. Jlakie,

I=(2) ={0,2,4,6} = Nil(Zs).

o Zi2
Bpoj 12 ce moxe dakropucatn kao 12 = 22 - 3, na je H3J1(2,3) = 1,
na he 6poj 6 6uTu reHepaTop CBUX HUJIIOTEHTHUX ejieMeHaTa. Jlakie,

I=(6) = {0,6} = Nil(Zy).

® Zyo
Bpoj 20 ce moxe dakropucaru kao 20 = 22 -5, na je H3J1(2,5) = 1,

ma he 6poj 10 6uTy remepaTop CBUX HUJIMIOTEHTHUX ejieMeHaTa. /lakire,

I=(10) = {0,10} = Nil(Zgy).

o 730

Bpoj 30 ce moxke dakropucarn kao 30 = 2-3-5, na je H3/1(2,3,5) = 1,
mra he 6poj 30 6buTy renepaTop CBUX HUJIMIOTEHTHUX ejieMeHaTa. [lakire,

I=(30) = {0} = Nil(Z3).

e 736

Bpoj 36 ce moxke dakTopucatn xao 36 = 22 - 3%, ma je H3/1(2,3) = 1,
na he 6poj 6 6uTu reHepaTop CBUX HUJIIOTEHTHUX ejeMeHaTa. Jlakie,

I=(6) = {0,6,12, 18,24, 30} = Nil(Zs).
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I'maBa 3

Matpune

JAEoHULUIA 15. Marpuna A dopmara m X k Hax Z, je dbyHKIIja Koja
npecsukasa Jekapros npousson {1,2,....m} x {1,2,....k} y Zy.

Ypebenn map (7,j) mpecinkaBa ce y eJeMeHT MarpuIie a;j. Marpuna
A mva m Bpcra u k KoJIOHA, I1a €JIEMEHT @;j MPUNAJa {-TOj BPCTH U j-TO]
kosionn. Marpunia A € M, «x(Zy,) nupencrasba ce Kao:

aij;  ai2 - Ak

a1 azz - G2k
A=

Uml Am2 *°  Gmk

imizs
A= [aij]mxk

vie Moy,xk(Zy,) o3nagaBa ckyn csux Marpuia dgopmara m X k.

AE®UHUIINIA 16. Matpuma y Ko0joj je 6poj KosoHa u 6poj BpcTa jeIHAK,

Tj. m = k Ha3WBa ce KBaJIPATHOM MATPHUIIOM pena k.
Ckym cBUX KBaJpaTHUX MaTpuia k-tor pena ozHadaBamo ca My (Zy,).

JAE®UHUIINIA 17. Marpuna duju cy CBU €JIeMEHTH jeTHAKHU HYJIU HA3UBA
ce HyJIa MaTpHIA.

JAeonHUIINIA 18. Ilox ryiaBHOM JujaroHaJIOM KBaJpaTHE MATPUIIE IIOJI-
pasymeBamo ypebeny k-topky (aii,ass, ..., agk)-

JAEoHUINIA 19. 3a KBaJpaTHy MaTPHUIy KaXXeMO Ja je JujaroHaJIHa
aKO Cy CBU IbEHU eJIeMEHTH BaH IJIaBHe JujaroHase jegHaku (.

dy 0
do

12



Mebytum, nujaronajgHa MaTpuiia He MOpa OUTH KBaJpaTHA.

JEenHUINIA 20. Heka je D € My, «i(Zy). D je nujaronaiza Marpuria
ako je d;; = 0 3a cBaxo i # j.

Heka je r = min{m, k}. 3a nmjaromanny marpury dopmara m X k
kopucruhiemo woramujy D = diag(dy,...,d,), tnejedy; =d;3ai=1,...,r.
Takobe, 3a npukas diag(dy,...,d,) nocroje ase dopme y 3aBHCHOCTH O M
u k.

Axo je m < k, rana diag(dy,...,d,) uma caeaehy dopmy:

di 0 -+ 0 0 - 0
0 do - 0 0 -+ 0
diag(dy,...,d,) = | . . o )
0 0 - d 0 -+ 0
Axo je m > k, rana diag(dy, ..., d,) uma dopmy
_dl 0O --- 0]
0 dy -+ 0
: 0 0 d
diag(dy,...,d,) = 0 0 Or
0 0 0
(0 0 - 0]

AKO Cy CBH eJIeMEHTH JjaroHajine KBaJpaTHe MaTPUIIE jeJIHAKI OHJIa Ce
TaKBa JUjaroHaJHa MaTPHUIla HA3WBa CKAJAPHOM MAaTPUIIOM.

JeEonHNINIA 21. CkasapHa (JujaroHajHa) MaTpHUI@ YUjU CYy CBU €Jie-
MEHTH Ha TJIABHO] JMjaroHasm jegHaku 1, a ¢cBu octayu ejiemednTn 0, Ha3WBa
ce JeJMHITYHOM MaTPHIIOM.

AE®UHUIINIA 22. Marpuna 1 X k

[(111 aiz2 - alk]
je Marpuiia BpcTa, a MaTpuia m X 1
ail

a21

Am1

13



je marpuna kojiona. OBe BpcTe MaTpUIla Ce 30BY U BEKTOPH.

AE®@UHUIINIA 23. Marpuma

ay; 0 -~ 0
a1 az --- O
anl Qp2 -+ Qnpp

j€ JIola TpoyTraoHa MaTpHIa, a

air a2 -+ Qlp
0 ax -+ a9
0 0 - an

je ropma TpoyraoHa MaTpHIa.

AEeUHULMIA 24. JIe marpuiie ucror tuna A = [ajlmxk 1 B = [bijlmxk
Hast M,k (Zy,) cabupajy ce Tako mro uM ce cabepy ojrobapajyhu ejgemeHTn

A+ B = [aijlmxk + [bijlmxk = [@ij +n bijlmxk-
Cabuparbe MATpHUIa je KOMyTATHBHO U ACOIMjATHBHO
A+B=B+A

(A+B)+C=A+(B+C).

Heyrpannu esement 3a cabuparme maTpuiia Tumna m X k je Hyjaa MaTpuia
Tana m X k.

JAE®MHUIINIA 25. Marpuia ce MHOXKHU CKAJapOM (¢ TaKO IIITO CE€ CBAaKHU
eJIEMEHT MATPHIIE IIOMHOXKH THUM CKaJapoM. AKo je A = [aij]mxk OHIA je

a- A = [aaij)mxk-
3a MHOXKEhe MaTPUIE CKAJAPOM U cabUparhe MATPUIA BAYKU:
o (a+ B)A =aA+ BA,
a(A+ B) =aA+ aB,
a(fA) = (ap)A,
e 1-A=A.

14



AEOMHULMIA 26. Marpune A = [aij]mxn 1 B = [bij]pxq Moryhe je muo-
JKATH caMo aKo je 6poj KoJioHa marpuile A jenmHak Opojy Bpcra marpuie B.
Jobujena marpuia he uMmaru 6poj BpcTa jeIHAK OPOjy BpPCTa IIPBE MATPHUIIE
u 6poj KoJIOHA jeaHak O6pojy KojoHa jpyre marpure. [Ipoussosm marpuma A
u B je marpuiia C' = [¢ij]mxq, Tj-

n
Ciy =Y ik by i=1,2,,m; §=1,2,..,q.
k=1

ITpuMEP 18. Jla MHOXKEHE MaTpHUIlA HUje KOMYTATUBHO MOXKEMO CE yBe-
putu u3 ciegeher:

2 0 5 =5 ; z
A=11 17 1 2|, B=|
14 -9 1 0 s 11
Y noswy Zs Baxkuhe:
2 0 5 =5 ; z 27 314 2 4
A-B=1|1 17 1 2 s 5117 134 167| = |4 2
4 -9 1 o] |, | L7 4 2
ok B - A Huje youmire nedIHICAHO.
ITpuMEP 19. Heka cy marte marpurie:
14 19 50 -5 15 47 52 19
A 0 17 5 31 . B= 32 16 12 28
42 -9 15 23 -8 65 9 41
2 18 40 45 18 -3 60 14

Onpenuhemo BpegHOCT 30Mpa U IPOU3BOIA JATHX MATPHUIA HAJT IIPCTEHOM
Zas.
Bpeanocr A 4+ B riacu:

14 19 50 -5 15 47 52 19 14 6 12 14
0 17 5 31 n 32 16 12 28] 2 3 2 14
42 -9 15 23 -8 65 9 41| |4 11 9 4
2 18 40 45 18 -3 60 14 5 0 10 14
ok Bpennoct A - B runacu:
14 19 50 -5 15 47 52 19 13 12 5 13
0 17 5 31 32 16 12 28] (12 9 9 5
42 -9 15 23 -8 65 9 41| |6 6 6 13
2 18 40 45 18 -3 60 14 1 12 5 7
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JAEenHUNMIA 27. Ksajparna marpuiia A je MHBepTUOMIHA aKO MOCTOjU
marpuna B Ttako ga je A- B = B- A = I. Marpuna B je jeauHCTBEHO
onpehena u o3Hauasa ce ca A7

JdeonHUMIA 28. Marpuna A je sieBu (JecHn) jeiuresb Hyjle YKOJINKO
nocroju mMarpuria B # 0 3a kojy je A- B =0 (B-A = 0). YKoIUKO je u
A # 0, oHzta je A tpaBu JieJiuTesb HYJI€.

ITpuMEP 20. Heka cy mare marpurne A, B € May(Z7),
2 6 1 1
A=l ol )

8 8] . Jlare marpunie A u B ¢y npaBu Jieju-

TeJ/bU HyJIe y TIOCMATPAHOM IIPCTEHY KBAJIPATHUX MaTpHIla peaa 2 Hau Z7.

Houxos npoussoz je A- B = [

JEoMHNLUIA 29. k-Tu creren kBaaparHe Marpune A je

AF=A. A A.

k—myTa
Hynru crenen kBajipaTHe MaTpHIlE je je/IMHUYHA MaTPUIA
A’ =1T.
Axko je A xBaspaTHa MaTpuIia a k u | cy HeHeraTUBHU IIeJIU OPOjeBH, Taa je
AR . AL — gt
(AFY =AM,
Axo marpurie A u B komyTupajy taja je
(A-B)* = AF. B¥,

JAeonHUIMIA 30. Marpuiia A je HUJIMIOTEHTHA AKO 38 HEKU MO3UTUBHU
e 6poj k Baxkn A¥ = O. Hajmame TakBo k 30BeMO CTEI€H HIIIOTEHTHO-
CTH.

ITpuMEP 21. Axko je A marpuna usz Ms(Zs)

1 -3 —4 1 2 1
A=|-1 3 41, 15.A=14 3 4
1 -3 —4 1 2 1
Tajga je
1 2 1 1 2 1 0 0 0
A2=A- A= 1|4 3 4|-|4 3 4/ =10 0 0
1 2 1 1 2 1 0 0 0

Jlakite MmaTpunia A je HUIIOTEHTHA.
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ITpuMEP 22. Axko je A marpuna uz Msz(Zs)

1 1 3 11 3
A=1|5 2 6|,15.4=10 2 1
-2 -1 -3 3 4 2
TaJIa je
11 3 11 3 11 3 000
A3=A-A-A=10 2 1|-l0 2 1 02 1/=1000
3 4 2 3 4 2 3 4 2 000

Jlakite MmaTpuna A je HUIIOTEHTHA.

ITpuMEP 23. Ilocmarpajmo marpuie A = [8 g] u B = [2 8], rJe cy

a,b € Z, n a,b Hucy HWIIOTEHTHU ejieMeHTH y Z, . Marpune cy HUIIIO-
0 a
TEHTHE Ca, CTEIIEHOM HUJIIOTEHTHOCTHU 2, aJii Hmuxos 36up A + B =

b 0]’

HI/Ije HUJIIIOTEHTHa MaTpUILA.

AeonHUIMIA 31. 3a marpuity A = [@ijlmxn, TPAHCIOHOBaHA MAaTPHUIA
(A = [aij]lm wn) ! nobuja ce Kajia BpCTE U KOJIOHE JIATE MATPHUIIE 3aMEHE MECTA.

ail ai2 e Aln
a1 a22 e a2n

A=
Aml Am2 - Amn
aii azy - am1
AT _ aiz2 a2 - am?2
Aln A2n  *°  Omn

3a TPAaHCIIOHOBaAHE MaTPUIIE BazKH:

° AT)

(

° (aA) = aAT
(A4+ B)T = AT + BT,
(

A-B)T =BT . AT,

17



I'1aBa 4

JlerepMuHaHnTe

Heka je A xBajparHa Marpuia pejga 2:

a a
A= 11 12
a1 Q22

nedunncaheMo BbeHy IeTePMUHAHTY

ail a2
a21  G22

det A =

Ha ciaexehn Haumn
det A = a11a92 — a12a21.

3a kBajpaTHy MaTpuily A pena 3 oarosapajyha merepmunanTa je

ail a2 aig ail a2 aiz| ail a2
det A =lag1 a2 ag3| =|a21 ax ax| a1 ax =
azy az2 asg azy az2 asz| azr as2

= 11022033 + a12a23a31 + A13021032 — 13022031 — A11023032 — 412021033

mTo mpescTaB/ba u CapycoBO MPaBUIO KOje e KOPUCTH CaMoO 3a U3padyHa-
Bakbe JieTepMUHAHTU Tpeher pejia.

[TpumeTunmo na cy cBu cabuplu oOJIUKa a1j, A2;4,a3;;, TIE j1Jj2J3 IpeacTa-
BJbAjy pesioMm nepmyTaruje bpojea 1,2 u 3:

123 231 312 321 132 213

[Ipomena penociena enemMeHaTa y MEPMYTAlUjU Y OTHOCY Ha OCHOBHY ITep-
MyTallljy Ha3uBa ce mHBep3ujoMm. Ha npumep, y nepmyrtanuju 231 mocrtoje
jaBe uaBepsuje: 2 wmcnped 1 u 3 ucupen 1. Ilepmyranuje ca napaum Opo-
jeM MHBep3uja 30BY Ce IMapHUM, a ca HenapHuM OpojeM MHBEP3Uja HEeIlapHUM
repMyTanyjaMa. YOUUMO U Jia Cy CBU CaDUPIM 3a KOje j1j2j3 UWHE HApPHY
[IepMYTaIljy MO3UTUBHHU, JIOK CY HETraTUBHU CAOUPIIU y KOjUMa CY j1j2j3 He-
IMapHe IepMyTalluje.
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Axko 6ucmo ca k ozHauwm 6poj MHBEp3Uja y MEPMYyTAIUjU j1joj3, OHIA
cBaku cabrupak KOju YUMHU JCTEPMUHAHTY Pelia 3 MOXKEMO IIPEICTABATH Ko

k
(—=1)%ayj, azj,asj,

na
air a2 a3
k
det A =|ag1 a9 a93| = E (—1) Q15,0255 0355
az1 agz2 asz|  Jij2j3€S
rje je S ckyn cBux nepmyrarnmja ckyna {1, 2,3} xojux nma 3.

W3 napemne meduHUI]e MOXKEMO BUJIETH KAaKO Ce JePUHUIINE JeTePMU-
HaHTa peaa n.

JAEeMHMLMIA 32. 3Ba kBagparay mMarpuiy A = [aijlnxn JeTepMUHAHTA
rJach

aip a2 - A1n
a1 a2 - a2n k
det A = . . . = E (—1) a1j1a2j2 e anjn
’ ’ ’ J1j2-jn€S
anl Aap2 -  Qpp

rae S npeincraB/ba CKyIl CBUX IIEpMyTalldja CKyIa {1 2,..,n} KOjuX uMa
yKymHo n!, a k je 6poj nHBep3uja y MepMyTaIUju J172 * * * jn-

JAEemHUIMIA 33. Munop M;; enementa a;j je nerepymunanta (n—1) pega
Koja ce jobuja u3 jare Marpuie (peja n) M30CTAB/LAILEM i-T€ BPCTE U j-Te
KOJIOHE.

ITpuMEP 24. Heka je mara marpura A € M3(Z)

Munopu naTe maTpurie cy:

5 6 4 6 4 5
M11=892—3,M12=79‘=—6>M13—‘7 8‘_ 3, My =
2 3 1 3 1 2 2 3
‘8 9‘ —6, M22—‘7 9‘ —12, M23—‘7 8‘ 6, MSI—‘5 6’——3,
1 3 1 2
M3y = ‘4 6’ —6, M33—‘4 5 =-3.

JAeonHUInIA 34. Kodakrop A;j enementa a;; je (—1)7 M;;.

ITpuMmEeEP 25. Kodakropu marpuile u3 IpeTxomHor mnpumepa cy: Ajp =
My = =3, A1g = =Mz =6, Aiz3 = M3 = -3, A1 = —Mo; =6, Az =
Moy = =12, Az = —M>o3 =6, A31 = M3 = =3, Azpa = —M3y =6, A3z =
Ms3 = —3.
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3a merepMuHaHTE Bazke cjeieha cBOjCTBa KOja HABOIMMO 6€3 JI0Ka3a 1,

1. lerepMuHaHTa IIPOU3BOJA JBEjy MATPUIA je/IHAKA j€ ITPOU3BOJLY HhU-

XOBHUX JE€TEPMUHAHTU.

2. Axo jaBe BpcTe(KOJIOHE) 3aMeHe MeCTa, BPEIHOCT JIeTePMHUHAHTE I0-
cTaje CyImpoTHOT 3HaKa.

3. erepmunaHnTa unja je jejHa BpeTa(KOJIOHA) HyJIa, MMa BPEJIHOCT HyJIA.

4. Axo cy sBe BpcTe(KOJIOHE) MPOMOPIUOHAJIHE, BPEIHOCT JIETEPMUHAHTE
jeTHaKa je HYJIU.

5. Axko jeary BpcTy(KOJIOHY) JeTepMUHAHTE IMOMHOXKHMO CKaaapoMm k u
JO06UjeHy BPEJIHOCT JI0JaMO JPYroj BPCTH(KOJIOHU), BPEIHOCT JeTep-
MuHaHTe ce Hehe mpoMeHuTH.

6. Muoxeme leTepMUHAHTE CKAJIapPOM k jecTe MHOXKEIbE jelHe BPCTe UJIn
KOJIOHE JTATUM CKAaJIapOM.

7. Crenen gerepMUHAHTE jelHAK je JeTEPMUHAHTH CTEIICHA.
JIEMA 1. Ako je marpuna A HuImoreHTHa HaJ moJbeM, Taja je det A = 0.
JIokA3. Kakoje A¥ = 0 onza (det A)F = det(A¥F) = det0 = 0 1j. (det A)* =

0 na je det A = 0. O
HeEoHULMIA 35. AjnjynroBana marpunia matpuie A je:
T
Ay - Ay An o Am
adj A = [Aij]T =1 : : =1 : :
Anl to A’rm Aln to Ann

rae cy A;j KobaKTopn ejleMeHaTa ;.
TEOPEMA 5. Heka je i npoussosbHa BpcTa KBaipaTae marputie A € My, (Z,).
Tana je:
m
det A = Z aiinj.
i=1

Wspauynasame JleTepMUHAHTE HA OBaj HAYUH HA3UBA CE PA3BUJAr6E Jie-
TEPMUHAHTE 110 -TO] BPCTU.

Amnasnorso, ako je j mpousBosbHa KoJIOHA KBajipaTHe Marpurnie A € M,,(Z,),
Taga je:

det A = Z aiinj
=1

IIITO MPEJICTAB/bA Pa36ujatbe TETEPMUHAHTE I10 J-TO] KOJIOHU.
Hagesiena Teopema 3o0se ce Jlamnacos? pa3poj JeTepMuHaHTe 110 Bp-

! Tokasu cy mcTw Kao ¥ 3a MaTpHIlE HaJ MOJbeM, mTo je palieno y kypcy JlumHeapre
asrebpe.
jep Jlannac, 1749-1827., GppaHIycKH MaTeMaTHIAP
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cTr (KOJIOHH).

JIEMA 2. 3a kBagparny marpuity A € M, (Z,) Baxu
A-adj A= (adj A)- A= (detA)- 1.
Y mTa ce u caMu MOXKEMO YBEPHTH

=Y agAy=1| 1 detA
J=1 0 oo detA

Aml °°  Gmm At o Amm

Ha oBom Mecty, ompaBmano je muTaTu ce, Ja JU U3 JlaTe jeTHAKOCTH
MoxkeMo john j10 uHBep3He MaTpuile Marpuile A. ITomHOXHMO 3a moverak
JIATY jeHAKOCT MHBEP3HOM MarpuioM A1

At A adjA=A4A""1 det A

adj A= A"1. det A.

Barum hemo obe CTpaHe je,ZLHaKOCTI/I IIOMHOZKUTHU HHB€p30M3 eJIEMEHTa

det A, 1j. mommozkmhenmo 6pojem (det A)~L.

A7l =adj A- (det A)~!

Ha oBaj Ha4MH JOIUIH CMO JIO 3aK/bydKa ja he muBep3na marpuia A~
marpune A € M,,(Z,) 6urn obmka A~1 = (det A)~! - adj A, mox ycmosom
na det A nma uHBEpP3 y Zy, O UMY U FOBOPH HapeHa TeopeMa.

TEOPEMA 6. Marpuna A je unseprubwina y M,,(Z,) ako u camo axko
IbEHA JIETEPMUHAHTA UMa UHBEP3 Y Zi,.

JdoKA3. Teopemy hemo mokazaTtu goKa3yjyhu cBaku cmep moceOHO.

= Ako je marpuna A uuBeprubmina y npcreny M, (Zy), Taga mocroju
marpunia B € My, (Zy,,) raksa na Baxu AB = BA =1. Kako je 1 =det] =
det AB = det A-det B, To yupaso 3Haun ja je det A HHBEPTUOWIHY €JIeMEHT
Yy UPCTEHY Zy,.

< Axko je det A mHBepTHOUIAH €IEMEHT y TPCTEHY Zy,, MHOXKEHHEM je/I-
nakocrtu A -adj A= (adj A) - A = (det A) - I unsepsom esiementa det A, Tj.
(det A)~! mo6ujamo:

A-[(det A)"tadj A] = [(det A)"tadj A]- A = (det A) - I
u3 dera cienn na je marpuna A naseprubuiana y My, (Zy,). O

ITocaeaunA 1. V ciayuajy ja det A Huje HUHBEPTUOUIHU €JIEMEHT Y Zy,, U
cama Marpuiia A Helie uMaT HHBEP3HY MaTPUILY.

3y ciyuajy a TakaB eJleMeHT y CKyIly Zy 3aHCTa U IOCTOju!
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HAnOMEHA 6. Tephewe A-adj A = (adj A) - A = (det A) - I ocraje na
Baykl YaK M aKo MaTpuna A HeMa MHBEP3HY MaTPHILY.

W3 uznoxkenor npoucrude, 1a he ¢ 063upoM 11a je HysIa jeUHU €JIeMEHT
moJba, KOju HeMa, WHBep3, yeiioB det A # 0 6uTu T0BO/bAH 38 3aK/byUaK Ja je
3aJ1aTa MATPUIIA HAJL I0JbEM YBEK HHBepTUOMIHA. AKO je y MUTamky MaTpUIia
HaJ IpcTeHoM, yesioB det A # 0 He rapaHTyje IOCTOjalkhe HHBEP3HE MaTPUIIE,
TO cJiejin U3 JiebUHUII]e IPCTeHA.

ITpuMEP 26. Heka je marpuna A € M3(Z14),

2 14 20 2 0 6
A=|-9 7 4 |,1.A=1|5 7 4
30 15 -5 2 19
Onpenumo jrerepmuHanTy MaTpuie A:
7 4 5 4 5 7
a2l -ofs freft 7-s

Bpennoct gerepMmunanTe HUje MHBEPTUOMIAH €JIEMEHT y IPCTEHY Z14 jep
He TIOCTOjU TaKaB eJIeMeHT T € Zj4 3a Koju Baxn 8 - x = 1. VYmpaBo u3
OBOI' pazJjiora, u cama marpuiia A Hema mHBep3. MeDyTuMm, oBa dumeHHIA
He 3HAYM Jia He BarXKu:

(adj A)- A= (det A) - I.

VBepuMo ce Jia MPeTXO/IHO CBOjCTBO BaXKU.
Opnpenumvo kodaxTope:

A1 =59=143, A1o=—-37=145, A13=-9=145
Aol =6 =146, Ao =6 =146, Aoz = —2 =14 12,
A31 = —42 =14 0, A32 =22 =14 8, A33 =14 =14 0

Tasa je maTpuia kodakTopa:

Kao 1
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1 IIPpOBEPOM Ce€ yBe€paBaMO J1a BazKH:

3 6 0 2 0 6 100
5 6 8 5 7 4] =8-10 1
5 12 0 2 1 9 0 0 1
8 0 0 8 0 0
0 8 0[=1(0 8 0
0 0 8 0 0 8
ITpuMEP 27. 3a nary marpuny A € Ms(Zg),
9 8 14 3 2 2
A=16 19 —1|,1.4=|0 1 5
7T -1 2 1 5 2
1 5 2 2 2 2
wwrms | S0P Y Y

NuBepTubuinm ejeMeHT eJieMeHTa 5 y upcreny Zg jecre 6poj 5. YV Ha-
cTaBKy ojipehyjeMo Marpuily kKodpakTopa, aJ[jyHrOBaHy, a 3aTUM 1 UHBEP3HY
MaTpuIly MaTpuie A:

OJIHOCHO
10 2

Al.5=1|5 4 3| /-5
55 3

10 2

At =5.15 4 3

55 3

= N O
W W

5
A7l = 25 20 15 =1
25 25 15 1
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I'maBa 5

Paunr marpuiie

CTAB 1. Axo je [ umean y upcreny Zi, Taja je
My () ={A e My(Zy) | aij €1, 3acBe i,j =1,...,m}
unean y My, (Zy).

JEenHUNNIA 36. Heka je A € My, «i(Zy). 3a cako t = 1,...,r =
min{m, k} unean I;(A) nupcrena Z, renepucaH je CBUM MUHODHMa pena t u3

A.

Ha ocuosy JlamacoBe Teopeme ciienu j1a cCBAKU MUHOD pena t+1 marpure
A npunaga [;(A). Ha taj nauun dopmupa ce anar ugeana y Zy:

1(A) C L_1(A) € - C B(A) C Li(A) C Z,.

[Ipommpumo pedununujy uuena I(A) 3a cBe BpeuocTu t € 7 Ha Cie-
nehn nayun:

TAKO /[ BayKK
(0) = L (A) € L(A) C - € R(A) C I(A) = 2,
JE@MHUINIA 37. Anynarop uiueana [;(A) jecre
Anng, (I,(A))={r|a-r=0, a € L,(A)}.
IIpumerunmo ma je
(0) = Anng,, (Zn) € Anng, (L (A)) € Anng, (1(A)) C --- € Anng, (I.(A)) € Anng, ((0)) = Zy,

Amnynaropn HaMm momaxky ja jeduHHIIeMO paHr marpune A, y o3HAIM
rang(A) HaJ[ IPCTEHOM Zy,.
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JdeEonHUINIA 38. Heka je A € M, «x(Zy,). Panr marpune A naj npcre-
HoM Z,, jecrte

rang(A) = max{t | Amng, (5(4)) = (0)}
TEOPEMA 7. Hexka je A € M,,«x(Zy). Tana Baxn:
1. 0 <rang(A) < min{m, k}
2. rang(A) = 0 ako u camo ako Anng, ([1(A4)) # (0)
3. ako je m = k, taza je rang(A) < k ako u camo ako det A € Z(Zy,).

= (0) Baxxu ja je rang(A) > 0.

Jdoka3s. Kako je Iy(A) = Zy,, u Anng, (Z,,)
= (0) u Anng, ((0)) = Z,. Hakie

Axo je t > min{m, k} rana je L;(A)
rang(A) < min{m, k}.

CBojcTBO 2 citejin IUPEKTHO n3 JlepUHUIIjE PAHTa MATPHUIE, 38 CIydaj
t < 0. Axo je Anng, ([1(A)) # (0), u Kako aHysaropu miaeasa obpasyjy
pacryhu manan Anng, (Io(A)) € Anng, (11(A)), upu gemy je Ih(A) = Zy, un
Anng, (Zy) = (0), cieqn na je Anng, (1;(A)) = (0) jemuno 3a t = 0 ogHOCHO
kasa je rang(A) = 0.

CsojcTrBo 3 Takohe cirein IUPEKTHO U3 JePUHAIIje PAHTa MATPHUIIE, jep
ykosmko je rang(A) < k, 3naun ja je anynarop Anng, (Ix(A)) # (0), ogrocuo
JTa TIOCTOjU HEHyJIa eJeMeHT T € Z, TakaB faa Baxu T - m = (0 3a cBako m €
I:(A). Kako je uneain I (A) renepucan MUHOPOM pejia k Tj. JIeTepMUHAHTOM
det A, To je m = s - det A 3a HeKO § € Zy, ogHocHO ¥y - det A = 0 3a y =
x - s, mro 3uaun na je det A € Z(Z,). Ob6parno, ako je JerepMUHAHTA
Marpuiie peaa k e ureb HyJie y IPCTeny Zy, TO 3HAYH J1a [TOCTOju bap jesan
HEHyJIa eJIeMeHT & € Z, TakaB jJa je = -det A = 0, a TakaB eJleMeHT TpUIaIa
anyiaaropy © € Anng, (Ix(A)), na je Anng, (Ix(A)) # (0), omakie npema
JeduHuImMjn cieqn ga k HUje peJ MaKCHMaJIHOT MUHOPA 33 KOjU je aHyaaTop
ujeaa PeHEepUCAHOr TUM MHHOPOM TPHBHjaJiaH, OJHOCHO Ja rang(A) # k,
na je rang(A) < k mpema cBojcty 1. O

ITpuMmEP 28. Oxpenuru panr marpuie A = [g 3

Unean I (A) renepucan je cBuM MuHOpHMa pena 1, ma je

] € My (Zg).

L (A) = 2Z¢ = {0,2,4}.
Amnymnarop osor ugeaa jecre
Anng, (I;(A)) = Anng, (2Z¢) = 3Z¢ = {0,3} # (0).

Ha ocnoBy Teopeme 7. zakibyuyjemo na je rang(A) = 0.

ITpuMEP 29. Oppenutu panr marpuie B = [2 0

0 3} € M>(Zg).
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Unean I (B) renepucan je cBUM MUHOpPHMa pejia 1, ma je
I/(B) = 2Z¢ + 3Z¢ = Zsg.
AmynaTop oBOr ujeaJia jecre
Anng, (L, (B)) = Anng,(Ze) = {0} = (0).

Ha ocnoBy Teopeme 7. saksbyuyjemo ja je rang(B) # 0, kao u ja je
0 < rang(B) < 2. IIposepuhemo na s je det B nenuress nyie y Zg. Kako je
det B = 0 € Z(Zg), 3akipydyjemo Ja je npeMma ucroj reopemu rang(B) < 2.
Konauno Moxkemo u3BecTH 3ak/bydak ja je rang(B) = 1.

ITpuMEP 30. Oapemnuru panr marpune C = [; ﬂ € M (Zg).

Unean I (C) renepucan je cBuM MuHOpuMa pejia 1, na je
L(C)=1Z¢=1{0,1,2,3,4,5}.
AmnynaTrop oBor mjeaJa jecte
Anng, ([,(C)) = Anng,(Z¢) = {0} = (0).

Hakue, npema Teopemn 7. rang(C') # 0. Kao u y uperxosHoM npumMepy
onpenuhemo nerepmunanty marpuie C. Kako je det C' = 5, u det C' nuje
Jlesiureb HyJie y Zg, IpeMa MCTOj TeOPEMH, 3aK/bydyjeMo Ja je rang(C) > 2.

Hakie, kako Baxkn rang(C) # 0, rang(C) > 2, 0 < rang(C) < 2, cienn
1a je rang(C) = 2.

[IpuposHO je mocTaBUTH HMUTARE Y KAKBO] CY Be3W pPAaHI MATPHUIE Ha
npcTeHoM Z, Koju cMO JedUHUCAIN Y MPETXOTHOM eIy, U PAHT MaTPHUIE
HaJT O/beM ! Zy, (p je mpoct 6poj). Paur marpure A nazg npcrenom Z, o3Ha-
vaBaliemo kao u 110 cafa rang(A), a panr MaTpuIle HaJl Ho/beM Z;, ca 1g(A).
Panr marpunie Haji mosbeM jieUHUIIE ce KAO MaKcuMaJjaH Opoj JUHeapHO
He3aBHUCHIX BeKTOpa Bpcre (kosione) marpuie A. Ilosmaro je, ma je panr
MaTpUIle HaJ, [ToJbeM jeaHak HajBelieM Opojy ¢t TakBoM Ja Marpuiia A caapku
HOJAMATpHILy peja t ca Hemysa JeTepMmuHanToM. Kako je Z, nosme Tajga je
Ann(I;(A)) = (0) ako u camo ako je L(A) # (0). Mehyrum, rang(A) je
Hajsehin 6poj t Tako ja A cagp:ku OAMATPUILY pejia t anja je JeTepMUHAHTA
uenyna. Jpyrum peunma rang(A) = rg(A). 3aro ce, kaga je Z, mosbe Ie-
duHMNMja JaTa 3a paHT MATPUIE HAJl TPCTEHOM Zj, MOKJIAIAa Ca KJIACHIHOM
nedUHUIIjOM paHTa MATPUIIE.

2
ITpuMEP 31. Ompenuru panr marpuie D = [ 3

5 6:| S MQ(Z7).

lkjlacHuHM paHT U3 JIMHeApHE ajirebpe
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Unean (D) renepucan je cBuM MUHOpUMa pejia 1, ma je

AHysiaTop OBOT HjieaJa jecte
Annz, (L(D)) = Anng, (Z7) = {0} = (0).

Haxie, npema Teopemu 7. rang(D) # 0. Kao u y nuperxo/iHoM npumepy
onpeauhemo nperepmuHanTy Mmarpuie D. Kako je det D = 4, u det D nmje
JlesuTesb Hyste y Zg, 1a IIpeMa MCTOj TeOPeMH, 3aKJbydyjeMo jia je rang(D) >
2.

Hakie, kako Baxku rang(D) # 0, rang(D) > 2, 0 < rang(D) < 2, caeau
na je rang(D) = 2.

C obsupoM 1a je Z7 10Jbe, OJAPEIUMO PAHI MaTpuie [ Ha KIacH4aH

HAYWH.
2 3 0 3
p=; o =[1 &)
Bpoj simreapHo He3aBUCHUX BeKTOpa Bpcre je 2, makie rg(D) = 2, mro
ce cJIaXke ca CBOJCTBOM Jia 3a moJba Baxku rang(D) = rg(D).

2 0 -3
11 1:|€M2><3(Z30)-

Unean I (E) renepucan je cBUM MUHOpHMa peja 1, ma je

ITpuMEP 32. Oppenuru panr marpune E = [

L(E) = Zso.
Amnynarop oBor ujeasa jecre
AnnZ30([1 (E)) = AnnZ3o (Z?)O) = {0} = <0>

Hakie, npema Teopemu 7. rang(E) # 0.
Onpenuhemo unean Ir(E). lerepMuHanTe TOAMATPHIA CY ¥ OBOM CIIy-
Jajy 2, 3,5, na je

L(E) = 2730 + 3730 + 5Z30 = Zso.

AHysaTop OBOT HIeaJa jecTe
Anng,, (L(E)) = Anng,, (Zzo) = {0} = (0).

U3 nedununmje o panry marpuie gobujamo Ja rang(FE) = 2.

ITpumMEP 33. Omapenurn paur marpuie F =

N DN DN
= O W

)
2| € Mg(le).
6
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Unean I (F') renepucan je cBuM MuHOpuMa pejia 1, na je
L(F) = Zs.
AHystaTop 0OBOT HeaJa jecte

Anng,, (1 (F)) = Anng,, (Z12) = {0} = (0).

Haxne, npema Teopemu 7. 3akbydyjemo ja je rang(F') # 0.

Kako je det F' = 0 € Z(Z12), na upema HCTOj TEOPEMH, 3aKJbYIyjeMO JIa
je rang(F) < 3.

Ounpeuhenmo npean Ir(F). derepmunanre mnojmarpuna peia 2 cy: —8
(tj. 4 y npcreny Zj2), 8, 8, —2 =10, 2,2, 6, —6 = 6, —6 = 6 na je muma
reHEPHUCaH HJ1eal

L(F) = 27Z;9.
AHysaTop OBOT HjieaJa jecte
AHHZIQ([Q(F)) = AAHHZ12 (2212) = 6Z12 = {0,6} 7é <0>,

a [peMa MCTOj TeopeMH, 3aKjbydyjeMo na je rang(F) # 2.
Hakie, kako Baxxku rang(F) # 0, rang(F') < 3, rang(F) # 2, ciueau ja
je rang(F) = 1.

€ M3ya(Z12).

Ao ~3

1 4 2
ITpuMEP 34. Oxpenuru panr marpune G = |2 1 8
3 0 3
Unean I (G) renepucan je cBuM MuHOpuMa pejia 1, na je
Il(G) = Zlg.
AHysaTop OBOT HIeaJia jecTe
Anng,, (1(G)) = Anng,, (Z1z) = {0} = (0).

Hakie, npema Teopemu 7. rang(G) # 0.
Onpenuhemo uean I3(G). derepmunante moamarpuiia peia 3 Cy:

4 2 7
detGy =11 8 2[=9
03 4
127
detGo =12 8 2/=4
3 3 4
1 4 7
detGs =12 1 2| =11
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1
det G4 = |2
3

o = ok
w 00 N
Il
©

na je
Ig(G) = 11212 = Zlg.

AHysaTop OBOTI' HIeaJia jecTe
Anng,, (I3(G)) = Anng,, (Z12) = {0} = (0).

U3 nedununuje o panry marpuiie gobujamo ja je rang(G) = 3.
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I'maBa 6

Kunaecka TeopeMa 0 oCTalurMa

TEOPEMA 8. Heka cy my, ma, ..., my, > 2 1iejin 0pojeBu 3a KOje je UCITYHHEHO
H3(m;,m;) = 1 3a i # j. Taga cy upcrenu Zmp my-my, B Lmy X Ly X
-+ X Ly, W30MOpPGhHU.

doKA3. Heka je m = mims---m,. Ilpumernmo ma oba mpcrena umajy
m enmemenata. Crora je, 3a J0Ka3 MOCTOjarba n30MOpGhU3Ma, TOBOJLHO KOH-
crpyucaru jeany ,,1-17 yHKIMjy U3 jeHOT y APYTH, KOja Cce CJiayke ca OIre-
parujama, jep he ta dyHKnuja curypuo 6utu u ,Ha', Tj. uzomopduszam (To
Cy KOHAYHU CKYTIOBH ca UCTUM OpojeM esemenara). Ako ca pr(z) o3HAINMO
ocraTak npu (eyKJIWJICKOM) JieJbeby T ca k, OHJa je TpaxkeHa (yHKIHja
fiZm — Ly X Liny X -+ X Ly, Nebunncana ca:

f(@) = (pmy (@), pms () -5 P (7))

Hokaxkumo na je f ,1-17. Heka je f(x) = f(y). To 3maum na 3a i =
{1,...,n} Baxku: pp,(x) = pm,(y). Ho, ako aBa OGpoja mmajy mcTu ocrarak
pu Je/berby OpojeM m;, OHJla je IbUXOBa pa3jrKa JebuBa ca m;. Jlakie, 3a
i ={1,...,n} Baxu: m; | (r —y). Kako cy 6pojeBu m; y3ajaMHO 1POCTH,
cremn ga m | (x —y). C obsupom na x,y € Zy, ={0,1,...,m — 1}, nobujanmo
majer—y=0,T1. x=1y.

Joxkaxkumo ma ce f ciaxke ca omepamijama, Tj. [a je 3a cBe I,y €
T [ +my) = F@) + 1) 0 (2 my) = F@) - F(5) (me je ca +,
OJTHOCHO - O3HAYEHa OIepalyja y JMPEKTHOM IIPOU3BOJLY, 38 KOjy 3HAMO KaKO
ce siechunnine). Jokazahemo To 3a oneparnujy MHOXKeHbA.

Haxie, Tpeba mokasaru ma je f(x -y y) = f(x) - f(y) 3a cBe 2,y € Zp,.
C o63upom Ha jedunuimjy dyukiuje f u jpeduHUIE]y oneparyje -, OBO ce
CBOJIM Ha JIOKA3 YuibeHuIe ja je 3a ce ¢ = {1,...,n} ucnymweHo:

Pm; (1‘ ‘m y) = Pm; (x) m; pmi(y)'

Jloka3 hemo m3BecTn Tako IITO heMo IOKa3aTH Jia Cy W JieBa U JIECHA
CTpaHa OBE jeTHAKOCTHU 3aIPABO OCTAIU IIPU JIEJbEIbY T -y ca m (rje je oBJe
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- omepanuja MHOXKema Iesnx 6pojesa). Hamme, mo nedbununuju oneparmje
m UMaMo J1a je
T Y=y (mod m).

[Tpumernmo ja Baxku ciuezelie: ako je a = b (mod m) u ako k | m,
ouma je u a = b (mod k). Hamme, a = b (mod m), je ekBUBaJIeHTHO ca
m | (a —b). Kako k | m, To ciieqm na je u k | (a — b), mro je eKBuBajeHTHO
ca a =0b (mod k). Crora, u3z

T Y=y (mod m),
cienn Ja 3a cse ¢ = {1,...,n} Baxu:
T-Y =12y (mod m;).
C ob63upom j1a je
x = pg(z) (mod k),

nobujamo n1a je
T m Y = Py (T y) (mod m;),

Te, HAIIOKOH, JI00MjaMo J1a je
Ty = pm, (T my) (mod m;).

C o63upoM 1@ je pm, (T-mYy) € Zm,, cieau aa je Taj 6poj 3anpaBo ocraTak
IPU JIeJbeIby T - Y Ca M.
Kako je = pm, () (mod m;) u y = pm, (y) (mod m;), o je

Pmi () “m; pm;(Y) = 2 -m; y (mod m;).

Ho,

T om, Yy = -y (mod m;),
Te je
2y = proy @) -y Ping(y) (mod my).

C 063upoM 118 P, () m; pm; (y) € {0,1,...;m;—1}, cieam na je pm, () m,
pm;(y) € {0,1,...,m; — 1} ocrarak mpu Je/berby & -y ca m;. 3aK/bydyjeMo
J1a MOpa OuTH
jep je u jemaH u Apyru Opoj ocTarak IpHU JIe/bey T - Y ca m;. U
TEOPEMA 9. (Kunecka Teopema o ocranmma) Heka cy my, ma, ..., my > 2

e 6pojeBn 3a koje je uciymweno H3/I(m;,m;) = 1 3a i # j. Tana 3a
npousBosbHe T; € Z,i = {1,...,n}, cucremM KoHrpyeHIuja

x =1 (mod my)
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x = x9 (mod my)

x =z, (mod my,)
UMa JeJIMHCTBEHO DEIIeHe 110 MOLYJILY 1M -+ - My,

dokA3. Oyaknuja f, neduHncana y MpeTXoHO] TEOpeMH, je u30Mopdu-
zam. Mu hemo nckopuctuTn ynmeHnIy 1a je ona na’. Heka cy x1, oo, ..., T, €
Z. Ca r; 0O3HAUMMO OCTaTaK IpU JeJbery Opoja x; ca m;. JacHo je na
Tafa Baxu r; = r; (mod m;), 3a i = {1,..,n}. Dopmupajmo n-TopKy
(r1,72, s Tn) € Zimy X Ly X + -+ X Ly, Kako je f ma”, To nocroju x € Zy,
(rme je m = mymg - --my,) 3a koje je f(x) = (r1,7e,...,m,). Ho, ¢ 063upom
Ha siedbunnmjy f, To 3anpaso 3Haun jga je x = r; (mod m;) 3ai = {1,...,n},
Te je m x = x; (mod m;) 3a i = {1,...,n}. [Jakie, cucrem KOHIpyeHIHja
uMa permerme. [IpoBepuMo U jeJJMHCTBEHOCT perierba. Heka je 2/ € 7 nekn
JpyTH 11eo 6poj 3a koju je ' = x; (mod m;) 3a i = {1,...,n}. lobujamo na je
x =2’ (mod m;)3ai={l,..,n}. Tosuaun nam; | (x—2a')3ai={1,..,n}.
Kako cy m; y3ajamuo npocru To maje: m | (x — 2'), e je pememe 3ancra

JEIMHCTBEHO 110 MOJLYJTY M. O
15 17 12 33 60 12
ITpuMEeEP 35. Samatpune A= (-3 5 6| uB= |10 13 =27
0 2 14 18 —-20 31

ompenuhemo A+ B u A- B y nipcreny Zso kKopuctehn cBojcTBO mpcTena
Z30gZ2 XZ3XZ5

Tj. MATPUIHY Bep3ujy:

Mg(Zgo) = Mg(Zz) X Mg(Zg) X M3(Z5)

N Ly, L3, Zs 6H_he pejom:

110 020 02 2
Ar=|1 1 0|,4=10 2 0|,4;=1[2 0 1
0 0 0] 0 2 2] 0 2 4]
1 0 0] 0 0 0] 3 0 2]
Bi=|0 1 1|,Bo=1|1 1 0|,B;=1{0 3 3
0 0 1] 0 1 1] 3 0 1]

111 2 20 113
A Bi=|1 1 1|, 4 Bo=12 2 0|, A3-B3=14 0 0
000 2 1 2 210
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Kopucrehn Kunecky reopemy o ocraruma popMupaMo cucreMe u3 Kojux
hemo m3paugynaru "merozuare' eeMeHTe MATPHUIIE

o o o
A-B=|O O O
0o 0o d

Enement ca nosumuje 11 marpune A - B mobulieMo perapameM cucreMa
nobujenor nmomoly exemenara ca mosunuja 11 u3 Ay - By, Ay - By u As - Bs.

z =1 (mod 2)
= 2 (mod 3)
x =1 (mod 5)
Onaxkie ciemu:
r=2q+1

2¢+1=2 (mod 3)
2¢=1 (mod 3) /-2
g =2 (mod 3)
q=3k+2
2=2-(3k+2)+1=06k+5
6k +5=1 (mod 5)
6k = —4 (mod 5)
k=1 (mod 5)
k=5m+1
z=6-(5m+1)+5=30m+11
x =11 (mod 30)

Taxko je
11 0O 0O
A-B= |0 O O
(I
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Jlo ucror 3ak/bydKa MoxKe ce j1olin 1 n300poM ejieMeHTa KOjH 3a/10BO/baBa
cBe TpH jeJHavmHe cucTeMa u3 ckyma {1,6,11,16,21,26}!. 3aro hemo apyru
CHCTEM PEIIUTU OBUM METOJIOM.

Enement ca nosumuje 21 marpuie A - B pobulieMo pemapBameM cucreMa,
nobujeror nmomohy ejemenara ca mosunuja 21 us Ay - By, As - Bo u As - Bs.

1 (mod 2)
2 (mod 3)
4 (mod 5)

T
T
T

Ckyl pellema yHyTap Kora ce HaJa3d U pellleibe JATOr CUCTeMa jecTe
{4,9,14,19,24, 29}, na je pememwe cucrema:

x =29 (mod 30)

Tako je
11 O O
A-B=129 O O
O O o

Enement ca nosumuje 31 marpune A - B mobulieMo pemapambeM CUCTEMa,
jobujeror nmomohy ejemenara ca nosunuja 31 us Ay - By, As - Bo u As - Bs.

0 (mod 2)
2 (mod 3)
2 (mod 5)

T
T
T

Ckyn pelema yHyTap Kora ce HajJa3W M PeIlere JIATOr CUCTeMa, jecTe
{2,7,12,17,22,27}, na je peimeme cucrema:

x =2 (mod 30)

Taxo ce jobuja u Mocye/ ma BPEIHOCT MIPBe KOJIoHe MaTpurie A - B 1j.

11 0O 0O
A-B= |29 O O
2 0O 0

Ha cawgan nadnH, padyHameM ca eJeMeHTHMa ojiroBapajyhux mosumja
marpuna Ap - By, Ao - Bo u A3 - B, nobujajy ce u ¢BU OCTaju eJIeMEHTH
Marpuie A - B.

!Enementu oBor ckyma cy obmuka p+ k-m < s, k € Ng, rue je mpBu eeMenT p maTor
CKyIIa ocTaTak HajBeher Moysia m, U § MOJLYJI IO KOME PelIaBaMo 33/IaTH IIOYETHU CUCTEM.
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Taxobe, 10 36upa A+ B j0/1a31 ce aHAJIOIHO, Ca PA3JIUKOM IIITO C& YMECTO
IIPOU3BO/IA y MPETXOMHOM H3JIararby, IoCMaTpa olepaluja cabuparma.
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I'maBa 7

Cucremn jeaHaumHa

Y oBom morjaBby O6aBuhemo ce JUHEAPHUM CHUCTEMHUMA, jeTHATHHA HaJT
KOMYTaTUBHUM IIPCTEHOM R.

a11r1 + aprs + - + aipxy = by

a1 + agere + -+ - + agn T, = by

Am121 + Ama®2 + - -+ AmnTn = by,

Jlatu iuHeapHU CUCTEM IIPEJICTaB/ba M jeIHAYMHA Ca 1 HEIO3HATUX, KO-
ecdunujenTUMa a;; 1 KoHCTaHTaMma by, ba, ..., by,. MaTpuunu ob/uK jgaTor cu-
creMa TJiacu

AX =B

rie je A = [aij] € Mypxn(R), B = [b1,....0,]7 € R™, X = [z1,...,2,]T €
(R[z1, ..., zn))".

CucreMm jemHaunHa WMa pellere ako MOCTOju BeKTop v € R™ Tako ma
Baxxu Av = B. Axko je B = 0, tayna ce cucrem AX = (0 Ha3WBa XOMOTEHN
cucteM jemHadmnHa. Xowmorenu cucteMm jemHadmna AX = 0 mma HajMame
jemno, Tpusmjasmo pememe v = 0 = [0, ...,0]7 € R". Herpusmjaamo pernreme
cucrema AX = 0 je pereme 3a koje je v # 0 u Av = 0.

TEOPEMA 10. (Kpameposa teopema) Heka je A € M,(R) u det A numa
unsepsnn ejement y R. Tama za csako B = [by,...,b,]7 € R", jennaunma
AX = B uma jesuHCTBeHO pereme v = [71, ..., ,]] r1e je

aip -+ ap-1 b a1 - aig
zj = (det A)~! . det '

anl - Qdnj-—1 by Anj+1  *°  Onn

3a cBako j = 1,...,n.
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JIOKA3. Heka je v = [x1,...,2,]7, re je x; neduHICAHO Kao y IIOCTaBIU
Teopeme. Kopucrehu Jlamnacos pa3soj mmamo

air - aij—1 b1 aijy1 - aim
(det A) - z; = det ' :

=1

an1 - Qnj—1 by, anj+1 " Gnn

rie je A;; KodaxkTop Marpuie A.
Haxkuire,

r1 > i bidi
(detA)- | @ | = : =(adj A)-B
T, Z?:l bi Ain

Kaxko je (det A)I = (adj A)A nperxo/Ha jeJHAKOCT [IOCTaje
(adj A)(Av) = (adj A)B

Taxobe adj A je nuBepTHOMIHA MaTpua unjn je maseps (det A) 1A ma
onatrie ciaean Av = B.

[Tpernocrasumo ma je v’ jomr jemno pemerse jemnadnne AX = B. Tana
je Av' = Av = B na je A(v —v') = 0. Kako je A unseprubuina MaTpuia
taga je v — v’ = 0. lakie v je jequHcTBeHO pelneme jeanaunne AX = B. [0

ITpumMEeP 36. Cnenehu cucrem jequnaunna permmuheMo MATPUIHOM METOJOM
y cKyny Zia.
r+y+z=6
20 +y+ 32 =13
—r+5y—2z=3

ManI/I‘IHI/I 3alliuC IIPETXOAHOr' CUCTEMa I'JIaCH:

1 1 1 x 6
2 1 3| -|y| =13
-1 5 =2| |z 3

C ob3upoM 1a je Ziy = Zo X L7, Taga JaTH CUCTEM pelaBaMo y Zo U Z7.
JlaTu cucteM pemraBaMo y CKymy Zg, Ta je Taja:

1 1 1| |z 0
01 1| |y|l=|1
1 1 0| |z 1

o pemema hemo nohu kopucrehu KpamepoBy Teopemy:
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Onpebhyjemo BpenHoCTH T, Y, 2 :
D-x=D,
l-x=91

ZL‘EQl

D-y=D,
1-y520
yEQO

D-z=D,
1',2521

2521

Tlonasau cucrem permraBamo y cKymy Zg, 11a je Taja:

1 11 6
21 3 = |6
6 5 5 3

NI SO

Opnaxkie ciaeau na je:

r=71, y=72, 2=73

,HaKne, pemema cucreMa 110 MOAyJ/IMMa CY:
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Zo: x=1,y=0,z=1
Zp: x=1y=2,2=3
W3 nperxojHor obsuka ofpehyjeMo KOHAYHO pelllehe CucTeMa Kopucrehu
Kunecky TeopeMy o ocramuMa:
=1 (mod 2)
=1 (mod 7)
Ckyll peliema yHyTap Kora ce HajJasd U peIlerhe JaTor CUCTeMa jecTe
{1,8}, na je pereme cucrema x =4 1.
y =0 (mod 2)
y =2 (mod 7)
Ckym periessa yHyTap Kora ce HaJa3W U peIllerbe JaTor CUCTeMa jecTe
{2,9}, na je pememe cucrema y =14 2.
z =1 (mod 2)
z =3 (mod 7)
CkyI pelema yHyTap Kora ce HajJa3d U peIllerhe JaTOr CUCTeMa jecTe

{3,10}, na je pemerme cucrema z =14 3.

Tako 1oa3uMMO 0 KOHAYHOI PEIleiba II0JIa3HOI CHCTEMa jeJIHAYUHa, y

cKkymy Zi4 :

(x,y,2) = (1,2,3)
ITpuMEP 37. Cienehu cucrem jenpadnta permmnheMo MATPUIHOM METOIOM
Y CKyly Z30.

152 +4y+72=6

8r +2y+10z2=4

3r+ 18y +22=5

ManI/I‘{HI/I 3alliC IMPEeTXOJHOI CUCTeMa I'JIaCH:

15 4 7 T 6
8 2 10| -|y| =14
3 18 2 z 5

C ob3upoM 1a je Zgg = Zo X 73 X Zs, Tasa JaTh CUCTEM perraBaMo y Zs,
Zs u Zs.
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JlaTu cucteMm pemraBaMo y CKymy Zg, Ta je Taja:

0
= |0
1

ISEENSI

1 01
0 00
1 00
OpnaxkJe ciaeau ja je:
x=1, y=1t,t€Zst€{0,1}, z=—-1=21

Ilonasam cucreM pemraBamo y cKymy Zs, 1a je Taja:
01 1 x 0
2 2 1|yl =1
0 0 2 z 2
Opnaxite ciaemnu 1a je:
r=-2=31, y=—-1=32,2=1

ITosrazuu cucrem hemo perutu y ckymy Zs, Ia je Taga:

04 2] [z 1
3 2 0]yl =4
33 2| |z 0

Y oBoMm ciiy4ajy, s10 pemera hemo johu kopucrehu KpamepoBy Teopemy:

Opnpebhyjemo BpennocTu ,y, 2 :

D.-x=D,
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2-x=51 /-3

LEE53

D-y=D,
2-y550

y=50

D-z=D,
2'2551/-3
ZE53

Jaxye, pemema cucTeMa Mo MOIYINMA CY:

Zo: z=1y=t,z=1
Zs: z=1y=2,z=1
Zs: x=3,y=0,2=3

W3 nperxomauor ob/uka ojipel)yjeMo KOHAYHO peliehe cucTeMa Kopucrehn
Kumecky Teopemy o ocramuma:

1 (mod 2)
1 (mod 3)
3 (mod 5)

T
T
T

CKy1l pelema yHyTap Kora ce HaJa3d U pellleibe JATOr CUCTeMa jecTe
{3,8,13,18,23,28}, ma je permeme cucrema r =3g 13.
y =t (mod 2), te{0,1}
y =2 (mod 3)
y =0 (mod 5)

Ckym pelrera yHYTap KOr'a ce HAJIa3W U PEIIeme JTaTOl CUCTEMa jecTe
{0,5,10, 15,20, 25,30}, na je pememe cucreMa y =39 b win y =3 20.

1 (mod 2)
1 (mod 3)
3 (mod 5)

z
z
z

CKyn pellema yHyTap KOTa ce HaJa3d U pellerhe JaTol CHCTeMa jecTe
{3,8,13,18,23,28}, na je pememe cucrema z =gp 13.
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Tako 70/1a3UMO 10 KOHAYHOD PEIera MOJA3HOT CHCTEMa jeHadInHa y
ckyny Zsg :
(z,y,2) = (13,5,13)
(x,y,2) = (13,20,13)
ITpumeP 38. Cnenehu cucrem jeqHaunna permmheMo MATPUTIHOM METOJIOM
y CKyny Za.
3z +2y+2z=1
20 +3y+22=0
204+ 2y +32=0

ManI/I‘IHI/I 3allnuC IPEeTXOHOr CUCTEMAa I'JIaCH:

3 2 2 T 1
2 3 2 y| = |0
2 2 3 z 0
C obzupoM 1a je Zoy = Z3 X L7, Taga JaTH CUCTEM pemaBaMo y Zg u Z7.

Y ckyny Zs, BaxKu:

02 2] [z 1
2 0 2|yl =10
2 2 0| |z 0

Cucrem hiemo pemuru kopucrehu KpamepoBy Teopemy.

02 2
D=2 0 2/=51
2 2 0
12 2
D,=10 0 2[=32
020
01 2
Dy,=12 0 2/=31
2.0 0
02 1
D,=12 0 0/=31
2 2 0

Onpebhyjemo BpenHocTH ,9y, 2 :
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D-x=D,

1-x=32
:I}EgQ
D-y=D,
1-y531
y=sl
D-z=D,
1'2531
2’531

Jlaxne, pemieme cucreMa y Zs jex =2,y =1,z = 1.
Ilonasam cucreMm penraBamo y ckymy Zg, 1a je:

02 2] [z 1
2 0 2|yl =10
2 2 0| |z 0

02 2
D=2 0 2[=0
2 2 0
12 2
D,=0 0 2[=5
02 0
01 2
Dy=12 0 2/=5
2 0 0
02 1
D,=12 0 0/=5
2 2 0

Kako je D - x = D,, nobujamo 0 - x =7 5, u3 dera 3aKkJ/bydyjeMoO Jia HE
ITOCTOJU TaKBO T, [1a U TOJIA3HU CUCTEM HEMA PeIllnerha y CKymy Zoj.
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ITPuMEP 39. Cnenehu cucrem jemHadunna penmuheMo MATPHIHOM METOJIOM
y CKYILy Z42.

20 -3y +2=2

3r —by+5z=3

or — 8y +62=25

ManHqHH 3alIuC MPEeTXOoJHOr CUCTeMa I'JIaCH:

2 -3 11 J[= 2
3 =5 5| |yl =13
5 -8 6| |z 5

C 063upoM 1a je Zyo = Zo X 73 X L, Tasa JaTH CUCTEM pelraBaMo y Zs,
Z3 " Z7.
JlaTu cucTeMm peniaBaMo y CKyIy Zso, 1a je Taja:

0 1 1 0
111 =1
1 00 1

ISEENSI

OpnaxkJe ciaeau ja je:

x=1,y=t, z=1, t€Zy, t€{0,1}

Ilonasam cucreM pemraBamo y cKymy Zs, 1a je Taja:

2 0 1] [z 2
01 2| -|yl=|0
2 1 0] |z 2

Cucrem hiemo pemuru kopucrehu KpamepoBy Teopemy.

2 01
D=0 1 2/=30
210
2 01
210
2 21
Dy,=10 0 2/=30
2 20
2 0 2
D,=]|0 1 0/=30
2 1 2
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Kako cy cBe nerepmunanTe nHysa, ['aycoBom mertoom jrobuhemo ciemeha
perema:

($ayv Z) = (072a2)
(xayv Z) = (1,0,0>
(x,y,z) = (27 L, 1)

TTosrazuu cucrem hemo perutu y ckymy Zyg, a je Taja:

2 4 1] [z p
3 2 5| |yl=|3
56 6| |z 5

Taxobe, D = D, = D, = D, = 0, na I'aycoBom meTosiom j106ujamo:

(z,9,2) = (0,0,2)
(z,y,2) = (1,0,0)
(z,y,2) = (2,0,5)
(z,y,2) = (3,0,3)
(z,y,2) = (4,0,1)
(z,,2) = (5,0,6)

)

(x’ y? Z) = (67 0? 4
Y Zy umamo 2 perniemna, y Zg 3 peliema, uy Zy 7 peliema, 1Ma PeriaBambeM
cucreMa 100MjeHIX HBUXOBOM KOMOMHAIII]OM, JOJIA3UMO 0 Pelllerha CUCTeMA,
KOjuX je YKymHO 2 -3 -7 = 42.
Heka on perema 1oja3Hor cucreMa y cKyiy Zgo CY:
(z,y,2) = (21,14,2)
(x,y,2) = (21,14, 23)
(z,y,2) = (21,14, 37)
(z,y,2) = (21,35,2)
(z,y,2) = (21, 35,23)
(z,y,2) = (21, 35,37)

Ocrasa perrema 10061jaMo aHAJIOTHO.
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ITpuMmEP 40. Crenchu cucrem jeHaunHa ca mapaMeTpoM p € Zsg peniu-
hemo y ckymy Zsg
r+y—z=1

204+ 3y +pz =3
T+py+3z2=2

Ha ocroBy Teopeme 0 n3oMopdusMy passararmba IPCTeHa CJIeIH:
T3y = Zig X Zg X L

Haru cucrem permhemMo y cBakoM ojf 1moJba Kopuctehu KpamepoBy Teo-
peMmy.
Y nospy Zo HaTH CHCTEM IIpesia3u y:

r+y+z=1
y+pz=1
rT+py+z=0
Tama je
11 1
D=0 1 p|=p(l—p)=2pp+1)
1 p 1
111
Dy=|1 1 p|=p(1-p)=2p(p+1)
0 p 1
111
D,=10 1 p|=p
1 01
1 11
D,=10 1 1|=—-p=2p
1 p O

Uz p(p+ 1) = 0, ¢ o63upom sma cMo y mosby, Baxu Ja je p = 0 (mod 2)
wim p+1=0 (mod 2), 1j. p=1 (mod 2). Ako je p =1 (mod 2), Taja je
p=2k+1, k<14, na je

D=D,=2k+1)2k+2) =0, D,=D, =2k+1=51

Kako je D = 0 u Dy # 0 npema Kpameposoj Teopemu, cucrem 3a JaTo
p = 2k + 1 Hema perrema.

Ba p = 0 (mod 2), gobujamo D = D, = Dy = D, = 0, na nupuMeHoMm
laycosor merona caenn (z,y,2) = (0,1,0), (z,y,2) = (1,1,1).
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Y nosby Zs3 1moJila3HU CUCTEM IIpesia3u y:

r+y+2z2=1
20 +pz=0
T+ py =2
Tasa je
11 2
D=2 0 p|=—p*+5=32p(l+p)
1 p O
11 2
Dy=0 0 p|=-p"+2p=32p(p+1)
2 p 0
11 2
Dy, = 0 pl=-p+8=32(p+1)
1 20
1 1 1
D,=12 0 0|=2p—4=32(p+1)
1 p 2

Ako je 2p(14+p) = 0 (mod 3) Taga je p = 0 (mod 3) uim p+1 = 0 (mod 3),
1j. p=2 (mod 3). Ako je p=0 (mod 3) Tamaje D =D, =0uDy, =D, =
2(3k + 1) = 2, na maru cucreM HeMa pemera. Ako je p = 3k + 1, taza je
D=D,=23k+1)(3k+2) =31, Dy =D, =2(3k+2) =3 1, na je pemutere
(z,y,2) = (1,1,1). 1 ako je p =2 (mod 3), tama je p =3k+2, k <9, na je

D=D,=Dy=D,=0
u npuMeHoM [aycoBor meTosa 3akibydyjemo na je (z,y, z) = (0,1,0), (z,y,z) =
(1,2,2), (x,y,2) =(2,0,1).
Y nosby Zs MOJAa3HU CUCTEM IIPEeJia3u y:
z+y+4z=1
20+ 3y +pz =3
T+py+3z2=2
Tama je

1
D=2 =—p*+9p—-9=5 (2p+1)°
1

W

1
3
p
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11 4
D,=13 3 pl=—p*+14p—24=5 (2p+1)°
2 p 3
11 4
Dy=12 3 pl=—-p+7=522p+1)
1 23
111
D,=2 3 3|=-p+2=52(2p+1)
1 p 2

Axo je p =0 (mod 5), 1j. p =5k, k <5 ranaje D = D, = (10k+1)? =5
lu Dy =D, =2(10k + 1) = 2, na garu cucrem 1o Kpameposoj teopemu
nma pememne (z,y,z) = (1,2,2). Ako je p = 5k + 1, rana je D = D, =
(10k +3)* =5 4, D, = D, = 20k + 6 =5 1, na je (z,y,2) = (1,4,4). 3a
p =5k + 2 Baxu (2p+1)?2 =0 (mod 5), ma je p = 2 (mod 5), Tj.

D=D,=D,=D,=0

u [aycoBoMm MeromoM Josasumo Jo perewa (z,y,z) = (0,0,4), (z,y,z) =
(0,1,0), (z,y,2) = (0,2,1), (x,y,2) = (0,3,2), (z,y,2) = (0,4,3). 3a
p=>5k+3,ciemun D= D, = (10k+7)% =5 4, Dy, =D, =20k+14 =54, na
je (z,y,2) = (1,1,1). Ha kpajy, 3a p =5k +4, D = D, = (10k + 10)? =5 1
u Dy =D, =20k + 18 =5 3, na naru cucrem 1o Kpameposoj Teopemu nma
pememe (x,y,z) = (1,3,3).

KombunoBamem cBux moryhux perema us Zeo, Zs u Zs 1001jaMo KOHATHA,
pernema cucreMa y Zsg.

C ob3upoM j1a y Zo uMaMo 2 pelema, y Zs 4 periema, u y Zs 9 pememna,
BUXOBOM KOMOHMHAIjOM, 1 puMeHoM Kunecke Teopeme mobuhemo 2-4-9 =
72 pelema.

Ha pesumupamo: BpegHOCT napamerpa p npunaja ckymy {0, 1,2, ...,29}.
AKo n36aImMo CBe BPEJIHOCTH 3a KOje HEKU OJ] cucTeMa y Zo, Z3 wiu Zs HEMa,
pelnema,Tj. CBe BPEIHOCTU Koje 3aj/i0BosbaBajy p = 2k + 1 u p = 3k, natu
CKYII C€ CBOJIM Ha,

{0,1,2,3,4,3,8,7,8,9,10, 4, V7,13, 14, 15,16, ¥7, 18, 149, 20, 24, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29}

3a mare BpesHocTu mapamerpa p € {2,4,8,10,14, 16, 20, 22, 26, 28}, cu-
CTeM MMa pellerbe, a 3a IIPeocTajle BPeIHOCTH IapaMeTpa p HeMa pellemnha, y
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I'maBa 8

3aKJby4aK

Pan Mampuue wad Z,, cagpxKu mocta IpuMepa KOju OU MOICTAKIH yde-
HUKE JIa UCTPaXKyjy U 3aKJby4yjy O PasHUM ajarebapCKUM IIOjMOBUMA.

Hamam ce ma he oBaj paj 6uTu KOpHUCTaH CBUMAa KOje MHTEpECyje OBa
npobsiemarnka. Takobhe, Bepyjem ma he 6Ty moceOHO 3aHUM/BUB yICHUIIIMA,
ruMHa3uja, 1 Ja he OUTH TpUMaMJ/BUBO IIITUBO 3a JOJATHY HACTABy MaTeMa-
THKE.
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