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Uvod

Za prose£nu osobu, re£ rulet vezuje se za igre na sre¢u. U geometriji, rulet predstavlja krivu koju opisuje
�ksirana ta£ka ravni krive koja se kotrlja oko druge �ksirane krive. Iznena�uju¢ broj klasi£nih krivih moºe
biti generisan kao rulet.

Krive nastale kotrljanjem imaju ²iroku primenu u prirodnim naukama, industriji, ma²instvu, arhitekturi,
umetnosti i sportu. Inºenjeri i dizajneri ih koriste pri konstrukciji raznih rotacionih ma²ina i mehani£kih
zup£anika. Arhitektura Kimbel muzeja umetnosti u Teksasu ima cikloidni dizajn. Pregibi nekih violina i
hafpajpova 1 modelirani su po ovim krivama. Brahistohrona je korisna za dizajn roler kostera zbog postizanja
odre�ene brzine u najkra¢em mogu¢em vremenu. U svemu navedenom ogleda se njihova vaºna uloga u
svakodnevnom ºivotu.

Ovaj rad sastoji se iz tri poglavlja.
Na po£etku prvog poglavlja de�ni²u se krive nastale kotrljanjem kruga - trohoide, epitrohoide i hipotro-

hoide. Sledi izvo�enje njihovih parametarskih jedna£ina. Govori se o tome kako izgled krive zavisi od odnosa
polupre£nika �ksiranog i pokretnog kruga. Nakon toga ra£unaju se izvesne duºine lukove i povr²ine pomo¢u
diferencijalnog ra£una, uz formulaciju Grinove teoreme koja pomaºe u odre�enim izra£unavanjima. Na kraju
poglavlja prezentovan je pregled najpoznatijih predstavnika krivih.

U drugom poglavlju govori se o cikloidi kao Heleni 2 geometri£ara, ne samo zbog njenih zadivljuju¢ih
osobina, ve¢ i zbog kon�ikata koje je izazvala me�u nau£nicima tokom istorije. Zatim su izloºeni klasi£ni
problemi brahistohrone i tautohrone.

Na po£etku tre¢eg poglavlja de�ni²u se krive nastale kotrljanjem poligona - trohogoni, epitrohogoni i
hipotrohogoni. Uvod u teoriju koja sledi ilustrovan je op²tim primerom kotrljanja nepravilnog poligona.
Formuli²e se teorema o sumi kvadrata rastojanja, koja zatim pomaºe pri izra£unavanjima odre�enih povr²ina.
Sli£no, formuli²e se i teorema o sumi rastojanja, koja kasnije olak²ava izra£unavanja odre�enih duºina lukova.
Podvla£i se £injenica da se rezultati dobijeni u prvom poglavlju mogu dobiti kao grani£ni slu£ajevi rezultata
iz ovog poglavlja.

Slike koje predstavljaju vizuelizaciju ovog rada izradila sam pomo¢u programskog paketa GeoGebra. Ovo
je bio vaºan alat za eksperimentisanje i razumevanje gradiva. Odgovaraju¢i apleti mogu se prona¢i na
GeoGebra sajtu.

Neka izvo�enja i izra£unavanja u radu izvedena su samostalno, pa su prikazana su detaljno, u cilju boljeg
pra¢enja za £itaoca.

Posebno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr Sr�anu Vukmirovi¢u, za savete, primedbe i sugestije koje
su pomogle pri realizaciji ovog rada i postizanju ²to boljeg njegovog kvaliteta, kao i £lanovima komisije, prof.
dr Miroslavi Anti¢ i dr Ivanu Dimitrijevi¢u.

1Hafpajp je struktura koja se koristi kao podloga za odre�ene ekstremne sportove, kao ²to su skejtbording, snoubording, itd.
2Helena je bila ºena iz gr£ke mitologije, Zevsova ¢erka i supruga kralja Sparte, koju je oteo trojanski princ i zbog koje je

po£eo rat izme�u anti£ke Gr£ke i Troje, poznatiji kao Trojanski rat.
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1 Krive nastale kotrljanjem kruga

1.1 Klasi�kacija

U zavisnosti od toga da li je kriva koja se kotrlja krug, a �ksirana kriva prava linija ili drugi krug, i toga
da li se kotrljanje po krugu vr²i sa spolja²nje ili unutra²nje strane, rulet se naziva trohoida, epitrohoida ili
hipotrohoida (na gr£kom "to£ak" - "τρoχóζ").

Kotrljanje kruga oko nekog objekta je vrsta kretanja koje kombinuje rotaciju kruga oko svog centra i
njegovu translaciju (bez klizanja), tako da on uvek dodiruje dati objekat.

De�nicija 1. Trohoida je kriva koju opisuje �ksirana ta£ka kruga, 3 polupre£nika r, koji se kotrlja po pravoj

liniji. Neka je ta ta£ka na rastojanju s od centra kruga. Ako je:

• s = r, trohoida se naziva cikloida;

• 0 < s < r, trohoida se naziva skra¢ena cikloida;

• s > r, trohoida se naziva produºena cikloida.

Slika 1: Tri trohoide koje opisuju tri �ksirane ta£ke kruga4

3Pod �ksiranom ta£kom kruga podrazumeva se �ksirana ta£ka ravni kruga; preciznije, data ta£ka moºe se nalaziti unutar

kruga, izvan kruga ili na kruºnici kruga.
4Ta£ka unutar kruga opisuje skra¢enu cikloidu, ta£ka izvan kruga opisuje produºenu cikloidu, a ta£ka na kruºnici kruga

opisuje cikloidu.
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De�nicija 2. Epitrohoida je kriva koju opisuje �ksirana ta£ka kruga, polupre£nika r, koji se kotrlja oko

drugog �ksiranog kruga, polupre£nika r1, sa spolja²nje strane. Neka je ta ta£ka na rastojanju s od centra

pokretnog kruga. Ako je:

• s = r, epitrohoida se naziva epicikloida;

• 0 < s < r, epitrohoida se naziva skra¢ena epicikloida;

• s > r, epitrohoida se naziva produºena epicikloida.

Slika 2: Tri epitrohoide koje opisuju tri �ksirane ta£ke pokretnog kruga5

5Ta£ka unutar pokretnog kruga opisuje skra¢enu epicikloidu, ta£ka izvan pokretnog kruga opisuje produºenu epicikloidu, a

ta£ka na kruºnici pokretnog kruga opisuje epicikloidu.
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De�nicija 3. Hipotrohoida je kriva koju opisuje �ksirana ta£ka kruga, polupre£nika r, koji se kotrlja oko

drugog �ksiranog kruga, polupre£nika r1, sa unutra²nje strane. Neka je ta ta£ka na rastojanju s od centra

pokretnog kruga. Ako je:

• s = r, hipotrohoida se naziva hipocikloida;

• 0 < s < r, hipotrohoida se naziva skra¢ena hipocikloida;

• s > r, hipotrohoida se naziva produºena hipocikloida.

Slika 3: Tri hipotrohoide koje opisuju tri �ksirane ta£ke pokretnog kruga6

6Ta£ka unutar pokretnog kruga opisuje skra¢enu hipocikloidu, ta£ka izvan pokretnog kruga opisuje produºenu hipocikloidu,

a ta£ka na kruºnici pokretnog kruga opisuje hipocikloidu.
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1.2 Parametarske jedna£ine

1.2.1 Parametarska jedna£ina trohoide

Slika 4: Parametarska jedna£ina trohoide

Neka je u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu Oxy data trohoida (Slika 4) koju opisuje �ksi-
rana ta£ka A(x, y) kruga K, polupre£nika r, koji se kotrlja po osi Ox. Neka je A na rastojanju s od centra
C kruga K.
Neka je, zatim, ta£ka B = AC ∩ K, ta£ka E podnoºje normale iz ta£ke C na osu Ox, ta£ka D podnoºje
normale iz ta£ke A na duº EC i uvedimo oznaku ∠DCA = t.
Neka je po£etni poloºaj kruga bio takav da su se ta£ke O i B poklapale i da je u njima krug K dodirivao Ox
osu.
Kako za t = 0 vaºi O = B, zaklju£ujemo da su duºine kruºnog luka

_

EB i duºi OE jednake. Po²to je
_

EB = rt,
dobijamo OE = rt. Prime¢ujemo slede¢e:

sin t =
AD

AC
, cos t =

CD

AC
.
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Koordinate ta£ke A su:
x = OE −AD = rt−AC sin t = rt− s sin t,

y = CE − CD = r −AC cos t = r − s cos t.

Na osnovu toga, parametarska jedna£ina trohoide sa parametrima r i s je:

trohoida [r, s] (t) = (x (t) , y (t)) ,

gde je:
x(t) = rt − s sin t,

y(t) = r − s cos t.

1.2.2 Parametarska jedna£ina cikloide

Znamo da se za s = r u prethodnom slu£aju dobija cikloida koju opisuje ta£ka A(x, y) sa kruºnice kruga
K, polupre£nika r, koji se kotrlja po osi Ox. Uzimaju¢i r za s u prethodnoj jedna£ini, zaklju£ujemo da je
parametarska jedna£ina cikloide sa parametrom r:

cikloida [r] (t) = (x (t) , y (t)) ,

gde je:
x(t) = r (t − sin t) ,

y(t) = r (1 − cos t) .
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1.2.3 Parametarska jedna£ina epitrohoide

Slika 5: Parametarska jedna£ina epitrohoide

Neka je u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu Oxy data epitrohoida (Slika 5) koju opisuje
�ksirana ta£ka A(x, y) kruga K, polupre£nika r, koji se kotrlja sa spolja²nje strane po krugu K1 £iji je centar
O, a polupre£nik r1. Neka je A na rastojanju s od centra C kruga K.
Neka je, zatim, ta£ka B = AC ∩K, F = Ox∩K1, G = K ∩K1, ta£ka E podnoºje normale iz ta£ke C na osu
Ox, ta£ka D podnoºje normale iz ta£ke A na duº EC i uvedimo oznaku ∠FOG = t.
Neka je po£etni poloºaj kruga bio takav da su se ta£ke F i B poklapale i da je u njima krug K dodirivao
spolja krug K1.

Kako za t = 0 vaºi F = B, zaklju£ujemo da su duºine kruºnih lukova
_

BG i
_

FG jednake. Po²to je:
_

BG = r∠BCG i
_

FG = r1t,

dobijamo:
r1t = r∠BCG.

Prime¢ujemo slede¢e:

cos t =
OE

r + r1
, sin t =

CE

r + r1
, sin∠DCB =

DA

s
, cos∠DCB =

CD

s
.

S obzirom da je:

∠DCB = ∠BCG− ∠GCD =
r1t

r
−
(π

2
− t
)

=
r + r1
r

t− π

2
,
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koriste¢i adicione formule, dolazimo do:

sin∠DCB = sin

(
r + r1
r

t− π

2

)
= − cos

(
r + r1
r

t

)
,

cos∠DCB = cos

(
r + r1
r

t− π

2

)
= sin

(
r + r1
r

t

)
.

Koordinate ta£ke A su:

x = OE +DA = (r + r1) cos t+ s sin∠DCB = (r + r1) cos t− s cos

(
r + r1
r

t

)
,

y = CE − CD = (r + r1) sin t− s cos∠DCB = (r + r1) sin t− s sin

(
r + r1
r

t

)
.

Na osnovu toga, parametarska jedna£ina epitrohoide sa parametrima r, r1 i s je:

epitrohoida [r, r1, s] (t) = (x (t) , y (t)) ,

gde je:

x(t) = (r + r1) cos t − s cos

(
r + r1

r
t

)
,

y(t) = (r + r1) sin t − s sin

(
r + r1

r
t

)
.

1.2.4 Parametarska jedna£ina epicikloide

Znamo da se za s = r u prethodnom slu£aju dobija epicikloida koju opisuje ta£ka A(x, y) sa kruºnice
kruga K, polupre£nika r, koji se kotrlja sa spolja²nje strane po krugu K1 £iji je centar O, a polupre£nik
r1. Uzimaju¢i r za s u prethodnoj jedna£ini, zaklju£ujemo da je parametarska jedna£ina epicikloide sa
parametrima r i r1:

epicikloida [r, r1] (t) = (x (t) , y (t)) ,

gde je:

x(t) = (r + r1) cos t − r cos

(
r + r1

r
t

)
,

y(t) = (r + r1) sin t − r sin

(
r + r1

r
t

)
.
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1.2.5 Parametarska jedna£ina hipotrohoide

Slika 6: Parametarska jedna£ina hipotrohoide

Neka je u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu Oxy data hipotrohoida (Slika 6) koju opisuje
�ksirana ta£ka A(x, y) kruga K, polupre£nika r, koji se kotrlja sa unutra²nje strane po krugu K1 £iji je centar
O, a polupre£nik r1 (pri £emu je r < r1). Neka je A na rastojanju s od centra C kruga K.
Neka je, zatim, ta£ka B = AC ∩K, F = Ox∩K1, G = K ∩K1, ta£ka E podnoºje normale iz ta£ke C na osu
Ox, ta£ka D podnoºje normale iz ta£ke A na duº EC i uvedimo oznaku ∠FOG = t.
Neka je po£etni poloºaj kruga bio takav da su se ta£ke F i B poklapale i da je u njima krug K dodirivao
iznutra krug K1.

Kako za t = 0 vaºi F = B, zaklju£ujemo da su duºine kruºnih lukova
_

BG i
_

FG jednake. Po²to je:
_

BG = r∠BCG i
_

FG = r1t,

dobijamo:
r1t = r∠BCG.

Prime¢ujemo slede¢e:

cos t =
OE

r1 − r
, sin t =

CE

r1 − r
, sin∠DCB =

DA

s
, cos∠DCB =

CD

s
.

S obzirom da je:

∠DCB = ∠GCD − ∠BCG =
(
π −

(π
2
− t
))
− r1t

r
=
r − r1
r

t+
π

2
,
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koriste¢i adicione formule, dolazimo do:

sin∠DCB = sin

(
r − r1
r

t+
π

2

)
= cos

(
r − r1
r

t

)
= cos

(
r1 − r
r

t

)
,

cos∠DCB = cos

(
r − r1
r

t+
π

2

)
= − sin

(
r − r1
r

t

)
= sin

(
r1 − r
r

t

)
.

Koordinate ta£ke A su:

x = OE +DA = (r1 − r) cos t+ s sin∠DCB = (r1 − r) cos t+ s cos

(
r1 − r
r

t

)
,

y = CE − CD = (r1 − r) sin t− s cos∠DCB = (r1 − r) sin t− s sin

(
r1 − r
r

t

)
.

Na osnovu toga, parametarska jedna£ina hipotrohoide sa parametrima r, r1 i s je:

hipotrohoida [r, r1, s] (t) = (x (t) , y (t)) ,

gde je:

x(t) = (r1 − r) cos t + s cos

(
r1 − r

r
t

)
,

y(t) = (r1 − r) sin t − s sin

(
r1 − r

r
t

)
.

1.2.6 Parametarska jedna£ina hipocikloide

Znamo da se za s = r u prethodnom slu£aju dobija hipocikloida koju opisuje ta£ka A(x, y) sa kruºnice
kruga K, polupre£nika r, koji se kotrlja sa unutra²nje strane po krugu K1 £iji je centar O, a polupre£nik
r1. Uzimaju¢i r za s u prethodnoj jedna£ini, zaklju£ujemo da je parametarska jedna£ina hipocikloide sa
parametrima r i r1:

hipocikloida [r, r1] (t) = (x (t) , y (t)) ,

gde je:

x(t) = (r1 − r) cos t + r cos

(
r1 − r

r
t

)
,

y(t) = (r1 − r) sin t − r sin

(
r1 − r

r
t

)
.
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1.3 Duºina luka i povr²ina

Bitno je naglasiti £injenicu da je epicikloida ili hipocikloida zatvorena kriva ako se pokretni krug nakon
obilaºenja �ksiranog kruga vrati u po£etni poloºaj. Ovo se de²ava kada je q =

r1
r

racionalan broj. Ako je

q racionalan broj takav da je q =
m

n
, gde su m i n celi i uzajamno prosti, kriva ima m ²piceva i zatvara se

nakon ²to pokretni krug n puta obi�e �ksirani. Dakle, ako je q ceo broj, kriva ima q ²piceva i zatvara se
nakon ²to pokretni krug jedanput obi�e �ksirani.

Ako je, sa druge strane, q iracionalan broj, kriva se ne zatvara nikada, ve¢ popunjava kruºni prsten kada
t ∈ [0,∞) i predstavlja skup koji je svuda gust. Epicikloida formira kruºni prsten izme�u �ksiranog i kruga
sa centrom u (0, 0), polupre£nika r1 + 2r. Hipocikloida formira kruºni prsten izme�u �ksiranog i kruga sa
centrom u (0, 0), polupre£nika r1 − 2r.

Jedan svod cikloide, epicikloide ili hipocikloide predstavlja krivu opisanu nakon jednog obrtaja pokretnog
kruga. U ovom delu izra£una¢emo duºinu luka jednog svoda cikloide i povr²inu �gure koja je ograni£ena njim
i Ox osom, kao i duºinu luka i povr²inu epicikloide i hipocikloide (u slu£aju kada je q ceo broj, jer tada ima
smisla uop²te govoriti o njima). U izra£unavanjima ¢e u£estvovati dobro poznata Grinova teorema.

1.3.1 Duºina luka i povr²ina cikloide

Teorema 1. Duºina luka jednog svoda cikloide jednaka je:

L = 8r,

a povr²ina �gure koja je ograni£ena lukom jednog svoda cikloide i Ox osom jednaka je:

P = 3r2π,

gde je r polupre£nik kruga.

Dokaz. Neka je data parametarska jedna£ina cikloide:

α (t) = (r (t− sin t) , r (1− cos t)) .

Slika 7: Svod a cikloide

Uvedimo oznaku a za jedan svod cikloide (Slika 7). Zato a predstavlja krivu α (t) za t ∈ [0, 2π).
Odatle je duºina luka jednog svoda cikloide jednaka:

L (a) =

∫ 2π

0

‖α′ (t)‖ dt,

12



pa ra£unamo:
x′ (t) = r (1− cos t) ,

y′ (t) = r sin t,

x′2 (t) + y′2 (t) = r2
(
1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t

)
= 2r2 (1− cos t)

= 4r2 sin2

(
t

2

)
,

‖α′ (t)‖ =
√
x′2 (t) + y′2 (t)

=

√
4r2 sin2

(
t

2

)
= 2r

∣∣∣∣sin( t2
)∣∣∣∣ ,

L (a) = 2r

∫ 2π

0

∣∣∣∣sin( t2
)∣∣∣∣dt

= 2r

∫ 2π

0

sin

(
t

2

)
dt

= 2r

(
−2 cos

(
t

2

) ∣∣∣∣2π
0

)
= 8r.

Slika 8: Deo A cikloide ispod jednog njenog svoda

Neka je sa A ozna£en deo cikloide ispod jednog njenog svoda (Slika 8). Ta£nije, A je �gura koju ograni£avaju
jedan svod a cikloide i Ox osa. Primetimo da za krajnje ta£ke prvog svoda vaºi x = 0 i x = 2rπ, a
odgovaraju¢e vrednosti za parametar t bi¢e t = 0 i t = 2π.
Odavde je povr²ina dela cikloide ispod jednog njenog svoda jednaka:

P (A) =

∫ 2rπ

0

ydx =

∫ 2π

0

x′ (t) y (t) dt,

pa imamo:

x′ (t) y (t) = r2
(
1− 2 cos t+ cos2 t

)
= r2

(
3

2
− 2 cos t+

cos (2t)

2

)
,

13



P (A) = r2
∫ 2π

0

(
3

2
− 2 cos t+

cos (2t)

2

)
dt

= r2

(
3

2
t− 2 sin t+

1

4
sin (2t)

∣∣∣∣2π
0

)
= 3r2π.

Primetimo da smo ovime dokazali da je povr²ina �gure koja je ograni£ena lukom jednog svoda cikloide i Ox
osom tri puta ve¢a od povr²ine kruga.

1.3.2 Grinova teorema

Grinova teorema daje vezu izme�u krivolinijskog integrala oko proste zatvorene krive C i dvostrukog
integrala nad oblasti D koja je ograni£ena krivom C.

Teorema 2. Neka je C pozitivno orijentisana, deo po deo glatka, prosta i zatvorena kriva u ravni koja

ograni£ava oblast D. Ako preslikavanja L i M imaju neprekidne parcijalne izvode na otvorenoj oblasti koja

sadrºi D, onda vaºi: ∫
C

L(x, y)dx+M(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂M

∂x
− ∂L

∂y

)
dxdy.

Uzmemo li da je L(x, y) = −y i M(x, y) = x, primenom Grinove teoreme dolazimo do:∫
C

−ydx+ xdy =

∫∫
D

(1− (−1)) dxdy = 2

∫∫
D

dxdy.

S obzirom na to da
∫∫
D

dxdy predstavlja povr²inu oblasti D (u oznaci P (D)), zaklju£ujemo da je:

P (D) =
1

2

∫
C

−ydx+ xdy.

Lema 1. Ako je data prava p : y = kx, za neko k ∈ R, onda vaºi:∫
p

−ydx+ xdy = 0.

Dokaz. ∫
p

−ydx+ xdy =

∫
p

−(kx)dx+ x(kdx) = 0.

14



1.3.3 Duºina luka i povr²ina epicikloide

Teorema 3. Duºina luka epicikloide jednaka je:

L = 8 (r + r1) ,

a povr²ina epicikloide jednaka je:

P = (r + r1) (2r + r1)π,

gde je r polupre£nik pokretnog, a r1 polupre£nik �ksiranog kruga.

Dokaz. Neka je data parametarska jedna£ina epicikloide:

β (t) =

(
(r + r1) cos t− r cos

(
r + r1
r

t

)
, (r + r1) sin t− r sin

(
r + r1
r

t

))
.

Slika 9: Svod b epicikloide za q = 7

Uvedimo oznaku b za jedan svod epicikloide (Slika 9). Napomenuli smo da izra£unavanja vr²imo za slu£ajeve
kada je q =

r1
r

ceo broj, pa sledi da kriva ima q ²piceva (ujedno i q svodova) i zatvara se nakon ²to pokretni

krug jedanput obi�e �ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π). Zato b predstavlja krivu β (t) za

t ∈
[
0, 2

r

r1
π

)
.

Odatle je duºina luka jednog svoda epicikloide jednaka:

L (b) =

∫ 2 r
r1
π

0

‖β′ (t)‖ dt,

pa ra£unamo:

x′ (t) = (r + r1)

(
− sin t+ sin

(
r + r1
r

t

))
,
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y′ (t) = (r + r1)

(
cos t− cos

(
r + r1
r

t

))
,

x′2 (t) + y′2 (t) = (r + r1)
2

(
sin2 t− 2 sin t sin

(
r + r1
r

t

)
+ sin2

(
r + r1
r

t

)
+ cos2 t− 2 cos t cos

(
r + r1
r

t

)
+ cos2

(
r + r1
r

t

))
= (r + r1)

2

(
2− 2

(
sin t sin

(
r + r1
r

t

)
+ cos t cos

(
r + r1
r

t

)))
= 2 (r + r1)

2
(

1− cos
(
−r1
r
t
))

= 4 (r + r1)
2

sin2
( r1

2r
t
)
,

‖β′ (t)‖ =
√
x′2 (t) + y′2 (t)

=

√
4 (r + r1)

2
sin2

( r1
2r
t
)

= 2 (r + r1)
∣∣∣sin( r1

2r
t
)∣∣∣ ,

L (b) = 2 (r + r1)

∫ 2 r
r1
π

0

∣∣∣sin( r1
2r
t
)∣∣∣dt

= 2 (r + r1)

∫ 2 r
r1
π

0

sin
( r1

2r
t
)

dt

= 2 (r + r1)

(
−2r

r1
cos
( r1

2r
t
) ∣∣∣∣2 r

r1
π

0

)

=
8r

r1
(r + r1) .

Duºina luka epicikloide jednaka je duºini luka q svodova:

L (β) = qL (b) = 8 (r + r1) .
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Slika 10: Deo B epicikloide ispod jednog njenog svoda

Neka je sa B ozna£en deo epicikloide ispod jednog njenog svoda (Slika 10). Ta£nije, B je �gura koju
ograni£avaju jedan svod b epicikloide, duº b1 odre�ena jednom krajnjom ta£kom svoda b i koordinatnim
po£etkom i duº b2 odre�ena drugom krajnjom ta£kom svoda b i koordinatnim po£etkom.
Iz primene Grinove teoreme zaklju£ujemo da je:

P (B) =
1

2

∫
β∪b1∪b2

−ydx+ xdy.

Na osnovu Leme 1 imamo: ∫
b1

−ydx+ xdy =

∫
b2

−ydx+ xdy = 0.

Odavde je povr²ina dela epicikloide ispod jednog njenog svoda jednaka:

P (B) =
1

2

∫
β

−ydx+ xdy =
1

2

∫ 2 r
r1
π

0

(x (t) y′ (t)− y (t)x′ (t)) dt,

pa imamo:

x (t) y′ (t) = (r + r1)

(
(r + r1) cos2 t− (2r + r1) cos t cos

(
r + r1
r

t

)
+ r cos2

(
r + r1
r

t

))
,

y (t)x′ (t) = (r + r1)

(
− (r + r1) sin2 t+ (2r + r1) sin t sin

(
r + r1
r

t

)
− r sin2

(
r + r1
r

t

))
,
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x (t) y′ (t)− y (t)x′ (t) = (r + r1)

(
(r + r1)

(
cos2 t+ sin2 t

)
− (2r + r1)

(
cos t cos

(
r + r1
r

t

)
+ sin t sin

(
r + r1
r

t

))
+ r

(
cos2

(
r + r1
r

t

)
+ sin2

(
r + r1
r

t

)))
= (r + r1)

(
r + r1 − (2r + r1) cos

(
t− r + r1

r
t

)
+ r

)
= (r + r1) (2r + r1)

(
1− cos

(r1
r
t
))

,

P (B) =
1

2
(r + r1) (2r + r1)

∫ 2 r
r1
π

0

(
1− cos

(r1
r
t
))

dt

=
1

2
(r + r1) (2r + r1)

(
t− r

r1
sin
(r1
r
t
) ∣∣∣∣2 r

r1
π

0

)
=

r

r1
(r + r1) (2r + r1)π.

Povr²ina epicikloide jednaka je povr²ini q delova ispod jednog njenog svoda:

P (β) = qP (B) = (r + r1) (2r + r1)π.
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1.3.4 Duºina luka i povr²ina hipocikloide

Teorema 4. Duºina luka hipocikloide jednaka je:

L = 8 (r1 − r) ,

a povr²ina hipocikloide jednaka je:

P = (r1 − r) (r1 − 2r)π,

gde je r polupre£nik pokretnog, a r1 polupre£nik �ksiranog kruga.

Dokaz. Neka je data parametarska jedna£ina hipocikloide:

γ (t) =

(
(r1 − r) cos t+ r cos

(
r1 − r
r

t

)
, (r1 − r) sin t− r sin

(
r1 − r
r

t

))
.

Slika 11: Svod c hipocikloide za q = 7

Uvedimo oznaku c za jedan svod hipocikloide (Slika 11). Napomenuli smo da izra£unavanja vr²imo za
slu£ajeve kada je q =

r1
r

ceo broj, pa sledi da kriva ima q ²piceva (ujedno i q svodova) i zatvara se nakon ²to

pokretni krug jedanput obi�e �ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π). Zato c predstavlja krivu

γ (t) za t ∈
[
0, 2

r

r1
π

)
.

Odatle je duºina luka jednog svoda hipocikloide jednaka:

L (c) =

∫ 2 r
r1
π

0

‖γ′ (t)‖ dt,

pa ra£unamo:

x′ (t) = − (r1 − r)
(

sin t+ sin

(
r1 − r
r

t

))
,
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y′ (t) = (r1 − r)
(

cos t− cos

(
r1 − r
r

t

))
,

x′2 (t) + y′2 (t) = (r1 − r)2
(

sin2 t+ 2 sin t sin

(
r1 − r
r

t

)
+ sin2

(
r1 − r
r

t

)
+ cos2 t− 2 cos t cos

(
r1 − r
r

t

)
+ cos2

(
r1 − r
r

t

))
= (r1 − r)2

(
2− 2

(
− sin t sin

(
r1 − r
r

t

)
+ cos t cos

(
r1 − r
r

t

)))
= 2 (r1 − r)2

(
1− cos

(r1
r
t
))

= 4 (r1 − r)2 sin2
( r1

2r
t
)
,

‖γ′ (t)‖ =
√
x′2 (t) + y′2 (t)

=

√
4 (r1 − r)2 sin2

( r1
2r
t
)

= 2 (r1 − r)
∣∣∣sin( r1

2r
t
)∣∣∣ ,

L (c) = 2 (r1 − r)
∫ 2 r

r1
π

0

∣∣∣sin( r1
2r
t
)∣∣∣ dt

= 2 (r1 − r)
∫ 2 r

r1
π

0

sin
( r1

2r
t
)

dt

= 2 (r1 − r)

(
−2r

r1
cos
( r1

2r
t
) ∣∣∣∣2 r

r1
π

0

)

=
8r

r1
(r1 − r) .

Duºina luka hipocikloide jednaka je duºini luka q svodova:

L (γ) = qL (c) = 8 (r1 − r) .
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Slika 12: Deo C hipocikloide ispod jednog njenog svoda

Neka je sa C ozna£en deo hipocikloide ispod jednog njenog svoda (Slika 12). Ta£nije, C je �gura koju
ograni£avaju jedan svod c hipocikloide, duº c1 odre�ena jednom krajnjom ta£kom svoda c i koordinatnim
po£etkom i duº c2 odre�ena drugom krajnjom ta£kom svoda c i koordinatnim po£etkom.
Iz primene Grinove teoreme zaklju£ujemo da je:

P (C) =
1

2

∫
γ∪c1∪c2

−ydx+ xdy.

Na osnovu Leme 1 imamo: ∫
c1

−ydx+ xdy =

∫
c2

−ydx+ xdy = 0.

Odavde je povr²ina dela hipocikloide ispod jednog njenog svoda jednaka:

P (C) =
1

2

∫
γ

−ydx+ xdy =
1

2

∫ 2 r
r1
π

0

(x (t) y′ (t)− y (t)x′ (t)) dt,

pa imamo:

x (t) y′ (t) = (r1 − r)
(

(r1 − r) cos2 t− (r1 − 2r) cos t cos

(
r1 − r
r

t

)
− r cos2

(
r1 − r
r

t

))
,

y (t)x′ (t) = − (r1 − r)
(

(r1 − r) sin2 t+ (r1 − 2r) sin t sin

(
r1 − r
r

t

)
− r sin2

(
r1 − r
r

t

))
,
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x (t) y′ (t)− y (t)x′ (t) = (r1 − r)
(

(r1 − r)
(
cos2 t+ sin2 t

)
− (r1 − 2r)

(
cos t cos

(
r1 − r
r

t

)
− sin t sin

(
r1 − r
r

t

))
− r

(
cos2

(
r1 − r
r

t

)
+ sin2

(
r1 − r
r

t

)))
= (r1 − r)

(
r1 − r − (r1 − 2r) cos

(
t+

r1 − r
r

t

)
− r
)

= (r1 − r) (r1 − 2r)
(

1− cos
(r1
r
t
))

,

P (C) =
1

2
(r1 − r) (r1 − 2r)

∫ 2 r
r1
π

0

(
1− cos

(r1
r
t
))

dt

=
1

2
(r1 − r) (r1 − 2r)

(
t− r

r1
sin
(r1
r
t
) ∣∣∣∣2 r

r1
π

0

)
=

r

r1
(r1 − r) (r1 − 2r)π.

Povr²ina hipocikloide jednaka je povr²ini q delova ispod jednog njenog svoda:

P (γ) = qP (C) = (r1 − r) (r1 − 2r)π.
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1.4 Specijalni slu£ajevi

1.4.1 Krug kao specijalan slu£aj epitrohoide

Epitrohoida za koju vaºi da je r1 = 0, ima parametarsku jedna£inu:

epitrohoida [r, 0, s] (t) = ((r − s) cos t, (r − s) sin t) .

Dakle, ta kriva je krug sa centrom u (0, 0) i polupre£nikom duºine |r − s|.

1.4.2 Elipsa kao specijalan slu£aj hipotrohoide

Slika 13: Elipsa nastala kotrljanjem kruga unutar duplo ve¢eg kruga

Hipotrohoida za koju vaºi da je r1 = 2r, ima parametarsku jedna£inu:

hipotrohoida [r, 2r, s] (t) = ((r + s) cos t, (r − s) sin t) .

Dakle, ta kriva je elipsa sa centrom u (0, 0), velikom poluosom duºine r+ s i malom poluosom duºine |r − s|.
Na Slici 13 su prikazana tri poloºaja pokretnog kruga, za vrednosti t = 0, t =

5π

6
i t =

3π

2
.
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1.4.3 Duº kao specijalan slu£aj hipocikloide

Slika 14: Duº nastala kotrljanjem

Hipocikloida za koju vaºi da je q = 2⇔ r1 = 2r, ima parametarsku jedna£inu:

hipocikloida [r, 2r] (t) = (2r cos t, 0) .

Dakle, ta kriva je duº £ije su krajnje ta£ke ta£ke preseka �ksiranog kruga i Ox ose, to jest ta£ke koje imaju
koordinate (−2r, 0) i (2r, 0).

Na Slici 14 su prikazana tri poloºaja pokretnog kruga, za vrednosti t = 0, t =
π

2
i t =

5π

4
.
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1.4.4 Kardioida kao specijalan slu£aj epicikloide

Slika 15: Kardioida

Kardioida je epicikloida za koju vaºi da je q = 1⇔ r1 = r (Slika 15).
Njena parametarska jedna£ina je:

epicikloida [r, r] (t) = (2r cos t− r cos (2t) , 2r sin t− r sin (2t)) .

Iz £injenice da je q = 1, sledi da kriva ima jedan ²pic i zatvara se nakon ²to pokretni krug jedanput obi�e
�ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π) .
Kardioida je naziv dobila po gr£koj re£i za simbol srca, na koga podse¢a svojim oblikom.
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1.4.5 Nefroida kao specijalan slu£aj epicikloide

Slika 16: Nefroida

Nefroida je epicikloida za koju vaºi da je q = 2⇔ r1 = 2r (Slika 16).
Njena parametarska jedna£ina je:

epicikloida [r, 2r] (t) = (3r cos t− r cos (3t) , 3r sin t− r sin (3t)) .

Iz £injenice da je q = 2, sledi da kriva ima dva ²pica i zatvara se nakon ²to pokretni krug jedanput obi�e
�ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π) .
Nefroida je naziv dobila po gr£koj re£i za organ bubreg, na koga podse¢a svojim oblikom.
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1.4.6 Ranunkuloida kao specijalan slu£aj epicikloide

Slika 17: Ranunkuloida

Ranunkuloida je epicikloida za koju vaºi da je q = 5⇔ r1 = 5r (Slika 17).
Njena parametarska jedna£ina je:

epicikloida [r, 5r] (t) = (6r cos t− r cos (6t) , 6r sin t− r sin (6t)) .

Iz £injenice da je q = 5, sledi da kriva ima pet ²piceva i zatvara se nakon ²to pokretni krug jedanput obi�e
�ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π) .
Ranunkuloida je naziv dobila po latinskom nazivu jednog cveta sa pet latica, na koga podse¢a svojim oblikom
(Slika 18).

Slika 18: Biljka iz roda Ranunculus
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1.4.7 Primeri epicikloida sa racionalnim ili iracionalnim q

Slika 19: Epicikloida takva da je q = 31
3

Epicikloida za koju vaºi da je, na primer, r1 = 31 i r = 3 (Slika 19), ima parametarsku jedna£inu:

epicikloida [3, 31] (t) =

(
34 cos t− 3 cos

(
34

3
t

)
, 34 sin t− 3 sin

(
34

3
t

))
.

Iz £injenice da je q =
31

3
, sledi da kriva ima 31 ²pic i zatvara se nakon ²to pokretni krug 3 puta obi�e �ksirani,

to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 6π) .
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Slika 20: Epicikloida takva da je q = π

Epicikloida za koju vaºi da je, na primer, r1 = 8π i r = 8, ima parametarsku jedna£inu:

epicikloida [8, 8π] (t) = (8 (π + 1) cos t− 8 cos ((π + 1) t) ,

8 (π + 1) sin t− 8 sin ((π + 1) t)).

Iz £injenice da je q = π sledi da se kriva ne zatvara nikada, ve¢ formira kruºni prsten izme�u �ksiranog i
kruga sa centrom u (0,0), polupre£nika 8(π + 2), kada t ∈ [0,∞).
Na Slici 20 je prikazana kriva za vrednosti parametra t ∈ [0, 200π), kao i pomenuti krugovi koji ograni£avaju
odgovaraju¢i kruºni prsten; na Slici 21 prikazana je kriva za vrednosti parametra t ∈ [0, 1000π).
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Slika 21: Epicikloida takva da je q = π
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1.4.8 Deltoida kao specijalan slu£aj hipocikloide

Slika 22: Deltoida

Deltoida je hipocikloida za koju vaºi da je q = 3⇔ r1 = 3r (Slika 22).
Njena parametarska jedna£ina je:

hipocikloida [r, 3r] (t) = (2r cos t+ r cos (2t) , 2r sin t− r sin (2t)) .

Iz £injenice da je q = 3, sledi da kriva ima tri ²pica i zatvara se nakon ²to pokretni krug jedanput obi�e
�ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π) .
Deltoida je naziv dobila po simbolu za gr£ko slovo delta, na koga podse¢a svojim oblikom.
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1.4.9 Astroida kao specijalan slu£aj hipocikloide

Slika 23: Astroida

Astroida je hipocikloida za koju vaºi da je q = 4⇔ r1 = 4r (Slika 23).
Njena parametarska jedna£ina je:

hipocikloida [r, 4r] (t) = (3r cos t+ r cos (3t) , 3r sin t− r sin (3t)) .

Iz £injenice da je q = 4, sledi da kriva ima £etiri ²pica i zatvara se nakon ²to pokretni krug jedanput obi�e
�ksirani, to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 2π) .
Astroida je naziv dobila po gr£koj re£i za simbol zvezde, na koga podse¢a svojim oblikom.
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1.4.10 Primeri hipocikloida sa racionalnim ili iracionalnim q

Slika 24: Hipocikloida takva da je q = 31
3

Hipocikloida za koju vaºi da je, na primer, r1 = 31 i r = 3 (Slika 24), ima parametarsku jedna£inu:

hipocikloida [3, 31] (t) =

(
28 cos t+ 3 cos

(
28

3
t

)
, 28 sin t− 3 sin

(
28

3
t

))
.

Iz £injenice da je q =
31

3
, sledi da kriva ima 31 ²pic i zatvara se nakon ²to pokretni krug 3 puta obi�e �ksirani,

to jest za vrednosti parametra t ∈ [0, 6π) .
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Slika 25: Hipocikloida takva da je q = π

Hipocikloida za koju vaºi da je, na primer, r1 = 8π i r = 8, ima parametarsku jedna£inu:

hipocikloida [8, 8π] (t) = (8 (π − 1) cos t+ 8 cos ((π − 1) t) ,

8 (π − 1) sin t− 8 sin ((π − 1) t)).

Iz £injenice da je q = π sledi da se kriva ne zatvara nikada, ve¢ formira kruºni prsten izme�u �ksiranog i
kruga sa centrom u (0,0), polupre£nika 8(π − 2), kada t ∈ [0,∞).
Na Slici 25 je prikazana kriva za vrednosti parametra t ∈ [0, 200π), kao i pomenuti krugovi koji ograni£avaju
odgovaraju¢i kruºni prsten; na Slici 26 prikazana je kriva za vrednosti parametra t ∈ [0, 1000π).
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Slika 26: Hipocikloida takva da je q = π
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2 Istorijski osvrt

2.1 "Helena geometri£ara"

Sedamnaesti vek jedan je od najbitnijih perioda u istoriji matematike. Prvu polovinu ovog veka obeleºio
je pronalazak analiti£ke geometrije i otkrivanje novih metoda za izra£unavanje povr²ina, zapremina i jed-
na£ina tangenti. Ovi rezultati postavili su binu za dalji razvoj diferencijalnog ra£una. Jedna kriva igrala je
centralnu ulogu u ovim de²avanjima i bila je kori²¢ena od strane skoro svakog matemati£ara tog vremena, za
demonstriranje novih tehnika. Ta kriva bila je cikloida, a tokom istorije, dobila je ime "Helena geometri£ara".
Dejvid Smit, u svojoj knjizi History of Mathematics, pruºa slede¢i kratak istorijski pregled cikloide: "Ova
kriva, ponekad neispravno povezana sa Nikolasom Kuzanskim (1450), bila je prvo prou£avana od strane
�arlsa de Bovelja (1501). Kasnije je privukla paºnju Galilea (1599), Mersena (1628) i Robervala (1634).
Paskal (1659) je bio taj koji je re²io problem njene kvadrature, i prona²ao centar gravitacije duºi odse£ene
pravom paralelnoj bazi. Johan i Jakob Bernuli pokazali su da je kriva brahistohrona, a Hajgens (1673) je
pruºio dokaz da njene osobine tautohronizma mogu biti primenjene na klatno".

Iako pasus iznad, objavljen 1925. godine, i dalje prezentuje ta£an sled doga�aja u istoriji prou£avanja
cikloide, jo² nekolicina poznatih imena i interesantnih detalja moºe se dodati na listu. Iako su stari Grci bili
svesni sli£ne pojave kotrljanja koju su nazivali "dvostrukim kretanjem", ipak ne postoji dokaz da su znali,
niti prou£avali, cikloidu. Za Kuzanskog je re£eno da je otkrio krivu u pismu Dºona Volisa 1679. Me�utim,
mnogo nau£nika, uklju£uju¢i Kantora, nisu prona²li dokaz tog otkri¢a, ostaviv²i pravog pronalaza£a krive
izgubljenog negde u istoriji. Francuski matemati£ar �arls de Bovelj prou£avao je krivu, ali pogre²no tvrdio
da je ona samo deo ve¢eg kruga, sa polupre£nikom duºine pet £etvrtina duºine polupre£nika generi²u¢eg
kruga.

Ovo nas dovodi do Galilea, koji je, prema Kantorovom mi²ljenju, popularizovao krivu i dao joj ime.
Jedan od njegovih u£enika napisao je da je on bio prvi koji je poku²ao da izvr²i kvadraturu cikloide u
1599. Pojam "kvadratura �gure" predstavlja konstrukciju kvadrata koji ima istu povr²inu kao data �gura.
Kvadratura kruga je jedan od anti£kih problema matematike, i odavno je dokazano da je nemogu¢a. Da bi
izra£unao povr²inu �gure izme�u luka jednog svoda cikloide i prave linije po kojoj se kotrlja krug, Galileo
je izrezao komad metala u obliku pomenute �gure i uporedio njegovu teºinu sa teºinom komada metala
izrezanog u obliku generi²u¢eg kruga odgovaraju¢e cikloide. Svi poku²aji eksperimenta rezultirali su skoro
istim odnosom, 3 prema 1, pre nego ²to je Galileo odustao od prou£avanja veruju¢i (pogre²no) da traºeni
odnos mora biti iracionalan broj. Setimo se da smo u prethodnom delu ovog rada dokazali da je povr²ina
pomenute �gure zaista tri puta ve¢a od povr²ine generi²u¢eg kruga (Teorema 1). O²trouman prilaz problemu
� kori²¢enje teºine za odre�ivanje povr²ine empirijski, i dalje je pe£at koji opisuje Galileov pristup nauci.
Mersenu, koji se tako�e ponekad naziva pronalaza£em cikloide, zapravo se moºe pripisati samo £injenica da
je bio prvi koji je pruºio preciznu matemati£ku de�niciju krive. Ipak, Mersen je bio taj koji je prezentovao
problem kvadrature ciklode i konstrukcije tangente u ta£ki na krivoj, trojici veoma zna£ajnih matemati£ara:
Robervalu, Dekartu i Fermau. Iako su svi oni odgovorili sopstvenim konstrukcijama, samo je Roberval bio
taj koji je uspeo da savlada problem izra£unavanja povr²ine, pomo¢u novog na£ina izra£unavanja povr²ine
ispod krivih, otkrivenog od strane Galileovog studenta. Ime tog studenta bilo je Bonaventura Kavalijeri, koji
je poznat kao otac Kavalijerijevog principa.
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2.2 Problem brahistohrone

Problem brahistohrone (na gr£kom "najkra¢i" - "βράχιστoζ" i "vreme" - "χρóυoζ") de�ni²e se na slede¢i
na£in: "Kojom krivom treba da se kre¢e telo od vi²e do niºe ta£ke, u gravitacionom polju, tako da put pre�e
za najkra¢e vreme?"
Godine 1696. Johan Bernuli postavio je izazov matemati£koj zajednici problemom brahistohrone. Re²enje
su pruºili on, njegov stariji brat Jakob, Lajbnic, Njutn, Lopital i Erenfrid Valter fon �irnhaus.
Vreme t potrebno telu da stigne od ta£ke P1 do ta£ke P2 dato je integralom:

t =

∫ P2

P1

ds

v
,

gde je ds rastojanje izme�u datih ta£aka a v brzina kretanja tela.
Brzina u bilo kojoj ta£ki dobija se jednostavnom primenom zakona o£uvanja energije koji izjedna£ava
kineti£ku sa gravitacionom potencijalnom energijom:

1

2
mv2 = mgh,

²to daje:
v =

√
2gh,

gde je h razlika visina tela u po£etnoj i krajnjoj ta£ki. Dakle, brzina na kraju ne zavisi od krive kojom se telo
spu²ta (ve¢ samo od visine), ali vreme zavisi, pa se moºe re¢i da je to sluºilo kao inspiracija za postavljanje
problema brahistohrone.
Zamenjuju¢i ovo u odgovaraju¢u podintegralnu funkciju, zajedno sa jednako²¢u:

ds =

√
dx2 + dy2 =

√
1 + y′2dx,

dolazi se do:

t =

∫ P2

P1

ds

v
=

∫ P2

P1

√
1 + y′2√

2gy
dx =

∫ P2

P1

√
1 + y′2

2gy
dx.

Uvedimo oznaku:

f =

√
1 + y′2

2gy
.

Kori²¢enjem varijacionog ra£una (koji se javio ba² u vreme kada je problem brahistohrone bio aktuelan i koji
je bio jedan od na£ina za njegovo re²avanje), to jest jedna£ine Ojler-Lagranºa, dobijamo:

∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂y′

)
= 0,

a kako se u funkciji f(y, y′) ne pojavljuje eksplicitno x, sledi da je
∂f

∂x
= 0, i moºemo da upotrebimo

Beltramijevu jednakost:

f − y′
(
∂f

∂y′

)
= C,

gde je C konstanta. Kako je:
∂f

∂y′
=

y′√
1 + y′2

√
2gy

,
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imamo da je:

f − y′
(
∂f

∂y′

)
=

√
1 + y′2

2gy
− y′

2√
1 + y′2

√
2gy

=
1 + y′

2√
1 + y′2

√
2gy
− y′

2√
1 + y′2

√
2gy

=
1√

1 + y′2
√

2gy
.

Primenjuju¢i Beltramijevu jednakost, dobijamo:

1√
1 + y′2

√
2gy

= C,

²to nakon kvadriranja i sre�ivanja postaje:

y
(

1 + y′
2
)

=
1

2gC2
= k2,

gde je je k2 nova pozitivna konstanta. Re²enje diferencijalne jedna£ine:

y

(
1 +

(
dy

dx

)2
)

= k2,

dato je sa:

x (t) =
1

2
k2 (t− sin t) ,

y (t) =
1

2
k2 (1− cos t) ,

²to zapravo predstavlja parametarsku jedna£inu cikloide, gde je krug koji se kotrlja polupre£nika
1

2
k2.

Na slici 27 prikazana su tri tela koja po£inju spu²tanje iz vi²e ta£ke niz tri razli£ita puta, a do niºe ta£ke
najbrºe stiºe telo koje se kre¢e po cikloidi.
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Slika 27: Problem brahistohrone
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2.3 Problem tautohrone

Problem tautohrone (na gr£kom "jednako" - "ταύτ ó" i "vreme" - "χρóυoζ") de�ni²e se na slede¢i na£in:
"Kojom krivom treba da se kre¢e telo od vi²e do njene najniºe ta£ke, u gravitacionom polju, tako da je vreme
potrebno da pre�e ovaj put nezavisno od poloºaja vi²e ta£ke?" Traºena kriva je cikloida.
Re²enje problema tautohrone otkrio je 1659. Hajgens i objavio geometrijski dokaz u svojoj knjizi Horologium
oscillatorium 1673. Hajgens je pronalaza£ £asovnika sa klatnom, iako je bio svestan teorijske mane takvog
£asovnika. Naime, on je kontruisao prvi ovakav £asovnik sa spravom koja je osiguravala da klatno bude
tautohrono tako ²to je £inila da osciluje kre¢u¢i se po cikloidi. Naºalost, frikcija duº svodova uzrokuje gre²ku
koja ne moºe biti otklonjena cikloidnom putanjom.
Neka je data parametarska jedna£ina cikloide:

α (t) = (r (t− sin t) , r (1− cos t)) .

Sli£no kao u prethodnom poglavlju, zaklju£ujemo da je vreme t potrebno telu da stigne od najvi²e do najniºe
ta£ke cikloide dato integralom:

t =

∫ π

0

√
dx2 + dy2

2gy
,

pa ako zamenimo:
x′2 (t) + y′2 (t) = 2r2 (1− cos t) ,

dobijamo:

t =

∫ π

0

√
2r2 (1− cos t)

2rg (1− cos t)
dt =

√
r

g
π.

Zatim, da bismo izra£unali vreme t1 potrebno telu da stigne od ta£ke (x0, y0) do najniºe ta£ke cikloide,
koristimo:

v =
ds

dt
=
√

2g(y − y0).

Zato je:

t1 =

∫ π

t0

√
2r2 (1− cos t)

2rg (cos t0 − cos t)
dt.

Koriste¢i trigonometrijske formule dobijamo:

1− cos t = 2 sin2 t

2
,

cos t0 − cos t = 2 cos2
t0
2
− 1−

(
2 cos2

t

2
− 1

)
= 2

(
cos2

t0
2
− cos2

t

2

)
,

pa je:

t1 =

√
r

g

∫ π

t0

sin t
2√

cos2 t02 − cos2 t
2

dt.

Ako uvedemo smenu:

u =
cos t2
cos t02

,
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du = −1

2

sin t
2

cos t02
dt,

prethodni integral postaje:

t1 = 2

√
r

g

∫ 1

0

1√
1− u2

du = 2

√
r

g
arcsinu

∣∣∣∣1
0

=

√
r

g
π,

pa je t = t1.
Na Slici 28 prikazana su £etiri tela koja po£inju spu²tanje niz cikloidu iz razli£itih poloºaja, a stiºu do njene
najniºe ta£ke u isto vreme.

Slika 28: Problem tautohrone
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3 Krive nastale kotrljanjem poligona

3.1 Klasi�kacija

Kotrljanje n-tougla7 po pravoj liniji £ine njegove rotacije u pozitivnom smeru (ili negativnom) oko svakog
njegovog temena redom tako da je smer obilaºenja temena negativan (ili pozitivan), po£ev od temena koje
sadrºi data prava linija, za spolja²nji ugao kod temena koje je trenutno centar rotacije.

Kotrljanje pravilnog n-tougla oko pravilnog m-tougla, £ije su duºine stranica iste, sa spolja²nje strane,
£ine rotacije n-tougla u pozitivnom smeru (ili negativnom) oko svakog njegovog temena redom tako da je smer
obilaºenja temena negativan (ili pozitivan), po£ev od jednog zajedni£kog temena, za ugao koji predstavlja
zbir spolja²njeg ugla n-tougla i spolja²njeg ugla m-tougla.

Kotrljanje pravilnog n-tougla oko pravilnog m-tougla, £ije su duºine stranica iste, sa unutra²nje strane,
£ine rotacije n-tougla u pozitivnom smeru (ili negativnom) oko svakog njegovog temena redom tako da je smer
obilaºenja temena negativan (ili pozitivan), po£ev od jednog zajedni£kog temena, za ugao koji predstavlja
razliku spolja²njeg ugla n-tougla i spolja²njeg ugla m-tougla.

Po£etni poloºaj n-tougla je takav da sa m-touglom gradi zajedni£ku stranicu. U slu£aju kada se kotrljanje
vr²i sa spolja²nje strane, po£etni poloºaj n-tougla je takav da mu je presek sa m-touglom samo ta zajedni£ka
stranica. U slu£aju kada se kotrljanje vr²i sa unutra²nje strane, po£etni poloºaj n-tougla je takav da je presek
n-tougla i m-tougla n-tougao.

De�nicija 4. Trohogon je kriva koju opisuje �ksirana ta£ka pravilnog n-tougla, 8 koji se kotrlja po pravoj

liniji. Ako je ta �ksirana ta£ka:

• teme n-tougla, trohogon se naziva ciklogon;

• unutar n-tougla, trohogon se naziva skra¢eni ciklogon;

• izvan n-tougla, trohogon se naziva produºeni ciklogon.

Slika 29: Tri trohogona koja opisuju tri �ksirane ta£ke n-tougla9

7Pojam n-tougao nadalje ¢e se odnositi na konveksan poligon sa n temena.
8Pod �ksiranom ta£kom n-tougla podrazumeva se �ksirana ta£ka ravni n-tougla; preciznije, data ta£ka moºe se nalaziti

unutar n-tougla, izvan n-tougla ili se poklapati sa temenom n-tougla.
9Ta£ka unutar n-tougla opisuje skra¢eni ciklogon, ta£ka izvan n-tougla opisuje produºeni ciklogon, a teme n-tougla opisuje
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De�nicija 5. Epitrohogon je kriva koju opisuje �ksirana ta£ka pravilnog n-tougla koji se kotrlja oko

pravilnog m-tougla sa spolja²nje strane, uz uslov da su duºine stranica n-tougla i m-tougla jednake. Ako

je ta �ksirana ta£ka:

• teme n-tougla, epitrohogon se naziva epiciklogon;

• unutar n-tougla, epitrohogon se naziva skra¢eni epiciklogon;

• izvan n-tougla, epitrohogon se naziva produºeni epiciklogon.

Slika 30: Tri epitrohogona koja opisuju tri �ksirane ta£ke n-tougla10

ciklogon.
10Ta£ka unutar n-tougla opisuje skra¢eni epiciklogon, ta£ka izvan n-tougla opisuje produºeni epiciklogon, a teme n-tougla

opisuje epiciklogon.
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De�nicija 6. Hipotrohogon je kriva koju opisuje �ksirana ta£ka pravilnog n-tougla koji se kotrlja oko

pravilnog m-tougla sa unutra²nje strane, uz uslov da su duºine stranica n-tougla i m-tougla jednake. Ako je

ta �ksirana ta£ka:

• teme n-tougla, hipotrohogon se naziva hipociklogon;

• unutar n-tougla, hipotrohogon se naziva skra¢eni hipociklogon;

• izvan n-tougla, hipotrohogon se naziva produºeni hipociklogon.

Slika 31: Tri hipotrohogona koja opisuju tri �ksirane ta£ke n-tougla11

U svakom od ovih slu£ajeva �ksirana ta£ka nakon jednog obrtaja n-tougla opi²e jedan svod krive koja se
sastoji iz n kruºnih lukova, koja se, daljim kotrljanjem, nastavlja periodi£no.

11Ta£ka unutar n-tougla opisuje skra¢eni hipociklogon, ta£ka izvan n-tougla opisuje produºeni hipociklogon, a teme n-tougla
opisuje hipociklogon.
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3.2 Kotrljanje nepravilnog poligona po pravoj liniji

Neka je dat konveksan n-tougao (ne striktno pravilan) koji se kotrlja po pravoj liniji. Posmatrajmo, na
primer, £etvorougao prikazan na Slici 32, koji poseduje sve osobine nepravilnog n-tougla. U ovom slu£aju,
ta£ka z koja opisuje trohogon nalazi se unutar £etvorougla, i tokom jednog njegovog obrtaja, opi²e 4 kruºna
luka - jedan svod trohogona. Figura izme�u jednog svoda trohogona i prave linije po kojoj se kotrlja £etvo-
rougao sastoji se iz 4 kruºna ise£ka i skupa od 5 trouglova koji predstavljaju disekciju £etvorougla.

Slika 32: Kotrljanje nepravilnog £etvorougla po pravoj liniji

Dakle, u uop²tenom slu£aju, nakon ²to n-tougao izvr²i jedan obrtaj po pravoj liniji, �gura izme�u jednog
svoda trohogona i prave linije po kojoj se kotrlja n-tougao sastoji se iz n kruºnih ise£aka i skupa od n + 1
trouglova koji predstavljaju disekciju n-tougla. Zato je povr²ina P ove �gure jednaka zbiru povr²ina n kruºnih
ise£aka i povr²ine N n-tougla.

Neka su r1, ..., rn polupre£nici, a α1, ..., αn uglovi odgovaraju¢ih ise£aka. k-ti kruºni ise£ak ima povr²inu
1

2
αkr

2
k, 1 ≤ k ≤ n. Sledi da je:

P = N +
1

2

n∑
k=1

αkr
2
k.

Duºina luka L jednog svoda trohogona jednaka je zbiru duºina n kruºnih lukova. Duºina k-tog kruºnog luka
jednaka je αkrk, 1 ≤ k ≤ n. Odatle je:

L =

n∑
k=1

αkrk.

Primetimo da je rk rastojanje izmedju z i k-tog temena n-tougla, a αk spolja²nji ugao n-tougla kod k-tog
temena.

Ove dve sume ne mogu se dalje uprostiti dok ne bude pristupa£no vi²e informacija o pomenutim uglovima
i polupre£nicima. Zato ¢emo se nadalje baviti samo slu£ajevima u kojima u£estvuju pravilni poligoni. Sada
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¢emo napraviti blagu digresiju da bismo dokazali tvr�enja koja ¢e nam tako�e pomo¢i da bliºe odredimo ove
izraze.

3.3 Suma kvadrata rastojanja

Kriva koju opisuje ta£ka koja se kre¢e u ravni tako da je zbir njenih rastojanja od dve �ksirane ta£ke te
ravni konstantan, jeste elipsa £ije su ºiºe pomenute �ksirane ta£ke.

Koju krivu opisuje ta£ka koja se kre¢e u ravni tako da je zbir kvadrata njenih rastojanja od dve �ksirane
ta£ke te ravni konstantan? Jednostavnim ra£unom moºe se do¢i do odgovora da opisuje kruºnicu £iji se
centar nalazi na polovini duºi odre�ene tim dvema �ksiranim ta£kama.

Kada postavimo isto pitanje za n �ksiranih ta£aka u ravni, dolazimo do iznena�uju¢eg rezultata.

Teorema 5. Ta£ka koja se kre¢e u ravni tako da je zbir kvadrata njenih rastojanja od n �ksiranih ta£aka te

ravni konstantan opisuje kruºnicu £iji je centar teºi²te tih �ksiranih ta£aka.

Dokaz. Neka je dato n proizvoljnih ta£aka ravni, i neka je T njihovo teºi²te. Ako postavimo T tako da
bude koordinatni po£etak kompleksne ravni, i ozna£imo n ta£aka kompleksnim brojevima z1,..., zn, onda po
formuli za teºi²te:

T =
1

n

n∑
k=1

zk,

i dobijamo:
n∑
k=1

zk = 0.

Neka je z proizvoljna ta£ka te ravni. Suma kvadrata njenih rastojanja od ta£aka z1,..., zn data je sa:

n∑
k=1

|z − zk|2 .

k-ti £lan ove sume je:
|z − zk|2 = (z − zk) (z − zk) = |z|2 + |zk|2 − zzk − zzk,

pa sumiranjem i kori²¢enjem £injenice da je
n∑
k=1

zk = 0, dobijamo:

n∑
k=1

|z − zk|2 = n |z|2 +

n∑
k=1

|zk|2 − z
n∑
k=1

zk − z
n∑
k=1

zk = n |z|2 +

n∑
k=1

|zk|2 .

Sledi da je suma kvadrata rastojanja ta£ke z od ta£aka z1,..., zn konstantna ako i samo ako je n |z|2+

n∑
k=1

|zk|2

konstanta. Skup svih z koji to zadovoljavaju je kruºnica £iji je centar T (uz pretpostavku da su prazan skup
i jedna ta£ka degenerisani slu£ajevi kruºnice).
Primetimo da, specijalno, ako se z1,..., zn nalaze na kruºnici polupre£nika r £iji je centar njihovo teºi²te T ,
poslednja jednakost daje nam:

n∑
k=1

|z − zk|2 = n
(
|z|2 + r2

)
,
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a obratimo paºnju da ovo naravno vaºi i kada su, specijalno, z1,..., zn temena pravilnog n-tougla.
Ako se jo² i z nalazi na toj kruºnici, dobijamo:

n∑
k=1

|z − zk|2 = 2nr2,

²to predstavlja uop²tenje Pitagorine teoreme, koja je specijalan slu£aj za n = 2.
Jedan interesantan specijalan slu£aj de²ava se kada je z jedno od temena z1,..., zn. Tada jedan £lan poslednje
sume nestaje i usvaja se slede¢e:

Teorema 6. Suma kvadrata duºina n − 1 duºi koje spajaju jedno teme pravilnog n-tougla sa ostalih n − 1
temena jednaka je 2nr2, gde je r polupre£nik opisanog kruga oko tog n-tougla.

3.4 Povr²ina

3.4.1 Povr²ina trohogona

Teorema 7. Povr²ina �gure izme�u jednog svoda trohogona i prave linije po kojoj se kotrlja n-tougao, jednaka
je:

P = N +K +Kz,

gde je N povr²ina n-tougla, K povr²ina kruga opisanog oko n-tougla, a Kz povr²ina kruga £iji je polupre£nik

rastojanje od centra n-tougla do ta£ke z koja opisuje datu krivu.

Dokaz. Ozna£imo temena n-tougla sa z1, ..., zn i neka vaºe oznake iz dela 3.2. Podsetimo se, u tom delu
utvrdili smo da je:

P = N +
1

2

n∑
k=1

αkr
2
k,

a na kraju tog dela zaklju£ili smo da je rk rastojanje izme�u z i zk, to jest:

rk = |z − zk| ,

pa zamenjuju¢i to u jednakost
n∑
k=1

|z − zk|2 = n
(
|z|2 + r2

)
dobijenu u delu 3.3, gde je sa r obeleºen

polupre£nik kruga opisanog oko n-tougla, dobijamo:

n∑
k=1

r2k = n
(
|z|2 + r2

)
.

Na kraju dela 3.2 zaklju£ili smo i da je αk spolja²nji ugao n-tougla kod temena zk. S obzirom da je sada u

pitanju pravilan n-tougao, £iji je spolja²nji ugao jednak
2π

n
, dobijamo:

αk =
2π

n
.

Kona£no, formula za P postaje:

P = N +
1

2

n∑
k=1

αkr
2
k = N +

1

2

2π

n
n
(
|z|2 + r2

)
= N + πr2 + π |z|2 = N +K +Kz,

47



gde smo sa K obeleºili povr²inu kruga opisanog oko n-tougla, a sa Kz povr²inu kruga £iji je polupre£nik
rastojanje od centra n-tougla do ta£ke z. Dobili smo elegantan rezultat:

P = N +K +Kz.

Naravno, kada je ta£ka z teme n-tougla, trohogon je ciklogon, K = Kz, i formula postaje:

P = N + 2K.

U grani£nom slu£aju, kada n → ∞, n-tougao se izjedna£ava sa krugom koji ga opisuje, trohogon postaje
trohoida, N = K i kada uvrstimo tu jednakost u formulu P = N+K+Kz, dobijamo povr²inu izme�u jednog
svoda trohoide i odgovaraju¢e prave linije:

P = 2K +Kz,

a ako je uz to jo² i ta£ka z teme n-tougla, trohoida postaje cikloida, i dobijamo dobro poznati rezultat:

P = 3K.

Setimo se da smo u prvoj glavi izra£unali kori²¢enjem integrala da je povr²ina �gure koja je ograni£ena lukom
jednog svoda cikloide i pravom linijom po kojoj se kotrlja krug, tri puta ve¢a od povr²ine kruga (Teorema 1).
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3.4.2 Povr²ina epitrohogona i hipotrohogona

Sada ¢emo formulu prethodne teoreme dedukovati kao grani£ni slu£aj slede¢eg rezultata.

Teorema 8. Povr²ina �gure izme�u jednog svoda epitrohogona ili hipotrohogona i odgovaraju¢eg dela �ksi-

ranog m-tougla jednaka je:

P = N +
(

1± n

m

)
(K +Kz) ,

gde je N povr²ina pokretnog n-tougla, K povr²ina kruga opisanog oko n-tougla, a Kz povr²ina kruga £iji

je polupre£nik rastojanje od centra n-tougla do ta£ke z koja opisuje datu krivu, pri £emu se koristi + za

epitrohogon i − za hipotrohogon.

Dokaz. Ozna£imo temena n-tougla sa z1, ..., zn, njegovu povr²inu sa N i njegovu �ksiranu ta£ku koja
opisuje epitrohogon ili hipotrohogon sa z. Neka je P povr²ina �gure izme�u jednog svoda epitrohogona ili
hipotrohogona koji nastaje kotrljanjem n-tougla i odgovaraju¢eg dela �ksiranog m-tougla.

Slika 33: Epitrohogon za n = 4 i m = 24

Posmatrajmo prvo epitrohogon dobijen za vrednosti, na primer, n = 4, m = 24 (Slika 33) i neka je
ta£ka z koja ga opisuje unutar pravilnog £etvorougla (kvadrata). Ovaj epitrohogon poseduje sve osobine
jednog epitrohogona koji opisuje �ksirana ta£ka pravilnog n-tougla koji se kotrlja oko pravilnog m-tougla sa
spolja²nje strane, uz uslov da su duºine stranica n-tougla i m-tougla jednake. Figura izme�u jednog svoda
epitrohogona i m-tougla sastoji se iz 4 kruºna ise£ka i 5 trouglova, koji predstavljaju disekciju kvadrata. Zato
je P jednaka zbiru povr²ine kvadrata i povr²ina 4 kruºna ise£ka.
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Dakle, u uop²tenom slu£aju, sledi da je povr²ina P jednaka zbiru povr²ina n kruºnih ise£aka i povr²ine

N n-tougla. k-ti kruºni ise£ak ima povr²inu
1

2
αr2k, gde su r1,..., rn polupre£nici, a α ugao odgovaraju¢ih

ise£aka, pa je:

P = N +
1

2

n∑
k=1

αr2k.

Primetimo da je i sada rk rastojanje izmedju z i k-tog temena n-tougla, a α zbir spolja²njeg ugla n-tougla

(koji je jednak
2π

n
, jer je n-tougao pravilan) i spolja²njeg ugla m-tougla (koji je jednak

2π

m
, jer je m-tougao

pravilan), ta£nije:

α =
2π

n
+

2π

m
= 2

π

n

(
1 +

n

m

)
.

Sledi da je:

P = N +
(

1 +
n

m

) π
n

n∑
k=1

r2k.

Sli£no kao u prethodnom poglavlju, imamo:

π

n

n∑
k=1

r2k = πr2 + π |z|2 = K +Kz,

gde smo sa K obeleºili povr²inu kruga opisanog oko n-tougla, a sa Kz povr²inu kruga £iji je polupre£nik
rastojanje od centra n-tougla do ta£ke z. Sada dobijamo formulu:

P = N +
(

1 +
n

m

)
(K +Kz) .
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Slika 34: Hipotrohogon za n = 4 i m = 24

Sli£nim postupkom dobija se formula za hipotrohogon (Slika 34), s tim da je u tom slu£aju:

α =
2π

n
− 2π

m
= 2

π

n

(
1− n

m

)
,

pa je zato:
P = N +

(
1− n

m

)
(K +Kz) ,

²to se moºe zapisati kao:
P = N +

(
1± n

m

)
(K +Kz) ,

pri £emu se koristi + za epitrohogon i − za hipotrohogon. Kona£no, kada m→∞, pravilan m-tougao postaje
prava linija, dobijamo ve¢ izvedenu formulu iz Teoreme 7:

P = N +K +Kz.

Naravno, kada je ta£ka z teme n-tougla, epitrohogon je epiciklogon ili hipotrohogon je hipociklogon, K = Kz,
i formula P = N +

(
1± n

m

)
(K +Kz) postaje:

P = N + 2K
(

1± n

m

)
.
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U grani£nom slu£aju, kada n→∞ i m→∞ tako da njihov odnos
n

m
→ r

r1
, dobijamo:

P = K +

(
1± r

r1

)
(K +Kz) ,

²to je povr²ina �gure izme�u jednog svoda epitrohoide ili hipotrohoide i odgovaraju¢eg dela �ksiranog kruga,
gde je r polupre£nik pokretnog, a r1 polupre£nik �ksiranog kruga, pri £emu se koristi + za epitrohoidu i −
za hipotrohoidu.
Ako je uz to jo² i ta£ka z teme n-tougla, epitrohoida postaje epicikloida ili hipotrohoida postaje hipocikloida,
pa imamo:

P =

(
3± 2r

r1

)
K,

²to je povr²ina �gure izme�u jednog svoda epicikloide ili hipocikloide i odgovaraju¢eg dela �ksiranog kruga,
gde je r polupre£nik pokretnog, a r1 polupre£nik �ksiranog kruga, pri £emu se koristi + za epicikloidu i −
za hipocikloidu.
Neka je B deo epicikloide ispod jednog njenog svoda, a C deo hipocikloide ispod jednog njenog svoda 12 i
neka je I kruºni ise£ak �ksiranog kruga epicikloide ili hipocikloide odre�en jednim njenim svodom (Slika 35).

Slika 35: Epicikloida i hipocikloida za q = 8

Prime¢ujemo da vaºi:
B = I + P i C = I − P.

Izra£unajmo vrednost izraza I ± P . Ise£ak I ima polupre£nik r1 i centralni ugao 2
r

r1
π, pa on ima povr²inu

rr1π.

I ± P = rr1π ±
(

3± 2r

r1

)
K = rr1π ±

(
3± 2r

r1

)
r2π =

r

r1
(r1 ± r) (r1 ± 2r)π,

a to je povr²ina dela B epicikloide ili dela C hipocikloide ispod jednog njenog svoda, ²to smo izra£unali u
dokazima Teorema 3 i 4, pri £emu se koristi + za epicikloidu i − za hipocikloidu.

12U dokazima Teorema 3 i 4 bliºe je obja²njeno ²ta ta£no ograni£ava ove delove.

52



3.5 Duºina luka i povr²ina

Naºalost, ne postoji podatak koji bi na sli£an na£in u£inio da uprostimo izraze za duºinu luka jednog
svoda trohogona, epitrohogona i hipotrohogona i time dobijemo formule analogne prethodnima za povr²inu.
To i nije za£u�uju¢e ako uzmemo u obzir £injenicu da je obi£no ra£unanje duºine luka krivih komplikovanije
od ra£unanja povr²ina. Na primer, povr²ina elipse moºe se lako izra£unati sa ili bez diferencijalnog ra£una,
ali ra£unanje duºine luka elipse iziskuje elipti£ke integrale. U narednom delu izra£una¢emo duºinu luka
ciklogona, epiciklogona i hipociklogona. Sada ¢emo opet napraviti blagu digresiju da bismo dokazali tvr�enja
koja ¢e nam tako�e pomo¢i da bliºe odredimo ovaj izraz.

3.6 Suma rastojanja

Ovde ¢emo izra£unati sumu rastojanja r1,..., rn−1 jednog temena pravilnog n-tougla od ostalih n − 1
temena.

Slika 36: Pravilni petougao i ²estougao

Kada je n neparan broj, duºi r1,..., rn−1
2

i rn−1,..., rn+1
2

postavljene su simetri£no u odnosu na pre£nik
p; kada je n paran broj, duºi r1,..., rn

2−1 i rn−1,..., rn
2 +1 postavljene su simetri£no u odnosu na pre£nik rn

2
,

²to je ilustrovano primerom za n = 5 i n = 6 na Slici 36. Svaka duº rk sa pre£nikom p odre�uje pravougli
trougao upisan u krug koji opisuje n-tougao. Jedan od o²trih uglova tog pravouglog trougla jednak je:

kβ =
kπ

n
,

pri £emu je β ugao izme�u stranice n-tougla i tangente njegovog opisanog kruga u jednoj od krajnjih ta£aka
te stranice, pa je zato:

sin
kπ

n
=
rk
p
.
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Znamo da je suma prvih n £lanova geometrijskog niza z, z2, z3, ... jednaka:

n∑
k=1

zk = z
zn − 1

z − 1
,

za svaki kompleksan broj z 6= 1. Kada ovde zamenimo z = e2xi, dobijamo:

n∑
k=1

e2kxi = e2xi
e2nxi − 1

e2xi − 1
= e2xi

enxi
(
enxi − e−nxi

)
exi (exi − e−xi)

= e(n+1)xi sin (nx)

sinx
.

Kada izjedna£imo imaginarne delove leve i desne strane ove jednakosti dobijamo trigonometrijski identitet
koji tvrdi da za svaki realan broj x, koji nije celobrojan umnoºak broja π, vaºi:

n∑
k=1

sin (2kx) =
sin (n+ 1)x sinnx

sinx
.

Za x =
π

2n
, £lan za k = n nestaje i dobijamo:

n−1∑
k=1

sin
kπ

n
=

sin
(
π
2n + π

2

)
sin π

2

sin π
2n

= cot
π

2n
.

Zbog toga je i:
1

p

n−1∑
k=1

rk = cot
π

2n
,

i kona£no:
n−1∑
k=1

rk = p cot
π

2n
= 2r cot

π

2n
.
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3.7 Duºina luka

3.7.1 Duºina luka ciklogona

Teorema 9. Duºina luka jednog svoda ciklogona nastalog kotrljanjem n-tougla po pravoj liniji jednaka je:

L = 8r
( π

2n
cot

π

2n

)
,

gde je r polupre£nik kruga opisanog oko n-tougla.

Dokaz. Neka vaºe oznake iz dela 3.2. Podsetimo se, u tom delu utvrdili smo da je:

L =

n∑
k=1

αkrk,

a na kraju tog dela zaklju£ili smo da je rk rastojanje izmedju z i k-tog temena n-tougla, pa kako u slu£aju ciklo-
gona z predstavlja jedno od temena n-tougla, moºemo iskoristiti poslednju jednakost prethodnog poglavlja
za sumu rastojanja. Uz to imamo i £injenicu da je u pitanju pravilan n-tougao, njegov spolja²nji ugao je:

αk =
2π

n
.

Zbog toga, formula za L postaje:

L =
2π

n

n∑
k=1

rk =
2π

n
2r cot

π

2n
= 8r

( π
2n

cot
π

2n

)
.

U grani£nom slu£aju, kada n→∞, L→ 8r jer je:

lim
n→∞

π

2n
cot

π

2n
= 1,

a setimo se da smo dokazali da je duºina jednog svoda cikloide ba² 8r (Teorema 1).
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3.7.2 Duºina luka epiciklogona i hipociklogona

Teorema 10. Duºina luka jednog svoda epiciklogona ili hipociklogona nastalog kotrljanjem n-tougla oko m-

tougla, jednaka je:

L =
(

1± n

m

)
L0,

gde je L0 duºina luka jednog svoda ciklogona nastalog kotrljanjem n-tougla po pravoj liniji, pri £emu se koristi

+ za epiciklogon i − za hipociklogon.

Dokaz. Neka vaºe oznake iz dela 3.4.2. Duºina luka L jednog svoda epiciklogona ili hipociklogona jednaka
je zbiru duºina n kruºnih lukova:

L =

n∑
k=1

αrk.

U delu 3.4.2 utvrdili smo i da je:
α = 2

π

n

(
1± n

m

)
,

pri £emu se koristi + za epiciklogon i − za hipociklogon. Na sli£an na£in kao u prethodnom poglavlju,
moºemo uprostiti sumu rastojanja, pa dobijamo:

L = 2
π

n

(
1± n

m

) n∑
k=1

rk = 2
π

n

(
1± n

m

)
2r cot

π

2n
=
(

1± n

m

)
8r
( π

2n
cot

π

2n

)
,

a ako sa L0 obeleºimo duºinu luka jednog svoda ciklogona koji nastaje kotrljanjem n-tougla, to jest:

L0 = 8r
( π

2n
cot

π

2n

)
,

dobijamo:
L =

(
1± n

m

)
L0,

pri £emu se koristi + za epiciklogon i − za hipociklogon. Primetimo i da, kada n → ∞ i m → ∞ tako da
njihov odnos

n

m
→ r

r1
, dobijamo:

L =

(
1± r

r1

)
8r,

a to je upravo duºina luka jednog svoda b epicikloide ili jednog svoda c hipocikloide, ²to smo izra£unali u
dokazima Teorema 3 i 4, pri £emu se koristi + za epicikloidu i − za hipocikloidu.
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3.8 Klasi£ni primeri i grani£ni slu£ajevi

Napomenuli smo ranije da su neke epicikloide i hipocikloide dobile imena na osnovu razli£itih objekata
na koje podse¢aju svojim oblikom. Nazivi klasi£nih epiciklogona i hipociklogona odgovaraju nazivima odgo-
varaju¢ih epicikloida i hipocikloida kojima oni teºe u grani£nim slu£ajevima.

Slika 37: Kardiogon i kardioida

Kardiogon je epiciklogon za koji vaºi da je n = m.
Na Slici 37 prikazan je kardiogon za n = 4.
Kada n→∞ i m→∞ tako da njihov odnos

n

m
→ r

r1
, kardiogon postaje kardioida.

Slika 38: Nefrogon i nefroida

Nefrogon je epiciklogon za koji vaºi da je 2n = m.
Na Slici 38 prikazan je nefrogon za n = 4.
Kada n→∞ i m→∞ tako da njihov odnos

n

m
→ r

r1
, nefrogon postaje nefroida.
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Slika 39: Ranunkulogon i ranunkuloida

Ranunkulogon je epiciklogon za koji vaºi da je 5n = m.
Na Slici 39 prikazan je ranunkulogon za n = 3.
Kada n→∞ i m→∞ tako da njihov odnos

n

m
→ r

r1
, ranunkulogon postaje ranunkuloida.

Slika 40: Deltogon i deltoida

Deltogon je hipociklogon za koji vaºi da je 3n = m.
Na Slici 40 prikazan je deltogon za n = 4.
Kada n→∞ i m→∞ tako da njihov odnos

n

m
→ r

r1
, deltogon postaje deltoida.
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Slika 41: Astrogon i astroida

Astrogon je hipociklogon za koji vaºi da je 4n = m.
Na Slici 41 prikazan je astrogon za n = 3.
Kada n→∞ i m→∞ tako da njihov odnos

n

m
→ r

r1
, astrogon postaje astroida.
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