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UVOD

Istorija zivotnog osiguranja je starija od hriscanstva. Njeni koreni
se nalaze u formiranju klubova za sahranu u drevnom Rimu, koji su
funkcionisali na principima uzajamnosti. Naime, da ne bi bili
sahranjeni u jamama van zidina gradova zvanim putikuli (lat. puticuli,
koje su sadrzale meSavinu ljudskih i Zivotinjskih leSina, dubreta i
ekskreta, Rimljani su se uclanjivali u klubove za sahranu. Nakon smrti

clana kluba, preostali ¢lanovi su placali troSkove sahrane [1].

Iako su rani oblici Zivotnog osiguranja otkriveni u vremenskom
razdoblju pre nove ere, nau¢na osnova osiguranja zivota, koja se
zasniva na teoriji verovatnoce, je postavljena tek primenom prvih tablica
smrtnosti engleskog astronoma Edmunda Haleja (1693) i Bernulijevog

zakona velikih brojeva (1713).

Najranije studije o mortalitetu sadrzale su tablice smrtnosti, koje
su napravili Dzon Grant ili Edmund Halej . Naime, koriste¢i podatke o
smrtnosti u Londonu s pocetka sedamnaestog veka, Grant je
pretpostavio, na primer, da ¢e svako novorodence imati verovatnocu od
40% da ce doziveti Sesnaestu godinu zivota i verovatnocu od 1% da ce
doziveti sedamdeset i Sestu godinu, dok je Edmund Halej koristeci
podatke smrtnosti danasnjeg Vroclaval, istorijske prestonice Sleske, na
kraju sedamnaestog veka konstruisao tablice smrtnosti koje su veoma
slicne danasnjim tablicama [2].

Za zivotna osiguranja koja su specificni oblici Stednje [3], vaznu
ulogu ima verovatnoca prezivljavanja. Cilj ovog master rada je
ocenjivanje verovatnoce prezivljavanja metodama matematicke

statistike.

! raniji naziv za Vroclav bio je Breslau
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U prvom poglavlju rada, pored pojma zivotnog osiguranja,
obradene su osnovne vrste zivotnog osiguranja, prema riziku

obuhvacenom osiguranjem.

Osnovni elementi teorije verovatnoce i matematicke statistike
neophodne za izracunavanje verovatnoce prezivljavanja su objasnjeni u
drugom poglavlju.

U trecem poglavlju, pored opisa kako su nastale prve tablice
smrtnosti, predstavljene su tri hipoteze kojima se pojednostavljuje
reSavanje problema odredivanja raspodele preostalog Zivotnog veka

koriSc¢enjem podataka iz tablica smrtnosti.

U cetvrtom poglavlju, prvo su Leksisovim dijagramom opisani
nekompletni statisticki podaci, koje koristimo za odredivanje
verovatnoce prezivljavanja, a zatim su obradene metode matematicke

statistike za ocenjivanje verovatnoce prezivljavanja.



Ocenjivanje verovatnode prezivljavanja u Zivotnom osiguranju Pavle Relji¢

1. ZIVOTNO OSIGURANJE

1.1 Pojam zivotnog osiguranja

Zivotno osiguranje obuhvata osiguranje Zzivota i osiguranje od

posledica nesrec¢nog slucaja.

Osiguranje zivota se sprovodi zaklju¢ivanjem ugovora po kome se
osigurava¢ obavezuje da ce osiguraniku ili licu koje odredi osiguranik
isplatiti za osiguran slucaj!, ugovorenu osiguranu sumu?, na osnovu
premija3, koju je osiguranik (ugovarac¢ osiguranja) pod ugovorenim
uslovima, platio osiguravacu. Ovakav ugovor osiguranja predstavlja
najraniji tip osiguranja [2]. Danas, medutim, postoji i osiguranje zivota
kao specijalan vid Stednje, poznat kao osiguranje za slucaj dozivljenja,
kada se osigurana suma isplacuje osiguraniku ukoliko on dozivi
ugovorom preciziranu starost. Dok, kombinacijom osiguranja od rizika i
Stednjom u meSovitom ZzZivotnom osiguranju obezbeduju sredstva za
starost, u slucaju dozivljenja ili pak za vanredne izdatke, u slucaju
smrti [3].

Osnovne vrste zivotnog osiguranja, prema riziku obuhvacenim

osiguranjem, su:

e Osiguranje za slucaj smrti:

— osiguranje u slucaju smrti (eng. whole life insurance) — koje
podrazumeva isplatu sume osiguranja korisniku osiguranja
od strane osiguravaca nakon nastupanja smrti osiguranika.
Najredi je oblik zivotnog osiguranja

— privremeno osiguranje (eng. term insurance) - koje
podrazumeva isplatu sume osiguranja od strane

osiguravaca samo ukoliko smrt osiguranika nastupi u
1 dozivljenje ili smrt
2 unapred odreden, najveéi moguci, iznos odsStete osiguranog slucaja

3 cena rizika, koju uplacéuje osiguranik
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predvidenom roku od n godina, navedenom u ugovoru.
Najjednostavniji je oblik Zzivotnog osiguranja.

e Osiguranje za slucaj dozivljenja u trajanju od n godina (eng. pure
endowment) — koje podrazumeva isplatu sume osiguranja
osiguraniku, samo u slucaju kada je osiguranik doziveo odreden
broj n godina, koji je naveden u ugovoru.

e MesSovito osiguranje za slucaj smrti i dozivljenja (eng. endowment)
- koje predstavlja kombinaciju prethodna dva tipa osiguranja.
NajcesSci je oblik zivotnih osiguranja i podrazumeva isplatu sume
osiguranja ukoliko smrt osiguranika nastupi u toku n godina od
sklapanja ugovora (osigurana suma za slucaj smrti). Medutim, u
slucaju da osiguranik dozivi n godina njemu se u tom trenutku

isplacuje suma osiguranja za slucaj dozivljenja.

2 OSNOVNI ELEMENTI VEROVATNOCE I MATEMATICKE
STATISTIKE U ZIVOTNOM OSIGURANJU

U momentu zakljuCivanja polise zivotnog osiguranja, trenutak
smrti osiguranika nije poznat, tako da osiguravac ne zna tacno kada ce
isplatiti osiguranu sumu za slucaj smrti. Da bi procenio vreme u kojem
ce se isplati osigurana suma, osiguravacu su potrebni statisticki
podaci, kao Sto je vreme preostale duzine Zivota, na osnovu kojih se

mogu izracunati verovatnoce prezivljavanja za odredenu starost [2].

2.1 Model preostale duzine zivota kao slucajno promenljive
Ugovorima o osiguranju se smanjuju negativni uticaji nekog
rizicnog dogadaja. Rizicni dogadaji, koji su obuhvaceni ugovorima o

zivotnom osiguranju, zavise od preostale duzine zivota osiguranika.
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Ako posmatramo osobu staru x godina, gde je x >0, onda
preostalu duzinu zZivota osobe, Cija je trenutna starost (x) obelezavamo

sa T(x), tako da je x + T starost osobe u trenutku smrti [4].

U daljem tekstu, preostalu duzinu zivota obelezavacemo sa T

umesto T(x).

Preostala duzina ZzZivota T je neprekidna slucajna veliC¢ina sa

funkcijom raspodele F(t) u tacki t:

F(t)=P(T<t),t>0 (2.1.1)

Za funkciju F(t), odnosno .q,(2.1.3), koja predstavlja verovatnocu
da ce osoba starosti x umreti u narednih t godina, se pretpostavlja da je
poznata i neprekidna. PoSto je preostala duzina zZivota T neprekidna

slucajna veliCina, njena gustina raspodele verovatnoca je:

f(t)dt = P(t <T <t+dt), za beskonac¢no malo dt. (2.1.2)
tqx = F(t), (2.1.3)
dx =P(T <t),t>0 (2.1.4)

Dok je ;p, verovatnoca da ce osoba starosti x doziveti viSe od t

godina, gde je t > 0:

tPx =1 = F(t), (2.1.5)
tPx =P(T=206),t>0 (2.1.6)

Verovatnoca obelezena simbolom .q,, poznata kao verovatnoca

odlozene smrti (eng. deferred mortality probability) [2], je verovatnoca da
ce osoba starosti x preziveti narednih s godina, a potom umreti u

sledecih t godina:

sitdx = P(s <T <s+t) =F(s+t) — F(5) = s4¢qx — sqx (2.1.7)
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Uslovna verovatnoca da osoba starosti x koja je dozivela x +s
godina dozivi joS t godina se obelezava sa p,yss (2.1.8), dok je uslovna
verovatnoca .q,,s verovatnoca da ¢e osoba starosti x umreti u narednih

t godina, s obzirom da je dozivela x+s godina data izrazom (2.1.9).

tpx+s=P(T>S+t|T>S)=%S(:)t) (2.1.8)

E(s+t)-F(s) (2.1.9)

tQxes = P(T<s+t|T>s) = F )

Za t =1, u oznakama py, Gy 1 59, indeks t se obicno izostavlja,

tako da je onda g, verovatnoca umiranja u toku naredne godine, dok je

s|qx Je verovatnoca da Ce osoba umreti u toku naredne godine, nakon

prezivljavanja perioda od s godina.

2.2 Intenzitet smrtnosti

Intenzitet smrtnosti (eng. force of mortality) predstavlja stopu
smrtnosti na godiSnjem nivou [5] i definiSe se za osobu starosti x u

trenutku x +t kao:

d
.“x+t:1]_r(—;)(t)= —%ln[l—F(t)] (2.2.1)

Koriscenjem izraza (2.1.2) i (2.1.4), verovatnocu prezivljavanja u

intervalu izmedu x i x + t, izrazavamo kao:

P(t < T < t+dt) = px Ux+t dt. (2.2.2)

Intenzitet smrtnosti i1 prethodno definisanu verovatnocu
dozivljenja narednih t godina, osobe starosti x godina, povezuje relacija

[4]:

d
Uyt = _Elntpx- (223)
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Integracijom prethodne jednakosti, dobijamo za ¢px:

Dy = e—f(f/.tx.,_sds (224)

2.3 Celobrojni zivotni vek

Celobrojna preostala duzina zivota K = [T] je zaokruzena preostala
duzina zivota osobe starosti (x) (eng. curtate future lifetime). Raspodela

verovatnoce celobrojne vrednosti K, za k = 0,1,2 ... je data sa:

PK=k)=Pk<T<k+1) = Drlrsxr. (2.3.1)

Ocekivana vrednost K, takozvana ocekivana celobrojna duzina

zivota osobe starosti (x) se obelezava sa e,:

ex:ZP(KZk):kax
k=1 k

o0
=1

(2.3.2)

Prethodna formula ima prakticnu upotrebu jer za odredivanje
ocekivane celobrojne duzine zivota e, dovoljno je poznavati samo

raspodelu K.

Druga slucajna velicina S je deo godine tokom kog je osoba

starosti (x) ziva u godini smrti, tako da je:

T=K+S (2.3.3)

Sluc¢ajno veli¢ina S ima neprekidnu raspodelu izmedu O 1i 1.

. .. . - . . 1 .. .
Aproksimacijom njene ocekivane vrednosti sa -, dobijamo i

aproksimaciju za ocekivani zivotni vek é,, koja je prakti¢na za primenu

u praksi:
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1
b=t (2.3.4)

Primer: Koliko iznosi ocekivani zivotni vek osobe stare 36 godina?
[6]

Resenje:

Ako obelezimo sa [, liq1,l42,---,x4n broj clanova populacije

strarosti x,x + 1,x + 2...x + n godina, koriS¢enjem izraza (2.3.4) dobijamo

da je ocekivan zivotni vek:

_ l36+l37+"'+llgg 1

€36 = Lo >

Iz tablica smrtnosti broj osoba starih 36 godina iznosi

l;6 = 81814, dok je zbir l3¢ + l37 + -+ + 1199 iz tablica smrtnosti 2426087.

2426087 1
36 = "g1814 ' 2
é36 = 3015

Ocekivani zivotni vek za osobu staru 36 godina iznosi 30,15

godina.

Ukoliko pretpostavimo da su K i S nezavisne slucajne veliCine,
onda uslovna raspodela slucajne velic¢ine S, za  poznato
K =k, je nezavisna od K:

P(S <ulK = k) = 2tk (2.3.5)
Ux+k

kako ne bi trebalo da zavisi od k, mozemo napisati za k=1,2...,

0 <u <1 1ineku funkciju H(u), sledecu jednakost:

wlx+k = HU) @ik (2'3'6)



Ocenjivanje verovatnode prezivljavanja u Zivotnom osiguranju Pavle Relji¢

U specijalnom slucaju, kada je H(u)=u, aproksimacija za
ocekivani zivotni vek (2.3.4) je tacna.
Takode, ukoliko pretpostavimo da su K i S nezavisne slucajne

veli¢ine, iz (2.3.3) sledi:

DT = DK + DS (2.3.7)

Ako pretpostavimo da S € U(0,1), tada je:

1 (2.3.8)
DT = DK + —
2

Po definiciji, diskretna slucajna velicina S™), za pozitivan ceo broj

m je:

S = Lms + 1] (2.3.9)

Znaci, S™ izvodimo iz S zaokruzivanjem na sledeéi veéi razlomak

od S, koji za imenilac ima m.

’

2
’'m

Kada je 0 < S <1, tada raspodela S uzima vrednosti na %
...1. Iz pretpostavljene nezavisnosti izmedu slucajnih veli¢ina K i S,
proistie i da su slucajne veli¢ine K i S nezavisne. Stavi§e, ako
slucajna velicina § ima ravnomernu raspodelu izmedu 0 i 1, tada

sluéajna veli¢ina S™ ima diskretnu ravnomernu raspodelu [4].

3. TABLICE SMRTNOSTI U ZIVOTNOM OSIGURANJU

Racunarske osnove za izradu premija u zZivotnom osiguranju cCine:
tablice smrtnosti, obracunska kamatna stopa i troSkovi sprovodenja
osiguranja. Koriste¢i tablice smrtnosti, osigurava¢ odreduje velic¢inu
fonda za osiguranje neophodnu za isplate osiguranih suma u odredenim

rokovima [7].
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Tablice smrtnosti su statisticke tabele koje sadrze niz pokazatelja
od kojih je najvazniji verovatnoca prezivljavanja, odnosno kolika je
verovatnoca da osoba koja pripada odredenoj kategoriji nece doziveti
odredenu starost. Kategorije se formiraju na osnovu razlic¢itih

kriterijuma, kao Sto su: pol, vrsta posla, rasa itd.

Postoje dve metode izrade tablica smrtnosti: direktna i indirektna

metoda.

U direktnoj metodi se posmatra odredeni broj novorodenih
(generacija) tokom njihovog zivota kako bi se utvrdilo koliko ih je ostalo
zivih u prvoj godini zivota, zatim u sledecoj, sve do smrti poslednje
osobe iz generacije. Ova metoda je Cesto teSko izvodljiva iz tehnickih
razloga, pa je zato viSe u upotrebi indirektna metoda za formiranje

tablica smrtnosti.

Statisticki podaci u indirektnoj metodi se dobijaju istovremenim
posmatranjem viSe generacija, odnosno grupa lica razliCite starosti,
kako bi se utvrdila verovatnoca prezivljavanja za pojedine klase starosti.
Zatim se, pomocu proizvoljno odabranog velikog broja lica, racunskim
putem odreduje broj zivih za pojedine starosne grupe. Potom, da bismo
po indirektnoj metodi sacinili jednu tablicu smrtnosti za odredene
godine starosti, potrebno je da iz datog statistickog materijala za svaku

godinu starosti izraCunamo verovatnocu prezivljavanja.

Da bi dobijena vrednost verovatnoce prezivljavanja za jednu
grupu starosti od x godina, bila slobodna od individualnih uticaja,
potrebno je posmatrati dovoljno veliku grupu lica odgovarajuce starosti.
Na kraju, potrebno je broj realizovanih smrtnih slucajeva grupe lica iste
starosti u toku jedne posmatrane godine izraziti prema celokupnom

broju lica koja sac¢injavaju grupu [8].

10
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3.1 Tablice smrtnosti Edmunda Haleja

Edmund Halej (1656-1742), izuzetan naucnik, dao je ogroman
doprinos astronomiji, matematici, fizici, i finansijskoj ekonomiji [9].

Za zivotno osiguranje, Halejev fundamentalni doprinos su prve
tablice smrtnosti bazirane na demografskim podacima sadasSnjeg
poljskog grada Vroclava. Naime, krajem sedamnaestog veka, u Vroclavu
vodeni su detaljni zapisi o rodenima, umrlima i starosti ljudi kada su
umrli. Podatke od 1687-1691 godine, Edmund Halej je analizirao i
objavio u Filozofskim transakcijama!. Podaci iz Vroclava su ukazivali da
je populacija Vroclava stacionarna jer je godiSnji broj novorodenih bio
priblizno jednak broju umrlih (razlika izmedu broja rodenih i umrlih
godiSnje je iznosila 64), migracija u grad ili van grada je bila neznatna, a
stope smrtnosti specificne za starost (eng. age specific death rates) bile
su pribliZzno konstantne, za razliku od podataka iz Londona, koje je
koristio Grant, gde je migracija bila veoma izrazena. Nakon nekoliko
zaokruzivanja podataka, Halej je napravio tablicu smrtnosti (Tabela 1)
[9].

Da bismo objasnili podatke iz tabele 1, sa [, ¢emo oznaciti broj
¢lanova populacije starosti x =0,1,2...w dok sa L, = (I, + l,;1)/2 srednji
broj zivih osoba starih izmedu x i x + 1. Analizom podataka, Edmund
Halej je utvrdio da je u Vroclavu bilo pribliZzno oko 34.000 stanovnika.
[ako iz tabele vidimo da je koren 1000, obradom sirovih podataka
dobijen je L, = 1064 jer su [, =1238 i l; =890, Sto ukazuje da je on
zaokruzio broj 1064 na L,_; =1000 za x =1. U svom radu, Edmund
Halej je izveo sedam zapazanja i tabela mu koristila za prikaz primera
neophodnih za obrazlozenje tih zapazanja [9].

1 Halley E. An Estimate of the Degrees of Mortality of Mankind,
Drawn from the Curious Tables of the Births and Funerals at the
City of Breslaw, with an Attempt to Ascertain the Price of Annuities
upon Lives. Philosophical Transactions. 1693. Volumen 17, pp. 596-610

11
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Tabela 1. Tablice smrtnosti Edmunda Haleja

X L1 X L X L1 X Ly
1 1000 23 579 45 397 67 172
2 855 24 573 46 387 68 162
3 798 25 S67 47 377 69 152
4 760 26 560 48 367 70 142
5 732 27 553 49 357 71 131
6 710 28 546 S50 346 72 120
7 692 29 539 o1 335 73 109
8 680 30 531 52 324 74 98
9 670 31 523 53 313 75 88
10 661 32 515 54 302 76 78
11 6353 33 507 55 292 77 68
12 646 34 499 56 282 78 58
13 640 35 490 S7 272 79 49
14 634 36 481 58 262 80 41
15 628 37 472 59 252 81 34
16 622 38 463 60 242 82 28
17 616 39 454 61 232 83 23
18 610 40 445 62 222 84 20
19 601 41 436 63 212
20 598 42 427 64 202 85-100 107
21 592 43 417 65 192
22 586 44 407 66 182 | Ukupno | 34000

Posmatrajuci tablicu sa vojnog aspekta, Halej je, prvo, izracunao

sprocenat muskaraca koji mogu da nose oruzje“. Taj broj je izracunao

tako Sto je broj ljudi uzrasta od 18 i 56 godina, podelio sa dva da bi

procenio broj muskaraca, a zatim dobijeni broj je izrazio kao deo

ukupnog stanovnistva Vroclava (oko ,,9/34“ odnosno 0.26 stanovnistva).

12




Ocenjivanje verovatnode prezivljavanja u Zivotnom osiguranju Pavle Relji¢

Halej je, potom, izracunao Sansu prezivljavanja (eng. survival
odds) izmedu uzrasta koriste¢i Ly,;/(Ly — Lyyt). U svom radu naveo je
primer: ,377 prema 68 odnosno 5.5 prema 1“ za muSkarca od 40

godina da dozivi cetrdeset sedmu godinu [9].

U trecem razmatranju Halej je izracunao verovatno trajanje zivota
kao ,sredinu dodatnih godina zivota“ (eng. median additional years of
life)[S5]. Kao primer je naveo da se ,sredina dodatnih godina“ za
tridesetogodiSnjaka nalazi izmedu 27 i 28 godina [9]. Naime, u tabeli za
30-0 godiste se nalaze 531 osoba, dok se polovina od njih, koja je

prezivela, nalazi izmedu 57 i 58 godine (vidi Tabelu 1).

Takode, Halej je u svom radu naveo da cenu dozivotnog
osiguranja ,treba regulisati“, i da je cena zZivotnog osiguranja povezana
sa Sansama prezivljavanja. Istakao je da su Sanse za prezivljavanje
jedne godine za osobu staru 20 godina: 100 prema 1, dok je taj odnos
za pedesetogodiSnjaka: 38 prema 1 [9]. Iz tablice se izracunavanjem za
osobu staru 50 godina dobija da su Sanse prezivljavanja priblizno 30
prema 1, pa se pretpostavlja da je broj 38 u Halejevom radu

Stamparska greska (vidi Tabelu 1).

Na kraju, Cieka je zakljuCio da iako je napravljena pre 300
godina, Halejeva tablica smrtnosti je veoma slicna danasnjim tablicama
smrtnosti i da glavna razlika izmedu Halejeve i danasnjih tablica u tome
Sto Halej koristio srednji broj zivih osoba L, starih izmedu x i x+1 u

svojoj tablici a ne broj zivih osoba [, starosti x =0,1,2...w [9].

3.2 Tablice smrtnosti

Tablica smrtnosti je tabela jednogodiSnjih verovatnoca
prezivljavanja q,, kojom je kompletno definisana distribucija slucajne

promenljive K[4].
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Tablice smrtnosti su zasnovane na statistickim podacima i mogu
biti formirane za odredene kategorije osoba, razvrstane na osnovu

faktora kao Sto su: pol, rasa, vrste posla ili tip zivotnog osiguranja.

U tabeli 2. je prikazan deo tablice smrtnosti koju koriste danski

osiguravaci za opis smrtnosti muskih osiguranika svoje zemlje [10].

Tabela 2. Tablice smrtnosti muskaraca Danske

x: 0 25 50 60 70 30 90

£ 100000 98 083 91119 82 339 65024 37 167 9 783
dy: o8 119 617 1275 2 345 3111 1 845
q-: 000579 001206 .006774 015484 .036069 083711 188617
per 999421 998794 993226 984516  .963931 916289 811383

(Preuzeto iz: Norberg R. Basic Life Insurance Mathematics, 2002.)

U tablici 2. [, predstavlja broj ¢lanova u populaciji koji imaju
x godina. Dok d, =1, —l,,; prestavlja broj lica u populaciji koja su
dozivela x godina, ali ne i x+1 godinu.

Iz tabele 2. se moze videti da je broj smrtnih slucajeva najveci oko
osamdesete godine, ali po tome ne mozemo zakljuciti da je osamdeseta
godina ”"najopasnije doba”. Da bismo odredili koje je "najopasnije doba”
potrebna nam je verovatnoca prezivljavanja g, koju racunamo na
sledeci nacin:

. (3.2.1)
L
Ova verovatnoca se povecava sa godinama, i iz tabele 2. mozemo

videti da je najveca oko devedesete godine [10].

U tablicama smrtnosti koje se koriste za zivotno osiguranje,
pocetna starost osobe x moze da ima veoma znacCajan uticaj. Naime,
ocekuje se da ce osoba koja je upravo kupila osiguranje biti zdravija od

osobe koja je osiguranje kupila pre nekoliko godina iako su istih godina,
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jer osiguranik mora da zadovolji odredene zahteve standarda osiguranja
(eng. underwriting standards) da bi mogao da kupi osiguranje [5].
Zahtevima standarda osiguranja se vrSi selekcija tj. odabir osoba koje
mogu da kupe zivotno osiguranje. Pojavu da osoba koja je upravo
kupila osiguranje ima manju verovatnocu prezivljavanja od osobe istih
godina koja je kupila ranije osiguranje, uzimaju u obzir takozvane
selekcione tablice smrtnosti (eng. select life tables) [4]. Takode, na
verovatnocu prezivljavanja u grupi osiguranih osoba utice i duzina
vremena od kupovine osiguranja [5]. Na primer, grupa osiguranika
stara 30 godina, koja je upravo kupila osiguranje, imace manju
verovatnocu da ce umreti u sledecoj godini od druge grupe osiguranika
iste starosti, koja se osigurala godinu dana ranije, takode ce i
verovatnoca prezivljavanja u obe ove grupe biti manja od verovatnoce
prezivljavanja osiguranika iz trece grupe, koja se osigurala u 28-0j
godini zivota. Matematicki, ovu tendenciju mozZemo izraziti nizom

nejednakosti:

Aix] < Qx-1]+1 < q[x-2]+2 - (3.2.2)

gde je qpu++ verovatnoca da ce osoba koja trenutno ima x +t

umreti u sledecih godinu dana ako je osiguranje kupila kada je imala x

godina.

Uticaj selekcije na verovatnocu prezivljavanja ¢e se smanjivati i

nestati nakon r godina od kupovine osiguranja:
Qix—-rl+r = Qx—r-1]4r+1 = Qx—r-2]+r+2 = " = (x (3.2.3)

Period r se naziva periodom odabira. Ako je osoba kupila
osiguranje kada je imala x godina, sa periodom odabira od 3 godine,
sledece verovatnocCe prezivljavanja su nam potrebne da bi odredili

raspodelu slucajne velicine K:

Aix)> Aixl+10 Aixl+20 Dae+3s Do Qs -+ [4] (3.2.4)
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3.3 Odredivanje raspodele preostalog zivotnog veka

Zbog pogodnosti pri prikupljanja podataka, tako i zbog
tradicionalnog oblika njihovog predstavljanja u tablicama smrtnosti,
statisticki podaci su diskretni. Shodno tome, javlja se problem
odredivanja raspodele neprekidne velicine 7T, koji se reSava
interpolacijom [4].

Raspodela slucajne velicine K se moze izracunati iz tablica

smrtnosti:

kDx = PxDx+1Px+2 -+ Px+k-1, k=123.. (3.3.1)

Da bi jednostavnije odredili raspodelu slucajne velicine T

interpolacijom, koristimo sledece pretpostavke:

e pretpostavka a: ,q, je linearna funkcija po u,
e pretpostavka b: pu,,, je konstantna,

e pretpostavka c: ;_,q,4+y j€ linearna funkcija po 1 —u,

kada je x ceo broji 0 <u < 1.

3.3.1 Pretpostavka a: ,q, je linearna funkcija pou

Kako je najjednostavnija interpolacija linearnom funkcijom,
pretpostavimo da je ,q, je linearna funkcija po u i interpolacijom

izmedu u = 01iu = 1, dobijamo:

wldx = UQy (3.3.1.1)

Kako ovo vazi u slucaju kada se promenljive velicine K i S
nezavisne i kada promenljiva § ima ravnomernu raspodelu izmedu Oi 1,

onda je:

uPx = 1—uq, (3.3.1.2)
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KoriScenjem prethodne jednakosti i (2.2.3) za intenzitet smrtnosti

dobijamo:

qx (3.3.1.3)
1—ugq,

Uxru =

3.3.2 Pretpostavka b: u,,, je konstantna

U drugoj pretpostavci, pretpostavljamo da je intenzitet smrtnosti
u toku jedne godine konstantan. Ako obelezimo konstantnu vrednost

intenziteta smrtnosti p,.,, za 0 <u <1 sap 1, zamenom konstantne
2

vrednosti intenziteta smrtnosti u (2.2.3), dobijamo:

u 1=—Inp, (3.3.2.1)

x+§

Dalje, iz prethodne jednakosti sledi:

po=e et o (p)e (3.3.2.2)

Dok, iz (2.3.5) izvodimo:

1-pY,, (3.3.2.3)

PS<ul|K=k)= 1—p
x+k

Uslovna raspodela slucajne velicine S, za K = k, zavisi od Kk,

odnosno slucajne veli¢ine Si K u ovom slucaju nisu nezavisne.

3.3.3 Pretpostavka c: 1_,qx.+y je linearna funkcija po1l —u

Iz trece pretpostavke, poznate kao Balducijeva hipoteza, koja je

data sledecom jednakoscu:

1-ulr+u = (1 = U)qx (3.3.3.1)
izvodimo:
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Pr __ 1-4x (3.3.3.2)
1-uPx+u 1- (1 - u)qx

uPx =

Iz (3.3.3.1) i (2.2.3) dobijamo:
_ 1—q, (3.3.3.3)
M.X"l'u_l_(l_u)qx

I na kraju, iz (2.3.5) izvodimo:

u
x+

kojom pokazujemo da slucajne velicine K i S, u Balducijevoj hipotezi

nisu nezavisne.

U svakoj od ove tri pretpostavke, intenzitet smrtnosti je prekidan
u celim brojevima, StaviSe u Balducijevoj hipotezi intenzitet smrtnosti

opada izmedu uzastopnih celih brojeva.

Za gy — 0,1 (3.3.2.3) i (3.3.3.4) konvergira ka u. Dakle, ako je
verovatnoca prezivljavanja mala, raspodela slucajne velicine S je

»,priblizno“ ravnomerna i nezavisna od K [4].

4. OCENJIVANJE VEROVATNOCE PREZIVLJAVANJA

Iz statistickih podataka, koje smo dobili posmatranjem odredene
grupe osiguranika, u jednom odredenom vremenom periodu,
takozvanom periodu posmatranja (eng. observation period) ocenjujemo
jednogodiSnje verovatnoce prezivljavanja g¢q,. Oznaka za ocenu
jednogodiSnje verovatnoce prezivljavanja je §,.

Ocenjivanje verovatnoce prezivljavanja je jednostavno kada su
statisticki podaci kompletni, odnosno kada su sve osobe opservirane od

starosti x do starosti x+1 ili do smrti. Medutim, retko imamo
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kompletne statisticke podatke. U realnom zivotu, ceSce imamo situaciju,

koju cemo prikazati takozvanim Leksisovim dijagramom [4].

4.1 Leksisov dijagram

Oko 1870 godine, u Nemackoj, pojavila se potreba za
jednostavnim grafikonom, kojim bi bila prikazana dinamika populacije.
Naime, bilo je potrebno u jednoj ravni sa tri koordinate (datumom
rodenja, datumom smrti i godinama starosti kada je osoba umrla)

pregledno prikazati broj umrlih osoba [11].

Na pocetku, Leksis je prikazao broj umrlih, sa jednom
vremenskom osom (slika 1.), na kojoj je datume rodenja osoba obelezio
tackama a, b, c,..., dok je datume njihove smrti obelezio sa istim ali
velikim slovom A, B, C,.... Duzinu zivota osobe je predstavljala duz

izmedu tacka obelezene sa istim malim i velikim slovom.

a b c B A C
Slika 1. Osa vremena

(Preuzeto iz: Demographic research: The Lexis diagram, a misnomer, 2001.)

Medutim, kako je ovakav grafikon nepregledan za prikaz velikog
broja umrlih, da bi reSio taj problem, Leksis je predlozio da se duzi koje
predstavljanju duzinu zivota, rotiraju vertikalno (Slika 2.), tako da je
horizontalna osa oznacavala datume rodenja, dok je vertikalna osa

predstavljala godine starosti kada je osoba umrla.
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A Age

Moment
of birth
>

a b C B A C

Slika 2. Rotacija duzine Zivotnog veka
(Preuzeto iz: Demographic research: The Lexis diagram, a misnomer, 2001.)

Koriste¢i takvu konstrukciju, svi dogadaji koji su se desili u
jednom preciznom trenutku vremena se nalaze na kosoj liniji
sizohronoj“ (eng. ,isochrone®). I taj precizan trenutak je oznacan
presekom kose linije sa horizontalnom osom S§to na slici 3. odgovara
1. januaru 1987. godine. Na taj dan, osoba rodena 1. januara 1984.
godine je napunila tri godine (tacka obelezena sa p), dok druga osoba
rodena 1. januara 1986. godine napunila jednu godinu (tacka obelezena

sa q) (slika 3.)

A Age

5 -

4 -

(¥
1

Moment of birth

T L 4 T
1983 1984 1985 1986 1987

Slika 3. ,Izohrona“ linija

(Preuzeto iz: Demographic research: The Lexis diagram, a misnomer, 2001 )

Da bi se podaci lakSe ,uneli“ u grafikona, Leksis je napravio

mrezu paralelnih linija (slika 4.)
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A Age

Moment of birth

1983

1984 1985 1986 1987

Slika 4. Leksisova mreza paralelnih linija
(Preuzeto iz: Demographic research: The Lexis diagram, a misnomer, 2001.)

Prikaz smrtnih slucajeva u Leksisovom dijagramu:

bilo koji smrtni slucaj koji se desi za osobu izmedu 2. i 3.
godine zZivota se nalazi u horizontalnoj traci ogranic¢enoj sa
drugom i trecom godinom (navrSena starost (eng. completed
age) je prikazan horizonatalnim koridorom) (slika 5a.),

bilo koji smrtni slucaj osobe rodene 1986 (kohorta 1986) se
nalazi u vertikalnoj traci ograniCenoj sa datumima
1. januar 1986. i 1. januar 1987. godine) (slika 5a.),

bilo koji smrtni slucaj koji se desi izmedu 1. januara 1986. i
1. januara 1987. godine se nalazi u kosoj traci ograni¢enoj
sa izohronama 1. januara 1986. i 1. januara 1987. godine
(jedna godina je prikazana kosim koridorom) (slika 5b.) i
bilo koji smrtni slucaj osobe koja pripada kohorti 1983, u
0. godini zivota za vreme 1984. godine se nalazi u trouglu

W (slika 5b.)
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Age S.a Age 5.b

‘ Coh(i '86 ‘

5 5

Year '86
4 \ 4
3 3

2 com ]eled>
< p

years

1
w—>
0 » 0 &

1983 1984 1985 1986 1987 1983 1984 1985 1986 1987
Moment of birth

Slika 5. Lokalizacije koordinata u Leksisovom dijagramu
(Preuzeto iz: Demographic research: The Lexis diagram, a misnomer, 2001.)

4.2 Nekompletni statisticki podaci prikazani Leksisovim
dijagramom

Za opis nekompletnih opservacija (eng. incomplete observations)
koristicemo  jedan pravougaonik  Leksisovog  dijagrama. U
pravougaoniku za svaku posmatranu osobu ucrtacemo segment
dijagonalne linije (eng. diagonal line segment) da bismo prikazali
nekompletne podatake. Znaci, u dijagramu svakoj osobi odgovora
segment dijagonalne linije, takozvana linija Zivota, koja predstavlja
vremenski interval u kojem smo pratili tu osobu. Vertikalne linije,
kojima je pravougaonik ogranicen, predstavljaju pocetak i kraj perioda
posmatranja, dok horizontalne linije ¢ine godine starosti osoba koje

posmatramo (slika 6.)
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Time
‘g Observation period
g -~
| I
1 ]
z ___! i
Yy
g
f
z+1 ___ = s

Slika 6. Linije zivota u Leksisovom dijagramu

(Modiﬁkovano iz: Gerber H.U. Life Insurance Mathematics with exercises contributed by
Samuel H. Cox, 1997.)

Nekompletne statisticke podatke imacemo u slede¢im situacijama
(slika 6.):

e za osobe koje su napunile x godina pre pocetka perioda
posmatranja (segmenti ai ¢);

e za osobe koje su napunile x +1 posle zavrSenog perioda
opservacije (segmenti fi g);

e za osobe Cija starost je bila izmedu x i x + 1, kada su kupile
polisu osiguranja (segmenti b, ei f) i

e za osobe Cija je starost je bila izmedu x i x + 1, u trenutku
kada smo prestali da ih posmatramo zbog drugih dogadaja

a ne smrtnog slucaja, kao Sto je istek polise osiguranja [4].

Da bismo ocenili verovatnocu prezivljavanja pretpostavicemo da

prosmatramo n osoba u jednom periodu posmatranja. Takode,
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pretpostavicemo da smo osobu obelezenu sa i( posmatrali, izmedu

njenih godina starosti x + t;ix +s5;, gdeje 0 <t; <s < 1.
Sumu:

Ex=(s1—t) +(s2—t2) + -+ (Sn — tn) (4.2.1)
nazivamo izlozenost (eng. exposure) i ukupna duzina svih linija Zivota u

Leksisovom dijagramu iznosi V2E, [4].

Broj smrtnih slucajeva realizovanih u kvadratu Leksisovog
dijagrama obelezicemo sa D,, dok sa [ obelezicemo skup posmatranja

osoba i koja su se zavrSila smrtnim ishodom, i odredicemo za i € I,

1
5,0m) = E[msi +1] (4.2.2)

tj. si (™ dobicemo zaokruzivanjem s;na sledec¢i m-ti deo godine [4].

4.3 Klasicni metod ocene verovatnoce prezivljavanja

U klasi¢noj metodi se izjednacava ocekivani broj umrlih sa
realizovanim brojem smrtnih slucajeva da bi se dobila ocena
verovatnoce prezivljavanja §,.

Izraz za ocekivani broj umrlih je:

n (4.3.1)

§ 1—tﬂx+ti_§ 1-s;x+s;

i=1 iEl

Pojednostavljenjem navedenog izraza pretpostavkom da je ;_,qx+u

linearna funkcija po 1 — u, za ocekivani broj umrlih dobijamo:

n (4.3.2)

D A= t)a = Y (=50 = Bax + Y (1= 500

i=1 gl i€l

Izjednacavanjem izraza za ocekivani broj umrlih sa realizovanim

brojem umrlih D,, dobija se ocena klasicnom metodom:
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3 D, (4.3.3)
B Ex + 21’61(1 - Si)

qx

Ova ocena je primenljiva kada imamo veliki broj podataka.
Ako pretpostavimo da c¢e se smrtni slucajevi desiti u sredini

perioda x +Z, aproksimiranjem imenioca, ocena postaje jednostavnija:

~ D, (4.3.4)
=1~
Ey + 5Dy
Kada imamo mali broj podataka, ne mozemo koristiti izraz (4.3.3)
kao ocenu za verovatnocu prezivljavanja, jer brojilac moze biti vec¢i od

imenioca, $to za posledicu ima besmislenu ocenu za qg.. Takode, za

takvu ocenu nije moguce oceniti interval poverenja.

Zadatakl: Posmatramo 85 polisa zivotnog osiguranja osoba
starosti x. Dodatnih 50 polisa je izdato za osobe starosti x + 0,35. Ako
smrt za tri osobe nastupi u x + 0,5, izracunati ocenu za verovatnocu

prezivljavanja klasicnom metodom.

ReSenje:
Kako su tri osobe umrle, imamo da je:
D, =3
Dok je izlozenost svih osoba data zbirom:

E,=82+3-05+50-0,65=116

Ocenu za q, dobijamo:

Dy

’q\x = =
Ex+%Dx 117,5

~ 0,025
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4.4 Modifikacija klasicne metode

U alternativnoj proceduri, m je pozitivan ceo broj, dok ¢emo h
definisati kao h = 1/m. Da bismo koriScenjem klasi¢ne metode ocenili

nqx pretpostavicemo da je ;_,qx.+y linearna funkcija po w:

heulxsn = (1 —mu)pqy, za0<u<h. (4.4.1)

Takode, pretpostavicemo da je intenzitet smrtnosti izmedu x i x +
1, periodicna funkcija sa periodom h. Iz te pretpostavke proizilazi, za

j=12,-,m-1,daje:

h—ulx+jhtu = h—ulx+w Za0 U< h. (4.4.2)

Koriscenjem obe prethodne pretpostavke, dolazi se do izraza za

ocekivani broj smrtnih slucajeva:

mEthx + mZ(si(m) - Si)hqx (4'4'3)

i€l
Izjednacavanjem izraza za ocekivani broj umrlih sa realizovanim

brojem umrlih, dobijamo sledecu ocenu:

5 hDy (4.4.4)
hqx = ] (m) _ .
Ex + 2161(51 51)

Kako se iz pretpostavke (4.4.2) podrazumeva da je:

Px = ()™, (4.4.5)
koristeci izraza (4.4.4) dobijamo ocenu:

Gx = 1= (1= g™ (4.4.6)

Alternativni pristup postaje zanimljiv kada m — o. Kako se
granicni slucajevi pretpostavke (4.4.1) i (4.4.2), podudaraju sa

pretpostavkom da je intenzitet smrtnosti konstantan pu,,, = za

Kyl
x+2
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0 < u < 1, i ocekivani broj smrtnih slucajeva u izrazu (4.4.3) postaje

Eyp,, 1. Onda, mozemo ocenu konstantne vrednosti intenziteta smrtnosti
2

dobiti iz:
, Dy (4.4.7)
ux+% o Ex
a verovatnocu gx ocenjivati sa:
~ A Dy 4.4.8
0= 1—exp (=i, 1) = 1 —exp(=2) (4.4.8)

4.5 Metod maksimalne verodostojnosti

Kritika primene metode momenta u ocenjivanju verovatnoce
prezivljavanja, je da koristi heuristicki pristup u ocenjivanju primenom
jednostavnog izjednacavanja broja ocekivanih smrtnih slucajeva u
izrazima (4.3.2) i (4.4.3) sa realizovanim brojem umrlih. Medutim,
identicne ocene dobijene za intenzitet smrtnosti i verovatnocu
prezivljavanja (4.4.7) i (4.4.8) su izvedeni i drugim metodama [4].

Jedna od tih metoda je i metod maksimalne verodostojnosti koji je
verovatno najviSe koriS¢en metod za ocenjivanje parametara u praksi
[12]. U ocenjivanju intenziteta i verovatnoce prezivljavanja, za n

nezavisnih osoba koje posmatramo, funkcija verodostojnosti je:

H?=1 .ux+sisi—tipx+ti l_[iEI si—tipx+ti (451)

Pretpostavka da je intenzitet smrtnosti deo po deo konstantan
(eng. piecewise constant), pojednostavljuje funkciju verodostojnosti

(4.5.1):

Dx 4.5.2
(uﬁ%) eXp(—uH%Ex) ( )
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Maksimum funkcije (4.5.2) dobijamo na sledeci nacin:

!

Dy
<(”x+%) €Xp (_'ux+%Ex)>
Dx\’ Dy !
(('ux+%) ) €Xp (_'ux+%Ex) + ('ux+%> €xp (—,ux_'_%Ex)

D,—1 Dy
= Dx (.ux_l_%) exp (_nux_l_%Ex) + (.le_'_%) (_Ex) exp (—'ux+%Ex>

=0

sledi da je:

Dy—1 Dy
Dy (uﬁ%) exp (—#H%Ex) = (MH%) E,exp (—ux%Ex)

¢ijim daljim sredivanjem se dobija da je:

D, = :ux_%Ex

Na kraju, iz prethodne formule izvodimo maksimum funkcije:

Kako je maksimum izraza (4.5.2) identican izrazu (4.4.7),
zakljucujemo da je izraz (4.4.7) dobijen modifikacijom klasi¢ne metode
isti kao i ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti (eng.

maximum likelihood estimator).

4.6 Statisticko zakljucivanje

Kako svako statisticko zakljuc¢ivanje zahteva neke pretpostavke,
koje nastaju ili generalizacijom iz realizovanih podataka ili na osnovu

podataka iz slicnih dogadaja. Puasonova raspodela se koristi za
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modelovanje retkih dogadaja tokom odredenog vremenskog perioda,
npr. broj Cestica koje emituje radioaktivni izvor u minuti. Odakle
mozemo da zakljuc¢imo da za broj smrnih slucajeva u posmatranom
periodu mozemo koristiti Puasonovu raspodelu. Pretpostavicemo, iako
su u stvarnosti i D, i E, slucajne veli¢ine, da je E, neslucajna veliCina
(eng. non-random quantity) i da slucajna velicina D,, ima Puasonovu

raspodelu sa parametrom A:

A= 1Ex (4.6.1)

sa nepoznatim parametrom p .1 [4].
2

Verovatnoca D, smrtnih slucajeva, osim faktora koji ne zavisi od

1,1, je tada identitna izrazu (4.5.2) koji smo dobili i metodom
2

maksimalne verodostojnosti. Znaci da je i statistickim zaklju€ivanjem
pokazano da su ocene za verovatnocu prezivljavanja i intenzitet

smrtnosti dobijene metodom momenta validne.

Isti zakljucak se dobija i kada pretpostavimo da je Dx neslucajna

veli¢ina, a slucajna veliCina Ex ima gama raspodelu sa parametrima a =

‘lix+% if =D,.

Interval poverenja za 4 mozemo direktno procitati iz tablice 3. za
realizovan broj smrtnih slucajeva Dx Deljenjem granica intervala

poverenja sa Ex , dobija se interval poverenja za u_ 1. Dok, iz intervala
2

poverenja za p .1, zatim, dobijamo interval poverenja za qy.
2

Primer:
Pretpostavimo da je Dx = 17 i Ex = 1500.

[z tablice sa granicama intervala poverenja za parametar

Puasonove raspodele dobijamo za 90% interval poverenja da je:
10,83 < 1 < 25,50.

Deljenjem granica intervala poverenja sa Ex = 1500 dobijamo

interval poverenja za p .1: 0,00722 < p .1 < 0,017.
2 2
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Na kraju, iz intervala poverenja za y .1, zatim, dobijamo interval
2

poverenja za q,: 0,0072 < g, < 0,01686.

Tabela 3. Statisticko zakljucivanje
Granice poverenja za parametar Puasonove raspodele

Confidence limits for the parameter of a Poisson distribution

M (w=001) M (w=0.05) n A¥ (w = 0.05) A% (w=0.01)
0.00 0.00 o 3.00 4.861
0.01 0.05 1 4.74 6.64
0.15 0.36 2 6.30 B8.41
0.44 0.82 3 T.75 10.05
0.82 1.37 4 9.15 11.60
1.28 1.97 5 10.51 13.11
1.79 2,61 6 11.84 14.57
2.33 3.20 7 13.15 16.00
2.91 3.98 8 14.43 17.40
3.51 4.70 9 15.71 18.78
4.13 5.43 10 16.96 20.14
4.77 6.17 11 18.21 21.49
5.43 6.92 12 19.44 22.82
6.10 7.69 13 20.67 24.14
6.78 B8.46 14 21.89 25.45
7.48 9.25 15 23.10 26.74
8.18 10.04 16 24.30 28.03
8.89 10.83 17 25.50 29.31
9.62 11.63 18 26.69 30.58

10.35 12.44 19 27.88 31.85
11.08 13.25 20 29.06 33.10
11.82 14.07 21 30.24 34.36
12.57 14.89 22 31.42 35.60
13.33 15.72 23 32.59 36.84
14.09 16.55 24 33.75 38.08
14.85 17.38 25 34.92 39.31
15.62 18.22 26 36.08 40.53
16.40 19.06 27 37.23 41.76
17.17 19.90 _ 28 38.39 42.98
17.96 20.75 - 29 39.54 44.19
18.74 21.59 30 40.69 45.40
22.72 25.87 35 46.40 51.41
26.77 30.20 40 52.07 57.35
30.88 34.56 45 57.69 63.23
35.03 38.96 50 63.29 69.07
39.23 43.40 55 68.85 T4.86
43.46 47.85 60 74.39 80.62

(Preuzeto iz: Gerber H.U. Life Insurance Mathematics with exercises contributed by Samuel H.
Cox, 1997.)
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Takode, postojece tablice smrtnosti mozemo koristiti kao
standard dok su intenziteti smrtnosti u posmatranoj grupi su proizvod
konstante koja je nezavisna od godine starosti i intenziteta smrtnosti iz
standardne tablice smrtnosti [4]. Ako obelezimo intenzitete smrtnosti iz

standardne tablice sa u'+; , prethodni napomena je data:

Mol = futx% (4.6.2)

gde je sada potrebno oceniti faktor f.

Pod pretpostavkom da broj smrtnih slucajeva Dy, koji se dogadaju
u razli¢itim starosnim grupama, su nezavisne slucajne velicine, tada

ukupan broj smrtnih slucajeva D

D= Z D, (4.6.3)
X
sledi Puasonovu raspodelu sa 4
_ _ ¢ (4.6.4)
A= Zﬂx_i_%Ex = leu x+%Ex
X X

Kako je 1= D, onda je ocena za faktor f

. D (4.6.5)
1E,

x+§

Yt

Ovaj izraz se naziva stopa smrtnosti (eng. mortality ratio) [4].

Iz intervala poverenja za A mozemo dobiti interval poverenja za

faktor f.

Zadatak 2: Imamo sledece rezultate istrazivanja za E, i D, za

osobe stare x € [29,34):

31



Ocenjivanje verovatnode prezivljavanja u Zivotnom osiguranju Pavle Relji¢

X E, D,
29 | 850 | 4
30 | 870 | 4
31 | 820 | 6
32 | 950 | 9
33 | 1000 | 8
34 | 980 | 7

Izracunati ocenu za stopu smrtnosti f i 99% interval poverenja za

f. Ilustrovanu tablicu smrtnosti (Tabela 4.) koristimo kao standard.

ReSenje:

Iz podataka u zadatku imamo da je:

34
D:ZDx:38

x=29
Dok je ocekivani broj smrtnih slucajeva dobijen iz standardne
tablice smrtnosti:

34

t —
z B 2B = 917

x=29

Odakle dobijamo da je f:

f= 38 _ 4,14
9,16
Iz tabele 4.vidimo da je:
22,72 <1< 51,41
Dok je interval poverenja:

247 < f <56
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Tabela 4. Statisticko zakljucivanje
Ilustrovana tablica smrtnosti

E.0 Illustrative Life Tables

Basic Functions and Net Single Premiums at i = 5% *

x £e d: 1000g: d: 10004, 1000(*A:) =
0 10,000,000 204,200 20.42 19.642724 64.63 2872 0
1 9,795,800 13,126 1.34 19.982912 48.43 1147 1
2 9,782,674 11,935 1.22  19.958801 49.58 11.33 2
3 9,770,739 10,943 1.12 19.931058 50.90 1128 3
4 9,759,796 10,150 1.04 19.899898 52.39 11.33 4
5 9,749,646 9,555 0.98 19.865552 54.02 1146 5
6 9,740,091 9,058 0.93 19.828262 55.80 11.67 6
7 9,731,033 8,661 0.89 19.788078 57.71 1195 7
8 9,722,372 8,458 0.87 19.745056 59.76 1229 8
9 9,713,914 8,257 0.85 19.699446 61.93 1269 9
10 9,705,657 8,250 0.85 19.651122 64.23 13.15 10
11 9,697,407 8,243 0.85 19.600339 66.65 13.66 11
12 9,689,164 8,333 0.86 19.546971 69.19 14.23 12
13 9,680,831 8,422 0.87 19.491083 71.85 14.84 13
14 9,672,409 8,608 0.89 19.432543 74.64 15.50 14
15 9,663,801 8,794 0.91 19.371410 77.55 16.21 15
16 9,655,007 8,979 0.93 19.307550 80.59 16.98 16
17 9,646,028 9,164 0.95 19.240821 83.77 17.81 17
18 9,636,864 9,348 0.97 19.171075 87.09 18.70 18
19 9,627,516 9,628 1.00 19.098154 90.56 19.67 19
20 9,617,888 9,906 1.03  19.022085 94.19 20.71 20
21 9,607,982 10,184 1.06 18.942699 97.97 21.82 21
22 9,597,798 10,558 1.10 18.859825  101.91 23.02 22
23 9,587,240 10,929 1.14 18.773468  106.03 24.31 23
24 9,576,311 11,300 1.18 18.683440  110.31 25.69 24
25 9,565,011 11,669 1.22 18.589547  114.78 27.17 25
26 9,553,342 12,133 1.27 18.491584  119.45 28.77 26
27 9,541,209 12,690 1.33 18.389518  124.31 3049 27
28 9,528,519 13,245 1.39 18.283311  129.37 32.33 28
29 9,515,274 13,892 1.46 18.172737  134.63 34.30 29
30 9,501,382 14,537 1.53 18.057738  140.11 36.41 30
31 9,486,845 15,274 1.61 17.938070  145.81 38.67 31
32 9,471,571 16,102 1.70 17.813654  151.73 41.09 32
33 9,455,469 16,925 1.79 17.684401  157.89 43.68 33
34 9,438,544 17,933 1.90 17.550034  164.28 46.45 34
35  9.420.611 18935 2.01 17.410616  170.92 4940 35

(Preuzeto iz: Gerber H.U. Life Insurance Mathematics with exercises contributed by Samuel H.

Cox, 1997.)
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Zadatak3: Intenzitet smrtnosti je konstantan izmedu x i x +1. U
posmatranje je uSlo devet osoba sa x godina, dok su tri osobe usle sa
x + 0,6. Posmatranje su napustile: dve osobe u x + 0,4, jedna u x + 0,5 i
jedna u x+0,7. Jedna osoba umire u x + 0,5. Izracunati ocenu za

intenzitet smrtnosti metodom maksimalne verodostojnosti.

ReSenje:

Imamo jednu osobu koja umire, tako da je:
D,=1

IzloZzenost svih osoba je data zbirom:

E,=4+2-04+05+07+05+3-04=7,7

Ocena za p .1 je:
2

4.7 Visestruki uzroci dekrementa

Dekrement u zivotnom osiguranju predstavlja prestanak ugovora.
Istek ugovora o osiguranju moze nastati iz viSe razlicitih dogadaja a ne

samo iskljucivo zbog smrti osiguranika.

4.7.1 Model visestrukog dekrementa

Posmatracemo osobu u odredenom statusu staru x godina, kod
koje ce taj status prestati u vremenu T zbog medusobno isklju¢ivih m

uzroka dekrementa J, obelezenih sa brojevima od 1 do m [4].

U modelu viSestrukog dekrementa ispitivacemo dve slucajne
veliCine: preostalo vreme T do isteka (eng. time until termination) i

uzroke dekrementa J.
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Zajednicka raspodela verovatnoca slucajnih velicina T 1iJ je:

fi®)dt =Pt <T<t+dt,] =j) (4.7.1.1)
gde je fl(fdt je verovatnoca da je doslo do dekrementa zbog uzroka j u

beskonacno malom intervalu (¢, t+dt). Moze se primetiti da:

f@) = f1(®) + fL(t) + - +fm(D) .. (4.7.1.2)

Ako se dekrement desi u vremenu t, uslovna verovatnoca da j

bude uzrok dekrementa je:

. [

Izraz za verovatnocu nastanka dekrementa zbog uzroka j do

trenutka t je:

. ‘ (4.7.1.4)
G = P <] =) = [ f0dy
0

dok, verovatnoca nastanka dekrementa zbog uzroka j do trenutka t+s,

pod uslovom da do dekrementa nije doslo do trenutka s je:

t9jx+s =P(T<S+t;] =j|T>5) (4.7.1.4)

Za razliku od modela preostale duzine zivota, iako je nastao
njegovim uopStavanjem, model viSestrukog dekrementa ima i

marginalne raspodele verovatnoce.

Izraz za marginalnu verovatnocu da do dekrementa dode zbog

uzroka j bilo kada u buducnosti je:

oo 4.7.1.5
wJjx = JO fi)dy ( )
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4.7.2 Intenzitet dekrementa

Intenzitet dekrementa za osobu starosti x u godini x + t, zbog

uzroka dekrementa j:

- _ 5 L@ (4.7.2.1)
Bt ZTF© s

Na osnovu izraza (4.7.1.1) i definicije za intenzitet smrtnosti
(2.2.1) dobijamo da je zbirni intenzitet dekrementa (eng. aggregate force

of decrement):

Hocrt = Hax+e T Hlmxst (4.7.2.2)

Alternativni izraz za zajednicku raspodelu slucajnih veli¢ina Ti J

je:

P(t <T <t+dt]=))= Puktjrscdt (4.7.2.3)

StaviSe, prema formuli za uslovnu verovatnocu dobijamo:

Hjxre (4.7.2.4)

M+t

PU=j1T=1)=

4.7.3 Ocena verovatnode prezivljavanja Ciji je uzrok j

Kako dekrement moze biti rezultat bilo kog m uzroka, ukupan
broj dekrementa obelezicemo sa D,, dok broj smrtnih slucajeva

izazvanim uzrokom j, za j = 1,2,---,m, obelezicemo sa D; ,. Tada je:
Diy + Dyy + +Dpy = D, (4.7.3.1)
U ocenjivanju verovatnocCe prezivljavanja q;, Ciji je uzrok j,
pretpostavicemo da je intenzitet dekrementa deo po deo konstantan, tj.

da je:
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Wjx = ,uj,x% ,zald < u < 1. (4.7.3.2)

Onda i za zbirni intenzitet dekrementa (4.7.2.2) vazi da je deo po

deo konstantan.

Ako pretpostavimo da je n zivota nezavisno, tada je funkcija

verodostojnosti data sa:

m Dj'x
[100)” 00,250

j=1

(4.7.3.3)

Ocena za intenzitet smrtnosti, ¢iji je uzrok j dobijen metodom

maksimalne verodostojnosti je onda:

D; (4.8.3.4)
A _Jx . _
‘uj,x+% = _Ex ,J=12,..,m
Verovatnoca q;,, Ciji je uzrok j je:
Mj,x% (4.8.3.9)
qjx = Ix
Heil
Dok je ocena za g, :
- Djx . (4.8.3.6)
gj,x = D g
X

gde je ocenjena verovatnoca g, definisana izrazom (4.4.8)

Zadatak4: Posmatramo trostruki model dekrementa sa tri uzroka
smrti u intervalu (x,x + 1]. Intenzitet smrtnosti svakog uzorka smrti je
konstantan. U posmatranje je usSlo 700 osoba starosti x. Trideset
smrtnih slucajeva je nastupilo zbog prvog uzroka, 35 zbog drugog
uzroka, dok je 40 smrtnih slucajeva bilo zbog treceg uzroka. Izracunati

ocenu intenziteta smrtnosti metodom maksimalne verodostojnosti.
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ResSenje:

Imamo 30 smrtnih slucajeva zbog uzroka 1, 35 zbog uzroka 2 i 40

zbog uzroka 3, odakle sledi da je :
D; = 30,D,, = 35,D;3, = 40

D, = Dl,x + Dz,x + D3,x

D, =105
Ocene za q i u dobijamo:
. 105 0.15
H=700" "

g=1—-e*=1-086=0,14

Na kraju, za svaki uzorak posebno racunamo ocenu:

'\q — '\q =004

1 105 ’

~ 35 ~ 0047
z 105 ’

C[A = C[A = 0,053
3 105 ’
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ZAKLJUCCI

Za izradu tablica smrtnosti su neophodne verovatnoce
prezivljavanja, koje se izracunavaju iz statistickih podataka, koji su

cesto nekompletni.

Usled nekompletnosti statistickih podataka potrebno je oceniti
verovatnocu prezivljavanja metodama matematicke statistike. Za
ocenjivanje verovatnoce prezivljavanja koriste se razlicite metode
matematicke statistike, a najcesce koriScen metod je metod maksimalne
verodostojnosti. Ocene verovatnoce prezivljavanja dobije razliCitim

metodama su veoma slicne.

Uzroci dekrementa su brojni. Kako su uzorci dekrimenta razliciti,
potrebno je oceniti i verovatnocCe prizivljavanja razlic¢itih uzroka

dektimenata.
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