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Uvod

U svom master radu ¢u se baviti dokazivanjem nejednakosti koje
ukljucuju hiperbolicke funkcije koris¢éenjem stepenih redova. Glavna mo-
tivacija za izbor teme su bili glavni rezultati doktorske disertacije Milice
Makragi¢, pod nazivom ,,0O prstenu trigonometrijskih polinoma sa prime-
nom u teoriji analitickih nejednakosti.”

Ideja mog rada je da se pokaze da se ti rezultati, kao i drugi rezultati
objavljeni u nau¢nim Casopisima iz oblasti matematike, a koji se ticu ne-
jednakosti koje ukljucuju hiperbolicke funkcije, mogu dokazati razvijanjem
u stepene redove. Koristimo ¢injenicu da su to redovi sa pozitivnim koe-
ficijentima, pa se ¢esto dokazi pojednostavljuju svodenjem na dokazivanje
nejednakosti medu prirodnim brojevima, uz eventualnu dodatnu analizu.

Sve nejednakosti u svom radu sam podelila na tri kategorije.

1. Jednostavne. Kod ovih nejednakosti razvijamo hiperbolicke funk-
cije u stepeni red i dobijamo koeficijent reda za koji ili je odmah jasno
da je nenegativan ili je neka kvadratna funkcija.

2. Slozene. Kod ovih nejednakosti moramo indukcijom da dokazujemo
da su koeficijenti reda nenegativni.

3. Najslozenije. Kod ovih nejednakosti nisu svi koeficijenti reda po-
zitivni, nego je, recimo, samo prvi, a ostali su negativni, pa njih pre-
bacujemo na drugu stranu nejednakosti i dokaz nastavljamo na malo
drugaciji nacin nego kod ostalih nejednakosti.

I na kraju, ali niSta manje znac¢ajno, koristim ovu priliku da se zahvalim
svom mentoru, prof. dr Zoranu Petrovi¢u, na pomoci i podrsci, kao i na
savetima koje mi je davao prilikom izrade ovog rada.
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Glava 1

Sinus hiperboli¢n

hiperbolicni

Sinus hiperboli¢ni je neparna,
monotono rastuca funkcija, ¢iji
je domen (—o0,00), a skup
vrednosti je (—oo, 00).

U svoj jedini prevoj ulazi u nuli,
pod uglom 7. Nema asimptote.

11

kosinus

Kosinus hiperboli¢ni je parna
funkcija, ¢iji je domen (—o0, 00),
a skup vrednosti je [1,00), sa
minimumom u nuli.

Osa simetrije funkcije je y-osa, a
asimptote nema.
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1.1 Formule

Slede¢e formule se koriste u pojedinim zadacima:
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Glava 2

Z.adaci

Nejednakosti koje ¢u dokazati u svom radu su sledece:

1.

10.

11.
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x>0,p§%,q21.
12. 2shx +tanhx > 3z, = > 0.
13. :Ei—ji>i—z, x > 0.
14. ch? (g><Sth<ch3x, x > 0.

2.1 Jednostavni zadaci

Najpre ¢u dokazati najjednostavnije nejednakosti, kao sto su: 1., 4.,
6.(IT deo), 7., 8.(I deo), 9., 11.(IT deo), 13., 14.(II deo).

shx 3chx+2

Dokazati nejednakost: < . TE (0,1) (videti [5], [6]).
T

Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa bz, pri cemu je
€ (0,1):

shxz 3chx+2
<
T 5%

/-5,

S5shx < 3zchzx + 2z,
3zchx +2x —5shx > 0.

Sada ¢emo funkcije shx i chx razviti u stepeni red i na taj nacin na-
staviti dokazivanje ove nejednakosti:

o0 I.Zn o0 x2n+1
3 20 — 5 — >0
‘%z;(zn)!+ . Z(2n+1) !
2n+1 2n+1

32 ) +2:U—5Z T

Pre nego sto sume spojimo u jednu sumu, prvo ¢emo iz svake izdvojiti
prvi ¢lan i brojace promeniti da kre¢u od n =1 :
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o x?n—f—l & x2n+1

3 — -5 — >0
Aot ; oy T AT B ; Cnr1)l
o x2n+1
n=1 '
o x2n—|—1

——(6n —2) > 0.
; (2n + 1)!( )
>0

Kako jen > 1, imamodajebn —2>6-1—-2=4>0.
Posto su oba faktora sume pozitivni brojevi, onda je i njihov proizvod po-
zitivan broj. Time je nejednakost dokazana.

h 1
Dokazati nejednakost: 2T —,
x ch 3

x € (0,1) (videti [1]).

x
Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa x ch 3 pri cemu je
z € (0,1):

shz 1 T
- > . h_
x Chg/ re 3’

xr
hz-ch—- >
sxcga:,

shx-ch%—a:>0.

Sada ¢emo sa f(x) oznaciti shz - chg —x, tj. :

f(z) = shx-chg —z, € (0,1).

Definisemo funkciju ¢(x) na sledeéi nacin:

o(r) = f(3x) =sh3zchx — 3z, x € (O, %)

Koristeéi formulu (1.10]) dobijamo da je:
1 1
o(x) = §sh4:c + §Sh2$ — 3.

Dokazimo sada da je f(x) > 0za x € (0, 1), sto je ekvivalentno sa p(x) > 0
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za T € <O, %) Najpre ¢emo funkciju shx razviti u njen stepeni red i u

slede¢em koraku ¢emo iz obe sume izvuci prvi ¢lan i time brojace sume
pomeriti da iduod n=1:

1 o0 ( )2n+1 ( )2n+1
S N S — —3z>0
2;(n+1) + (2n+ 1)! o
dr 1= (42) it 2x 1 o= (22)%+!
— 4= =42 = 3>0
2 22 2n+ 1)! 2+2n12n e
100 4LC 2n+1 1 S (21.)271—!—1
- -y 2 B >0
2Z 2 &< (20 + 1) pr >0,
1§:( 2n+1 22n+1_|_1)>0
24~ (2n+1)! '
>0

S obzirom da je i izraz pod zagradom pozitivan, dokaz ove nejednakosti
je zavrsen.

h 1\3 h h 1
Dokazati nejednakost: <%>3 <2 L l;_ , >0
x
(videti [9]).
II:
shx chx+1
<
x 2

Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa 2z, pri cemu je
x>0:

h h 1
S x<c x + /_2%

X
2shx < xchx+ z,
xchx+x—2shx > 0.

Sada ¢emo funkcije shz i chx razviti u stepeni red i na taj nacin na-
staviti dokazivanje ove nejednakosti:
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o x2n o x2n—|—1
5
x;(zn)!” ;(2n+1)! ’
o x2n+1 o x2n+1
D) Q)
; el " ;(QnJrl)!

Iz obe sume ¢emo izdvojiti prvi ¢lan i brojace sume pomeriti da krecu

o x2n+1 > x?n—i—l
+ + f— Lz —2 > 0,
£ ;(2 T 20+ 1)!
o x2n+1 > x2n+1
_9 0,

A pE e
o x2n—|—1
> i T2 >0
n=1
o0 x2n+1

—2n—-1)>0
; Gnrnien Y

>0

Kako jen > 1, imamo da je: 2n—1>2—-1=1> 0.
Time je nejednakost dokazana.

1.2
o 3shz (3+Ex>sh:c

Dokazati nejednakost: Sz <z < Spp— %xz’ x>0
(videti [3]).
I:

3shx -
— <

2+chx

Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa 2 + ch z, pri ¢emu je
x>0:

3shx

o . (2 + ch
2—|—chx<x/ (2 + chx),
3shx < 2x + xchux,
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2v +xchx —3shx > 0.

Sada ¢emo funkcije shx i chx razviti u stepeni red i u sledeé¢em koraku
izvuéi ¢emo prvi ¢lan iz obe sume i brojac¢ sume pomeriti da kreceodn =1 :

2n+1
2
v 2n+1
> 2n+1 2n—|—1
>0
pact fo= /3:6+Z —2n+ 1)l
o x2n—|—1 2n+1
3 0,
nz_:l (2n)! Z (2n+1
o0 x2n—|—1
o x2n—|—1
—— 2n—2) > 0.
z} i &Y
n= H/O—/proveravamo
>

n=1: 2.1-2=2-2=0
n=2: 2.2-2=4-2=2>0

Posto je ¢lan sume za n = 1 jednak nuli, njega zanemarujemo, a brojac
sume pomeramo da kreée od n = 2:

o x,2n+1
— (2n —2) > 0.
|
“—~ (2n+1)!
>0

Kako jen > 2, imamo da je2n —2>4—-2=2> 0.

II:

(3 + %xQ) sh x
1
2+ chx + EZUQ

T <

1
Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa 2 + chz + —a2,

10
pri cemu je x > 0 :
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<3+%3’52>th 1
< 2+chz+ — )
o 2+chx+%x2 /- < o 103j

3 x?
2x+xchz§—|—ﬁ < SShgc—l—l—Oshx,

T T
h —shz —zchay — — — )
3s :1:—1—108 r—xchx 10 20 > 0

Sada ¢emo funkcije shx i ch z razviti u stepeni red i posle uvodimo odgo-
varajuce smene za svaku sumu:

o 2n+1 $2 o 2n+1 > x2n $3
(2n+1 1_0222 2n+1 ;(Qn)!_ﬁ_2x>0’
oo 2n+1 1 o0 2n—|—3 o $2n+1 5173
32(2714—1 +1_0n20 o+ 1)! ;0(27@)! TR
e n—m s nt l—m,  smenn—m

7

2n + 2 = 2m,
2n+3=2m+1,
2n+1=2m-1

S 2m+1 1 S x2m+1 S 2m-+1 3?3

3; (2m + 1)! 10 Z ‘< (2m — 1) _n;() 2m)! 10

Da bismo ove sume spojili u jednu, izdvajamo prva dva c¢lana iz prve i
tre¢e sume i prvi ¢lan iz druge sume:

3 o p2m+l
_ 3 =
e
. ~ 2m—+1 ~ p2m+1
5 — > ()
+10 Z (2m _ 1)! Z (2m)' )
m=2 m=2
0 r2m+1 m
3 2m 4+ 1) — (2 1>>0,
T;(antl)!( T GmA - @mtl)
0 p2m+1
— (3 2 D(=——-1 ) > 0
Z(Qm—l—l)!\( +em+1)(g-1)
M=2 ! ~~
>0 proveravamo
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3 5 2 5 14 1
—3. 3 7-(———):3 7-(——):———:— 0
" 575 70T 5/ -5 5 5
Posto je ¢lan sume za m = 2 jednak nuli, njega zanemarujemo i brojac

sume pomeramo da kreée od m = 3 :

OO me—i—l m
Y (34 (m+1 ——1)>0,
mz::3(2m+1)!< T 2mA+DE -1
OO meJrl 2 ) 9
Y (o 2)>0.
n;g 2m +1)! <5m 57T
>0

Nule kvadratne funkcije pod zagradom nalazimo pomocu kvadratne

formule:

9 81 4 9 1 9 1
—t\=—4- - —E\= 4=
5 25 5 5 25 57 5
mio = = = .

2 4 4

9.= _ _

5 5) H

Dakle, nule su 2 i =. Izmedu nula je funkcija negativna, a van je pozi-

tivna. Posto gledamo za m > 3, tamo je funkcija pozitivna.
Time je nejednakost dokazana.

hz\3
Dokazati nejednakost: 1 < chz < (s_x) , x>0 (videti [2]).
x
I:
Kako je funkcija chx veca od 1, za svako x > 0, onda prvi deo nejed-
nakosti 1 < chz sledi.

2
Dokazati nejednakost: (i) + >2 x>0

sh x tanh z
(videti [10]).

Najpre obe strane nejednakosti pomnozimo sa sh” z, pri ¢emu je z > 0 :
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2 rchx

> 2 /-sh?z,
sh’z  shx [ s
2?4+ xchx-sha > 2sh®z,

22+ rchxshx — 2sh’>z > 0.

Koristeci formule (1.1)) i (1.9) dobijamo da je:

1 1 1
x2+a;-§sh2x—2-§ch2x+2-§>0,
a:2—|—§sh2x—ch2x—|—1>0.

Sada funkcije shx i chx razvijamo u stepeni red i na taj nacin nasta-
vljamo dokaz ove nejednakosti:

1 0 2n+1 | 2042 0 (2x)2n

2 — J—
’ +2n_0 (2n + 1)! nz_% (2n)!

+1>0.

Da bismo uveli odgovarajué¢e smene za obe sume i posle mogli da ih spo-
jimo u jednu sumu, najpre ¢emo izdvojiti prvi ¢lan iz prve sume i prva dva
¢lana iz druge sume:

2 X 52n+1 2n+2 0 2n
o 2 127" N (2z)

- — q— P2 - >0
f”ﬁz*z; Gnrin AT A ;(zn)ﬁﬂ ’
1 > 22n+1 | 12042 0 202"

222 2ny 1)l ((271))' >0
\: . 7 @:2 7
smena: n‘,—l— 1=m, smena?rn =m
2n+2 =2m,
2n+1=2m-1
1 0 92m—1 me > (Qx)?m
— — > 0
QZ (2m —1)! Z (2m)! ’



0 22m | 2m
DR U B

> 0 proveravamo

m=2: Z—-1=1-1=0

3 1
m =3 5 2>O

17

Posto je ¢lan sume za m = 2 jednak nuli, njega zanemarujemo i brojac

sume pomeramo da kreée od m = 3 :

> B (Z 1) -0

M=3 e !
>0

—1>

DO | o

=—=>0.

LN )

Kako je m > 3, dobijamo da je: %

Time je nejednakost dokazana.

Dokazati nejednakost:

shz tanh = shz tanh z

(1—=p)—+p >1>(1—-q)—+g¢ :
X X X T

p<3, ¢>1, x>0 (videti [12]).

1I:
h tanh
1>(1_q)sxx+q anh x

X

Najpre obe strane nejednakosti pomnozimo sa z -chz, = > 0:
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h h
1>(1—Q)Sxx+q el

rchx > (1 —¢q)chzshx + gshz,
xchx — (1 —¢q)chzshz —gshz > 0.

Koristeéi formulu ((1.9) dobijamo:
zchz — (1 - ¢)3sh2z — gshz > 0.

Sada ¢emo funkcije shx i chx razviti u stepeni red, a zatim sve tri sume
spojiti u jednu:

o0 1?2” 1 — q o0 (2x)2n+1 0 x2n+1

— — > 0
”;(zn)v 2 ;(2n+1)v q;(znﬂ)v ’
i 22 1 g zoo: (2x)2n+1 zoo: p2n+l 0
Zean)l 2 & @nr1)l Tl
o0 x2n—|—1 1 q

m+1— 92n+1 ) >0
nz:% (2n 1)!( n 2 ’
0 x,Qn—l—l
> G +1>'(2n+1+(q—1)4n—q) > 0.
n=0 . rove?gvalno
>0 P

n=0 ¢g=1: 1-1=0

n=0,¢g>1: 1+q—1—-q=0

=1,qg=1: 24+41—-1=2>0
n=1,¢>1: 2414(q—1)4—q=3+4¢g—q—4=3¢q—1>0

n=2 q=1: 4+41-1=4>0
n=2¢g>1: 4414(¢q—1)16—g=5+16g—16—q=15¢—11>0

Posto je ¢lan sume za n = 0, ¢ > 1, jednak nuli, mozemo da zanema-
rimo i dokaz nejednakosti nastavljamo zan > 1, ¢ > 1:
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f: (2n+144"(g—1)—q) >0

—(2n —1)— :

2n+1)! ¢ 1

Kako je n > 1, ¢ > 1 imamo da je:
2n+144"(g—1)—qg>2-1+14+4(¢g—1)—¢q
=34+49—4—-—q=3¢q—1>23-1=2>0

Posto su oba ¢lana sume pozitivni brojevi, onda je i njihov proizvod pozi-
tivan broj. Time je ova nejednakost dokazana.

shx +x 12

Dokazati nejednakost: ,
shx —x = 22

x > 0 (videti []).

Najpre obe strane nejednakosti pomnozimo sa x?(shx — x), pri éemu
jex >0, shx >xzax>0:
shx +2 12 5
- > — . hr —
shoe —x 5132/ vlshe —w),
v?’shz 4+ 23 > 12shz — 127,

xishx + 2% —12shz + 122 > 0.

Sada ¢emo funkciju sh x razviti u njen stepeni red:

2n—|—1 o x2n+1

2 3
EEDD W )
Z (2n + 1 Z(2n+1) e

Da blSIIlO uveli odgovarajuce smene za obe sume i posle mogli da ih spo-
jimo u jednu sumu, najpre ¢emo izdvojiti prvi ¢lan iz prve sume i prva dva
¢lana iz druge sume

2n—|—1 o0 :U2n+1

2r— 2+ A5+ A2 2 —12) —— >0
A= 120— 1 -I—ﬁ—i—/lx-i—xz ) ;(Zn—l—l)! :
> x2n+3 > x2n+1
S ey

| | ’
P (2n + 1)./ o (2n + 1);
smena: n\q— 1=m, smena?rn =m
2n + 2 = 2m,

2n+3=2m+1,
2n+1=2m -1
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.~ x2m+1 o :L.2m+1
1y o,
2 = 22 Gm )
0 x2m+1
m=2 )
> x2m+1

—_(4m?®+2m —12) > 0.
(2m + 1)!( * )
M=2 !

>0

Kvadratna funkcija pod zagradom moze se zapisati kao kvadrat binoma:

e 1 N2 49
Am? 4 2 —12:(2 —) ———12:(2 —) =
m° +2m m+2 1 m+2 1

Dalje, dobijeni izraz mozemo faktorisati kao razliku kvadrata:

1\2 49 1 7 17
) === (2m4s—5) (2mt s+ o) = @m=3)-2m+4)
<m+2 1 m+g =g m+ g+ (2m —3) - (2m + 4)
Dakle, nule su —2 i —=. Izmedu nula je funkcija negativna, a van je po-

zitivna. Posto gledamo za m > 2, tamo je funkcija pozitivna.
Time je nejednakost dokazana.

h
Dokazati nejednakost: ch x5 (%) <20 o x, x>0 (videti [11]).
T
II:
h
2T ol
x

Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa > 0 :

shx
—— <z /-,
x

shz < zch’z,
zch®z —shax > 0.

Koristeéi formulu (1.6) dobijamo da je:
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3
Ech3:1:+ Zazchax —shx > 0.

Sada ¢emo funkcije shx i chx razviti u stepeni red:

Sve tri sume mozemo da spojimo u jednu, jer im broja¢ krec¢e od istog
broja (n = 0):

o0 2n+1 2n 3
o+ 1) + (2 1—1>>a
Z(Q )'(\4(71—}- )+4(n+) .
n:O\‘/_/ ~~
>0 proveravamo
1 3 4
=0: —--1 -1—-1=--1=
n=0 1 1 1 90
3 3
:1: - —_ _1:— ——1: —1:
n 1 3+43 4+4 9 8>0

Posto je clan sume za n = 0 jednak nuli, njega zanemarujemo i brojac
sume pomeramo da kre¢e od n =1:

E:@ m)(gnmw%D+Z@n+n—&>>Q

nzl\*’
>0

Kako je n > 1, dobijamo da je:

32n 3 9 3 32

2 1 2 1)—1>-- --3—-1=—=8>0.
4(n+) 4(n+) 273+ 1 >
Posto su oba ¢lana sume pozitivni brojevi, sledi da je i njihov proizvod

pozitivan broj. Time je nejednakost dokazana.



ZADACI 22

2.2 Slozeni zadaci

Sada su na redu slozenije nejednakosti, kao sto su: 3., 6.(I deo), 8.(I1
deo), 10., 11.(I deo), 12.; 14.(I deo).

=

1
Dokazati nejednakost: slf:z; < (chx) , x€(0,1) (videti [4]).

Najpre obe strane nejednakosti stepenujemo na cetvrti:

v -
— <
sh z (chx) /%

xt 1

< )
shz ~chz

Sada obe strane nejednakosti pomnozimo sa ch z - sh? z, pri ¢emu je
€ (0,1):

ZE4

ha-shtz,
sh? chx/ ches

zdchz < shz
sh*z — 2tcha > 0.

Koriséenjem formule (1.4)) dobijamo:

3 1 1
§—|—§ch4x—§ch2x—x4chx>0.

Sada ¢emo funkciju ch z razviti u stepeni red, a zatim uvesti odgovarajucu
smenu za svaku sumu:

2n

3 1¢x (4o)™  1n (22)
Y G 1 e oy
3 1 o0 (4x)2n 1 o0 23;, 2n OO 2n—|—4
g*gz 2n). —52 Z
R =0 L, n= 0 , n=0 ,
smena?,n:m smenavn—m smena: n+2 =
2n+4:2m,

2n=2m —4
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3 1 2m 1 o o 2m

2(25—4)! > 0.

Da bismo sve tri sume mogli da spojimo u jednu, najpre ¢emo izvuéi prva

8

oo
"}

2m —

dva ¢lana iz prve dve sume:

3+1+1 16x2+1i(4x)2m 1 1 422
8 8 8 2 8 ~—~ 2m)l 2 2 2
1 (295)2m - x2m
2 - >0
p3 (2m)! 2 2m—4)
m=2 m=2
1 = (4$ 2m 1 > (Qx)Qm 0 .TQm
2 2
- s 1 IR
%—i_ /dj * 8 Z (2m)! % /t 2 Z (2m>! Z (2m_4)! > U,
m=2 —" —
i 2m (1 2 Lo oo~ 1)@m — 2)(2m 3)) >0
~ (2m)!'\8 2
[e%¢) .I'Qm 16m gm
2 (2m)! (? — 5 —2m(2m —1)2m - 2)(2m 3)) >0

3
Il

—=2m(2m —1)(2m — 2)(2m — 3)) > 0.
pfOVe?gVamO

[]¢
ol s
S
o
=~
3
(U%]
[\
[\)
3

fi

Najpre ¢emo dokazati da je 2473 > 22" za m > 3. To se svodi
na dokaz nejednakosti 2m > 3, Sto jeste tacno za m > 3.
Sada se nejednakost svodi na to da se dokaze:

24m=3 _ 92m > om(2m — 1)(2m — 2)(2m — 3), m > 3.

Dokazaé¢emo jaci uslov: 2473 — 22m > (2m)4,
Ovo nije ispunjeno za m = 3, ali proveri¢emo direktno da je za
m = 3 koeficijent sume pozitivan:

29 92 _6.5-4-3=120>0.

Za m > 4 vazi nejednakost 2473 —-22" > 16m*. Dokaza¢emo indukcijom.

BI m=4, 213_-2%>16.41
7936 > 4096
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[LH. pretpostavimo da vazizam =%k, k€N, k>4
24k—3 _ 22k > 16 . k,4 / . 24
24k+1 . 22/€+4 > 162 . k4
ILK. dokazimo davazizam=k+ 1, keN, k>4
24(k+1)—3 o 22(k+1> —
— 24k+1 . 22/€+2
> 24k+1 _ 22k+4 (22]€+2 < 22k+4 = _22]€+2 > _22k+4)
> 16% - k*
>16- (k+1)*

Chx+1>§ _ shx chzx+1

Dokazati nejednakost: < 5 < 5 x>0
x

(videti [9]).

I:

(Ch£13+ 1)5 sh x
2 T

Najpre obe strane nejednakosti stepenujemo na treéi:

chz+1\i shz ,
- @ <—
< 2 ) T /"
(cha + 1) _ sh® &

4 3

Sada obe strane nejednakosti pomnozimo sa 423, pri ¢emu je x > 0 :

ch’?z +2chx+1 shizx

3
1 <3 /- 4x”,

w3ch®z 4+ 223 cha + 23 < 4sh3 2,
4shz — 23 ch?z — 223 chx — 2 > 0.

24
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Koriséenjem formula (|1.2) i (1.5 dobijamo:
1 3 1 1
4<Zsh3x — ZSh:U) — x3<§ch2x + 5) —223cha — 2 > 0,
x 3
sh3xr — 3shx — ?ch23§ -5~ 223 chz — 2® > 0.

Sada ¢emo funkcije shx i chax razviti u stepeni red i u slede¢em koraku
uvodimo odgovaraju¢u smenu za svaku sumu:

00 00 0
3$ 2n+1 2n—|—1 333
Z (2n Z 2n 2 ’
n:O +1 ( +1 n=0
(0. ¢] oo
(3x)2n+1 2n+1 1 22n X x2n+3

2 (2n +1)! (2n +1)! D24
\77/:0 \ 7

smena?,n =m bmenavn =m smena: n + 1=m,

2n+2=2m,

2n+3=2m+1

X
—2 —Z23>0
2n)! 2" 77
smena: n+ 1 =m,
2n+2 =2m,
n+3=2m+1
i 31’ 3m+1 © p2m+1 1 22m—=2 _ .2m+1
-3y = = +
| — Nl
= (2m +1) = (2m+ 1)l 24~ (2m —2)!
o0 2m—+1
x 3
) YA )
mzl(m—z) >t

Da bismo sve sume spojili u jednu, izvuéi ¢emo prvi ¢lan iz prve i druge
sume i na taj nacin ¢e brojaci svih suma krenuti od m = 2 :

(32)° 2 1.3 3 3.3 o (3x)m!
Br— Bx+ =5 — 3% — 527 —20° — 5z +Z(2m+1)' +
m=2 ’
0 p2m+l 1 0 22m | p2m+1 0 p2m+l
-3 —_ = _—— =2 — >0
mz_;(%n-l—l)! 87712_:2 (2m — 2)! mX:Z(Qm—Z) ’



ZADACI 26

0 x2m+1
h'= ot s gt Rt )
mZQA/_/
| >0
_(32m+1 —3_ g . 22m(2m + 1)2m(2m — 1) — 2(2m + 1)2m(2m — 1)) > 0.

\

v~
proveravamo

35 —3-1.20.5.4.3-2.5-4-3 = 2433120120 = 240240 = 0

31 —-3-4-20.7-6-5-2-7-6-5=

= 2187 — 1680 — 420 — 3 = 2184 — 2100 =84 > 0

S 3
|
w N

Posto je ¢lan sume za m = 2 jednak nuli, njega mozemo zanemariti, a
dokaz nejednakosti nastavljamo za m > 3 :

0 p2m+1 —_— 1 )
—— (3" =3 — = - 27(2 1)2m(2m — 1
ELEEIN g 2 am+ D2m(@m — U+
Ut AN ~~
>0
—2(2m +1)2m(2m — 1)) > 0.
prove?gvamo

32m+l 3 _ % S22 (2m 4 1)2m(2m — 1) — 2(2m + 1)2m(2m — 1) > 0
32mHl 3 —22m=3(4m?2 — 1)2m — 2(4m? — 1)2m > 0

32mHl — 3 —22m=3(8m3 — 2m) — 2(8m? — 2m) > 0

32m+l — 3 — 8m3 - 2273 4 2m - 2273 — 16m3 + dm > 0

32m+1 . 8m3(22m—3 + 2) + Qm(22m—3 + 2) —3>0

3-9™ — 16m3 (224 4+ 1) + 4m (2" +1) =3 > 0

-~

>0

Podeli¢emo dokaz nejednakosti na dva dela.
Ocigledno je: 4m - (22" 4 +1) -3 >0 za m > 3.
Dokazac¢emo da je i 3-9™ —16m? - (21 +1) >0 za m > 3:

39" —16m3(22" 1 +1) > 0
3-9" —m3(4™ +16) > 0
3(4™m 4 16

9m>m( 3+ ).

3(4m 41
Da bismo dokazali 9" > m>(4" + 16)

, dokazac¢emo jaci uslov.
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Kako je 4™ > 16 za m > 3, onda je dovoljno dokazati:

3. 2. 4m
9m > mT, odnosno:

9" > m3 . 4m

G)m > m?.
. .9 .
S obzirom da je 1 > 2, sledi da je:
2 > m3,
Ovo nije ta¢no za m € {3,4,5,6,7,8,9}, ali ¢emo direktno proveriti da je
m3(4™ + 16)

za te brojeve ispunjena nejednakost 9" > 3 .

33(4% + 16)

3
729 > 720
43(4* + 16)

3
6561 > 5802.67
53(4° + 16)

3
59049 > 43333.33

3(45 +1
90 = 6°(4° + 16)
3

531441 > 296064
73(47 4 16)

3
4782969 > 1875066.67

83(4% + 16
98 = (4% + 16)

3

43046721 > 11187541.33

m=3: 9>

m=4: 9*>

m=5: 9>

m=T7: 9" >
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93(4% + 16)
3
387420489 > 63704880

m=9: 9 >

Za m > 10 nejednakost 2" > m? jeste tacna, a to ¢emo pokazati induk-
cijom.

BI m=10: 2% > 10
1024 > 1000

I.LH. pretpostavimo da vazizam =k, k€N, k> 10:
ok > |3

LK. dokazimo davazizam=k+1, keN, k> 10:
2 > (k+1)°

22" > (k+1)3

228 — (k4 1)3 >TH 283 — (K +1)°

=2k3 — k3 — 3k* — 3k — 1

= k3 -3k -3k —1

> k3 — 4k (jer je 4k > 3k* + 3k +1 za k> 10)
= Kk*(k —4) > 0.

hy3
Dokazati nejednakost: 1 < chx < <ﬁ) , x>0 (videti [2]).
T

II:

3
chx < (sh_a:)
T

Najpre obe strane nejednakosti pomnozimo sa 3, pri ¢emu je x > 0:

h 3
Ch$<<ﬁ> /-
x

23 chz < sh’z,

sh®z — 23chzx > 0.
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Koriste¢i formulu ((1.2)) dobijamo da je:

1
Zsh?):z:—zsha:—x?’chx > 0.

Sada ¢emo funkcije shz i ch x razviti u stepeni red:

1 o ( )2n+1 3 o 2n+1
Zn;(znﬂ) _Z —~2n+1) " 2n
1 o 2n+1 3 2n+1 OO 2n—|—3
12 T 1 Ty Z“/‘ >0
4= (2n+ 1) 4 “(2n+ 1)1 = (2n)!
smena: 1 = m smen;rn =m s sm;na: 7?:- 1 zjm
2n 4+ 2 = 2m,
2n =2m — 2,
2n+3=2m+1
31. 2m+1 3 o x?m—&—l o x2m+1
2m+1 = (2m+ 1)l 2= (2m - 2)!

Posle uvodenja odgovarajuce smene za svaku sumu, izdvajamo prvi ¢lan
prve i druge sume, kako bismo mogli sve tri sume da spojimo u jednu:

o0 2m+1 o r2m+1 o p2m+l
iy L i yo 30) Z P e N ——)

o
4 4 “— (2m + 1)! ~(2m+1)! = (2m —2)!
o0 x2m+1 1 3

R S 32m+1 2 2 1 )
Z(2m+1)!(4 g~ (ZmA1)2m2m—1)
M=l e —= ~~

>0 proveravamo

Najpre éemo dokazati da je 3*"*1 > 32" 1 1. To se svodi na dokaz
nejednakosti 2-3%" > 1, §to jeste tacno za m > 3.

Tako dobijamo da treba da dokazemo 3*" > 4(2m + 1)2m(2m — 1), od-
nosno 9™ > 4(8m?3 — 2m).

Dokaza¢emo jace: 9™ > 32m?3.

To ne vazi za m = 3, ali provericemo direktno da za m = 3 koeficijent
sume jeste pozitivan:

1 3
— .3 - _7.6-5=2336>0.
4 4

Za m >4 vazi nejednakost 9" > 32m3. Dokaza¢emo indukcijom.
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BL m=4: 9'>32.4°
6561 > 2048

I.LH. pretpostavimo da vazizam =%k, k€N, k>4
9" > 32 &

LK. dokazimo davazizam=k+1, keN, k>4
9kl > 32 (k+1)3

9.9% >32. (k+1)3
9-32k%>32-(k+1)/ : 32k

9 1 a¥
> —
< * k:)
, , 1 1 5 . : :
S obzirom da je za k>4, 1+ T <1+ 1= dobijamo da je dovoljno

5\ 3
dokazati 9 > <Z) , a to jeste tacno, jer je 9 > 1.95.

hy 2
Dokazati nejednakost: (H> +

(videti [10]). )

tanh 8
kN 2+ —a*tanhz, >0
x 45

Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa 22 -chz, x> 0:

sh? x sh x 8 .shz
> 2+ —a3—= /.2%ch
x? Jr3c‘ch1‘ +45:1: Chx/ T,

sh?xchz + zshe > 222 cha + 4—5965th,

8
sh’zchz +zshz — 222 chx — 4—5:B5shx > 0.

Koristeéi formulu ((1.11]) dobijamo:
1

Zch?mc — Zchaj +xshz —22°chx — Eﬁshx > 0.
Sada ¢emo funkcije shx i chz razviti u stepeni red, a onda u slede¢em

koraku uvesti odgovarajuc¢e smene za svaku sumu:
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I <= (32)" 1~ 2z X, pntl SO a2
" — +x -9 i
12 el a2 T Gt 2 2 (o
500 x2n+1
—— >0,
15" 2;(2n+—n!
1 00 3.17 2n 1 o) xQn 00 332n+2 [e%¢) $2n+2
Y e T Yy
4 =~ (2n)! 4~ (2n)! —~ (2n + 1)! —~ (2n)!
— a0 om0 a0
smena: n =1m smena: n = 1m smena: n + 1 =m, smena: n + 1 =m,
2n + 2 = 2m, 2n + 2 = 2m,
n+1=2m—-1 2n =2m — 2
8 &0 :2n+6
—=Y —— >0
45 &= (2n + 1)!
smena:r;q—i’):mj,
2n + 6 = 2m,
n+1=2m->5
1S (32)27 18K a2 L gm % om
I — - —2
D I PP T IAD BT T R BT T
8 0 72m
—— >0
52 on =5

Da bismo sve sume spojili u jednu moraju brojac¢i suma da kre¢u od istog
broja, zato iz prve dve sume izvla¢imo prva tri ¢lana, a iz druge dve sume
prva dva c¢lana:

4 '8 9% ‘4 96 6

1A (Br)™ 1o a2 XN g 2
‘|‘Zmz_:3 (2m)! _Zmz_:g(Zm)l +mz_:3(2m_1)| - e (2m—2)!+

8 o~ 22m
—— > 0,

45g;(mn—5y

—L 3 24 2m —2-2m(2m — 1) — — - 2m(2m — 1)
Z(2m)!\(4 i m(2m — 1) = 1z - 2m(2m — 1)-
>0

(2m — 2)(2m — 3)(2m — 4)) > 0.

A S/
~~

proveravamo
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1, 1 8
—-3. —.36_= - 2.6-5——.6-5-4-3.2=
m3434+6 654565 3
1 1 8
_~.799_ = — 60— —-72
7 729 4+6 60 = 720
729 1
— % 2 _54—198
4 4
T8 T8
= =
1 1 8
:4 . 8__ _2 . - — . . . . 4:
m 0 3 4+8 8.7 I 8.7-6-5
_ ! 6561 1+8 112 8 6720
Y 4 45
_ 6560 04 53760
4 45
— 1640 — 104 — 1194.67
— 341.33 > 0
m=>5: 1 310—1+10—2 10 9—§ 10-9-8-7-6 =
7y 4 45 N
1 1
:1-59049—Z+10—180—5376
— 14762 — 170 — 5376

= 9216 >0

Posto je c¢lan sume za m = 3 jednak nuli, njega zanemarujemo, a dokaz
nejednakosti nastavljamo za m > 4 :

= o1, 1 8
> )'(1'3 — 1 +2m =2 2m(2m — 1) — = - 2m(2m — 1)
— (2m)! ,

> 0 > 0

{(2m —2)(2m — 3)(2m — 4)) > 0.

1
Ocigledno je 2m — 1 >0, m>4.

Dokazac¢emo sada da je:

1, 8
13 —4m(2m — 1) — EQm(Qm —1)(2m —2)(2m — 3)(2m — 4) > 0.
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Da bismo to dokazali koristi¢emo jaci uslov.
Kako je (2m)° > 2m(2m — 1)(2m — 2)(2m — 3)(2m — 4), imamo da je
dovoljno da dokazemo:

1 2 8 5
232 gm(2m — 1) — —(2

43 m(2m — 1) 45(m) > 0,
1 256
132m—4m(2m—1)—ﬁm5>0

Posto je m®> > 4m(2m — 1) (lako se to pokaZe za m > 3), dobijamo da
je dovoljno da dokazemo:

. 256 .

132m >0
- —m°’ ——m

4 45 ’
1, 301 .

gm N 301

e —1m .

4 45

S obzirom da je 5 4 = 26.76, dokaza¢emo da je 9™ > 30 - m°.

Ovo nije tacno za m = 4 i m = 5, jer dobijamo:
6561 > 30720 (m = 4)

59049 > 93750 (m =5)
Za te vrednosti ¢emo direktno proveriti da vazi trazena nejednakost:
43 . (41 + 16)
3

6561 > 5802.67
53 . (4° + 16

59049 > 43333.33

m=4: 9*>

Za m > 6 nejednakost 9™ > 30-m° jeste tacna, a dokazac¢emo indukcijom:



ZADACI 34

Bl m=6: 9°>230-6°
531441 > 233280

[LH, pretpostavimo da vazizam =%k, k€N, k>6:
9" > 30 - k°

LK. dokazimo davazizam=k+1, keN, k>6:

9Ftl > 30(k + 1)°.
Po I.H. imamo da je 9-9% > 9. 30k5.

Treba pokazati da je 9 - 30k° > 30 - (k + 1)°, odnosno kada obe strane

1\ 5
nejednakosti podelimo sa 30k°, dobijamo 9 > <1 + E) .

1

1 7
S obzirom da je k > 6, 1+ z <1+ § = © dobijamo da je dovoljno

7\ 5
dokazati 9 > (6> , a to jeste tacno, jer je 9 > 2.16.

Dokazati nejednakost:

shx tanh z shz tanh z

(1—=p)—+p >1>(1—-qg)—+¢ :
X X X T

1
p < 3 4 > 1, x > 0 (videti [12]).

' sh x tanh z
(1-p) —

X

Najpre obe strane nejednakosti pomnozimo sa z -chz, = >0:

h h
(1—p)S x+ps - >1/-xchx,
x xchx
(1—=p)chzshx +pshx > xchu,

(1—p)chzshx +pshe —xchz > 0.

Korigéenjem formule (1.9)) dobijamo:
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1
(1 —p)ﬁsh2x+pshx—xcha: > (.

Sada ¢emo funkcije shx i chx razviti u stepeni red, a u slede¢em koraku
izvuci ¢emo prvi ¢lan iz svake sume, da bismo ih posle spojili u jednu sumu:

1 — p io: (2$)2n+1 ~ p2ntl ~ r2n
) S )
| | |
2 = (2n+1) “—~ (2n+1)! “— (2n)!
—p 1 — p > (2x)2n+1 0 p2ntl
} 9 _ - ONTY A v
g 2ot b At mﬂ@n+1ﬂ+ng@n+lﬂ+
o $2n—|—1
— >0
“— (2n)! ’
o x?n—l—l
—(4"(1 — —2n—1) > 0.
=1 e — proveravamo
>0
1 1 1 4 1
:1,::—:4@——) S 9 1=4— -4 - -3=0
nehPEy 3) 73 373
1
n=2p<z:i 16(1—p)+p—4-1=16—16p+p—5

—11—-15p>6

Posto je ¢lan sume zan =1, p = 3 jednak nuli, zanemarujemo ga i dokaz

nejednakosti nastavljamo za n > 2 :

o x?n—l—l
n=2 H>’O_/ indﬁcija

BlL. n=2, p<-: 11—-15p>6

Wl —

[LH. pretpostavimo da vazizan =%k, k€N, k>2, p<

Wl —

F1-p)+p—2k—1>0

AF1—=p)>1+2k—p



ZADACI 36

LK. dokazimodavazizan=k+1, keN, k>2 p<

W —

A1 —p)+p—2k+1)—1=
=4-4*1—-p)+p—2k—-2-1
>4(1+2k—p)+p—2k—3
=4+8k—4p+p—2k—3
=6k—3p+1>0.

> 12

Dokazati nejednakost: 2shx + tanhx > 3z, z > 0 (videti [7]).
Najpre ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa chx, x > 0:

2shz + 3£ > 3z /- chuz,
2shxchx +shz > 3xchux,
2shxzchx +shx —3zchx > 0.

Koristeéi formulu ((1.9) dobijamo:

2 %Sh2x+shx—3xchx >0,
sh2z +shx — 3xchx > 0.

Funkcije shx i chx razviécemo u stepeni red, a zatim sve tri sume spo-
jiti u jednu:

2n+1 o 2n

S (2 )2n+1 x T T

L N >0,
Y=
% o 2n+1 0 2n-+1 < 2n+1
e ) Dk}
o (2n + 1)! rt (2n + 1)! rt (2n)!
- :L.Qn—l—l 2n+1
Z—(2n+1)'(2 r1-3 (2n+1)) >
n=0 H/O—/ proveravamo

>

n=0: 24+1—-3=0
n=1: 2241-3.-3=9-9=0
n=2: 2241-3-5=33—-15=18>0
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n=3: 214+1-3-7=129—-21=108 >0

Posto su ¢lanovi sume za n = 0 i n = 1 jednaki nuli, zanemarujemo ih
i dokaz nejednakosti nastavljamo za n > 2 :

o0 x2n+1 -
> T 1),(2 "1 —3(2n 4 1)) > 0.
n=2 T indukcija

Dokaza¢emo indukcijom da je 22"t — 3(2n + 1) > 0.
BL. n=2: 22-3.5=32-15=17>0

I.LH. pretpostavimo da vazizan=m, m €N, m > 2:
22t _3(2m +1) >0
27t > 3(2m + 1)

LK. dokazimo davazizan=m+1, meN, m>2:
22 m+D+l _3(9(m41)+1) =

= 22.22m+l _ 3(2m + 3)
>4-32m+1)—3(2m + 3)
=2dm+12—-6m—9

= 18m +3 > 0.
4 h
Dokazati nejednakost: ch3 (g) <3P ch®z, x>0 (videti [L1]).
x
I:
4 (T shx
i (2) < e
¢ 2 x

Najpre obe strane nejednakosti stepenujemo na treci:

4 (T sh x
JORE
¢ 2 T /
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x sh® x
h? (—) < .
A3 3
Sada obe strane nejednakosti pomnozimo sa 3, x > 0:
ch* (E) Sh3 / -2
2
nt (3) < h3
23 ¢ 5 S
sh® z — 2% ch? (2> > (.

Sada ¢emo sa f(z) oznaciti sh® z — 27 ch? (g), tj.
f(z) = sh®z — 23 ch* (%), x> 0.

Definisimo funkciju ¢(x) na sledeé¢i nacin:
o(x) = f(2z) =sh?(2x) — 823 ch*z, = > 0.

Koristeéi formule (1.3)) i (1.7)) dobijamo:

1 3 h4 h 2 3
go(x):ZSth—Zsth—Sx‘g(C L2 —)

8 2 * 8/
Dokazimo sada da je f(z) > 0, = > 0, §to je ekvivalentno sa

o(x) >0, z > 0:

1 3
ZSth_ Zsh2x—x3(:h4x—4x3ch2x—3x3 > (.

U slede¢em koraku funkcije shx i chx razvijamo u stepeni red, a zatim
uvodimo odgovarajuc¢e smene za svaku sumu:

lz@: 6I 2n-+1 §zoo: (Qx)2n+1 B $3 EOO: (4x)2n+
4= (2n+ 1)1 4= (2n+1)! “~ (2n)!
21)%"
43 ( 32 >0
> o ’

1 o (6x>2n+1 3 o (21‘)2n+1 o 4211 . x2n+3
ZZ (2n + 1)! _ZZ (2n + 1)! 3 el
=0 e —_— n=0 o n=0 y
Smena\:rn =m smena: rﬁ 1l=m

2n + 2 = 2m,
2n+3=2m+1,
2n=2m — 2
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> 22n , 2n+3 ;
—4 — —32° >0
2 en) T
=0 _
smena: TXI— 1=m,
2n+2 =2m,
2n+3=2m+1,
2n =2m — 2
1 io: (61,)2m+1 3 io: (23:)2771—1—1 io: 42m=2 :L.2m+1+
14 @2m+1)] 44 2m+ 1)~ (2m-2)
o~ 92m—=2 | .2m+1
—4 —32° >0
Cm—2) "
m=1

Da bismo sve sume spojili u jednu, moraju brojac¢i da kre¢u od m = 2
i zato iz prve dve sume izvla¢imo prva dva ¢lana, a iz druge dve sume
izvla¢imo prvi ¢lan:

1 1 3 21)3
. 3. (6@ 3(1') R B Do . oo

1 0 (6517 2m+1 3 0 2.%' 2m—+1 0 42m=2 | p2m+1
+Zmz(2m+ _ZZ (2m+1 mZZQ (2m — 2)! i

0 22m—=2 | .2m+1

4 0
% @m—2y1

233_ 2x+ D2~ P R +Z z?m (1,62m+1_§,22m+1+
2" @2m + 1)1 \4 4

422 (2m 4 1)2m(2m — 1) — 4+ 2272(2m + 1)2m(2m — 1)) >0,

sz2m—|—1

— (2m +1)!
— 22 (2 + 1)2m(2m — 1)) >0,

3 3
(5 62— = 27— 2 2m + 1)2m(2m — 1)+

0 22m . p2m+l g 3
T (§ 3 — 2 — (2m 4 1)2m(2m — )2 + 1)) > 0.
- >0 prove;gvamo
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3

3
=2: —.3*-2_-5.4.3.2°+1)=
m 2 9 ( +)
3
5 80 =120 =120 —120 =0
3 3
m=3: -.3°-2-7.6-5-(22+1)=
2 2
3
5+ 728 = 1050 = 1092 — 1050 = 42 > 0

Posto je ¢lan sume za m = 2 jednak nuli , zanemarujemo ga i nastavljamo
dokaz nejednakosti za m > 3 :

0 22m . p2m+l g ) 3 —_
2 (2,32 2 9m 4 1)2m(2m — 1)(22 1>>0,
T (\2 5~ (2m o+ D2mm = (2 1)

>0 proveravamo

Najpre ¢éemo dokazati da je 32" > 3*"~1 + 3, za m> 3.

9 .
To se svodi na dokaz nejednakosti 9™ > 3 sto jeste tacno za m > 3.

Sada ¢emo dokazati da je 22" % 4+ 1 < 2?m73  za m > 3.
To se svodi na dokaz nejednakosti 16 < 4™, a to jeste tacno za m > 3.

3
Najzad zelimo dokazati da je 532’”_1 > (2m+1)2m(2m —1)2*""3 m > 3.

Koristedi ¢injenicu da je (2m)? > (2m + 1)2m(2m — 1), dokazac¢emo jaci
uslov:

g . 32m71 > 8m3 . 22m—37

g\ m

9
S obzirom da je 1 > 2, sledi da je dovoljno dokazati: 2™ > 2m?3.
Ovo nije ta¢no za m € {3,4,5,6,7,8,9,10,11}, ali direktno ¢emo proveriti
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da su za te brojeve koeficijenti sume pozitivni:

3 3

m=3: 5-36—5—7-6-5-(22+1)>0
42 >0
3 3
m=4: 5-z)>8—§—9-8-7-(24+1)>0
1272 > 0
3 10 3 6
m=5: -3 —C—11-10-9-(2"+1) >0
24222 > 0
3 12 3 8
m=6: 37— —13-12-11-(2°+1) >0
356148 > 0
3 14 3 10
m=T: o-3%—C—15-14-13- (20 +1) > 0
4376202 > 0
3 16 3 12
m=8: 30— —17-16-15- (2% +1) >0
47854320 > 0
3 18 3 14
m=9: o-3"—C—19-18-17- (2" +1) >0
485868342 > 0
3 20 3 16
m=10: o-3% =2 —21-20-19- (2 +1) >0
4707191340 > 0
3 22 3 18
m=11: o-3%—-—23-22:21- (2% +1) >0

44286036642 > 0

Za m > 12 vazi nejednakost 2" > 2m?. Dokaza¢emo indukcijom.

41
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Bl m=12: 212>2.123
4096 > 3456

I.LH. pretpostavimo da vazi zam =k, k€ N, k > 12:
2F > 2k?

LK. dokazimo da vazizam=k+1, ke N, k> 12:
oMl > 9. (k4 1)°

2.-28 > 2. (k+1)°
2-2-kE>2-(k+1)7%/: 2k

2 1 a¥
> —
(1 5)
_ , 1 1 13 . : .
S obzirom da je za k > 12, 1+E < 1+E =1 dobijamo da je dovoljno
133
dokazati 2 > <E> , a to jeste tacno, jer je 2 > 1.27.

2.3 Najslozeniji zadaci

Na kraju su ostale komplikovanije nejednakosti, kao sto su 2. i 5. Ove
nejednakosti dokazuju se na malo drugaciji nac¢in nego prethodne.

5 sh
Dokazati nejednakost: <ch %) < %, xz € (0,1) (videti [5], [6]).

Najpre obe strane nejednakosti pomnozimo sa = > 0 :

z\° shx
h—) LA
<C4 <a;‘/x’

5
x - (Ch%) < shux,

5
sha:—:c(chz) > 0.
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5
Sada ¢emo sa f(x) oznaciti shax — x(ch %) .

f(x) =shx —x(ch%f7 z € (0,1).

Definisimo funkciju ¢(x) na sledeé¢i nacin:

1
o(x) = f(4x) = shda — 4z -ch’x, z € (O, Z)

Koristedi formulu (1.8)), dobijamo da je:

5 5)
o(r) =shdx — Zch5x — %chSa: — gch:v.

Dokazimo sada da je f(x) >0 za x € (0,1), sto je ekvivalentno sa

e(r) >0 za x € (0, Z> Najpre ¢emo funkcije shz i ch x razviti u stepeni

i (4a)?n+1 xi(Sx)Q” 5x§:(3:p)2” 5:1:% 2 o0
~(2n+1)! 44 (2n) 4 4= (2n) 2 = (20) " 7
0 (4x)2n+1 1 0 52n . p.2n+1 5 0 32n . p.2n+1 5 0 r2ntl
= 2 _2 >0,
2 n Il I @ 12 @l 22 @)
— 2 ontl L op 5 Lo 5
Z—(%H)! (4 — 552+ 1) = 23 (2n—|—1)—§(2n—|—1))>0.
n=0 . ~ v
> 0 proveravamo
1 5 5 16 6 10 16 16
—0: 4---1-1-2.1.1-21=22_2_22_2 2 _
n=0 4 4 > R R R R
1 5 5)
—1: 43_-2-.52.3_-2.32.3_Z2.
n 1 5°-3 1 373 5 3
75 135 30
=64—-—————=64—-60=4>0
i 4 4 ~
1 5 5)
=2: 4 ——.5".5--.31.5--.5
" 4 4 2
3125 2025 50
= 1024 — — — — =1024 — 1300 = —-276 < 0

4 4 4
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1 5 5
=3: 4" - —.50.7-2.30.7 2.7
" 4 4 2
109375 25515 70
= 16384 — — — — —— — - = 16384 — 33740 = —17356 < 0

Posto je ¢lan sume za n = 0 jednak nuli, njega mozemo da zanemarimo
u nastavku dokaza. Vidimo da za n > 2 ¢lanovi sume postaju negativni,
zato dokaz nejednakosti nastavljamo tako Sto najpre clan sume za n = 1
izdvojimo ispred sume:

23 L g2t 1 5 5
2 5 1 — 2! M+2 _ £2n n
3 +1;m(4 —5"(2n+1)—=5-3""(2n+1) —10(2n+1)) > 0,
2x3+1§: ﬂ(wnﬂ —25"(2n+1)—=5-9"(2n+1)—10(2n+1)) > 0.
3 4= (2n+1)!

Sada ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa —1, a u slede¢em koraku

obe strane nejednakosti podeliti sa 2?, pri éemu je z € (0, Z) :

2n+1 2
—|(16”“—25”(2n+1)—5-9"(271—!—1)—10(2""‘1)) > _§x3 /-(=1),

o |
wE
¥l s
_I_
=

lex =z 2
=N T (25"(2n+-1 9"(2n+1)+10(2n+1)—16"T1) < 243 /23
42(2n+1)!(5(n—|—)—|—59(n—|—)—|—0(n—|—) 6"+ < 2a’ )12,

Wl Do

e~ o
— —(25"(2 1)+5-9"(2 1) +10(2 1) — 16" <
12 G20 @ 1) 459720 + 1) +10(2n +1) )

2
Da bismo dokazali da je navedena suma manja od 3 najpre ¢emo induk-

cijom pokazati da su svi koeficijenti sume pozitivni.

Dovoljno je posmatrati prvi i poslednji ¢lan i dokazati
25\ 16

25" - (2n+ 1) — 161 > 0, od () > .

(2n+1) , odnosno | 1
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Navedena nejednakost nije tacna za n = 2, ali direktno ¢emo proveriti
da za n = 2 koeficijent sume jeste pozitivan:

252.-54+45-92.54+10-5—16% = 1104 > 0.

25\ " 16
Sada primenjujemo indukciju na (—) > —
2n +1

16
25\3 16
B.I n=3: (—) > 2
. 16 7

3.815 > 2.286

zan > 3.

[.LH. pretpostavimo da vaziza n=k, k€N, k> 3:
(25)k - 16
16 2k +1
LK. dokazimo davaziza n=k+1, k€N, k> 3:

<25>k+1 - 16
2(

16 k+1)+1
25 (25>k .16

16 \16 2k + 3
25 6 16

- 2k +1) - (2k+3
16 o1 g/ Gk -2k3)

25(2k 4 3) > 16(2k + 1)
18 +59 >0

Sada ¢emo izvrsiti zamenu gornjom granicom, tj. posto x € (O, —), uzetemo

1

da j = —:

aje x 1

100 p2n—2 i .I:l
- —(25™(2 1)+ 5-9%(2 1) + 10(2 1) — 16" 4
12 @ Cn D45 9" Cn 1) +100n + 1) )"

2n

o= (1) 2
—.16§—25”2 D+5-9"2n+1)+102n+1) — 16" < =,
7 n:2(2”+1)!( (2n+1)+ (2n+1)+10(2n+1) )<3
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U nastavku ¢emo dokazati da je:

4'2%

n=2

a iz toga Ce slediti da je:

n—2

(25" (2n+1)+5-9"- (2n+ 1) +10- (2n+1) — 16" <

46

Wl Do

Y

I N a2 2
Z.z:37—(2571.(QnJF1)+5.9”-(2n+1)+10-(2n+1)—16”+1) < 3

(2n + 1)!

n=2

2 aay T 2 ) +4Onz:; ey~ Mt
N g 2n N % 2n N i 2n N ) ,
1 EQZ)! T20) (22)! 40D 522)! ~64> T < 3

(VR )

Y
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2n
~ (1
Chi - ; E;Z)! ’

0]

1
h1=S—— .
i ;0(2n+1)!

Pri ¢emu vodimo racuna da sume u prethodnoj nejednakosti poc¢inju od n =
2. Zbog toga imamo da je:

4 h5 4— 4%2+20 h3 20— 2196+40ch 40— 4016 64sh1—|—64-|—64<2
—_—— C R —_— — R— —
Y 2 A 2 1 2 6 3

5 25 3 9 1

S A —92. 249 h—— —10- =44 h—— — 20 —
4ch A—2. 16+ Oc 20 — 10 - 16+ Oc A0 — 20 - 16+

)

—64sh1+ ﬁ4+3§ <3

5 3 1 32 25 45 10 2
4ch=4+20ch>+40ch~ —64shl1 +— - =—2_~= "~ =
C 4+ Oc 4+ C 1 sh1+ 3 3 3 3 3

5 3 1 32 2
4ch=4+20ch>+40ch~- —64shl+ — —10 < =
C4+OC4+OC4 s+3 3

5 3 1
4 ch — h— +40ch- —64sh1
(34—|—20(3 4—1— 004 64 s +/§</§,

1
4-ch§—|—20-ch§+40~chi—64-sh1<0.

Kako je: chg ~ 1.88842387716

Chz ~ 1.29468328468

chi ~ 1.03141309988
sh1~ 1.17520119364

5 3 1
dobijamo da je: 4-ch1—|—20~ch1—|—40-ch1—64-sh1 <

4-1.889420-1.295+40-1.032 -64-1.174 =

74.736 — 75.136 = —0.4 < 0.
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Time je nejednakost dokazana.

1 \2
Dokazati nejednakost: (—) < i, z € (0,1) (videti [4]).

chz sh x

Najpre kvadriramo obe strane nejednakosti:

1\ ,
(53) <32/

1 x2

< .
chz ~ sh’z

Sada obe strane nejednakosti pomnozimo sa ch zsh? z, pri éemu je
€ (0,1):

1 x2

<
chx " sh’zx

/-chash?x

sh® z < 22 chz,
z?chz —sh®z > 0.

Koristeéi formulu ((1.1]) dobijamo:
1 1
z?chx — §ch2x—|— 5 > 0.

Sada ¢emo funkciju ch x razviti u stepeni red, a u slede¢em koraku uvodimo
odgovarajucéu smenu za svaku sumu:

x2z(:2nn _z—:o

n=0

2n

+>O

l\D

x2n—|—2 1 o (237)271 1

—= += >0,
2n)! 2 2n)! 2
= 2t 27 (2n)
———
smena: n + 1 =m, smena: n =m
2n 4+ 2 = 2m,

2n =2m — 2
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= I = (22)>™ 1
—_— — = - > 0.

Z(Qm—Q)! 22 (2m)! +2

m=1 m=0

Da bismo obe sume spojili u jednu, moraju njihovi broja¢i da kreéu od
istog broja, zato iz druge sume izdvajamo prvi ¢lan:

- z%m 1 <= (22)%™
;(zm—z)!_%_ﬁmzl em) % >0
= 2" l & (2x)2m>0
mz::l(Qm—Q)! 2;(2771)! ’
— " 2m—1
Z(Qm)!(gm(zm—vl)—Q >0
m=1 = proveravamo
>0
m=1: 2-1-(2-1-1)=221"1=2.1-2=0
m=2: 2-2-(2-2—-1)—-22271=4.3-22=12-8=4>0
m=3: 2:3-(2-3-1)—-2231=6-5-22=30-32=-2<0
m=4: 2-4-(2-4-1)—-2*"1=8.7-2T=56-128=-72<0

Posto je ¢lan sume za m = 1 jednak nuli, njega mozemo da zanemarimo
u nastavku dokaza. Vidimo da za m > 3 ¢lanovi sume postaju negativni,
zato dokaz nejednakosti nastavljamo tako Sto najpre ¢lan sume za m = 2 iz-
dvojimo ispred sume:

9
£L’4 2m

s
4. om(2m — 1) — 221 .
0 +;3(2m)!( m(2m — 1) ) >0

Sada ¢emo obe strane nejednakosti pomnoziti sa —1, a u slede¢em ko-
raku obe strane nejednakosti podeliti sa z#, pri ¢emu je € (0,1) :

> me . 4.1'4
2<2m)!<2m<2m—1>—22 N> = /- (=),
x2m 4

WK

(Qm)!@?m—l —om(2m —1)) < % /:at

3
I
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- 2m—1 1
> (2m)!(? —2m(2m — 1)) < -.

~
indukcija

8
)

m=3

Da bismo dokazali da je navedena suma manja od & najpre ¢emo in-

dukcijom pokazati da su svi koeficijenti sume pozitivni:
BL m=3: 2¥71-2.32.3-1)=2"-6-5=32-30=2>0

[LH. pretpostavimo da vaziza m =4k, k€N, k> 3:
2% _ 9k (2k—1) >0
2%~ > ok . (2k — 1)

LK. dokazimo da vaziza m=k+1, k€N, k> 3:
22+l _ 90 (k+1)(2 - (k+1)—1)=

= 22192 _2(k+1)(2k + 1)
4-2k(2k — 1) — (2k + 2)(2k + 1)

= 16k% — 8k — (4k> + 6k + 2)

= 16k? — 8k — 4k*> — 6k — 2

= 12k — 14k — 2

> 12k% — 16k (jer je 16k > 14k + 2, za k > 3)

= 4k(3k — 4) > 0.

Sada ¢emo izvrsiti zamenu gornjom granicom, tj. posto x € (0, 1), uze¢emo
dajexr=1:

2 r=1 ¢ 2m—1 1
7;3 2] (221 —2m(2m—1)) - n;) (2 =2m(2m 1)) < .
U nastavku ¢emo dokazati da je i ;(227”1 —2m(2m —1)) < ! a

— (2m)! 6’

2m—4
).

22”“ 2m(2m — 1)) <

o0
iz toga Ce slediti da je Z

m:

(27"t —2m(2m — 1)) <

®|’—‘

[@xN =

Mg

m:3
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> 22m—1 > 1 1
_ —_— <
o’ (2m)'/ @Z:; (2m — 2)'/ 6
smena‘:rm =k smena;: 777— 1=k,
2m — 2 =2k
o 22k—1 o 1 1
DN
(2! 2k~ 6
k=3 k=2

Posle uvodenja odgovarajuc¢e smene za svaku sumu, iskoristicemo sledece
jednakosti:

00 22k

ch2 =
'7

e~ (2k)!
1 o 22]4:71
§Ch2 = Z (Qk)"

k=0
=1
k=0

Pri ¢emu vodimo ra¢una da sume u prethodnoj nejednakosti pocinju od
k=31k=2. Zbog toga treba dokazati da je:

1 1 1
S ch2— f— A—=—chl <=
9 ¢ % A-3—c +/I+% 6’
1 1 1
“ch2— - —chl <=
9 ¢ 3 ¢ 6’

1 1
§Ch2—Ch1<§

Kako je: ch2 ~ 3.76219569108

ch1 ~ 1.54308063482

1 3.763 1
dobijamo da je: 5 ch2—-chl < — 1.542 = 0.3395 < 5

Time je nejednakost dokazana.
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