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Rezime

U ovom radu �e biti predstav	ene osobine dominantnosti i nezavisnosti u grafu,
problemi maksimum nezavisnog skupa i minimum dominantnog skupa, kao i �ihova pri-
mena u konstrukciji prostih be�iqnih mre�a. Najprostiji primer grafova za izuqa-
va�e modela prostih be�iqnih mre�a su grafovi jediniqnog diska. Ipak, oni se sma-
traju samo teorijskim modelima be�iqnih mre�a jer su texko prime�ivi u stvarnom
�ivotu. Zato se kao pogodniji model u ovom radu razmatraju grafovi ograniqenog
rasta i potraga za maksimum nezavisnim skupom i minimum dominantnim skupom se
odvija nad grafovima sa ovom osobinom.

U radu su prikazani neki od algoritama za konstrukciju maksimalnih nezavisnih
skupova, dok je posebno razmotren jedan, koji maksimalni nezavisni skup za grafove
sa osobinom ograniqenog rasta nalazi u vremenu O(log∗ n), gde je n broj qvorova grafa.
Razlog za razmatra�e brzog algoritma za pronalazak maksimalnog nezavisnog skupa
se ogleda u qi�enici da maksimalni nezavisni skup mo�e poslu�iti za konstrukciju
aproksimacija maksimum nezavisnog skupa i minimum dominatnog skupa, pri qemu
aproksimativna rexe�a od taqnih rexe�a ne odstupaju za vixe od 1 + ε, za neku
unapred zadatu taqnost ε > 0. U radu �e biti razmotreni i ovakvi aproksimativni
algoritmi.

K	uqne reqi: Maksimum nezavisni skup, minimum dominantni skup, grafovi
ograniqenog rasta, proste be�iqne mre�e

In this thesis will be discussed concepts of domination and independence in graphs, maximum
independent set problem and minimum dominating set problem, as well as their application
in construction of wireless Ad Hoc networks. The simplest graph model for wireless ad-hoc
networks is the unit disk graph. Nevertheless, they are considered to be only theoretical mod-
els of wireless Ad Hoc networks because they are hardly applicable in real life. Therefore,
bounded growth graphs are considered as a more appropriate model for Ad Hoc network, so
in this thesis the problem will be analysed in the class of Growth Bounded Graphs.

The thesis presents some of the algorithms for finding maximal independent set, while
one of them, which finds maximal independent set for graphs with this property in time
O(log∗ n), where n is number of graph nodes, is further discussed. The reason for searching
for a fast algorithm for finding maximal independent set is that maximal independent set
can serve for algorithms that creates a near-optimal solutions for maximum independent set
and minimum dominant set, that is, solutions with an error of 1 + ε, ε > 0, in efficient run
time. These approximation algorithms also will be presented.

Key words: Maximum independent set, Minimum dominating set, Growth Bounded
Graphs, wireless Ad Hoc networks
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Uvod

Be�iqne tehnologije su od samog svog nastanka bile jedna od najatraktivnijih i naj-
izuqavanijih tema u oblasti tehnologije. Razlog se ogleda u ogromnoj primeni kako u
svakodnevnom �ivotu, tako i u nauci, industriji i mnogim drugim granama. Usled to-
likog istra�iva�a, unapre�iva�a i potreba za pobo	xa�em koje bi donelo koristi na
raznim po	ima, kao slede�i stepen razvoja be�iqnih mre�a su nastale proste be�iqne
mre�e. Proste be�iqne mre�e predstav	aju decentralizovan tip be�iqnih mre�a.
Ne osla�aju se na infrastrukturu, omogu�avaju da svaki ure�aj mo�e funkcionisati
kao predajnik, prenosnik ili prijemnik.

Modelova�e prostih be�iqnih mre�a se vrxi pomo�u grafova, gde k	uqnu ulogu
imaju nezavisni i dominantni skupovi grafova. Stabilni ili nezavisni skup u grafu
predstav	a podskup skupa qvorova grafa gde za proizvo	na dva qvora iz tog pod-
skupa ne postoji grana grafa koja ih spaja. Drugim reqima, svaka grana u grafu �e
imati bar jedan kraj u nezavisnom skupu grafa. Dominantni skup u grafu je podskup
skupa qvorova grafa gde svaki qvor grafa ili pripada tom skupu ili je susedan sa
nekim qvorom tog skupa. Pri formira�u prostih be�iqnih mre�a neophodna osobina
koju treba zadovo	iti je uspostav	a�e komunikacije - da svaki qvor posredno ili
neposredno mo�e da komunicira sa svakim drugim qvorom.

U prostim be�iqnim mre�ama dominantni skup se u velikoj meri koristi kao
virtuelna infrastruktura, odnosno virtuelna mre�a za prenos informacija. Kao
optimalno rexe�e traga se za ovakvim skupovima najma�e kardinalnosti. Mnoge kon-
strukcije za aproksimaciju minimum dominantnog skupa se zasnivaju na izgrad�i
maksimalnog nezavisnog skupa, xto �e deta	nije biti obra�eno u ovom radu.



1. Osnovne definicije i formulacija problema

1.1 Be�iqne proste mre�e

Proste be�iqne mre�e su decentralizovane mre�e koje se sastoje od pojedinaqnih
ure�aja koji me�usobno komuniciraju direktno. Termin podrazumeva spontanu ili
improvizovanu konstrukciju jer se ne osla�a na postoje�u infrastrukturu, kao xto
su ruteri u �iqanim mre�ama ili pristupne taqke u infrastrukturnim be�iqnim
mre�ama. Zbog toga, mnoge proste be�iqne mre�e su lokalnog tipa, gde raqunari ili
drugi ure�aji mogu diretko da xa	u podatke jedni drugima, a ne kroz centralizovanu
pristupnu taqku.

Ideja prostih be�iqnih mre�a qesto nije poznata kraj�im korisnicima koji su
se susretali samo sa malim stambenim ili poslovnim mre�ama, koje koriste tipiqni
ruter za sla�e signala na pojedinaqne raqunare i ure�aje. Me�utim, proste mre�e
imaju veliku primenu u novim tipovima be�iqnog in�e�eringa, iako je do skoro
prosta mre�a bila priliqno ezoteriqna ideja. U podruqijima gde postoji malo ili ni-
malo komunikacione infrastrukture, ili je postoje�a infrastruktura previxe skupa
ili neodgovaraju�a da bi se koristila, ura�aji mogu komunicirati preko prostih
mre�a. Svaki ure�aj mo�e slati podatke, primati ili prenositi podatke izme�u
druga dva ure�aja u prostoj mre�i. Ti ure�aji se mogu slobodno kretati, pa su proste
mre�e tip dinamiqkih mre�a.

Neke od mnogih prednosti prostih mre�a su mogu�nost komunikacije bez osla�a�a
na aktivnu konekciju, potpuna nezavisnost od postoje�e infrastrukture, mobilnost, a
uz to su i jeftinije za izgrad�u jer ne zahtevaju veliku koliqinu hardvera. Prednost
decentralizacije se sastoji u tome xto ne postoji centralni ure�aj qijim prestankom
rada se potpuno gubi mre�a kod svih ure�aja, ve� ako jedan ure�aj napusti mre�u, os-
tali ure�aji ostaju umre�eni i mo�da se mo�e ponovo uspostaviti mre�a koja pokriva
sve ure�aje, ukoliko su svi ure�aji povezani i nakon isk	uqiva�a jednog od �ih.

Pored mnogih prednosti postoje i mane prostih mre�a koje treba spomenuti. Iako
je dinamiqnost prostih mre�a �ena prednost, ujedno je i mana jer ure�aji mogu na-
puxtati komunikacione opsege drugih ure�aja preko kojih dobijaju ili xa	u signal.
Tako�e, velikim brojem ure�aja je texko uprav	ati bez ve�e i konkretnije infrastruk-
ture. Jox jedna mana je i bezbednost, odnosno ra�ivost na razliqite vrste napada.

Neke od mogu�ih primena prostih mre�a su kod studenata koji preko raqunara
uqestvuju u interaktivnim predava�ima, u korporativnim firmama za de	e�e po-
dataka izme�u zaposlenih, u privatnim uslovima za razmenu podataka u odsustvu in-
ternet konekcije. Jedna od najpoznatijih i najrasprostra�enijih primena u privatnim
uslovima je blutut (eng. bluetooth) tj. tehnologija koja omogu�ava be�iqni prenos po-
dataka izme�u ure�aja koji poseduju istu tehnologiju. Prime�uju se i u mobilnim pros-
tim mre�ama (poznatim kao MANET) koje su samoorganizuju�e be�iqne mre�e me�u
mobilnim telefonima, be�iqnim prostim mre�ama u vozilima (poznatim kao VANET)
koriste�i putniqke automobile za konstrukciju me�usobne komunikacije. Velika pri-
mena se ogleda i u vojnoj oblasti, gde se proste mre�e koriste na vojnim bojixtima
za razmenu podataka me�u vojnicima o sta�u, potencijalnim napadima i kao komu-
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nikacije sa xtabovima, jer na takvim mestima obiqno ne postoji mogu�nost drugaqije
vrste umre�ava�a. Dodatan znaqaj prostih be�iqnih mre�a je u vanrednim situaci-
jama kao xto je pomo� u sluqaju katastrofe. Brzo uspostav	a�e virtuelne infras-
trukture qini proste mre�e lako upotreb	ivim u sluqajevima po�ara, zem	otresa
ili drugih vanrednih situacija.

1.2 Osnovne definicije

Za modelova�e proste be�iqne mre�e koristi se neorijentisani graf G = (V,E)
takav da su elementi skupa V qvorovi grafa koji predstav	aju ure�aje iz be�iqne
mre�e, dok su elementi skupa E grane grafa koje predstav	aju komunikacionu vezu
izme�u ure�aja. Ako dva ure�aja mogu direktno da komuniciraju jedan sa drugim, bez
posredova�a drugih ure�aja, �ima odgovaraju�i qvorovi u grafu su povezani granom
iz skupa E. Ilustraciju ovakvog grafa u prostoj be�iqnoj mre�i je mogu�e videti na
slici 1.1.

Slika 1.1. Ilustracija grafa u be�iqnoj mre�i1

Slede�e pojmove nezavisnog skupa, maksimalnog nezavisnog skupa (eng. maximal
independent set) i maksimum nezavisnog skupa (eng. maximum independent set) je uveo
�ek Edmonds u [12], dok se pojmovi, kao i slede�e definicije mogu prona�i i u [6].

Definicija 1.1. Neka je dat graf G = (V,E). Podskup qvorova V ′ ⊆ V nazivamo
nezavisnim (stabilnim) ako za svaka dva qvora u, v ∈ V ′, ne postoji grana (u, v) ∈ E.

Slika 1.2. Primeri nezavisnih skupova u grafovima2

Na slici 1.2. se mogu videti primeri nezavisnih skupova u grafu. Crvenom bojom
su obojeni qvorovi koji qine nezavisne skupove u odgovaraju�im grafovima.

Definicija 1.2. Neka je dat graf G = (V,E). Za nezavisni skup ka�emo da je
maksimalan nezavisni skup ako gubi svojstvo nezavisnosti dodava�em bilo kog dru-
gog qvora grafa, a ako je nezavisni skup najve�e mogu�e kardinalnosti za dati graf
nazivamo ga maksimum nezavisni skup.

1 Slika preuzeta iz: [21]
2 Slika preuzeta sa: http://mathworld.wolfram.com/IndependentSet.html
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Veliqina nezavisnog skupa predstav	a broj qvorova koje taj skup sadr�i. Problem
nala�e�a nezavisnog skupa najve�e mogu�e kardinalnosti u grafu nazivamo problemom
maksimum nezavisnog skupa u grafu (eng. Maximum Independent Set (Max-IS) problem)
i on se smatra NP kompletnim problemom. Dokaz NP kompletnosti Max-IS problema
je mogu�e prona�i u [1]. Maksimum nezavisni skup predstav	a skup dobijen kao rexe�e
ovog problema. Kardinalnost maksimum nezavisnog skupa se naziva nezavisan broj i
obele�ava se sa α(G).

Vidimo da se definicija maksimalnog nezavisnog skupa ne odnosi na kardinalnost,
ve� samo na strukturu, pa zak	uqujemo da je maksimum nezavisni skup uvek i maksi-
malni nezavisni skup dok obratno ne mora da va�i. To se mo�e videti i na slici
1.3. gde su crvenom bojom obojeni qvorovi koji qine maksimalne nezavisne skupove za
te grafove. Prvi maksimalni nezavisni skup nije i maksimum za dati graf, dok je
drugi maksimalni skup na slici ujedno i maksimum nezavisni skup u grafu.

Slika 1.3. Primer maksimalnog nezavisnog skupa koji nije maksimum (slika levo) i

maksimum nezavisnog skupa (slika desno)

Pored nezavisnosti u grafu, potrebno je definisati i dominantnost. Slede�u
definiciju je mogu�e prona�i u [6].

Definicija 1.3. Neka je dat graf G = (V,E). Podskup qvorova V ′ ⊆ V nazivamo
dominantnim ako za svaki qvor v ∈ V va�i da v ∈ V ′ ili da je v susedan nekom qvoru
koji pripada V ′.

Slika 1.4. Primer dominantnog skupa (slika levo) i minimum dominantnog skupa (slika

desno)

Prouqava�e dominacije na grafu je poqelo oko 1950. godine, dok je sam pojam dom-
inantnog skupa uveo Ostin Ore 1962. godine [2]. Problem odre�iva�a dominantnog
skupa najma�e kardinalnosti (eng. Minimum Dominating Set (Min-DS) problem) tako�e
predstav	a NP kompletan problem, xto je i mogu�e prona�i u [1]. Dominantni skup na-
jma�e kardinalnosti (eng. Minimum Dominating Set) nazivamo minimum dominantnim
skupom [6]. Kardinalnost minimum dominantnog skupa oznaqavamo sa γ(G) i nazivamo
dominantnim brojem. Na slici 1.4. je mogu�e videti primer dominantnog skupa koji
nije najma�e kardinalnosti za dati graf levo i dominantnog skupa najma�e kardi-
nalnosti za dati graf na slici desno.

Slede�a teorema, koju je mogu�e prona�i u [6], nam daje vezu izme�u opisanih
skupova:

Teorema 1.1. Svaki maksimalni nezavisni skup u grafu G = (V,E) je i dominantni
skup u tom istom grafu.
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Dokaz. Neka je V ′ ⊆ V maksimalni nezavisni skup u grafu G = (V,E). Pretpostavimo
suprotno, da V ′ nije dominantni skup u tom grafu. To znaqi da postoji qvor u ∈ V \V ′
koji nije susedan ni sa jednim qvorom iz V ′. Tada W = V ′ ∪ {u} predstav	a nezavisni
skup nastao dodava�em qvora na maksimalni nezavisni skup V ′. Definicija maksi-
malnog nezavisnog skupa ka�e da je maksimalni nezavisni skup skup koji dodava�em
bilo kog qvora grafa gubi svojstvo nezavisnosti, pa je ovo kontradikcija, qime je
teorema dokazana.

1.3 Definisa�e problema - Be�iqne proste mre�e i grafovi

Be�iqne proste mre�e predstav	aju vrstu mre�e koja nije centralizovana, ve�
svaki ure�aj uqestvuje u procesu prenosa. Svaki ure�aj mo�e da komunicira samo sa
drugim ure�ajem koji je unutar �egovog prenosnog opsega. U grafovima za modelo-
va�e prostih mre�a qvorovi predstav	aju ure�aje, a grane oznaqavaju komunikacionu
vezu izme�u ure�aja. Ta komunikacija izme�u ure�aja mo�e biti direktna kada svaki
qvor mo�e da primi informaciju od svakog drugog qvora ili se mo�e odvijati preko
qvorova prenosnika kada su qvor poxi	alac i qvor primalac van dometa jedan dru-
gom. Tako nastaje takozvana multi-hop komunikacija, tj. komunikacija koja je mogu�a
i van komunikacionog opsega ure�aja. Kako u prostim mre�ama ne postoji centralni
server niti fiksna infrastruktura, ovakva mre�a mora biti dobro organizovana i
dinamiqna (qvorovi se mogu slobodno kretati).

Ci	 je predstaviti mre�u pomo�u grafova i geometrijskih regiona na kojima
je prijem signala mogu�. Najjednostavniji i najistra�ivaniji model su takozvani
grafovi oblika jediniqnog diska (eng. Unit Disk Graph) u kom su qvorovi taqke u
ravni, a dva qvora su susedna u grafu ako i samo ako je �ihova Euklidska uda	enost
najvixe 1 (videti sliku 1.5). Poruka mo�e biti poslata bilo kom drugom qvoru u
prenosnom opsegu. Ipak, ovaj model je previxe pojednostav	en da bi bio potpuno pri-
me�iv u realnom �ivotu. U prirodnim uslovima ure�aji skoro nikada ne prenose
signale u savrxenim krugovima, pa je potrebno uvesti neke slo�enije modele za mode-
lova�e realnih situacija.

Slika 1.5.[6] Primer grafa oblika jediniqnog diska

Glavna ideja u analizi be�iqnih mre�a uz pomo� grafova u ovom radu je zasnovana
na stvara�u podskupova skupa qvorova u grafu, koji imaju odre�ene povo	ne osobine
i primeni dobijenih rezultata za konstrukciju modela same proste be�iqne mre�e.
Dve osnovne osobine koje ispitujemo u podskupovima grafova su:

• Nezavisnost: Ka�emo da podskup qvorova ima ovu osobinu ako ne postoje dva
qvora u tom skupu koja su povezana me�usobno granom. Pretpostavka je da qvorovi
u nezavisnom skupu ne ometaju jedni druge tokom istovremenog prenosa.

• Dominantnost: Ka�emo da podskup qvorova ima ovu osobinu ako je svaki qvor
iz mre�e ujedno i qvor dominantnog skupa ili je povezan sa bar jednim qvorom
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dominantnog skupa. Qvorovi dominantnog skupa se mogu koristiti za efikasan
prenos podataka kroz celu mre�u koriste�i za emitere samo qvorove iz ovog
skupa.

Jedan od osnovnih problema koji treba razmotriti u ovom radu je primena nezav-
isnih i dominantnih skupova u grafu za konstrukciju virtualne infrastrukture za
proste be�iqne mre�e. To proizilazi iz qi�enice da se za proste be�iqne mre�e, kao
virtuelna infrastruktura, obiqno koriste dominantni skupovi. Zbog optimizacije
problema, utroxka materijala, optimalne proizvod�e i funkcionalnije mre�e, ci	
je prona�i dominantni skup xto ma�e kardinalnosti - minimum dominantni skup.
Kao xto je ranije navedeno, problem konstrukcije minimum dominantnog skupa je NP
kompletan problem. Zato se u ovom radu pribegava algoritmima koji �e u polinomijal-
nom vremenu prona�i skup koji je dominantan i qija se kardinalnost od kardinalnosti
minimum dominantnog skupa ne razlikuje za vixe od 1 + ε, gde je ε > 0 unapred zadata
taqnost.

U narednom poglav	u �e biti predstav	eni neki od algoritama za pronala�e�e
maksimalnog nezavisnog skupa, kao osnove za mnoge aproksimativne algoritme. Da	e
�e biti razmotrene osobine grafova koje mo�emo uzeti kao pogodne za grafove koji
predstav	aju modele prostih be�iqnih mre�a.

Kao centralni deo, u qetvrtom poglav	u �e biti predstav	en brz i stabilan algo-
ritam za pronala�e�e maksimlanog nezavisnog skupa u grafu sa osobinom ograniqenog
rasta. Algoritam �e biti analiziran uz dobijene eksperimentalne rezultate. Za sam
algoritam �e biti dat i predlog implementacije u programskom jeziku C# . U nared-
nom poglav	u �e biti predstav	ene primene ovog algoritma za konstrukciju nezavis-
nih i dominantnih skupova u grafu qije se kardinalnosti od kardinalnosti maksimum
nezavisnog i minimum dominantnog skupa ne razlikuju za vixe od 1 + ε, gde je ε > 0.

Kako je ve� navedeno, pojam dominantnog skupa uveo je Ostin Ore 1962. godine.
Ipak, prouqava�e dominacije u grafu se intenzivnije prouqava od kraja 1950. i
poqetka 1960. godine[10]. Vrlo brzo nakon poqetka razmatra�a problema dominacije,
jav	a se i ideja o optimizaciji ovog problema koja dovodi do minimum dominantnog
skupa. Ovaj problem je 1977. razmatran u [11]. Kao xto je ve� pomenuto, godine 1964.
�ek Edmonds u [12] definixe pojmove maksimalan nezavisni skup i maksimum nezav-
isni skup.

Kada je u pita�u primena dominantnih i nezavisnih skupova u prostim be�iqnim
mre�ama, veliki broj radova uzima u obzir samo grafove oblika jediniqnog diska
kao grafove za modelova�e prostih be�iqnih mre�a ( [13], [27], [28]). Ipak, koliko
je poznato, qak i u sluqaju grafa oblika jediniqnog diska, sa datom geometrijskom
reprezentacijom, polinomijalni algoritam za rexava�e problema Max-IS i Min-DS
nije poznat u literaturi [14].



2. Pohlepni algoritmi za kontrukciju maksimalnih

nezavisnih skupova

Kako je ve� reqeno, konstrukcije maksimum nezavisnog skupa i minimum dominantnog
skupa predstav	aju NP kompletne probleme. Ako kod nezavisnih skupova ostavimo po
strani uslov najve�e kardinalnosti, za konstrukciju maksimalnih nezavisnih skupova
postoje brojni algoritmi. U ovom poglav	u �emo razmotriti konstrukciju maksimal-
nih nezavisnih skupova u grafu pomo�u nekih gramzivih algoritama. Gramzivi (eng.
Greedy) algoritam je svaki algoritam koji rexava problem bira�em lokalno opti-
malnog rexe�a u svakom koraku, u nadi da �e na taj naqin do�i do globalnog optimuma.
Navedimo najpre definiciju okoline, koju je mogu�e prona�i u [6]:

Definicija 2.1. Pod otvorenom okolinom qvora v ∈ V grafa G = (V,E) podra-
zumevamo skup G(v) := {u ∈ V |(u, v) ∈ E}, dok pod zatvorenom okolinom qvora v po-
drazumevamo skup Γ(v) := {u ∈ V |(u, v) ∈ E} ∪ {v}.

2.1 Sekvencijalni algoritam i �egova modifikacija

Za rexava�e problema pronalaska maksimalnog nezavisnog skupa u neorijentisanom
grafu je mogu�e koristiti pohlepni sekvencijalni algoritam koji �e biti predstav	en
u ovom poglav	u kao prvi algoritam. Algoritam prolazi kroz qvorove datog grafa
proizvo	nim redosledom dodaju�i qvor rezultuju�em skupu ako prethodno nije dodat
nijedan �egov sused. Na taj naqin se kao rezultat dobija maksimalni nezavisni skup.
Ovaj algoritam je prvi put opisan u [6].

Ako po�emo od same definicije nezavisnog skupa, kako tra�imo skup takav da za
svaka dva qvora tog skupa ne postoji grana koja ih spaja, jasno se name�e ideja doda-
va�a nesusednih qvorova trenutnom rexe�u sve dok to ne postane nemogu�e. Opisani
postupak se mo�e prikazati slede�im pseudo kodom:

Algoritam 1.

Ulazni parametar: Neorijentisani graf G = (V,E)
1. Inicijalizovati I := ∅. Ako postoje izolovani qvorovi dodati ih u I
2. If V prazan skup then i�i na korak 5.

else izabrati v ∈ V
end if

3. I = I ∪ {v}, V = V \ Γ(v)
4. Vratiti se na korak 2
5. Skup I je maksimalni nezavisni skup

U koraku inicijalizacije polazimo od praznog skupa I kome, ukoliko postoje, do-
dajemo sve izolovane qvorove grafa, tj. qvorove koji nemaju nijedan susedni qvor.
Tokom algoritma, skupu I dodajemo qvorove iz skupa V koji nisu ve� dodati, ali tako
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da ne krximo osobinu nezavisnosti. Opisanim postupkom skup I, koji dobijamo kao
rezultat rada algoritma, je nezavisan i maksimalan zato xto se qvorovi iz skupa V ,
a koji imaju suseda u skupu I, ne razmatraju. Vremenska slo�enost ovog algoritma je
O(m+ n), gde je m = |E|, n = |V |.

Ono xto nije precizno definisano u algoritmu 1 je izbor qvora v u koraku 2.
Postoji vixe naqina za izbor ovog qvora. U [15] se qvorovi ne biraju na sluqajan
naqin, ve� su svi qvorovi ure�eni prema odre�enom pravilu, dok se izbor vrxi prema
tom ure�e�u.

U nastavku �e biti predstav	ena druga modifikacija, koja poredak me�u qvorovima
formira na osnovu stepena samih qvorova, a u koraku 2 za qvor v bira qvor najman-
jeg stepena. Stepen qvora v predstav	a broj �egovih suseda i oznaqava se sa dv. U
sluqaju da postoji vixe qvorova sa istim stepenom, jedan od �ih se bira na sluqajan
naqin. Ovakav izbor qvorova ima za ci	 da u svakoj iteraciji iz skupa qvorova koji
se posmatraju izbaci xto ma�i broj qvorova, sa te��om da rezultuju�i skup bude xto
je mogu�e ve�e kardinalnosti.

Na ovaj naqin dobijamo neznatno modifikovani algoritam:

Algoritam 2.

Ulazni parametar: Neorijentisani graf G = (V,E)
1. Inicijalizovati I := ∅. Ako postoje izolovani qvorovi dodati ih u I
2. If V prazan skup then i�i na korak 5.

else izabrati v ∈ V tako da je v qvor najma�eg stepena u V
end if

3. I = I ∪ {v}, V = V \ Γ(v)
4. Vratiti se na korak 2
5. Skup I je maksimalni nezavisni skup

Primer 1. Pogledajmo rad algoritma 2 na konkretnom primeru grafa zadatog na
slici 2.1.

Slika 2.1.

Neka qvoru 1 odgovara oznaka v1, qvoru 2 oznaka v2 i za ostale qvorove analogno.
Kako graf nema izolovanih qvorova, neka je nakon inicijalizacije skup I prazan. U
prvoj iteraciji za qvor v u koraku 2 mo�emo uzeti neki od qvorova v1, v4, v5 ili v6

jer su stepena 2. Kako qvorovi imaju isti stepen, izbor jednog od �ih se izvodi na
sluqajan naqin.

U prvom sluqaju, neka je qvor v4 na sluqajan naqin dobio prioritet u odnosu na
druge pomenute qvorove istog stepena. Na taj naqin dobijamo I = {v4} , V = {v1, v3, v5}.
Kako V nije prazan, a qvorovi v1 i v5 su stepena 1, u naredne dve iteracije ta dva qvora
ulaze u I. Kraj�i rezultat je I = {v1, v4, v5} xto je i prikazano slici 2.2. Slika levo
predstav	a polazni graf, slika u sredini predstav	a sta�e nakon prve iteracije,
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gde je qvor v4 uxao u rezultuju�i skup i slika desno predstav	a rezultat, gde qvorovi
obojeni crvenom bojom qine maksimalni nezavisni skup polaznog grafa.

Slika 2.2.

Na ovom jednostavnom primeru, vidimo da smo dobili ne samo maksimalni nezav-
isni skup ve� i maksimum nezavisni skup. Ipak, prikazani algoritam ne daje uvek
maksimum nezavisni skup, ve� mo�e garantovati samo da je dobijeni skup maksimalni
nezavisni skup u grafu. To mo�emo videti primenom istog algoritma ako u prvoj
iteraciji u koraku 2 na sluqajan naqin izaberemo neki drugi qvor koji �e imati pri-
oritet u odnosu na ostale qvorove istog stepena.

Ako u prvom prolasku umesto qvora v4 izaberemo qvor v6, istim postupkom kao
izlazni parametar dobijamo maksimalni nezavisni skup koji nije maskimum (videti
sliku 2.3). Na slici levo je ponovo dat poqetni graf, dok je na slici u sredini
prikazano sta�e nakon prve iteracije, gde qvor v6, obojen crvenom bojom, ulazi u rezul-
tuju�i skup. Na slici desno je prikazan rezultat nakon druge iteracije, a ujedno i
kraj�i rezultat, gde qvorovi obojeni crvenom bojom qine rezultuju�i skup - maksi-
malni nezavisni skup koji nije maksimum.

Slika 2.3.

2.2 Paralelni algoritam sa sluqajnim prioritetom - Lubijev

algoritam

Razmotrimo sada jedan tako�e jednostavan ali efikasniji algoritam za dobija�e mak-
simalnog nezavisnog skupa u grafu. Ovaj algoritam je prvi predlo�io 1986. godine
Mihael Lubi [16].

U svakom prolasku kroz pet	u, svakom qvoru teku�eg skupa V se dode	uje sluqajna
vrednost iz intervala [0,1]. Sve qvorove v ∈ V koji imaju ma�u sluqajnu vrednost
od svih svojih suseda dodajemo nezavisnom skupu, dok iz skupa qvorova koji se da	e
razmatraju brixemo sve izabrane qvorove v ∈ V kao i sve �ihove susede. Brisa�em
susednih qvorova se posti�e osobina nezavisnosti.

Kako se algoritam izvrxava paralelno, a ne sekvencijalno, potrebno je naglasiti
da nije mogu� ni ulaz dva susedna qvora u istoj iteraciji u rezultuju�i skup, jer ulazi
samo qvor koji ima strogo najma�u sluqajnu vrednost u odnosu na sve svoje susedne
qvorove. Ako dva susedna qvora dobiju istu sluqajnu vrednost, nijedan ne�e u�i u
rezultuju�i skup u toj iteraciji, jer sluqajna vrednost tih qvorova tada sigurno nije
ma�a od sluqajnih vrednosti svih susednih qvorova. Na osnovu ovoga je jasno da je
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situacija ulaska dva susedna qvora paralelno u rezultuju�i skup nemogu�a.
Definiximo algoritam:

Algoritam 3.

Ulazni parametar: Neorijentisani graf G = (V,E)
1. Inicijalizovati I := ∅. Ako postoje izolovani qvorovi dodati ih u I
2. If V prazan skup then i�i na korak 6

end if
3. For svako v ∈ V

izabrati sluqajnu vrednost P (v) ∈ [0, 1]
end for

4. Paralelno za sve v za koje P (v) < P (w),∀w ∈G(v) : I = I ∪ {v} , V = V \ Γ(v)
5. Vratiti se na korak 2
6. Skup I je maksimalni nezavisni skup

U odnosu na sekvencijalne algoritme, u ovom algoritmu je mogu�e dodava�e vixe
qvorova rezultuju�em skupu istovremeno, xto je prednost algoritma. Korektnost al-
goritma je analogna kao i kod prethodnih, jer uvek dodajemo nezavisne qvorove, pa
skup koji dobijamo ima svojstvo nezavisnosti, a bilo koji drugi qvor koji bi dodali
bi naruxio to svojstvo jer je susedan sa nekim od ranije dodatih qvorova. Pokazano je
u [16] da je vremenska slo�enost ovog algoritma O(log n). Pogledajmo rad algoritma 3
na konkretnom primeru grafa zadatog na slici 2.1.

Primer 2. Kao i u prvom primeru, neka qvoru 1 odgovara oznaka v1 i za ostale
qvorove analogno. Kako graf nema izolovane qvorove, nakon inicijalizacije skup I je
prazan. U prvoj iteraciji se u koraku 3 svim qvorovima dode	uje sluqajna vrednost
(videti sliku 2.4 levo).

Slika 2.4.

U koraku 4 se paralelno upore�uju dode	ene sluqajne vrednosti svih qvorova. Kako
je P (v1) < P (v2) i P (v1) < P (v3), qvor v1 ima najma�u sluqajnu vrednost me�u svim
svojim susedima. Paralelno va�i da je i P (v6) < P (v4) i P (v6) < P (v5) pa i qvor v6

ima najma�u sluqajnu vrednost me�u svim svojim susedima. Na taj naqin qvorovi v1

i v6 istovremeno ulaze u rezultuju�i skup I tokom prve iteracije u koraku 4. Ta dva
qvora, kao i svi �ihovi susedi, se ukla�aju iz skupa qvorova za da	e razmatra�e.
Kako vixe nema qvorova za da	e razmatra�e, algoritam se zavrxava. Na slici 2.4
desno je mogu�e videti dobijeni maksimalni nezavisni skup za zadati graf gde su
qvorovi ovog skupa obojeni crvenom bojom.



3. Grafovi ograniqenog rasta

Kao xto je ve� reqeno, najprostiji i najizuqavaniji primer za modelova�e prostih
komunikacionih mre�a su grafovi poznati pod imenom grafovi oblika jediniqnog
diska. Za graf G = (V,E) ka�emo da je graf oblika jediniqnog diska ako se za svaki
qvor v ∈ V mo�e postaviti taqka pv u Euklidskoj ravni R2 tako da grana (u, v) ∈ E
postoji ako i samo ako je rastoja�e ‖ pv − pu ‖2 ≤ 1. Ka�e se da oni predstav	aju
teorijske modele be�iqnih mre�a. Ipak, oni nisu najbo	e rexe�e za modelova�e
prostih mre�a, jer predstav	aju idealnu situaciju, texko u potpunosti prime�ivu u
stvarnom �ivotu. Iako su se grafovi jediniqnog diska pokazali kao delimiqno dobar
model komunikacionih mre�a, glavni nedostatak predstav	a uslov stroge geometrijske
strukture, a posebno zato xto mre�na infrastruktura skoro nikada nema potpuno isti
komunikacioni opseg me�u ure�ajima.

Pogodniju strukturu grafova u odnosu na grafove oblika jediniqnog diska nalaz-
imo kod grafovima ograniqenog rasta (eng. Bounded growth graphs). Ova uopxtenija
familija grafova je zasnovana na pretpostavci da qvorovi koji se nalaze u neposrednoj
blizini moraju biti u me�usobnom opsegu prenosa. Da bi definisali graf ograniqenog
rasta, definiximo prvo r-okolinu. Slede�e definicije su preuzete iz [6].

Definicija 3.1. Sa dG(u, v) oznaqimo broj grana koje qine najkra�i put izme�u
qvorova u, v u grafu G = (V,E). Za qvor v �egovu r-okolinu, za r > 0, definixemo sa:
Γr(v) := {u ∈ V |dG(u, v) ≤ r}.

U teoriji grafova, graf je ograniqenog rasta ako je broj nezavisnih qvorova u
r-okolini ograniqen, odnosno formalno definisano:

Definicija 3.2. Za graf G = (V,E) ka�emo da je p-ograniqenog rasta ako postoji
ograniqavaju�a funkcija p(r) takva da svaka Γr(v) okolina za svako v ∈ V sadr�i
najvixe p(r) nezavisnih qvorova.

Definicija 3.3. Za graf G = (V,E) p-ograniqenog rasta ka�emo da je polinomi-
jalno ograniqen rastom ako je funkcija rasta, za neku konstantu c ≥ 1, ograniqena
polinomom maksimalnog stepena c, odnosno p(r) = O(rc).

Vixe o grafovima polinomijalno ograniqenog rasta je mogu�e videti u [29]. Kako
iz definicija vidimo, ako je graf G p-ograniqen rastom tada postoji funkcija p(r)
takva da za svako v ∈ V u Gr(v) postoji najvixe p(r) nezavisnih qvorova, tj. maksimum
nezavisni skup u okolini Gr(v) ima najvixe p(r) elemenata, za svako r ≥ 0, gde je r iz
skupa prirodnih brojeva. Funkciju p(.) nazivamo funkcijom rasta i primetimo da ona
ne zavisi od broja qvorova grafa G ve� samo od uda	enosti r. Odnosno, za konstantno
r, broj nezavisnih qvorova u r-okolini je konstantan.

U posled�e vreme, pri modelova�u be�iqnih prostih mre�a, sve vixe se koriste
grafovi ograniqenog rasta kao grafovi koji dobro predstav	aju modele be�iqnih
prostih mre�a ([4], [7], [17], [23]). Prednost modelova�a prostih mre�a korix�e�em
grafova ograniqenog rasta na odre�enim geografskim polo�ajima se ogleda u tome
xto ure�aji koji su u neposrednoj blizini lako primaju signale jedan od drugog i tako



3. Grafovi ograniqenog rasta 12

omogu�avaju komunikaciju izme�u ure�aja ve�e me�usobne uda	enosti me�u kojima je
direktna komunikacija qesto onemogu�ena usled ograniqenog dometa singala.

Poka�imo sada da su grafovi oblika jediniqnog diska polinomijalno ograniqenog
rasta sa funkcijom rasta p(r) = O(r2). Izaberimo proizvo	no v ∈ V i proizvo	an
nezavisni skup I ⊆Gr(v) za r ≥ 0. Kako su u I svi qvorovi nezavisni, razda	ina
izme�u svaka dva qvora u I mora biti ve�a od 1. Tako svaka taqka koja odgovara qvoru
u I zauzima disk polupreqnika 1

2
i povrxine P = (1

2
)2π. Oblast u kojoj svi diskovi

le�e zbog r-okoline mora biti polupreqnika r + 1
2
, sa centrom u izabranom qvoru v.

Objax�e�e za ovo vidimo na slici 3.1.

Slika 3.1[6]. Distanca grafa oblika jediniqnog diska u r-okolini

Tako dolazimo do nejednaqine |I| ≤ (r+ 1
2

)2π

( 1
2

)2π
, odnosno |I| ≤ (2r + 1)2.

3.1 Nezavisni i dominantni skupovi u grafovima ograniqenog rasta

Posmatrajmo graf G = (V,E) p-ograniqenog rasta. Slede�e dve teoreme, formulisane
i dokazane u [6], pokazuju da maksimalni nezavisni skup predstav	a aproksimaciju
konstantnog faktora za probleme maksimum nezavisnog i minimum dominantnog skupa
u sluqaju grafa ograniqenog rasta.

Teorema 3.1. Neka je dat graf G = (V,E) p-ograniqenog rasta i neka je I maksimalni
nezavisni skup, a I∗ maksimum nezavisni skup u G. Tada va�i:

|I∗| ≥ |I| ≥ |I
∗|

p(1)
.

Dokaz. Prva nejednakost |I∗| ≥ |I| oqigledno va�i na osnovu definicija maksimalnog
i maksimum nezavisnog skupa. Za dokaz druge nejednakosti posmatrajmo proizvo	no
v ∈ I∗. Tada v ili pripada I ili je sused nekog qvora iz I. Ovo sledi iz Teoreme 1.1.
odnosno na osnovu qi�enice da je maksimalni nezavisni skup ujedno i dominantan.
Kako za one qvorove v za koje v /∈ I mora postojati �ihov sused koji je u I, u ci	u
upore�iva�a kardinalnosti skupova I i I∗ formirajmo funkciju broja�a za v ∈ I∗ na
slede�i naqin: ako je v ∈ I brojimo qvor na osnovu �ega samog, u suprotnom ako qvor
v /∈ I, brojimo ga na osnovu �egovog suseda koji je u I.

Za bilo koji qvor v ∈ V ako posmatramo okolinu saqi�enu od �egovih direktnih
suseda, odnosno G1(v) na osnovu definicije grafova ograniqenog rasta, zak	uqujemo da
ta okolina mo�e imati najvixe p(1) nezavisnih qvorova. Dakle, svaki qvor v ∈ I mo�e
biti izbrojan na opisani naqin najvixe p(1) puta za qvorove iz optimalnog rexe�a

I∗. Odatle sledi druga nejednakost |I| ≥ |I∗|
p(1)

qime je ova teorema i dokazana.
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Na sliqan naqin je mogu�e pokazati da u minimalnom dominantom skupu D∗ svaki
qvor mo�e dominirati nad najvixe p(1) qvorova iz I, odnosno analogno sa prethod-
nim tvr�e�em mo�emo dokazati i slede�u teoremu, qiji �e dokaz iz tog razloga biti
izostav	en:

Teorema 3.2. Neka je dat graf G = (V,E) p-ograniqenog rasta i neka je I maksimalni
nezavisni skup, a D∗ minimum dominantni skup u G. Tada va�i:

p(1) · |D∗| ≥ |I| ≥ |D∗|.

Prethodne Teoreme nam nisu samo pokazale aproksimaciju sa konstantnim fak-
torom problema maksimum nezavisnog i minimum dominantnog skupa preko maksi-
malnog nezavisnog skupa ve� zak	uqujemo da su kardinalnosti maksimalnog i mak-
simum nezavisnog skupa razliqite samo za faktor od p(1), a kako je maksimum nezav-
isni skup tako�e i maksimalan, ovaj odnos se odr�ava i izme�u optimalnih rexe�a
problema maksimum nezavisnog i minimum dominantnog skupa na istom grafu.

Dakle, zak	uqili smo da nam kod grafova ograniqenog rasta problem maksimalnog
nezavisnog skupa mo�e igrati bitnu ulogu u aproksimaciji rexe�a NP kompletnih
problema Max-IS i Min-DS, a sada je pokazano i da skupovi dobijeni kao rexe�a ova
dva problema imaju kardinalnosti koje se me�usobno razlikuju samo za faktor p(1).
Napomenimo jox samo da kod nekih specifiqnih klasa grafova ograniqenog rasta
mo�emo dobiti i preciznije procene kardinalnosti od procena koje su izvedene u
teoremi 3.1. i teoremi 3.2.



4. Maksimalni nezavisni skup u grafovima ograniqenog rasta

Kao xto je ve� istaknuto, maksimalni nezavisni skupovi imaju va�nu ulogu za kon-
struisa�e modela virtuelne infrastrukture prostih be�iqnih mre�a. To je razlog
za razmatra�e nekih br�ih, stabilnih i sigurnih algoritama za pronala�e�e mak-
simalnog nezavisnog skupa u grafu. Kako se pokazalo da grafovi ograniqenog rasta
dobro predstav	aju osobine be�iqnih mre�a, fokusira�emo se na grafove sa ovom
osobinom u da	em tekstu.

Algoritam koji �e biti predstav	en su predlo�ili Johanes Xnajder i Ro
er
Vatenhofer u svom radu [8]. Ro
er i Johanes su profesori na Cirixkom univerzitetu
nauke, tehnologije i matematike i obojica se bave istra�iva�em problema informa-
cionih tehnologija i uticaja tih tehnologija na savremeni �ivot. Algoritam koji su
oni predlo�ili zavrxava svoj rad u vremenu O(log∗ n), gde je n broj qvorova grafa, a
funkcija log∗ n odre�ena slede�om definicijom:

Definicija 4.1. Funkcija log∗() je definisana rekurzivno formulom: log∗ n = 1 +
log∗ dlog ne za n > 2, gde je log∗ 0 = log∗ 1 = log∗ 2 = 0 .

Napomenimo da je logaritam (log n) ovde bitovski logaritam, sa osnovom 2.

4.1 Algoritam za konstrukciju maksimalnog nezavisnog skupa

4.1.1 Osnovna ideja

Na poqetku algoritma svakom qvoru grafa se dode	uje jedinstvan serijski broj - ID.
On omogu�ava jedinstvenu identifikaciju qvora i predstav	a se u binarnom obliku.
ID-evi qvorova se sastoje od l bitova, gde je l ≥ 0, i imaju slede�i oblik: xlxl−1xl−2...x1,
xi ∈ {0, 1}, i = 1, .., l. Napomenimo da je algoritam uniforman, odnosno da ne zahteva
informaciju o broju qvorova u grafu kao i da je robustan, u smislu da je korektan
za proizvo	ne grafove, ne samo za grafove ograniqenog rasta. Za grafove koji ne-
maju osobinu ograniqenog rasta se ne mo�e garantovati vremenska slo�enost kao u
sluqajevima kada ova osobina postoji.

Svaki qvor tokom rada algoritma uqestvuje u nizu takmiqe�a sa sebi susednim
qvorovima. Ideja je da kroz takmiqe�a, po odre�enim pravilima, neki qvorovi prestaju
da budu razmatrani, sve dok na taj naqin u grafu ne ostanu samo qvorovi koji qine mak-
simalni nezavisni skup. Razmotrimo kako izgleda takmiqe�e izme�u qvorova. Za tu
potrebu uvodimo promen	ivu rjv koja predstav	a rezultat takmiqe�a qvora v sa svojim
susedima u iteraciji j. Rezultati takmiqe�a, poput ID-eva, se tako�e predstav	aju u
binarnom obliku. Rezultat takmiqe�a u jednoj iteraciji predstav	a osnovu za slede�u
iteraciju takmiqe�a. Na poqetku takmiqe�a vrednosti rezultata takmiqe�a svakog
qvora su jednake vrednostima �ihovih ID-eva, odnosno: r0

v := IDv za svaki qvor v.
Takmiqe�e qvora v sa �egovim susedima u nekoj iteraciji j podrazumeva najpre

pronala�e�e susednog qvora u sa najma�im rezultatom iz prethodne iteracije rj−1
u

od svih susednih qvorova, a zatim i formira�e rezultata rjv takmiqe�a za qvor v.
Rezultat takmiqe�a u j-toj iteraciji, rjv, za qvor v se formira na slede�i naqin: ako
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je rj−1
v ≤ rj−1

u to znaqi da nijedan qvor susedan qvoru v nema strogo ma�i rezultat
takmiqe�a u odnosu na rezultat takmiqe�a pridru�en qvoru v, pa u tom sluqaju rjv :=
0. Ako uslov nije ispu�en, odnosno rj−1

v > rj−1
u , tada rezultat dobija binarnu vrednost

najve�e pozicije (prve pozicije gledano sa leva na desno) na kojoj se bitovi rezultata
takmiqe�a na tim pozicijama razlikuju. Poka�imo to i na primeru grafa zadatog na
slici 4.1.

Slika 4.1. Primer raquna�a rezultata takmiqe�a qvora v sa svojim susedima u,w

Ako posmatramo deo grafa koji je prikazan na slici 4.1, qvor v u takmiqe�u sa
svojim susedima u,w prvo pronalazi susedni qvor najma�eg rezultata i to je u. Kako
rj−1
v > rj−1

u , tra�imo bit na najve�oj poziciji na kojoj se ova dva rezultata razlikuju.
Poxto dva rezultata nemaju isti broj bitova, onaj sa ma�im brojem bitova dopu�ujemo
nulama na pozicijama najve�e te�ine. Tako dolazimo do pore�e�a rezultata 110 i
010. Pozicija najve�e te�ine na kojoj se bitovi razlikuju je 3, xto u binarnom obliku
predstav	a zapis 11. Dakle rjv = 11.

Formalnim zapisom rezultat takmiqe�a se dobija na slede�i naqin:

rjv =

{
max

{
k|ykv > yku

}
u binarnom zapisu, rj−1

v > rj−1
u

0, inaqe
,

gde su rezultati rjv oblika: r
j
v = ytvy

t−1
v ...y1

v , y
i
v ∈ {0, 1}, i = 1, .., t, t ≤ l.

Pored rezultata i ID-a svaki qvor v u svakom trenutku algoritma ima i svoje sta�e
sv. U algoritmu postoji pet sta�a: takmiqar, dominator, dominiran, vladar,
savladan (eng. competitor, dominator, dominated, ruler, ruled). Na poqetku svi qvorovi
imaju sta�e takmiqara i kroz algoritam samo qvorovi sa takvim sta�em uqestvuju u
takmiqe�u. Na kraju svake iteracije takmiqe�a ulazi se u deo algoritma (funkcija
PromenaStanja()) koji me�a sta�a qvorovima na osnovu rezultata dobijenih u toj it-
eraciji tamiqe�a. To se dexava po slede�im pravilima: Ako qvor v u iteraciji j
ima rezultat rjv koji je strogo ma�i od rezultata svih susednih qvorova u iteraciji
j, tada qvor v dobija status dominatora. U suprotnom, proverava se da li je rezultat
rjv ma�i ili jednak od rezultata svih susednih qvorova. Ako to jeste, qvor v postaje
vladar. Dakle, qvor dobija sta�e dominatora ako je �egov rezultat ma�i od rezultata
svih susednih qvorova i me�u susedima ne postoji qvor koji ima isti rezultat, dok
sta�e vladara dobija ako me�u susednim qvorovima postoji bar jedan koji ima isti
rezultat, dok svi ostali susedni qvorovi imaju strogo ve�i rezultat. Qvorovi koji su
susedni qvoru u sta�u dominator dobijaju sta�e dominiran. Dominatori i domini-
rani qvorovi vixe ne uqestvuju u da	im takmiqe�ima. Kada se algoritam zavrxi svi
qvorovi u grafu imaju sta�e ili dominator ili dominiran i svi oni koji su u sta�u
dominatora grade maksimalni nezavisni skup polaznog grafa.

Kada neki qvor dobije sta�e vladara ne uqestvuje u takmiqe�ima sve do naredne
iteracije dela algoritma koji nazivamo fazom. Susedi vladara koji su u sta�u tak-
miqara postaju savladani. Svaki qvor koji jox uvek aktivno uqestvuje u algoritmu u
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okviru faze me�a svoje sta�e. Faza se za jedan qvor zavrxava kada u �egovoj okolini
vixe ne postoje qvorovi koji su u sta�u takmiqara. Na poqetku nove faze, za qvorove
koji jox uvek uqestvuju u algoritmu, odnosno nisu ni dominatori ni dominirani,
iteracije se resetuju i poqetni rezultati takmiqe�a opet dobijaju vrednosti ID-
eva qvorova, dok svi qvorovi koji su u sta�u vladara prelaze u sta�e takmiqara.
Napomenimo da ID-evi jedinstveno odre�uju qvorove i �ihove vrednosti se ne me�aju
tokom rada algoritma.

4.1.2 Algoritam

Kako smo predstavili osnovne ideje algoritma, u ovom ode	ku sledi pseudo kod samog
algoritma kao i ilustracija �egovog rada kroz primer.

Algoritam takmiqe�a [8]

Ulazni parametar: Neorijentisani graf G = (V,E)
1. Za svaki qvor v ∈ V repeat:
2. {Poqetak etape} sv := takmiqar
3. repeat:
4. {Poqetak faze} r0

v := IDv

5. If sv = vladar then sv := takmiqar
end if

6. j := 0
7. repeat:
8. {Poqetak takmiqe�a} j := j + 1
9. If sv = takmiqar then izabrati takmiqara u ∈G(v) takvog da

rj−1
u = minw∈Γ(v) r

j−1
w i postaviti

rjv := max({k|(ykv > yku) ∧ (rj−1
v > rj−1

u )} ∪ {0})
end if

10. PromenaStanja(sv) {Zavrxetak takmiqe�a}
11. until 6 ∃u ∈ (Γ(v) ∪ v) takvo da su = takmiqar {Zavrxetak faze}
12. until 6 ∃u ∈ (Γ(v) ∪ v) takvo da su = vladar {Zavrxetak etape}
13. until sv ∈ {dominator, dominiran}

Algoritam PromenaStanja(sv)

1. If sv = takmiqar then
2. If ∀t ∈ T (T ⊆ Γ(v) skup svih qvorova sa sta�em takmiqar) va�i
rj−1
t > rj−1

v then sv := dominator
3. else if ∀t ∈ T va�i rj−1

t ≥ rj−1
v then sv := vladar

end if
end if

4. If ∃t ∈ Γ(v) takvo da st = dominator then sv := dominiran
5. else if ako (sv 6= vladar)∧(∃t ∈ Γ(v) takvo da st = vladar) then sv := savladan
6. end if

Potrebno je naglasiti da qvor izvodi etape, faze i takmiqe�a simultano sa svojim
susedima. Da bi se to izvelo potrebno je sinhronizovati rezultate - globalno ili
lokalno. Kod globalne sinhronizacije qeka se da svaki qvor zavrxi svoje korake pa
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se tek onda prelazi na slede�u fazu za sve qvorove. Ovo garantuje sinhronizaciju na
globalnom nivou ali i nepotrebno usporava�e rada algoritma. Ako se sinhronizacija
vrxi lokalno, poruke se mogu razme�ivati potpuno asinhrono. Jedino ograniqe�e je
xto qvorovi moraju qekati dok �ihovi susedi ne budu spremni za slede�u iteraciju.
Ovo mo�e dovesti do situacije da sinhronizacija nije postignuta na globalnom nivou,
ali je dovo	na �ena ispu�enost na lokalnom nivou.

Ilustrujmo rad algoritma na primeru. Posmatrajmo deo grafa predstav	en na
slici 4.2.:

Slika 4.2.

Na poqetku algoritma svi qvorovi dobijaju status takmiqara na poqetku etape i
poqetni rezultat r0 = ID na poqetku faze. Poxto u poqetnom trenutku nema vladara
ulazi se u deo algoritma nazvan takmiqe�e. Za qvor a novi rezultat je r1

a = 0 jer
r0
a < r0

b , a b je jedini sused qvora a. Pri takmiqe�u qvora b �egov sused koji je
takmiqar sa najma�im rezultatom je qvor a, �ihovi rezultati se razlikuju na drugom
bitu, pa je r1

b = 10. Analogno r1
c = 11, r1

e = 11 i r1
d = 100. Algoritam se nastav	a kroz

funkciju PromenaStanja().
Ono xto mo�da nije tako oqigledno na osnovu pseudo koda algoritma, a treba

ista�i, novi rezultati se koriste tek u slede�oj iteraciji. Ako iteracije brojimo od
prve, za deo algoritma koji se naziva PromenaStanja() u prvoj iteraciji koristimo
inicijalne rezultate r0, u drugoj iteraciji koristimo rezultate sraqunate u prvoj i
tako da	e. U prvoj iteraciji tako u delu PromenaStanja() qvor a postaje dominator
a qvor b dominiran. Ostali qvorovi ne me�aju sta�e i za �ih se algoritam nastav	a
dok qvorovi a i b vixe ne uqestvuju u radu algoritma. U slede�oj iteraciji takmiqe�a
dobijeni rezultati su prikazani na slici 4.3. Qvor a je obojen crvenom bojom jer je
postao dominator, dok je qvor b time postao dominiran.

Slika 4.3.

U drugoj iteraciji takmiqe�a delu, PromenaStanja() qvorovi c i e postaju vladari
jer r1

c < r1
d i r

1
c = r1

e . Qvor d postaje savladan i neko vreme ostaje miran. Kako vixe
nema qvorova sa statusom takmiqara faza se zavrxava, poqi�e nova faza i u �oj svi
qvorovi koji su vladari ponovo postaju takmiqari sa poqetnim rezultatima jednakim
�ihovim ID-evima. Vidimo da savladan qvor trenutno ne uqestvuje. Ponav	aju�i
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postupak za qvorove c i e qvor e postaje dominator, a c dominiran. Kako nema vixe
takmiqara zavrxava se faza, a kako nema ni vladara zavrxava se i etapa. Za preostali
qvor d algoritam poqi�e ponovo i on u �emu postaje dominator, zato xto ima najam�i
ID me�u susedima, qime se algoritam zavrxava. Opisanim postupkom prona�ena su 3
dominatora koja ujedno qine i maksimalni nezavisni skup. Rezultat rada algoritma
3 je ilustrovan na slici 4.4. Qvorovi koji qine maksimalni nezavisni skup obojeni
su crvenom bojom.

Slika 4.4. Rezultat rada algoritma takmiqe�a

Oqigledno je da vreme izvrxava�a zavisi od poqetnih podataka, odnosno ID-eva
qvorova, a naqin na koji su oni dode	eni nije precizno definisan u samom algoritmu.
Neki od primera dode	iva�a ID-eva qvorovima �e biti razmotreni u da	em tekstu.

4.1.3 Pore�e�e rada algoritma takmiqe�a sa radom drugih algoritama

U ovom ode	ku �emo razmotriti eksperimentalne rezultate rada predstav	enog al-
goritma takmiqe�a i rada nekih drugih algoritama. Kao prvi poredbeni algoritam
�emo uzeti poznati Lubijev algoritam (algoritam 3), predstav	en u drugom poglav	u
ovog rada. Za drugi poredbeni algoritam uvodimo algoritam koji predstav	a pojed-
nostav	enu verziju algoritma takmiqe�a: qvor postaje deo maksimalnog nezavisnog
skupa ako ima najma�i ID me�u svojim susedima, �egovi susedi se tada brixu i ne
razmatraju da	e.

Sva tri algoritma su isprogramirana u programskom jeziku C#. Za potrebe te-
stira�a algoritama generisani su samo neorijentisani grafovi. Za svaki generisani
graf �emu odgovaraju�a matrica susedstva je prilo�ena kao zasebna instanca u vidu
tekstualnog fajla. Instance, kod i rezultati testira�a predstav	aju sastavni deo
ovog rada i nalaze se na linku http://alas.matf.bg.ac.rs/∼ml12008/. Qvorovi grafa su
implementirani pomo�u C# klase Node, dok je za reprezentaciju liste svih qvorova
grafa korix�ena C# klasa GraphNodes. Nakon xto su podaci uqitani i nakon xto
je formirana lista suseda qvorova, vrxi se identifikacija qvorova.

Pri kreira�u svakog qvora potrebno je dodeliti mu jedinstveni ID. To je omogu�eno
formira�em liste prirodnih brojeva od 1 do n, gde je n broj qvorova u grafu. Svaki
qvor na sluqajan naqin dobija jedan broj iz ove liste, nakon qega se taj broj brixe iz
liste, kako bi bila obezbe�ena jedinstvenost ID-eva. Reprezentacija tog broja u bi-
narnom zapisu predstav	a serijski broj qvora odnosno �egov jedinstveni ID. Pored
ID-a, svaki qvor dobija i listu sebi susednih qvorova. Time je proces inicijalizacije
i formira�a liste qvorova za sam algoritam zavrxen.

Na osnovu prethodne diskusije vidimo da je za predstav	eni algoritam takmiqe�a
potrebna jedna iteracija za kreira�e liste qvorova i dode	iva�e ID-eva. Istu
situaciju imamo i kod druga dva algoritma: formira�e i inicijalizaciju ID-eva
kod pojednostav	enog algoritma i samo formira�e liste qvorova kod Lubijevog algo-
ritma.
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Za samo takmiqe�e svakog qvora u predstav	enom algoritmu takmiqe�a potrebno
je izvrxiti me�usobnu razmenu rezultata prethodnog takmiqe�a me�u susednim qvo-
rovima, kako bi se sraqunali rezultati takmiqe�a za narednu iteraciju, promenu
sta�a samog qvora i promenu sta�a �egovih suseda. Kod pojednostav	enog algoritma
u jednoj iteraciji imamo jednu operaciju ma�e, jer je u promeni sta�a potrebno samo
razmeniti ID-eve i na osnovu �ih oznaqiti susede qvora koji ulazi u maksimalni
nezavisni skup da vixe ne uqestvuju. Kod Lubijevog algoritma u toku jedne iteracije
je sliqna situacija kao kod pojednostav	enog algoritma, dve operacije su dovo	ne -
za razmenu sluqajnih vrednosti susednih qvorova i �ihov ulazak, odnosno ispada�e
iz maksimalnog nezavisnog skupa.

U prvoj iteraciji algoritam takmiqe�a i �egova pojednostav	ena verzija se pona-
xaju nalik na Lubijev algoritam, jer su vrednosti koje karakterixu qvorove izabrane
na sluqajan naqin dodava�em ID-eva. Nakon prve iteracije algoritam takmiqe�a gubi
ovu sliqnost. Glavna razlika se ogleda u qi�enici da prva dva algoritma u svakom
prolasku daju bar jedan qvor koji ulazi u maksimalni nezavisni skup. Kod Lubijevog
algoritma, kako u svakoj iteraciji qvor kao svoju vrednost dobija sluqajnu vrednost
iz intervala [0, 1], mogu�i su iterativni prolazi koji ne daju ni jedan qvor za ulazak
u maksimalni nezavisni skup.

Za pore�e�e rada ovih algoritama kao ulazne parametre �emo u prvom sluqaju ko-
ristiti nasumiqne grafove za koje je algoritam korektan, ali se ne garantuje pred-
stav	ena vremenska slo�enost, dok �emo u drugom sluqaju koristiti grafove za koje
je ovaj algoritam i osmix	en - grafove ograniqenog rasta.

Za konstrukciju nasumiqnih grafova postoji puno modela ([24], [25], [26]). Na-
sumiqni grafovi koje ovde koristimo su generisani preko Erdos-Reni modela [18].
Erdos-Reni G(n, p) model je jedan od najpoznatijih modela za generisa�e nasumiqnih
grafova. Na poqetku se generixe n nepovezanih qvorova i prolazi preko svih mogu�ih
grana, dodaju�i ih sa verovatno�om p, 0 ≤ p ≤ 1. Primer nasumiqnog Erdos-Reni grafa
za n = 1000 i p = 0.02 je mogu�e videti na slici 4.5.

Slika 4.5. Primer nasumiqnog Erdos-Reni grafa sa n = 1000 qvorova i verovatno�om

veziva�a p = 0.02

Nasumiqni grafovi koje koristimo su konstruisani u Matlab-u preko pomenutog
Erdos-Reni modela. Kao povratna vrednost se dobija matrica susedstva dimenzije n×n
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konstruisanog grafa. Ta matrica predstav	a ulazni podatak za testira�e predsta-
v	enih algoritama. Broj qvorova za grafove na kojima vrximo testira�e je fiksiran
na n = 1000, dok verovatno�u p me�amo u intervalu [0, 1] qime dobijamo razliqite na-
sumiqne grafove sa 1000 qvorova. Verovatno�a p je raqunata sluqajnim izborom vred-
nosti iz intervala [0, 1]. Za potrebe testira�a konstruisano je 30 grafova. Oqigledno
je da za p = 0 graf koji dobijamo nema nijednu granu, samo izolovane qvorove, kao i
da za p = 1 dobijamo kompletan graf. Ovo su trivijalni sluqajevi gde za p = 0 svi
qvorovi grafa qine maksimalni nezavisni skup, a za p = 1 samo jedan, bilo koji qvor
grafa, qini maksimalni nezavisni skup. Pored toga maksimalni nezavisni skup u oba
sluqaja je i maksimum nezavisni skup.

Razmotrimo sada eksperimentalne rezultate dobijene radom ova tri algoritma sa
nasumiqno generisanim Erdos Reni grafovima sa 1000 qvorova. Kao xto je ve� reqeno,
graf se izgenerixe pomo�u Matlab-a i slu�i kao ulazni podatak za sva tri algoritma.
Na slede�em grafiku je prikazano pore�e�e broja potrebnih iteracija algoritama za
pronalazak maksimalnog nezavisnog skupa, gde je na x-osi predstav	ena verovatno�a
postoja�a grane izme�u dva qvora, dok y-osa pokazuje broj iteracija potrebnih da
algoritam do�e do rexe�a.

Slika 4.6. Pore�e�e broja potrebnih iteracija algoritama za pronalazak rexe�a na

Erdos Reni grafovima od 1000 qvorova.

Na slici 4.6 isprekidanom plavom linijom je predstav	en broj iteracija potrebnih
da Lubijev algoritam do�e do rexe�a u odnosu na verovatno�u postoja�a grane p,
isprekidanom zelenom broj iteracija potrebnih da pojednostav	eni algoritam do�e
do rexe�a i punom braon linijom broj potrebnih iteracija da algoritam takmiqe�a
do�e do rexe�a u odnosu na promen	ivu p. Grafik je dobijen formira�em linearnog
splajna na osnovu 30 dobijenih vrednosti.

Prvo xto uoqavamo na slici 4.6. je da Lubijevom algoritmu u ve�em delu testira�a
bio potreban ve�i broj iteracija u odnosu na druga dva algoritma, dok je pojednosta-
v	enom algoritmu u ve�em delu testira�a trebalo ma�e iteracija da do�e do rexe�a
u odnosu na druga dva algoritma. Situacije u kojima se pojednostav	eni algoritam
ponaxa drastiqno loxije u odnosu na Lubijev i algoritam takmiqe�a je prisutna kod
grafova koji imaju duge lance me�usobno susednih qvorova sa ravnomernim sma�iva-
�em ID-eva, odnosno nizove me�usobno susednih qvorova koji imaju takve ID-eve koji
se ravnomerno sma�uju pa samo po jedan qvor mo�e biti sa najma�im rezultatom. Kod
takvih grafova pojednostav	eni algoritam dodaje qvor po qvor rexe�u, pove�avaju�i
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time broj iteracija drastiqno, dok se algoritam tamiqe�a i Lubijev algoritam ne
susre�u sa ve�im usporava�em u ovakvoj situaciji. Posmatraju�i algoritam tak-
miqe�a i �egov pojednostav	eni algoritam, jasno je da pojednostav	eni algoritam
u potpunosti zavisi od poqetnog dode	iva�a ID-eva, dok algoritam takmiqe�a poten-
cijalno nepovo	no dode	iva�e ID-eva na poqetku koriguje tokom svog rada.

Kao xto je ve� reqeno, algoritam takmiqe�a nije konstruisan za grafove koji
nemaju osobinu ograniqenog rasta. U sluqajevima grafova bez ove osobine proseqno
vreme izvrxava�a koje se garantuje je O(n), odnosno algoritmu �e trebati najvixe
O(n) iteracija da do�e do rexe�a. Imaju�i ovu qi�enicu na umu, mo�emo zak	uqiti
da je algoritam tamiqe�a dao dobre rezultate u testira�u sa nasumiqnim grafovima.

Drugo pore�e�e koje izvodimo je na osnovu veliqine dobijenog rexe�a, odnosno kar-
dinalnosti dobijenog maksimalnog nezavisnog skupa. Kao ulazni podatak korix�eno
je 30 generisanih grafova od 1000 qvorova sa razliqitim verovatno�ama veziva�a.
U Tabeli 1 su predstav	eni rezultati dobijenog testira�a, gde se u prvoj koloni
nalazi oznaka grafa. U drugoj koloni su predstav	ene vrednosti prome	ive p, odnosno
verovatno�a veziva�a konkretnog grafa. U tre�oj koloni se nalazi broj grana grafa.
Qetvrta, peta i xesta kolona sadr�e kardinalnosti, odnosno broj qvorova dobijenih
maksimalnih nezavisnih skupova radom algoritma takmiqe�a, pojednostav	enog al-
goritma i Lubijevog algoritma, respektivno. Napomenimo da je algoritam izvrxavan
vixe puta, a da su u Tabeli 1 date najfrekventnije vrednosti.

Tabela 1. Kardinalnosti maksimalnih nezavisnih skupova dobijenih radom predstav	enih
algoritama sa Erdos Reni grafovima od 1000 qvorova

Na osnovu rezultata prikazanih u Tabeli 1 mo�emo zak	uqiti da je algoritam
takmiqe�a u ve�em delu testira�a nalazio maksimalne nezavisne skupove ve�e kar-
dinalnosti od maksimalnih nezavisnih skupova dobijenih radom druga dva algoritma
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nad istim grafovima. Za 15 grafova algoritam takmiqe�a je kao rezultat dobio skup
ve�e kardinalnosti od preostala dva algoritma, dok je kod 9 od 30 testiranih grafova
rezultat bio iste kardinalnosti kao i rezultat nekog od preostala dva algoritma.

Pogledajmo jox dobijene rezultate rada sva tri algoritma na jednom konkretnom
grafu sa ma�im brojem qvorova. Graf koji posmatramo je proizvo	ni Erdos Reni
graf nastao sa verovatno�om veziva�a p = 0.29 i 20 qvorova. Matrica susedstva ovog
grafa je data u prilogu (test graf).

Slika 4.7. Posmatrani graf (slika levo) i maksimalni nezavisni skup dobijen

algoritmom takmiqe�a (slika desno)

Slika 4.8. Maksimalni nezavisni skup dobijen pojednostav	enim algoritmom (slika

levo) i Lubijevim algoritmom (slika desno)

Kao xto vidimo na slikama 4.7 i 4.8, sva tri algoritma su pronaxla maksimalne
nezavisne skupove. Qvorovi koji qine ove skupove su na slikama obojeni crvenom bojom.
U sva tri rezultata qvorovi koji su u skupu su nesusedni, xto dokazuje nezavisnost i
dodava�em bilo kog qvora ova osobina bi bila naruxena, xto dokazuje maksimalnost.
Pojednostav	eni algoritam je dobio maksimalni nezavisni skup koji se sastoji od 6
qvorova, dok su druga dva algoritma doxla do razliqitih maksimalnih nezavisnih
skupova, ali oba kardinalnosti 9. Pored toga xto je rezultat maksimalni nezavisni
skup, algoritam takmiqe�a i Lubijev algoritam su u ovom primeru dali i maksimum
nezavisne skupove.
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Razmotrimo sada rad algoritama na grafovima sa osobinom ograniqenosti rasta, za
koje je algoritam takmiqe�a i konstruisan. U tre�em poglav	u je pokazano da grafovi
oblika jediniqnog diska imaju ovu osobinu, dodatno grafovi oblika jediniqnog diska
su polinomijalno ograniqenog rasta. Za algoritam takmiqe�a, da bi se garantovala
pokazana brzina rada, potrebna i dovo	na osobina je da graf bude ograniqenog rasta.
Polinomijalna ograniqenost ne mora biti ispu�ena. Iz tog razloga, kao primer
grafova ograniqenog rasta za tesitra�e, uzimamo grafove oblika jediniqnog diska.

Za dati, proizvo	ni graf bez geometrijske reprezentacije, odre�iva�e da li se
mo�e predstaviti kao graf oblika jediniqnog diska je NP kompletan problem [3].
Iz tog razloga, kreiramo graf sa geometrijskom reprezentacijom tako da obezbedimo
da je graf oblika jediniqnog diska i uzimamo �egovu matricu susedstva kao ulazni
podatak. Tako�e, istaknuti problemi Max-IS i Min-DS ostaju NP kompletni problemi
qak i u sluqaju grafova oblika jediniqnog diska [9]. Vixe o konstrukciji ovakvih
grafova je mogu�e videti u [30].

Za potrebe naxeg testira�a grafove oblika jediniqnog diska konstruixemo pomo�u
Matlab-a na slede�i naqin: u Euklidovoj ravni R2 izaberemo niz sluqajno izabranih
taqaka sa svojim koordinatama (x, y). Te taqke �e predstav	ati qvorove generisanog
grafa i za svaki novi graf koji uqestvuje u testira�u, taqke koje predstav	aju qvorove
tog grafa �e iznova biti birane na sluqajan naqin. Kako se za svaki graf taqke bi-
raju iznova na sluqajan naqin, tako se i vrednost promen	ive r me�a za svaki graf.
Za testira�e, kao i u sluqaju sa Erdos Reni grafovima, broj qvorova, a time i broj
proizvo	nih taqaka, �emo fiksirati na n = 1000. Me�utim, radi lakxe i jednos-
tavnije ilustracije konstrukcije, objax�e�e �e biti dato na grafovima sa ma�im
brojem qvorova.

Slika 4.8. Primer 100 sluqajno izabranih taqaka u Euklidovoj ravni (slika levo) i

krugovi polupreqnika r kreirani tako da te taqke budu centri krugova (slika desno)

Na slici 4.8 vidimo sluqajno izabrane taqke i krugove oko tih taqaka sa polupreq-
nikom r. Na osnovu definicije grafova oblika jediniqnog diska, izme�u qvorova
postoji grana ako je �ihovo rastoja�e najvixe 1. Me�utim, da bi dobili ve�i broj
grafova, sa razliqitim verovatno�ama postoja�a grana izme�u �ih, umesto uslova da
rastoja�e bude ma�e ili jednako 1, koristi�emo uslov da izme�u dva qvora postoji
grana ukoliko je Euklidsko rastoja�e izme�u �ih ma�e ili jednako r. Ovo je mogu�e
uraditi zato xto je ovako dobijen graf sa geometrijskom reprezentacijom izomor-
fan grafu oblika jediniqnog diska. Zbog ove qi�enice qesto se grafovima oblika
jediniqnog diska nazivaju svi grafovi sastav	eni od kolekcije qvorova (taqaka) u
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Euklidskoj ravni, gde su dva qvora susedna ako je �ihovo rastoja�e ma�e od nekog fik-
siranog praga (broja). Pri kreira�u grafova oblika jediniqnog diska za nasumiqan
izbor taqaka se qesto koristi Poisonov proces [20].

Nakon ove diskusije, vidimo da �e grana izme�u dva qvora postojati ako se qvorovi
(odnosno taqke koje ih predstav	aju) nalaze unutar kruga opisanog oko onog drugog,
odnosno dva qvora su susedna ukoliko se taqke koje ih predstav	aju u ravni nalaze
na rastoja�u ma�em od izabranog polupreqnika krugova. Nakon kreira�a nasumiq-
nih taqaka i krugova sa centrom u �ima za izabrani polupreqnik, posmatramo sve
parove taqaka. Ako jedna taqka pripada krugu opisanom oko neke druge taqke, odnosno
rastoja�e izme�u �ih je ma�e od odre�enog polupreqnika, u matrici susedstva za te
qvorove postav	amo vrednost na 1. Ako je rastoja�e ve�e od zadatog polupreqnika,
matrica susedstva na odgovaraju�im mestima ima nule. Na taj naqin dobijamo graf
bez geometrijske reprezentacije za koji znamo da je graf oblika jediniqnog diska, sa
osobinom ograniqenosti rasta.

Na slici 4.9 je prikazan graf oblika jediniqnog diska nastao sluqajnim izborom
taqaka u ravni (slika 4.8.) gde je prethodna diskusija prikazana grafiqki, tj. mo�e
se videti da su qvorovi susedni samo ukoliko se taqke koje ih predstav	aju nalaze
unutar kruga opisanog oko one druge.

Slika 4.9. Primer grafa oblika jediniqnog diska datog sa geometrijskom reprezentacijom

(slika levo) i tog istog grafa bez geometrijske reprezentacije(slika desno)

Jasno je da pove�ava�em vrednosti promen	ive r pove�avamo i povrxinu u kojoj
qvorove koji se nalaze smatramo susednim qvorovima, odnosno pove�avamo xansu za
postoja�e grane izme�u dva qvora, dok sma�iva�em vrednosti promen	ive r sma�ujemo
i verovatno�u postoja�a grane izme�u dva qvora. Za potrebe ovog testira�a, kreirao
je dodatnih 30 razliqitih grafova za fiksirani broj qvorova n = 1000, promenama
promen	ive r.

Generisane grafove ograniqenog rasta koristimo za drugo testira�e opisanih al-
goritama. Za razliku od prvog testira�a kod kog algoritam takmiqe�a nije mogao da
garantuje brzinu bo	u od O(n), sada garantuje pronalazak rexe�a za najvixe O(log∗ n)
iteracija.

Na slici 4.10 su predstav	eni eksperimentalni rezultati testira�a rada izabrana
tri algoritma. Potreban broj iteracija za pronalazak maksmimalnog nezavisnog sku-
pakod generisanih grafova ograniqenog rasta je prikazan na y-osi, dok x-osa prikazuje
promene polupreqnika r krugova unutar kojih qvorove smatramo susednim. Ispreki-
danom plavom linijom je predstav	en broj iteracija potrebnih da Lubijev algori-
tam do�e do rexe�a u odnosu na promen	ivu r, isprekidanom zelenom broj iteracija
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potrebnih da pojednostav	eni algoritam do�e do rexe�a i punom braon linijom broj
potrebnih iteracija da algoritam takmiqe�a do�e do rexe�a u odnosu na promen	ivu
r. Grafik je dobijen formira�em linearnog splajna na osnovu 30 dobijenih vrednosti.

Slika 4.10. Pore�e�e broja iteracija algoritama na grafovima oblika jediniqnog diska od

1000 qvorova.

Prilikom testira�a rada izabrana tri algoritma sa grafovima ograniqenog rasta,
Lubijevom algoritmu je bio potreban najve�i broj iteracija da do�e do rexe�a, dok
su algoritam takmiqe�a i pojednostav	eni algoritam sa ma�im brojem iteracija
dolazili do maksimalnog nezavisnog skupa i imali donekle sliqno ponaxa�e. Ipak,
algoritam takimqe�a je tokom skoro qitavog testa zahtevao najma�i broj iteracija za
zavrxetak svog rada. Iako smo videli da algoritam takmiqe�a za svaki qvor zahteva
pri jednom prolazu jednu operaciju vixe u odnosu na druga dva algoritma, ukupan broj
potrebnih iteracija je skoro u svakom trenutku testa ma�i u odnosu na potreban broj
za druga dva algoritma.

Pored broja potrebnih iteracija, algoritam takmiqe�a je i konstantniji - zahte-
vao je sliqan broj iteracija tokom testira�a, sa ma�im oscilacijama u odnosu na
druga dva algoritma, xto je posledica sluqajnih izbora koji su u druga dva algoritma
dominantni, a u algoritmu takmiqe�a se radom algoritma potencijalno lox sluqajni
izbor naprav	en na poqetku algoritma prevazilazi.

Drugo pore�e�e koje izvodimo je na osnovu kardinalnosti dobijenog rexe�a. Kao
ulazni podatak je uzeto 30 grafova ograniqenog rasta od 1000 qvorova. Matrice sused-
stva ovih grafova su prilo�ene kao dodatak radu u odgovaraju�im tekstualnim da-
totekama, gde ime datoteke predstav	a oznaku grafa.

Tabela 2 predstav	a rezultate dobijenog testira�a, gde se u prvoj koloni nalazi
oznaka grafa a u drugoj broj grana grafa. Tre�a, qetvrta i peta kolona sadr�e kardi-
nalnosti, odnosno broj qvorova, dobijenih maksimalnih nezavisnih skupova radom al-
goritma takmiqe�a, pojednostav	enog algoritma i Lubijevog algoritma respektivno.
Napomenimo da je algoritam izvrxavan vixe puta, a da su u Tabeli 1 date najfrekvent-
nije vrednosti.

Na osnovu rezultata prikazanih u Tabeli 2 mo�emo zak	uqiti da je algoritam
takmiqe�a u ve�em delu testira�a nalazio maksimalne nezavisne skupove ve�e kar-
dinalnosti od maksimalnih nezavisnih skupova dobijenih radom druga dva algoritma
nad istim grafovima.Kod 22 od 30 testiranih instanci algoritam takmiqe�a je kao
rezultat dobio skup ve�e kardinalnosti od preostala dva algoritma, dok je u 5 od 30
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sluqajeva rezultat bio iste kardinalnosti kao i rezultat nekog od odnosu na druga dva
algoritma. Skupove qvorova koji qine maksimalne nezavisne skupove predstav	ene u
Tabeli 2 je mogu�e prona�i u prilogu.

Tabela 2. Kardinalnosti maksimalnih nezavisnih skupova dobijenih radom predstav	enih

algoritama sa grafovima oblika jediniqnog diska od 1000 qvorova

Pogledajmo sada dobijene rezultate rada sva tri algoritma na jednom konkretnom
grafu ograniqenog rasta sa ma�im brojem qvorova. Graf koji posmatramo je graf
oblika jediniqnog diska sa 20 qvorova. Matrica susedstva ovog grafa je data u prilogu
( grafTestUGG).

Slika 4.11. Posmatrani graf oblika jediniqnog diska (slika levo) i maksimalni

nezavisni skup dobijen algoritmom takmiqe�a (slika desno)
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Slika 4.12. Maksimalni nezavisni skup dobijen pojednostav	enim algoritmom (slika

levo) i Lubijevim algoritmom (slika desno)

Na slikama 4.11 i 4.12 vidimo da su sva tri algoritma pronaxla maksimalne neza-
visne skupove i u sluqaju grafova ograniqenog rasta. Qvorovi koji qine maksimalne
nezavisne skupove su prikazani crvenom bojom. U sva tri rezultata qvorovi koji su u
skupu su nesusedni, xto dokazuje nezavisnost i dodava�em bilo kog qvora ova osobina
bi bila naruxena, xto dokazuje maksimalnost. Lubijev algoritam je dobio maksimalni
nezavisni skup koji se sastoji od 7 qvorova, dok su druga dva algoritma doxla do razli-
qitih maksimalnih nezavisnih skupova, ali oba kardinalnosti 9. Iako tri algoritma
koja posmatramo garantuju samo pronalazak maksimalnih nezavisnih skupova, algori-
tam takmiqe�a i pojednostav	eni algoritam su u ovom sluqaju pronaxli i maksimalne
nezavisne skupove najve�e kardinalnosti, odnosno maksimum nezavisne skupove.

Algoritam takmiqe�a i u sluqaju proizvo	nih grafova i u sluqaju grafova ogra-
niqenog rasta je zahtevao ma�i broj iteracija za pronalazak rexe�a od Lubijevog
algoritma ( videti slike 4.6. i 4.10.). Algoritam takmiqe�a je zahtevao ve�i broj
iteracija od pojednostav	enog kod proizvo	nih grafova, dok je zahtevao ma�i broj
iteracija u sluqaju grafova ograniqenog rasta. Ipak, prednosti rada algoritma
takmiqe�a u odnosu na �egov pojednostav	eni algoritam su ve� istaknute u tekstu.
Ono xto je najve�a prednost algoritma takmiqe�a je garantova�e dosta bo	e brzine
pronalaska rexe�a u sluqajevima grafova ograniqenog rasta. Pojednostav	eni algo-
ritam mo�e garantovati samo brzinu O(n). Na osnovu Tabele 1 i Tabele 2 mo�emo
izvesti zak	uqak da je algoritam takmiqe�a i u sluqaju proizvo	nih grafova i u
sluqaju grafova ograniqenog rasta nalazio maksimalne skupove ve�e kardinalnosti u
odnosu na maksimalne skupove koje su pronaxla druga dva algoritma.

U [8] je mogu�e videti da je predstav	eni algoritam takmiqe�a i asimptotski op-
timalan, odnosno u najgorem sluqaju se ponaxa za konstantan faktor gore od najbo	eg
mogu�eg algoritma. Pri tome taj konstantan faktor ne zavisi od veliqine grafa.
Dokaz korektnosti i brzine predstav	enog algoritma je mogu�e na�i u [8].

4.2 Povezani dominantni skup

Povezani dominantni skup u povezanom grafu G je podskup skupa G koji je dominantan
i qije grane formiraju povezani podgraf, odnosno za svaka dva qvora iz dominatnog
skupa postoji put od jednog do drugog samo preko grana koje pripadaju povezanom dom-
inantnom skupu. Pronalazak minimalnog povezanog dominantnog skupa tako�e pred-
stav	a NP kompletan problem [1].

Uz pomo� maksimalnog nezavisnog skupa dobijenog predstav	enim algoritmom tak-
miqe�a je mogu�e formirati povezani dominantni skup na slede�i naqin. Ako za
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svaki qvor v ∈ I, gde je I maksimalni nezavisni skup, izaberemo najkra�e rastoja�e
do svakog qvora u, gde je qvor u takav da va�i u ∈ Γ3(v)∩ I i IDu < IDv, kao rezultat
dobijamo povezani dominantni skup. ID-evi koji su ovde pomenuti su isti ID-evi
dode	eni qvorovima u algoritmu takmiqe�a, a funkcija p(.) funkcija rasta. Kako je
kardinalnost skupa Γ3(v) ∩ I najvixe p(3) i du�ina bilo kog izabranog puta najvixe
3, povezani dominantni skup �e imati najvixe 3 · p(3) · |I| + |I| qvorova. Kako smo
u tre�em poglav	u pokazali da za grafove ograniqenog rasta maksimalni nezavisni
skup predstav	a konstantnu aproksimaciju minimum dominantnog skupa, konstantna
aproksimacija minimum povezanog dominantnog skupa je mogu�a u vremenu O(log∗ n).
Vixe o ovome se mo�e prona�i u [8].
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Kako smo ve� naveli, maksimalni nezavisni skup ima xiroku primenu i predstav	a
k	uqni deo pri rexava�u nekih drugih problema. U ovom poglav	u �e biti raz-
motreni polinomijalni aproksimativni algoritmi za kreira�e maksimum nezavisnog
skupa i minimum dominantnog skupa koji za fiksirano ε > 0 konstruixu nezavisni
skup, odnosno dominantni skup, koji ne odstupa od maksimum nezavisnog skupa, odnosno
minimum dominantnog skupa, za vixe od 1 + ε. Na ovaj naqin dolazimo do aproksi-
mativnog rexe�a NP kompletnih problema konstrukcije maksimum nezavisnog skupa
i minimum dominantnog skupa. Vreme izvrxava�a algoritma za fiksirano ε mora
biti polinomijalno i jedini uslov koji zahtevamo je da graf bude polinomilalno
ograniqenog rasta. Sada, pored ograniqenosti rasta ulaznog grafa, zahtevamo i da
funkcija rasta bude polinomijalna. Kroz oba algoritma �e biti ilustrovana upotreba
algoritma takmiqe�a koji je predstav	en u prethodnom poglav	u.

Slo�enost oba algortima za graf polinomijalno ograniqenog rasta sa n qvorova
je O(TMIS + log∗ n

εO(1) ), gde TMIS predstav	a vreme potrebno za konstrukciju maskimalnog
nezavisnog skupa. Dokaz slo�enosti je mogu�e prona�i u [5]. Kako je ε > 0 fiksno,
jasno je da bitnu ulogu igra vreme potrebno da se konstruixe maksmimalni nezavisni
skup. Ovo je razlog potrebe za efikasnim i stabilnim algoritmom za pronala�e�e
maksimalnog nezavisnog skupa i iz tog razloga koristimo algoritam takmiqe�a pred-
stav	en u prethodnom poglav	u.

Uvedimo jox skra�ene oznake koje �emo na da	e koristiti. U okolini Gr(v) nekog
qvora v ∈ V dominantan skup D(Gr(v)) i nezavisni skup I(Gr(v)) obele�imo sa Dr i Ir
respektivno.

5.1 Maksimum nezavisni skup

Za aproksimaciju maksimum nezavisnog skupa kao ulazni podatak imamo graf poli-
nomijalno ograniqenog rasta. Osnovna ideja je konstruisati odre�ene pomo�ne struk-
ture, po�i od proizvo	nog qvora v ∈ V i posmatrati redom okoline Gr(v) za r = 0, 1,
2,... i u �ima tra�iti optimalna rexe�a Ir ⊆Gr. Okolinu qvora pove�avamo sve dok
va�i nejednakost:

|Ir+1| > (1 + ε) · |Ir|.
Obele�imo sa r̄ najma�e r za koje je ova nejednakost ne va�i. Bitno zapa�a�e

je da je pove�ava�e okoline ograniqeno, odnosno opseg najve�e okoline koju treba da
razmatramo je ograniqen konstantom koja zavisi samo od funkcije rasta i ε > 0, a ne
zavisi od broja qvorova samog grafa. Poka�imo to formalno slede�om lemom:

Lema 5.1. Neka je dat graf G = (V,E) p−polinomijalno ograniqenog rasta. Tada
postoji konstanta c = c(ε) takva da je opseg r bilo koje okoline Gr koju razmatramo u
algoritmu za konstrukciju 1+ε aproksimacije maksimum nezavisnog skupa ograniqen
sa c, odnosno r ≤ c.

Dokaz. Neka je r < r̄. Tada za r va�i:

|Ir| > (1 + ε)|Ir−1| > · · · > (1 + ε)r|I0|.
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Budu�i da I0 uk	uquje samo jedan izabrani qvor, sledi da je |I0| = 1 , pa dolazimo
do nejednakosti: |Ir| > (1 + ε)r. Da bi kompletirali dokaz iskoristimo jox qi�enicu
da je ovo graf polinomijalno ograniqenog rasta, odnosno da va�i |Ir| ≤ p(r). Konaqno:

(1 + ε)r < |Ir| ≤ p(r).

Pa oqigledno: (1 + ε)r < p(r). Ovim smo dokaz leme zavrxili.

Iz ove leme proizilazi i zak	uqak da se za proizvo	ni qvor v, qije okoline posma-
tramo, optimalni nezavisni skup mo�e na�i u vremenu nO(p(c)2), gde je n broj qvorova,
a p polinomijalna funkcija rasta. Formulaciju leme, dokaz i zak	uqak je mogu�e
prona�i u [6].

Pogledajmo sada pseudo kod aproksimativnog algoritma za kreira�e maksimum
nezavisnog skupa u grafu:

Aproksimativni algoritam - maksimum nezavisni skup[5]

Ulazni parametar: Neorijentisani graf G = (V,E) polinomijalno ograniqenog rasta,
ε > 0, c̄ := c(ε) + 2
1. Na�i maksimalni nezavisni skup I u grafu
2. Uz pomo� maksimalnog nezavisnog skupa I formirati klasterovani graf Ḡ koji se
sastoji od klastera Γ2c̄(v), v ∈ I
3. Izvrxiti boje�e grafa Ḡ sa ∆Ḡ + 1 boja
4. Inicijalizovati Ī := ∅
5. For k = 1 to ∆Ḡ + 1 do:
6. For each qvor v ∈ I boje k do:
7. while Γ(v) ∩ V 6= ∅ do:
8. Za neko u ∈ Γ(v) ∩ V tra�iti lokalno optimalni nezavisni skup

sve dok pove�ava�em okoline ne do�e
do situacije: |Īr̄+1| ≤ (1 + ε)|Īr̄|

9. Ī := Ī ∪ Īr̄(u), V := V \ Γr̄+1(u)
10. end while
11. end for
12. Dobijeno Ī je 1 + ε aproksimacija maksimum nezavisnog skupa I∗

Kako ovaj algoritam kao preduslov ima da ulazni graf bude polinomijalno ograniqenog
rasta, mogu�e je iskoristiti predstav	eni algoritam takmiqe�a za raquna�e maksi-
malnog nezavisnog skupa u prvom koraku. Na taj naqin brzo i sigurno dobijamo mak-
simalni nezavisni skup potreban za ovaj aproksimativni algoritam. Dobijeni mak-
simalni nezavisni skup svoju primenu nalazi ve� u slede�em koraku za konstrukciju
klaster grafa. Klastergraf polupreqnika c definixemo kao graf Ḡ = (V̄ , Ē) gde za
proizvo	ne qvorove u, v ∈ V̄ grana (u, v) ∈ Ē ako i samo ako je Euklidsko rastoja�e
izme�u qvorova u i v najvixe c. Vixe o formira�u klastergrafa je mogu�e prona�i
u [5], gde je pokazano i da je mogu�e efikasno izvrxiti ∆Ḡ + 1 boje�e, odnosno mogu�e
je izvrxiti boje�e sa najvixe ∆Ḡ + 1 boja, gde je ∆Ḡ najve�i stepen nekog qvora u Ḡ.
Dokaz za efikasno boje�e klastergrafa je mogu�e prona�i i u [22].

Nakon kreiranih pomo�nih struktura, algoritam paralelno kreira lokalne neza-
visne skupove u okolinama qvorova obojenih istom bojom. Oni su oznaqeni sa Īr, za
okolinu r nekog qvora izabranog u koraku 8. Na ovaj naqin se formiraju lokalno opti-
malna rexe�a, te�e�i ka globalnom rexe�u. Kako je naglaxeno pre samog algoritma,
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lokalno optimalna rexe�a je mogu�e na�i u vremenu nO(p(c)2), pa je lokalno optimalna
rexe�a mogu�e brzo na�i. Kako algoritam nema praktiqan znaqaj, ve� samo teorijski,
u ovom trenutku se ne navode specifiqni agoritmi za tra�e�e lokalno optimalnog
rexe�a, dovo	no je postoja�e takvih, a vixe o tome je mogu�e prona�i u [5]. Svaki
put kada nejednakost |Īr+1| > (1 + ε)|Īr| bude naruxena za izbrani qvor iz koraka 8, iz
razmatranog grafa G skla�amo okolinu razmatranog qvora Gr+1 a Īr dodajemo u Ī kako
bi bilo deo globalnog rexe�a. Naglasimo da kada Īr ulazi u rexe�e Ī kako iz pre-
ostalog skupa za razmatra�e izbacujemo i sve direktne susede od Īr slede�i kreirani
nezavisni skup ne�e naruxavati nezavisnost u odnosu sa prethodnim. Proces se nas-
tav	a sve dok ne iskoristimo sve qvorove iz grafa G. Nezavisni skup koji se dobije
kao rezultat izvrxava�a ovog algoritma je 1 + ε aproksimacija maksimum nezavisnog
skupa, odnosno za Ī koje dobijemo kao rezultat rada algoritma va�i da je nezavisan u
datom grafu i da |I∗| ≤ (1 + ε)|Ī| gde je I∗ maksimum nezavisni skup datog grafa.

5.2 Minimum dominantni skup

Analogno algoritmu koji pronalazi 1 + ε aprosksimaciju maksimum nezavisnog skupa,
sada �e biti predstav	en algoritam koji u polinomijalnom vremenu pronalazi 1 + ε
aprosksimaciju minimum dominatnog skupa. Zahtev da ulazni graf bude polinomi-
jalno ograniqenog rasta je prisutan i ovde. Tokom rada algoritma za konstrukciju
1 + ε aprosksimacije minimum dominatnog skupa, konstruixu se pomo�ne strukture i
zatim se tra�e lokalna rexe�a.

Za izabrani qvor v se posmatraju redom okoline Gr(v) za r = 0, 1, 2... i u �ima
tra�e optimalna rexe�a, sve dok va�i nejednakost:

|Dr+2| > (1 + ε) · |Dr|.

Ponovo, sa r̄ obele�imo najma�e r za koje ova nejednakost ne va�i. Analogno
ograniqenosti najve�e okoline koju posmatramo za prethodni algoritam i sada je na-
jve�a okolina koju treba razmatrati za potrebe algoritma ograniqena konstantom koja
ne zavisi od veliqine samog grafa, odnosno formalno:

Lema 5.2. Neka je dat graf G = (V,E) p−polinomijalno ograniqenog rasta. Tada pos-
toji konstanta c = c(ε) takva da je opseg r bilo koje okoline Gr koju razmatramo u al-
goritmu za konstrukciju 1+ε aproksimacije minimum dominantnog skupa ograniqen
sa c, odnosno r ≤ c.

Dokaz. Neka je r < r̄. Tada za r va�i:

|Dr| > (1 + ε)|Dr−2| > · · · > (1 + ε)
r
2 |D0|.

Kako je |D0| = 1 tada |Dr| > (
√

1 + ε)r. Svaki maksimum nezavisni skup je is-
tovremeno i maksimalni nezavisni skup, samim tim je i dominantan, pa za skup Dr

koji je dominantan u Γr va�i nejednakost |Dr| ≤ |Ir|, a kako na osnovu ograniqenosti
rasta |Ir| ≤ p(r) lako dolazimo do nejednakosti p(r) > (

√
1 + ε)r koja kompletira dokaz

leme.

Lemu kao i posledicu da je za svaki qvor v u okolinama Γr(v) optimalne dominantne
skupove mogu�e na�i u vremenu nO(p(r)2) je mogu�e na�i u [6].

Kada se nejednakost |Dr+2| > (1 + ε) · |Dr| naruxi za r̄, globalnom rexe�u D doda-
jemo skup Dr̄+2, dok iz preostalog skupa za razmatra�e izbacujemo Γr̄+2. Za razliku
od aproksimativnog algoritma za maksimum nezavisni skup, sada se ne posmatraju sve
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okoline, ve� nakon posmatra�a okoline Γr̄, slede�a okolina za razmatra�e je Γr̄+2.
Razlog toga se ogleda u 2-separaciji ( videti [6]) koja omogu�ava da lokalno domi-
nantni skupovi ne naruxe osobinu dominacije ulaskom u rezultuju�i skup. Lokalno
rexe�e Dr̄+2 dominira skupom Γr̄+2 ∩ V koji eliminixemo za da	e razmatra�e, tako
da globalno rexe�e mora zadr�ati osobinu dominacije. Za dobijeni skup D koji se
dobija kao rezultat rada algoritma, pored osobine dominacije va�i i tra�ena taq-
nost |D| ≤ (1 + ε)|D∗|, gde D∗ predstav	a minimum dominantni skup u datom grafu.
Kako je znaqaj ovog aproksimativnog algoritma teorijski, ovde je predstav	eno samo
da je lokalno optimalna rexe�a mogu�e prona�i brzo, a nisu deta	no razmatrani
algoritmi kojima bi se to postizalo, za vixe informacija pogledati [5].

Pogledajmo sada pseudo kod algoritma za kreira�e 1 + ε aproksimacije minimum
dominantnog skupa u grafu:

Aproksimativni algoritam - minimum dominantni skup[5]

Ulazni parametar: Neorijentisani graf G = (V,E) polinomijalno ograniqenog rasta,
ε > 0, c̄ := c(ε) + 2
1. Na�i maksimalni nezavisni skup Ī u grafu
2. Uz pomo� maksimalnog nezavisnog skupa Ī formirati klasterovani graf Ḡ koji se
sastoji od klastera Γ2c̄(v), v ∈ I
3. Izvrxiti boje�e grafa Ḡ sa ∆Ḡ + 1 boja
4. Inicijalizovati D := ∅
5. For k = 1 to ∆Ḡ + 1 do:
6. For each qvor v ∈ Ī boje k do:
7. If Γ(v) ∩ V 6= ∅ then
8. Za neko u ∈ Γ(v) ∩ V tra�iti lokalno optimalni dominantni skup

sve dok pove�ava�em okoline ne do�e
do situacije: |Dr̄+2| ≤ (1 + ε)|Dr̄|

9. D := D ∪Dr̄+2(u), V := V \ Γr̄+2(u)
10. end if
11. end for
12. Dobijeno D je 1 + ε aproksimacija minimum dominantnog skupa

Za konstrukciju maksimalnog dominantog skupa u prvom koraku mo�emo ponovo ko-
ristiti algoritam tamiqe�a, jer je ispu�en uslov ograniqenosti rasta grafa. Za
konstrukciju klasterovanog grafa i boje�e va�i isto razmatra�e kao i u prethodno
predstav	enom algoritmu za konstrukciju aproksimacije maksimum nezavisnog skupa.

Aproksimativni algoritmi su predstav	eni zbog svog teorijskog znaqaja iako ne-
maju praktiqnu primenu. Opxte infomarcije o �ima su date u ovom poglav	u, a vixe
o �ima, kao i dokaz korektnosti i dokaz da oba algoritma zavrxavaju u polinomijal-
nom vremenu, mo�e se na�i u [5] i [19]. Time je zavrxeno razmatra�e algoritama koji
u polinomijalnom vremenu konstruixu aproksimacije rexe�a NP kompletnih prob-
lema konstrukcije minimum dominantnog skupa i maksimum nezavisnog skupa u grafu
polinomijalno ograniqenog rasta, taqnosti (1 + ε) za unapred zadato ε > 0. Tako�e,
pokazano je da vreme rada ovih algoritama u velikoj meri zavisi od vremena rada
izabranog algoritma za konstrukciju maksimalnog nezavisnog skupa. Zato je bitno
izabrati brz i siguran algoritam za pronalazak maksmimalnog nezavisnog skupa, kao
xto je algoritam takmiqe�a, predstav	en u prethodnom poglav	u.
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U ovom radu su predstav	ene osobine nezavisnosti i dominacije u grafu, kao i pove-
zanost ovih osobina sa be�iqnim prostim mre�ama. Kao xto je ve� reqeno, osobine
dominacije i nezavisnosti u grafu imaju bitnu ulogu u konstrukciji modela be�iqnih
prostih mre�a. Naglaxeno je da qvorovi unutar nezavisnog dominantnog skupa ne
ometaju jedni druge u paralelnom prenoxe�u informacija, dok dominantan skup mo�e
poslu�iti da efikasno dopremi informacije do svakog qvora u mre�i. Pritom, mak-
simum nezavisni skup zadovo	ava oba svojstva.

Postoji mnogo razliqitih perspektiva iz kojih mo�emo posmatrati dominantne
i nezavisne skupove i algoritme za �ihovu konstrukciju. Uzimaju�i u obzir kar-
dinalnost, dobijamo optimizacione probleme maksimum nezavisni skup i minimum
dominantni skup qija konstrukcija predstav	a NP kompletne probleme. U radu su
predstav	eni algoritmi koji u polinomijalnom vremenu pronalaze dominanti skup
i nezavisni skup koji ne odstupaju od minimum dominantnog i maksimum nezavisnog
skupa za vixe od 1 + ε.

Ako za virtuelnu infrastrukturu prostih be�iqnih mre�a kao model uzmemo dom-
inantni skup, tada qvorovi koji pripadaju dominantnom skupu mogu da da	e prosle-
�uju informacije do svih ostalih qvorova u grafu. Qvorovi koji nisu u dominantnom
skupu su sigurno susedni sa bar jednim qvorom dominantnog skupa, tako da �e sigurno
mo�i da prime informacije.

Slika 6.1. Primer konstrukcije modela za realnu prostu be�iqnu mre�u uz pomo�

dominantnog skupa

Kao optimizacioni problem name�e se potreba da xto ma�e qvorova prenosi infor-
macije, ali da i da	e svi qvorovi mogu da dobiju informaciju. Ideja je koristiti min-
imum dominantne skupove kao virtuelnu infrastrukturu. Kako je istaknuto problemi
Max-IS i Min-DS su NP-kompletni. U petom poglav	u rada su predstav	eni aproksi-
mativni algoritmi za rexava�e ovih problema. Neophodan algoritam za predstav	ene
aproksimativne algoritme je algoritam koji pronalazi maksimalni nezavisni skup, pa
su u radu razmotrena tri algoritma za ovaj podproblem. Tako�e slo�enost aproksima-
tivnih algoritama zavisi od algoritma za pronalazak maksimalnog nezavisnog skupa,
pa je u radu ispitana i efikasnost tri razmatrana algoritma za rexe�e pomenutog
podproblema.
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Na slici 6.1. je mogu�e videti primer virtuelne infrastrukture za be�iqnu
mre�u. Ono xto je mana ovakvog modela je da za mre�u predstav	enu preko povezanog
grafa, qvorovi dominantnog skupa ne moraju biti povezani. Ako se ograniqimo da
qvorovi koji nisu u dominantnom skupu mogu da komuniciraju samo sa svojim susedima
koji jesu u dominantnom skupu, mo�e do�i do situacije da jedna informacija ne mo�e
do�i do svih qvorova iz mre�e.

Ova potexko�a se mo�e prevazi�i tako xto �e se koristiti povezani dominantni
skupovi, odnosno minimum povezani dominantni skupovi. Tako informacija mo�e
do�i do svih qvorova koji pripadaju dominantnom skupu a i preko qvorova iz domi-
nantnog skupa do svih ostalih qvorova, bez obzira iz kog prvog qvora da informacija
potekne.

Ovim je diskusija o konstrukciji prostih mre�a uz pomo� dominantnih i nezavis-
nih skupova u ovom radu kompletirana.
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using System . Co l l e c t i o n s . Generic ;
using System . Linq ;

namespace MisAlgorithm . BusinessLayer
{

public class Node
{

#reg ion Prope r t i e s

public string Name { get ; s e t ; }

public int ID { get ; s e t ; }

public Dict ionary<int , int> R { get ; s e t ; } = new Dict ionary<int , int >() ;

public NodeStatus Status { get ; private s e t ; }

/// <summary>
/// Delayed S t a t u s t h a t i s c a l c u l a t e d to be a p p l i e d .
/// </summary>
public NodeStatus ? NextStatus { get ; s e t ; }

public List<Node> Neighbors = new List<Node>() ;

public int J { get ; s e t ; }

public List<Node> CompeteNeighbors
{

get
{
return Neighbors .Where ( node => node . Status == NodeStatus . Competitor ) . ToList ( ) ;
}

}

public int Current I t e ra t ionVa lue
{

get
{

return R[ J ] ;
}
s e t
{

R[ J ] = value ;
}

}

public int Prev ious I t e ra t i onVa lue
{

get
{

return R[ J − 1 ] ;
}

}

#endreg ion Prope r t i e s

public Node ( string name , int id )
{

Name = name ;
ID = id ;

}

public Node ( int id )
{

ID = id ;
}

#reg ion Methods

public void ApplyNextStatus ( )
{

i f ( NextStatus != null )
{

Status = NextStatus . Value ;
NextStatus = null ;

}
}

public stat ic void ApplyNextStatuses ( IEnumerable<Node> nodes )
{

foreach (Node node in nodes )
{

node . ApplyNextStatus ( ) ;
}

}
#endreg ion Methods

}
}

namespace MisAlgorithm . BusinessLayer
{

public enum NodeStatus
{

Competitor ,
Ruler ,
Ruled ,
Dominator ,
Dominated

}
}

using System ;
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using System . Co l l e c t i o n s . Generic ;
using System . IO ;
using System . Linq ;
using System . Text . RegularExpress ions ;

namespace MisAlgorithm . BusinessLayer
{

class S impl i f i edAlgor i thm
{

public List<Node> ExecuteS impl i f i ed ( string t e x tF i l e )
{

List<Node> GraphNodes = In t i a l i z eNod e s S imp l i f i e d ( t e x tF i l e ) ;
L ist<Node> r e s u l t = new List<Node>() ;

while (GraphNodes . Count > 0)
{

foreach (Node node in GraphNodes )
{

i f ( node . Neighbors . Count == 0)
node . NextStatus = NodeStatus . Dominator ;

else
{

List<Node> l i s t = node . Neighbors .Where (x => x . NextStatus == null ) . ToList ( ) ;
i f ( l i s t . Count > 0)
{

double smal lestNeighborID = l i s t . S e l e c t ( x => x . ID ) .Min ( ) ;
i f ( node . ID < smal lestNeighborID )

node . NextStatus = NodeStatus . Dominator ;
}
else

node . NextStatus = NodeStatus . Dominator ;
}

}

List<Node> en t e r ingResu l t = GraphNodes .Where (x => x . NextStatus == NodeStatus . Dominator )
. ToList ( ) ;

i f ( en t e r ingResu l t . Count > 0)
{

foreach (Node enter ingNode in en t e r ingResu l t )
{

r e s u l t .Add( enter ingNode ) ;
GraphNodes . Remove( enter ingNode ) ;
foreach (Node notEnteringNeighbord in enter ingNode . Neighbors )
{

GraphNodes . Remove( notEnteringNeighbord ) ;
notEnteringNeighbord . NextStatus = NodeStatus . Dominated ;

}
}

}
}
return r e s u l t . OrderBy (x => PadNumbers (x .Name ) ) . ToList ( ) ;

}

private List<Node> I n t i a l i z eNod e s S imp l i f i e d ( string t e x tF i l e )
{

List<Node> l i s t = new List<Node>() ;
var rand = new Random ( ) ;
i f ( F i l e . Ex i s t s ( t e x tF i l e ) )
{

string [ ] l i n e s = F i l e . ReadAllLines ( t e x tF i l e ) ;
L ist<int> l i s tO f I d s = Enumerable . Range (1 , l i n e s . Length ) . OrderBy ( i => rand . Next ( ) ) . ToList ( ) ;
for ( int index = 1 ; index <= l i n e s . Length ; index++)

l i s t .Add(new Node ( string . Format ( ”node{0}” , index ) , l i s tO f I d s [ index − 1 ] ) ) ;

int nodeNumber = 0 ;
foreach ( string l i n e in l i n e s )
{

string [ ] i n d i c a t o r s = l i n e . S p l i t ( ’ , ’ ) ;
for ( int j = 0 ; j < i n d i c a t o r s . Length ; j++)

i f ( i n d i c a t o r s [ j ] == ”1” )
l i s t [ nodeNumber ] . Neighbors .Add( l i s t [ j ] ) ;

nodeNumber++;
}

}
return l i s t ;

}

private string PadNumbers ( string input )
{

return Regex . Replace ( input , ” [0−9]+” , match => match . Value . PadLeft (10 , ’ 0 ’ ) ) ;
}

}
}

using System ;
using System . Co l l e c t i o n s . Generic ;
using System . IO ;
using System . Linq ;
using System . Text . RegularExpress ions ;

namespace MisAlgorithm . BusinessLayer
{

class LubyAlgorithm
{

public List<NodeForLuby> ExecuteLuby ( string t e x tF i l e )
{

List<NodeForLuby> GraphNodes = Int ia l i zeLubyNodes ( t e x tF i l e ) ;
L ist<NodeForLuby> r e s u l t = new List<NodeForLuby>() ;

var rand = new Random ( ) ;
while (GraphNodes . Count > 0)
{

foreach (NodeForLuby node in GraphNodes )
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node . Probab i l i t y = rand . NextDouble ( ) ;

foreach (NodeForLuby node in GraphNodes )
{

i f ( node . Neighbors .Where (x => ! x . Excluded ) . ToList ( ) . Count == 0)
node . Enter ingResu l t = true ;

else
{

double smal lestNeighborProb = node . Neighbors .Where (x => ! x . Excluded )
. S e l e c t (x => x . Probab i l i t y ) . Min ( ) ;

i f ( node . Probab i l i t y < smal lestNeighborProb )
node . Enter ingResu l t = true ;

}
}

List<NodeForLuby> en t e r ingResu l t = GraphNodes .Where (x => x . Enter ingResu l t == true ) . ToList ( ) ;
i f ( en t e r ingResu l t . Count > 0)
{

foreach (NodeForLuby enter ingNode in en t e r ingResu l t )
{

r e s u l t .Add( enter ingNode ) ;
enter ingNode . Excluded = true ;
GraphNodes . Remove( enter ingNode ) ;
foreach (NodeForLuby notEnteringNeighbord in enter ingNode . Neighbors )
{

GraphNodes . Remove( notEnteringNeighbord ) ;
notEnteringNeighbord . Excluded = true ;

}
}

}
}
return r e s u l t . OrderBy (x => PadNumbers (x .Name ) ) . ToList ( ) ;

}
private string PadNumbers ( string input )
{

return Regex . Replace ( input , ” [0−9]+” , match => match . Value . PadLeft (10 , ’ 0 ’ ) ) ;
}

private List<NodeForLuby> Int ia l i zeLubyNodes ( string t e x tF i l e )
{

List<NodeForLuby> l i s t = new List<NodeForLuby>() ;
i f ( F i l e . Ex i s t s ( t e x tF i l e ) )
{

string [ ] l i n e s = F i l e . ReadAllLines ( t e x tF i l e ) ;
int n = l i n e s . Length ;
for ( int index = 1 ; index <= n ; index++)

l i s t .Add(new NodeForLuby ( string . Format ( ”node{0}” , index ) ) ) ;

int nodeNumber = 0 ;
foreach ( string l i n e in l i n e s )
{

string [ ] i n d i c a t o r s = l i n e . S p l i t ( ’ , ’ ) ;
for ( int j = 0 ; j < i n d i c a t o r s . Length ; j++)

i f ( i n d i c a t o r s [ j ] == ”1” )
l i s t [ nodeNumber ] . Neighbors .Add( l i s t [ j ] ) ;

nodeNumber++;
}

}
return l i s t ;

}

}
public class NodeForLuby
{

#reg ion Prope r t i e s

public string Name { get ; s e t ; }

public double Probab i l i t y { get ; s e t ; }

public bool Enter ingResu l t { get ; s e t ; }

public bool Excluded { get ; s e t ; }

public List<NodeForLuby> Neighbors = new List<NodeForLuby>() ;

#endreg ion Prope r t i e s

#reg ion Constructor

public NodeForLuby ( string name)
{

Name = name ;
}

#endreg ion Constructor
}

}

using System ;
using System . Co l l e c t i o n s . Generic ;
using System . IO ;
using System . Linq ;
using System . Text . RegularExpress ions ;

namespace MisAlgorithm . BusinessLayer
{

class LubyAlgorithm
{

public List<NodeForLuby> ExecuteLuby ( string t e x tF i l e )
{

List<NodeForLuby> GraphNodes = Int ia l i zeLubyNodes ( t e x tF i l e ) ;
L ist<NodeForLuby> r e s u l t = new List<NodeForLuby>() ;
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var rand = new Random ( ) ;
while (GraphNodes . Count > 0)
{

foreach (NodeForLuby node in GraphNodes )
node . Probab i l i t y = rand . NextDouble ( ) ;

foreach (NodeForLuby node in GraphNodes )
{

i f ( node . Neighbors .Where (x => ! x . Excluded ) . ToList ( ) . Count == 0)
node . Enter ingResu l t = true ;

else
{

double smal lestNeighborProb = node . Neighbors .Where (x => ! x . Excluded )
. S e l e c t (x => x . Probab i l i t y ) . Min ( ) ;

i f ( node . Probab i l i t y < smal lestNeighborProb )
node . Enter ingResu l t = true ;

}
}

List<NodeForLuby> en t e r ingResu l t = GraphNodes .Where (x => x . Enter ingResu l t == true ) . ToList ( ) ;
i f ( en t e r ingResu l t . Count > 0)
{

foreach (NodeForLuby enter ingNode in en t e r ingResu l t )
{

r e s u l t .Add( enter ingNode ) ;
enter ingNode . Excluded = true ;
GraphNodes . Remove( enter ingNode ) ;
foreach (NodeForLuby notEnteringNeighbord in enter ingNode . Neighbors )
{

GraphNodes . Remove( notEnteringNeighbord ) ;
notEnteringNeighbord . Excluded = true ;

}
}

}
}
return r e s u l t . OrderBy (x => PadNumbers (x .Name ) ) . ToList ( ) ;

}
private string PadNumbers ( string input )
{

return Regex . Replace ( input , ” [0−9]+” , match => match . Value . PadLeft (10 , ’ 0 ’ ) ) ;
}

private List<NodeForLuby> Int ia l i zeLubyNodes ( string t e x tF i l e )
{

List<NodeForLuby> l i s t = new List<NodeForLuby>() ;
i f ( F i l e . Ex i s t s ( t e x tF i l e ) )
{

string [ ] l i n e s = F i l e . ReadAllLines ( t e x tF i l e ) ;
int n = l i n e s . Length ;
for ( int index = 1 ; index <= n ; index++)

l i s t .Add(new NodeForLuby ( string . Format ( ”node{0}” , index ) ) ) ;

int nodeNumber = 0 ;
foreach ( string l i n e in l i n e s )
{

string [ ] i n d i c a t o r s = l i n e . S p l i t ( ’ , ’ ) ;
for ( int j = 0 ; j < i n d i c a t o r s . Length ; j++)

i f ( i n d i c a t o r s [ j ] == ”1” )
l i s t [ nodeNumber ] . Neighbors .Add( l i s t [ j ] ) ;

nodeNumber++;
}

}
return l i s t ;

}

}
public class NodeForLuby
{

#reg ion Prope r t i e s

public string Name { get ; s e t ; }

public double Probab i l i t y { get ; s e t ; }

public bool Enter ingResu l t { get ; s e t ; }

public bool Excluded { get ; s e t ; }

public List<NodeForLuby> Neighbors = new List<NodeForLuby>() ;

#endreg ion Prope r t i e s

#reg ion Constructor

public NodeForLuby ( string name)
{

Name = name ;
}

#endreg ion Constructor
}

}

using System ;
using System . Co l l e c t i o n s . Generic ;
using System . Linq ;
using System . Text ;

namespace MisAlgorithm . BusinessLayer
{

public class MisAlgorithmCore
{
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#reg ion Prope r t i e s

public List<Node> GraphNodes { get ; s e t ; }

#endreg ion Prope r t i e s

#reg ion Events

public EventHandler OnGlobalParal le lStepEnded ;

#endreg ion Events

#reg ion Methods

public void Execute ( )
{

// I n i t i a l i z e
do
{

bool thereArePendingCompetit ions = AreTherePendingCompetitions ( ) ;

// Stage s t a r t
foreach (Node node in GraphNodes )
{

// Wait f o r o t h e r c ompe t i t i o n s to end .
i f ( thereArePendingCompetit ions )

break ;

i f ( I sNodeFina l i zed ( node ) )
continue ;

// I f t h e r e are more Phases , don ’ t s t a r t new Stage f o r node .
i f ( HasPendingPhase ( node ) )

continue ;

node . NextStatus = NodeStatus . Competitor ;
}

Node . ApplyNextStatuses (GraphNodes ) ;

// Phase s t a r t
foreach (Node node in GraphNodes )
{

// Wait f o r o t h e r c ompe t i t i o n s to end .
i f ( thereArePendingCompetit ions )

break ;

i f ( I sNodeFina l i zed ( node ) )
continue ;

// Sk ip nodes t h a t are ’ qu i t e ’
i f ( node . Status == NodeStatus . Ruled )

continue ;

node .R. Clear ( ) ;
node .R[ 0 ] = node . ID ;

i f ( node . Status == NodeStatus . Ruler )
node . NextStatus = NodeStatus . Competitor ;

node . J = 0 ;
}

Node . ApplyNextStatuses (GraphNodes ) ;

// Compet i t ion i t e r a t i o n
foreach (Node node in GraphNodes )
{

i f ( I sNodeFina l i zed ( node ) )
continue ;

node . J++;
}
// A l l nodes t h a t are f o r Compet i t ion have t h e same i t e r a t i o n now .

// Compet i t ion − Update Rj
foreach (Node node in GraphNodes )
{

i f ( I sNodeFina l i zed ( node ) )
continue ;

i f ( node . Status == NodeStatus . Competitor )
{

i f ( node . Neighbors . Al l ( neighborNode =>
I sNodeFina l i zed ( neighborNode ) ) )
{

node . NextStatus = NodeStatus . Dominator ;
node . Current I te ra t ionVa lue = 0 ;
continue ;

}

var competeNeighbors = node . CompeteNeighbors ;
i f ( node . CompeteNeighbors . Count > 0)
{

int minRjPrevious = competeNeighbors .Min( neighborNode =>
neighborNode . Prev ious I t e ra t i onVa lue ) ;

Node nodeToCompete = competeNeighbors . F i r s tOrDefau l t ( neighborNode =>
neighborNode . Prev ious I t e ra t i onVa lue == minRjPrevious ) ;

CompeteWith ( node , nodeToCompete ) ;
}

}
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}

// Update S t a t u s based on Rj
foreach (Node node in GraphNodes )
{

i f ( node . Status != NodeStatus . Competitor )
continue ;

L i s t<Node> nodeCompeteNeighbors = node . CompeteNeighbors ;
i f ( nodeCompeteNeighbors . Count > 0)
{

i f ( nodeCompeteNeighbors . Al l ( neighborNode =>
neighborNode .

Current I t e ra t ionVa lue > node . Current I te ra t ionVa lue ) )
node . NextStatus = NodeStatus . Dominator ;

else i f ( nodeCompeteNeighbors . Al l ( neighborNode =>
neighborNode .
Current I t e ra t ionVa lue >= node . Current I t e rat ionVa lue ) )
node . NextStatus = NodeStatus . Ruler ;

}
else

node . NextStatus = NodeStatus . Dominator ;
}

Node . ApplyNextStatuses (GraphNodes ) ;

// Update S t a t u s based on ne i ghbor s ’ S t a t u s e s
foreach (Node node in GraphNodes )
{

i f ( I sNodeFina l i zed ( node ) )
continue ;

i f ( node . Neighbors .Any( neighborNode =>
neighborNode . Status == NodeStatus . Dominator ) )
node . NextStatus = NodeStatus . Dominated ;

else i f ( node . Status != NodeStatus . Ruler && node . Neighbors .
Any( neighborNode => neighborNode . Status == NodeStatus . Ruler ) )

node . NextStatus = NodeStatus . Ruled ;
}

Node . ApplyNextStatuses (GraphNodes ) ;

OnGlobalParal le lStepEnded ? . Invoke ( this , EventArgs . Empty ) ;

}
while (GraphNodes .Any( node => node . Status != NodeStatus . Dominated &&

node . Status != NodeStatus . Dominator ) ) ;
}

#reg ion Synchron izat ion Methods

private bool AreTherePendingCompetitions ( )
{

bool areTherePendingCompetit ions = GraphNodes .Any( anyGraphNode =>
anyGraphNode . Status == NodeStatus . Competitor && anyGraphNode . J > 0 ) ;

return areTherePendingCompetit ions ;
}

private stat ic bool HasPendingPhase (Node node )
{

return node . Neighbors . Union (new Node [ ] { node } ) .Any( anyNode =>
anyNode . Status == NodeStatus . Ruler ) ;

}

private stat ic bool IsNodeWaitingNextPhase (Node node )
{

return node . Status == NodeStatus . Ruler | | node . Status == NodeStatus . Ruled ;
}

/// <summary>
/// Node t h a t has t h e s e two s t a t u s e s i s f i n i s h e d and e x c l u d ed from a l gho r i t hm .
/// </summary>
/// <param name=”node”></param>
/// <r e turns></re turns>
private stat ic bool I sNodeFina l i zed (Node node )
{

return node . Status == NodeStatus . Dominated | | node . Status == NodeStatus . Dominator ;
}

#endreg ion Synchron izat ion Methods

#reg ion Ca l cu la t i on Methods

internal stat ic void CompeteWith (Node currentNode , Node nodeToCompete )
{

int currentNodeValue = currentNode . Prev ious I t e ra t i onVa lue ;
int competeNodeValue = nodeToCompete . Prev i ous I t e ra t i onVa lue ;

bool hasGreaterValue = currentNodeValue > competeNodeValue ;

int currentNodeResultValue = ! hasGreaterValue ? 0 :
GetMaxDif ferBitPos i t ion ( currentNodeValue , competeNodeValue ) ;

currentNode . Current I te rat ionVa lue = currentNodeResultValue ;
}

internal stat ic int GetMaxDif ferBitPos i t ion ( int currentNodeValue , int competeNodeValue )
{

// Int32 , p o s i t i o n o f 1 j u s t b e f o r e t h e l a s t which i s f o r s i g n .
int compareBitValue = 1 << 30 ;

while ( compareBitValue > 0)
{

int currentNodeBit = compareBitValue & currentNodeValue ;
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int competeNodeBit = compareBitValue & competeNodeValue ;
i f ( currentNodeBit > competeNodeBit )

break ;

compareBitValue = compareBitValue >> 1 ;
}

int resu l tBitValueComparePos i t ion = 0 ;
while ( compareBitValue > 0)
{

resu l tBitValueComparePos i t ion++;
compareBitValue = compareBitValue >> 1 ;

}

return resu l tBitValueComparePos i t ion ;
}

#endreg ion Ca l cu la t i on Methods

#reg ion Diagnost i c Methods

public string NodesSummary ( )
{

St r ingBu i ld e r sb = new St r ingBu i ld e r ( ) ;

foreach (Node node in GraphNodes )
{

sb . AppendLine ( node . ToString ( ) ) ;
}

return sb . ToString ( ) ;
}

#endreg ion Diagnost i c Methods

#endreg ion Methods
}

}

using System ;
using System . Co l l e c t i o n s . Generic ;
using System . Data ;
using System . Linq ;
using System .Windows . Forms ;
using MisAlgorithm . BusinessLayer ;
using System . IO ;

namespace MisAlgorithm
{

public p a r t i a l class Form1 : Form
{
stat ic readonly string t e x tF i l e = @”C:\Temp\Data\Random\ gra f1 ” ;
public Form1 ( )

{
In i t i a l i z eComponent ( ) ;
I n i t i a l i z e ( ) ;

}

private void I n i t i a l i z e ( )
{

}

private void btnCompet it ion Cl ick ( object sender , EventArgs args )
{

MisAlgorithmCore a lgor i thm = new MisAlgorithmCore ( ) ;

a lgor i thm . GraphNodes = In t i a l i z eNode s ( ) ;

a lgor i thm . Execute ( ) ;
L ist<Node> s = algor i thm . GraphNodes .Where (x => x . Status == NodeStatus . Dominator ) . ToList ( ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”Maksimalni n e zav i sn i skup c ine cvorov i : ” ) ;
foreach (Node n in s )

richTextBox1 . AppendText (n .Name + ” ” ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”Kardina lnost dobi jenog r e s en j a j e : ” +algor i thm . GraphNodes .

Where (x=> x . Status== NodeStatus . Dominator ) . Count ( ) . ToString ( ) ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗\ r\n” ) ;

}

private void btnLuby Click ( object sender , EventArgs args )
{

LubyAlgorithm algor i thm = new LubyAlgorithm ( ) ;
List<NodeForLuby> nodes = algor i thm . ExecuteLuby ( t e x tF i l e ) ;

richTextBox1 . AppendText ( ”Maksimalni n e zav i sn i skup c ine cvorov i : ” ) ;
foreach (NodeForLuby n in nodes )

richTextBox1 . AppendText (n .Name + ” ” ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”Kardina lnost dobi jenog r e s en j a j e : ” + nodes . Count ( ) . ToString ( ) ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗\ r\n” ) ;

}
private void b tnS imp l i f i e d C l i c k ( object sender , EventArgs args )
{

S impl i f i edAlgor i thm algor i thm = new S impl i f i edAlgor i thm ( ) ;
List<Node> nodes = algor i thm . ExecuteS impl i f i ed ( t e x tF i l e ) ;

richTextBox1 . AppendText ( ”Maksimalni n e zav i sn i skup c ine cvorov i : ” ) ;
foreach (Node n in nodes )

richTextBox1 . AppendText (n .Name + ” ” ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”Kardina lnost dobi jenog r e s en j a j e : ” + nodes . Count ( ) . ToString ( ) ) ;
richTextBox1 . AppendText ( ”∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗\ r\n” ) ;

}

private List<Node> I n t i a l i z eNode s ( )
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{
List<Node> l i s t = new List<Node>() ;
i f ( F i l e . Ex i s t s ( t e x tF i l e ) )
{

string [ ] l i n e s = F i l e . ReadAllLines ( t e x tF i l e ) ;
int n = l i n e s . Length ;
var rand = new Random ( ) ;
List<int> l i s tO f I d s = Enumerable . Range (1 , n ) . OrderBy ( i=> rand . Next ( ) ) . ToList ( ) ;
for ( int index= 1 ; index<=n ; index++)

l i s t .Add(new Node ( string . Format ( ”node{0}” , index ) , l i s tO f I d s [ index − 1 ] ) ) ;

int nodeNumber = 0 ;
foreach ( string l i n e in l i n e s )
{

string [ ] i n d i c a t o r s = l i n e . S p l i t ( ’ , ’ ) ;
for ( int j = 0 ; j < i n d i c a t o r s . Length−1; j++)

i f ( i n d i c a t o r s [ j ] == ”1” )
l i s t [ nodeNumber ] . Neighbors .Add( l i s t [ j ] ) ;

nodeNumber++;
}

}
return l i s t ;

}

private void Form1 Load ( object sender , EventArgs e )
{

}
}

}


