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Брату



Наслов мастер рада: Тестови експоненциjалности засновани на емпириjским
Лапласовим трансформациjама

Резиме: Тестирање сагласности са неком од расподела jедан jе од наjважниjих
задатака математичке статистике. Велики броj класичних тестова заснован jе
на разлици између претпостављене функциjе расподеле и њене постоjане оцене
- емпириjске функциjе расподеле. У скориjе време веома популаран приступ jе
да се усместо поменуте разлике посматра разлика између Лапласове трансфор-
мациjе расподеле и њене постоjане оцене. Поред оваквих тестова, актуелни су и
тестови засновани на различитим типовима карактеризациjа на основу jеднаке
расподељености двеjу статистика. Тада се за оцене Лапласове трансформациjе
сваке од статистика користе U - емпириjске Лапласове трансформациjе коjе су
природно уопштење емпириjских Лапласових трансформациjа.

У овом раду биће размотрено неколико класа тестова експоненциjалности:
тестови засновани на растоjању између емпириjске и теориjске Лапласове транс-
формациjе, тестови засновани на диференциjалноj jедначини коjу задовољава
теориjска Лапласова трансформациjа, као и тестови засновани на карактериза-
циjама jеднаке расподељености две статистике узорка у коjима се одговараjуће
Лапласове трансформациjе оцењуjу U - емпириjским Лапласовим трансформа-
циjама. Тестови ће бити упоређивани коришћењем емпириjске моћи.

Кључне речи: тестови сагласности, експоненциjална расподела, Лапласова
трансформациjа, U - статистика, карактеризациjа, емпириjска моћ
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Глава 1

Увод

Пре него што се почнемо бавити изучавањем области из наслова овог рада
наjпре ћемо дефинисати неколико основних теорема из области вероватноће,
коjе ће нам бити потребне за доказивање осталих теорема наведених у овом
раду.

Теорема 1.0.1 (Чебишовљевa неjеднакост). Нека jе X произвољна случаjна
величина, а ε и r позитивни броjеви. Тада важи неjеднакост

P{|X| ≥ ε} ≤ E |X|r

εr
.

Специjално за r = 2 важи неjеднакост

P{|X − EX| ≥ ε} ≤ D(X)

ε2
.

Теорема 1.0.2 (Чебишовљев закон великих броjева). Нека jе (Xn) низ независ-
них случаjних величина и C > 0 константа таква да за сваки природан броj
n важи DXn ≤ C. Ако jе Sn =

∑n
k=1 Xk, онда важи

Sn − ESn
n

P→ 0, n→∞.

Теорема 1.0.3 (Хинчинов закон великих броjева). Нека jе (Xn) низ независних
случаjних величина са истом расподелом и коначним математичким очеки-
вањем m. Тада

1

n

n∑
k=1

Xk
P→ m, n→∞.
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ГЛАВА 1. УВОД

Теорема 1.0.4 (Централна гранична теорема). Нека jе (Xn) низ независних
случаjних величина са истом расподелом, коначним математичким очекива-
њем m и коначном дисперзиjом σ2 > 0. Ако jе Sn =

∑n
k=1 Xk, онда за свако

x ∈ R при n→∞ важи

P
{Sn − nm

σ
√
n
≤ x

}
→ 1√

2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt.

Теорема 1.0.5 (Теорема Слуцког). Ако низ случаjних величина (Xn) у рас-
подели конвергира ка X, Xn

D→ X, и низ случаjних величина (Yn) у расподели
конвергира ка некоj константи a ∈ R, Yn

D→ a, тада Xn + Yn
D→ X + a и

XnYn
D→ aX.

1.1 Статистички функционали

Нека су (Xn) низ независних jеднако расподељених случаjних величина са
функциjом расподеле F (x) = P (X ≤ x). Функциjу расподеле F (x) оцењуjемо
емпириjском функциjом расподеле.

Дефинициjа 1.1.1. Емпириjска функциjа расподеле F̂n jе дефинисана са

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x)

где jе

I(Xi ≤ x) =

{
1, ако jе Xi ≤ x

0, ако je Xi > x
.

Дефинициjа 1.1.2. Ако уместо функциjе расподеле F хоћемо да оценимо
h(F ), где jе h нека функциjа, h(F ) се назива статистички функционал.

Примери статистичких функционала:

1. Математичко очекивање jе статистички функционал.

µ = EX =

∫ +∞

−∞
xdF (x)

2. Дисперзиjа jе статистички функционал.

σ2 = DX =

∫ +∞

−∞
(x− µ)2dF (x) = E (X − µ)2

2



ГЛАВА 1. УВОД

3. Медиjана jе статистички функционал.

m = F−1(1/2)

Уочавамо да математичко очекивање и дисперзиjу можемо да представимо у
облику E g(X), где jе g(x) = x у случаjу математичког очекивања а у случаjу
дисперзиjе g(x) = (x−µ)2, док медиjану ниjе могуће представити у том облику.
Имамо следећу дефинициjу.

Дефинициjа 1.1.3. Уколико h(F ) можемо да запишемо као h(F ) = E g(X),
онда такве функционале називамо функционали средње вредности.

1.2 U - статистике

Параметар коjи оцењуjемо Θ = h(F ) jе реална функциjа коjа може да буде
очекивање, стандардна девиjациjа, медиjана, вероватноћа итд.. Постоjе и друге
могућности за Θ коjе захтеваjу више од jедне случаjне величине X за њено
дефинисање. Примери оваквих функционала су E |X2 − X1|, вероватноћа p =

P
[
(X1, X2) ∈ S

]
, aли и нека функциjа од p, p2,

√
p, 1/p, итд..

Ово поглавље посветићемо изучавању функционала средње вредности. Очи-
гледно jе да E(X1), E |X2 − X1| припадаjу тоj групи, али и P (X1 < a) jер jе
вероватноћу могуће записати као Eφ(X1), где jе

φ(x) =

{
1, ако jе x < a

0, иначе
.

Исто важи и за P
[
(X1, X2) ∈ S

]
. Супротно се примећуjе да ни медиjана, ни

стандардна девиjациjа не припадаjу овоj групи, као ниjедна функциjа од p коjа
ниjе полиномна (на пример √p, 1/p).

Дакле, разматрамо Θ за коjе постоjи природан броj m и функциjа φ од m
аргумената таква да jе

Θ = E
[
φ(X1, . . . , Xm)

]
.

Из облика за Θ уочавамо да jе φ(X1, . . . , Xm) jедна непристрасна оцена пара-
метра Θ. Без губитка општости можемо да претпоставио да jе φ(X1, . . . , Xm)

симетрична функциjа њених агрумената. Уколико то ниjе случаj симетризу-
jемо, тj. уместо функциjе φ посматрамо функциjу φ∗ дефинисану као

φ∗(X1, X2, . . . , Xm) =
1

m!

∑
· · ·
∑

(i1,...,im)

φ(Xi1 , . . . , Xim)

3



ГЛАВА 1. УВОД

где су (i1, . . . , im) све m - пермутациjе. Примећуjемо да како jе φ(X1, . . . , Xm)

непристрасна оцена за Θ, тако jе и било коjа пермутациjа φ(Xi1 , . . . , Xim) њена
непристрасна оцена, па самим тим линеарна комбинациjа φ∗(X1, X2, . . . , Xm) jе
такође непристрасна оцена за Θ.

Дакле, без губитка општости претпоставимо да jе φ(X1, . . . , Xm) симетрична
функциjа по своjим аргументима и дефинишемо

U =
1(
n
m

)∑ · · ·
∑

(i1,...,im)

φ(Xi1 , . . . , Xim) (1.1)

где су (i1, . . . , im) све m - комбинациjе од n елемената. Примећуjемо да jе U
такође непристрасна и симетрична по n - аргумената X1, . . . , Xn оцена коjа се
назива U - статистика. Шта више, U - статистика jе jедина непристрасна симе-
трична оцена за све F за коjе постоjи Θ = h(F ) и коjа има наjмању дисперзиjу
од свих других непристрасних оцена. Функциjа φ(x1, . . . , xm) се назива jезгро
U - статистике коje jе реда m.

Примери U - статистика реда m = 1:

1. Нека jе jезгро U - статистике φ(x) = x. Тада имамо

U =
1

n

n∑
i=1

φ(Xi) =
1

n

n∑
i=1

Xi = X

што jе непристрасна оцена параметра Θ = E(X1). Како jе у питању
сума независних jеднако расподељених случаjних величина на основу цен-
тралне граничне теореме, уз услов да jе 0 < D(X1) < ∞, имамо да важи
√
n(U −Θ)→ N (0, D(X1)). У даљем раду показаћемо да вариjациjа цен-

тралне граничне теореме важи за U - статистике било ког реда m ≥ 1

(видети 1.2.4).

2. Уколико jе jезгро U - статистике φ(x) = I{x ≤ t} тада jе U - статистика
облика

U =
1

n

n∑
i=1

I{X1 ≤ t}.

Овако дефинисаном U - статистиком смо оценили Θ = E I{X1 ≤ t} =

P{X1 ≤ t}.

Примери U - статистика реда m = 2:

4



ГЛАВА 1. УВОД

1. U - статистикa чиjе jе jезгро φ(x1, x2) = |x1 − x2| jе облика

U =
1(
n
2

)∑∑
i<j

φ(Xi, Xj) =
1(
n
2

)∑∑
i<j

|Xi −Xj|.

Уочавамо да jе jезгро U - статистике симетрично по своjим аргументима
и да jе параметар коjи се оцењуjе Θ = E |X1 −X2|. Овако дефинисана U -
статистикa назива се Ђиниjева средња разлика.

2. Ако jе jезгро U - статистике φ(x1, x2) = I{x1 + x2 > 0} тада имамо

U =
1(
n
2

)∑∑
i<j

φ(Xi, Xj) =
1(
n
2

)∑∑
i<j

I{Xi +Xj > 0}.

И у овом случаjу jе jезгро симетрично, а параметар коjи оцењуjемо jе
Θ = P (X1 +X2 > 0).

Да бисмо одредили асимптотско понашање U - статистика наjпре ћемо де-
финисати шта се подразумева под i - том проjекциjом U - статистике.

Дефинициjа 1.2.1. Нека jе φ(X1, . . . , Xm) jезгро U - статистике реда m.
Њену i - ту проjекциjу 1 ≤ i ≤ m дефинишемо са :

φi(x1, ..xi) = E(φ(x1, .., xi, Xi+1, .., Xm)). (1.2)

У наредном делу доказаћемо два помоћна тврђења (Лему 1.2.1 и Теорему
1.2.1) чиjи ће нам резултат бити потребан за доказивање централинх теорема
овог поглавља, закона великих броjева и централне граничне теореме за U -
статистике.

Лема 1.2.1. Очекивање i - те проjекциjе jезгра U - статистике jе jеднакo
парамету коjи оцењуjемо, тj.

E(φi(X1, . . . , Xi)) = Θ за свако 1 ≤ i ≤ m (1.3)

и ако важи
D(φi(X1, . . . , Xi)) = σi

2 за свако 1 ≤ i ≤ m (1.4)

тада jе

Cov(φ(X1, .., Xi, Xi+1, .., Xm), φ(X1, .., Xi, X
′

i+1, .., X
′

m) = σ2
i (1.5)

где су X1, . . . , Xi, Xi+1, . . . , Xm, X
′
i+1, . . . , X

′
m независне случаjне величине са функ-

циjом расподеле F .

5



ГЛАВА 1. УВОД

Доказ. Дoказаћемо случаj i = 1 и m = 2. Како jе

φ1(x1) = E(φ(x1, X2)) =

∫
φ(x1, x2)f(x2)dx2

и како сви интеграли постоjе, па могуће jе мењати поредак интеграциjе, имамо
да jе

E(φ1(X1)) =

∫ (∫
φ(x1, x2)f(x2)dx2

)
f(x1)dx1

=

∫ ∫
φ(x1, x2)f(x1)f(x2)dx1dx2 = Eφ(X1, X2) = Θ

чиме смо показали први део леме.
Да бисмо показали други део леме наjпре ћемо да распишемо чему jе jеднако
очекивање квадрата прве проjекциjе.

Eφ2
1(X1) =

∫ (∫
φ(x1, x2)f(x2)dx2

)(∫
φ(x1, x3)f(x3)dx3

)
f(x1)dx1

=

∫ ∫ ∫
φ(x1, x2)φ(x1, x3)f(x1)f(x2)f(x3)dx1dx2dx3 = E((φ(X1, X2)φ(X1, X3))

На основу претходне jеднакости имамо да важи

cov(φ(X1, X2), φ(X1, X3)) = E((φ(X1, X2)φ(X1, X3))− E((φ(X1, X2))E(φ(X1, X3))

= Eφ2
1(X1)−Θ2 = Eφ2

1(X1)− E(φ1(X1))2 = D(φ1(X1)) = σ2
1.

Уопштење важи за m > 2 и i > 1. �

Теорема 1.2.1. Дисперзиjа U - статистике jеднака jе

DU =
1(
n
m

) m∑
i=1

(
m

i

)(
n−m
m− i

)
σi

2.

Уколико jе σ1
2 > 0 и σi2 <∞, i = 1, . . . ,m тада важи

D(
√
nU) −−−→

n→∞
m2σ1

2.

Доказ. Први део теореме доказаћемо за m = 2

DU = D
( 1(

n
2

)∑∑
i<j

φ(Xi, Xj)
)

=
1(
n
2

)2

∑∑
i<j

∑∑
k<l

cov(φ(Xi, Xj), φ(Xk, Xl))

=
1(
n
2

) 2

n(n− 1)

(n(n− 1)

2
σ2

2 +

(
n

2

)
(n− 2)σ2

1

)
=

1(
n
2

)(2(n− 2)σ2
1 + σ2

2

)
6



ГЛАВА 1. УВОД

=
1(
n
2

) 2∑
i=1

(
2

i

)(
n− 2

2− i

)
σi

2.

Тврђење остаjе на снази за било коjе m ≥ 2.

Да бисмо показали да jе D(
√
nU) −−−→

n→∞
m2σ1

2 користићемо први део теореме.

Уочимо да jе
(
n−m
k

)
=

1

k!
(n−m) . . . (n−m− k + 1) ∼ nk

k!
, одакле добиjамо

DU ∼ 1(
n
m

) m∑
i=1

(
m

i

)
nm−i

(m− i)!
σ2
i ∼

m!

nm
m

nm−1

(m− 1)!
σ2

1 =
1

n
m2σ2

1.

Друга еквивалентност у претходном запису важи због услова σi
2 < ∞, i =

1, . . . ,m, jер у супротном израз
1

nm
σ2
i ниjе дефинисан, па имамо тврђење из

теореме
D(
√
nU) −−−→

n→∞
m2σ2

1.

�

Теорема 1.2.2 (Закон великих броjева за U - статистике). Уколико jе σ1
2 > 0

и σi2 <∞, i = 1, . . . ,m тада важи U P−→ Θ.

Доказ. У доказу теореме користићемо Чебишовљеву неjеднакост примењену на
U −Θ. Како на основу теореме 1.2.1 имамо да D(

√
nU) −−−→

n→∞
m2σ1

2, па следи

P (|U −Θ| ≥ ε) = P (|U − EU | ≥ ε) ≤ DU

ε2
=
D(
√
nU)

nε2
−−−→
n→∞

0, (1.6)

где jе ε > 0. На основу дефинициjе конвергенциjе у вероватноћи важи тврђење
из теореме U P−→ Θ. �

Теорема 1.2.3 (Jаки закон великих броjева за U - статистике). Када jе σ1
2 > 0

и σi2 <∞, i = 1, . . . ,m важи U С.С.−−→ Θ.

За доказ теореме погледати [15].

Теорема 1.2.4 (Централна гранична теорема за U - статистике). Уколико jе
0 < σi

2 <∞, i = 1, . . . ,m тада важи

√
n(U −Θ)

D−→ N (0,m2σ1
2). (1.7)

7



ГЛАВА 1. УВОД

Доказ. Означимо са ψ(Xi) = m(φ1(Xi)−Θ), 1 ≤ i ≤ n. Имамо

√
n

1

n

n∑
i=1

ψ(Xi) =
√
n

1

n

n∑
i=1

m
(
φ1(Xi)−Θ

)
= m

1√
n

n∑
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

) D→ N (0,m2σ2
1)

(1.8)
Како важи (1.3) и (1.4) и при томе су φ1(Xi), 1 ≤ i ≤ n, низ jеднако распо-
дељених независних случаjних величина према централноj граничноj теореми
имамо да важи (1.8). Показаћемо да

√
n(U−Θ) можемо представити у следећем

облику
√
n(U −Θ)

D
=
√
n
m

n

n∑
i=1

ψ(Xi) +
√
nRn (1.9)

где jе
√
nRn остатак за коjи важи

√
nRn

D→ 0. Запишимо (1.9) у облику

√
nRn

D
=
√
n(U −Θ)−

√
n
m

n

n∑
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

)
(1.10)

и покажимо да
√
n(U−Θ)−

√
n a
n

∑n
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

)
тежи 0 у средње квадратном

смислу. Тиме показуjемо да
√
nRn у расподели тежи 0, па на основу теореме

Слуцког примењене на (1.9), и имаjући у виду (1.8), имамо да важи тврђење
из теореме.

E
(√

n(U −Θ)−
√
n
m

n

n∑
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

))2

= D
(√

n(U −Θ)−
√
n
m

n

n∑
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

))
= nD

(
(U −Θ)− m

n

n∑
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

))
= nD

(
U − m

n

n∑
i=1

φ1(Xi)− (m− 1)Θ
)

= nD
(
U − m

n

n∑
i=1

φ1(Xi)
)

Прва у претходном низу jеднакости важи jер je E(
√
n(U −Θ)) = 0 и

E(
√
nm
n

∑n
i=1

(
φ1(Xi) − Θ

)
) = 0 па jе очекивање квадрата jеднако дисперзиjи.

Последња jeднакост важи jер jе дисперзиjа константе, у овом случаjу (m−1)Θ,
jеднака 0. Даље имамо

nD
(
U − m

n

n∑
i=1

φ1(Xi)
)

= nDU + nD
(m
n

n∑
i=1

φ1(Xi)
)
− 2nCov

(
U,
m

n

n∑
i=1

φ1(Xi)
)
.

8



ГЛАВА 1. УВОД

На основу теореме 1.2.1 имамо да први сабирак nDU →
n→∞

m2σ1
2, а на основу де-

финициjе за σ1
2, имамо да jе други сабирак, nD

(
m
n

∑n
i=1 φ1(Xi),

)
jеднак m2σ1

2.
Остаjе да се покаже да jе nCov

(
U, m

n

∑n
i=1 φ1(Xi)

)
такође jеднако m2σ1

2 и самим
тим би важило E

(√
n(U −Θ)−

√
nm
n

∑n
i=1

(
φ1(Xi)−Θ

))2 → 0, кад n→∞, чиме
би комплетирали доказ теореме.

nCov
(
U,
m

n

n∑
i=1

φ1(Xi)
)

= nCov
( 1(

n
m

)∑ · · ·
∑

(i1,...,im)

φ(Xi1 , . . . , Xim),
m

n

n∑
i=1

φ1(Xi)
)

= n
1(
n
m

)m
n

Cov
(∑

· · ·
∑

(i1,...,im)

φ(Xi1 , . . . , Xim),
n∑
i=1

φ1(Xi)
)

= m
1(
n
m

)(n
m

)
mCov

(
φ(X1, . . . , Xm), φ1(X1)

)
= m2 E(φ(X1, . . . , Xm)φ1(X1))− E(φ(X1, . . . , Xm))E(φ1(X1))

= m2(Eφ2
1(X1)− (Eφ1(X1))2) = m2D(φ1(X1)) = m2σ2

1

У претходним jеднакостима смо користили своjство E(φ(X1, . . . , Xm)φ1(X1)) =

Eφ2
1(X1),∀m ≥ 1, коjе ћемо ради jедноставности записа показати да важи за

m = 2.

E(φ(X1, X2)φ1(X1))

=

∫ ∫
φ(x1, x2)

∫
φ(x1, x

′
2)f(x′2)dx′2f(x1)f(x2)dx1dx2

=

∫ ∫ ∫
φ(x1, x2)φ(x1, x

′
2)f(x1)f(x2)f(x′2)dx1dx2dx

′
2

=

∫ (∫
φ(x1, x2)f(x2)dx2

∫
φ(x1, x

′
2)f(x′2)dx′2

)
f(x1)dx1

=

∫
φ2

1(x1)f(x1)dx1 = Eφ2
1(X1)

�

9



ГЛАВА 1. УВОД

1.3 V - статистике

Нека jе Θ = h(F ) =
∫
φ(X1, . . . , Xm)dF функционал средње вредности. Као

оцену параметра Θ методом замене добиjамо статистику

V = h(F̂n) =
1

nm

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

φ(Xi1 , . . . , Xim).

Предложена статистика назива се V - статистика.
Своjства V - статистика:

• За m = 1 V - статистике су jеднаке U - статистикама:

V =
1

n

n∑
i=1

φ(Xi) = U

• За m = 2 имамо да jе V - статистика облика

V =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

φ(Xi, Xj) =
1

n2

∑
i 6=j

φ(Xi, Xj) +
1

n2

n∑
i=1

φ(Xi, Xi).

U - статистика реда m = 2 je

U =
1(
n
2

)∑∑
i<j

φ(Xi, Xj) =
1

n(n− 1)

∑∑
i<j

φ(Xi, Xj).

За U - статистику смо констатовали да jе то непристрасна симетрична
оцена параметра Θ, а за V - статистику имамо

EV =
n− 1

n
Θ +

1

n
E(X1, X1) = Θ +

1

n
(E(X1, X1)−Θ)

па jе V - статистика асимптотски непристрасна оцена за Θ. Можемо при-
метити да су U и V статистике jако сличне.

• За m = 2, уколико jе 0 < σi
2 < ∞, i = 1,m, гранична расподела за V -

статистике jе иста као гранична расподела одговараjуће U - статистике,
тj. важи

√
n(V −Θ)

D−→ N (0, 4σ1
2).

10



ГЛАВА 1. УВОД

Запишимо V - статистику у зависности од одговараjуће U - статистике.

V =
1

n2

∑
i 6=j

φ(Xi, Xj) +
1

n2

n∑
i=1

φ(Xi, Xi)

=
n− 1

n

1

n(n− 1)

∑
i 6=j

φ(Xi, Xj) +
1

n2

n∑
i=1

φ(Xi, Xi)

=
n− 1

n
U +

1

n2

n∑
i=1

φ(Xi, Xi)

Одузимањем Θ са леве и десне стране а затим множењем са
√
n добиjамо

√
n(V −Θ) =

√
n
(n− 1

n
U −Θ +

1

n2

n∑
i=1

φ(Xi, Xi)
)

=
n− 1

n

√
n(U −Θ) +

√
n

n
Θ +

√
n

n2

n∑
i=1

φ(Xi, Xi)

=
n− 1

n

√
n(U −Θ) +

√
n

n2

n∑
i=1

(
φ(Xi, Xi)−Θ

)
.

Први сабирак претходног израза на основу Теореме 1.2.4 тежи у расподели
каN (0, 4σ1

2) а други сабирак према закону великих броjева у вероватноћи
тежи ка 0. На основу теореме Слуцког

√
n(V −Θ)

D→ N (0, 4σ2
1).

Важи уопштење претходне особине за било коjе m > 2 , тj. гранична распо-
дела за V - статистике jе иста као гранична расподела одговараjуће U - стати-
стике.

Теорема 1.3.1. Ако важи 0 < σ2
i <∞ i = 1, . . . ,m онда кад n→∞ важи

√
n(V −Θ)

D→ N (0,m2σ2
1).
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Глава 2

Емпириjске Лапласове
трансформациjе

2.1 Лапласове трансформациjе случаjних

величина

Нека jе X ненегативна случаjна величина чиjа jе функциjа расподеле F .

Дефинициjа 2.1.1. Лапласова трансформациjа L случаjне величине X jе функ-
циjа дефинисана на R+

L(t) = E(e−tX) =

∫ ∞
0

e−txdF (x), t > 0.

Kaко jе e−tx ≤ 1 и F jе функциjа расподеле имамо да jе L(t) ≤ 1 за свако t > 0

па jе Лапласова трансформациjа дефинисана за сваку ненегативну случаjну
величину.

Особине Лапласове трансфомациjе:

• Лапласова трансформациjа на jединствен начин одређуjе расподелу чиjа
jе она трансформациjа.

• Нека су X1 и X2 ненегативне, независне случаjне величине са функциjама
расподеле F1 и F2 и Лапласовим трансформациjама LX1 и LX2 редом. Тада
важи

LX1+X2(t) = LX1(t)LX2(t). (2.1)

12



ГЛАВА 2. ЕМПИРИJСКЕ ЛАПЛАСОВЕ ТРАНСФОРМАЦИJЕ

Користећи поменуту дефинициjу Лапласове трансформациjе случаjне ве-
личине и чињеницу да jе очекивање производа независних случаjних ве-
личина jеднако производу њихових очекивања имамо (2.1)

LX1+X2(t) = E e−t(X1+X2) = E(e−tX1e−tX2) = E e−tX1 E e−tX2 = LX1(t)LX2(t).

• За t > 0, L има изводе свих редова n ≥ 1 и сваки извод се добиjа дифе-
ренцирањем под знаком интеграла

(−1)n
dn

dtn
L(t) =

∫ ∞
0

e−txxndF (x), t > 0.

Уочимо да jе EX = −L′
(0) и EX2 = L

′′
(0).

• За Лапласову трансформациjу случаjне величине важи∫ ∞
0

e−txF (x)dx =
L(t)

t
.

Расписивањем израза са леве стране jеднакости и коришћењем чињенице
да су у питању мерљиве, ненегативне функциjе и да сви интеграли постоjе,
могуће jе мењати поредак интеграциjе, закључуjемо∫ ∞

0

e−txF (x)dx =

∫ ∞
0

e−tx
(∫ x

0

dF (y)
)
dx

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
x=y

e−txdx
)
dF (y) =

∫ ∞
0

1

t
e−tydF (y) =

L(t)

t
.

2.2 Емпириjска Лапласова трансформациjа

Нека jе X1, X2, X3, . . . , Xn прост случаjан узорак случаjне величине X са
коначним математичким очекивањем и коначном дисперзиjом. Имаjући у виду
дефинициjу Лапласове трансформациjе случаjне величине природно jе да jе
њена емпириjска Лапласова трансформациjа облика

Ln(t) =

∫ ∞
0

e−txdF̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

e−tXi , t ≥ 0

где jе F̂n емпириjска функциjа расподеле.
У наставку ћемо навести своjства коjа важе за емпириjске Лапласове транс-

формациjе.
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ГЛАВА 2. ЕМПИРИJСКЕ ЛАПЛАСОВЕ ТРАНСФОРМАЦИJЕ

Лема 2.2.1. За свако t ≥ 0 важи

Ln(t)
P→ L(t)

где jе L(t) = E(e−Xt).

Доказ. Како су Xi, 1 ≤ i ≤ n независне случаjне величине то важи и за e−tXi ,
1 ≤ i ≤ n па на основу Чебишовљевог закона великих броjева имамо тврђење
из леме. �

Пре него што дефинишемо jош jедно своjство емпириjске Лапласове транс-
формациjе дефинисаћемо шта се подразумева под Гаусовим процесом.

Дефинициjа 2.2.1. Стохастички процес {Xt}t≥0 jе Гаусов процес ако за свако
n и за сваки избор 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn вектор (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) има више-
димензиону нормалну расподелу.

Лема 2.2.2. За свако t ≥ 0 важи

√
n(Ln(t)− L(t))

D→ η(t)

где jе η(t) Гаусов процес.

2.3 U - емпириjска Лапласова трансформациjа

Нека су X1, . . . , Xn прост случаjни узорак из ненегативне непрекидне функ-
циjе расподеле F коjа има коначно математичко очекивање и коначну диспер-
зиjу. Без губитка општости претпоставимо да jе ω(X1, . . . , Xm), m ≤ n, симе-
трична функциjа своjих аргумената. У претходном поглављу смо дефинисали
шта су U - статистике и емпириjске Лапласове трансформациjе, па узимаjући у
обзир те две дефинициjе имамо да jе U - емпириjска Лапласова трансформациjа
следећег облика

LUn (t) =
1(
n
m

)∑ · · ·
∑

(i1,...,im)

e−tω(Xi1 ,...,Xim ).

Уочавамо да jе jезгро U - статистике облика φ(X1, . . . , Xa) = e−tω(X1,...,Xa). Ана-
логно, V - емпириjска Лапласова трансформациjа jе облика

LVn (t) =
1

nm

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

e−tω(Xi1 ,...,Xim ).
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ГЛАВА 2. ЕМПИРИJСКЕ ЛАПЛАСОВЕ ТРАНСФОРМАЦИJЕ

Лема 2.3.1. За свако t ≥ 0 важи LUn (t)
P→ LU(t) где jе LU(t) = E e−tω(X1,...,Xa).

Доказ. Када t ≥ 0 фиксирамо, LUn (t) можемо да посматрамо као U - статистику
дефинисану у Поглављу 1. па за њу имамо да важи Теорема 1.2.2. �
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Глава 3

Тестови сагласности са
експоненциjалном расподелом

3.1 Карактeризациjе експоненциjалне расподеле

Експоненциjална расподела je jедна од наjчешће коришћених расподела и
има широку примену у моделовању података у теориjи поузданости, за модели-
рање времена чекања између два узастопна догађаjа и многим другим пољима.
Њена одговараjућа функциjа расподеле има веома jедноставан облик

F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0, λ > 0.

Због тога, како и због њене широке употребе, постоjи велики броj карактери-
зациjа експоненциjалне расподеле коjе могу бити изражене у погодном облику.
Дефинишимо шта се подразумева под карактеризациjом неке расподеле.

Дефинициjа 3.1.1. Неке за случаjни вектор X = (X1, X2, X3, . . . , Xn) и функ-
циjу L постоjи фамилиjа расподела F таква да L(X ) ∈ F повлачи да X има
неку особину P. Ако важи и други смер овог тврђења, тj. ако из „X има
особину P” следи L(X ) ∈ F тада имамо карактеризациjу расподеле F .

Навешћемо неке карактеризациjе експоненциjалне расподеле коjе ће бити од
користи при формирању тест статистика у овом раду.

Карактеризациjа 3.1.1. (Десу (1971)) Нека jе X случаjна величина са функ-
циjом расподеле F . Нека jе X1, . . . , Xn узорак из F и W = min(X1, . . . , Xn).
Ако jе F недегенерисана функциjа расподеле тада за свако позитивно n, nW и
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ГЛАВА 3. ТЕСТОВИ САГЛАСНОСТИ СА ЕКСПОНЕНЦИJАЛНОМ
РАСПОДЕЛОМ
X имаjу исту расподелу ако и само ако jе F (x) = 1 − e−λx, за x ≥ 0, где jе λ
позитивна константа.

Карактеризациjа 3.1.2. (Пури и Рубин) Нека су X1 и X2 независне случаjне
величине са истом расподелом као случаjна величина X коjа има функциjу
густине f(x). Тада X и |X1−X2| имаjу исту расподелу ако и само ако за неко
λ > 0, f(x) = λe−λx , за x ≥ 0.

Карактеризациjа 3.1.3. (Б. Милошевић и М. Обрадовић [10]) Нека су X1 и X2

независне jеднако расподељене случаjне величине са функциjом густине f(x).

Тада max(X1, X2)
D
=

1

2
X1 + X2 ако и само ако за неко λ > 0, f(x) = λe−λx, за

x ≥ 0.

Карактеризациjа 3.1.4. (Л. Барингхаус и Н. Хензе [12]) Лапласова транс-
формациjа ψ(t) = E(e−Xt) случаjне величине X задовољава диференциjалну jед-
начину (λ + t)ψ

′
(t) + ψ(t) = 0, t > 0 ако и само ако случаjна величина X има

експоненциjалну расподелу са параметром λ, X ∈ ε(λ).

3.2 Тестови засновани на емпириjским

Лапласовим трансформациjама

Нека jе X1, . . . , Xn прост случаjни узорак из ненегативне непрекидне функ-
циjе расподеле F . Тестирамо хипотезу

H0 : F (x) = 1− e−λx, λ > 0, x ≥ 0.

У претходном поглављу дефинисали смо емпириjску Лапласову трансформа-
циjу X1, . . . , Xn коjа jе облика

ψn(t) =
1

n

n∑
j=1

e−tXj .

Уместо теста заснованог на X1, . . . , Xn разматра се тест статистика заснована
на узорку Y1, . . . , Yn где су Yi = Xi/X̄n, 1 ≤ i ≤ n а X̄n = n−1

∑n
j=1Xj узорачка

средина. Означимо са

ϕn(t) =
1

n

n∑
j=1

e−tYj
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РАСПОДЕЛОМ
емпириjску Лапласову трансформациjу узорка Y1, . . . , Yn. У свом раду [14] Н.
Хензе и С. Ментанис предлажу следећу тест статистику

Tn,a = n

∫ ∞
0

(
ϕn(t)− 1

1 + t

)2
e−atdt

где e−at представља тежинску функциjу коjа обезбеђуjу конвергенциjу инте-
грала и a jе позитивна константа. Уочавамо да при овако дефинисаним Yi, 1 ≤
j ≤ n, при нултоj хипотези, тест статистика Tn,a не зависи од параметра експо-
ненциjалне расподеле λ jер ϕn(t) не зависи од параметра λ. Према леми 2.2.1
закључуjемо да ϕn(t) тежи ка Лапласовоj трансформациjи jединичне експонен-

циjалне расподеле, ϕ(t) =
1

1 + t
, па ће велике вредности тест статистике Tn,a

бити разматране за одбацивање нулте хипотезе. Решавањем интеграла доби-
jамо облик

Tn,a =
1

n

n∑
j,k=1

1

Yj + Yk + a
− 2

n∑
j=1

e(Yj+a) Ei(Yj + a) + n(1− aea Ei(a))

где jе

Ei(z) =

∫ ∞
z

e−t

t
dt, z > 0

експоненциjални интеграл.

Вариjациjа претходне тест - статистике jе да уместо разлике ϕn(t) − 1

1 + t
посматрамо (1 + t)ϕn(t) − 1, такође представљено у раду [14], што jе блиско 0
при нултоj хипотези па тест статистика постаjе

Ln,a = n

∫ ∞
0

((1− t)ϕn(t)− 1)2e−atdt

коjу можемо записати и на следећи начин

Ln,a = n

∫ ∞
0

(
ϕn(t)− 1

1 + t

)2
(1− t)2e−atdt.

Уочавамо да се Ln,a разликуjе од Tn,a само по тежинскоj функциjи коjа jе
(1−t)2e−at уместо e−at. Решавањем интеграла добиjамо затворени облик за Ln,a
коjи не захтева израчунавање експоненциjалног интеграла

Ln,a =
1

n

n∑
j,k=1

1 + (1 + a+ Yj + Yk)
2

(Yj + Yk + a)3
− 2

n∑
j=1

1 + Yj + a

(Yj + a)2
+
n

a
.

Статистике Ln,a и Tn,a можемо представити у заjедничком облику

Wn,a = n

∫ ∞
0

(ϕn(t)− 1

1 + t
)2w(t)e−atdt

где jе w(t) = 1 за Tn,a и w(t) = (1− t)2 за Ln,a.
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РАСПОДЕЛОМ
Теорема 3.2.1. Претпоставимо да jе w : [0,∞) → R непрекидна и ненега-
тивна функциjа коjе има полиномиjални раст, тj. постоjи цели броj r тако
да jе w(t) = O(tr), t → ∞. Ако важи нулта хипотеза, Xi ∈ ε(λ), 1 ≤ i ≤ n,
тада Wn,a можемо представити у облику

Wn,a =
∑
i≥1

λi(w, a)N2
i (3.1)

где су N1, N2, . . . независне стандардне нормалне случаjне величине и λi(w, a)

функциjе коjе зависе од функциjе w и слободног параметра a.

Дакле Wn,a се може представити као линеарна комбинациjа независних слу-
чаjних величина са χ2 расподелом. Доказ теореме jе представљен у раду Н.
Хензеа и С. Ментаниса, видети [14].

Узимаjући у обзир Карактеризациjу 3.1.4 за тестирање хипотезе о експо-
ненциjалности Хензе и Ментанис предлажу jош jедну тест статистику коjа има
веома погодан облик

Dn,a = n

∫ ∞
0

(
(λ̂n + t)ψ

′

n(t) + ψn(t)
)2
X̄ne

−aX̄ntdt

где jе λ̂n = X̄−1
n оцена за λ методом максималне веродостоjности и a позитивна

константа. Хипотезу H0 одбиjамо за велике вредности тест статистика Dn,a и
Wn,a.

Као што jе већ изложено за тежинску функциjу jе изабрана X̄ne
−aX̄nt из

неколико разлога. Први разлог jе њен пожељан облик добиjен након решавања
интеграла

Dn,a =
1

n

n∑
j,k=1

[(1− Yj)(1− Yk)
Yj + Yk + a

− (Yk + Yj)

(Yj + Yk + a)2
+

2YjYk
(Yj + Yk + a)2

+
2YjYk

(Yj + Yk + a)3

]
где jе Yj = Xj/X̄n, 1 ≤ j ≤ n. Имаjући у виду претходни израз за Dn,a,
наша статистика зависи од X1, . . . , Xn преко Y1, . . . , Yn и добиjамо да при нултоj
хипотези не зависи од параметра λ експоненциjалне расподеле.

Одабир слободног параметра a повећава моћ теста при одређеним хипо-
тезама. Нпр. бираjући вредности за а блиске нули, а тиме допуштаjући да
тежинска функциjа опада споро, даjе значаjниjу моћ теста алтернативама чиjа
jе густина расподеле концентрисана око нуле. Супротно, бираjући велике вред-
ности слободног параметра а имамо да тежинска функциjа опада брзо ка нули
и самим тим већу моћ теста против алтернатива коjе имаjу значаjниjе разлике
у погледу репа у односу на експоненциjалну расподелу.
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Глава 4

Тестови засновани на U -
емпириjским Лапласовим
трансфомациjама

У наредном поглављу размотрићемо тестове експоненциjалности засноване
на U - емпириjским Лапласовим трансформациjама. Размотримо карактериза-
циjу експоненциjалне расподеле у форми

ω1(X1, X2, . . . , Xm)
D
= ω2(X1, X2, . . . , Xm) (4.1)

где су ω1 и ω2 ненегативне хомогене функциjе независних jеднако расподељених
случаjних величина X1, X2, X3, . . . , Xn, m ≤ n, за коjе важи

ωi(cX1, cX2, . . . , cXm) = cωi(X1, X2, . . . , Xm),∀c ≥ 0, i = 1, 2. (4.2)

Додатно претпоставимо да jе X1, X2, X3, . . . , Xn узорак из ненегативне непре-
кидне функциjе расподеле F . У свом раду Б. Милошевић и М. Обрадовић [9]
за тестирање нулте хипотезе H0 : F (x) = 1− e−λx, λ > 0 предлажу следећу тест
статистику интегралног типа

Jn,a =

∫ ∞
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))X̄e−aX̄tdt (4.3)

где jе X̄ узорачка средина, броj a позитивна константа и

L(k)
n (t) =

1

n[m]

∑
· · ·
∑

1≤i1<···<im≤n,π∈Π(m)

e
−tωk

(
Xiπ(1)

,...,Xiπ(m)

)
, k = 1, 2 (4.4)
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ЛАПЛАСОВИМ ТРАНСФОМАЦИJАМА
су U - емпириjске Лапласове трансформациjе, при чему n[m] = m!

(
n
m

)
и Π(m)

представља скуп свих пермутациjа броjева {1, . . . ,m}. Експоненциjална тежин-
ска функциjа обезбеђуjе конвергенциjу интеграла а улога узорачке средине jе
да статистика буде слободна од параметра λ под нултом хипотезом. Позитивна
константа а се одређуjе да би повећали моћ теста против одређених алтерна-
тива.

Велике позитивне и негативне вредности тест статистике Jn,a биће значаjне
и тест ће бити посматран против свих алтернатива где теориjска вредност Jn,a
ниjе нула, коjи укључуjе расподеле од практичног интереса.

Пре него што пређемо на израчунавање асимптотских своjстава статистике
Jn,a уочимо да сменом y = X̄t у интегралу (4.3) тест статистика добиjа облик

Jn,a =

∫ ∞
0

(L(1)
n (y)− L(2)

n (y))e−aydy

где U - емпириjске Лапласове трансформациjе су облика

L(k)
n (y) =

1

n[m]

∑
· · ·
∑

1≤i1<···<im≤n,π∈Π(m)

e
−yωk

(
Yiπ(1)

,...,Yiπ(m)

)
, k = 1, 2

при чему jе Yi = Xi/X̄ и користили смо своjство (4.2).
Аналогно тест статистикама заснованим на U - емпириjским Лапласовим

трансформациjама дефинишемо тест статистике засноване на V - емпириjским
Лапласовим трансформациjама

Kn,a =

∫ ∞
0

(L(1)
n (y)− L(2)

n (y))e−aydy

где су

L(1)
n (y) =

1

nm

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

e−yωk
(
Yi1 ,...,Yim

)
, k = 1, 2.

4.1 Асимптотска своjства Jn,a

Након интеграциjе израз (4.3) постаjе

Jn,a =
X̄

n[m]

∑
· · ·
∑

1≤i1<···<im≤n,π∈Π(m)

1

aX̄ + ω1(Xiπ(1)
, . . . , Xiπ(m)

)
− 1

aX̄ + ω2(Xiπ(1)
, . . . , Xiπ(m)

)
.

(4.5)
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Да бисмо нашли асимптотску расподелу за

√
nJn,a под H0 посматраjмо помоћну

функциjу

Jn,a(µ) =
µ

n[m]

∑
· · ·
∑

1≤i1<···<im≤n,π∈Π(m)

1

aµ+ ω1(Xiπ(1)
, . . . , Xiπ(m)

)
− 1

aµ+ ω2(Xiπ(1)
, . . . , Xiπ(m)

)

(4.6)
гдjе jе µ = λ−1 jер Jn,a зависи од оцењеног параметра µ̂ = X̄. Прецизниjе запи-
сано Jn,a = Jn,a(µ̂). За свако фиксирано µ > 0 имаjући у виду (4.2) закључуjемо
да Jn,a(µ) jе U - статистика коjа не зависи од µ. Дакле, ради поjедностављи-
вања нека jе µ = 1. Уочавамо да по дефиницjи наша U - статистика Jn,a(1) има
симетрично jезгро

Φ(X1, . . . , Xm; a) =
1

m!

∑
π∈Π(m)

1

a+ ω1(Xπ(1), . . . , Xπ(m))
− 1

a+ ω2(Xπ(1), . . . , Xπ(m))
.

(4.7)
Ако jе jезгро недегенерисано можемо применити Теорему 1.2.4 и добити

асимптотску расподелу за
√
nJn,a(1) коjа jе N (0,m2σ2

1(a)) гдjе jе σ2
1(a) диспер-

зиjа прве проjекциjе jезгра, тj.

σ2
1(a) = E(φ2

1(X1, a))

φ1(s, a) = E(Φ(X1, . . . , Xm; a)|X1 = s).

Теорема 4.1.1. Aсимптотске расподеле за
√
nJn,a(µ) и

√
nJn,a =

√
nJn,a(µ̂) се

поклапаjу.

Доказ. Како jе µ̂ = X̄ оцена за µ развиjамо
√
nJn,a(µ̂) у околини µ

√
nJn,a(µ̂) =

√
nJn,a(µ) +

∂Jn,a(µ)

∂µ

√
n(µ̂− µ) + o(µ). (4.8)

Oзначимо са ω1 = ω1(Xiπ(1)) . . . , Xiπ(m)
) и ω2 = ω2(Xiπ(1)) . . . , Xiπ(m)

).

∂Jn,a(µ)

∂µ
=

1

n[m]

∑
· · ·
∑

1≤i1<···<im≤n,π∈Π(m)

1

(a+
ω1

µ
)2

ω1

µ2
− 1

(a+
ω2

µ
)2

ω2

µ2

=
1

n[m]

∑
· · ·
∑

1≤i1<···<im≤n,π∈Π(m)

ω1

(aµ+ ω1)2
− ω2

(aµ+ ω2)2

Уочавамо да jе и
∂Jn,a(µ)

∂µ
облика U - статистике па на основу теореме 1.2.2

важи
∂Jn,a(µ)

∂µ

P→ E
(∂Jn,a(µ)

∂µ

)
.
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ГЛАВА 4. ТЕСТОВИ ЗАСНОВАНИ НА U - ЕМПИРИJСКИМ
ЛАПЛАСОВИМ ТРАНСФОМАЦИJАМА

С обзиром да важи (4.1) имамо да jе E
(∂Jn,a(µ)

∂µ

)
= 0. Како на основу цен-

тралне граничне теореме важи
√
n(µ̂−µ)

D→ N (0, µ2) применом теореме Слуцког
имамо да производ

∂Jn,a(µ)

∂µ

√
n(µ̂− µ)

D→ 0

Ако узмемо у обзир последње поменуто асимптотско понашање и да важи
√
nJn,a(µ)

D→ N (0,m2σ2
1(a)) поновном применом теореме Слуцког на (4.8) имамо

асимптотску jеднакост
√
nJn,a(µ̂)

D
=
√
nJn,a(µ)

тj.
√
nJn,a(µ̂)

D→ N (0,m2σ2
1(a)). �

Дакле, нулту хипотезу са нивом значаjности α одбацићемо ако jе
√
n

mσ1(a)
|Jn,a| ≥ u1−α/2

где u1−α/2 означава 1− α/2 квантил нормалне расподеле.

4.2 Тест статистике засноване на

карактеризациjама ескпоненциjалне

расподеле

У овоj глави навешћемо неколико тест статистика заснованих на претходно
дефинисаним карактеризациjама експоненциjалне расподеле и користећи прет-
ходну главу извести конкретне статистике Jn,a на основу њих.

Узимаjући у обзир Карактеризациjу 3.1.1 нека jе ω1 = X1 и ω2 = 2 min(X1, X2).
Тада заменом у (4.5) добиjамо тест статистику

JDn,a =
X̄

n(n− 1)

∑∑
1≤i1<i2≤n,π∈Π(2)

1

aX̄ +Xiπ(1)

− 1

aX̄ + 2 min(Xiπ(1)
, Xiπ(2)

)
. (4.9)

Прва проjекциjа симетризованог jезгра

ΦD(X1, X2; a) =
1

2

( 1

aX̄ +X1

+
1

aX̄ +X2

− 2

aX̄ + 2 min(X1, X2)

)
на X1 под нултом хипотезом jе jеднака
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φD1 (s; a) = E(ΦD(X1, X2; a)|X1 = s) =
1

2(a+ s)
+

1

2
ea Ei(−a)

− 1

2(a+ 2s)
e−s
(

2 + aea/2+sΓ(0, a
2
)− aea/2+sΓ(0, a

2
+ s)

+ 2sea/2+sΓ(0, a
2
)− 2sea/2+sΓ(0, a

2
+ s)

)
где jе Ei(z) =

∫∞
−z u

−1e−udu експоненциjални интеграл и Γ(a, z) =
∫∞
−z t

a−1e−tdt

гама функциjа.
Користећи Карактеризациjу 3.1.2 разматрана тест статистика Jn,a jе облика

JPn,a =
X̄

n(n− 1)

∑∑
1≤i1<i2≤n,π∈Π(2)

1

aX̄ +Xiπ(1)

− 1

aX̄ + |Xiπ(1)
−Xiπ(2)

|
(4.10)

а прва проjекциjа jезгра

ΦP (X1, X2; a) =
1

2

( 1

aX̄ +X1

+
1

aX̄ +X2

− 2

aX̄ + |X1 −X2|

)
на X1 под H0 jе

φP1 (s; a) = E(ΦP (X1, X2; a)|X1 = s) =
1

2(a+ s)
+

1

2
ea Ei(−a)

− e−a−s(e2a Ei(−a) + Ei(a)− Ei(a+ s)).

Претходно поменуте статистике JDn,a и JPn,a су представљене у раду [9]. Поред
тих статистика представљамо статистику засновану на Карактеризациjи 3.1.3,
па jе статистика Jn,a следећег облика

JSn,a =
X̄

n(n− 1)

∑∑
1≤i1<i2≤n,π∈Π(2)

1

aX̄ + max(Xiπ(1)
, Xiπ(2)

)
− 1

aX̄ + 0.5Xiπ(1)
+Xiπ(2)

(4.11)
а њена прва проjекциjа jезгра

ΦS(X1, X2; a) =
1

2

( 2

aX̄ + max(X1, X2)
− 1

aX̄ + 0.5X1 +X2

− 1

aX̄ +X1 + 0.5X2

)
на X1 под нултом хипотезом jе

φS1 (s; a) = E(ΦS(X1, X2; a)|X1 = s) =
1

a+ s
(1− es) + ea Ei(−a− s)

− 1

2
ea+s/2 Ei(−a− s

2
)− e2(a+s) Ei(−2(a+ s)).
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Табела 4.1: Вредности дисперзиjа првих проjекциjа σ2
D(a), σ2

P (a), σ2
S(a)

a 1 2 5

σ2
D(a) 3.52× 10−3 6.12× 10−4 4.17× 10−5

σ2
P (a) 6.64× 10−3 9.89× 10−4 5.61× 10−5

σ2
S(a) 4.33× 10−4 9.69× 10−5 8.25× 10−6

Уочавамо да су прве проjекциjе прилично компликованог облика, па ниjе
изненађуjућа чињеница да дисперзиjе првих проjекциjа ниjе могуће приказати
у општем облику, али оне ипак могу бити компjутерски израчунате за свако
конкретно а. Вредности свих дисперзиjа за одређено а приказани су у табели
4.1.

1 2 3 4 5

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

Слика 4.1: Функциjа 4σ2
S(s; a) у зависности од слободног параметра a

Пре него што пређемо на практични део и поређење тестова из овог и по-
главља 3, уочићемо jедну лепу особину наше статистике.
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4.3 Утицаj параметра а на понашање тест

статистика

Пре него што дефинишемо поменуте особине навешћемо теорему коjа ће нам
бити потребна за њихово доказивање.

Теорема 4.3.1 (Абелова теорема за Лапласове трансформациjе). Претпоста-
вимо да jе g : [0,∞)→ R мерљива функциjа коjа jе интеграбилна на компакт-
ном интервалу. Додатно, претпоставимо да jе

∫∞
0
g(t)e−atdt коначан за свако

а > 0. Ако за неко γ и неку реалну константу A важи

lim
s→0

Γ(γ + 1)s−γ
∫ s

0

g(t)dt = A (4.12)

тада
lim
a→∞

aγ
∫ ∞

0

g(t)e−atdt = A. (4.13)

Имамо да (4.12) важи ако

lim
s→0

Γ(γ)s−(γ−1)g(s) = A. (4.14)

Доказ теореме се може наћи у књизи Лапласове трансформациjе - поглaвље
5.1, видети [2].

Теорема 4.3.2. За фиксирано n, имамо

lim
a→∞

a2

∫ ∞
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))e−atdt =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

max(Yi, Yj)−
3

2
Ȳn (4.15)

где jе Yi = Xi/X̄n, 1 ≤ i ≤ n и

L(1)
n (t) =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

e−t(Yi/2+Yj)

L(2)
n (t) =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

e−tmax(Yi,Yj).

Доказ. Наjпре уочимо да су L(k)
n (t), k = 1, 2 V - статистике засноване на Карак-

теризациjи 3.1.3. У поглављу 2 смо показали да су V и U - статистике веома
сличне, па ради jедноставности записа доказаћемо своjство за V - статистике.
Тврђење важи и за одговараjућу U - статистику.
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Означимо са g(t) = L

(1)
n (t) − L(2)

n (t) и развиjмо функциjу g(t) у околини тачке
t = 0.

g(t) =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
1−t(1

2
Yi+Yj)+t

2(
1

2
Yi+Yj)

2−1+tmax(Yi, Yj)−t2 max(Yi, Yj)
2+o(t2)

)
=

t

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
(max(Yi, Yj)−(

1

2
Yi+Yj)

)
+
t2

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
(
1

2
Yi+Yj)

2−max(Yi, Yj)
2)+o(t2)

)
Узимаjући у обзир претходни развоj функциjе имамо да важи (4.14)

lim
s→0

Γ(2)s−(2−1)g(s) = lim
s→0

Γ(2)s−(2−1)
( s
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
max(Yi, Yj)− (

1

2
Yi + Yj)

)
+
s2

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
(
1

2
Yi + Yj)

2 −max(Yi, Yj)
2
)

+ o(s2)
)

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

max(Yi, Yj)−
3

2
Ȳn.

На основу Абелове теореме важи

lim
a→∞

a2

∫ ∞
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))e−atdt =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

max(Yi, Yj)−
3

2
Ȳn.

�

Теорема 4.3.3. За фиксирано n важи

lim
a→∞

a2

∫ ∞
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))e−atdt =
2

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

min(Yi, Yj)− Ȳn (4.16)

где jе Yi = Xi/X̄n, 1 ≤ i ≤ n и

L(1)
n (t) =

1

n

n∑
i=1

e−tYi

L(2)
n (t) =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

e−2tmin(Yi,Yj).

Теорема 4.3.4. За фиксирано n, имамо

lim
a→∞

a2

∫ ∞
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))e−atdt =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

|Yi − Yj| − Ȳn (4.17)

где jе Yi =
Xi

X̄n

, 1 ≤ i ≤ n и

L(1)
n (t) =

1

n

n∑
i=1

e−tYi
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L(2)
n (t) =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

e−t|Yi−Yj |.

Теореме 4.3.3 и 4.3.4 се доказуjу на исти начин као теорема 4.3.2, развоjем
функциjе g(t) = L

(1)
n (t) − L

(2)
n (t) у околини тачке нула, и с обзиром да се до

тврђења из теорема долази прилично праволиниjски у овом раду их нећемо
навести.

Како ће нам наведене граничне статистике бити потребне за рачунање емпи-
риjске моћи при различитим алтернативама за њих ћемо увести следеће погодне
ознаке:

KD
n =

2

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

min(Yi, Yj)− Ȳn

KP
n =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

|Yi − Yj| − Ȳn

KS
n =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

max(Yi, Yj)−
3

2
Ȳn.
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Глава 5

Емпириjска моћ

5.1 Монте - Карло методе

Монте - Карло jе скуп алгоритама коjи користе принцип случаjног узор-
ковања да би се одредиле нумеричке оцене непознатих параметара. Тиме су
омогућена моделовања комплексних ситуациjа где jе велики броj променљивих
укључен, као и оцењивање потенциjалних ризика. Употреба Монте - Карло
методе jе веома распрострањена и довела jе до запањуjућих открића у обла-
сти физике, теориjе игара, финансиjа и другим гранама науке. Постоjи велики
спектар Монте - Карло метода, али све оне деле заjедничко своjство - засно-
ване су на генерисању случаjних броjева да би се решили детерминистички
проблеми. У овом поглављу навешћемо неколико примера и основне принципе
Монте - Карло метода и обjаснити на коjи начин су битне за оваj рад.

Концепт Монте - Карло медоте jе увео Станислав Улам, пољски матема-
тичар и физичар, коjи jе играjући карташку игру „Пасиjанс” желио да сазна
вероватноћу победе у поменутоj игри. Како jе рачунање свих могућих добит-
них комбинациjа користећи чисту комбинаторику било исувише компликовано
Улам се запитао да ли би можда било jедноставниjе одиграти „велики” броj
партиjа и на таj начин одредити фреквенциjу победе. То математички можемо
представити на следећи начин

Xi =

{
1, победа
0, губитак

где Xi представља i - ту одиграну партиjу 1 ≤ i ≤ n. Нека jе p = P{Xi = 1}
вероватноћа победе, и 1− p = P{Xi = 0} вероватноћа губитка. Да бисмо одре-
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дили вероватноћу победе у поменутоj игри довољно jе преброjати све добиjене
партиjе и поделити са укупним броjем одиграних партиjа, прецизниjе записано
Sn = 1

n

∑n
i=1Xi. Применом Чебишовљевог закона великих броjева на Sn имамо

да Sn
P→ E(X1) = p, што jе Уламова фреквенциjа победе.

Пример 5.1.1. Монте - Карло оцена броjа π
Да би смо одредили вредност броjа π (са одређеним степеном поузданости)
размотримо игру пикада. Ради jедноставности посматраjмо први квадрант
jединичног круга. Нека су (Ai, Bi) координате i - тог поготка и дефинишимо
Xi, 1 ≤ i ≤ n, на следећи начин

Xi =

{
1,

√
A2
i +B2

i ≤ 1

0,
√
A2
i +B2

i > 1

Уочавамо да Xi узима вредност 1 уколико смо погодили у површину круга, а 0
у супротном. Како jе површина четвртине jединичног круга π/4 природно jе,

користећи претходно дефинисано, броj π оценити као π̂ =
4

n

∑n
i=1 Xi. Преци-

зност оцене, већи броj тачних цифара, зависи од n, броjа покушаjа.

Пример 5.1.2. Монте - Карло интеграциjа
Претпоставимо да имамо дефинисану функциjу g(x) на ограниченом интер-
валу (a, b) коjу ниjе могуће аналитички jедноставно интегралити на (a, b).
Такође, додатно претпоставимо да jе 0 < g(x) < c. Да би одредили вред-
ност интеграла I =

∫ b
a
g(x)dx, посматраjмо део координатног система на

коме интегралимо функциjу. Таj део представља jедан правоугаоник димен-
зиjа c× (b−a). И у овом случаjу ћемо применити идеjу погодака и промашаjа.
Претпоставимо да бирамо тачку из поменутог правоугаоника, (Xi, Yi), и де-
финишимо Zi, 1 ≤ i ≤ n тако да узима вредност 1 ако jе тачка (Xi, Yi) испод
графика функциjе g(x), а у супротном 0.

Zi =

{
1, Yi ≤ g(Xi)

0, Yi > g(Xi)

Дакле, вредност интеграла I можемо да одредимо из пропорциjе I
c(b−a)

=
1

n

∑n
i=1 Zi. Добиjамо да jе oцена површине интеграла Монте - Карло мето-

дом, погодака и промашаjа, jе Î =
c(b− a)

n

∑n
i=1 Zi.

Сличну идеjу Монте - Карло методу погодака и промашаjа применићемо на
наш пример одређивања моћи теста коjу ћемо обjаснити у наредноj секциjи.
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5.2 Брзина конвергенциjе и поређење тестова

У Поглављу 4. у Теореми 4.1.1 смо доказали да асимптотска расподела
за
√
nJn,a jе N (0,m2σ2

1). Занимало нас jе за коjи цео броj n се постиже та
асимптотска расподела. Поступак jе следећи:

1. За узорак обима n и параметар a одредимо вредност тест статистике Jn,a
под нултом хипотезом.

2. Поновимо корак 1. N пута.

3. За добиjени низ
√
nJ1

n,a,
√
nJ2

n,a, . . . ,
√
nJNn,a Колмогоров - Смирновљевим

тестом проверимо припадност N (0,m2σ2
1).

4. Уколико смо одбацили хипотезу о нормалности повећамо n и поновимо
редом Кораке 1, 2 и 3.

5. Поступак понављамо док за неко n не прихватимо хипотезу о нормално-
сти.

Описаним поступком, за N = 10000 и са почетном вредношћу n = 20, за-
кључуjемо да за n > 300 важи асимптотско понашање тест статистике Jn,a.

Како асимптотску расподелу не можемо да користимо за мале вредност n
користићемо Монте - Карло методу за рачунање емпириjске моћи и помоћу
њих поредити тест статистике. Принцип за одређивање емпириjске моћи теста
jе следећи:

1. За узорак обима n и параметар a одредимо вредност тест статистике Jn,a
под нултом хипотезом.

2. Поновимо корак 1. N пута.

3. С обзиром да су од значаjа и велике позитивне и негативне вредности и на
основу теореме 4.1.1 знамо да jе асимптотска расподела за Jn,a нормална
са очекивањем 0 (расподела jе центрирана око нуле), уместо да посма-
трамо двострану критичну област за добиjени низ J1

n,a, J
2
n,a, J

3
n,a, . . . , J

N
n,a,

одредићемо за ниво значаjности α и низ |J1
n,a|, |J2

n,a|, |J3
n,a|, . . . , |JNn,a| десну

jеднострану критичну област, тj. одредићемо µ1−α. (На основу теореме
4.1.1 µ1−α представља 1− α квантил нормалне расподеле.)
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4. Поновимо корак 1. и корак 2. под алтернативном хипотезом и добиjени
низ означимо J1∗

n,a, J
2∗
n,a, J

3∗
n,a, . . . , J

N∗
n,a .

5. Применом Монте - Карло методе, погодака и промашаjа, за свако J i∗n,a, 1 ≤
i ≤ N одредимо Zi, 1 ≤ i ≤ N коjе jе дефинисано са

Zi =

{
1, |J i∗n,a| > µ1−α

0, иначе

6. Емпириjска моћ теста под разматраном алтернативном хипотезом jе де-
финисана као p̂moc =

∑N
i=1 Zi/N .

Претходно описани поступак одређивања емпириjских моћи применимо и за
граничне тест стаистике KD

n , K
P
n и KS

n дефинисане у Теоремама 4.3.2, 4.3.3 и
4.3.4.

Сличан поступак примењуjемо и за тест статистике дефинисане у Погла-
вљу 3, Dn,a, Tn,a, Ln,a, са разликом што у том случаjу не посматрамо апсолутну
вредност добиjеног низа, jер су већ све вредности добиjеног низа позитивне
(по теореми 3.2.1 овако дефинисане тест статистике имаjу χ2 расподелу). За
ниво значаjности α одредимо десну jеднострану критичну област тj. µ1−α, и за
Dn,a > µ1−α, Tn,a > µ1−α, Ln,a > µ1−α одбацуjемо нулту хипотезу.

Алтернативне расподеле коjе ћемо размотрити су:

1. Веjбулова расподела са густином

g(x,Θ) = e−x
1+Θ

(1 + Θ)xΘ,Θ > 0, x ≥ 0

2. Гама расподела са густином

g(x,Θ) =
xΘ

Γ(Θ + 1)
e−x,Θ > 0, x ≥ 0

3. Полунормална са густином

g(x,Θ) =

√
2

σ
√
π
e−x

2/(2σ2) x > 0

4. Расподела линеарне стопе отказа са густином

g(x, a, b) = (a+ bx)e−(ax+(bx2)/2), x ≥ 0, a > 0, b > 0.
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Табела 5.1: Емпириjске моћи за ниво значаjности α = 0.05 и n = 20

n=20 ε(5) Γ(2) W (0.8) W (1.4) HN LF(2) LF(4)

JD20,0.5 5 46 22 26 11 15 23
JD20,1 5 54 21 34 16 20 33
JD20,2 5 56 20 37 19 26 37
JD20,5 5 55 21 40 22 30 44
JD20,7 5 54 22 39 23 31 44
JD20,9 5 55 23 41 23 31 47
JP20,0.5 5 58 17 39 22 29 42
JP20,1 5 57 16 42 24 32 47
JP20,2 5 56 16 41 25 33 47
JP20,5 5 53 19 40 24 33 47
JP20,7 5 53 21 40 25 34 47
JP20,9 5 54 23 42 25 34 49
JS20,0.5 5 58 16 34 17 21 33
JS20,1 5 58 14 39 19 25 39
JS20,2 5 57 14 40 22 30 43
JS20,5 5 56 17 42 23 33 46
JS20,7 5 56 20 42 25 34 47
JS20,9 5 57 22 43 26 34 49
L20,0.5 5 53 27 35 16 21 31
L20,1 5 54 24 38 18 26 38
L20,2 5 54 24 40 22 31 45
L20,5 5 45 24 34 20 28 42
L20,7 5 43 23 33 20 28 41
L20,9 5 41 23 31 18 26 40
D20,0.5 5 56 26 38 19 26 38
D20,1 5 51 25 39 19 27 39
D20,2 5 53 25 40 23 32 46
D20,5 5 44 24 33 20 27 41
D20,7 5 41 23 31 18 26 39
D20,9 5 39 23 30 17 25 39
T20,0.5 5 57 26 40 20 27 40
T20,1 5 51 25 38 19 27 39
T20,2 5 53 25 40 23 32 46
T20,5 5 44 24 33 20 27 41
T20,7 5 41 23 31 19 26 40
T20,9 5 39 23 30 17 25 40
KD

20 5 60 12 48 32 40 56
KP

20 5 60 12 48 32 40 56
KS

20 5 60 12 48 32 40 56
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Табела 5.2: Емпириjске моћи за ниво значаjности α = 0.05 и n = 50

n=50 ε(5) Γ(2) W (0.8) W (1.4) HN LF(2) LF(4)

JD50,0.5 5 92 42 65 21 32 50
JD50,1 5 94 43 74 31 45 66
JD50,2 5 95 44 78 39 56 76
JD50,5 5 95 48 82 50 66 85
JD50,7 5 94 49 83 53 69 86
JD50,9 5 93 48 81 51 67 87
JP50,0.5 5 95 42 80 43 58 79
JP50,1 5 95 41 80 48 64 84
JP50,2 5 94 43 82 51 68 86
JP50,5 5 93 46 83 55 70 88
JP50,7 5 93 48 83 58 72 89
JP50,9 5 92 47 82 55 71 89
JS50,0.5 5 93 36 72 28 42 63
JS50,1 5 95 38 76 54 52 73
JS50,2 5 95 40 80 44 61 80
JS50,5 5 95 45 83 53 68 86
JS50,7 5 94 47 83 55 70 87
JS50,9 5 93 46 81 53 69 88
L50,0.5 5 95 52 78 34 50 70
L50,1 5 100 51 79 42 61 81
L50,2 5 94 50 81 52 69 86
L50,5 5 89 48 79 56 71 88
L50,7 5 86 46 76 53 69 87
L50,9 5 83 45 73 51 67 87
D50,0.5 5 95 52 80 43 60 80
D50,1 5 100 51 80 47 67 85
D50,2 5 92 49 80 53 70 87
D50,5 5 87 48 78 55 70 88
D50,7 5 84 46 74 52 68 87
D50,9 5 81 45 72 50 66 86
T50,0.5 5 95 52 81 45 62 81
T50,1 5 100 50 79 47 67 85
T50,2 5 92 49 80 54 70 87
T50,5 5 87 48 78 55 70 88
T50,7 5 84 46 74 52 69 87
T50,9 5 82 45 72 50 67 86
KD

50 5 94 37 86 62 78 91
KP

50 5 94 37 86 62 78 91
KS

50 5 94 37 86 62 78 91
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5.3 Закључак

У табелама 5.1 и 5.2 приказане су емпириjске моћи за различите алтернативе
за ниво значаjности α = 0.05 и броj Монте - Карло симулациjа N = 10000. У
табели 5.1 jе посматран узорак мањег обима n = 20, док jе у табели 5.2 узорак
обима n = 50.

За узорак обима n = 20 важи да са повећањем парамeтра a емпириjске
моћи тест статистика дефинисаних у Поглављу 4. су значаjно веће у односу
на емпириjске моћи тест статистика дефинисаних у Поглављу 3. Такође за
мање вредности параметра a тест статистике Ln,a, Dn,a, Tn,a, JDn,a, JPn,a и JSn,a су
упоредиве, осим у случаjу Веjбулове расподелеW (0.8) када су емпириjске моћи
тест статистика Ln,a, Dn,a, Tn,a значаjно веће.

Што се тиче емпириjских моћи за узорак обима n = 50 за мање вредности
параметра a емпириjске моћи тест статистика дефинисаних са Ln,a, Dn,a, Tn,a

су веће од емпириjских моћи тест статистика JDn,a, JPn,a и JSn,a. Са повећањем
параметра a емпириjске моћи JDn,a, JPn,a и JSn,a брже расту од емпириjских моћи
тест статистика Ln,a, Dn,a, Tn,a (важи да за Ln,a, Dn,a, Tn,a у случаjу расподела
Γ(2), W (0.8), W (1.4) емпириjске моћи опадаjу са порастoм a).

Уочавамо да у обе табеле, 5.1 и 5.2, емпириjске моћи граничних статистика
дефинисах са KD

n , K
P
n , K

S
n су значаjно веће у односу на емпириjске моћи свих

других тест статистика (осим у случаjу W (0.8) расподеле).
На основу представљених резултата закључуjемо да су све поменуте стати-

стике упоредиве, и да њихова емпириjска моћ зависи од обима узорка n као и
од слободног параметра a. У случаjу мањег узорка предложене тест статистике
JDn,a, J

P
n,a и JSn,a имаjу већу моћ са порастом параметра a, док за узорак обима

n = 50 моћ зависи од конкретне алтернативе и избора параметра. Ипак, тест
статистике KD

n , K
P
n , K

S
n , коjе су слободне од параметра a, су се показале као

наjбоље ако као меру узимамо њихову емпириjску моћ.
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[2] D. V. Widder. The Laplace Transform. Princeton university press, 1946.

[3] E. L. Lehmann. Elements of Large Sample Theory. Springer, 1999.

[4] J. L. Teugels S. Csorgo. Empirical Laplace Transform and Approximation of
Compound Distributions. Applied Probability Trust, 27(1):88–101, 1990.
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