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ITpearosop

Hoxktopant Tumotujesuh MapuHko je yrucao ToKTopcke cryauje Tomomoru-
jemkoncke 2012/2013 na Matematuukom dakyntety Yuusep3urera y beorpany.
Toxom cTynuja, MOTOXKHUO je TIpenMeTe Anredapcky Tomoorujy, Tomonomky
koMOuHaTOpuKy M OmabpaHa moriaB/ba Anrebapcke TOIOJOTHjE KO Tpod.
np Cunume Bpehuiie, Teopujy Mopca, dudepenuujanay Toronorujy u ITJI
Toroaorujy kox ap Anekcanapa I'pyjuha, K-reopujy u JIuCKpeTHY U pauyHapCKy
Tornojorujy ko mpod. ap Pagera XKusamesuha.

Kao neo xypca JIMCKpeTHe M paduyHapcKe TOTOIOTH]E, TOKTOPAHT j¢ TPO-
rpamy Wolfram Mathematica koHcTpyHncao Bemuku 6poj KOMIT)yTEPCKUX TTPO-
rpama. Ty ce mocebHO HcTUUY NporpamMu 3a oapehuBame KOMOMHATOPHUX HUH-
BapUjaHTH CUMIUTUIIM]ATHUX KOMITIEKCa TEXHUKaMa JIMHEapHOT MporpaMupama
Koju ce HaBofe y [lormaBiby 4, Kao u nporpam 3a yTBphuBame henujcke cTpyk-
Type CUMIUIMIIMjATHUX KoMmIuiekca momohy JuckpetHe Teopuje Mopca koju
oMoryhapa padyHame XOMOJIOTH]je CUMIUTAITMjATHUX KoMruiekca. I[Tomohy xoH-
CTPYHUCAHUX TIPOTpaMa M BEIUKOT Opoja eKCrepuMeHaTa TOKTOPAHT je YCIeo J1a
odopMHU U TOKaXe BeTUKH Opoj TBphewa Ha KOjUMa je oBa aucepTanuja 6a3u-
paHa. Takobe, TOKTOpaHT je Oe3 mpehalrmer 3Haba eKCIePUMEHTATHO OTKPUO
13B. KomOunaTopny AnekcanaepoBy ayaiHocT (Teopema 2.2) mTo je y BETUKO]
MEpH YTHUIIATO HA JTAJbW TOK ETOBUX UCTPAKUBAHA.

HayuHo ucTpakuBadku paj JOKTOPAHTA 3alOYMIbe T3B. Jla-ma mpojekTom
y capaamu ca ap Manyernom Mysukom JIuzgapesuh u mpod. np Pagetom XKu-
BasbeBUheM. L{1b mpojekTa je Onna aHanu3a MoIUIoYaBamka MAXOBCKUX Mpexa
Texuukama ['peGHepoBux 6aza. Pesyirart je panx [25] o6jaBmen 2016-e roqute
KOjH MpeJIcTaBiba TeHepaau3aujy pe3ynrata Konseja u Jlarapuaca o0jaBibeHOT
y [7] u3 1990-¢ romune. Hakon Tora, JOKTOPAHT CBOjy MAXKILY MPEycMep-
aBa Ha UCTPAKUBAIE ayTO-AYaTHUX CUMIUIHIIMjATHUX Komruiekca (dedunu-
nuja 3.2) Kao M BUXOBUX IeHepaIu3alldja, T3B. I —HEM30€KHUX CUMILTIIHja-
Hux Komriutekca ([debunuiuja 4.2). Pesynrart je pan [32] koju omoryhasa HOBU
YBUJI y KOMOMHATOPHY CTPYKTYpPY ayTO-IyaJTHUX KOMIUIEKca IITO OJIaKIaBa
IbUXOBY KOHCTPYKIIM]Y U KOMOWMHATOPHY Kiacudukaimjy. JokTopanrt je 3a-
jenno ca mipod. np Pagerom Kupamesuhem, mpod. np Cunmmmom Bpehwuiom,
ap Hyuikom Jouhem u Mapujom Jenuh xoaytop pama [15] koju ce 6aBu aHam-
M30M KOMOMHATOPHUX CBOjCTaBa 7" —HEN30EKHUX CUMIUIUIIV]ATHUX KOMITIEeKca.
VY Bpeme mucama OBe IUcepTallyje, JOKTOPAHT je YUeCTBOBAO Y UCTPAKUBAY
MOJUTOMAIHOCTU U 3Be3/10MuKocTH buepoBux chepa (dedbunuimja 2.2) 3ajenno
ca np Pumunom Jedtuhem u npod. ap Pamerom Kupabepuhem. Pesynratu
UCTPAXKUBAKBA Cy 00jaBbeHH ¥ [14].

I'maBuu IIpeamMeT HHCCpTaHHjCjC dHaJIn3a CI/IMHJ'II/ILII/Ij AJTHUX KOMIIJICKCA CIICI -
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JalTHO, CUMITIUIIM]ATHIX KOMITTeKca KOJU CY jeTHaKH CBOjeM AJIEKCaHIEpOBOM
nyany (Hebununmja 2.1) xoje HA3uBaMO ayTO-AYAJTHU CUMIUTMIIUjATHUA KOM-
TIeKCH. AyTOo-TyalTHU CUMITINIIN]aTHA KOMIUICKCH CE jJaBIhajy Y MHOTHM T'paHaMa
MaTeMaTUKe TIOMYT ajaredapcke TOIMOIOTHje, TOTOIOIKE KOMOMHATOPHKE, TEO-
puje urapa, Teopuje xurnep-rpagona, KOMOUHATOPHE ONTUMU3aIMje UTA. Pagu
WIyCcTpanuje, mo3Hara ,,Teopema yckor rpna’ Exmonnca u @ynkepeena u3 [9)
j€ KITacu4aH pe3yJiTaT TeOPUje ONMTUMM3AIM]jE TIO KOjeM 3a CBAKM ayTO-TyaJIHK
cuvmmirmjanan komneke K C 27 u cpaxy dynximjy f : [n] — R axu:

TR =l e S W)

rie je C dhaMunuja KOMITIEMEHATA CBUX TJIABHUX (MAaKCHMAJHHX) CHMILICKCA
KoMmriekca K.

V koMOuHATOPHO] anrebapcKko] TOTIOJIOTH]H, aYyTO-IyaTHU CUMIUTHIIA]AITHI
KOMIUTEKCH MPeICTaBIbajy KAHOHCKE ITPUMeEpe TeOMETPH]CKUX 00jekaTa ca orpa-
HUYEHOM JTHMEH3HjOM IreoMeTpHjcKor amOujeHTa. ¥ Ilornmarspy 2, momohy Ma-
Tepujania npeyseror us [22] u [23], ce n1aje caxkeT 10Ka3 1a ayTo-IyaHN CUMILTI-
nujamnu kommteken K C 21" me mory ma ce mpencraBe xoMeoMOpdHUM TTOT-
npocTopuma Eykmuckor mpoctopa R™ 3. Jlokasyje ce 1a BaXku U reHepaTHuje
TBpheme Tj. cnajameM (dedununmja 1.6) ayTo-nyaTHUX CUMILUTHIIAjaTHUX KOM-
mrexca K; C 2", i € [k] mo6ujamMo kaHOHCKe TpUMepe CHMITTHIIN]aTHIX KOM-
TIeKCa KOJU HUCY YI0KUBY Y EYKITUICKY TPOCTOP TUMEH3H]e Ny +- - -+ 1np —k—2
jep CBaKH IMXOB MPABU MOTKOMILIEKC MOKE JId ce ylmoxku y R™ T+ —F=2 (Teo-
pema 2.4). V Ilornmasmy 2 ce Takole HABOIM 3HAUA] AyTO-IyaTHUX CHUMILTH-
[IUjaJTHUX KOMIDIEKCA 3a MPOLEHY TUMEH3Hje TeOMETPHjCKOT aMOHjeHTa JaToT
TOTIOJIOIIKOT TPOCTOpa CHelUjaTHo, rpadoBa U CUMILTIMIIAjATHIX KOMIUIEKca
KOJU HUCY ITaHApHU. HaBoje ce mpuMepn MUHMMAITHUX TPUAHTYIAIHja Mpo-
jexktuBHUX mpoctopa (Ilpumepn 2.5 1 2.6) ca Harmackom Ha YMIHEHUITY 1A ayTO-
JyaJTHA CUMITTUITAjATHU KOMIUICKCH U FhbUXOBA CIajakha YecTO TPEJCTABIbAjy
MUHHMMAaJIHE TPHAHTYJIAIM]je CBOJUX T€OMETPH]CKUX peah3aliuja.

[Mornasibe 3 je Gasupano Ha pamy [32] M UCTpaxyje MHTEPECAHTHY Be3y
m3Mel)y ayTo-IyaTHHX CHMIUTHIMjamHMX KoMmruekca K C 2" u xommrekca
K C 2" xoju cy moTkoMILIeKCH CBOjer AJICKCAHAEPOBOr Ayald, T3B. MOJI-
nyanaux komriekea (Jdedunurumja 2.3). Y oBoM nornasiby ce moMohy KOHIIENTa
,JIIpecTpojaBama cummekca’ (Tepheme 3.1) kojer je oprunanno yseo Ceprej Me-
JIUKXOB Y (23], omucyje TeXHUKA PEKOHCTPYKIIHje ayTO-AyaTHUX CHMILTHIIM]AIT-
HUX KOMILUIEKca paau 1o0Uujamka CBUX ayTO-IyaIHUX KOMIUIeKca y JaToM aMOu-
jeHty. Pamu jemHOCTaBHUjET Mperiena 1 Kinacu@uKaImje, yBOJIH ce mojaM rpada
cycencrea NG, KojeM Cy YBOPOBM CBU AyTO-IyalHU KOMIUIEKCH Y aMOUjEeHTy
[n]. Hoxkasyje ce na je rpad N'G,, yBeK TIOBE3aH a 3aTUM CE AHATIM3UPA]y Ty TEBH



y rpady NG, koju HOUMIbY ayTO-IAyalTHHM KoMILTeKcoM Ap,_j C 2"l Opa
aHanmm3a oMoryhaBa KOHCTpPYKIIH]y T3B. ollepaTopa KopeHa +/ : DIl — Spih—l
(deduanmuja 3.1) e je D" pamunnja cBUX ayTo-TyalTHUX KOMIUIEKCA Y aM-
Oujenty [n] a Splr—1 (hamunmja CBUX MOJA-TyaTHUX KOMIUIEKCA Y aMOU]JCHTY
[n — 1]. JToka3syje ce ma omepaTtop KOpeHa MMa MHBEP3HU moepatop A kojer
Ha3WBaMO oIlepaTop AyalHe Hanrpamamwe (depuuunmja 3.2) mro mokasyje ma
je 6poj ayTo-myanHUX KOMIUIeKca y aMOHjeHTy [n| jemHak Gpojy MOMI-TyaTHUX
komiutekca y ambujenty [n — 1] (Teopema 3.1). 3atum ce momohy koHienrTa
nunka cumruiekca (Jedbunummja 1.5) u KoHyca CUMIUTUITA]ATHOT KOMITJIEKCA 1aje
reoMeTpujcku omuc omepatopa y/ u A (Tephewma 3.7 u 3.8) mro omoryhasa
HOBH YBHI Y CTPYKTYpPY ¥ KOMOUHATOPHY KIIACH(PHUKALIU]Y aYTO-TyaTHUX CHM-
IUTMIIMjaTHUX KoMIUTekca. [aBHU pesynrat je Teopema 3.3 koja mokasyje na
j& CBaKM ayTo-IyaJiaH CUMIUTUIMjATHU KOMILIEKC MOTHYHO oOjpeleH JIMHKOM
IPOU3BOJHHOT TeMeHa. lornaBibe ce 3aBpIiaBa KapakTepu3anujoM f —BeKTOpa,
XOMOJIOTHjE U KOXOMOJIOTH]E JIyaATHUX HAJTrpajibu M OIMUCYje CC HOBA TEXHUKA
KOCTPYKIIHje ayTO-IyaTHUX CUMIUTHIIMjATHUX KOMIUIEKCa ca YHAIpel 3a1aTuM
XOMOIIOIIKUM TpylaMa ca MOceOHHUM OCBPTOM Ha KOMIUIEKCe KOjH ,,JIiue Ha
npojexkTusHe pasuu’ (depununmja 3.3).

[Mornassbe 4 je 6azupano Ha pay [15] u 6aBu ce aHATM30M T3B. I —HEU30EIKHHUX
cumrunujaraux komruekca (Hedununmja 4.2). Heuszbexxnu CUMITTALIU]ATHU
KOMITIEKCH Cy TIPBU TIYT yBedeHW y [4] moa HaszuBom ,, TBepOepr Hen3GexHU
IOTKOMILIEKCH ~ paii pelllaBara pobiieMa TBepOeproBor THIIA KAO TIIABHH ap-
rymeHT brarojesuh-@puk-1{uriep ,,MeTone orpaHnuera . Y 0BOj TUCEpTAIUjU
Ce AHAIM3UPA]y OCOOMHE 7" —HEU30CKHUX KOMIUIEKCA Y KOHTEKCTY jJeIHE KOM-
GUHATOpHE MHBApHjaHTe cUMIUTHIMjanux kommiekca X C 2" moy masusom
naprurnmrona nasapujanTa (Jdedunurmja 4.1), y o3xanm m( K), Koja peactasiba
HajMamu Opoj » € IN TakaB ma komIuiekc K camapku Oap jeJaH CHUMILTIEKC
CBaKe MapTHUlldje aMOUjeHTa [n] HA © AUCJYHKTHUX CKYIOBAa. YBOJIH Ce MOjaM
MUHHMAJTHO 7"-HeM30€KHUX CUMIUTHITHjaITHUX KoMITIekca (Hdedununmja 4.3) kao
reHepanu3aimja ayTo-IyalHuX KOMITIEKCa (KOjU Cy TIO HOBO] TEPMUHOIOTH]U
MUHUMAJTHO 2-HEW30€XKHM) U JOKa3yje ce /1a je MapTUIIMOHA UHBAPUjaHTa OBUX
komruiekca jeqHaka 1 (Ilocmeauia 4.2). 3atum ce aHaMU3Upa MapTUIIMOHA HUH-
BapHjaHTa clajama CUMIUMIUjaTHuX komiutekca (Teopema 4.1 u Ilocnenuia
4.3) u mokasyje ce I1aBHO TBpheme 1a Cy CUMIUTUIIM]ATHA KOMIUTEKCH HACTaTu
CIIAjarbeM 1 ayTO-AyATHUX KOMITIeKca MUHUMAITHO (n+1)-Hens6exuu (Tepheme
4.5) mTO UMILTULIUPA /1A j¢ IbUXOBA MAPTUIIMOHA UHBAapHUjaHTa n + 1.

V npyrom neny Ilornasmba 4 ce aHanmu3upa r—HEU30SKHOCT CUMITIUIIN]aI-
HIX KOMILIEKCa KOjH HACTAjy OrpaHHYaBameM aguTHBHE Mepe 1 : 21 — R,
OIHOCHO KOMIUTeKca obmuka K<z = p~! ((—oo, 6])) OBe KOMITIEKCe Ha3HU-
BaMO JIMHEAPHO PENM3a0MITHIM a KOHCTAHTY 3 Ha3UBaMo IIpar KomIutekca K ,<g.
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[TotoM ce moka3syje fa mpar [ moTInyHo ojpel)yje HIBO He30eKHOCTH KOMITIEKca
K, <5 (Tepheme 4.6). Kako cMMIIHMIMjaIHUX KOMIUTIEKCA KOJU HUCY JIMHEAPHO
peann3abuiTHi IMa eKCTTOHEHITNjATHO BHIIE OJT KOMIUTIEKCA KOJU jecy, Y HACTaBKY
ce YBOJIH IojaM KapakTepucTuusor npara p( K ) xommnexca K C 2" (Jledunu-
uuja 4.5) xao HajBeha BpeqHOCT mpara JIMHeapHO peann3aOuIHOT MOTKOMILTIEKca
komruiekca K. I'maBau pe3ynrart je Teopema 4.2 koja okazyje Aa 3a MapTUIIOHY
WHBAPUJAHTY T U KAPAKTCPUCTUYHHM IIPAT P BAXKH HEJSTHAKOCT:

r(K) < {LJ .Y
p(K)

Hame ce y Ilornasmy 4 onucyje TeXHUKA padyyHarba KapaKTEPUCTUIHOT TIpara
MeTojaMa uHeapHor nporpamupama (Ilpobnem (4.9)), ananmusupa ce xapa-
KTePUCTUYHU TIpar KoMIUTeKca ca rpynom ayromopduszama G (Tepheme 4.12,
IMocnemuna 4.4) u fokasyje ce ma ako je rpymna ayromopduzama G komiutekca K
TPAH3UTHUBHA, TAJla je KApAKTEPUCTUYHU TIpar Komruiekca K moTtmyHo onapeheH
HE-CUMIUICKCOM ca HajMame enemenata ([locnenuia 4.5). Ha xpajy ce nokasyje
Ja je KapaKTCPUCTUYHM TIpar Crajamka CUMILIIUjaTHUX KOMIUIEKCA TOTIYHO
onpeheH momohy KapaKTepUCHTUYHUX ITparoBa kommoHeHaTta (Teopema 4.3)
1 yBOOM ce IojaM ekcuieca (depununmja 4.7) Koju MepH I'PEIIKy oapehuBama
MapTULIMOHE UHBAPHjaHTE KOMIUIeKca ToMohy KapaKTepUCTUKE p.

IMocnenme mornasibe, [lormasibe 5, onucyje mpumeHy Teopeme 3.1 Ha oape-
husame Jenexunaosux O6pojea D(n) ysenaenux y [8] xoju mpencrasibajy 6po-
jeBe paszmuuutux bymoBux ¢ynkiumja ca n € IN mpomensbuBux. Jlokasyje ce
HejenHakocT (5.3) koja momohy Opoja pa3mTHIUTHX ayTO-TyaTHUX KOMILTEKca Y
ambujeHTy [n] 06e36ehyje Moy u ropwy rpanuiy Jdenekunnosux 6pojesa D(n).

JIOKTOpaHT ce cpmayHO 3axBaJbyje MeHTOpY, mpod. np Pamery Kusasbe-
Brhy, Ha HeceOMYHO] MOAPIIIH, MaTepHjaIuMa, HaejaMa U caBeTMMa KOJU Cy
CYIITUHCKH JTOTIPUHENU PeaTU3alliji OBe JUCepTaIltje.



1 VYBoa

Y 0BOM MOTJIABIBY JajeMO KpaTak Iperies OCHOBHUX KOHIlEITaTa Ha KOjuMa
je muceprarija 6asupana. Hedwunuimje u TBphema cy caritacHa KOHCTPYKITHjaMa
omcanuMm y [22]. Yuranar koju je 106po ynosHat ca reopujom Kombunatopre
reoMeTpuje Wik TomosoIke kKoMOuHATOpUKe Moske aa mpehe Ha Ilornasibe 2.

1.1 T'eomeTpujckM CUMIIIUJATHHA KOMILIEKCH

CuMnMIMjaTHu KOMITICKCH ITPE/ICTaBIha]y KAHOHUYHY Be3y n3Mehy reomer-
puje 1 komOunatopuke. KommakTHu Tomosonku nornpocropu Eyknuackor
npoctopa R"™ mMory ma Oyny mpenacTaBibeHH XOMeOMOP(GHUM OOjeKTUMa Koje
HA3MBAMO F€OMETPH)CKU CUMILTULIU]ATTHA KOMILIEKCH OJTHOCHO FbUXOBUM MOIU-
enpuma. CUMIUIHIIMjAITHEe KOMITIeKce (hopMupa (haMIIija TEOMETPHJCKUX CHM-
IJIeKCa KOjU y pa3IMuUTUM JUMEH3UjaMa TIPEACTaBIbajy TauKe, CErMEHTE, TPOY-
TJIOBE, TETPAC/IPE UT/I.

Hedununuja 1.1. I'eomeilipujcku cumiliekc o4 je KOHBEKCHU OMOMAY KOHAYHOZ,
aghuno neszasucnoZ cxyia A upocimopa R"™. Tauxe ckyia A nasusamo eépxosu
cumiinexca o 4. Humensuja cumiinexca oy je dimoy = |A| — 1. Konsexcne
omoitiaye TOTCKYHosa ckyila A nazueamo ciupane CumMiiekca o 4.

I"'eoMeTpHjCKM CUMIUIEKCH Cy KOHBEKCHU M KOMITAKTHU TOTIOJIOIIKU TIPOC-
topu. HbuxoBum cnajamem 100HjaMO CIOXKEHUjE 00JEKTE T3B. CUMIUIUIIUjATHE
KOMIUTEKCe IMOITYjyhn HEKOTUKO jeMHOCTABHUX ITpaBUIIa.

Hedpunnmmja 1.2. @amunuja cuminexca A = {oa,,...,04,} je 2eomeiupujcru
CUMTLIUYUATHY KOMILIEKC aKo 3agosomasa ciegehia gea yciosa:

(1) 3a ceaxo 04, € A uceaxo B C A; sanmcuop € A.
(2) 3a Apoussosmie o, 04, € A 6adicu 04, N 04, = TanA;-

Toiorowxu wpocitop ||Al| = Uf:o 0 A, HA3UBAMO douegap Komiiekca /.
Humensuja komitnexca A je dim A = max{dim o4, Lz =0,...,k}.
Temenuma komiinexca A nasusamo ckyii V(A) = J;_, As.

[TpumeTuMo Aa CBaKU CUMIUTULMJATTHU KOMIUIEKC MOpa /1a CaapKu IMpa3aH
cuMIuieke og = (). AKO CUMIUIMIMjAIHA KOMIUIEKC CAApKH CaMO Mpa3aH CUM-
IUTeKC, KaKeMo J1a je meroBa auMeH3dja —1. CHUMIUTHIUjATHA KOMIUTEKC A
YUjU je Moaueaap XoMeoMopdaH TPOMOIOIIKOM MPOCTOPY X HA3UBAMO TpUAH-
rynanuja mpocropa X. Mxocaenpanna Tpuanrynaiuja chepe S? je mpukaszana
Ha Qurypu 1.



MHora TOIOJIONIKAa CBOJCTBA IOJWeAapa, IOIyT IMoBe3aHocTH, Ojmepose
KapaKTePUCTUKE, XOMOJIOTH]e, KO-XOMOJIOTH]E Cy YITOTIYHOCTH ofpeheHa KoM-
OMHATOPHUM CBOjCTBUMA CUMIIITH]ATHUX KOMITIEKca Koju ux hopmupajy. Kako
KOMOMHATOPHE TEXHHUKE UMa]y BPJIO Pa3BHjeH MaTEMATHUKH arlapaT KOjHu yIiiaB-
HOM MOXE J1a ce UCIporpaMupa Ha BehHHHM MporpaMcKux jesuka, Tpuaryaimje
mpocTopa oMoryhaBajy aHaJIu3y TOITOJIOIIKKX ITPOCTOpa MoMohy pauyHapa mrTo
BUIIIECTPYKO OJIAKIIaBa (OPMUPALE, TECTUPATHE & HEKAa M TOKa3 MHOTUX TBP-
hHema.

1.2 AncTpakTHM CHUMILUIIMJaJTHU KOMILIEKCH

MuorobpojHe TEOMETPUjCKe KOHCTPYKIIM]EC HAJl CUMIUIIHN]aTHUM KOMILICK-
CcUMa OJJHOCHO HbUXOBUM TOUEAPUMA MOTY J1a ce 3aMeHe KOMOUHATOPHUM KOH-
CTpyKLIMjamMa HaJ HBUXOBUM TeMeHuMa. OTyaa, paau jeAHOCTABHHUje KOMOWHA-
TOpHUKe, yMecTo Tadaka EyKIHICKUX MpocTopa, Kao BPXOBE CUMILTUIIU]ATHOT
KOMIIJIEKCA MOKEMO J1a KOPUCTUMO €IEMEHTE KOHAUHUX CKynoBa 0e3 ryObema
KOMOMHATOPHUX WHBAPHjAHTH TONA3HOT MPOCTOpa. Y TY CBPXY, YBOJUMO KOH-
LENT anCTPaKTHOT CUMITIUIIN]ATHOT KOMITJIEKCA.

Hedununuja 1.3. Aidcipakiviny cumianuyujaiiu Komiiekce Hag ckyiiom epxoea V-
je apoussomna amunuja ckyiosa K C 2V koja 3agosomasa ycnos: axo cxyi A
apuiaga kominexcy K, waga u ceaxu wowickyi cxyia A dpuiiaga komiinexcy K.
Cryitose A € K naszusamo (aiiciipaxitinu) cumitiexcu gumensuje dim A = |A|— 1.
Jumensuja komiinexca K jeguaxa je Maxcumaninoj gumeH3uju iec08ux CUMIlIeKcd.

Ckyn BpxoBa V' hemo 1a 30BeMO M KOMOMHATOPHU aMOHWJEHT WIIM MTPOCTO
aMOujeHT komruiekca K. HamoMumeMo J1a CUMITICKCH CUMIUIUIT]ATHOT KOM-
TIeKca He Mopajy 1a cagpke CBe BpXoBe amoOujeHTa V.

Ha mpumep, cBaku I'eOMETPUjCKH CHUMILIHIM]aTHH KOoMIUIeke A ca damu-
TujoM cuMmInIekca {0 4,, . .., 04, } onpebhyje jenaH ancTpakTHU CHMILTULIN]aTHI
komruteke K = {Ao, ..., Ax} y ambujenty V (A).

Cumrutekce KoMmIniekca K KOju HICY CTpaHe HU jeTHOT APYTOT BerOBOT CHM-
IUICKCA HA3MBAMO TJIABHU CUMIUICKCH. [JIABHM CUMILIEKCH MOTY Jid C€ MOCMa-
TPajy K40 MAKCUMAITHI CUMITICKCH KOMITIeKca Ky OTHOCY Ha PeNalijy HHKITy3-
uje. Ako je GI(K) damunuja rmaBHUX CUMITIEKca KoMIUTekca K, Taja je:

K= U 24,

AEGI(K)

HNepunnmuja 1.4, Hexa cy K C 2V u L C 2V cumiinuyujannu komiinexcu. Ipec-
aukasarve ™ 1 V. — W je cumitnuyujanno tipeciruxasarve kominekca K u L axo
cumiinexce komiiiexca K apecnukasa y cumiinecxke xomiinexca L.



Cumiinuyujanno fpeciuxasarve m : K — L koje je 6ujekyuja iwiaxeo ga je m "

cuMﬁJzuuujaﬂHo ce Hasusa I/l3‘0]l/l0quu3aﬂ/l uiau KOM6MHCIWO]?HCI ekeueaﬂeHuuja. Ako
0B8AKBO UPECCIUKABAFLE L_IOCWOju, Kasicemo ga cy KoOMiiekcu KulL MSOMO]QQbHu uiau
KOM6uHam0pH0 eKBUBANICHIUHU.

ExBuBanueTHo, 6ujexruja 7 : V. — W je msomopduzam kommiaexca K C 2V
u L C 2" axko
(VACV)Ae K< n(A) e L.

VY ciydajy TeMeTpUjCKUX CHUMIUTHIMJATHUX KomIutekca Ay U Ay OJHOCHO
oaroBapajyhux amcTpakTHUX KoMImiekca K u Ko, CHMITTUIIM]ATHO TTPECITUKA-
Babe 7 : V(A1) — V(As) uHAyKyje HETPEKUIHO TPECTUKABALE [, MOJHEIPA
||A1]] y momuenap ||Az|| koje uyBa GapurieHTpuYHe KOOpAUHATE Tauaka. JIako
ce IoKasyje /1a je [ HEIPEeKUIHO a aKo je T KOMOMHATOpHA EKBUBAIICHIIH]A, Ta/1a
je fr XoMeoMopduzam.

AXo je arcTpakTHU CHUMILTHIIMjaTHU KOMITIEKC K KOMOHMHATOPHO €KBHBA-
JIEHTAaH TEOMETPHJCKOM CHUMILTUIIHjATHOM KOMIUTEKCY A, Taaa Mmoiuenap KoM-
wiekca K, y osnarm || K ||, nepunumemo kao ||A||. Ha mpumep, nponsBosbaH
ckyn A kapauHATHOCTH k oapelyje jelaH ancTpakKTHU CUMITIIIM]aTHH KOMITIICKC
A4 = 24 y aMbujeHTy A KOjU IIpeicTaBIba TPHAHTYIAL]Y T€OMETPH]CKOT CUM-
wiekca o4 = ||A4|| unja je aumensuja k — 1. Ckyn A takobe ompehyje komruiekce
OA 4 = 24\ {A}, MunumanHy TpuaHnTynanujy chepe y ambujeHTy A mumeHsuje
k— 2.

Jakne, koMOMHaTOpHA Knacu(ukanuja CAMITTAITNjaTHUX KOMITIEKCca 00¢e3-
ochyje Tomonomky KiracuduKaImjy lUXOBUX TEOMETPU]CKUX peanu3anuja. Me-
hyTuM, MMocToje pa3IuuuTe TPUAHTYJIAIM]e UCTOT TOIOJOIIKOT MPOCTOpa Koje
HUCY KOMOMHATOpHO ekBuUBalieHTHe. Otyga, na 6M KOMOMHATOpHA KJacH-
(bukanuja Ouna TOMONOIIKKA BEPOAOCTOJHA, TOTPEOHO je KOHCTPYUCATH jEAMH-
CTBCHE TPUAHTYJAIM]jE JATUX TOTMOJIONIKHIX MPOCTOPa ¢a MUHUMAITHUM OpojemM
TEMCHA.

Caga HaBOOUMO HEKOJIHUKO KOM6I/IHaTOpHI/IX aJIaTK1 3a JIOKAJIHY dHaJInu3y
CI/IMHJ'II/II_[I/Ij AJIHUX KOMIIJIICKCA.

Hepunnmuja 1.5. Hexa je K C 2V cuminuyujannu xomiinexe u A C 'V dipousso-
/baH CUMIINEKC.

e 3eesga cumiinexca A, y o3Hayu st(A) ipeqgciiias/ba CKYil C8UX CUMILIEKCcA KOM-
inexca K kojuma je cumiinexc A citipana.

o Oxonuna cumitnexca A je ckyii Nh(A) ={B € K| BC F,F € st(A)}.
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o Jlunk cumiinexca A, y osnayu Lk(A) je doimickyi ¢pamunuje Nh(A) xoZa uune
COU CUMITIEKCU KOJU He cagpaice cumiliexc A.

IMpumerumo jia st(A) Huje cuMIMIMjanHu KoMIuieke kana je A # () u na
OKOJIMHA cuMILIekca A mpecTaBba HajMamby IIOTKOMIUIEKC KOMIUIeKca K Koju
canpxu st(A). Jlako ce mokasyje aa je Lk(A) motkomiuiexc komiutekca K u fa
je Nh(A) \ st(A) = Lk(A). ITpumep 3Be3/1e, OKOIMHE 1 JIMHKA CUMILIEKCA je 1aT
Ha Purypu 1.

@durypa 1: 3Be3aa u TMHK TeMEHa UKocaeapa.

CUMIUTHIIMjaITHA KOMITIIeKe Ky 0HOCY Ha MHKITY3Ujy (hopMHUpa jelaH map-
nujanHo ypehen ckyn. Otyna, CBAKOM CHMITIHIIM]ATHOM KOMIUIEKCY MOXKEMO
Jla JIOJICTMMO TIOCET CTPaHMIla IITO HaM oMoryhaBa joIIl jejiaH allaT 3a lbUXOBY
anammsy. TTocer pammmmie 21° je npukasan Ha ®urypn 2.

{1,2,3,4,5}

0

®urypa 2: Tlocer pamumuje 2.

Hepunumuja 1.6. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumanuyujannu xomiinexcu. Cum-
iwnuyujannu komiineke K « L = {AUB | A € K, B € L} nasusamo ciiajaroe (en.
join) komiinekca K u L.
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Cumrumuiiijanau Komruteke K« L uma amoujerT V U W a merosa quMeH3uja
jedim K +dim L — 1. Axo cy amOujentu V u W DUCjyHKTHH, YMECTO AWC-
JYHKTHE yHU]E, Y ACPUHUIIA]U CTIajarba MOXKEMO J1d KOPUCTUMO KJIACUYHY YHU]Y
CUMILIEKCA.

Mpumep 1.1. Cummunujanan komrieke Ay = 2V Moxe 1a ce TpeicTaBu Kao
cnajame A 4 x A 4c 3a mpon3BosbaH cuMiuiekc A C V. JIOBOJBHO je 1a MPUMETUMO

maje A axA e € Ay 1 aanmpou3BoJbaH cUMILIEKe B € Ay Moxe 1a ce IpeAcTaBr
kao yuja (BN A)U (BN A°).

3a xommiekce K1 u Ky, cuMmmuujaanu KoMmruieke K * Ko mpeacraBba
TPHAHTYJIAIN]Y TCOMETPHJCKOT ClIajatha TOMONOIOIMKUX poctopa || Ky || u || K|
(yHHWja cerMeHaTa Koju crajajy Tauke mpocropa ||K|| ca taukama mpocrtopa
| K2|]). Akoje||K:|| € R™ u || Ks|| € R%, nonuenap criajama komruiekca K u
K ce nobuja tako mro ce || K || emectu y dp + 1 quMeH3HOHATIHY paBaH IpOCTOpa
R%+42+2 3 monuenap || Ks|| cMemTaMo y HeH OpTOTOHATHH KOMIUIEMEHT KOjH
je numensuje do + 1 Tako na ce monueapu || Ky || u || K3|| ve cexy. Tana, jeana
TeOMETPH]CKa peann3anuja crajama K * Ko je cKym:

(K] [ Kol = {tar + (1 = t)aa | 21 € [|KA], 22 € || K], ¢ € [0, 1]}

Hrepaumjom mporeca cnajama MOXE Ja ce ACPUHUINE Clajarbe KOHAUHE
(hamunmje cuMIIUIIMjaTHUX KoMruiekea K, ..., K, y amOoujentuma Vi, ..., V,
penoMm. Pesynrtar je cumrumMijamHu KoMmrmieke Kq x --- x K, y amOujeHTy
Vil--- UV, ca pamumujom cumrurekca {A; U --- U A, | A; € K;,i € [n]}.
[MpumeTumo n1a je crajarmbe CUMILTULNJATHUX KOMIUIEKCa Y TUCJYHKTHUM aMOu-
JeHTUMa KOMyTaTHBHA U aCOIMjaTUBHA OTlepalnja.

ITpumep 1.2. Heka je K C 2" npousBosbaH CUMITIUIIN]aTHI KOMITIEKC U HeKa je
Agyy = 2} Tpuanrymanmja Tauke, Tama K * Ay} TIPEJCTaBba TPUAHTYIALU]Y
TOTOJIOITKOT TTPOCTOPa KOjU Ha3uBaMo KoHyc komruiekca Ky oznamm CK.

[Ipou3BoObaH CUMILTHIIMjATHE KOMIUTEKC A 4 y ambujerty A = {vy, ... v;}
MOJKe [ ce MPEACTAaBU Kao crajame A,y * -« x Ay, 1.

Axoje |V|=n+2udAy =2V \ {V} MuHUMAaTHA TpUAHTYNALIM]ja 1 — W~
Mensuonanse cepe y amoujenty V, cnajame OAy * Ay, Ka0 KOHyc Hall chepom
JUMEH3H]e 1, TIPE/ICTaBIba TPUAHT YA}y AUCKa JuMen3uje n+ 1. Tana, cnajame
komrutekca OAy u Ay, e je A = {vy, ..., v}, MOXe J1a ce TIPEACTABU ca

aAV * A{vl} Xoeee K A{vk}

3060r 4COIMjaTUBHOCTH OMEpaAIje Criajamba, KoMIieke Ay * A4 MOXEMO J1a
BUMMO K40 Y34CTOIMHU KOHYC HaJ JAUCKOM juMensuje n. OTyaa, KOMITIEKC
0Ay * A 4 mIpefcTaB/ba TPHAHTYIALN]Y AUCKA TUMEH3HjE 1 + K.
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Ipumep 1.3. Tenepanusanuja okTaenpa, KpeT nmoauTor )" ' mpencrasiba TpH-
aurynanujy n — 1 qumensuonanue chepe y ambujenty V = {£1,... ,£tn} ca
cummekcuma {A C V' | —AN A = 0}. Mehyrum, O™ moxkemo na Bugumo u
Kao cmajame OA[_j 1y * --- * A, 1. Kako reomerpujcka peaausanyja cra-
jama He 3aBUCH OJ] TPUAHTYIAIIMje KOMIUIEKCa, 3a TIPOU3BObAH CUMILIUIIUjATHH
KOMIUTeKC K M NPOU3BOJBHY TPHAHTYNIALM]y cepe QuMensdje n — 1y o3HaIM
S™—! pasku:

K 87| = (K« 18 = 1 (107

~ K| * |[0A1-11y % - % OA Ly || =K % [|OA 1y || * - # [[0AZnmy ]

Io3HaTo je 1a TECOMETPHICKO Crajare TOTOJIONIKOT TpocTopa X U chepe
SO npencrasiba cycnensujy mpoctopa X. Tako 3akibyuyjeMo J1a je CUMITINIIN-
jamHu xommneke K * S"~! TpuaHrymanmja n—TocTpyke cycleHsHje MpocTopa
|| K||. Cnenjanno, cnajameM Tpuanrynanuja chepa SU u S% gobujamo Tpuan-
ryaammjy cepe gumensuje d; + do + 1.

OBJte HABOIUMO JOIII JeIHY BapHjaHTY Cllajakha CUMILTUALIN]ATHUX KOMILTeKca
KOja TIpeIcTaBJba PeAyKOBAHY BaApUjaHTy CTAHIAPIHOT CIajamba.

Hepuanumja 1.7. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumanuyujannu xomiinexcu. Cum-
anuyujannu kominexc { AUB | A € K, B € L, ANB = 0} nasusamo qucjynxiino
cilajarwe (ené. deleted join) cumitnuyujannux kominexca K u L y osnayu K s L.

Kommneke K #a L je TOTKOMIUIEKC CUMILTULIUJATTHOT KoMILtekea K * L xoju
cagpku KomIuiekce nzomopdue komrnekeuma K u L. Tlpu Tom, ako cy amOu-
jeut V u W IHUCjyHKTHH, TUCJYHKTHO CIajalbe CUMIUIMIN]ITHUX KOMILUIEKCA CEe
CBOJIM Ha CTAaHJIAP/HO Clajame. [IpuMep craHmapAHOT U JINC]YHKTHOT Criajarmba
CUMTUTMITM]ATHUX KOMTIUIeKca je naT Ha durypwu 3.

% %
f
/

{3 | '\__ f -~
]. \‘:’7‘““““"‘"“ I 2
{'J | | .
] 1

®urypa 3: Kommneken K + K n K xp K 3a K = A,

1
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Jema 1.1. Heka cy K;, L; C 2", i € [n] cumiinuyujarnu xominexcu maxeu ga cy
ambujeniaiu Vi, . . ., V,, qucjyuximnu. Taga,

(KI*KQ**Kn)*A(Ll*LQ**Ln)
:(Kl XA Ll)*(KQ XA LQ)*”’*(Kn XA Ln)

Joka3: CuMIUTEKCM KOMILIEKCa ca JIeBe€ CTpaHe JeTHAKOCTH CYy OOJIMKa
F = (A1UA2U"'UAn)U(BlLJBQU"'UBn) rne A; € K;u B; € L;
Tako ja je (A U A U---UA,)N(BUByU---UB,) = (). 360r 1¥CjyHKTHOCTH
ambujenara V;, MPeTXOIHO je EKBUBAIIEHTHO YCIoBy aa je A; N B; = () oqHocHo
ma A; U B; € K; xa L;. Otyna, cuMmiieke F' Moe 1a ce IIpeIcTaBu Kao yYHHUja
(AyUB)U (AU Bo)U---U(A,UB,) toeje A; U B; € K; %xa L; a oBo ¢y
yIIpaBO CUMITIIEKCH KOMIUIEKca ca JeCHe CTpaHe jeTHAKOCTH. [
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2  AyTo-ayajHH CHMINIMIIA|ATHH KOMILIEKCH

Y OBOM 07IeJbKY JajeMO KapaKTepHu3alljy U OCHOBHE OCOOMHE IoceOHe Kitace
CUMIUTMITUjATHUX KoMmITiekca. Jlepunumuje, TBphema v JOKa3Hu Cy TIPey3eTH U3
KAHOHCKOT YIIOCHUKA TOTONONIKE KOMOMHATOPHKE [22].

2.1 AuekcanaepoBa 1yaJHOCT

IMpou3sBobaH ancTPakHu cuMITTHIMjamHu kommieke K C 2V nemun mapru-
TUBHM CKyII CKyma V' Koju o3HayaBaMmo ca 2V Ha JUCjyHKTHe IOTCKynose K u
2V'\ K. Kaxko cy cKynoBu KoMIUlekca K MHBApHjaHTHH y OTHOCY Ha ITIOTCKYIIOBE,
ckynosu pamunuje 2\ K cy MHBapujaHTHH Y OJJHOCY HA HATCKYIIOBE Tj. HATCKYII
npousBosbHOr cummiekca gamunuje 2V \ K Takohe Mopa j1a na 6y/e caapxkaH y
2V \ K. Oryna, kommiaemenTtu cumrnekca pamumuije 2\ K dpopmupajy noceban
CUMILTULIM]ATTHA KOMILIEKC.

Nedpunuuuja 2.1. Anexcangepos gyan (unu Gpocitio gyan) CumMiuyujaiios Kom-
inexca K C 2V Je cumilnuyujanrnu komiinexke K C 2V gaiit ca:

K={V\A|A¢K}.

Kako ce y mucepranuju Kopucte AJICKCAHJCPOBU Jyalmu KoMmimiekca Ky
pa3nuUIUTUM aMOujeHTUMa, AJIeKCaHAepOB Myan komruiekca K y amoujenty V
o3HagaBahemo ca KV

Jdema 2.1. Heka cy K, L C 2V cumiinuyujannu kominexcu.

° AKOjeKQLmagajezglA(.

° (IA( ) =K.
Hokas: Akoje K C L Tanaje 2V\ L C 2V \ K. Otyna, axo A € 2V'\ L onnocHo
V\ A€ L rtoummmmpa ga A € 2V \ K omsocno V \ A € K.

3a npyro TBpheme, JOBOJBHO je Ja NMPUMETHMO Ja CHMIUIEKC A mpumana

KOMIUIEKCY (IA( ) akko V \ A ¢ K 1TO je cKBUBATHETHO YCIOBY Jd CHMILICKC
V\ (V\ A) = Anpunana koMmrurekcy K. N

IMpumep 2.1. Heka je ([Z]) 1B. (k — 1)-ckenmer kommuekca Ay, = 2" onHOCHO
Hajsehn moTkomIiexe komiuiekca Ay, aumensuje k — 1. Tana, nmo Jebunumju
2.1, meroB AnleKCaHIEpOB Ayat y aMOujeHTy [n] je:

@) Nl B =l sa-k-n = ),
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®urypa 4: Kommeke (') 1 meros Anekcansepos yan.

HNaxie, nyan (k — 1)-ciekera kommekca A, je Beros (n — k — 2) —ckeneT
Kao MTO je minycrpoBano Ha Gurypu 4.

Crienpjanto, ako mocMaTpamo mpasan komrueke {0} = ([g]), FbCTOB JIyall
y ambujenry [n] je (n[:‘]l) = 2"\ {[n]} = 0A}, a oBaj KOMIUTEKC MpencTaBiba

TpuaHrynanujy cepe gumensuje n — 2.

AnexcaH/IepoB Jlyal CUMIUTMIMJAIHUX KOMIUIEKCA MOJXKE /[ TOJeIHOCTABU
HETOBY KOMOMHATOPHY KIaCH(UKAIIH]Y.

Jlema 2.2. Komiinexcu K C 2V u L C 2V ¢y uzomopduu axxo cy mwuxosu
Anexcangeposu gyanu KV u LV uzomoppnu.

Hoxka3: Heka je 7 : V' — W m3oMmopduszam xommekca K u L. Tama, cuMIuiekc
A C W ne npunaja komruiekey K akko cumiiieke 7(A) He mpumaia KOMILUIEKCY
L. Oryna, cumruteke V' \ A mpumajia K" akko 7(V\A) =W\ n(A) npumana
xommiexey LV . O

ITo Hdedununuju 2.1, ako cuMIumaijaaTau komiuieke K C 2V uma k cum-
Ilekca, meroB AmnexcanmepoB nyan mma 2!V — k cummmekca. Otyma, axo
jek < 2Vl —k OJIHOCHO k < 2IVI=1 xomGunaTtopna kracudukanmja Anek-
caHJIepoBoT ayana K je jemHoCcTaBHM]a 0] KOMOMHATOPHE KiIacu(pUKaAIH]e KOM-
mrekca K.

OBae HABOJUMO BPJIO 3HAaUajHy KOMOUHATOPHY KOHCTPYLHU]Y KOJY TOAEIbY-
JEMO CBAKOM CUMILTUIIMjATTHOM KOMIUIEKCY moMohy meroBor AJeKcaHIepOoBOT
Jyana.

Hedmnnunuja 2.2. Hexa je K cumiinuyujannu komiinexc y ambujentiiy V. Taga,
gucjyuximino ciiajaree komiinekca K u mwe20602 Anexcangeposos gyana Hazusamo
Bueposa cpepa komnexca K y osnayu Bier(K).
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Teopema 2.1. Axoje K C 2V cumiinuyujannu xomiinexc u |V | = n, @waga Bier(K)
apegcitiasva WpUanzyiayujy cepe gumensuje n — 2.

Joka3s: CBaky CUMITTMIMjATHA KOMIIIEKC MOKe J1a ce 1o0uje o1 komriekca {0}
CYKILIECUBHUM JIOAIaBaeM CHUMILIeKca ypeheHux pactyhe mo aumensuju. Kako
je Ha OCHOBY H/pEMepa 2.1 xomruteke Bier({(}) 3ampaBo QMCjYHKTHO criajarmbe
{0} %A {0} = {0} =2V \ {V} = OAy, 3axibydyjeMo 1a OBaj KOMILIEKC MPe/l-
cTaBJba TpuaHrynauujy chepe S™ 2. Otyna, na 61 [okas3aiu TBphembe, J0BOJLHO
je ma w3 mpernocraske ja je Bier(K) Tpuanrynanuja chepea A € 2V \ K cum-
IEKC Yuje ¢y cTpane cajapxkane y K, joxaxkemo ja je u Bier(K U {A}) takohe
TpuaHTyIanuja chepe.

Heka je Bier(K) Tpuanrynanmja cdhepe S™ 2 n A MUHMMAJTHU He-CHMILTEKC.
Kaxo ce xomrurekec K u K U/{é} pa3uKyjy caMo 3a cumiiiekc A, mo Jedunu-

muju 2.1, KOMITIEKC KuKU {A} ce pasnukyjy camo 3a cumruiekc A°. OTyna,
KU{A} =K\ {A°}.
Cana, ako moTpaxxuMo buepoBy cepy HOBOT KOoMITIEKCa JOOHjaMo:

Bier(K U {A}) = (K U{A}) xa (K \ {A7})
= (K#xaK)\{BUA®| B € K, BNA° = 0}U{AUB | B € K,ANB = 0, B # A°}

Hakie, xommieke Bier(K U {A}) je nobujen ox Bier(K) w3banmsamem
damunuje cummiekca Ly = {B U A° | B C A} a motom qonaBameM paMuije
Ly = {AUB | B C A°}. Taga, MUHUMAJIHHU IOTKOMILIEKC KoMmiutekca Bier(K)
xoju campxu Ly je K = (24\ {A}) * 24° = A4 x A 4e. Takohe, MUHUMATHH
notkommiekce bBuepode chepe Bier( KU{ A}) koju caapxu pamuiinjy cCuMILIEKca
L2 je KQ = 2A * (2Ac \ {AC}) = AA x 8AAC.

ITo ITpumepy 1.2, kommieken K n Ky mpeacTaBibajy TpUAHTYIIAIN]E TUCKA
mumensuje |A| —2+]A°| = |A|—2+n—|A| = n—2. IbuxoB mpecek je KOMILTEKC
(24\ {A}) * (24°\ {4°}) = A4 * OA s koju 1o Ipumepy 1.3 npencrasba
TpUaHrynanujy chepe gumesuje n — 3.

Hakie, kommuieke Bier(K U {A}) je mobujen o komruiekca Bier(K) ckia-
halheM YHYTPAIILOCTH JIUCKa K| U J[oJaBambeM Jucka Ky 10 UCTOj TPAHMIIH.
Kako je mo mpernocrasiu Bier(K) Tpuanrynanuja chepe TuUMeH3Uje n — 2,
cumruujantHu komieke Bier(K U {A}) je Takohe Tpuanrymamnuja chepe mu-
MeH3Hje n — 2.

OBo KOMILIETUPA JIOKA3. 0

VY noka3zy Teopeme 2.1, mpUMeTHUIN CMO Ja TOAaBakhe CUMILIEKCa KOMILTIEKCY
K wuHaykyje pe-TpuaHrymanujy jemsor mucka Ha chepu Bier(K). Omepa-
nuje moMohy KOjuX ce O jeJIHE TpUaHTyJalvje mpocTopa Jo0uja apyra pe-
TPUAHTYIAIIMjOM HEKOT TIOTKOMITIICKCA Ce HA3UBAjy OucilieiapHum ofiepayujama.
[Tpumep buepose chepe cuMILTHITMjaTHOT KOMILTEKCa je 1aT Ha Purypu 5.
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durypa 5: Bueposa chepa xommekca (7)) y ambujenTy [4].

2.2 KomOuHaTopHa AJlekcaHIepoBa AyaJaHOCT

VY 0BOM IOIIABJbY JajeMO IIIaBHY TEOPEMY KOja OIpaBAaBa TEPMHUH ,,AJEK-
caHenoB ayan . Y TBphemHMa ce KOPUCTE KOHLENTH PENYKOBAaHE XOMOJIOTH]E
U KO-XOMOIIOTH]e 3a LIeNoOpOjHUM KepUIMjeHTUMA. Paau KOMIUIETHOT yBUA Y
matepujy Anrebapeke TOTOIOTH]E, YUUTAOILY ce Tipernopyuyjy [13] umu [24].

Kiracnuna AsekcaHaepoBa AyaTHOCT IPEACTaBlba Be3y pelyKOBaHE KOXO-
MOJIOTHj€ KOMITAKTHOT, JTOKATHO KOHTPAKTHOHWITHOT TOIOJIONIKOT IpocTopa X
KOju je cajpxaH y chepu S™ ¥ pejlyKOBaHE XOMOJIOTH]E IErOBOI KOMIUIEMEHTA
S™\ X (Buzmertu [13], TTornasibe 3.3).

Kao mro cmo Bugenu y Teopemu 2.1, CUMIUTMITHjaTHU KOMILIEKC Y aMOU-
JEHTY KapIUHATHOCTU N U FbeTOB AJIEKCAaHIEPOB yaT MOTY 3TOTHO JIa ce CMecTe
y buepoBy chepy mumensuje n — 2. Heka je T’ TOMOOMIKK TIPOCTOP KOJU TIpe/-
CTaBJba KOMITIEMEHT TeoMeTpHjcke peanusaruje bruepose chepe Bier (K ) u mot-
IpoOCcOTOpa Koju oarosapa notkomrurekcy K C Bier(K). Kako je cBaku cum-
mHnpjatHn Komivteke K C 21", omHocHO meros mommenap, TokanHo KOHTpAK-
TUOWIaH TPOCTOP, KIacH4YHa AJlEKCaHIepoBa IyalHOCT 0be36ehyje penauujy
H;(T) ~ H" 374 K). Kao mro hemo yckopo Ja BuiuMo, npoctop 1’y IpeTxoji-
HOJ pemaIuji MOXKe Jia Ce 3aMCHHU CUMITIUIIN]aTHUM KOMITJICKCOM K.

Heka je K cummuimjanau xoMmiuieke y ambujerty V' rae je |V| = n xoju
cajipu cBUX n TeMeHa. OH Moxe 1a ce nobuje o komruiekca Ag = {0} nona-
BarbeM cuMIniekca A, . .., Ay ypehenux pacryhe mo qumensuju. Tako qobujamo
HU3 CUMIUTHITN]ATHIX KOMITICKCA:

(21) A@:K()CKlC"'CKk_lCKk:K

Takeux 1a je K; \ K;—1 = {A;} 3acBe i € [k]. Ako cajga IpIMEHUMO OTIEPATOP
nyarHocTd Ha Hu3 (2.1), kopuctehu Jlemy 2.1 u Hebununmjy 2.1 nobujamo HU3
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AHeKCﬁHHepOBI/IX Ayala:
(2.2) N=KooK > >K DKy =K

ca ocobunom na je K; \ K;_ 1 = {A¢} 3acei € [k]. lakie, komruieke K Moxke
ma ce mobuje on kommiekca Ay = 2V \ {V} omysumameM penoM cuMILIeKca
AS, AL

IMouetak HU3a (2.1) je CUMIUTMLIMjATHA KOMILTEKC Ay, ToK HU3 (2.2) MOUnmbe
tpuanrynamjom cdepe 2V \ {V} = 0Ay aumensuje n — 2.

IpumeTumo na 360t nedunrcanor ypehema cuMIniekca KoMmriekca /<, cum-
wieken Ay, . .., Ay, IPENCTaBbajy BPXOBe a HUXOBU KoMruieMeHTH A, ..., AS
cy cuMmIuiekcn qumensuje n — 2. Tana, kommteke Ky = {0, A} je Tpuanry-
Tammja Tauke a Kommaeke K = 0Ay \ {AS} npencrasba Tpuanrynanujy chepe
JIMMCH3H]E N — 2 KOJO] j€ O/Ty3eTa yHYTPAIIEHOCT JIMCKA JIMMCH3H]E 1 — 2 OJTHOCHO
K je TpuaHTynanuja KOHTPAKTUOWIHOT MPOCTOPA.

AHAJOTHUM MOCTYIIKOM MOKEMO [ 3aKJbYUHMO J1a 34 CBE i € [N, KOMILTEKC
K; npencrasiba TpUaHryaanujy ckyma of ¢ tadaka 1ok K; = 0Ay \{A§, ..., A5}
Mpe/CTaBIba TPUAHTYIANN]Y 1 — 2-TMMEH3UOHATHE c(hepe K0joj je 0/1y3€eTO ¢ JTuc-
JYHKTHHX YHYTPAIIFbOCTH JUCKOBA JUMEH3Hje 1 — 2 & OBaj TOTIOJIOIIKH IIPOCTOP
Jj& XOMOTOTIICKY €KBHBaJICHTaH KIMHACTO] cyMHu (OykeTy) ¢ — 1 chepa numeHsuje
n— 3.

Otyna, pemykoBaHe XOMOIIOITKe U KOXOMOJIO TpyTe TpyIme mpocropa K u
K cy TpuBmjanue ok 3a ¢ = 2,...,n UMaMo Jia je

0, 7>0,

~ —~

H;(K;) =~ H" (K,

) =4 il
Pz, j=0.
1=1
Ha oBaj HaunH 3akibyuyjeMo Aa Cy peyKOBaHE KOXOMOJIOIIKE TPYITe TIPBUX
n wiaHoBa HU3a (2.2) n3oMopdHe peIyKOBaHUM KOXOMOIIOIITKUM IpyIamMa OAro-

Bapajyhux nmpocropa T'. Jloka3syje ce a UCTO BaXXH U 3a OCTalle WIAHOBE HU3a
(2.1) omHOCHO 11a BaXxu TBpheme:

Teopema 2.2. (Komounaitiopna Anexcangeposa gyannocin) Heka je K cumiiiuyu-
Jannu komitnexc y amoujeniay V 2ge je |V| = n. Taga, 3a cée i = 0, ..., dim K
8adcu:

H(K) = H"*(K).

OsBa Teopema ce TIpBH TIyT mojaBwia y [29]. KowmrieTan u TpaHcmapeHTaH
JI0Ka3 OBOT TBphema Moxke j1a ce mornena y [3].
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JlakIe, MOXeMO J1a 3aKJbYUYHUMO JIa TPOCTOPU KuT UMajy ,,ACTU XOMOJIOIIKH
U OTHOCHO JIa AJIEKCAH/IEPOB JIyasl KOMIUIEKCa K MOXKE y M3BECHOM CMUCITY J1d
CE TOCMATPA K40 JI0BOJLHO J1006ap KOMOMHATOPHH MOJIEN H>eTOBOT KOMILIEMEHTA
yHyTap Buepose chepe Bier(K). Mehyrum, K He Mopa aa Oyzie TpUaHTyIanuja
npoctopa 1.

2.3 yaana knacudukanuja CMMIUIIMAJTHAX KOMILIEKCa

CumnmumjanHu Kommieke Ky amOujeHTy V' uma AnieKcanjiepos jiyan y uc-
ToM amOujeHTy. OTyma, koMrmiekcu K n K mocMaTpaHu Kao paMuImje CKyrmosa
MOTY J1a Ce YIIOPeJIe Y Y OMHOCY Ha peralujy ,,0uTH IIOTCKYIT IITO Ham oMoryhasa
KTacuprKalujy CUMIUTUIM]aTHUX KOMIUIEKca AaTOr aMmOujeTa koja he ga Oyme
0J1 BEJIMKOI 3Hauaja y OCTATKY JuUCepTaluje.

HNepunnmmja 2.3. Hexa je K C 2V cumitnuyujannu xomiinexc. Kascemo ga je
Komilnexe K:

o ilog-gyanan y amoujenitiy V ako je K C KY;
® nag-gyanan y amoujeniiy V ako je KV CK;
o ayitio-gyanan y amoujeniiiy V ako je K = KY;

o ipancuengenitian y amoujeniiy V axo K u KV HUcy yiopequeu y 0gHOCY Ha
UHKIIY3UJ).

damMuIHjy Moa-AyalTHUX CAMIUTHIIMjATHUX KOMIUIeKca y ambujeHty V' hemo
ma o3HaunMo ca SDV a (haMILHjy CBUX ayTO-IyaTHUX KOMIUIEKCA y aMOUjeHTY
V o3HauaBamo ca DY. Ha ocHosy Jleme 2.1, BUAMMO 14 je KOMIUTEKC K wan-
AdyanaH y aMOujeHTy V akko je meroB Anekcanmepos ayan K'Y mom-myamaH y
amOujenty V.

IIpumep 2.2. Kao mro cmo Beh Bugenu y Ilpumepy 2.1, AnekcaHaepoB ayan
KOMITTEKCa ([Z]) y ambujenty [n] je Kommmekc (nj;;Ll) Otyna, (y ambujenTy
[n]) xommexe () je mop-nyanam akko je 2k + 1 < n, Haj-myanan akko je
2k +1 > n, nayto-ayanan akko je 2k + 1 = n. CrnenjanHo, 3a k = 2 qodbujamo
CUMTUTAITA]ATHA KOMTIICKC ([g]) = K5, koMmrutetaH rpad ca 5 TeMeHa MpuKazaH
Ha Purypu 6.

AXo0 je 7aTH CUMITIUIIM]aJTHU KOMIUICKC TIO/-/TyallaH y JaToM aOWjeHTy, Ha
ocHOBY Jleme 2.1, CBU BeTrOBU MTOTKOMILTEKCH MOPajy Ja Oy Iy MOI-TyaTHH y UC-
ToM amOujeHTy. OBa, oricepBanuja, 3ajeqHo ca [Ipumepom 2.2, Ham omoryhasa
IyaJTHY KaTeTOpU3alldjy JaTOT KOMIUIeKca TOMONY HheroBe TUMeH3Hje.
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3 4

®durypa 6: Komrteran rpad K.

Tephewe 2.1. Cumitnuyujannu xomiinexe K gumensuje k je iog-gyanan y amou-
Jeniniy V 2ge je |V | = 2k + 3.

Z[mca3: Ilo IIPETIIOCTABIM, I''TaBHHU CUMITIICKCH KOMITIICKCA K CYy KapaAUuHAIHOCTH

k + 1 mwro 3HauM aa je KoMIuieke /' MOTKOMIUIEKC KOMIIEKCa (k‘il) Tana,
1%

ako Ha uHKIy3ujy K C ( ) MPUMEHNMO OIEPaTOp IYaTHOCTH, J0OUjamMo

k41
—V ~ ~
(kzl) C K" ana ocHoBy ITpumMepa 2.1 To ummunupa aa je (n_(k‘frl)_l) C K.

Kaxo je mo npetrnocrasiu 2k +3 < n gobujamo naje2k+3—k—2<n—k—2
1. gaje k +1 < n — k — 2. Tako 1o0njamo HU3 UHKIY3Hja

- - - .
K< <k+1) - (n—k—Q) c&
U

Cana HABOJIMMO BPIIO MPAKTUYHY TEOPEMY 3a MPOBEPY MOJ, HAJ U ayTo-
IYaTHOCTH CUMILTUIHjaTHUX KOMITJIEKCa.

Teopema 2.3. (Kpuitiepujym gyamnocimiu) Hexa je K C 2V cuminuyujannu kom-
inexc. Taga, y ambujenitiy V', komiinexc K je:

(1) dog-gyanan axko ne wocitioju cumiinexc A C 'V warae ga cumiinexcu Au'V \ A
dpuiiagajy kominexcy K;

(2) nag-gyanan axko ne tociwoju cumiinekc A C 'V imakas ga oba cumiinexca A u
V '\ A ne apuiiagajy K,

(3) ayitio-gyanan axxo 3a ipouszsosan A C V, iwauno jegan og cumiiiexca A uiu
V \ A dpuiiagajy komiinexcy K unu exeusanenitino

VACV)Ae K& V\AZK.
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Jokas:

(1)(=) Hexka je K C K u nexa je A C V rakas na A,V \ A € K. Tana,
kaKo je K TMOTKOMIUIeke Kommekea K, nobujamo ma V. \A A e K o 1o
Hebwunnimju 2.1 3naun ga cumruieken A u V' \ A He npunamajy xomriekcy K
IIITO HUje MoTyhe.

(<) Heka ne mocroju cummiekc A C V rtakas na A u V' \ A He mpumanajy
komrutekey K. Taja, 3a npousBosban B € K, cummnekc V' \ B He mpumnaaa
komruiekey K ro ummunupa qa V' \ (V' \ B) = B npunaja jgyany K. Taxo
nobujamo ma je K C K. R

(2) Ha ocnosy Jleme 2.1, komrieke K he ga Oyae Ham-gyanad akko je K mom-
myanaH a no tephemy (1) Teopeme, 0Bo he ma Gyzme ciydaj akKo He TOCTOJH
cummiekc A C V takas 1a A u V' \ A nmpunanajy xomiuiekcy K miTo je 1o
Hepunummju 2.1 eKBUBAICHTHO YCIOBY jJa 00a CUMIUICKCA HE MPUTIAIajy KOM-
mrekcy K.

(3) Ilo dedununuju 2.3, CUMIUTHIIHjaTHU KOMIUTEKC K je ayTo-IyajaH aKKo je
Hajg-nyajdaH ¥ non-nyanaH. Otyma, 3a mpousBosbaH A C V) ako A € K na
6u Baxuno TBpheme (1), cummeke V' \ A He cMme 1a mpumaga Komriekey K.
Taxkobe, ako A ¢ K, tana 360r TBphera (2) 3akibydyjemo aa cumruieke V \ A
Mopa Jia TIpuIajia KOMITIEKCy /. O

Cnenehu mpuMep MITYCTPYje KaKO IMpOMeHa KOMOMHATOPHOT aMOHjeHTa YTHYE
Ha AyaaHy Kiacu(dUKaIUjy CUMIUTHIIM]aTHUX KOMILTEKCA.

Ipumep 2.3. CuMnaniujatHu KOMIIIEKC Ap,) = 20" je man-gyaman y ambujenty
[n], ayTo-nyanan y am6ujenty [n + 1] u moa-ayanan y ambujenty [n + 2].

Baucra, mpumenoMm Teopeme 2.3, 3a mpousBosban A C [n], 06a cumuiekca
Awu[n]\ A npunanajy damumumiju 2" mro motephyje TBpheme (2). Takolbe, 3a
npousBosbad A C [n + 1], ckyn A He campxu Teme {n + 1} akko [n + 1]\ A
canpxku {n + 1} unu exsusaneutHo, A € Ap,) akko [n + 1]\ A € A, mro
notshyje TBpheme (3). Ha xpajy, Ap,) je HoTkoMIIIEKC KoMIIekca A, 1) A Ha

— [7L+2}

ocHoBy Jleme 2.1 oOujamo J1a je CUMIITUIMjATHUA KOMITIEKC A, 1) , kKoju je
— [7L+2]
IO MPETXOJHOM 3aKIbYUKY jeTHAK A, 1], CAZPKaAH y KOMILIEKCY Al . Tako
n+2]

3aKIbyuyjemo ja je Ay, C A

OBaj mpuMep UITyCTpyje 0cOOMHY Aa yBehameM KOMOMHATOpPHOT aMOMjeHTa
xommnekca Ap,_1) yBehaBamo U meros AjekcaHepoB jlyasl ITo je Takohe uc-
TUHUTO U 34 OWJIO KOJU JIPYTH CUMITTUIIN]AJTHH KOMJICKC.

Tepheme 2.2. Csaxu cumiinuyujarnu xominexe K C 2V je dog-gyanan y ambu-
jenitiy W 2ge je VC W.

22



Hoka3: Kako je K C Ay C Ay, mocroju v € W tako n1a K C Ay g,). AKO
HA MPETXOAHY HMHKIY3H]y TPUMEHUMO OICPAaTOP IyaJHOCTH, IIpUMEHOM Jleme

- 4 ~
2.1 mobujamo na je Apyngyy C K" a Ha ocHoBy Ilpumepa 2.3 3HaMo 7a je
_—— W

Aprgoy = Apqoy. Tako nobujamo ga je K C Ay € KW, ]

ITpumep 2.4. JequHu ayTo-IyaaTHH CUMIUTUIIMJATHE KOMIUTIEKCH Y aMOujeHTty V,
KOjU He cazipxe cBe BpxoBe {v} C V, ¢y Ay (3.

3aucra, Ha ocHoBY [TpuMepa 2.3 3HaMo fa cy komrutexen 2" \1*} ayTo-nyamnu
y am6ujenty V 3a cee v € V. Heka je K C 2" Ayro-IyanaH CHUMILTHIH-
jamHu koMIuieke koju e cajapxku Bpx {v}. Tana, mo Teopemu 2.3 tpheme (3),
cummieke V' \ {v} mopa ma mpumnama komrurexcy K. Kako crpane cumimiekca
TPUIAIajy CUMILTHIIN]ATHOM KOMILTEKCY, nobujamo na je I = 2V v},

Taxo 3ak/byuyjemo aa y ambujerty V moctoju tauno |V | ayTo-ayamHux cum-
TUTUIAjAITHUX KOMILUIEKCA KOJU HE caJpike CBe BpXxoBe ckyma V. OBU KOMIUIEKCH
he ma onurpajy 3HadajHy yJIoOry y OCTaTKy JHCepTaIlyje.

2.4 AyTto-ayajiHe TPHAHTYyJIAllMje NPOjeKTUBHUX MPOCTOPA

VY 0BOM 0/1e/bKY HABOJIMMO HEKOJIMKO 3HAYAJHUX MPUMEpPa ayTO-TyaTHUX
TPUAHTYJIANAja JOOPO MO3HATUX TOMOJIONIKHUX MPOCTOpa. AYTO-IyamHOCT JI0-
OMjeHnX KOMITIEKca je BpJIO 3HauajHa KOMIOHEHTa. Matepujai je Tpey3eT u3
pana [21] xoju cagpxu OGMMHY KATATOTH3AIH]y TOMOIOMIKUX IPOCTOPA €4 03~
HATUM MUHUMAaJTHUM TpUAHTYIallkijaMa.

Ipumep 2.5. Peanna npojextuBHa paBan RIP? Moxe qa ce mocMaTpa kao GpakTop
mpocTop Ko6KjeH naeHTHUKAINjOM aHTUIIOAATHUX Tadaka chepe S2. Otyna,
ma 6u mobunu TpuaHrymanujy mpoctpa RIP?, 10BOBHO je ma HMCKOPUCTHMO
UKOcaeap, KOju mpeicTaB/ba aHTUIOAATHY TPUAHTYITAIN]y cepe U CITIojuMo aH-
TUTIOATTHO CUMETPUYHE cuMITIekce. Tako jooujamo komrieke R Py Koju Ha3H-
BAMO XeMu-ukocaegap, TPHAHTynamyjy mpoctopa RIP? ca 6 TemeHa mpukasaHy
Ha Durypu 7.

Jypreman u Punren cy y [17] u [27] nokaszanu qa 1BOJMMEH3HOHATTHE MHO-
rocrpykoctu M (koje HHCY XOMeOMOp(HE OpHUjaHTEOMITHUM MOBPIIMMA POJIA
2, KnajueoBoj 6011 UM He-OpujeHTA0OWITHO] TTOBPIIK pojia 3) uMajy TpUaHTy-
JaIje ca n TeMeHa akKo je:

("5 7) z3@-x0n)

rae je x OjrepoBa KapaKTepUCTUKa MHOTOCTPYKOCTH.
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®urypa 7: Tpuanrynanuja R F; peanHe MpojeKTUBHE paBHHU.

Kako je OjnepoBa kapakTeprCTHKA ITPOjeKTUBHE PaBHU 1, 3aKJbyUuyjeMoO 11a
je XeMU-HKOCaenap MHHUMAJIHA TPHAHTYIANHja mpocTopa RIP2.

XeMHU-UKOcaenap je u ayTo-ayataH CUMIUTHITH]aTHU KOMIUTEKC. JIOBOJBHO je
Jla MPUMETUMO Ja CYy KOMIUIEMEHTH TJIABHUX CHMILIEKCA XeMH-UKOCAepa MUH-
uManHu He-cumriekcu pamunie 21 \ RPs u 1a je ([g]) C RF;.

Bpem u Kynen cy y [6] mokasanu qa 3a TpuaHrynamnuje d— IMMeH3HOHATHUX
MHOTOCTPYKOCTH KOje HUCY cdepe ca n TeMeHa BaKH HEJeTHAKOCT

d
> —_

IpU TOM, jEJHAKOCT BaXku camo y caydajeBuma d = 2,4,8,16 kama je M
MHOTOCTPYKOCT KOja ,,JIMYM Ha TPOjJEKTUBHY paBaH OJHOCHO TaBa Ja MOCTOjU
MopcoBa ¢yHkimja f : M — R ca TauHO TpU KPUTHYHE BPETHOCTU (OBaKBe
MHOTOCTPYKCOTH €y JeTalbHO aHanusupane y [10]). 3a d = 2, mo6ujamo yrnpaso
xemu-ukocaenap onucan y Ilpumepy 2.5. Caja HaBOJUMO TpUMEP TPUAHTY-
Januja OBUX mpoctopa 3a d = 4.

TTpumep 2.6. Kao 1rro je mokazano y [2] oqrocHo [1], KoMIutekcHa pojeKTHBHA
pasan CP? uma jenuucTBeHy MunHMManny Tpuanrynamujy C Py ca 9 TemeHa.
Bamikap Baruu u Bacyne6 [darta cy y [2] onucanu rinaBHe CUMITIEKCE OBOT KOM-
TUTeKca Ha cienehn HauuH.

Heka je GI(C Py) ckym CBUX IITaBHUX cUMILTIeKca Tpuanrynammje C' Py 1 Heka
je Zi3 X 7.3 apuna paBaH pena 3 npuka3aHa Ha Ourypu 8.

Hexke ocobune adune paBHU Zi3 X Zs3 Cy:

® paBaH caJpxu 9 Tauaxa,
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o o ¢
(1,0)Q (( ) 0 (1,2)
b,0) T A1) (2,2)

durypa 8: AMmOujeHT KoMIniekca C' Fy.

® 1OCTOjU 12 pa3sIUUNTHX ITPABUX,

® CBaKa MpaBa CajJpiKu TPU TAUKE,

e JIBE pas3NIMUNTE Tauke IMPHUMaaajy jeIHHCTBEHO] TIPaBoj,
® KpO3 CBaKy Tauky mpoiase 4 mpase,

e TpU MapaseiHe mpase GopMUpajy TapTUITH]y CKyTa Zig X Zi3 Ha TCJYHKTHE
MTOTCKYIIOBE.

Awmbujent V xomrmiekca C' Py je aduna pasan Zs X Zis. Heka je L ckym cBux
npaBux aduHe paBHU Zgs X Zs. Heka je P C L ckym on 3 mapajenHe mpase
lo,l1,l2 € Lrrmejel; = {(4,0), (i,1), (,2) } (oBe mpaBe hemo Ha3UBATH BpCTAMA).
[MpumMeTrMoO Aa Kpo3 cBaky Tauky v € V mpojia3u TaYHO jelHa IpaBa ckyma P.

Heka je G, C 2" damunuja nata ca: 3a cBako i = 0, 1,2 u cBako v € [; ckyn
(l; Ulisy) \ {v} nmpunana damunuju G (+3 je cabuparbe mo moayiy 3). Taxa
|G1] =3-3=0.

Heka je Gy C 2V damunuja naTta ca: 3a pasaMuuTe mpase my,my € L\ P,
axo je my N'mo # () Tama my U my npunana amuwinju Go. OBako cMo 100UIU
HOBUX |Ga| = 9 - (3) = 27 cnmruekca.

Heka je GI(CPy) = G U Go. Kaxko cy ckynosu G u (G5 TUCJYHKTHH,
nobujamo na je |GI(CPy)| = |G| + |G2] = 36 1j. oBaj kommuiekc uma 36
TTTABHUX CUMILICKCA.
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Joxaxumo na je C'Py ayronyadaH y am6ujenty V. Heka je A C 2V
IPOU3BOJHAH CUMILIEKC.

Axo je |A| < 3, u A npunajia yuuju JBe napanende npase l;, [, ,; € P 10 he
na Oyze cydaj ako je A = [y ,;, i cumruieke A mpunaja ckymy (1; Ul ;)\ {v}
32 HeKO v € [; omHOoCHO A je caapkaH y HEeKOM cUMIUIeKCY pamunuje G1. AKO
A HMje caap:kaH HU Y jeTHOM cUMILIeKcy (amumje G1, OH ceue CBe TPH BpPCTe
ckyma V' 1j. oH je obmuka A = {(0,4),(1,7),(2,k)}. Tama mpaBe m; u moy
onpehemwe maposuma (0,17),(1,7) u (1,7), (2, k) ue npunanajy damummju P u
ceky ce y TeMeny (1, 7) mrro ummumutmpa na je A C my U my € Gh.

Osako cmo jokasam aa je (4) C CPy. Kaxo je dim CPy = 4, cumniexcn
dbamunmje (:5) He mpumanajy komiuiekey C'Fy. Otyma, ga 6u mokasaaud aa
TBpheme (3) Teopeme 2.3 Baxku 3a komruieke C' Py, Tpeba ga mpoBepuMo Aa O
nBa jgucjyaktHa cummiekca A, B C V rae je |A| = 5 u | B| = 4, tauno jenan o
BUX rpunaaa kommmiekey C Py,

Heka je |A| = 4 (aHATOTHUM TIOCTYITKOM C€ JTokasyje ciayuaj |A| = 5).
Tana, cummuieke A = {vy, v9, v3, v4 } He ipumama komruiekcy C Py, y cnenecha
TPH CiIydaja:

e TpaBa M, = V1V j€ IUjaroHaa, mapaneiiHa mpaBoj Mo = U3y, TAKO 1A
V1, Vg, U3, U4 HE TIpUMAJIAJy ABEMA TIapajielTHUM BpcTama,

® MpaBa Mm; = vV je KOJIOHA IMapalielHa TPaBO] Mo = U3y, TAKO Ja
V1, Ug, U3, U4 HE TIPUMAJIA]Y JIBEMA TTAPAJICTHAM BPCTAMA.

® TeMeHa v, Vg, U3 IPUIAa]y UCTO] BPCTH [; a v4 IpUITaga BPCTH 1 ;.

Y npBoMm ciyuajy, A¢ caapku AMjaroHaiy my, MapalieinHy MpaBoj mi a
A\ my = {wy,wy} tme w3 € My U wy € My (CBOJCTBO MAPTHIIHjE CKyMa
V' mapanennum mpaBuM). Tama mpaBa wiwy He mpumnaga P (jep 6u y ToM
CIIyyajy vsvy M vov4 OUsie mapalie;IHe BPCTE) U HUje TlapanienHa mg (jep mpumnajia
PasIUYUTHUM MPABUM KOje Cy jOj mapanenHe) ma, wiwy U my = A€ je rmaBHH
cumtieke pammje Go.

V npyrom ciyuajy, A° caapKu KOJIOHY 1My, TIAPANIENHY mpaBoj my a A\ mgy =
{wy, we} TmE TeMeHa wy € My U Wy € My He MPUMANA]Y UCTO] BPCTH jep Ou y
CYIIPOTHOM U1, Vg, U3, U4 TIPUIIAIATIA TIApalleTHUM BpcTtama. Otyma, wiws je
JMjaroHana 1ma Mopa Jia ceue KOJIOHY My, IITO 3Ha4u Aa wiws U mgy € G.

V tpehem cnyuajy, A je sampaso ckyn (l14,; U loyyi) \ {vs4} xoju mpumama
dbamvunuju G.

Haxmne, y ca Tpu caydaja A° mpunaga komruiekey C Py.

Hexka cama A mpunana xommiekcy C' Py, To he ma Oyne ciydaj ako:
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e A je crpaHa cuMmiutiekca pamunnje (G; OAHOCHO, HajBHIIE IBA TEMEHA CHM-
ekca A mpunajiajy BpeTH [; a octajia TeMeHa Mpunaiajy BpeTH ;.

e Aje cTtpaHa cuMiniekca pamunuje G Tj. IpUnaga mpeceky mpaBux GpamMum-
uje L\ P.

VY npBoMm ciyuajy A¢ cagpxu Bpcry loi,; M HajBUIIE jedaH €IEMEHT BPCTE
l1+,; ma He MOXe fa Oyzne cuminieke hamunuje G1 a OBO Cy jJeMHU CUMITIEKCH ca
5 eneMeHaTa Koju mpumnaaajy komrekcy C' Py u cagpike Leny BpCTy.

V npyrom ciyuajy, ako je A mpecek npasux dpamunuje L\ P, TeMeHa BeroBOT
KOMITIEMEHTA ce Hayase y ¢cBuM Bpctama. Ortyna, ja 6u A¢ GHO CHMITICKC,
OH Mopa J1a Oyne MOTCUMILIEKC INTaBHOT cuMIutekca dpammwinje Go. Mebhytum,
A° je TakaB [1a HBETOBa TeMEHA TPUITA/IA]y JBEMa IMapajielTHUM KOJIOHAMA WU
JBeMa TapajelTHUM AujaroHanama (ako je A mpecek KOJOHe U JujaroHase), Wid
TeMeHa cuMITiekca A° hopMHpajy YETHPH TAYKE TAKBE @ Cy CBAKE 3 01 BbUX
He-KOJIMHEAPpHE Ka0 MTO je wiyctpoBano Ha durypu 9. Otyma, A Huje moryhe
CMECTHTH Ha IIpecek npabux pamunuje G mTo gokasyje ga A¢ € C'P.

®durypa 9: KommieMeHTH T1aBHUX cuMInIekca hamumuje Gs.

Haxne, u C'Py je ayToayaaaH CUMIUTMIM]aIHA KOMILICKC.

[MperxomHu mpuMepHu ykasyjy Ha OCOOMHY [1a ce ayTO-IyaTHU CUMILIUIU-
JaTHU KOMIUIEKCU YEeCTO jaBJbaj)y Ka0 MUHUMAITHE TPUAHTYIIAIINje TOTTOIOIIKIX
MPOCTOpa TE 3aCyXKY]y Ja UM C€ MOCBETH NaXHba.

Cny4aj TpuaHryaamnmja OCMO-IUMEH3MOHATHUX MHOTOCTPYKOCTH KOj€ ,,JINUC
Ha ITPOJEKTUBHE PABHU  j€ MHTEH3UBHO UCTPaXuBaH y [5]. OTKpUBEHO je 1a moc-
TOjJU HajMabe I1eCT KOMOMHATOPHO Pa3NTUYUTUX THAHTYIALH]a MHOTOCTPYKOCTH
KOje UMajy HCTe XOMOIIOIIKE Tpyle Kao KBATEPHUOHCKA MPOjJeKTHBHA paBaH
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HP?. Texk je 2016-¢ romure y [11] oTKpuBeHO fa Gap jeTHA O OBUX TPHAHTY-
Janyja 3aucTa MpeACTaB/ba KBATEPHUOHCKY paBaH. IIpobmem xomOMHATOpHE
KOHCTPYKIMj¢ OBMX MHOTOCTPYKOCTH AMMEH3Hje 16 y TpeHyTKy mHcama OBe
TcepTaluje HUje PelleH.

VY Ilornasspy 4.6 he na 6yae HaBeeH HOBU IMPUCTYIT KOHCTPYKIIN]U TPUAHTY-
Janyja OBUX MPOCTOPA.

2.5 T'eomeTpujcku aMOMjeHT CUMILTHUIUjATHUX KOMILIEKCA

Axo noctoju notmpoctop Eykmuickor mpocropa RY xomeomopdan Tomo-
nomkoM mpocropy X (WM momnuenpy kKomrekca K), Taza R HasuBamo re-
OMETPH]CKU aMOHjeHT mpocTtopa X (Wi koMmiuiekca K).

AyTo-AyaTHu CUMITTUAIIN]AJTHU KOMIIEKCH Y KOMOMHATOPHUM aMOHjeHTHMa
KapIMHAJTHOCTH N UMajy BPJIO 3HAuajHy reoMeTpHjcKy ocoonHy. Hawume, mu-
XOBE TEOMETPHU]CKE pealn3aliije Huje MoTyhe peCTaBUTH XOMEOMOPHHUM ITOT-
npocTopuMa EyKITUICKUX MTPOCTOpA IUMEH3H]e 12— 3 OJTHOCHO FhUXOB TeOMETPHU-
JCKM aMOHjeHT je orpaHuyeHe nuMeH3uje. OBIe IMpencTaBbaMo MaTeMaTHUYKO
OMPABIAbe OBE YMILEHHIIE MATEPH]ATIOM IpEy3eTHM 13 [22]. Pamu KOMIUIETHOT
yBHUA Y TEOPH]Y eKBUBapHjaHTHE TEOPHje MHAEKCA YHjOM IIPUMEHOM CY TBphema
JI0Ka3aHa, YUTAoIly ce mpenopydyjy [34] umm [33].

Jlo6po moznata Bypcyk-YiamoBa Teopema onucana y [22], 0HOCHO HeHA
TIOCIIeIUIIA, TBP/IH [ He TIOCTOjH HETPEKHIHO TTpeciiKaBame f : S” — S e je
d < ncaocobunom ma je f(—z) = —f(z). OBakBa NpecTUKaBaba HA3UBAMO Zis
eKBMBAPUjaHTHUM. MOTHBHUCAH IIOCTIENNIIAMA OBE TEOPEME, YBEIEH je 1mojaM Zio
UH/IEKCA IIPOU3BOJBHOT CII0OOIHOT Zo eKBUBAPUJAHTHOT TOMOJIOUIKOL IIPOCTOPA
WM CUMILTHITHjATHOT KoMIuIekca K kao MUHUMAanHa JuMensnja cdepe S¢ y kojy
noymenap ||K|| moxe ma ce mpeciuka Z, €KBUBAPHJAHTHUM TPECITUKABAHEM
OIHOCHO:

indz,(K) =min{n € 0,1,... | 3f : [|K|| = 5", f(v(z)) = —f(z)}.
Hekomrko ocobuHa 0Bako Ae(pUHUCAHOT UHIEKCA CY
e indz,(S") =n3aceen=0,1,2...,

e axo je [ : ||K|| — ||L|| mpecnukaBare koje je Zy eKBUBAPHjAHTHO, TAIA
inZ2 K S inde L,

[ inZ2<K * L) S indZQ(K) + inZ2(L) + 1.
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IpBa je ounrienHa mociemuna Bypcyk-Yimamose Teopeme. 3a apyry oc-
o0uHy, MpUMETUMO caMmo Jia ako || K|| Mmoxke 1a ce Zy eKBUBAPUJAHTHO Mpec-
maka y ||L]| a ||L|| moxe na ce Z, exsuBapujanTHO mpecnuka y S%, Tajma u
|| K || Mmoxe na ce Zi, eKBUBApHjaHTHO TIpeciuka y S¢ IpocToM KOMIIO3ULIMOM
mpecnukaBama. Tpeha ocoOuHA je TOCIennna YMibeHALE 1a aKO UMaMo Zs
eKBUBapHjaHTHA TpeciukaBama f : ||K|| — ST u g : ||L|| — S%, tanga cna-
jame npecnukaBama f u g nato ca [ x gtz + (1 —t)y) = tf(x) + (1 —t)g(y)
je HempeKuHO, Zy eKBUBApUjaHTHO, U nipeciukasa ||K|| x ||L|| =~ ||K = L[| y
mpoctop S x §% g Sh+dz+l

JMCjyHKTHO crajame TpOU3BOLHOT CUMIUTMITHjATHOT KoMITUIekca K ca ca-
MUM COOOM je MpPHUMEP jeTHOT CITO0O0OAHOT, Ziy €KBUBAPHJAHTHOT, CUMILTHIIHU-
jarmHor koMIuiekca. Ako je V amOujeHT Komrutekca K, kao aMOHjeHT JUjCYHK-
THOT crajama K *a K Mosxe ma mocmyxu ckyn V =V x {—1,1}. Taga:

KxaK={Ax{1}UBx{-1}|A,B€ K,ANB #0}.

HenoBame rpyne Zio Ha OBaj KOMITICKC C¢ JICHUHUINE CUMITUTUITUJATHUM TTPEC-
mukaBameM v 0V — V natum ca v(v,i) = (v, —i). Ouurnenno vov = ly.
Kako 3a mpoussoibad F' € K xx K Baxku F Nv(F) = (), oako nedpunHucano Zs
menoBame je ciobonHo. Hapasho, Ha momuenpy || K xa K|| meroBambe rpyre Zs
ce aeunmine momohy MHAYKOBAHOT MPECITUKABaba f,.

V Mornasmy 5.5 yubeHuka [22] je mokazaHo 1a MPOU3BOILHO HETIPEKUTHO
npecnukapame f : ||K|| — R unaykyje jenno Zy ekBUBapHjaHTHO MpPECIUKa-
Bame f*a f @ ||K *a K|| — S? mro ummmmupa j1a je indg, (K A K) < d. Tpu
TOM, f *A f je pecTpuKIMja criajama mpeciukaBama f * f ca ckyma || K * K|| Ha
notekyt || K x5 K||. Tako mobujamo ma ako je

indZQ(K XA K) Z d,

CUMITTUIIUJATHU KOMITIEKC /' Hema reoMeTpujcKy peanusaiujy y Bykmuackom
MPOCTOPY JTUMEH3U]E Mathe o1 d.

Cama, ako mocMaTpaMo TPOU3BOJbAaH ayTO-AyanaH CUMILIUIIMjaTHU KOM-
mieke K y amOujenty V' KapJIuHAIHOCTU N, JUCJYHKTHO crnajame K xa K je
Ha ocHOBY Teopeme 2.1 3ampaBo TpuaHrynamuja chepe numensuje n — 2. Tako
3akipyuyjemo na je indz, (K xa K) = n — 2 u ga ||K|| Hema reomeTrpujcky
peanuzanujy y EykiauackoM mpocTopy TUMEH3Uje Mambe o n — 2.

ChudHO OoTpaHUYEHe TUMEH3Hje TEOMETPHU]CKE pean3alfje MOXe J1a ce 10-
Ouje u 3a cnajame ayTomyanuux komruiekca. Ceprej Menxukos je y [23] mao
JEeIHOCTAaBaH J0Ka3 Jla Ce ClajamkeM ayToayaJHUX KOoMIUIeKca q00ujajy ,,0mTH-
MaJaHK  TPUMEPH KOMILIEKCA Ca OTPAHUYEHOM JTUMEH3H]OM F€OMETPHJCKOT aM-
OujeHTa.
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Teopema 2.4. Axo je {K; C 2V | |Vi| = ny,i € [k]} dpamunuja aymogyannux
CUMTMUYUATHUX KOMILIEKCA Y qUCYHKIGHUM ambujentiauma Vi, . . ., Vi, Waga cum-
dnuyujannu komineke K = Ky x --- x K nema 2eomettipujcky peanuzayujy y
Eyknugcrom apocitiopy gumensuje marve og ny + --- + ng — k — 1 gok ceaxu
ipasu flotlxomiinekc komitekca I moowce ga ce peanusyje y apociwiopy qumensuje
n+---+n,—k—2.

Hoxka3: Ha ocnoBy Jleme 1.1 u Teopeme 2.1, mucjyHKTHO cnajame K xa K je
CUMILTULIM]ATTHA KOMILIEKC:

(Kl**Kk)*A(Kl**Kk:):(Kl*AKl)**(Kk*AKk>

= Bier(Ky) * --- % Bier(Ky) = S™ 2 % -+ - % S~ 2 = gratne—2hth—1

JlakIie, TUCjYHKTHO Crajarbe KoMIutekca Ky * - - - x K, ca caMuM coOOM TIpe/T-
CTaBJba TPHAHTYIAIM]Y chepe mumMeH3uje ny + - - - +n, — k — 1 ma je

indZ2(K*AK):n1+--~+nk—k—1

IITO UMITIUIUPA J1a KOMITIEKC K(q * - - - % K} HeMa TeOMETPH]CKY peaau3alujy y
EyKkaujackoM MpocTopy IUMEH3UjE Mambe 00 Ny + -« +np — k — 1.

Heka je cama L mpasu motkomIuieke komriekca /. Tama mocroju rimaBHA
cumiieke F' € Ky x --- x K} KOju He TpuIiajga KOMIUTEKCY L U OH je oOIMKa
F=AU---UA,rmecy A; € K; Heltpa3HU IIaBHU CUMILTEKCH KOMITIeKkca K.
Kako je cBaku o komiiekca K; ayroayanas, godujamo na V; \ A; € K; wrro
sHauu ja cumrieke V; \ A; ve mpunana uu komriekey L. Ha ocHosy ITpumepa
1.1, snamo 1a je Ay, = Aya * Agi akakoje L C K C Ay, x---x Ay, 1
cumreken Vi \ Ay, ..., Vi \ A u F He npumanajy komiuiekcy L, mo6ujamo na
Jje KkoMIuteke L caapikaH y KOMIUIEKCY S Tae je:

S= (aAVl\{/h} * A141 oo X aAVk\{Ak} * AAk) \ {F}

Kako cummiieke F' ne ceue cummiekce Vi \ Ay, ..., Vi \ Ay, a criajame KoM-
TIeKca KOMyTaTUBHA U acOIMjaTUBHA oTlepaliija 1o00HjaMo Ja je:

S'= 0Av\pary * -k OAvpagy * ((Day - x Ay )\ {F})
= 8AV1\{A1} Kook aAVk\{Ak} * (AAIU“‘UAk \{A1U- U Ai})
= aAVl\{Al} Koo x 8AVI€\{Ak} * aAAlU“'UAk

Ha ocuosy ITpumepa 1.3, KoMIUIEKC S TIpencTaBba TPUAHTYIANM]Y chepe
muvensuje [Vi \ {A1} =2+ + Vi \ {4Ax} =2+ A U---UA| —24+k =
Vil + -+ V] — k+ 2. O
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Taxo 3aksbyuyjeMo a cliajarbeM ayTOAyaATHUX CUMITTUITN]aTHIX KOMIUTeKca
JI00MjaMO KaHOHCKE MPUMEPe KOMILIEKCAa KOJU MMajy TEOMETPUJCKU aMOUjeHT
orpanuucHe juMmensuje. Teopema 2.4 omoryhaBa W OTrpaHMUCH>E JTUMCH3H]C
TEOMETPHjCKOT aMOMjeHTa TOIOJIOMIKUX IPOCTOPA KOJU UMajy TPHUAHTYIAIIH]y.

Hocaemuua 2.1. Axo iwoionowru ipocitiop X uma twpuanynayujy K xoja cagpacu
cilajare k ayimio-gyannux cuminuyujannux kominekca K, . . . | Ky y ambujenitiuma
KAPGUHATHOCTTY Ny, . . . , Ny, Takeux ga je |V (K;)| = n; 3a cee i € [k, wmaga
ceometipujcku amoujenis woionowkos upocitopa X je qumensuje eehe og 3oupa
ni+---+n, —k—1

Hoxka3: Axo moTkomiuieke L komIuiekca K HeMa TeOMETPU]CKY peann3anujy y
R? Taga Hu K Hema reoMmeTpHjcky peammsanujy RY. Otyna, ma 64 mokasanm
TBpherbe, JOBOJBHO je J1a IPUMETHMO Jia ako ¢y K; C 2V moTKoMIUIekcH KoM-
mikekca K taksu ga je Ky * - - - x K C K, taga no Hepunuruju 1.6 ambujentu
Vi,..., Vi Mopajy na 6yay mujcyHKTHH jep je mo mpernoctasuu V (K;) = V.
[

3aHUMIBUBO j€ J1a y TIPETXOAHO] MOCIEUIHU, KOMILIEKCH Ay, (4}, KOJH CY TIO
IMpumepy 2.4 ayTo-gyanHu y aMOujeHTy V;, HEe MOTY J1a YYECTBY]Y y criajamy.

IIpumep 2.7. I'pad K33 npukasan Ha Purypu 10 Moxe ga ce MpeacTaBu Kao
crajame KOMILTIEKca ([i‘]) ca camuM cobom. Kaxo je Ha ocHoBy I[Ipumepa 2.2
CUMIUTUIM]AJTH KOMILIEKC ([‘Z’]) ayTo-fayanaHn y amOujenty (3|, crnajame ([i’]) *
([3]) = K3 3 Hema reoMeTpHjcKy peanusalnjy y EykInackom mpocTopy IUMEH3-

1
uje 3 +3 — 2 — 1 =2 ognocHo K3 3 HUje mnanapax rpad.

1; 2 31

Iy 29 32

®urypa 10: I'pad K33 Kao cnajarme ([:f]) * ([:13]).

CBU jeTHOTUMEH3UOHATHU CUMILTHUIIN]ATHE KOMITICKCH Cy TPHAHTYIAIHje
rpadosa. ¥ [22], [Tormasbe 1.6, je MOKa3aHO 14 CBAKM CUMILTUIIHJATHH KOM-
TTeKC TUMeH3Hje d IMa TeOMeTPHjcKy peanmsanujy y mpoctopy R* 1. Oryna,
cBaku rpad uMa reoMeTpujcku am6ujenT R3 ma, na 61 nokaszanu ga rpad I Huje
mmaHapat, Ha ocHoBy Ilociemmie 2.1 motpebHO je 1a mokaxemo ma ' cajgpxku
crajarbe ayToJIyaJIHUX CUMIUIMIMjaTHUX KoMIiekca. Kako je numensuja crma-
jama komrutekca K u L jennaka dim K + dim L + 1, jenuan Moryhu kaHIumaTu
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Cy Cllajame ayTOoAyalTHUX KoMIUlekca muMeH3uje O WM ayToAyaTHH KOMILIEKC
nuMensuje 1 (mpu Tom, komruiekcu Hucy u3 Ilpumepa 2.4). Kao mro hemo na
Bunnumo y Ilpumepuma 3.3 u 3.4, rpadosu K33 u K5 cy jenunu (10 Ha H30MOP-
(huzaM) jeTHOMUMEH3UOHAIIHA TIPUMEPU Cllajarba ayTO-IyaTHHUX KOMILIEKCa Y
KOJHMa He YYeCTBY]y ayTO-AyallHH KOMIUTEKCH Ay () C 2V, Otyna, ako rpadp I’
canpxku K33 win K5, Ha ocHoBY Ilocneauue 2.1 oH HUje maHapad. MehyTum,
0BQj YCJIOB j€ Yy U3BECHOM CMUCITY M JJOBOJbAH.

IMosnata Teopema Kypatosckor mpescraBibena y [20] uz 1930—e rojgune
TBpAM J1a rpad KOoju HUje TUIaHapaH Mopa Ja cajapxu rpad Kss nnm Ky winm
IbUXOBE pe-TpUAHTYIIAINje OAHOCHO, TPpobJeM MIaHapHOCTU rpada je MOTIYHO
peliieH momohy ayTo-IyaTHUX CUMIDTHIIN]aTHUX KOMITIeKca.

CIMYHM pe3yITaTH MOCTOje U 3a IBOJUMEH3HOHATHE CUMIUTMIINjaTHE KOM-
iekce koju Hucy mianapau. Ilo IMocnequnum 2.1, ako mokaxemMo j1a KOMITIEKC
K canpxu ayTojyanaH CUMIUTMIIMJATHU KOMIUIEKC ca 5 TeMeHa uiu rpad K3 3,
JaTH KOMIIIEKC He MOKE J]a MMa TeOMETPUjCKy peanusaiujy y npocropy R? (oc-
Talle MOTYNHOCTH 3a Cllajame He ImocToje jep ¢y mo [Ipumepy 3.3 cBu ayToayarHu
KOMIUTEKCH Y aMOUjeHTy [4] KOju caipike CBe BPXOBE jeTHOTUMEH3UOHAITHH).

Xamuu u Jyar cy 1964—e y [12] mokaszamu qa CUMIUTHIIN]aTHA KOMITUTEKC K
1IMa T€OMETPUjCKy peanusanujy y npoctopy R?, akko K He cajpiku KOMIIIEKCe
n3oMopdHe KOMITIEKCUMa

Ks3, K5, HJy = Ay, HJy = 0A U Agsy,

HJ; = (6A[3] U A{4}) * A{g,}, HJ, = A[g] * ({)A{374} U aA[Q} * A{g,} U A{374},

3 3
HJs = <1> * Aa sy, HJog = A U (1) * 045y

WIN BUXOBUM pe-TpHaHTylanujama. MehytuMm, kao mrto hemo na BUAUMO y
[Mpumepy 3.4, CBaKM ayToOmyallHH KOMIUIKEKC ¥ aMOujeHty [5] je mzoMopdan
HEeKOM oj1 komrutekca Ky, HJq, ..., HJg.

Jaxe, MUTame MIAHAPHOCTH CUMILTUIIUjATHUX KOMITIEKCA j€ YITOTIYHOCTH
perieHo MoMohy ayTo-IyaJHUX CUMIUIUIIMjaTHUX Komruiekca. Jla Owm ciowuna
TBphema Morna aa ce popmupajy y Behum mumeHsujama, moTpeOHO je OApeIUTH
CBE ayTOAyaTHe KOMILIEKCe Y 3aJaTOM aMOUjeHTY.
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3 KoHcTpyknmja, KOMOMHATOPHA CTPYKTYPa M KJIACH-
(Ppukanuja ayTo-ayaaHuX CUMILVIMIIH]AJTHUX KOMILIEKCA

YV 0oBOM TOTJABJBY /1ajeMO OTHC JIBC YHHBEP3aJTHE TEXHUKEC KOHCTPYKITH]jE
CBHUX ayTOJIyallHMX CHUMIUTHIH]aTHUX KOMITIEKca y maToM amOujeHTy V' Koje
00e30ehyjy HOBU YBUI Y BbUXOBY KOMOMHATOPHY CTPYKTYypy. CBa TBphewma u
TOKa3u ¢y o6jaBibHN ¥ [32].

3.1 PekOHCTPYKUHja AYTOAYAJHUX KOMILIEKCA

Y OBOM O/IeJbKYy aHATTM3UPAMO TTOCEOHY TEXHUKY T3B. PEKOHCTPYKIIHjE ayTO-Iy-
aTHUX CHUMILTHIIMjaTHUX KomIulekca Ky ¢ukcupanom ambujeHty V. Meton
je 6azupan Ha oncepBanuju Cepreja MeIxukoBa Koju je paay y [23] mpumetno
Jla pa3IUYNTe AyTO-yaTHEe KOMIUIEKCE MOKEMO J1a JOOMjeMO pa3MEeHOM MapoBa
KOMITJIEMCHTAPHUX CHMITICKCA.

IMpucetumo ce na je A C V TIaBHM CUMITIEKC CUMIUTHIIN]aTHOT KOMITIEKCa
K C 2V ako A Huje cTpaHa HU je[JHOT JPyror CUMIIeKca KoMIuiekea K Tj.

(YBe K)A¢ B.

ExBuBanentHo, cummiekc A € K je rnasuu akko je K \ {A} cummmunujantu
KOMIDIEKC.

Onepanuja peKOHCTPYKIIHM]E ayTO-TyaTHOT CUMIUIAITHJATHOT KOMIUTeKca K
IpeCcTpojaBarmbeM IIIaBHOT cuMIuiekca A, y o3Hanm s 4(K), je ycko mosesaHa ca
OucTemapHUM omepalijama onucanuM y Ilormasspy 2.1.

Tepheme 3.1. Hexa je K C 2V aymio-gyanan cumiinuyujantu Kominexkc u nexd je
A € K Znasnu cumiinexc. Taga

rsa(K) = (K\{A}) U{V \ A}
Je tiaxohe aytio-gyanan CUMITUYUJATHY KOMILIEKC.

Hokas: TIpso, K \ {A} je cumruinnmjanam KOMIUIEKC jep je A rIaBHU CHUMILIEKC.
Heka je B C V \ A npoussosban. To snaum ma je A C V \ B, a kako je A
TJIABHU CUMIUTEKC Komruiekca K, mobujamo 1a V' \ B xao meroB HaICUMILIEKC
He mpumnaga komiuiekey K. Otyma, mo Teopemu 2.3, cumiuieke B Mopa na
npunana komiwiekey K jep je K ayro-myaigan. Tako cMO DOKa3aiIu 1a KOMILIEKC
K\ {A} campxwu cBe paBe cTpane cumitiekca V' \ Ama, (K \ {A}) U{V \ A}
j€ CUMILITAITH]AITHH KOMIIICKC.,

Hpyro, komrieke 754 (K) je ayromyanan. JIOBOJBHO je ja IPUMETHMO Jd
3a mpoussosban B € 2V \ {A,V \ A}, tauno jeman on cummnekca B,V \ B
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npurnana komrutekey K\ {A} (jep K je ayro-nyaman) u 1a A & rsa(K) gok
V\Ae€rsaK). O

Cnenehe TBpheme mokasyje aa je TEXHWKA PEKOHCTPYKIMja JTOBOJbHA 3a
onpeljuBame CBUX ayTO-ITyaTHUX CUMITIUIUjATHUX KOMITICKCa Y JaTOM aMOu-
JEHTY.

Tepheme 3.2. Hexa cy K u L dpoussonsnu ayiwio-gyaiiu CUMIIUYUATIHU KOM-
inexcu y amoujentiiy V. Taga, komiinexc L mooce ga ce goduje og komiinexca K
HU30M PEKOHCTapYKYUja qooujeHux apecidpojasarnem cumiiiekca ckyiia K \ L.

Hoxa3: Heka je K \ L = {A;, Ay, ..., A} tae cy cummieken A; ypehenu
omanajyhe mo aumeHsuju (0JHOCHO Heka je |A;| > |A;41] 3a cBe @ € [n]). Heka
je Ko = K uwneka je K; = (K;_1 \ {4;}) U{V \ A;}. [a 6u gokasanu

na je Ko, K1, ..., K, mobap HU3 y3aCTOITHUX PEKOHCTPYKITHja, JOBOJbHO je Ja
MOKAXEMO Jia je A; TTaBHM CUMIUIEKC KOMIUTekca K;_i.
IIpBo, mpumeTuMoO J1a je A; TNaBHM CUMILUICKC Komriekca Ky = K. Y

CYMPOTHOM, IOCTOjao 6u cumiuiekc B € K takaB 1a je A; C B a 0Baj CUMILIEKC
6u npunagao u komiviekey L jep je |B| > |A;| 3a cBe i € [n]. Kaxko je L cum-
TUTMIIHjaTHA KOMITIEKC, ToOujaMo ma cuMinieke A; Takole mpurrama KoMILIeKcy
L wto Huje moryhe. Otyna, A; Mmoxe j1a 6yze mpectpojet na je no Tephemy 3.1
KOMITITIeKC /| ayTo-ayanaH.

IMpeTnocTaBUMO MHIYKTUBHO Aa je A; | TIaBHU CUMILUIEKC KoMITiekca K; o
OITHOCHO 112 je U A;_1 ayTo-IyajaH CUMIUTUIIN)aTHU KOMIUTEKC.

Axo A; Huje riaaBHU cuMIuteke Komrutekea K; 1 = (K \ {A41,..., A, 1} U
{V\A;...,V\A;_1}, tana 6u mocrojao cumiiekc B € K; | takasna A; C B.
3uamo ja A; He mpunaga koMmriekcy L ma, cumrieke B Ttakole He mMoke Jia
npunaga komruiekey L. Otyma, B je cumruiekce dpammmmje K \ L Takas ma je
|B| > |A;| mTo Ha OCHOBY KOHCTpYyKIHje 3HUM 1a je B jemaH oI CHMILIEKCa
Ay, ..., A;_1. MeljyTuM, OBU CUMIUIEKCH He MPUIIAa]y KoMIUIekey K 1.

Ha kpajy, kako cy K u L ayro-ayaanu, no Teopemu 2.3 nobujamo Ja je:

Ac K\LeE Ac KNAEQLSV\NAEZKANV\NAce L V\AecL\K.
Orynaje L\ K = {V \ A; | i € [n]} na noGujamo na je:
K, = (K\{A1,..., A, HDU{V\A;...,V\A} = (K\(K\L))U(L\K) = L.

OBo koMITIETUPA JOKA3. [

Jaxie, mpou3BobaH ayTo-AyanaH CUMIUITUIUJAIHU KOMILICKC Y aMOUJEHTY
V Moe j1a ce ce oOHje o1 6UITo Kojer ayTo-ayamHor koMmmiekca K C 2V Huzom
PEKOHCTPYKIIH]a.
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ITpumep 3.1. Kommneke Ay oy je Ha ocHoBy IIpumepa 2.4 ayTo-IyanaH y am-
Oujenty [3]. On uma camo jean raaBuu cuMIuieke { 1,2} u IberoBuM mpecTpo-
jaBameM J00HjaMO KOMITICKC ([i‘]) Koju je Takohe ayTonyanan y amOujenry [3]
u uMa 3 rinasHa cumiuiekca {1},{2} u {3}. Ako pekoHcTpyuIIeMoO KOMIIEKC
([‘?]), npecTpojaBambeM cumiuiekca {1} win {2} unmu {3}, nobujamo xKomrutekce
Aya 3y umu Ay 3y UM Ay 2) TaKBe 1a BUXOBOM PEKOHCTPYKIIMJOM MTOHOBO JI0-
OMjaMO KOMILJIEKC ([i’}). Taxo 3aK/byuyjemMo ja y ambujenty [3] mocroje Tauno 4

ayTo-myanmHa kommiekca Ay oy, Aga 3y, A3y, ([‘Z’]).

Kao mrro cmo Bugenu y [pumepy 3.1, y3acTOMTHUM PeKOHCTPYKIIUjaMa JaToT
ayTo-IyallHOT KOMIUIEKCa HeKaga HOOHjeMO HCTe CUMILTUIMjaIHe KOMILIEKCE.
3aro, Ja OM aHATU3UPAIH PEKOHCTPYKIMjE KOje MPOM3BOIAE PA3IUUYNTE KOM-
mIeKce, yBouMo rojam rpada pexouctpykiuja (D, N'G,,) (unm ykpatko rpada
cycenctea N'G,,). Usoposu oBor rpada Cy CBU ayTO-IyaJHH CUMILIUALMjATHA
KOMIUIEKCH Y aMOujeHTy [n]| a rpane oarosapajy maposuma komriekca { K, L}
7€ je ciMeTpudHa pasnuka komiutekca K u L jemnaxa {A, [n] \ A}. dpyrum
peurMa, KoMILiekcu K u L ¢y moBe3aHu TpaHOM aKKO KOMIUIEKC K MOXe [1a ce
no6uje o KoMIuiekca L MpecTpojaBameM cUMITIEKca A Wi koMruteke L Moxe
na ce mobuje o komimiekca K mpectpojaBarbem cumruiekca [n] \ A. T'padosu
NG3u NG, cy npuxazanu na durypu 11,

IN® A

®

Ag23.4)

()

Apz Aqsy Ag1 34y
@urypa 11: I'padposu NGz u NG,.

ITpumeTuMo ga Ha ocHOoBY TBphema 3.2, y rpady NG, ayTo-IyarHu KoM-
wiekeu K u L mory jga ce mosexy myteMm ayxune |K \ L| a kao mto hemo
YCKOPO JTa TIoKa)XeMmo, He TocToju Kpahu myt xoju mose3yje K u L. Takobhe,
crenen usopa K rpada NG, jeanak je 6pojy raBHUX CUMILIEKca KoMIiekca X
Jep PEKOHCTPYKIIH]je JOOUJEHE MPECTPOjaBAHLEM PA3TUUNTHX TJIABHUX CUMITIIEKCA
MIPOU3BO/JIE PA3TUYNTE CUMIUTHIIMjATTHE KOMIUIEKCE.
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Tephewe 3.3. Hexa je n € IN dpoussonho.

(1) IHpoussowan iy { Ko, K1, ..., K.}y 2pagy NG, koju iiosesyje komiliexce
K u L je maxas gajem > |K \ Llum = |K \ L| mod 2.

(2) Cse wemtive 2paga NG, cy dapue gysncune..

Hoka3z: Heka je { Ky, K1, ..., K,,} HU3 peKOHCTPYKIIHja TOOUjEeHUX TIPECTpOja-
BameM cumruiekca {Ag, ..., A, } penom. Tama, K, = (Ko \ {A1,..., A} U
{[n]\ A1...,[n] \ An}, a kako je K,, = L n Ky = K, pamunuja cumruiekca

K \ L mopa na Gyme campxana y ckymy {Aj,..., A, } wro motephyje ma je
|K \ L| < m. Takobe, ako moctoju i € [m] Tako ma cumiuiekc A; Hilje jenan
on cumrutekca pasnuke K \ L, taga ckyn {Aq, ..., A, } Mopa 1a caipku v CuM-
wieke [n] \ A; jep 6u y cympotaom K,,, = L caapxao [n] \ A; mto nuje moryhe.
Ogo noxkasyje TBpheme (1) a TBpheme (2) je ounriteIHa MOCIeIUIIA. O

Kaxo cy cBe netmbe y rpady N'G,, mapHe ayKHHE, KA0 MOCIEANIY J00H]jaMo
cnenehe TBpheme.

Iocaemnna 3.1. 1 pagh cycegciiea N'G,, je buiiapiminan 3a cée n € N.

@urypa 12: T'pady NG5 ca 81 uBoposa.

Anamuza ocobuna rpada NG, Moxke 1a OTKpHUje MHOTE¢ OCOOMHE ayToO-
JTyTHUX CUMTUTHITA]AITHUX KOMITIEKCa, TTOCEOHO OPOj pa3IuIUTHX ayTO-1yaTHUX
KOMILIIEKCa y JaTOM aMOUjeHTy.

36



TexHMKa TOOHjarba ayTO-TyaTHUX KOMIUTEKCA METOIOM PEKOHCTPYKITHje HHje
MPEBUIIIEC TCXHUYKH 3aXTEBHA U MOXKE JIa Ce UCIIporpaMupa Ha Behunu mporpam-
CKUX je3uka. Pamm dhopMupama 6a3e 3a UCTPAXKUBABE, Y TIPOTPAMCKOM TTAKETY
Wolfram Mathematica koHcTpyHcaH je amopuTaM ImoMohy Kojer ¢y Jo0ujeHr
CBH ayTO-IyaTHU CUMIUTMIIMjATTHU KOMIUIEKCH Y aMOUjeHTUMa JOBOJBHO Majie
KApIUHATHOCTU. [pad cycemcTBa ayTo-IyaqHHX KOMIUIEKca Y aMOujeHTy [5]
nobujeHux nomohy pauyHapa je mpukasad Ha Purypu 12.

Ha oBaj Haumn moOwujeHa je BpIIO Beauka 0a3a pasIMUMTHX ayTO-AyaTHUX
KoMILTekca. MeljyTuM, MeTOIOM peKOHCTPYKIIHje He MOTY Jia ce Mpeo3Hajy
U30MOP(dOHU CUMIUTHIIM]ATHA KOMILTEKCH. Paau onTuMH3alije 100HjeHUX pe3yil-
TaTa, y HacCTaBKy he 1a OyJie OMMcaH HOBU METOJ KOHCTPYKIHM]JE ayTO-IyaTHUX
KOMIIIEKCa KOjU 3HA4YajHO TOjeTHOCTABJbYje HBUXOBY KOMOWHATOPHY KIIacH-
dbuxanmjy.

3.2 Onepartop KopeHa

Y OBOM Of€JbKy YBOIUMO ofepailiop KopeHd, TIABHU ajaT 3a Jajby aHAIU3Y
ayTo-AyaTHUX CUMILTULIU]ATHUX KOMILTEKCA.

Kao mro cmo Busienu y Tephemy 3.2, cBaku ap ayTo-IyaaTHUX KOMIUICKCA Y
ambujenty [n] Mmoxe ma ce mosexe y rpady cycencrsa N G,, HU30M ayTO-TyaTHUX
CUMIUTUIIM]ATHUX KOMIUIEKca. Y OBOM OJeJbKYy aHamu3upaheMo HH30Be Koju
TIOUHNbY ayTO-AyalHHM KOMILTEKCOM Af,_1).

IMpBO yBOAUMO JeUHUITU]Y CTAHIAPIHOT ,, KOMIUIEMEHT ~ orepaTopa (hamu-
. B @
nuje ckynosa C™ : 22" — 22 ca:

3.1) C'(K) ={[n]\A| A € K}.

Axo 2" mocmatpamo kao paMiInjy napuujasno ypehey penanujoM HHKITy3-
uje, onepatop C" MOKeMO TMPUPOJHO J1a UHTEPIPETUPAMO KAO CUMETPH]Y Y
OJTHOCY Ha IIeHTap MoceTa Kao IITO je MpuKa3aHo Ha durypu 13.

Hexomko eneMeHTApHUX CBOjCTaBa KOMIUIEMEHT OTiepaTopa HABOIUMO Y
cnenehoj memu pagu Oyayhux pedepeHIty.

Jema 3.1. Hexa ¢y K u L dipoussowhe gamunuje ckyiosa y ambujeniiiy [n.
Oiiepaitiop C™ uma cnegeha ceojcitisa.

(1) Axoje K C L imaga je C"(K) C C"(L).
(2) 3aapoussonny onepayujy © € {U, N, \} saxncu C" (KoL) = C"(K)oC"(L).

) Pamunuja K je cumiinuyujannu KOMIIEKC AKKO
(VA€ C"(K))(VB C [n])AC B= B e C"(K).
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@) C"(C"(K)) =K.
) C"(2"\ K) =2\ C*(K).

[m]

(6) 3a cée m > n, Anexcangepog gyan K
jegnax C™ (2 \ K).

cumiinuyujannod Kominexca K je

Joxka3: Cojcrna (1) 10 (3) cy emeMeHTapHe MocieuIe 1ehUHUIIN]e KOMIUIEMEHT
omepatopa. 3a cBojcTBO (4), JOBOJBHO je Ja MpUMETUMO 11da j¢ A C B akko je
[n]\ A C [n]\ B. Otyna, pamunuja K vHBapUjaHTHA ¥ OJHOCY HA TIOTCKYTIOBE
axko je pamimja C™(K) UHBapHjaHTHA Y OMHOCY HA HATCKYITOBE.

3a cBojcTBO (5), MPUMETUMO Ja je Ha OCHOBY CBOjCTBa (2) pe3ynraT KOM-
mnement oneparopa C"(2M \ K) jenmax C"(2I") \ C*(K) a ounrnenno je
C"(2l") = 2l

3a cBojcTBO (6), Mo Hedwnuumju 2.1, 3HaMO aa je ATeKcaHIepOB ayanl KOM-
mexca K y ambujenty [m] jemnax {{m]\ A | A € 2"\ K} a oo je mo (3.1)
ympaso C™(2M\ K). O

{1,2,3,4,5}

{1’ 2, 3}

durypa 13: Onepatop C® npumemeH Ha Ap).

IMpumeTmo 11a je Ha ocHoBY cBojcTBa (5) Jleme 3.1 AmexcanaepoB ayan
xommtekca K y ambujenty [m] takohe jemnax 2™ \ C™(K).

Jema 3.2. Hexa cy K u L cumitmuyujannu kominexcu y amoujeniiy [n] um > n.
Taga:

38



Axo je K C 2] cumiinuyujanu kominexkc u L C 2l Gamunuja ckyiiosa waxea
gaje K \ L cumitnuyujannu komiinexc waga je:

@ KL = R\ cm(r)

Hoxka3: Kopuctehu ocobune (2) u (5) Jleme 3.1 qobujamo:

M KUL™ =2\ Cm(K U L) =2\ (C™(K) U C™(L))
( olml\ C™(K ) ( olml\ C™(L ) — Kml A Z[m],

Q@ Kn KoL = ot \C™(KNL)=2M\(C™"K)nC™(L))

= (27 Cm(K)) U (27)\ €™ (L)) = K7 A L,
(

@ENL " =2\ Cn(K\ L) = 2\ (C™(K)\ C™(L))
— 2l (cmuo 0@ )

= (2" \ C™(K)) uC™(L) = K" u Cc™(L). O

Tphemwe 3.2 HaM TTOKa3yje 1A je CUMETPpUYHA pa3IUKa MPOU3BOJLHUX ayTO-
nyanaux kommuiekca K u Ly ambujenty [n] jemnaka (L\ K)UC™(L\ K'). YmMecro
Kommiekca L xopuctuheMo cCUMIINIUjaTHu KOMIEKe Ap,_q) = 2n=11 koju je
ayTo-ayanaH y amGujeHty [n|. V HdCTaBKy heMo Ja aHaIM3upaMo daMuimje
CHMIITeKca Koje ce jaBibajy kao pasmuka 2"~ \ K 3a mpoussoman K € D",

Tephewe 3.4. Heka je K ayitio-gyanan cumianuyujaiiy KOMIaneKke y amoujeHiiy
[n). Taga, pamunuja cuminexca C*—(2"1\ K) je iog-gyanan cumiinuyujanmu
Komitnexc y amoujeniny n — 1.

Jloka3: Heka je A € 2"\ K mpomssoman u B C [n — 1] Takas ma je
A C B. Tapna, kako cumiuiekc A He mpumnajga CUMIUTUIM]aTHOM KOMIUIEKCY
K, cummnexe B Takohe He mpumaga koMruiekcy K mito 3Haum ja B mpumaga
davumumju 21\ K. Oso mo Jlemn 3.1, cBojctra (3) u (4), 10Kasyje 1a je
C*1(2ln1\ K) cumMmmummujamHu KoMITTeKc.

Ja 6u goka3anm na je oBaj KOMILIEKC IOI-AyallaH, mpoBepuMo cBojcTBO (1)
Teopeme 2.3. Heka je A C [n — 1] cumruieke Takas 1a A U HEroB KOMILIEMEHT
[n—1]\ A npumanajy bamumujun C™~ 1 (2~1\ K). Ako npumennmo kommmement
onepatop Ha mHKIY3ujy { A, [n—1]\ A} ¢ C"'(2"~1\ K), xopucrehu cBojeTna
(1) u (4) Jeme 3.1 gobujamo {[n — 1]\ A, A} c 2"~U\ K, mro uMmmmupa
na cumiuteked A u [n — 1]\ A ve npunanajy K. Kako je K cummiunujaniu

KoMruteke, To 3Haun gja AU {n} un — 1]\ A = [n] \ (AU {n}) Takohe ne
npumnaaajy komriekey K mro mo Teopemu 2.3 mpoTUBYpeUd MPETIOCTABIIN J1d
je kommeke K ayTto-ayanan y amOujeHty [n]. O

OTyja, CBAKOM ayTO-AyaJTHOM KOMITIEKCY V¥ aMOUjeHTy [n] MOkeMo 1a 1o-
JEMTUMO TOJ-IyaTaH KOMIUIEKC y ambujenty [n — 1.
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Hedunnnnja 3.1. Oidlepaitiop kopena je fipeciurkagarse +/ Dl — spln-1l Koje
gehunuwemo ca:
VE =crieth k).

[MTpumerumo na, umajyhu y Bugy cBojctBo (6) Jleme 3.1, KOpeHH KOMITIEKC
AyTO-yaaHOT CUMIUIUIM]ATHOT KOMILIEKCA Y aMOUjEHTY [n] MOkeMo J1a mocMa-
TPAMO Ka0 HheroB AJIEKCAHJIEPOB JIyas y MambeM amOujenty [n— 1. JTokazahemo
Jla je OBaj orepaTop OMjeKTHBAH TaKo INTO heMo Ja KOHCTPYMIIIEMO HeTOB HH-
BEp3HH OTIepaTop.

Axo y3Memo y 003up TBpheme 3.2, KOMIUIEMEHTApAaH CKYII MOA-AYaTHOM
KOMILIETIKCy y am6ujenty [n — 1] Tpeba na Gyme obmuka 2"~U \ K 3a mexu
xommieke K € DM, Opa oncepsammja nam omoryhasa ma hopMymuieMo
cnenehe TBpheme.

Tepheme 3.5. Axo je K dpoussoman iog-gyanran CUMUIUYUAIHY KOMULEKC V AM-
oujentiiy [n — 1), @aga, pamumja L = (2-1\ C"1(K)) U C"(C" 1 (K)) je
Ay O-gyanan CUMIIUYUJATHU KOMIEKC Y aMOujeniy [n]

Hoxka3s: Kao y noxasy Tephema 3.2, xaxo je Ap_y) = 201 gyro-nyaman y

aMOujeHTy [n], TOBOJBHO je J1a MOKAKEMO Jla KOMIUIEKC L MOKe Jia ce To0uje o/
KoMIUTeKca Ap,_1] IPECTPOjaBabeM CUMILIEKca Koju Ipumaaajy ckyny C" 1 (K).
Ipso, mpumetnmo ma je C" (C" 1 ({A4})) = {[n]\([n—1]\A)} = {AU{n}}.
Hekaje C"(K) = {[n— 1]\ Ay,...,[n— 1]\ Ax} rmeje |Ai1| < |A;] 3a cBe
Tana, komrutekcu K; cy obmauka:

IMokaxkumo 1a je cumruieke [n — 1] \ A; rmaBau cumrieke komrmiekca K; g
uHaykuujom. HapasHo, cumrutekc [n — 1]\ A; npumaga kommuekey K; ;. Kako
je Ay = 0, umamo na je [n — 1]\ A} = [n — 1] a oBaj cUMILIEKC je jeIUHU TTIaBHH
cuMITIeKc kommekca Ko = Ap,_y). IIperniocraBumo na [n— 1]\ A; Huje rmaBHn Yy
K;_1 omHocHo 1a nocroju cumiuieke B € K takas naje [n—1]\ A; C B. Kakoje
K cuvmmmunmjamau koMrieke, mo Jlemu 3.1 ¢cBojcTBO (3), CBM CUMIIICKCH CKyTIa
2(n=1] koju campie cuMIekc A; Mopajy ma IpUIAnajy haMIIHjH CHMIUIEKCA
(= U\ Ay 1N A dep e 1Bl > [ \ Al > [fn]\ 4] 3 cne
j € [i—1]. Oryma B ¢ 20"=1 11170 3HAYM A CUMITITEKC B, ma 61 61o HaACUMITIEKC
cnmmiexca [n— 1]\ A;, Mopa na Oyze jenan ox cummiexca { Ay U{n}, ..., A;_1U
{n}}. Axo je, na npumep, B = A; U {n} ogxocno [n] \ A; C A; U {n} 3a nexo
Jj < i, pobujamo ma A; O [n] \ (4, U {n}) a nomrro n ¢ A; nobujamo na
A; D [n—1]\ A,. Kako A; € K nmobujamo na [n — 1] \ A; npunaga KOMIUIEKCY
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K. Maxme Aj u [n — 1] \ A; npunagajy xomruekey K amu To o Teopemu 2.3
MPOTUBYPEUH MPETIOCTABIIN A je KOMIUIEKC K Mmoj-1yanaH.

Ortyna, A; je rmaBHM CUMITICKC KOMILIEKca K;_q mTo Ha ocHoBY TBphema 3.1
J0Ka3yje 1a ¢y CBU KOMIUTEKCH [; ayTo-ayaliHu y aMOujenty [n), ykibyuyjyhu u
Ky = L. O]

[MperxonHo TBpheme Ham omoryhasa fa neduHUIIEMO HOBHU OTIEPATOP.

HMedwnnunuja 3.2. Oiiepaitiop nagzpagree je tipecauxasarbe \ : Spr-i — plnl
Koje geghunuuemo ca

AK = (21 e (K)) u Ccr(CTH(K)).

CumrumnnujamHu komruiekc AK hemo ma 30BeMo TyaiHa HaArpagmba KOM-
wiekca K. Kacamje y Ilornasspy 3.3 he ga Oyay naTe HoBe, BEpOBATHO €JIETaHT-
HUje BapujaHTe orneparopa y/ u A.

Mokaxumo caga ga je A : SDI"1 — DI ynpapo uusepsun oneparop
ormepaTopa /.

Heka je i € D" npoussomsan. Kopucrehn tphema Jleme 3.1, no6ujamo
cnenehu HU3 jeTHAKOCTH

Ao /(K) = A(C" 21\ K))
= [2r\ e (et e K)Ju et e (e @i K))]
= (@1 (2P K)) U Cr U K)
= (K N2y e k).

Kaxko cy kommmaexcu 2"~ K ayro-nyamuu y am6ujenty [n], Ha ocnoBy Teopeme
2.3 umamo 1a je:

AcCr@r U\ K)o n]\Ae2r U\ Ko (n]\Ac2hUAan]\ A¢K)

s AgnUnNAe K)o Ac K\ 27Y,
Ortyma C"(2""1\ K) = K \ 2"~Y na no6ujamo ma je:

Ao /(K)=(Kn2hu(r\ 2l 1) = K.

Jlakre, koMrosuinja A o / je HAEHTHUYKO TPEeCTHKABAbe.

I[pe HETO IITO UCTPAKIUMO KOMITO3UIIH]Y 4/ 0\, TOKAKIMO jOIII TIAp CBOjCTaBA
KoMIuIeMeHT orepatopa C”.
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Jema 3.3. Hera je K C 2" apoussowsna gamunuja cxyiiosa. Taga, 3a ceaxo
m > N eadicu.

M C"oCY(K) ={AU([m]\[n]) | A€ K},
2) C"oCmo C" =C™

Hoxka3z: [Tomohy nepununuje (3.1) mobujamo:

(M C™(C(K)) = {[m]\(n]\A) | A € K} = {[m]\ ([m]\ [(AU([m]\[n])]) |
Ae K}y={AU([m\[n]) | Ac K}.

(2)C"o (CmoC"(K)) = {[n]\ (AU([m]\[n])) | A € K} = {([n]\ A)n ([n]\
gm]\[n])) [ Ae K} ={([n\A)N] [ Ae K} ={[n]\A] A e K} = C"(K).

Cana, Heka je K € SD
jamo:

"1 ipoussosban. Kopucrehu Jleme 3.1 1 3.3 1o6u-

Vo AK)=Cr (2 A(K)) =21 e (A(K))
= ot (2 e i(K)) u e (CTH(K)]
2 [ert (2 el (K)) u e (CM (G (K))]
= 2=\ [2l1\ (e (K)) u (K]
= 2=\ [(2N\ K)u Cn T (K)]
= 2\ 2N K 0 2T (G (K]
— KNk =K,

IMocnenma jeqHaKOCT Baxku jep 1o debuHunmju 2.3 KoMIuiekc je K moTKoM-
mekc komrmekca K1,

Cyma cymapym, gobunu cmo cienehe TBpheme.

Tephemwe 3.6. Oiepaitiop xopena / : D" — SDPY je Gujexmusan a memy
uneepsnu je ofiepaitiop nagepagne A : SD—1 — plnl,

Crneneha Teopema je MOMEHTATHA TIOCIIEINIIA TTPETXOHOT TBphema.

Teopema 3.1. Bpoj ayitio-gyariux CumMimuyujainux Kominexca y amoujeniay n)
Jeguax je 6pojy fog-gyannux CuMimuyujaniux Kominexca y amoujeniay n — 1].

Jlakie, CBAKU ayTO-AyalaH CUMIUTHIMjATHA KOMIUIEKC Y aMOUjeHTy [n] Mo-
IKEMO J1a JTOOU]EMO HAJIIPa/IlbOM MOJI-IyAIHIX KOMIUICKca y aMmOujenTy [n — 1].
Jom jenmnHa koMOMHATOPHO 3aHUMIBMBA TTpuMeHa Teopeme 3.1 he ma Oyae mata 'y
ITornasspy 5.
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3.3 T'eomerpujcku onuc oneparopa / u A

VY OBOM O/I€JbKY J1ajeMO eJIETaHTHH]U OIUC oTiepaTopa 4/ U A omohy KoH-
nemnata yeeaeHux y Ilornassmpy 1.2.

HpBO HaBOJIHWMO HOBY KOM6I/IHaTOpHy TEXHUKY 34 HAJIAXCILE JIMHKA ITPpOU3-
BOJbHOI' CUMILICKCA Y 1aTOM CI/IMHHI/IHI/IjaHHOM KOMILJICKCY.

Jdema 3.4. 3a gaimiu cumiinuyujanu xomiinexe K C 2V u ipoussoman cumiinexc
A € K, aomxomiinexc Lk(A) popmupajy ceu cumitnexcu B € K koju ne cagpoice
cumiinexc A waxeu ga je AU B € K.

Hoxka3: Kopucrehu Jdedunuimjy 1.5 nobujamo crenehu HU3 eKBUBaIEHIIN]a
B € 1k(A) < B € Nh(A) \st(A) & B € Nh(A) A B € st(A)

SBCFAFest(AANAELBSBCFNACFAFEKANAYCB
S BUACFAFe KNAYZB.
Oryma, Lk(A) ={Be K |AZ B,BUA € K}. O

Tephewe 3.7. 3a ipoussowvan ayimo-gyanran komitnexe K y ambujeniniy [n| easxncu:

VK =Lk({n}).

Jokas: Heka je K C 2" ayTo-jyanan cUMmiMiujamnyu KOMITIEKC U HEKa je
A € /K npoussosban cumruieke. Tama, mo dedununuju 3.1, cummaeke A
npunana kommmiekcy C™ 1 (21 K) ma je o6muka [n — 1]\ Braeje B C [n—1]
u B ¢ K. Kako je kommuiekc K ayTto-nyanan y ambujenty [n] u B ¢ K, no
Teopemu 2.3 cumiuiekc [n] \ B npunaja CUMIDIMIMJATTHOM KOMIUIEKCY K 11To
3HAYM JIa ¥ BeroB motcumiuieke [n — 1]\ B = A taxobe npunana K. Kako je
A C [n — 1] on He canpxu Bpx {n}. dakne, cummiekc A je takaB na {n} Z Au
AUu{n} = ([n—1]\ B)U{n} = [n]\ B € K wro no Jlemu 3.4 ummunupa 1a
A € Lk({n}). Oryma /K C Lk({n}).

Heka je A € Lk({n}) npoussosban. Tana, na ocoBy Jleme 3.4, A je cum-
wieke kommiekca K takasa {n} Z Au AU{n} € K. Kako je K ayro-nyanan
y ambujenty [n], mo Teopemu 2.3 cummuiekc [n] \ (AU {n}) = [n — 1] \ A ne
npunana kommiekcy K. Otyna, [n — 1]\ A € 271\ K a no jemnaumsu (3.1)
mobujamo ma je A € C*1(2"U\ K) = /K. Maxre, Lk({n}) C /K. O

Cata HaBOAMMO HOBH OITHC OIlepaTopa Haarpaame A.

Tephemwe 3.8. Axo je K tipoussoman iog-gyaian CuMaiuyujainu KOMIIEKC Y aM-
bujeniny [n — 1], waga
AK = KU uCK

ge je konyc CK gobujen ciiajarvem kominexca K u kominexca A,y .
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Joka3z: Heka je K mpou3BosbaH MOM-IyalaH KOMIUTEKC y ambujenty [n — 1]. Tlo
Hedununumju 3.2, cumruimjanau kommieke AK je obnuka:

(2=t ¢ H(K)) u C(CH(K)).

Ha ocnoBy Jleme 3.1 (cBojctBO (6)), pBu meo yauje 21"~ \ C*~!(K) je ympaso
K1 , Antekcanepos yan komiuiekca Ky ambujenty [n—1]. JIpyru neo yuuje,
C"(C" }(K)) je na ocnosy Jleme 3.3 3anpaso dpamunuja {AU {n} | A € K}.
Ha xpajy, kako je K mox-nyanan y amOujenty [n — 1] ognocuo K C K1,
ayTo-myanaH KoMiuieke A K MOKeMO a IPeACTaBUMO Ca:

AK = Kr-Uu{Au{n} |Ae K}UK

— RPN UfAu{n} |Ae KYU{AUD|Ae K}
= KUK« {0, {n}} = K" VUK % Ag,.

O]

Jakrne, u onepatop A mma jeqHoctaBHy Gopmy. I[Ipumerumo na, Kako je

K C K, nyanHa Hajrpajmba KOMIUIeKca /' 0JHOCHO CUMIUIUIIMJaTHH KOMILIEKC

K[~y CK nma reoMeTpujcKy peannsalujy Koja je XOMOTOIICKH ¢KBUBAICHTHA
daxrop mpocropy || K|[/|[K]|.

3.4 KomOMHATOpHA CTPYKTYpA ayTO-AyaTHUX KOMILIEKCA

Y 0BOM 0JIeJbKY JajeMo TeHepaliHUje Bep3rje pyHaIaMeHTaTHUX penanuja 3.7
u 3.8 xoje cy MOTOTHH]je 3a MPAKTUYHY MPUMEHY.

[Totcetumo ce ma mo Hedununuju 1.4, amOujeHTH U30MOP(HUX CUMILTH-
IIUjaJTHUX KOMITIEKca Mopajy aa Oymay McTe KapAMHATHOCTU. Pamu moromHuje
aHaJM3e, IPETIOCTABba Ce JIa Cy aMOUjeHTH MUHUMAJTHU.

Hexka je K mpou3Bo/baH CUMIUTHIIMJATHU KOMIUIEKC y amMOujeHTy V' rae je
|V| = n. Tazga, 3a npousBosbaH Bpx {v} € V mocroju 6ujekumja 7 : V' — [n]
Koja v mpecrukasa y n. Oryna, m(K) = {w(A) | A € K} je cummmunujansu
KOMIUIEKC y ambujeHTy [n| koju je usomopdan kommiekcy K. Taja, Komrieke
K je mop-nyaman (ayto-nyanan) y amGujerty V, akko je komrieke 7(K) moj-
nyanat (ayTo-jayaian) y amoujenty [n]. OBa omncepsaruja Ham omoryhasa j1a cse
pesynrate [Tornasmpa 3.2 u 3.3 koju Baxe 3a komruteke 7(K) C 2l"l mpenecemo
Ha komrmuiekc K C 2V, Takobe, mpomssosban Bpx {v} C V moxe ma omurpa
yJIOTY UCTAKHYTOT BpXa N.

Mocaenuna 3.2. Hexa je K ayiwio-gyanran xomiinexc y ambujeniiy V. Taga,
3a wpouszsomno {v} C V, cuminuyujannu xominexe Lk({v}) je itog-gyanan y
amobujeniiy V' \ {v}.
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Jlaxie, KOpeH! KOMIUIEKC ayTO-IyaTHOT CUMILIMIIN]aIHOT KOMITIIEKCa MOKe
Jia Oyjie MMHK OMII0 KOjeT lherOBOT TeMEHA.

Hocaemuna 3.3. Axo je K iiog-gyanan komiinexc y amoujenidy V, waga KVUCK
Je ayiio-gyanan cumiliuyujannu Komiiexc y amoujeniiay VU {v}, dpu iwom je
CK = K * Ay 3a tpouseonno v & V. Cieyujanno, axo je K ayitio-gyanan
y ambujeniiy V- u v € V, waga cumiinuyujarnu komineke CK = K x Ay, je
ayimio-gyanan y amoujeniay V U {v}.

Hoka3: Axo je K C 2 ayro-myaman Tama je meropa JyanaHa HaArpaiba
CUMTUTUIIA]ATHA KOMITJICKC:

[?VUK*A{U}:KUK*A{U}:K*A{U}.

O
Cana HaBOUMO TEOPEMY KOja HaM Jiaje HOBU YBU]T Y Y KOMOUHATOPHY CTPYK-
Typy ayTO-IyaJTHUX CUMIUTHIMjaTHUX KOMITIEeKca.

Teopema 3.2. Axo je cumiinuyujanrnu xomiinexe K y ambujeniiy V' ayiwo-gyanan,
waga, 3a ceaxo {v} C V easxncu:

K =1k({o}) " UCLK({o})

age je CLk({v}) = Lk({v}) * Ag}.

Joka3s: Heka je K C V ayrto-nyanan u Heka je |V| = n. Tama, 3a IpoU3BOIbHO
v € V moctoju 6ujekija 7 @ V' — [n] taksa ma je m(v) = n. Kako cy no
Tsphemwy 3.6 oneparopu / u A jenan Apyrom uHBep3uu a komruieke 7(K) ayro-
syanan y ambujenty [n], nobujamo na je m(K) = Ao \/(7(K)). Kopucrehn
Tephemwa 3.8 u 3.7 3akipyuyjemo aa je

w(K) = LK([n)) " U (Lk({n}) * Ay).

AXO Ha IPETXOJHY jeTHAKOCT IPHUMEHNMO CUMILTHAIMjATHO MPECTHKABAE
— V\{v

}
7~ nobujamo na je K = Lk({v}) U CLk({v}). O
Cnenehu npumep je nobpa unycrpamnuja Teopeme 3.2.

IIpumep 3.2. Kao mro cmo ce yBepuiu y [lpumepy 2.2, KOMILTIEKC ([Qk,j 1]) je

ayTo-myanaH y ambujenty [2k + 1]. Axo momohy Jleme 3.4 MOTpakUMO JTUHK

Temena {2k + 1} y koMmmuiekcy ([Qk,j 1]) nobujamo:

Lk({2k+1})={AC 2k] | AU {2k + 1} € ([Qk;H)}
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= {AC K| |AU{2k+ 1} <k} = (kp—k]l)‘

N

ITo ITpumepy 2.1, 3Hamo 1a je ( [2k] ) = ([2:]). Cnajamem

k:—l) - (2k—(k+1)—1
CHMIUTHITMjATHOT KOMILICKCA (Kk}) ca kommiekcoM Agoi1y = {0, {2k + 1}}
106ujamMo (haMUIIH]y KOja CaIpKu CBE MTOTCKYITOBE CKyma [2k+ 1] kapauHamHoCTH
HajBuUllle k U KojuMa eneMeHT 2k + 1 mpunana. Tako gobujamo 1a je:

Lk((2k 1) U CLk({2k + 1))

= ([2:}) U {A € ([%}lj 1> |2k +1¢€ A} = ([2]{; 1]).

3.5 KomOuHaTopHa KIacupukanuja ayTo-IyaTHuX KOMILIEKCa

Anamizom Teopeme 3.2 MOKEMO /a 3aKJbYYMMO J1a j€ CBAKH ayTO-AyaJTHU
CUMIUTUIIA]ATHA KOMIIICKC Y aMOUujeHTy V' moTmyHo ojpehen nuHkom 6mo Kojer
temenav € V. YV oBoM norsasby, muHk TemeHa {v } y komruiekcy K o3HauaBamo

ca Lkx ({v}).

damunmje SD 4 DIl poskemo na ImocMaTpaMo Kao KaTeropuje y Kojuma
cy MOphU3MHU KOMOMHATOPHE €KBUBAJICHIIUjE OHOCHO U30MOP(UIMHU CUMILITU-
IUjaTHUX KOMITIEKCA.

Hexa cy K, L C 2" npowssomuu kommaeken pamumnje DM ur: K — L
momMopduzam. Tama MoxeMo fa JedUHUTIIEMO CUMTUTHIIA]ATHO TTPECTUKABAHE
V7 1 /K — L Kao mpocTy pecTpHKIIH]y TPECTUKABAba T HA MOTKOMILIEKC
VK = Lkg(n). Mehytum, ciuka mpecivkaBama /7 He Mopa na 6yae +/L
OTHOCHO JIUHK TeMeHa {n} y komrutekey L. Otyna, na 6u nepunmcani GyHKTOp
/, MOPAMO J1a CE OrPAHUYUMO HA TIPECITMKABaba KOJUMA je TeMe 1 (PUKCHA TauKa
a7y OBO HHjE TOOPO 3a MpakTUUHE TpuMeHe. Ha mpumep, TMHKOBU TeMEHA 1y
KOMIUTeKCHUMA Ap,_1] U A 1) ¢y penoM {0} u Ap 1,0} K0Oju HECY H30MOPhHHU
CUMILTULIM]AITHA KOMILIEKCH.

Ortyna, omepatop / He MOXe [a TOCTyXH Kao 1obap ¢yHKTOp. 3a cama
MOKEMO j1a TBPAUMO fa ako je 7 : K — L uzomopduszam, uv € [n] npousBoJbHO,
TaJa je peCcTpUKIMja peciukasama m, : [n]\ {v} — [n]\ {7(v)} umsomopduzam
cumrmnimjanaux kommiekea Lk ({v}) u Lk, ({7 (v)}).

[TpumeTrumo n1a omepaTop KOpeHa MMa CIMYaH MpobieM Kao U KIacH4aH
KOpEeH Ha CKyIy KOMIUIEKCHUX OpojeBa KOjU ce KaTerOpHIle Kao ,,BUIIe3HAUHA

dyHkumja’.
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Hexka cy cama K u L moa-ayanHu CUMITTAIIM]ATHA KOMIUIEKCH Y aMOH]eHTY
[n — 1] m nHeka je m : [n — 1] — [n — 1] usomopduszam xommiekca K u L.
Hedunumemo npecnukaBatme A : [n] — [n] ca:

AW:{ m(v), veln—1],

n, v=n.

IMokaxumo na je Aw m3omopduzam komrurekca AK = K1y K « Agny

u AL = LU U L « Ayyny. IlpBo, Ha ocHOBy Jleme 2.2, mpeciuKaBarme
je usomopduzam kommiekca K™ u L1 Oryja, na 6u nokasanu ja je
Am wzomopduzam xommekca AK u AL, 10BOJBHO je Aa mokaxemo jaa je Arm
m3oMopdusam komrekca K+ A,y u L x Ag,y. Heka je A C [n] mpousBosbaH.
Axon ¢ A, cummieke A npumnaga K akko Am(A) = m(A) npunaga KoMIuiekcy
L (jep m : K — L je uzomopduszam) mto gokasyje na A € K x Ay,y akko
Am(A) € K * Ag,y. Axo n € A, enmmneke A mpunajia komruiekey K Ay,
akko A = BU{n} 3a wexu B € K. Kako je 7 : K — L usomopdusawm,
IIPETXOIHO jé eKBUBAJIEHTHO YCIOBY na m(B) mpumamga KOMIUIEKCy L OIHOCHO
na 7(B) U {n} npunaga kommekcy L * Ag,y. Otyma, A = B U {n} npumana
K x Ag,y axkko m(B) U {n} = An(B U {n}) = An(A) mpunama KoMITIeKcy
L % A{n}.

OBUM CMO JTOKa3ajau da Aujarpam:

K = L
1 1
AK 2% AL

KOMyTHpA U jia je AT uzomopduzam.

Jlakrne, mpecirKaBambe A MOXEMO N1a IMocMaTpaMo M Kao KOBapHjaHTaH
(byHKTOp M3 KaTeropuje MOJ-AyaTHUX CUMIUIHIIMJATHUX KOMIUICKCA Y aMOu-
jeurty [n — 1] ca uzoMopdusMuMa y KaTeropujy ayTo-1yaJHUX CUMIUTUIHjATHIX
KOMIUTeKca y aMOujeHty [n] ca uzomopduszmuma. OBUM CMO TOKA3aNIU TJIaBHY
TEOPEeMY OBOT IOTJIABIbA!

Teopema 3.3. Ayitio-gyannu cuminuyujannu kominexcu K C 2V u L C 2V, zge
Je |V | = |W/|, ¢y kombunaimiopno exeusarenitiinu axko iocimoje epxosu {v} € K u
{w} € L mareu ga cy Lk ({v}) u Lk ({w}) kombunaitiopno exsusaneniinu.

[IperxomHa Teopema 3HAUAjHO TOjeTHOCTaBIbYje KOMOMHATOPHY KIacu(pu-
Kalujy ayTo-IyaTHUX CUMIUTUIIUjaTHUX KoMIiekca. CtangapaHa mposepa KoM-
OMHATOPHE CKBUBAJICHTHOCTH MOJIpa3yMeBa MpOHATAKEHe OUjeKInje aMOMjeHT-
HUX CKYITOBa Koja 3a10BoJbaBa Jedbuunmjy 1.4. Ako je KapAMHATHOCT aMOUjeHTa
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n, mocToju n! moTeHnHjaTHuX Oujeknuja. Kako muuk Temena {v} ve campxu {v},
Teopema 3.3 cMambyje 6poj moTeHnujaaaux oujeknuja Ha (n — 1)!. HapasHo,
HajTIpakTUYHU]je je HahM BPX JATOT ayTO-AyaTHOT KOMIUICKCA YHMjU JTUHK MMa
HajMambKl OpOj TEMEeHa M YIIOPEAUTH ra ca JUHKOM BpXa MPYror KOMILIEKca ca
UCTUM OpOjeM TeMeHa.

Teopema 3.3 Ham Takohe oMoryhaBa fa epuKacHO OJIpPEIUMO CBE HEU30-
MopdHe ayTo-ayanHe KOMIUiekce y ambujenty [n]. Ilo Teopemu, T0BOJBHO
je ma oxpeaumo HeuzoMopdHe MoJI-ayaliHe KOMITIeKee y amOujenty [n — 1] a
HEM30MOpGHU ayTo-IyallHU KOMIUIeKcH he na Oyny mely BUXOBUM AyaTHUM
Hanarpaawmama. [lpu Tom, Teopema 3.3 He rapantyje Aa ce QIyalHUM HaATpa-
BaMa HeM30MOP(HUX MOA-AyaTHUX KOMILIEeKca MT00Uujajy HeM30oMOpQpHH ayTo-
Ayannu kommeken. Ha mpumep, o Tephemy 2.1, kKoMmriekcu ([3}) ={0}wn ([f])
Cy MOJUTyatHu y amOujenty [3] u Hucy uzomophuu. MehyTum, mUxoBe jyanHe
HAJTPaIbhe

A<[2]> ) @) & y ([g]) Ay = ([g}) o),

—= Bl

() (o )

— B — B

- (e o () rau=((1) vy u(F)au
= <[i’]> U {{1,2}, {4}, {1,4},{2,4}} = (“’3’4}) u{{3}}

cy M30MOpP(MOHM CUMIUTMITMjaTHU KoMruiekcd. OTyjmga, KOMOMHATOpHOM (hu-
TPAIjOM HEM3OMOPMOHUX TTOI-TyaTHUX KOMIUICKCA BPITUMO CaMO JICTTUMUYIHY
KOMOMHATOPHY (GUIATPALH]Y BbUXOBUX TyaTHUX HAJIT PabH.

ITpumep 3.3. V Ilpumepy 3.1 je mokazaHo J1a Cy jeTMHU ayTOIyaTHH KOMIUTEKCH
y amOujenty [3] komrueken Agosp iy, ¢ = 1,2,3 1 KOMILIEKC ([:f]). Oryna,
TOJI-TyaTHK KOMTITIEKCH Y aMOUjeHTY [3] Cy MOTKOMTIEKCH KoMIIIeKca haMumu-
je DB mto Ay e A € (B)) sajermo ca xommmexermva (PN rre i = 1,2, 3.
Mebhy muma, Hem3oMOp(hHH Cy:

Ko = {0}, Ky = Ay, Ko — @) ey — (f’})m ~ Aus.

Kao mro cMo Beh Bumenu, ayamHe Haarpajame Komrmiekca Ko u Ky cy
msomopdre xommnexcy (I5) U {{4}}. Mame, nyamna maarpanma Komrmekca
K je cuMITTUIIM]aITHH KOMJIEKC:
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— [

3
) U {1} U A{174}

B
Ay =Agy UAm*Ag = (0

—— B

— ((3) \{{2,3}}) UApgy = ((2) \ {{273}}) UApg

2,3,4
= A{LQ} U A{Lg} U A{174} = <{ 1 }) * A{l}

Kommeken K3 u Ky cy ayro-nyamuu y am6ujenty [3]. Ilo IMocmemumu
3.3 BUXOBE AyaTHE HAATPAIILE CY PEIOM CUMIUTHITA]ATHH KOMIUICKCH A([i’]) =

(%) % Ay mAA G2y = Aqioy * Ay = Mgy

Kako cy, AK; u A K3 uzoMopdhHU CUMIUTHIIN] ) THH KOMIUIEKCH, 3aKJby4YjeMO
na y ambujenty [4] mocroje Tpu HemsoMopdHa ayTo-AyalHa CUMIUTHIIU]aIHA
KOMIUICKCA KOju ¢y mpukaszanu Ha Gurypu 14.

AAA

AU Ay ) * Aggy

®urypa 14: HemzomopdHH ayTo-IyaTHU KOMIUIEKCH Y aMOujeHTy [4].

ITpumep 3.4. He nzoMopdHM OA-TyaTHH CUMIUTHIIA]ATHE KOMIUIEKCH Y aMOH-
jenty [4] cy notkommuexcn komrmrexca () U {{4}}, (%) * Ay u A u 1o
cy:

Ko 9016 816 (2.t ().t ().

Ky = G?) * Ay, Ky = ([2]),1?(8 = K; U {{3}}, Ky = K5 U {{3}, {4} },

KlO = K6 U {{4}},[(11 = K7 U {{4}},[(12 = Kg * {4},K13 = A[g]

AHAJIOTHO MPETXOTHOM IpUMepy, KopulihiemeM JIeMe 3.2 MokeMO J1a U3pauyHaMo
BbUXOBE JIyallHEe HaArpambe. Tako Jo0ujaMo ayToayaliHe KOMILICKCE:
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Apg * OA 3.4 U A * Agsy U Az ay

®durypa 15: Hensomopduu ayTo-IyaTHu KOMITIEKCH Y aMOujenTy [5].
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AKy ~ AK; =~ <[§]>U{{5}},AK1 ~ AKg ~ AK ~ (<[g]>u{{4}})m{5},

3,4 2

MKy ~ ARy ~ (Ff]) ; <{4’15}) U Ay, MK, = ([Z])

3]

AK5 %AKH = <1

) * A{4,5}, AK, 3 = A[4]~
Jlakre, y ambujeHTy [5] mocroju 7 HeM30MOPQPHUX AyTOAYATHUX CUMILTHIIN-
JaTHUX KOMILJIEKca mpukazaHux Ha @urypu 13.

3.6 f—BekTOpHM IyaJ HMX HAATPAIHH

CBaKoM CHMIUTHIIH]jaTHOM KOMIUTeKey Ky aMOujeHTy [n| MoxeMo aa mgoe-
numo Bektop f(K) € IN" koju HasuBamo f—Bektop (eHr. face vector). OBaj
BEKTOP Opoju CUMITIEKCce KOMIUTeKca K McTe JTUMeH3Uje OJHOCHO:

(3.2) F(K) = (fo. fi,. i fa) fi={A€ K | dimA =i—1},i=0,1,....n.

CBH CUMIUIMIMjATHE KOMIUIEKCH OCHM KoMiutekca K = () cagpxke mpasad
CHUMITICKC Te je koja wmux fo = 1. Koopaunarta f, mpejacrasiba Opoj BpXoBa,
KOOpJMHATA fy IPEJCTaBIba OPO] jeTHOIUMEH3NOHAITHUX CUMITIeKca UTI. Taja,
OjnepoBa KapaKTepuCTHKa KoMIUlekca K ce pauyHa momohy dopMmyire:

n

(33) X(K) = (1) f

=1

Hexonuko jemaocraBaux ocobuna f—BekTopa u OjnepoBe KapaKTePUCTHKE
cy nate y crnenehoj memu.

Jlema 3.5. 3aipoussobne cuminuyujanne komiinexce K u L y ambujeniny [n) eaxcu
gaje f(KUL) = f(K)+ f(L) — f(K N L), witio umitnuyupa ga je Ojreposa
kapaximiepuciiuxa X (K U L) = x(K) + x(L) — x(K N L).

Axo je K cumitnuyujannu komiinexc u L C K dpouzsomsha (hamunuja ckyiiosa

maga je f(K\ L) = f(K) = f(L).
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Heka je K C 2" cuvmmmmjamau xommnexc ca u Heka je (fo, f1,. .., fn)
weroB f—BekTop. IlpuceTumo ce j1a je Ha ocHoBY Jleme 3.1, AnekcaHiepoB ayan
CHMIUTHIMjaTHOT KoMmruiekca Ky amGujenty [n] jemmax 2 \ C*(K). Oryna,
aKo TIOTPAXUMO f —BEKTOP KOMITJICKCa K 1o0ujaMo:

FIK) = f(2"\ Cv(E)) = f(2M) — F(C™(K)).

Mo Hedunurmju (3.1) 3uamo ma je C*(K) = {[n|\ A | A € K} na, i—ta
koopmuHata sekropa f(C"(K)) (xojy osHauaBamo ca f(C"(K ))1) je jenHaxa
6pojy cumrurekca dpamunuje C™(K') KapIMHATHOCTH i & TO je ynpaso f, ;. Tako
no6ujamo jieo (1) cneneher TBphema.

Tepheme 3.9. 3a ipoussoman cumiinuyujariu kominexe K C 2" ca f—eeximopom
(fos f1,- -+, fn) 6acu ga je:

1)) f(I?)Z = (’:) — fu_isaceei=0,1,...,n.
@) X(K) = (=" (X(K) = fo) = fa+ L.

X(K), n=1 mod 2,

. ] o v ) —
(3) Axoje ) # K C 2™, maga je x(K) { —x(K)+2, n=0 mod 2.

Hoxka3: 3a tBpheme (2), ako uckopuctumo TBpheme (1), modmjaMo HU3 jen-

MR =3 1) = S0 ((7) = )
S RS WIS SRS DEIRS

=14 (=)™ fo + (1) (=) = (1)

= (D)™ (X(K) = fo) = fu+1

Tephemwe (3) cmenn u3 TBphema (2) jep f—BEKTOpP CHUMIUIMIUAJATHOT KOM-
mrexca ) # K C 2" je takaB maje fo = 1u f, = 0. O

Hocnenuna 3.4. Ojneposa kapaxiiepuciiuka aymio-gyaanux KOMiieKca y amou-
Jeniny fapne kapgunaanociau je 1.

VY HacraBky heMo 1a aHamu3upamo [ —BeKTOpe MyaTHUX HAaIIPaIbU.
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Tepheme 3.10. 3a ipoussowan iiog-gyanan kominexe K C 201 samcu:

1, i=0,
M) fAK); =4 (") = facii+ fimr, i=1,...,n—1,
0, +=n.

1, n=0 mod 2,
(2) X(AK)—{ —2x(K)+3, n=1 mod 2.

age je f(K) = (fo, f1,-- -, faz1).

Toka3: Heka je 0 # K C 2" U nog-nyanan cuMmimMnujaani KOMITIEKC 1
weka je f(K) = (fo, f1,..., fa—1). Coajame xoMiutekca K 1 komruiekca Ay,
Ha ocHOBY [edununmje 1.6 uma f; + f;_; cUMIIeKca KapIMHAIIHOCTH ¢ 3a CBE
1=0,...,n.

Kaxoje A(K) = KU U K « Apy m KPr1NK « Ay = K, Ha ocHOBY
Tephewa 3.9 neo (1) nobujamo maje3acees =0,1,...,n — 1:

FAK); = FERP) 4 f(K % Agny)i — f(K);

= (n N 1) —foimi+ it i — fi= (n ; 1) — fo—1—i + fic1.

1

Kaxo je kommiekc AK ayto-ayanaH y aMOMjeHTY (1], OH HE MOKE JIa CAIPKU
cumIiekc [n] jep 6uy cynpotHoM AK = Ay, a Ha ocHoBY ITpumepa 2.3 3HaMO 1a
A, HEje ayTo-myanaH y am6ujeHTy [n]. Tako 3akipydyjeMo na je f(AK), = 0.
Taxobe, f(AK)g = 1 jep o [Ipumepy 2.4 He MOCTOje ayTO-AyaaTHU KOMILIEKCH
0¢3 BpXOBa.

Kopucrehn Jlemy 3.5, Ojneposa kapakTepucTuka kommiuekca AK jenuaka je
cymu (K1) + (K * Agy) — x(K). Kaxoje f, = 0u fy = 1, Ha ocHOBY
Tephemwa 3.9 snamo 1a je x (K1) = (=1)"(x(K) — 1) + 1. IITo ce THue
kommnekca K * Ap,, merosa OjnepoBa KapaKTepUCTHKa je 1 jep je y mUTamy
TpUAHTyJAllMja KOHTPAKTUOWIHOT IpocTtopa. Tako mobujamo aa je:

X(AK) = (=1)"(x(K) = 1) + 2 = x(K).

[
IMperxoano TBpheme HAM OlaKIaBa Hanaxeme OjIepoBe KapaKTePUCTHKE
ayTo-AyaTHUX KOMIUIEKca y HemapHUM amOujeHTuMa. Kako je cBaku ayTo-
IyalTHA KOMILIEKC AyaTHa HaArpaimba JIMHKA CBOjeT TPOU3BOJLHOT TEMEHA, aKO
3Hamo OjnepoBy KapaKTepUCTUKY JIMHKA, TAKO MOXKeMo J1a u3pauyHamo Ojiepo-
BY KapaKTECPUCTUKY MOJIA3HOT KOMIUIEKca. Takohe, ako 3namo OjiaepoBy Kapak-
TEPUCTHKY ayTo-ayamHor komrekca K C 2%t o mperxomnoM TBphemy
3HaheMo u OjnepoBy KapaKTepUCTUKY JIMHKA MIPO3BOJHHOT HETOBOT TEMEHA.
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Mocaeanua 3.5. 3a iipoussonan ayitio-gyanan komiineke K C 22 y apousseomno

v € [n] saorcu: x (Lk({v})) = 1(3 — x(K)).

Cana hemo ma ce ocBpHeMO Ha TexHMKe onucaHe y Ilornasmby 3.1. ITpuce-
THMO C€ /14 IIPOU3BOJBHH ayTo-nyantu komrwtexcn K, L C 2" mory na ce mosexy
y rpady cycencsa NG, mytem ayxune | K \ L|. OBy onceppaimjy hiemo j1a ucko-
PHUCTUMO paay pauyHarmba OjIepoBe KApAKTEPUCTHUKE AyTO-AYATHUX KOMIIIEKCA
aMOUjeHTHMA HellapHe KapAUHAIHOCTH.

Heka je K C 2121 ayro-nyanan komrurekc ca f —BekTopoM (fo, f1, ..., fn)
" Heka je A € K TIaBHU CHUMIIUIEKC KapIUHAITHOCTH i. PeKOHCTpYKIIHja KOM-
wiekca K mpecTpojaBameM TIABHOT cuMIUIeKca A je ayTo-ayajaH KOMITICKC

rsa(K) = (K \ {A}) U{[2k + 1] \ A} ca f—BekTOopom:

fiv 7€M\ {i, 2k + 1 -1},
frsa(K)); =4 fi—1, j=1i
fitl, i=2k+1—4.

Axo notpaxumo OjiepoBy KapaKTepUCTHKY KoMILTekca 154 (K ) mobujamo:

X(rsa()) = 2 (=177 (rsa(K));
= zn:(_l)jﬂfj _ (_1)i+1 + (_1)21€+1—i+1

= X(E) + (=) (=14 (=1)"1) = x(K) + (-2)™!

Hakne, paznuka OjmepoBUX KapaKTePHUCTHKA CYyCeTHUX YBOpPOBa y Tpady
cycenctBa N Gopyq je £2. Kaxo caka gsa ysopa rpada NGapy MOy 1a
ce moBexy nyteM (TBpheme 3.2), a OjmepoBa KapaKTepHUCTUKA ayTO-IyaTHOT
KomIiekca A1) jeIHAaKa 1, 3aKJbydyjeMO Ja CBU ayTO-AyalHH KOMILIEKCH Y
ambujenty [2k + 1] nmajy OjnepoBy KapakTepucThky ob0imka 1 + 2i 3a Heko
ie{0,1,2,...}.

Ha 6u ce yrBpauno Tauan oricer OjaepoBUX KapaKTEPUCTUKA ayTO-TyaTHUX
KOMIUTeKca y ambujenty [2k + 1], 10BOJBHO je a ce ompele MOI-AyaTHU KOM-
wiekcu y amOujeHTy [2k| ca HajsehoMm u HajmMamwoM OjmepoBOM KapaKTepHc-
tukoM. Tana hie Ha ocHOBY TBphema 3.10 BUXOBe MyamHe HAATPATbE da TIpe-
CTaBJbajy ayTO-AyaTHE KOMITIEKCE Ca MAKCUMaTHOM ¥ MUHUMaiTHOM OjiepoBoM
KapakTepUCTHKOM a ocTayne moryhHoctu 3a OjepoBe KapaKTEPUCTHKE CY CBU
HeMapHH OpojeBH Koju ce Hanase y moOujeHoM mHTepBady. Ha mpumep, A
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" ([?) Cy ayTO-IyallH1 KOMIUTEKCH y aMOujeHTy [7] ca OjiepoBUM KapaKTepuc-
tukama 1 u 21. Otyza, y rpady N G7, Ha MPON3BOBHOM My Ty KOjH IIOBE3YjE KOM-
mrexce Afg) U ([g]) Mopajy a ce Hahy u ayTo-myarmHu KomriekcH ca OjmepoBuM
kapaktepuctukama 1 + 2irne+ = 0,1, ..., 10.

3.7 XomoJi0ruja u KOXOMOJIOTHja IyaaTHUX HAATPAIHbU

Y 0OBOM Of€JbKy aHANM3UPaMO Be3y u3Mel)y Xxomolloruje u KOXOMOJIOTH]e
JATOT CUMILTUIN]aTHOT KOMITTIEKCa U IbeTOBe ayTO-/IyalHe HaATpaJlibe OMMIcaHe
y Ilormasimpy 3.3.

Hexka je K cummuminujaaau koMiuieke y amoujenty V. Ilo Tephemy 2.2,
MOeMO Ja TIPETIOCTABUMO J1a je K Moa-myanaH jep MoA-IyaTHOCT MOXe J1a ce
nocturue npoctuM yBehamem ambujenta V. TlocmaTpajmo nyanHy HaATpaImby
KOMIUIeKca /X' OJTHOCHO KOMIIIEKC

AK = K UCK.

Ha ocHoBy TBphema 3.5, 3Hamo &1a je myaliHa HaATpalmba CUMILTUIA]ATHOT
KOMIUTEKCa ayTo-IyaiaH KoMruieke y ambujenty V U{v}. Otyna, kao mocnemuiry
Teopeme 2.2 nodujamo crnenehe Tepheme.

Iocxemuna 3.6. Hexa je K iiog-gyanan cuminuyujaiiu KOMIaneKe y amoujeHimy
V 2ge je |V| = n. Taga 3a weosy gyanny nagepagrwy AK uceei=1,... n+1
gascu:

Hi(A(K)) ~ H" 72 (A(K)).

Anamusupajmo cajaa map cuMrummijanaux komriekca (A(K), K). Humb Ham
je aa onmiemMo XoMooTHjy komrutekca A K momohy xoMmooruje komriekca K .
Kopucrehu myru TayaH HA3 XOMOJIOIIKUX TpyIa JOOH]jaMo:

B4 - Hy(K) - H(AK) 25 By (AK, K) -5 Hy y(K) = -

Kako cuMniuuujasHu KOMIUIEKC U HBErOB MOTKOMIUIEKC YMHE 100ap map,
3HaMoO 1a cy rpyme Hy (AK K ) m3omopdHe rpynama Hy, (AK /K ) rae je dak-
Top tpoctop AK/ K 3aIpaBo ([A( UCK ) / K. ITpucerumo ce ma mo Tephemy
38 Baxn K NCK = K. Oryna, paxrop mpocrop AK/ K je xomeomophan
npoctopy CK /K Koju je XOMOTOICKH €KBUBAJICHTAH CYCIECH3UjU SK CHMIUTH-
rjanHor kKomruiekca K. Tlo3Harto je ma cy rpyre ﬁk(SK ) m3oMopdHe TPY-
nama Hy,_;(K) ma, ako y TausoM Husy (3.4) rpyne Hj, (A(K), K ) 3aMeHMMO ca
ﬁ[k,l(K) n06ujaMo:

a/ ~ A~

(3.5) o Hi(R) =5 Hy(AK) 2 Hy oy (K) 25 By (K) — -+
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ITomohy Teopeme 2.2 u TeopeMe 0 YHUBep3alTHUM KoepHIIMjeHTUMA Koja
MOBE3Yje XOMOJIOTH]Y U KOXOMOJIOTH]Y IATOT CUMIUTHIIMjATHOT KOMITICKCA, TAKO
MOKEMO Jid OIpeMo xoMonotke rpyne Hy (K'). Hanwme, cBakom Z cabupky

rpyne Hy(K) oxrosapa Z cabupax rpyre Hn_g_i(K ) a cBaKoM Z, cabupKy
rpyne H,(K) onrosapa Z, cabupak rpyrne H, 4 (K).

Ortyna, na 6u momohy Taunor Huza (3.5) oapenunu rpymne Hy, (A(K )), 1o-
BOJBHO je a omnuieMo xoMomopdusme ¢, u 0'. 1o KOHCTPYKIIUjU, OBH XOMO-
MOP(H3MHE Cy YCKO MOBE3aHU Ca CTAHAAPIHUM XOMOMOPGhU3MUMA ¢, U O U3 HU3a
(3.4).

MehyTrMm, TTOCTOjU MHOTO jeMHOCTaBHUjH oruc XoMomopdusma ¢, u d'. Tloc-
MaTpajMo Iyru Tadad uu3 3a map (K, K).

(3.6) - — Ho(K) 2 Hy(K,K) 2 He ((K) = Hy y(K) — -+

Osne, Hy, ([A(, K) je mzomopdHo rpynu Hy (IA(/K) a xaxo je CK koHTpak-
THOWIAH TTPOCTOP, CUMITIUIIN]ATHH KOMITIIEKC K U CK, omgnocHo ynpaBo AK,
je XOMOTOIICKH ekBUBasieHTaH (aktop mpocropy K /K. Otyna, ako ymopeaumo
HU30Be (3.5) 1 (3.6), MOKEMO N1a 3aKIbyUnMO J1a je 0" HHIYKOBAHO UHKITY3HjOM

i’ : K — K a ¢\ je uHIyKOBaH UBUYHUM ITPECTIUKABAEM O°.

ITpumep 3.5. Heka je K netoyrao npukasad Ha @urypu 16. Kako je K jeqHonu-
MeH3MOHATaH, Mo TBphemy 2.1 oH je moa-ayanan y ambujeHty [5| ma, merosa
JlyajHa Hajarpaama he ma Oyje ayTo-ayanaH CUMIUTHIIU]ATHA KOMITIEKC y aM-
Oujenty [6]. Kako cy MUHUMAJHM He-CHUMITIEKCH KOMIUIEKca K ujaronane
ETOYIJIA, TTIABHA CUMILIEKCU KOMILIEKCa K he na Oyay KOMIUTEMEHTH JAUjaro-
Hama. Otyna, K je Tpuanrynanuja MebujycoBe Tpake uja je TpaHulia IeTOyrao
K xao mito je mpukazaHno Ha Ourypu 16.

1

3 4

®durypa 16: Iletoyrao u meroB AnekcaHaepoB ayai, MebujycoBa Tpaka.
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ITo Teopemu 2.2, rpyme }NL(K ) ¢y uzoMopdHe rpymnama H 5,1',3([/(\' ) a oBe
rpyne cy TpusHjanne 3a k # 1 u jennaxe Z 3a k = 1. OTyza, ako MCKOPUCTUMO
Tauan Hus (3.5), nobujamo na je Hy, (A(K)) = 03a cBe k # 1. Kako ce rpanuna
Mebujycose Tpake Ba myTa 0OMOTaBa OKO IEHTPAIIHE KPYKHUIIE KOJd FEHEPHIIIE
H, (K ), 3aKJbyUyjeMo Ja je XomoMopduzaM ¢ 3alpaBoO MHOXEHe ca 2. Tako
no6ujaMo 1a je jeMMHU HeTpuBHjaHu 1eo Hu3a (3.5) 3a map (AK, K):

07257 H(AK)) =0

Kako je xomoMopdu3aM i, CUpjeKTUBAH, Tpyma H, (A(K )) je msomopdHa
rpynu Imi, /Keri, = Imi,/Imi¢ = 7. /27, = 7.

Hakne, AK je mBo-mUMEeH3MOHATTHA KOMOWHATOPHA MHOTOCTPYKOCT ca Zi
XOMOJOTH]OM Yy auMeH3uju 1 ma 3akibyuyjeMo ga AK mpeacraB/ba TPUAHTY-
JAIUjy TTPOjeKTUBHE paBHU omucaHe y [Ipumepy 2.5.

VY npeTxogHOM IpUMepy cMO BUAETHU Aa moMohy TauyHor Huza (3.5) Hekana
MOEMO J1a KOHCTPYMILIEMO ayToO-TyallHE KOMIIEKCE ca yHAIpeX 3aJaTUM XO-
MOJIOIIKUM TpynaMa. HapaBHo, XOMOJIOIIIKE TPYyIIe MOPAjy Jla UMajy CTPYKTYpPY
onucany y Teopemu 2.2.

Caja HaBOIMMO CIieLMjaaH cIy4yaj KajJa XOMOJOIIIKe Tpyre AyaTHuX Haj-
rpafmbi MOTY J1a ce ofpene 0e3 Mo3HaBamba XoMoMopdu3aMa U3 TAUHOT HU3A

(3.5).

Teopema 3.4. Hexa je K cumiinuyujannu komiliekc gumenzuje k > 1y amoujeniiy
V 2ge je |V| > 2k + 3. Taga AK uma ucilie xomonowke u KOXOMOIOWKe Zpyile
kao dpocitiop K V SK 2ge je V kaunacitia cyma apocigopa.

Hoxka3: ITo Tephemy 2.1, komrutekc K je moa-ayajiaH y aMmOujeHTy V.

Kako je numensuja kommiekca K jemnaxka k, cse rpyne H;(K) cy TpuBujaHe
3a1 > k. Takobe, ako je |V| = nun > 2k + 3 tana, kopucrehu Teopemy 2.2 u
Teopemy 0 yHHBEP3aTHUM KOCPUIIMJEHTUMA, 3aKIbY1YJEMO JIa Cy je/tuHe Moryhe
HETPUBHUjATHE XOMOJIOIIKE TPYIe CUMIUIUIIN]ATHOT KoMITIekca K y muMeH3ujamMa
n—3,n—4,...,n—k— 3 (mpumerumo 1a je rpyna Hy(K') 6e3 Topsuje). Kako
jen—k— 3 > 2k +3—Fk —3 = Fk, 3ak/byuyjeMo 1a y IyTrOM Ta4HOM HH3Y
(3.5) sa map (AK, K) rpyme H, (K) u H;,_, (K) Cy TpHBHjaHe WiH cy H; (K)
u H,_l(K ) TpuBmjanne. Kako je nus (3.5) TauaH, mpeTXoHO MMIUTHLPA /1 je
ﬁi(AK) u30MOphHO rpymnu H;_, (K) v je H; (AK) m3omopdHO rpymu H; (K)

OBo koMmIIIeTUpPAa JOKAa3. O
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3.8 KoHcTpyKkuuja ayTo-ayaaHuX TPHAHIYJIANM[a NPOjeKTUBHUX
npocropa

VY IMornasspy 2.4 cy aTu MpUMepHU TpUarylalfja MpojeKTUBHUX MPOCTOpa
Kao MpUMepH ayTO-TyaTHUX CUMITTUINjaATHUX KOMITIeKca. AyTO-TyalTHOCT 0-
OMjeHUX TpUaHTyJalMja je OuTa BUIIE TTOCIEANIA HETO MTPETIIOCTABKA 34 JI00U-
jeHEe CUMITIUIIU]AJTHE KOMITIEKCE. Y OBOM O/IeJbKY onrcaheMo jelaH HOBU HAYMH
3a JoOMjame ayTo-IyaTHUX TPUAHTYJIaIja OBUX KOMITIEKCA.

CuMmrmuijamHe KoMIiekce K auMeH3Mje k TakBe J1a je TUHK CBAKOT HbH-
XOBOT TeMEHa TpUaHTyjIaluja chepe mumensuje k — 1 Ha3MBaMO KOMOWHATOPHE
MHOTOCTPYKOCTH.

HMedmnunuja 3.3. Kasicemo ga kombunaimiopna muocociapyrocii K gumensuje 2k
JUYU HA POJeKinUGHY pasaH axo je:

~ 0, i¢{k 2k},
Hi(K) :{ 7, ic{k, 2k}

ipu wwom je k = 2,4, 8.

Kao mro je ounrnenHo u3 mpeTxoaHe aedUHHIU]E, Wb je Ia 100ujeMo
TpUaHTyIaluje KoMmruiekcHe (kK = 2), kBaTtepHuoHcke (K = 4), U OKTaHHOHCKe
MpojeKTuBHE paBHU (K = 8).

Heka je K C 2" ayto-myanan cuMImmmujanHu koMieke u3 JebuHummje
3.3. Tamga, ma 6u XOMOJIOIIKE TPyIe KOMIUTEKCca K 3apoBospaBaine Teopemy 2.2,
Mopa fa Baku jaa je H;(K) = H"37(K). Kako je kommiekc K 6e3 Top3suje, Ha
ocHoBy Teopeme 0 YHUBEP3ATHUM KOCPUITMJEHTUMA MPETXO/IHO j€ EKBUBAJIEHTHO
yenosy na je H;(K) = H,_3_;(K) a jemina MOTYRHOCT /1a IPETXO/IHA jeTHAKOCT
Oyne 3amoBosbeHa3acCBe? = 1,...,2kje3an—3—k = 2k ogHocHO 3a n = 3k+3.
Taxo 3akipydyjeMo 11a je aMOujeHT KoMIUIekca K kapauHamHocTH 93a k = 2, 15
sak=4u273ak=_8.

Kowmmeke K je ayTo-myaaH CHUMIUTMIM]ATHH KOMIUIEKC Ta jeé Ha OCHOBY
Teopeme 3.2 ynornyHoctu oapehen morkommiekcom Lk({v}) a mowmro je K
koMmOunaTopua muoroctpykoct, Lk({v}) je Tpuanrynammja chepe numensuje
2k —13aceev € V. Ako Lk({v}) oznaunmo ca S**~1, tana je

K = §%15 0%,

Kako je mo mpermnoctaBiy K KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT TUMEH3Hje 2k,
CBU ICTOBH ITTABHU CUMITIICKCH Takohe Mopajy aa 6yay nuMensuje 2k. M3 yciaosa

na je S2k=1 N CS?*—1 = S~ 3axpyuyjemo 11 je

(3.7) GI(S1 U CS?1) = GU(SH1) U GI(CS™ ).
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Axo 6u ocrojao cumruiekc A € [3k + 2] KapaIUHATHOCTH k KOJU He TIPHUITAIa
chepu S~ Tana 6u cummexc [3k + 2] \ A koju je kapaunaaHoctu 2k + 2

—

npunajgao AnekcanaepoBom jayany S2¢~1 mro uuje Mmoryhe jep cBU CHMILIEKCH
—_—
koMIutekca S?—1 ¢y xapauHanHocTy Hajuie 2k + 1. Tako 3ak/bydyjeMo 1a

S?1 canpxu ce cummexce pammuje (1*%).
Axo je (fo, fi,- -, forss) f—BekTop KoMmaekca S?*~1, ma ocnoBy Tephema
—_—

3.9, saxmyuyjemo ja kommneke S2-1 uma (8572 — £, | rnasnux cummnekca.
> 2k+1 +

Inasuu cummnnekcu konyca CS?*~1 cy obmuka A U {3k + 2} rne A € GI(S*71)

v uMa uX fo,. Kako nu jeman cumriec kommnekca S2~1 e caapxu teme 3k + 3,

. k42
3aKJbydyjeMo Ja KoMIUIeKe K nma ([gkL]) — fr+1 + for THABHUX CUMILTEKCA.

Jakrne, na OM KOHCTPYUCAIH ayTO-AyalHy KOMOWHATOPHY MHOTOCTPYKOCT
KOja JIMYH Ha TIPOJeKTUBHY paBaH, MOTPeOHO je Ja KOHCTPYUIIIEMO ITyalTHy Hal-
rpammy chepe S2¢! xoja uma creneha crojcrsa:

e 5?71 je mon-nyanna y am6ujenty [3k + 2],

o (W) c st c (42,

o S~ je KOMOGUHATOPHA MHOTOCTPYKOCT.

Kowmmiekcn onucanu y IlormaBpy 2.4 kao NMHKOBE TeMeHa uMajy cdepe
ca HaBeIeHUM cBojcTBUMA. Jla OM HOOWIM TpHAHTYJIAIM])y MHOTOCTPYKOCTH
Koja TMYM Ha OKTAaHMOHCKY TPOJeKTUBHY paBaH, MOXEMO Ja KOHCTPYHIIIEMO
nyanHy Haarpaamy chepe Sy ambujenty [26]. Tauan nus (3.5) rapantyje na
JIOOMjeHN CUMILTHIT]AITHH KOMITIIEKC MMa MCTY XOMOIIOTH]Y KaO0 OKTaHMOHCKA
MpojeKTHUBHA paBaH. MelyTum, 1a OM MOTBPANIIH /14 je Y TUTalkhy OKTAHUOHCKA
MPOjeKTUBHA paBaH, MOTPEOHO je Ma MTOKa)XeMo 1a TOOHjeHH KOMIIIEKC UMa 1
oaroBapajyhu KOXOMOJIOIIKY TTPCTEH.

KoncTpykunja koMOUHATOpHE OKTAaHUOHCKE paBHM he nma Oyae mpeaMmer
Oyyhux ucTpaxuparba.
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4 Hen30e:xHu CHMITHIMjATHA KOMILIEKCH

HeusbexHy CHMIUTHIMjATHH KOMIUIEKCH Cy TIPBU MYT yBemeHW y [4] mom
Ha3uBOM ,,TBepOEpr HEM30EKHU CUMILTMIMjAIHA KOMIUIEKCH  KAO TJIABHH €JI-
EMEHT 3a aHanu3y npobiaema TBepOeprosor Tuma. Y OBOM IOINIAB/LY aHa-
JHM3UPAMO OBE KOMIUIEKCE Y KOHTEKCTY jelHe MHBAPHMjAHTE CHMILTHIN]aTHUX
KOMIUIEKCAa KOjU MOTY JIa Ce TPeCTaBe Kao Clajame ayTo-IyaTHuX KOMILIEKCa
pamn edukacHuje mpumene Ilociemune 2.1. Marepujan U3 OBOT IOITABJba
je Gasupan Ha pamy [15]. Pamu nerabHujer yBuja y OCOOMHE U MPUMEHY
HEM30CKHUX CUMITTUIMjATHUX KOMIUIEKCA YUTAOILY ce mpenopyuyje [16].

4.1 TIlapTUUHOHA MHBAPMJAHTA T U © —HEU30EKHOCT

[MapTuiMoHa WHBAPUjaAHTA CHMILTHIIMJATHOT KOMIUIEKCa je yBemeHa y [16]
pajiu ucTpaxkuBama mpoonema Ban Kamnen-diaopecosor u Tsepdbeprosor tumna.
[MTpumerumo ga mo Teopemu 2.3 TBpheme (2), Hal-AyaTHu CUMITTUITA]ATHA KOM-
TUICKCH cajipike 6ap jeman cumiuiekce csake maprurje { A, A} ckyma V' Ha auc-
JYHKTHE CKynoBe. MOTHUBHCAHN OBUM 3allaXkameM, YBoauMmo crienehy neduHu-
ujy.

Hedununuja 4.1. Iapimiuyuona uneapujanisia (Ui m™—uH8apUjanitia) cUMmIuyu-
Jamno?d xomitnexca Ky ambujeniiy V', y osnayu w(K), je najmaru tipupogan 6poj
p Wakas ga 3a céaxy dapimuyujy A, U - - U A, ambujenitia V ua gucjykuxitine
dowwckyiose, bap jegan og ckynosa A; upuiiaga xominexcy K.

[MapTunmona uHBapHjaHTa je OUUTIeIHO KOMOUHATOPHA UHBAPHjaHTA CHUM-
TUTMIAjaTHOT KOMIUTeKca. Y HacTaBKy, pamunujy P, = {Ay, ..., A} C 2V ouc-
JYHKTHHUX CKYTOBA HA3WBAMO mapTuimjom ckyma V akkoje V = A U--- U A,.
Axo je Gap jenaH oJ1 CKyInoBa TapTuliFje P mpas3aH cKym, mapTUIHjy P, Ha3u-
Bamo TpusHjatHOM. AKO je P, N K # (), kaxeMo na Komiuieke K 3a10Bo/baBa
naptuuyjy P,.

Hepunnmuja 4.2. Cuminuyujarnu kominexe K C 2V je r—neuzbescan y ambu-
Jeniuiy V axo je m(K) < r. Exeusanenitirio, komitnexc K je r—mneuszbescan akko
3a ceaxy dapmuyujy P, = (A1, ..., A,) ambujenitia V sasxcu P, N K # ).

[Mpumerumo na ako je maptuuuja P amOujeHta V' TpuUBHjaIHA, CBAKU CUM-
winiumjamad komruieke ) # K C 2V je takas na {)} C P N K. Kako cy cBe
nmaptuiije ambujerta V uHa |V| + 1 ckynosa TpuBHjaiHe, 3aKJbydyjeMo a4 je
xommiekc K yBek (|V| + 1)—nensbexan. Axo komriekc K C 2V cagpxu 6ap
jenHo TeMe oH je | V| —HensbexaH jep je/rHa He-TPUBHjaIHA TAPTHIHja CKyma |V
Ha |V/| ckymoBa je mapTuija Ha BPXOBE.

60



Tephemwe 4.1. Axo je cuminuyujannu cominexe K C 2V r—mueuzbescan, waga je
OH U S—HeUu30excamn 3a cee s > 7.

Hokas: Ako je Ps = {Ay,..., As} npousBoibHa mapTuija ckyna V', tana je
P, ={A1,..., A1, A U--- U A} maprunuja ckyna V' 3a kojy je mo mper-
nocrasuu P, N K # (). Ako A; € K 3anekoi € [r — 1], tamajen A; € P,N K.
Axo A, U---U A, € K, kako je K cUMIUTMIMjAJIHA KOMIUIEKC, CBH CHMILIEKCH
A, 1, mpunaaajy komrmtekey K omnocuo, {A,, ..., As} C PsN K. ]

Jemuuu 1—Hen30exaH CUMIUIMITM]AIHM KOMIUTIEKC y amoujety V' je Ay jep
caMo OH 3amoBosbaBa maptunujy P; = {V'}. Tlo Teopemu 2.3, Hax-myamHu
CUMILTUIIJAJTHA KOMIUTICKCH CY 2—HEN30€KHU a MO-yaJTHUA WX TPAHIICHICHTHU
KOMIUICKCH UMajy HUBO Heu30exHocTu Behu oy 2. Jlakie, HUBO HEM30EKHOCTH
CUMTIIMLMjaHoT KoMmIiekca K # () Huje orpaHruen 010310 allu jeCTe OrpaHuueH
0JI03[10 T€ UMa CBOjY MUHUMAIIHY BPETHOCT.

Tepheme 4.2. Axo cy K, L C V cumiinuyujannu xomiinexcu maxeu ga je L C K,
wmaga je m(K) < 7(L).

Hoka3z: Ako je (L) = r, Tajia 3a cBaky naptunujy P, ambujenta V Baxu 1a je
) #P.N L CP,N K mro norephyje na je K KOMIUIEKC KOjU je 7 —HeNn30eKaH
omuHocHo ma je m(K) < r. O

VY nokasy npeTxogHOT TBphewma cMO BUAETH [1a aKO je 7 —Henu3bexaH KOM-
wiekc L moTkoMmIuieke KoMiuiekca K, Tana u K Mopa ga Oyne r—HenszbexaH.
3aTO yBOJAMMO HOBH T0jaM KOMIUIEKCA KOJU Cy MUHUMATHO 7" —HEU30CKHHU Y
OJTHOCY Ha pealnjy ,,0UTH MOTKOMIIICKC .

Hedpununuja 4.3. Cumianuyujannu komiinexe K C 2V je munumanto r—ueuzbescan
AKKO C8AKU 15€208 TIpasu HOTKOMIICKC HUje T—Heu30edcan.

ExBUBaNIeHTHO, KOMIUTEKC K je MUHUMAJIHO 7—HEU30e)aH aKKO 33 CBAKH
riaBuu cumiuieke A komrmiekca K, notkommuieke K\ { A} Huje r—Henzbexan
mTo HaM oMmoryhasa j1a opmynuieMo cieache TBpheme.

Jema 4.1. Heka je K C 2V r-neusbesican cuminuyujarnu xomiinexc. Taga, K je
MUHUMATHO T—Heu30excan akko 3a céaku enashu cumitiexe A € GU(K) d@ocimoju
bap jegua nempusujarna aapimuyuja P, = {A, Ay, ..., A} ckyita V wwaksa ga je
P, NK ={A}.

Hoka3: Heka je r-nemsbexan cummnimjaaau komrmieke K C 2 muanmanan.
IpermocTaBuMoO CympoTHO, Tj. Heka mocroju cumimieke A € GI(K) Takas
ma 3a cBaky HeTpuBHWjanny maptundjy P, = {A, Ay, ..., A} ckyma V Baxu
{A, A;,} € P.NK. Taga, npou3BosbHA HETPUBUjATHA TAPTUIIHjA P, aMOHjeHTa
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V' je takBa ma ako P, He campxu A, 300r r—Heu30eKHOCTH KoMILIekca K,
napruija P, je 3a08osbena HekuM cumriekcom B € K\ {A}, a ako P, cagpxu
A, oHa je 300T MPETITOCTABKE 33/I0BOJHECHA JOIII HEKUM CUMILICKCOM KOMILUTEKCA
K\ {A}. Oryna, notkomrutekc K \ {A} xommmekca K 3am0BosbaBa CBAKY
mapTuijy P, Te je r— Hen3bexaH [ITO HAPYIIaBa MUHUMAITHOCT KoMIUTeKca K .

Hexka r-HemsbexaH komIuieke K MMa OCOOMHY 1a CBAKOM TIIABHOM CHM-
mnekcy A € GI(K) onrosapa maptumuja P/ ckyna V taksa naje PANK = {A}.
Tana, 3a mpo3sosbuo A € GI(A) Baxu na je PN (K \ {A}) = 0 mrro motsphyje
na K\ {A} uuje r—neuns6exan. O

Hocaenuna 4.1. Cgaxu r—Hneuzbexican CUMATUYUIAIHU KOMIIEKC CAGPIHCU MUHU-
Manno r—mueusbedxcan UOHKOMILIEKC.

Hokasz: Axo je K = {0} Tana je on (|V| + 1)—Heusbexan a Kako MocToju
maprumuja {{vi}, {v2}, ..., {vp}, 0} kojy 3an0BOBABA CaMO IIABHM CHMILTEKC
(), To mo JIemu 4.1 ummurmpa jga je K = {0} munumanuo |V| 4+ 1—nensbexan.

KOHCTpYHIIIMMO MUHUMAITHO 7' —Hen30€eKaH MOTKOMIUIEKC KoMILTeKca K .

Heka je Ky = K.

Axo noctoju cummneke A € GI(K;) TakaB fa 3a cBaky mapturmjy P/ koja
canpxu A Baxu na je |PA N K| > 2, nexa je Tama K1 = K; \ {A}. Tana,
kommieke K1 je Takole r—HemsOexaH jep cBe maptunmje P, amoOujenta V'
canpske Heku cumiieke B € K; \ {A}.

WTepajoM TPETXOMHOT Tpolieca T001jaMo HU3 7 —HEU30EKHUX MOTKOM-
TUIeKca KoMmruiekea K

K=KyD>DKi DKyD---D Ky

OBaj Tiporiec Mopa a ce 3ayCTaBH jep U30alMBambeM TTTaBHUX CHUMILIEKCA Y
Kpajiboj uHuju 1ooujamo munumando (|V| 4+ 1)—Heusbexan CUMIUIUIAJATHA
xommieke K = {0}. MHaxne, nobumm cmo motkommeke K, C K koju je
r—Hen30eKaH TakaB rmaBHuM cuMiuiekcuma A € GI(K}) ogrosapa 6ap jemHa
naptuija P, ckyna V taksa na je P, N Ky = { A} mro mo Jlemu 4.1 nokasyje
na je K MUHUMAaTHO r —Hen30eXaH. O

IIpumep 4.1. CBaku HaA-IyajdaH CUMIUTHIIHjaTHH KOMIUIEKC Y amMOujeHTy V
cagpXKu MUHUMAJaH 2—Heu30exaH MOTKOMIUIEKC a ayTo-AyalTHU CUMILTULIU-
jamau xommaeken K C 2V ¢y munnMamHo 2—Hens6exnu jep mo Teopemu 2.3
ceakom cummiekey A € K oxarosapa maprunmja { A, A°} ckyma V' Taksa na je
KnN{A, A°} = {A} urro motephyje Jemy 4.1.

I'enepamuzammjom [pumepa 2.2 MmoxeMo ja OMUIIEMO je/IHY (pamMuInjy MuH-
UMAJTHO 7" —HEU30CKHUX CUMIUTUI]ATHUX KOMIUIEKCA 33 ITPOU3BOJHHO T > 2.
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[rk—1]
k

1 ) je MUHHUMAITHO 7 —Hen30ekaH.

IMpumep 4.2. 3a 7, k > 2, KOMILIEKC (

IIpBo, K jecte r-HemsbexaH jep jeqrHa MOTYRHOCT 1a KOMILTEKC ([7':__11]) HE

3amoBosbaBa maptunnjy P, = {Aj, ..., A, } ckyna [rk—1] je ako cBaku CHMITITEKC
A; € P 6yne kapmunansoctu Behe on k — 1. Tamajerk —1 = |A U---UA,| =
|Ay| + -+ + |A,| > rk mTo Huje moryhe.

[rk—1]
k—1

) ) , TOCTOjJY HETPUBUjAITHA

Jpyro, cummteke A je rmasrn cummieke komruiekca (7, ') aKKko je Kapiu-

nannoct k— 1. Tazga, 3a mpousBosbho A € Gl ( ([T::f}
naprumuja PA = {A, ..., A,_1, A} ckyna [rk—1],tneje |A;| = - = |A,_4| =

k, Takpa na je P2 N ([Tf__ll]) = {A}.

IIpumep 4.3. JequHu MUHHMaTHH 3-HEU30€KaH CHUMIUIHIIHJATHU KOMILIEKC Y
amOujeHTy [5] KOju campXu CBUX 5 TeMeHa je ([i’]) Jjep, Ha OCHOBY IPETXOJTHOT
mpuMepa, 0Baj KOMIUIEKC jecTe MUHUMAITHO 3—HeN30ekaH Ta je CBaKU HeroB
MPaBU HAJIKOMILICKC 3-HEM30€KaH aii HE MOXKeE J1a Oy1e MUHUMATIAH.

VY Ilpumepy 2.3, kao u 'y Tphemy 2.2, cMo Buaenu 1a yBehameM amOHujeHTa
CUMITTULUJATHOT KOMIUIEKCA MEHaMO HEroBy AyalHy kateropusamnujy. Hemro
CITUYHO CE JICIIaBa U y clydajy 7 —Hen30e:KHOCTH IMTO WITyCcTpyje cnenehe TBphe-
e,

Tephewe 4.3. Heka je K cumiinuyujannu komiiieke Koju je r—heuzoexican y am-
bujeniiy [n|. Taga, kominexe K y ambujeniiy [n + k| je (r + k)-neuszbescan 3a

cée k € N. Axo je K C 2" yunumanno r-neuséescan, waga je K C 20+
munumanro (r + k)-neusbesrcan.
Joka3s: Heka je K C 2" r—neusbexan u nexa je Pryi = {A1, -+, Ap, Apyr}

napruija ckyna [n + 1]. Tama, spx {n + 1} je campkaH y HEKOM CHMILTEKCY
naprunuje P, 1, Ha ipumep y A, 1. To Ham omoryhasa 1a momohy cuMILIekca
B=A,UA, 1\ {n+ 1} nodujemo naprutjy P, = {Ay, -+, A,_1, B} ckyma
[n] xojy 360T r—nens6exnoctn kommuexc K C 2" mopa j1a 3an0Bomasa. Ako
je A=A, € Kszaunekoi € [r — 1], tanaje A; € P.,1 N K. Axoje A =B
Tana, Kako je K cuMrummiujaaai koMmiieke 1 A, C B, umamo 1a A, € K ma
A, € P.yiNK. Jakne, komiuieke K 3a10BoJbaBa MMPOU3BOJBHY MAPTHIH]Y P q
ckyma V mto mokasyje na je komruteke K (r+ 1)-Hensbexan y ambujenty [n+ 1].

Axo je xommnekc K C 2 y munumanno r-Hems6exaHn, Ha ocHOBY Jleme
4.1, ceakoM rmasHoM cummiekcy A € GI(K) onrosapa maptuimja P ckyna [n]
TakBa 1a je P2 N K = {A}. Tana, amunuja P U {{n}} je mapTUIja CKyITa
[n + 1] Taksa ma je (P2 U {{n}}) N K = {A} jep {n + 1} ¢ K. Ortyna, no
Jlemu 4.1, kommneke K C 20" je munmmanmo (r + 1)-nems6exan. ]

63



ITpumep 4.4. TIpucerumo ce 1a je mo Ilpumepy 2.3, CUMIUTHITA]ATHH KOMIUTEKC
A1y ayTo-ntyanas y amoujenTy [2]. Tana, Ha OCHOBY IPETXO/HOT TBPherba, KOM-
meke Ay je MUHUMATHO n—Hen30ekaH y ambujeHty [n]. Tako 3akibydyjemo
14 Cy jemuHr MUHUMAJTHO |V | —Hen36eKHN KOMIUTEKCH y aMOHjeHTy V' TpHaHTry-
manyje Tadaka Ag,).

ITperxoano tBpheme Ham omoryhaBa 1a momohy TexHuka omucanux y Ilo-
IN1aBJby 3 KOHCTPYUILEMO MPUMEPEe MUHUMAIIHO 7" —HEU30€KHUX CUMIUIUIIM]jAIT-
HUX KOMIINIEKca y MPO3BOJLHOM aMOUjeHTY.

Cazia HaBOAMMO jOII jelaH MPAKTUYaH KPHTEPHjyM 3a TIPOBEPY MUHHMAITHE
r—uen3bexkHocTH. IIpe Tora, yBOAMMO HOBY OMEpAIH]y ,,[Ipeceka’ CUMILIEKCA
A CV u pamunuje ckynosa K C 2V ca:

4.1) KnA={ANnB|Be€K}

AKko je K cummmmnujamau KOMITIeKC, Tajga K A je MOTKOMITIICKC KOMITICKCA
K xora uyuHe CBM CHMIUIEKCH KoMIuiekca K Koju cy caapxkaHu y A OJIHOCHO
KNA=KnNAjy.

Tepheme 4.4. Hexa je K C 2V cuminuyjannu komiinexc xoju je r—mneusbexcan.
Taga, K je munumanno r—neuzbexcan akko 3a céaxu Znaguu cumiiiekc A kom-
inexca K iomixomiinexec K MV \ A nuje (r — 1) —neusbesican y ambujenizy V' \ A.

Hoxa3z: Jlokaxxumo j1a cy ucnymeHu yciosu Jleme 4.1,

(=) Hexa je K C 2V mMuHuManHo r—Heus6ekxaH CUMILTHIMjaTHU KOMILIEKC.
Tana, 3a mpoussobHo A € GI(K) nocroju maprtunuja P cyna V' Taksa nma
je K NPA = {A}. To ummmummpa na je P,_; = P2\ {A} maprunmja cxyma
V \ A taka ma je K NP,_; = (. Kako je KM A C K, nobujamo 1a je
(KMA)NP,_; = () mro notephyje na K M A C 2V\ mmje (r — 1) —nHemsbexan.
(<) Heka K M A nuje (r — 1)—Hens6exan y ambujenty V' \ Aszacse A € GI(K).
Tana, 3a mpoussoibHo A € GI(K), nocroju mapruuuja Py = {Ay,..., A1}
ambujenta V'\ A taxsa naje (KMA)NP,_; = 0. Tosnaun naje P, = P,_1U{A}
napruija ambujenta V taksa naje K NP, = {A}. O

IMocaemuna 4.2. Axo je K C 2V munumanto r—neuszbescan CUMILTUYUJATIHU KOM-
inexc waga je w(K) = r,

Joka3: 36or r—ueusbexcrtu koMiutekca K 3Hamo ma je 7(K) < r. 360r MuH-
UMAITHOCTH KOMILIeKca /K, 3a Ipou3BOJbaH TIaBHU cuMiuleke A € K, mocroju
mapriuimja P = {Ay,..., A._1}ckynma V' \ Araksanaje P, N(KMA) = 0.
Tana je {AU By, B, ..., B, 1} naprunuja am6ujenta V' kojy xomrieke K He
3a710BOJbABA IITO f0Kazyje aa je m(K) > r. O
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4.2 Hen30ekHOCT cnajarmba CUMILIMIMJATHUX KOMILIEKCA

Y 0BOM OJIeJbKY aHATU3UPAMO TTAPTUITMOHY UHBAPU]AHTY CUMILTHIIN]ATHUX
KOMIIJICKCA JJOOMJEHUX CIajarbeM KOMIUICKCA Ca MO3HATOM MapTUIIMOHOM MHBA-
pyjaHTOM. VY OMmITeM ciayuajy, moMohy r—Hen30e)KHOCTH KOMITOHEHATA CIia-
jama MO XeMO Ja MIPOIIEHUMO HUBO HEM30EKHOCTH pe3yNnTyjyher KoMILIeKca.

IIpBo mokaxkumo jemHo moMohHO TBpheme.

Jema 4.2. 3a ceaxu r—neusbexcan cuminuyujannu kominexe K C 2V u csaxy
dapimuyujy Py cxyiia V' 2ge je s > 1 aswcu ga je:

PsNK|>s—r+1.

Jloka3: Heka je K C 2V xoMIUTeKc KOjH je r—HeH30ekaH M HeKa je s > 7.

[MpernoctaBumo aa nmocroju maptunrja Py = {A, ..., A} ckyma V' Takea 1a
jePsNK ={A,,..., A, } tneje k < s —r. Taga, momohy CKyrmoBa pasiuke
Ps\{Ai,. .., A, } ={A,,..., A, .}, MOKEMO j1a KOHCTPYHIIEMO MAPTHUIII]Y

Pk ={A4;,...,A;, ,UA, U...UA; } ckyma V taksy na je Ps_, N K = (.
Kakoje s —k < s — (s —r) = r 3akibyuyjemo na r —Hen3bexaH komruieke K He
3a/I0BOJbaBa MapTULH]Y P,_j 1ITO HUje MoTyhe. [

Teopema4.1. Hexacy K; C 2Yi cumiinuyujaniu kominexcu Koju ¢y r;—Heuzbexcu
3a1=1,...,n. Taga, cumiinuyujarnu komiinexc Ky * - - - x K, je r—neuzbescan
y amoujeniziy Vi U - - - UV, 2ge je

r=ry+--+r,—n+L

Moka3: be3 ry0sbema OMIITOCTH MOXKEMO J1a IIPETIIOCTABUMO 14 CY aMOMjeHTH
Vi,...,V, TUCJyHKTHU IITO HaM oMoryhasa na y Jledununuju 1.6 crajama Ko-
PUCTHMO KJIACHYHY YHH]Y CUMITICKCA.

Hoxas pagumo nHayKmjom mo n € IN.

Heka je K; C 21 xommekc xoju je 1 —Hems6exan a K, C 2'2 kommekc
Koju je ro—Hem3bexaH. Heka je r = r; + 19 — 1 u vexa je P, = {Aq,..., A}
npou3BoJbHA MapTuimja ckyma Vi U Vo, Tama, P! = P, M Vi je maprummja
ambujenta V) a P? = P, 1V, je maprumuja ambujenta Va.

HCK&jGP&mKl = {Alﬂ\/l | 1 € ]ﬁd'PfﬂKg = {Alﬂ‘/g | 1€ ]2} T'dI['d
o Jlemu 4.2 saxunaje |[1| >r—r+1=roul|l| >r—ry+1=r. Kakoje
\I1|+| 2| > ri+712 > r,a UL C [r], 3akibyayjemo na je Iy N 15 # () onHocHO 12
nocroju k € I1N1s. Tosnaun ma A, NV; € Kiu ANV, € Ko To uMIumMnupa
na cumrureke (Ax N Vi) U (Ax N V3) = Ay, pumana cnajaby K * Ko omHOCHO,
OTKPHJIM CMO CUMITJIEKC TIApTHUIMje P, KOju Tpumaja KoMriekey Ky x Ko.

IIpermocTaBUMO MHAYKTUBHO 4 je K1 *- - -x [, | CHMIUTMITU]aJTHH KOMTIJICKC
koju je (ry + -+ + 11 — n + 2)—Hens0OexKaH.
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Tama, xako cy amoujentn V;, ¢+ = 1,...,n IOUCJYHKTHH, KOMIUIEKC K =
Kj % -+ x K, je 3anpaBo crmajatbe K = (K % -+ x K, 1) *x K,,. Axo je K,
KOMIIJICKC KOJH je 7, —HEU30ekKaH U aKO KOMITIEKC /{ TTocMaTpaMo Kao Crajarbe
JIBa KOMILJIEKCa, OHJIa jé Ha OCHOBY Beh TOKa3aHOT OH 7 —Hen30eXaH 3a

r=rm+--+rp1—n+24+r,—-1l=r+---4+r,—n+1
]

Iocaenuna 4.3. Axo cumiinuyujannu xomiineke K moorce ga ce dpegcitiasu kao
ciiajarve K1 x - - - x K,,, iiaga je:

T(K)<n(Ky)+- - +7n(K,)—n+1.

ITperxoana mocmeauiia HaMm oMoryhaBa jia OJIpeUMO TOPHY TPAHUILY TIap-
TULIMOHE UHBApHjaTe Cllajaba KoMIUIekca. MelyTuM, mapTULIMOHY UHBAPU]jAHTY
Crajamka MOXeMO IMOTIIYHO a OAPEANMO Y JeTHOM MTOCEOHOM CITyuajy.

Tepheme 4.5. Axo cy cumitnuyujannu xomiinexcu K; C 2V munumanto r;—mneus-
oeacnuzat = 1. .. n, Waga je cuminuyujannu komiinexc Ky x- - -x K,, munumanro
r—reuzoexncan y amoujeniiy Vy L --- U Vysar =r+---+r, —n+ 1

Hoxka3: ITo Teopemu 4.1, 3Hamo ga je K = Kj * - - - x K, CAMIUTUITHjaJTHU KOM-
TwieKc Koju je (rq + - - - + 7, —n+ 1) —Henzbexan. JIOKaXuMO 4 je MUHUMAIIAH.

OrreT mpeTImocTaB/baMo Ja ¢y amoujeHtu Vi, . .., V,, TUCJYHKTHHU.
Heka je A = Ay U --- U A,, Tpou3BOJ/baH TJIABHU CUMILIEKC KOMITICKca /.
Tana, 3a cBako @ = 1,...,n, cUMITICKC A; je TIIABHM CUMIUICKC MUHHUHAITHOT

r; —HEN30eXHOT KoMILUTekca K; ra, Ha ocHOBY Jleme 4.1, moctoju maptunyja Py,
ambujenta V; taxBa ma je P, N K; = {A;}. Kako je K; C K a ambujentu
Vi mucjyHKTHH, 3akipydyjemo aa je P.. N K C Ay, N K = K; ogHOCHO 1a je

Cajta, 3a maptunnjy PA = {A;U---UA, JU(P,, U---UP, )\{A1,..., A}
amOujenrta V) U - - - UV, Baxkm:

PANK=({AANK)U(P, \{ADNEK)U---U (P, \ {A}) N K)

={A}Udu---Ud={A}.

Jlaxre, mpoussosbHOM cuMiutekcy A € GI(K) oarosapa maptuuuja P am-

o6ujesra V; U --- UV, Ha 1 + -+ + r, — n + 1 cKymoBa TakBa da je
PAN K = {A} mro na ocnoy Jleme 4.1 moTsphyje na je xommnekc K Munu-
manHo (ry + - -+ + 1, —n + 1)—HeusOexam. O
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ITpumep 4.5. Jenna ox mociaenuiia TBphema 3.8 je 1a KOHCTPYKIIMJOM KOHYycCa
ayTO-yaJTHOT CUMIUIMIIM]aJTHOT KOMIUIeKca y amMOujeHTy V poOujamo ayrto-
JyaJHU CUMIUTHIIMjainHu komiieke y ambujenty V' L {v}. Hemro cnuuno ce
JielliaBa Uy ciy4ajy MUHUMAIHO 7 —Hen30exHUX Komiuiekca. [IpBo, koMiieke
A¢yy je MuHUManHO 1—HemsbexaH y ambujenty {v}. Tapma, ako je K MuHH-
MaJTHO 7 —Hen30eKaH CUMIUTUIIN]aTHH KOMILUTEKC y amoujeHTy V', mo Tephemy
4.5, xommnekc CK = K * Ay, je muanmanuo r + 1 — 2 + 1 = r—neusdexan y
ambujenty V U {v}.

ITpumep 4.6. Axko je K CUMIUTUIIUjATHH KOMITTEKC KOjU je (MUHMMAaJIHO) 7 —He-
n30ekKaH, Taga je CUMILTUIU]ATHU KoMITieke K™ = K % - -+ x K (MUHMAaIHO)
(n(r—1)+1)—neusbexan. Ako je K ayro-gayanas, oH je o [pumepy 4.1 Munm-
MaJTHO 2—Hen30eKaH, IIITO UMIUTHITHpa /1a je K ™" KOMIUIEKC KOJU jé MUHUMAJTHO
(n + 1)—Heusbexan. VY omiireM cinyuajy, ako je K7, ..., K, Ipou3BoJbaH HU3
ayTo IyaJTHUX KOMILIEKca, TaJa je lbUXOBO crajame K * - - - x K, KOMILTEKC KOju
je MunuMaHo (n + 1) —HenszOeKaH.

IIpeTxomHa olcepBalja HAM BUIIECTPYKO OJIakKiaBa mpuMeny Ilociemurie
2.1 panu oagpehuBama reoMeTpHjcKOT aMOHMjeHTa TaTOT CUMILTUIIN]ATHOT KOM-
mIeKca. AKO je crajame 1 ayToyaTHUX KOMITIEKCa caipyKaHo y KOMIUIeKey K,
Tasa komruieke K Mopa ma 6yne (n + 1) —ueusbexan. Otyna, mo Tephemy 4.2,
MapTUIMOHA WHBAapHjaHTAa CHUMILTHIINjATHOT KOMIUIeKca oapeljyje MUHUMAalIaH
0poj ayTo-IyalHMX KOMIIOHEHTH KOje MOTY Ja YUYecTBY]y Y CHajalby OIHOCHO
axo je 7(K) = n, Tafa y criajamy MOXKe [1a YUECTBYje HAjMAbe 1 ayTO-TyaTHHUX
CUMIUTUIIM]AJTHUX KOMILICKCA.

3a pa3nuKy 01 Ha - lyATHOCTA KOMIUTEKCA KOja MOJKE Jia C€ TPOBEPHU MU POKUM
CIIEKTpOM amapata ommcanux y Ilormaempy 3, mpolieHa HUBOA HEM30EKHOCTH
CUMILTHIIVjATHUX KOMIUIEKCa Y KPajib0j TUHUJU TToIpa3yMeBa MpoBepy Aa JIU Cy
mapTuIlje aMOHjeHTOT CKYIa 3a10BoJbeHe. Ako je |V| = n Taga nocroju

r—1 r
Z H > j=i 1Y
, U
1<ni1<na<--<np =1
nitnz+-+nr=n
HETPUBUjATHUX NAPTULIK]ja cKyna V Ha 7 TOTCKynoBa. AKO je n 3HauajHO Behe o7
r, OpOj Pa3MUUUTUX TAPTUITH]A j¢ BEJIMKU YaK U 332 pAUYyHAPCKy MTPOBepy. 300T
TOTa, y HacTaBKy he 1a Oyje omrcaH jeaH METO/T ITPOIIeHe HUBOA HEM30EKHOCTH
CUMILTUIIM]ATHOT KOMITIeKca TeEXHUKaMa JIMHEAPHOT MMpOorpaMupama.
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4.3 JIuHeapHo peaJu3a0OUIHM ” —HEU30EIKHU KOMILIEKCH

Y OBOM 0/I€JbKY aHAIM3UPAMO jeTHY TOCEOHY KIacy CUMILTHITHjaTHUX KOM-
IeKca JJOOMjeHUX OTpaHNYABAbEM TTO3UTUBHE aUTUBHE Mepe JlepuHrcaHe Ha
BbXOBOM aMOM]jEHTY.

TMosutuBHa Mepa je dyukmmja p : [n] — R,. Kao mauckperna dyHkumja,
cBaka Mepa je ompeheHa BeKTOpoM [t = (v, ..., a,) € R Mepa i uHIyKYje
amutuey Mepy 4 20" — Ry maty ca p(A) = Y, pu(i). Axoje p(n]) =1
aIUTUBHA Mepa j€ BepoBaTHOCHA Mepa. Tama, ammivja CBUX BEPOBATHOCHUX
Mepa Ha aMOHjeHTy [n] je cKyr:

{(ar,...;0n) €ERY s+ +--a, = 1} = Conv{er,...,en} = 0pe,, en}

OJIHOCHO, BEPOBATHOCHE MEpE Ha CKYIMy [n] MpeacTaB/bajy TeOMETPHjCKH CHM-
TIeKC JuMeHstje n — 1 Kojer o3HauaBamo ca A" L,

CBaxoj aquTuBHO] Mepu 1 : 21" — R, M cBAKOM IO3UTHBOM peaHoM 6pojy
£ momerbyjeMo CUMIUTHIIM]ATTHU KOMILIEKC:

(4.2) Ku<s ={A €2 | u(A) <}
KoncranTy [ HazuBamo mpar Komiuiekca K 1<

Tepheme 4.6. Heka je |1 Hosuitiuena aguitiugna mepa Ha ckyiy [n] u uexa je
p([n]) = cur € N. Taga je (K, <o) < r ogHocro cumiinuyujaniu Komiiekc
Ky<e je r—neusbesican. Axo je i seposailinocna mepa, faga je K, 1 komilnexc
KOju je r—Heus0excaH.

Hokas: Heka je P, = {A;,..., A.} npousBoibHa maptuija amGujenta [n.
Tama, P, N K,<ce = 0 akxo je p(A;) > < 3a cpe i € [r]. Kaxo je mepa
aJIUTUBHA, TO UMILUTHIIUPA 14 je:

«

a=pu([n]) = p(ArU--UA) = plA) -+ p(dy) > 17— =a

IITO HUje MoTyhe. [

Panu npenusHor oapelhuBama NapTUIIMOHE WHBAPH]aHTE KOMIUTeKca K p<e,
MoTpeOHO je omMcaTH Mepe Koje TPOU3BOJIC MUHUMAITHO 7 —HEHU30CKHE KOM-
TICKCe.

Tephemwe 4.7. Hexa je p wosuimusna aquiiusna mepa u iu([n]) = a. Axo je
komiinexc K, <o munumanto r-neusbexcan wwiaga je K <o = K, ..
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Jlokas: Hexa je K,<o MunIManHo r-HeusbekaH. IIpeTmocTaBUMO CympoTHO,
Tj. Heka nocroju cummiekc A € K tako 1a je p(A) = <. Taja, mocToju IIaBHU
cummieke B € GI(K) Takas na je u(B) = ¢ (axo je p(i) > 03a ce i € [n],
Tamaje B = Aaakoje u(iy) =--- = u(iy) =0, tamaje B = AU {iy,...,i}).
Heka je P2 = {B, Ay, -+ , A,} npousBosbHA HapTULIMja CKyMa [n] Koja caapku
cummieke B. Tama, pu([n] \ B) = p(Az) + -+ pu(A,) =a—% = (r —1)%.
Otyma, ako je PP N K,<ca = {B}, tana je u(A;) > $3acBed = 2,...,7 ma
nobujamo 1a je p(Az) + -+ + p(A,) > (r — 1) mro Huje moryhe. axie,
CBaKy MapTHIHjy KOja caJpKu CKymn B 3amoBossaBa 0ap joIn jeJaH CUMILIEKC
Komrutekca K mTo Ha ocHoBy Jleme 4.1 nmmmuiiipa na K< o HIje MUHEMATTHO
r—Heu30ekKaH. [

V omurem ciyuajy, yenos na je K,<e = K,co He MOpa Ja MMIUALMpA
MUHMMATHOCT Kommieca K<«. Ha npumep, mepa p ojpehema BeKTOpOM
(0,1,1,1,1) uamyKyje KOMIUTEKC Kné% = KM<§ KOjH je 3—Hen30exKaH U CapPKU
cBUX 5 TeMeHa anu u cumiuieke {1, 2} ma, va ocuosy Ipumepa 4.3, KoMIIEKe

K, <1 HUje MUHIMATIAH.
—3

Mehytum, TBpheme 4.7 jecTe eKBUBAJICHIIN]A Y JeIHOM CIIEITHjaTHOM CTyJajy.

Tepheme 4.8. Axo je j1 itosuitiuena aquitiusna mepa 3a xkojy je pu([n]) = «, waga
Komiinexe Ky <a je munumanno 2—neusbescan akko je K, <o = K ca.

Hokas:(=) ITo Tephemwy 4.7 U3 ycnoBa MUHUMATTHOCTH caeau K p<e = K p<g-

(<)Hexa je KMS% = KH<%. Tamga, 3a cBaku cUMILIEKC A € 2" paxkn ma je
p(A) # 5. Oryna, 3a npoussosban A C [n] Baxu pu(A) < § akko je pu(A°) > 5
o 3uaun 1a A € K e akko A € Ko mro no Teopemu 2.3 umninnupa a

je K <2 ayTo-tyanaH OJJHOCHO MHHHMAITHO 2—HEH30eXKaH. O

Cana yBogumo neUHHIN]Y IToceOHe Kace CUMIUTHITHjaTHUX KOMITIEKca Ha
Koje MOkeMo aa mpuMeHuMo TBpheme 4.6.

HNedunnunuja 4.4. Kaoscemo ga je r—ueuszbescan cuminuyujaniu kominexe K y
ambujeniity [n] nuneapno peanusabunan axo je K = K, <« 3a nexky 6eposaiinocty

Mepy | Ha cKyity [n).

Kowmmekcn u3 Jlepunuige 4.4 cy mpeacraBibajy CrieldjaTaH cliydaj JIMH-
€apHO peanu3abWIHUX KOMIUIeKca MOOMjeHUX MOoMOohy MpOU3BOJbHE BEpOBAT-
HOCHE Mepe U MPOU3BOJbHE BpeaHocTu mpara. Y pany [30] je mokaszaHo na je
KoMIIeKC K JMHeapHO peanu3abuiiaH aKKo je ,,TPTOBUHCKU KPYT OJHOCHO
aKo TIpouM3BobaH HU3 A, ..., A, cummnexca davummje 2 \ K wuuje moryhe
TpanchopMuUcaTH y HU3 CUMITIIEKCA KOMITTIeKca K pa3meHoM BpxoBa Mel)y cum-
wiekcuma. [1ocToju join HeKOIMKO KOMOMHATOPHUX KaTeropusaliija JIMHEapHO
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peann3abUIHUX KOMITTeKca Mel)yTUM, OHe HHUCY TOTO/IHe 3a TpuMeHy TBphema
4.6 jep He 00e30el)yjy mpar.

ITpoBepa nuHeapHe peann3aOMIHOCTH CUMIUIMIIMjATHOT KOMIUIeKca K ce
CBOJIM Ha HAJIAXCHE PElIerha MpodIeMa THHeapHOT TPOrpaMHuparmba.

Hexka je x : 2" — {0, 1}" mpecnukaBame koje cBakom cummiekcy A C [n]
nomebyje kapaktepuctuunu Bektop x(A) € {0, 1}" nar ca:

0, i¢A,
X(A)i:{1 iiA.

Tana, komruiekc K je muHeapHo peann3aduiiad aKKo MOCTOJU a/IMTUBHA MEpa

p=(ai,...,a,) € R} unpar § € R koju 3a/10BobaBajy ycIoBe:
(u, (1,...,1)) =1,

(4.3) (u,x(A)) < p sacee A€ K,
(, x(A)) > B sacee A €2\ K.

Kao mto je ommmcano y [31], ycrmosu (4.3) umajy jemny reoMeTpHjCKy HHTEp-
npetamujy. CummmnujamHoM kommrekey K C 2" u xommmementy 21"\ K
70/1eIbyjeMo moTckymnose kyoa [0, 1)™:

X(K) = {x(4) [Ae K}, x2"\K)={x(4)[Ae2"\ K}

A
Axo je H (p, 8) = {z € R" | (i, z) < [} momy-mpoctop uuja je rpanuna
xuneppasa (u, ) = fa H(u, 8) = R™\ H (u, 8), Tana ycnosu (4.3) mory
Jla ce MHTEPIIPEeTUpajy ca:

pe Art
(4.4) Conv (X(K)) C H (i, B),
Conv (x(2"\ K)) € H (i, B).

Haxe, komruieke K je muHeapHO peain3admiTaH akko monueapu Conv (X(K ))

u Conv (x (2" \ K)) mory na ce pasusoje momohy XumeppaBHU 4HMjU Bek-
TOp HOpMaje mpunajga cumiuiekcy A" ! Venosu (4.4) ummmuuumpajy na je
Conv (X(K)) N Conv (X(Q[”] \ K)) = (). MeljyTum, Baxxu U 0OGPHYTO Tj. aKO je
Conv (x(K)) N Conv (x (2" \ K)) = 0 tana nocroju xuneppasan (y, z) = /3
KOja pazjiBaja OBe MOJMENpe a yclaoB Ja i € A" ! ce mocTuxke cKamapHUM
MHOXemeM. OBa jeHOCTaBHA oOTicepBaliMja HaM omoryhaBa ga 3aKJbyduMO
Jla TMHeapHa Pean3aOmTHOCT He 3aBUCU Of aMOMjeHTa CUMILTUIIN]aJTHOT KOM-
mwiexca jep axo cy nomuenpu Conv (y(K)) u Conv (X(Q[”} \ K)) mucjyHKTHH y
R", onu Mopajy na 6yny nucjynktHu u 'y R™ 3a cBe m > n.
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Wnycrpanmja ycnosa (4.4) u ogrosapajyhux monuenapa 3a ayTo-ayataH KOM-
eke (%) C 200 je nara na ®urypu 17. Ca ®urype 17 je Takobe jacro a je
CBaKU CUMILTUIIUJAITHUA KOMIUIEKC Y amOujenTy [3] nuneapro peanuzabunan. Ha-
JMarby MpUMeEpP CUMILTHITA]ATHOT KOMITIEKCa KOjU HUje THHEapHO pearTn3aduiiad
je A[g] U A{3’4} C oM,

®urypa 17: Pazasajame mpoctopa Conv (y(K)) u Conv (x(2 \ K)) 3a cum-
TUTUIIAJATHA KOMITIEKC K = ([‘;’}).

V IIpumepuma 3.3 u 3.4 cy KOHCTPYHCAHU CBU He-U30MOP(HU ayTO-AyaTHU
CUMIUTUIMJATHA KOMIUIEKCH y ambujenty [4] u amGujenty [5]. Tlomohy aj-
roputMa Koju pemasa mpo0diem (4.3) koHcTpyucanor y mporpamy Wolfram
Mathematica mobujena je Tabema 1 U3 Koje ce BUIM Aa CYy CBU ayTO-JAyaTHH
KOMIUTEKCH Y aMOujeHTy [4] u ambujenTy [5] nuHeapHO peann3aGuiHu.

K 7 B

Ap (0,0,0,1) 0
8A[3]UA{4} (1/5,1/5,1/5,2/5) 2/5
() * Ay (1/3,1/3,1/3,0) | 1/3

Ay (0,0,0,0,1) 0
Oy U Ags, (1/7,1/7,1/7,1/7,3)7) | 3/7
<8A[3} UA{4}) *A{5} (1/5,1/5,1/5,2/5,0) 2/5
(B1) % 0A (45 U Apy (1/7,1/7,1/7,2/7,2/)7) | 3/7
() * Apasy (1/3,1/3,1/3,0,0) | 1/3
A % Apgay U + Ay Uy | (1/9,1/9,2/9,2/9,1/3) | 4/9

5

i (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) | 2/5

Tabena 1: Mepe U IparoBu IMHEAPHO PeATU3a0UITHHIX Ay TO-IYATHUX KOMIUIEKCA
y ambujentuma [4] u [5].
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Ipumep 4.7. Xemu ukocaenap mpencraBibeH y Ilpumepy 2.5 je MUHUMAIIHO
2—Hen30eKaH CUMITTUIUJATH KOMITIEKC. AKO MPETIMOCTABUMO /A j¢ OH JIMH-
eapHo peanuzadunan, cucteM (4.3) je obnuka:

Oél—|—"'+066:1,
<(O[1, c. 7()[6),)((14)) < % 3acBe A€ Gl(RPG)

Kaxko je cBaku Bpx komiuiekca R Py cagpkaH y TaUHO D IIaBHUX CUMILIEKca,
CYMHUpambeM TOPHUX HejeTHAunHA ToOujaMo:

Oé1+"'+0éﬁ:1
5(0&1+"‘+O&6)<§.

IITO UMITIUIINAPA J1a je 5 < 1—20 mTo HUje Moryhe.

ITpumep 4.8. IIpernocTtaBumo aa je TpUuaHTyldalMja KOMIUICKCHE TTPOJeKTUBHE
pasuu u3 [Ipumepa 2.6 kOMIIIIEKC KOjH je 2—Hen30ekaH 1 IMHeapHO peaan3abu-
nan. Tamga mocroju mepa p: V' — Ry mataca p(v;) = oy, i =1,...,9 Taksa ma
eCh =K, <1

N3 cucrema (4.3) 3akibyuyjemo ma 3a cumiuiekce A; € GI(K) Bake He-

jemnaxoctu 1u(A;) < % 3a ¢ = 1,...,36. AKO cyMHpaMO OB€ HEjeTHAKOCTU

J100UjaMO HejeTHAKOCT

(4.5) > na) <2

Hexka je h; 6poj rmaBHUX cuMIIIeKca Koju caapxke Teme v; € V,i=1,...,09.
Tana, penammja (4.5) MOXKe 11a ce MPECTABH ca:

9
(4.6) D hiay < 18,
=1

Onpenumo cana Opojese h,;. Heka je v € V nmpousBosbHO TeMe.

Tana, ako je [; € PP BpcTa Koja cagpK1 TeMe v, TTTaBHH CUMILIEKCH (haMUIIH]e
G4 xoju cagpxke Teme v cy: ([; Uljq) \{wltnew € [;\{v}u ([;_,1 Ul;) \ {w}
rjae w € l;_,1. OBaKBUX CUMILIEKCA UMa 5.

Hame, ako v mpunaja cuMiiekcy u3 pamunuje Ga, Taga v € mq U mo TIE je
my Nmy = {w} umy,mg € L'\ P. OBre pa3nukyjeMo aBa crydaja:

e w = v. Tama, m; u mo MOTY J1a Oy/Ty OMJIO KOje JIBE OJT TPU MpaBe CKyIa
L\ P xkoje nponase kpo3 Teme v. OBaKBUX MapoBa UMa 3.
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e w # v. [IpermocraBuMo n1a je v € my a m; MoXe aa Oyae OWIO Koja o1
Tpu mpaBe ckyna L \ P koja mpojasu Kpo3 v a TauKa Mpeceka 1w MOXKE
Jla Oy/ie OMJI0 Koja Tadyka Mpase 1my pa3nuduTa oja v. Taaa, itMaMo Ta9HO
nBa u3bopa mpase my € L\ P koja cede mpaBy mq y Tauku w. OTyna,
3aKJbyUyjeMO Ja OBAKBHUX ITapoBa uma 3 - 2 - 2 = 12,

Haxne, cummaekca pamunnje G'o KOjU cajpxke TeMe v UMa 15 ITo 3HA4YU Ja
IJIAaBHUX CHUMILIEKca KOju campxke Teme v uma 20. Kaxko je teme v € V 6mo
MIPOU3BOJBbHO, 3aKJbyUyjeMo na je hy = hy = - - - = hg = 20 mrTo 3ameHOM y (4.6)

UMILTAIIMpA 14 je
9 9
D 200; =20) ;=20 < 18.
i=1 i=1

[IpeTxoaHu MpUMEPH WITYCTPY]Y UHEeHUITY da TBpheme 4.6 He MoXe Oa ce
IIPUMEHN MHOTe CUMILTHIIMjaTHe KoMmIutekce. [tasuiie, y pany [26] je mokazaHo
Jla IMHEApHO peain3a0uTHA CUMIUTUIIN] ATHA KOMILTEKCH UMajy XOMOTOTICKH THIT
oyketa cepa. Kako koMmiiekca Koju HUCY OyKeTH cdepa nMa 3HaYajHO BUIIIC O/
KOMIIIIEKCa KOjU TO jecy, TEXHUKE TTpOolieHe TapTUIIMOHE MHBAPHjaHTE OTIMCAHE Y
OBOM OJIEJbKY CY jaKO OTpaHHYCHE.

C 003upoM ga amapaTd JTMHEApHOT IporpaMHUpama UMajy BPIIO pa3BUjeH
MaTeMaTUUKH arapaT U cacCTaBHM CY JIe0 MHOTHUX IPOTPAMCKHUX TaKeTa, y Hac-
TaBKy he ga Oyae ommcaHa MeETOJIa TPOILICHE MapPTUIIMOHE WHBAPHUjAHTE CHUM-
TTAITHjaTHUX KOMIIEKCca MOMONY TUHEAPHOT MpoTrpaMupama Koja MOXE Jia ce
MPHUMCHHU Ha CBAKH CI/IMHJ'II/IHI/IjaJ'[HI/I KOMIIJICKC.

4.4 KapakTepuCTHYHU NpPar CAMILIMIIMjATHUX KOMILJIeKCA

CBaKku CUMITIMIMJAJTHU KOMITIEKC CaAPKU IMHEAPHO peaTn3a0uIaH MOTKOM-
JIeKC (Ha TpUMEp, MOTKOMITICKC ca HajBUIIE 3 TeMeHa) a o Tephemwy 4.2, map-
TUIIMOHA UHBAPHjaHTA TTOTKOMIIEKCA MPEICTaBIba MajOPAHTY TTAPTUITUOHE WH-
BapHjaHTe HAAKOMILIEKca. MOTHBUCAHH OBOM OIICEPBAIH]jOM, YBOAUMO clienchy
neUHULIH]Y.

HNeduuunuja 4.5. Heka je K C 20 cumimmuyujannu xominexe u A" cumiinexc
CBUX BEPOBATTIHOCHUX Mepa HA AMOUJeHITTY [n] Kapakiwiepucitiuunu iipaz xom-
inexca K y oznayu p(K) gepunuemo ca:

p(K) =sup{f € Ry | (3u € A" ) K,<p C K}.

[MpakTuuHo, paau onpehuBama KapaKTepUCTUUHOT Tpara Komruiekca K,
HAJa3UMO HEroB JIMHEapHO-peain3abuiiaH MOTKOMIUIEKC ca HajsehuM mparom.
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TIpHMeTHMO f1a TIpar IMHeapHoO Peantn3aGuIHOT KoMIltekea Af,| Hifje OTpaHuYeH
0JI03TO TE y TOM CiTy4ajy y3umamo za je p(Ap,) = oo.

Kapaktepuctiunu mpar je pactyha ¢gyHKIIHja y OQHOCY Ha penaiujy ,,0uTH
TIOTKOMIITIEKC  jep ako je K| MOTKOMILIeKC KoMIriekca Ko, Tafa Bak HHKITy3Hja
{(BERy | Bue A" K, C K1} C{BERy | (Gue A" )K,ucp € Ky}
mrto ummmarmpa j1a je p(Kp) < p(Ks).

Tephemwe 4.9. Hexa je K C 2" cuminuyujannu xominexe. Taga, xapaxitiep-
uitiuunu fpaz komiinekca K mooice ga ce uspauymna iiomohy ghopmyne:

p(K) =max{f € R. | (3p € An_l)K/Kﬂ C K}

Hokas: Nedurmmmmo ckynose Ry = {f € Ry | (Gu € A" NK,<s C K} u
Ry={8€eRy | (Fue A" K,.s C K}. Ckyn Ry je orpaHndeH 0103TO jep
o npernocrasuu [n] € K na je ceako § € Ry Mamwe win jeqnako o 1. Takobe,
cBakoj Mepr 1 € A" onrosapa mpar m = min{u(C) | C € 2N\ K} = pu(Cp)
Takas Ja je K, ., C K a3a cBako € > 0 Baxu Cy € K p 4 INTO UIMIITULIUPA
1a K,cmie ¢ K . OBUM cMO JOKa3aI1 Ia MOCTOjU Max [Ty = p.

[pumetumo 1a 3a cBako pu € A" ' u cako S € Ry Baku K5 C K,<p
mTo uMIDIuIpa na je Ry C Ry omHOCHO 14 je sup Ry < p. IlpernmocraBumo 1a
jesup Ry < p. Tana, 3a Mepy 1 KOja OJiIroBapa BPeTHOCTH p, KA0 IMTO CMO Beh
mpumeTmy, p = min{u(C) | C € 2M\ K} ma, 320 < € < p — sup Ry, Baxwu 1a
je K,<,— € K omHocHO 1a je sup 1 < p — € < sup R, mro Huje Moryhe.

Haxie, sup Ry = p. [

AHaIM30M J0Ka3a MPeTXOHe TeopeMe, 3aKbyuyjeMo Ja KapaKTepUCTUIHU
mpar CUMILUTUIM]ATHOT KOMILIEKCa MOXKEMO Jla padyyHaAMo U Ha clieaehu HauuH.

Tepheme 4.10. Axo je K C 2" cumanuyujannu komiinexe wmaga

K) = in 14(C).
p(K) M&%gg}%u( )

Cama HaBoguMO (yHIAMEHTAJIHY penanujy u3Mmel)y mapTUIIMOHE WHBAPH-
JaHTe CHUMIUTMITHjATHOT KOMIUIEKCA M HheTOBOT KapaKTEPUCTUUHOT ITpara Koja
Ba)KM 3a CBE CUMIUIHIIHjalTHEe KOMILTEKCE.

Teopema 4.2. Axo je K cumitnuyujannu komiinekc y amoujeniay [n| waga je:

(K) < {@J 41

Hoxa3s: ITpumerumo mpBo ja 3a gukcupany mepy i € A" u nparose 31, 32,
ako je 1 < [» Taza mno jenHaunHu (4.2) Baxu n1a je K3 C K,.3,. Heka
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je kapaxTepuctiunu mpar kommiekca X C 2" jennak p. To mo Tephemy 4.9
MMIUTMIMPA [1a TocToju Mepa /1 € A" ! taksa naje K<, C K. IlpernoctaBumo
J1a je T pUpOJaH 6poj TAKAB Ja je = < p OXHOCHO 1a je T > Lﬁj +1. Tana, 3a
r= LLJ +lumamonaje K, 1 C K., € K mrono Tephemwy 4.2 umruinimpa

p(K) <z
najem(K) < w(K, 1) amno Tephemy 4.6 3uamo ja je 7( K, 1) < 7. O

Caja hemo J1a omUIIIEMO TEXHUKY pavyHama KapaKTePUCTUYHOT Tpara mo-
molly HHeapHOT Tporpammpama. Heka je ) # K C 2" cuvmmmmmjanuam
xommeke. Heka cy p € A" ' u § € R, taksu na je K,.3 C K, Tana je
2\ K C 2"\ K, 5 = K,-p. TIpaktiuno, u € R" u 8 € R, 3amoBobabajy
CHCTEM:

(u, (1,...,1)) =1,
(4.7) (u, x(C)) > B sacee C €2\ K.

Lws je ma momohy cucrtema (4.7) u3padyHaMO KapaKTEPUCTUYHHU TIpar KOM-
wiekca K. V Tlpumepy 4.10 he na na Gyme mokasaHo na je y amOujeHty [n,
p({0}) > 0 wro 3a xomreke K DO {0} ummmunupa na je p(K) > 0. 36or
TOTa, MOXKEMO JIa IPETNOCTaBUMO Ja je 5 > 0 oTHOCHO jeHaunHe cuctema (4.7)
MOKeEMO 712 TToMHOXkHMo ca 3~ 1. Taxo 1061jaMo cucTeM:

(5,(1,...,1)) = 3,
(5:x(C)) =1

AXO KOHCTaHTY % obnexumo ca m, o Tephemwy 4.9, Hanmaxkeme KapaKkTep-
HUCTUYHOT TIpara ce CBOJIM Ha ojipehuBame MakcuMallHe BPEHOCTH IMapamMeTpa
[0 MM eKBUBAJICHTHO MMUHUMAJTHE BpeAHOCTH apameTpa m. akne, Kapaktep-
HUCTUYHU ITpaT CUMILTUIIM]aTHOT KOMITIeKca /X je peliMIpoYHa BpEIHOCT PElleHha
mpo0JieMa JHHeapHOT IIporpaMUuparba:

(4.8) sacee C €2\ K.

min (x,(1,...,1))
4.9) r € RY;
(x,x(0)) >1,C € 2"\ K.

[Tpo6nem (4.9) uma mo3HaTy reoMeTpujcKy unreprnperamnujy. Heka je cum-
mmnujatnn kommieke K C 2" mpoussoman. Ceakom cummiexcy C' amumuje
2] \ K 1o7empyeMo Tony-IipocTop:

Oc ={z e R" [ (x(C),z) = 1}.
Hedununuja 4.6. brnokupajyhu, ionuegap cuminuyujarnoé komiitexca K je cxyii:
B(K)= () Oc.

ce2ln\K
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brokupajyhu monuenap, kao moceGHa Kjiaca IMoldenapa, je IpBo yBeIeH y
[28] Mornassbe 5.8. Ipumep Giaokupajyhier monueapa 3a KOMILICKC ([i’]) je mar
Ha Qurypwu 18.

-l

@urypa 18: brokupajyhu nonmenap KoMIuiekca ([?])

Cana, pedopmynamujom mpodiema (4.9) nodujamo crenehe Tepheme.

Tepheme 4.11. Hexa je K C 2" cuminuyujannu xominexe. Axo je m murumym
pyuxyuje ¢ : R" — R gaite ca ¢(x) = x1 + - - - + x,, ha 6rokupajyhem doruegpy
B(K), maga je:
1
K)=—.
pK) =
4.5 PauyHame KapaKTepUCTHYHOT Mpara

Pauyname kapaktepuctuyHor mpara rnmomohy Tephema 4.11 unu 4.10 ce y
Kpaji0] TMHU]JU CBOJU HA pelllaBame Mpoobiema (4.9) kao MITO je WIyCTPOBAHO
cregehuM mpuMepoM.

TTpumep 4.9. OnpenrMo KapaKTEPUCTUUHH MPAT CUMITIMIA]aTHOT KOMIIIEKCA
Ap,—1) y am6ujenty [n]. Kako je {n} MUHMMAITHI y CMUCITy HHKITy3Hje HE CUM-
rtekc Komruiekca Ay, 1), a cBu cumiiiekcu amummje 217\ K cagpxe n, mpo6iem
(4.9) 3a cuMmnMIMjaTHE KOMIUTEKC A[,_1] C€ CBOJIM HA!

minzy + -+ Tp_1 + Ty,

T, > 1.
Otyna, MUHUMYM GYHKIjE ¢ je 1 1 mocTmKe ce ¥ TauKu (L1, ..., Ty 1, Tp) =
(0,...,0,1). Jdaxime, kKapaKTepHCHTHYHH Mpar Komrnekca Ap,_y) y aMOUjeHTy

[n] je 1.
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[IpeTxoaHU TpUMEp WIYCTPY]je HEKOITMKO OCOOUHA KapaKTePUCTUUHOT TTpara.
IMpBo, kao mTo cMo BehBUIEN, KAPAKTEPCTUYHH IPAT KOMILIEKca A, y aM-
Oujenty [n— 1] je oo oanocHO, p( K) 3aBrck o ambujenTa komiiekca K. J{pyro,
Kaxo je 1o ITpumepy 2.4 koMiureke Ap,_q] ayTo-IyanaH y aMOHjeHTy [n], 1o6u-
jamo na je:

1

"B = ||+

IITO UIYCTPYje YMEbeHUITY fa HejenHakocT m(K) < Lﬁj + 1 Teopeme 4.2 He

MOJKe JIa c€ TT000JbINA y OMIITEM CITy4ajy.

Pauyname unBapujante p(K) xomriekca K Moxke 3HAUAjHO Jia Ce OaKIIa
aKo KoMIiekc K uMa Belnuku crerneH cumerpuje. Kaxkemo nma rpyma G nenyje
na kommieke K C 2" axo caxoMm enementy g € G oxrosapa Gujekuuja (Tep-
MmyTamuja) g : [n] — [n| xoja uanykyje uzomopduszam g : K — K (dedpunuimja
1.4). Tama xaxemo ma je K komiuiekc koju je G MHBapujaTaH. Pamu kKoMm-
IUICTHOT yBU/IA Y MaTepHjy G MHBAPUJAHTHHUX TOIMOJIOIIKUX MPOCTOPA YUTAOILY
ce mpenopyuyje [18]. Taxohe, kaxemo ma je u = («q,...,q,) Mepa koja je G
MHBapHjaHTHA aKo 3a cBako g € G Baxu 1a je (= g = (Qg(1)s - - -, Qg(n)) TTO
je eKBUBAJTIEHTHO YCIIOBY 1A je ; = (i) 3a cBe @ € [n] ucBe g € G.

Tepheme 4.12. Heka je G 2pyiia ceux depmyimayuja ckyita [n| koje genyjy na
cuminuyujannu xominexe K C 2. Hexa je Al € A"™! gpamunuja ceux G
UHBAPUJAHIAHUX 6€POBATUHOCHUX Mepa HA CKYily [n] Taga:

p(K) = max{f € Ry | (3u € A Kyuep € K.

Hokas: Heka je i1, ..., fm € A" ! nu3 BepoBaTtHOCHUX Mepa. Taza, 3a Mepy
H= %(Ml + -+ + i) ¥ pousBoibHO S € R, Baxu 1a je
Kuep © Kpnep U U Ky cp.

3ancra, axo je pu(A) = L (u1(A) + - + pn(A)) < B rana, 3a Hexo i € [m)]
je pig(A) < B jep 6u y cynpotrom p1(A) = = (pu1(A) + - - + pun(A)) > 22,

Cama, Heka je p(K) = p. Ilo Tephewy 4.9 TO 3Haum aa IMOCTOjH Mepa
p € A" ! taksa ma je K, C K. Tana, 3a cBako g € G xommieke g(K,<,) =
K,,<, je moTkoMmteke komiuiekca ¢(K) = K. Ortynma, 3a G MHBapHjaHTHY

BEPOBATHOCHY MEPY [lg = ﬁ YoguBaxumaje K., C |J Kyu<, C K.
geG geG
Jlakie, MAKCHMYM Ce JIOCTIKE ¥ BEPOBATHOCHO] MEPH i IITO KOMILIETHPA

IOKa3. O]
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Mocrenuna 4.4. Hexa je K C 2% cuminuyujannu komiinexc xoju je unsapujar-
man y ognocy na Zpyiy fepmyfiayuja G cxyia [n] u AL panmumja ceux G
UHBADUJAHITHUX 6€POBATIHOCHUX Mepa ha ckyiy [n]. Taga:

K) = max min u(C).
pK) = max, i (C)

Cana HaBOAMMO HajjeTHOCTABHMUJU ciy4a] oapehuBama KapaKTepUCTUUHOT
npara (G UHBapHjaHTHUX CUMILUIHIMjATHUX KOMIUTekca. Kaxkemo nma rpyma
nepmyTanuja G ckyma [n] menyje TPaH3UTUBHO HA CUMIUTHIMJATHA KOMILTEKC
K C 2" ako 3a cBaxo i, j € [n] mocroju g € G Taxo aa je g(i) = j. Tama, G
MHBAPUjaHTHA Mepa [t = (a, . . ., (v,) je TAKBA JIa 32 MIPOU3BOJBHE (v;, (v TOCTOJH
g € G Taxo maje o; = ay) = a;. Oryna, AL = {(1,...,1)} wro nokasyje
crenehe TBpheme.

Tocnenuua 4.5. Axo je G 2pyiia iiepmyitiayuja ckyila [n] koja iipansuitiugno genyje
Ha cumiiuyujannu komiinexe K C ol waga je:

1
p(K) = Emin{|C’] | C e 2"\ K}.

Haxre, y cny4ajy CUMIUIMIIM]ATHUX KOMIUIEKca KOjUMa je Tpymna ayToMOop-
(u3ama TpaH3UTUBHA, KApaKTEPUCTUUHHU TIpAar je MOTIyHO oapeheH He-cuMILTe-
KCOM HajMarbe KapJIUHATHOCTH.

IIpumep 4.10. Heka je K = ([Z]) CUMIUIUIIUJATHA KOMILIEKC Y aMOujeHTy [n].
Tana, rpyma ayromopduszama koMmiuiekca K je rpyma S, CBUX IepMyTalluja
CKyma [n] Koja je TpaH3WTHUBHA T4, Ha ocHOBY [Tocnenure 4.5, no6ujamo 1a je

p(K) = 1. Crennjanno, 3a k = 0, nobujamo na je p({0}) = p(([g])) =

Jlakie, MOXKEMO J1a 3aK/bYUUMO J1a KAPAKTEPUCTUYHHU IIPAT CUMILTAIIN]aTHOT
xommrekca () # K C 2" npunana wnTepsany (0, 1].

Kopucpehu ITocmeuniny 4.5 Mmokemo j1a M3padyyHaMO KapaKTCPUCTHIHE TParoBe
CUMIUTUIIM]ATHUX KOMIUTeKca onmcanux y Ilormasspy 2.4.

IMpumep 4.11. Xemu uxocaegap nmpukazan Ha Durypu 7 je noOujeH UACHTH-

(buKanjoM aHTUITOJATHUX Tauyaka UKocaenpa. 3HAMO [a je TpyIa U30MeTpuja

ukocaenpa G TpausutuBHa. Otyna, dakrtop rpyna G/{1,r} rme je r pedmrek-

chja y ogHOCY Ha OapuIleHTap MKOcajpa je Takohe TpaH3UTHBHA U JeIyje Ha

cumMmminujanan Kommteke RPs;. Kaxo je min{|C| | C € 20\ RPs} = 3,
3 _ 1

KapaKTepUCTUYHHU TIpar kommnekca RFs je p(RPs) = & = 5.

IMpumep 4.12. KommiekcHa nipojektuBHa paBan C' Py onucana y Ilpumepy 2.6
uMa rpymny ayromopdusama GG Koja caapu CBe TpaHCIaluje (TpaHCIalujoM
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ambujenta Zz X Zi3 3a BeKTOD (i, j) € Zz X Zi3 mobujamo cky1i (i, j)+37Zi3 X Zig =
Zi3 x 7Zi3). Oryna, rpyna G nenyje Tpam3utuBHo Ha C'FPy. Kako HajMamu (y
OJTHOCHY Ha KapJMHATHOCT) He cuMInieke kKomriekca C' Py caapxu 4 eneMeHTa,
nobujamo na je p(CPy) = 3.

V pany [5] je onucaHo HEKONUKO MOTEHIMJATHUX TPUAHTYIIAIMjA KBATEP-
HUOHCKE TIPOjeKTUBHE paBHM y amOujenty [15]. Kacuuje je y [11] motpheno
na mehy mHuMa, KoMOMHaTOpHA MHOTOCTpyKOocT H Pj5 kKoja mMma HajBehu cre-
MIeH CUMETpHje 3aucTa NpecTaBiba TPHAHTYIIALN]Y KBATEPHUOHCKe paBHU. Ha
crpanunu 169 y pany [5] je moxaszaHo ja je rpyma ayToMopdrsaMa KOMITTEKCa
H Py5 Tpan3uTUBHA 1ITO JIOKA3Yje /1A je KapaKTCPUCTUUHHU ITpar KoMruiekca H Py

2

i ar O — 2
jemHak ;= = .

4.6 KapakTrepucTH4YHH Npar cnajarkba CAMILVIMIMjATHUX KOMILIEKCa

CriajameM CHUMILTUIM]aTHUX Kommekea K; C 2Yi, i € [n] mubujamo cum-
IAIAjaTHa Komiieke K = Ky - - - x K, y amOujenty Vi U --- U V,,. Axo 4.2
MPUMEHUMO Ha KOMIIOHEHTe KoMmruiekca K, mpumeHoM Teopeme 4.1 mobujamo
Jla 3a MapTUIMOHY MHBAPHUjaHTy KOMITTeKca K Baku:

(410 < ey |+ ey )

IMpumep 4.13. Hexka je K = ([f]) Kook ([f]) = 0<),, TPMAHTYJIallHja TPAHUIIE KPCT

nomutona <, = Conv{e;, —e; | i € [n]|}. To Ipumepy 4.10 nobujamo 1a je

p( ([f]) ) = 1 mTo mpumMenoM HejenHakoctH (4.10) ummmmimpa naje m(K) < n+1.

MelyTum, Kako je rpyra H30MeTpuja KPCT MOIUTOTIa OMHOCHO IPYyIa ayTOMOp-

¢uzama Komrekca K TpaHsuTHBHA, puMeHoM [lociemuie 4.5 mo6ujamo na
2 1

je p(K) = 5- = - jep KapAMHATHOCT HAjMAEr CUMIUIEKCA KOjH HE IIPHIIaja

kommiekey K je 2. Taaa, mo Teopemu 4.2 nobujamo ma je m(K) < n+ 1.

[IpeTxomuu mpuMep Mmokasyje Ja KapaKTePUCTHUHU Ipar cliajarba CUMILIH-
LIUjATHUX KOMIUIEKCA MOJXKE JIa ¢ almPOKCUMUPA MOMONY KapaKTePUCTUUYHUX
MparoBa HETOBMX KOMITOHCHATa. MOTHBHCAHM OBOM oIcepBarujom, Gop-
Mymnuiemo cnenehe Tephembe.

Teopema 4.3. Hexa cy ) = K; C 2" cuminuyujaniu komiinexcu y ambujeniiiuma
Vi, i € [n]. Taga, 3a cuminuyujannu kominexe K = Ky - - - x K, y ambujeniuiy
Viu---UV, eascu:




Jlokas: Heka je K; C 2", i € [n| HU3 cCUMIUIMIMjaTHUX KOMIUIEKCA Y JIHC)yHK-
tHuMm ambujentuma V;. Heka je K = Ky * -+ x K, u p(K) = p, p(K;) = p;,
i€ njunekajeV =V, U---UV,.

Kako je mo mpermoctasuu K; C K 3a cBe i € [n], nobujamo na je p; < p 3a
cBe i € [n]. CymupameMm, 106HjaMo 1a je p1 + - - - + p, < np OMHOCHO 14 je

n 1 1
< <y

pr+-+pn P Pn

I

Heka je 1 : V' — R, BepoBatHocHa mepa TakBa naa je min{u(C) | C €
2V'\ K} = u(Cy) = p. Hexka je u(V;) = «; 3a cBe i € [n]. Tlpumetumo na
je oy > 03acBei € [n]jep o = 0 umrumnmmpa na je pu(V;) = 0 ogHOCHO
naV; € K,., € K mro Huje Moryhe. Tama, Ha am6ujeHTHMa V; MOXKeMo 11a
KOHCTPYHUILEMO BEPOBATHOCHE MEPE [1; = ai v, (1]v; je pecTpukumja Mepe i Ha
ckyn V). Heka je C' € 2V \ K; npoussosban He cumiiekc. Kako cummnekc C' He
npunaga Kommiekey K, mobujamo na je pu(C') > p omrocuo na je p;(C) > aﬁ

Otyma min{y;(C) | C € 2%\ K;} = £ wrro nvnnnumpa ja je p; > £ onmocno

1a je pil < %. CyMupameM 100HjeHHX HejeTHaKOCTH JoOHjaMo:

o oo, % _atotan 1
P1 Pn P P P P
[
IMpumetumo na y Teopemu 4.3, komruiekeu () u Ay, He MOTY oa y4eCcTBYjy y
crajamy. Mebhytum, ako je K; = () C 2" jenan o KOMIOHEHTH Clajama, TO
3a KoMmIuieke K mpakTuuHo 3Hauyu yBehame amOujenTa a mpo0aeM mapTUITHOHE
MHBapHjaHTe OBUX KOMITIEKca je petieH TBphemem 4.3. Takolbe, akoje K; = Ay,
Taaa CUMILTHIjaTHU KoMiuteke K = K x - - - x K, je u3oMopdaH KOMILTIEKCY
(Ky%-+- Kip % K%+ - x K,)) x« Ay, ay llpumepy 1.2 cMo BUIeH 1a ce OBAKBO
Crajarke CBOJIM Ha y3aCTOIMHM KOHYC HAJ Iy * - - - K 1 % K; 1 % - - - % K, IITO MO
[Mpumepy 4.5 He yTude Ha TAPTUIIMOHY UHBAPHU]AHTY.

Teopema 4.3 takohe nmokasyje na je nejeqnaunna (4.10) ekBuBaneHTHA HE-
jennaumnu Teopeme 4.2 mpuMeEHE Ha Criajarhe CUMIUTHITHjaTHUX KOMIIJIEKCA.

Hocaeauna 4.6. Axo je ) # K C 2V cumiinuyujannu kominexc waga je
*n 1
p(E™) = —p(K)

IMpumep 4.14. Axo je K cummmunujaman kommuieke RPs wmu C Py win H Py,

a1 ane *n 1 4 2
TaJIa je KaPaKTEPUCTUIHU Npar KoMrekca K" pesiom 5~ UIH 5~ W -
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4.7 Ekcuec KapakTepucTHYHOI mpara

IMocTaBsba ce MUTAmE KOJNUKO je TEXHUKA KapaKTePUCTUUHOT Mpara qoopa
32 TIPOIICHY MAPTUIIMOHE WHBAPHWJHAHTE JIATOT CUMILIUIUjATHOT KOMITICKCA.
300r TOTa, Y OBOM OJ/IEJbKY YBOJMMO TI0jaM €KCIleca CHMILTUIN]aIHOT KOM-
IUTeKCa KOjU MPAKTUYHO TPEACTaBIba TPEIIKY MPOIeHe MapTUINOHE WHBAPH-
jaHTe KopuithemeMm Teopeme 4.2.

HNedwmunumja 4.7. Hexa je K C 2" cuminuyujannu xominexe. Excyec kapaxisiep-
uctliuuHoZ fipaza (i Kpaitixo excyec) kominekca K gegpunuwemo ca:

e(K) = {LJ +1—m(K).
p(K)

Kao mto cmo Beh Bunenu y Ilornasiby 4.5, kako cy kommiekcn RFPg, C Py
u HP;5 ayTo QyaaHud W 3HaMO FHUXOB KapaKTEPUCTUYHM IIpar, UMaMmo Ja je
€e(RFPs) = €(CPy) = ¢(HP;5) = 1. Panum TecTupama ekceca CUMILTUIH]jaT-
HUX KOMIUIeKca, y mporpamy Wolfram Mathematica je koHcTpyHcaH aiaropu-
TaM KOjU pauyyHa KapaKTePUCTUYHU MPAT JaTOT CUMILIUIHjATHOT KOMILIEKCA
pemraBarbem npodiema (4.9). Ilporpam je mpumemeH HA ayTO-/IyaTHe CUMILTH-
[HjaTHe KOMIUICKEe TeHeprcaHe TeXHukama ornrcanuM y [ornasspy 3 u gobujena
je Tabena 2.

pl1]2/3

n=3 e |0 1

el 1[2/3]3/5
n=4 FoTT 1

. [[1[2B]3/5[4/T]5/9
"= clol 1 [ 1 1] 1

_ ¢ [ [1[2/3]3/5 [4/7]5/96/11 [ 7/13|8/15 [ 9/17 [ 1/2
= clol 1 [ 11 11 1 1 1 1 1

Tabena 2: KapakTepucTUYHU TTPATOBH U €KCIIECH AyTO-IIyaJTHUX KOMILIEKCA Y
ambujenTuma [n| 3an = 3,4, 5, 6.

Kao mto ce Buam u3 tabene, eKClec ayTo-IyaTHUX CUMIUTUIN]ATHUX KOM-
IeKca je yrimaBHoM jerqHak 1. OBo je mocebno usnenalyjyhe 3a cummnmunmjante
koMmIutekce y ambujentuma (3], [4] u [5] jep 3HaMo @ Cy CBU OHH JIMHEAPHO De-
nuzabunHu. BpenHoct ekcueca 0 ogroBapa ayTo-IyaJTHUM CUMILTUILIU]jATHUM
KOMITTIeKcuMa A\ (5} YMjH KapaKTepCUTHYHH Tipar je o ITpumepy 4.9 jemHak
1. Otyna, Hamehe ce 3akpyuak ma ma 6u y yBehaHuMm amMOujeHTUMA BPETHOCT
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ekciieca Omma mama. Mehyrum, Tabena 3 moOujeHa padyHameM KapaKTep-
MCTUYHOT TIpara ayTo-ayanHux komrnekca DM amu y ysehanum amGujentuma
[n+ 1] y kojuma cy oBu kommuieken o Tephemy 4.3 MUHUMATHO 3—HEU30eKHY,
HAroBelITaBa OCOOMHY /1a eKCIIeC CUMILIUIHjaTHOT KOMILTeKca K He 3aBUCU O
aMmOujeHTa.

11212/

n=4 € 0 1

. [pT1/2T2/5]3/8

n=5 FeTo 11

_ ¢ [P]12]2/53/8]4/11 ] 5/14

"= cl o0 | 1] 1 1 1

. [p]1/2]2/5 [ 3/8] 4/ 11 [ 5/14 ] 6/17 | 7/20 [ 8/23 [ 9/26 ] 1/3
"= cl o0 [ 1|1 1 1 1 1 1 1 1

TabGena 3: KapakTepuCTHYHN TTPArOBU M CKCIIECH MUHUMAITHO 3—HEHU30€KHUX
CUMIUTUIMJAITHUX KOMITIEKCA Y aMOUjeHTy [n] KOju Cy ayTo-1yaHu y aMOUjeHTy
[n—1]3an=4,56,7.

Haxkne, y Bemukom 0pojy crydajea, Teopema 4.2 He MOXE J1a OJIPEIU TIpe-
[IU3HO MApPTUIMOHY MHBAPHjaHTy CHMIUTUIIMjATHOT KOMIUIeKkca Beh yrimaBHOM
IbEeHY MajOpaHTy.

Crnenehu npumep WIycTpyje ocoOOMHY Na eKclleC KapaKTepCTUYHOT Ipara
CUMILTUIIM]ATHOT KOMITIeKca MOKe J1a OyJie TPOU3BOJLHO BEUKH.

IIpumep 4.15. Heka je K = ([‘I’]) CUMIUTUIINJATHU KOMIUIEKC KOjU j& ayTo-
nyatan y ambujenty [3]. Ilo Ilpumepy 4.10, ®eroB KapaKTepHUCTUYHH TIPAT
je p(K) = 2. Oryna, no Iocnemuuu 4.6, CUMILUTMLIMjaIHN KOMILIEKC K" y
ambujenty [3] L - - - L [3] nma kapakTepucTiuny npar . Kaxo je no Ipumepy
4.6 mapTULIMOHA WHBapHWjaHTa KoMruiekca K ™" jegHaka n + 1, mobujamo ma je
€KCIIeC CUMIUTHITHjaTHOT KoMITTekca /™"

1 3n n
e(K™) = L—J +1—-n(K")=—+4+1-(n+1)=—.

[MoGosmmame Teopeme 4.2 paau cMambema I'PEIIKe allpoOKCUMaIHje TapTH-
IIMOHe WHBapHjaHTe he ma Oyae mpeaMeT Oyayhux ucTpakuBarmba.

[\
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5 Jloparak: AJjekcaHjaepoBa AyaJHOCT M JlenekuH-
JI0BU OpojeBH

YV oBoM mornapiby ucTpaxyjemo mpuMeny Teopeme 3.1 panu mporiene [esme-
KWHJIOBUX OpojeBa.

Henexuniosu 6pojesu D(n) cy yBenenu y [8] kao 6pojeBr pa3mnuuTUX MOHO-
tonux bynoBux dynkmuja ca n € IN mpomensuBux. Mopmyna 3a pauyHarbe
Bpennoct D(n) je oTkpusena y [19] mehyrtum, ynpkoc oBom oTkpuhy, Taune
BpenHocTH O6pojesa D(n) ce 3Hajy camo 3a n < 8 U MHOTO TPYyIa j€ YIOKEHO
pamu Hanaxerma [leqeKnHIoBUX OpojeBa 3a Behe BpeIHOCTH MapaMeTpa 1.

®yuxuujy f : {0,1}" — {0,1} wasuBamo Bymosa ¢yukumja ca n € IN
pOMeHJbUBUX. Pasmor 3a TepmuH Bynoga je mirto, ako ckym {0, 1} unrepmpe-
Tupamo joruukuM cumbomuma { L, T}, dyukuujy f = f; MoxeMo ma mocma-
TPaMoO Kao eBalyallljy TepMa t y KojeM (PUTYPHUIINY MPOMEHIBUBE T1, . . ., Ty.
Ha npumep, ¢ je TayTonoruja akko 3a cee (z1,...,x,) € {1, T}" Baxu 1a je
fi(zy, ... x,) =T.

Ha ckymy {0, 1}" medunuimemo ypehetse Ha ciaenehu HaumH:
(5.1) (1, ymn) X (W1 yn) < (Vi€ [n])x; <y,

Taja, kaxemo j1a je Bynosa ¢pyHkuuja f MOHOTOHA aKKO U3 (X1, ..., T,) =
(Y1, -y yn) ctemu f(z1,...,2,) < f(y1,...,yn). Ha mpumep, ako y3meMo 1a je
1 < T, npumep jenne MoHoTOHe bynose pyukimjena { L, T }"je f(z1,...,x,) =
T V-V a,.

Csaxkoj moHotonoj bynosoj dyukumju f : {0,1}" — {0,1} momesmyjemo
damumnjy ckynosa Ky—g = {A € [n] | f(x(A)) = 0}. Tama, Ky_o je cum-
IUTMIIUjaJIHU KOMIUIEKC y ambujenty [n] jep, A C B akko je x(A) = x(B) mna,
ako B € Ko to ummmnupa 1a je f(x(4)) < f(x(B)) = 0 omnocHo na je
f(x(A)) = 0 mrro snaun na A € K.

Baskit M OGPHYTO Tj. cBAKOM cHMILIMIHjanHoM kommuekey KX C 2 oxro-
Bapa jemuHcTBeHa bymosa ¢yukuuja fr : {0,1}" — {0, 1} mata ca:

1, {ien]|z=0}€eKk,
fK(%,---,xn)—{O’ {ich]|z=0}¢K.

IIpu TOM, YCIIOB MOHOTOHOCTH GYHKIM]C fx j€ UCTIYEbCH jep (T1, ..., T,) =
(Y1, -, Yn) je exBuBamenTHO MHKIY3MjH {i € [n] | z; =0} C {i € [n] | y; = 0}.

Jakne, cBako] MOHOTOHO] OYITOBO] (DYHKITUJU ca 1 TIPOMEHJBHMBHUX OJITOBapa
JEMCHTBEHN CUMILTMIUjAIHM KOMIUIEKC ca HajBumie n Bpxosa. Otyma, D(n)
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MOe JIa Ce M3pauyHa Kao Opoj pasinuMTHX CUMIUTHIMjalTHUX KOMIUIEKCA Y
amoujeHry [n).

Heka je K" pamiomija cBUX cuMImmIumjamHuxX KoMImmekea y aMGujenTy [n] a
uexa SPDM™ onrocuo 71 Tpe/cTaBbajy haMuiIrje CBUX Ha-TyaTHUX OJTHOCHO
TPAHCICHICHTHUX CUMITTAIMjATHUX KOMIUIEKCA y aMOUjeHTy [n).

(S| [ D] [ [T | D(n)

n

112 1 0 3

2 14 2 0 6
3112 4 0 20
4 | 81 12 18 168
5 | 2646 81 2370 | 7581

Tabena 4: JlenekuHa0BU OpOjeBU

Kaxo je mo Jdedunuruju 2.3 cBaku koMiuieke K € Kl MoJI-ayajiaH, Hal-
JyallaH WU TpaHCIeHIeHTaH, a TPaHCIeHIEHTHH KOMIIJIEKCH He MOTY 1a a Oyay
MTOJI-TyaTH! WA Ha-TyalTHU, J00ujaMo GopMyIy:

K| = |SDM| + |sPDM| — |SDM N SPD| 4 |71,

Ha ocoHOBY Jleme 2.1 BUAMMO J1a je onepaTop AyaaTHOCTH ~. spll
SPDM™ cam cebu nHBep3aH na je GUjeKIMja IITO UMILTHIMPA 4 je |SD["}| jen-
HAKO |S73D[”] |. Takobe, mo JedbuHuiju 2.3 CUMILTHIIH]aTHE KOMIUIEKC je ayTo-
JyaJiaH aKKo je MoJI-ayataH v Haa-nyanad. [IpeTxoaHe oncepBalimje, 3ajeHo ca
Teopemom 3.1 mokasjyje na je:

(5.2) D(n) = 2|DI"*| — D] + | T

Tabena 4, nobujeHa momohy pauyHapa, WiIycTpyje MpuMeHy jeqHadune (5.2)
3a Majie BpeIHOCTH TTapaMeTpa n.

JenmnaumHa (5.2) yKa3yje Ha YMECHUITY Ja MTO3HaBame Opoja ayTo-ayaTHUX
KoMIuTekca 06e36ehyje momy rpauuiy 3a D(n). Takobe, kako cy mo Tephemy
2.2 CBU KOMIUIEKCH y aMOUjeHTy [n] momayannu y amGujeHty [n + 1], 6poj ayTo-
JyaJHUX CUMIDTHIMjATHUX KOMIUIEKca y amOujeHTy [n + 2| 06e36ehyje ropmy
rpanwuity 3a 6poj D(n) oqHOCHO BaXu HEjeTHAKOCT:

(5.3) 2|pH| — DM < D(n) < [P+,

Uctpaxusamem ocobuna rpada cycencrsa N'G,, momohy MeTo1a OMMCaHKUX
y Ilornaspy 3 MokeMO Aa OTKpHjeMO Opoj ayTo-AyalHUX CHMILTHIIUjATHUX
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KOMIUTeKca y amMOujeHTy [n] mTo mpuMmeHoM jemHauuHe (5.3) maje mporeHy
opoja D(n). Ja 6u JlenekungoBu OpojeBU MOTIIU TIOTIYHO /Id CE OJPEIE OBOM
METOJIOM, TTOTPEOHO je Ja Ce aHaIu3upajy KOMOMHATOPHA CBOjCTBA TPAHCIICH-
JIEHTHUX CHMIUIMIIMjAJIHUX KOMIUIeKca ImTo he ma Oyme mpeamer Oymyhux mc-
Tpa)KUBama.
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