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Predgovor

U ovom master radu bi�e razmatrana xira klasa transformacija Mebijusovog1

tipa na otvorenoj jediniqnoj lopti (strogim kontrakcijama) ograniqenih operatora
na kompleksnom Hilbertovom2 prostoru, uk	uquju�i Potapov	evu3 i Julijinu4 tra-
nsformaciju. Posebna pa��a bi�e posve�ena operatornim (blok) matricama, radi
bo	eg razumeva�a nekomutativnih aspekata funkcionalnog raquna za operatore, va-
�nih u ispitiva�u najva�nijih svojstava transformacija koje se razmatraju u ovom
radu. Rad se sastoji od tri glave.

U prvoj glavi prikazane su osnovne definicije i svojstva ograniqenih operatora
na Hilbertovim prostorima. Uveden je pojam adjungovanog operatora, klase samoadju-
ngovanih operatora sa parcijalnim ure�e�em na �oj, potklase pozitivnih operatora
kao i klase kontraktibilnih preslikava�a. Definixe se pojam ortogonalnog zbira
Hilbertovih prostora, zajedno sa operatornim matricama i �ihovim elementarnim
osobinama. Konaqno, data je karakterizacija kontraktivnosti operatornih matrica
tipa 1× 2 i 2× 1, kao i do�e trougaonih matrica tipa 2× 2.

U drugoj glavi razmatra se pojam izvoda na Banahovim5 prostorima i navode
se neke od osnovnih osobina. Definisani su pojmovi holomorfne i biholomorfne
funkcije, holomorfno ekvivalentnih oblasti, simetriqnih oblasti, J∗−algebre kao
i neke �ihove osnovne osobine. Uveden je pojam Mebijusove tranfsormacije na Hilber-
tovim prostorima, Julijin operator, kao i veza izme�u �ih. Prikazan je i specijalni
sluqaj Mebijusove transformacije na J∗−algebri i dokazano tvr�e�e da je u tom
sluqaju otvorena jediniqna lopta holomorfno ekvivalentna sebi samoj, gde se ekvi-
valentnost posti�e upravo pri Mebijusovim transformacijama.

U tre�oj glavi razmatra se pojam uopxtene gor�e poluravni i dokazuje se da su
otvorena jediniqna lopta i gor�a poluravan holomorfno ekvivalentne.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, profesoru dr. Danku Joci�u na predlogu
teme, kao i na velikom broju korisnih sugestija i saveta tokom izrade rada. Zahva	u-
jem se i qlanovima komisije na qita�u rada i ukazanim propustima. Tako�e, zahva-
	ujem se profesoru dr. Aleksandru Perovi�u i Katarini Halaj sa Saobra�ajnog
fakulteta koji su mi nesebiqno pomagali tokom izrade rada.

1August Ferdinand Möbius (1790-1868), nemaqki matematiqar
2David Hilbert (1862-1943), nemaqki matematiqar
3Vladimir Petroviq Potapov (1914-1980), ruski matematikqar
4Gaston Maurice Julia (1893-1978), francuski matematiqar
5Stefan Banach (1892-1945), po	ski matematiqar



Glava 1

Kontrakcije na Hilbertovim

prostorima

1 Ograniqeni linearni operatori na Hilbertovim

prostorima

Na poqetku navodimo osnovne oznake i pojmove vezane za ograniqene linearne
operatore na Hilbertovim prostorima.

Sa H,K,H1,H2, ... �emo oznaqavati kompleksne Hilbertove prostore. Skalarni
proizvod �emo oznaqavati sa 〈·, ·〉, a sa ‖ · ‖ normu indukovanu skalarnim proizvodom,
i to na svim Hilbertovim prostorima u istoj oznaci, ako je nedvosmisleno jasno o
kom se skalarnom proizvodu, odnosno normi, radi.

Definicija 1.1. Linearan operator A : H → K je ograniqen ako postoji poziti-

van broj M takav da za svako h ∈ H va�i ‖Ah‖ 6M‖h‖. Infimum brojeva M za koje

va�i prethodna nejednakost naziva se normom operatora A i oznaqava sa ‖A‖.

Ovaj infimum je u stvari i minimum, u xta se uveravamo graniqnim prelaskom
po nizu majoranti koji te�i ka ‖A‖, pa za sve ograniqene operatore va�i nejednakost
‖Ah‖ 6 ‖A‖ ‖h‖ za svako h ∈ H. Klasu svih ograniqenih linearnih operatora iz H
u K oznaqavamo sa B(H,K), a ako je H = K sa B(H).

Stav 1.1. Oueraxor A ∈ B(H,K) je neurekigan ako i samo ako je oιraniqen.

Za dokaz Stava 1.1 pogledati [1, Stav 2.7].

Definicija 1.2. Za operator A ∈ B(H,K) ka�emo da je ograniqen odozdo ako

postoji pozitivan broj c tako da va�i ‖Ah‖ > c‖h‖ za svako h ∈ H.

Ako je operator A ∈ B(H,K) invertibilan, tj. postoji operator A−1, tada je A
ograniqen odozdo ako i samo ako je A−1 ograniqen i va�i

‖Ah‖ > c‖h‖ ⇐⇒ ‖A−1k‖ 6 c−1‖k‖, (1.1)

za sve h ∈ H, k ∈ K.
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Ovo nije texko pokazati. Naime, pretpostavimo da je A ograniqen odozdo. Tada
va�i ‖A−1k‖ = ‖A−1Ah‖ = ‖h‖ 6 c−1‖Ah‖ = c−1‖k‖, gde je k = Ah za neko h ∈ H, jer
je operator A surjektivan. Na sliqan naqin se dokazuje i drugi smer.

Napomenimo da sa 0 oznaqavamo nula operator, ili, ako iz konteksta nije jasno,
sa 0, a sa I jediniqni operator na odgovaraju�im prostorima.

Definicija 1.3. Neka je A ∈ B(H,K). Adjungovani operator operatora A u

oznaci A∗ je jedinstveni operator iz B(K,H), takav da je za svako h ∈ H i k ∈ K

〈Ah, k〉 = 〈h,A∗k〉.

Adjungovani operator uvek postoji i jedinstven je. Za dokaz pogledati [7, Teorema
4.13]. Navedimo sada osnovne osobine adjungova�a.

Stav 1.2. Za sve A,B ∈ B(H1,H2) , C ∈ B(H2,H3) i svako α, β ∈ C va�i:

1◦ (αA+ βB)∗ = ᾱA∗ + β̄B∗,

2◦ A∗∗ = A,

3◦ (CA)∗ = A∗C∗,

4◦ I∗ = I,

5◦ ‖A∗‖ = ‖A‖,

6◦ ‖A∗A‖ = ‖A‖2,

7◦ A∗A = 0 ako i samo ako je A = 0,

8◦ A je inverxibilan ako i samo ako je A∗ inverxibilan, i u xom sluqaju

je (A∗)−1 = (A−1)∗.

Izme�u jezgra i slike me�usobno adjungovanih operatora postoji veza o kojoj govori
slede�a

Teorema 1.3. Za svaki A ∈ B(H,K) va�i:

1◦ N (A) = R(A∗)⊥
def
= H	R(A∗) i N (A∗) = R(A)⊥

def
= K 	R(A),

2◦ H = N (A)⊕R(A∗) i K = N (A∗)⊕R(A),

3◦ N (A) = N (A∗A),

4◦ R(A) = R(AA∗).

Dokazi prethodna dva tvr�e�a se mogu na�i u [7, Teoreme 4.13, 4.14, 4.17 i 4.19],
ili su direktne posledice navedenih teorema.

Definicija 1.4. Operator A ∈ B(H,K) se naziva izometrijom ako je ‖Ah‖ = ‖h‖
za svako h ∈ H, a koizometrijom ako je ‖A∗k‖ = ‖k‖ za svako k ∈ K. Ka�emo da je

operator A unitaran ako je izometrija i ako je R(A) = K.
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Doka�imo sada slede�i

Stav 1.4. Oueraxor A ∈ B(H,K) je unixaran ako i samo ako su A i A∗ izo-
mexrije i xaga je A−1 = A∗.

Dokaz: Primetimo prvo da je ‖Ah‖2 = 〈Ah,Ah〉 = 〈A∗Ah, h〉 kao i da je ‖h‖2 =
〈h, h〉 = 〈Ih, h〉, pa na osnovu jednakosti kvadratnih formi dobijamo da je ‖Ah‖2 = ‖h‖2
ako i samo ako je 〈A∗Ah, h〉 = 〈Ih, h〉 odnosno ako i samo ako je A∗A = I. Drugim
reqima, A je izometrija ako i samo ako je A∗A = I. Sliqno, A je koizometrija (tj.
A∗ je izometrija) ako i samo ako je AA∗ = I. Kako je izometrija uvek injekcija, iz
definicije sledi da je unitaran operator uvek invertibilan. Pretpostavimo sada da
je A unitaran. Kako je onda A invertibilan i kako va�i A∗A = I (jer je unitaran
po definiciji izometrija) sledi da je A−1 = A∗, pa je i AA∗ = I, odnosno A je
koizometrija. Obrnuto, ako je A izometrija i koizometrija, va�i A∗A = I i AA∗ = I,
pa je A bijekcija, a samim tim, uz izometriqnost, i unitaran. �

Svaki ograniqeni linearni operator Hilbertovih prostora mo�e se neprekidno
produ�iti na zatvore�e �egovog domena i to bez pove�a�a norme. Zapravo, prostori
ne moraju biti obavezno Hilbertovi, o qemu nam govori slede�i

Stav 1.5. Neka je X normiran, Y Banahov urosxor i neka je L svuga ιu-
sx vekxorski uoxurosxor og X (xj. L = X ). Neka je A0 : L → Y linearan

oueraxor xakav ga je

‖A0‖L
def
= sup
‖x‖=1, x∈L

‖A0x‖ < +∞.

Taga uosxoji jeginsxven neurekigan linearan oueraxor A : X → Y xakav

ga je Ax = A0x za svako x ∈ L. Pri xome je ‖A‖ = ‖A‖L.

Dokaz prethodnog stava mo�e se na�i u [1, Stav 7.3]. Navedimo sada jedan stav koji
�e nam biti od velike koristi u narednim poglav	ima.

Stav 1.6. Neka je X Banahov urosxor i A ∈ B(X ) xakav ga je ‖A‖ < 1. Taga
oueraxor I −A ima oιraniqen inverzni oueraxor i va�i

(I −A)−1 =

∞∑
n=0

An,

uri qemu ιor�i reg ausoluxno konverιira u B(X ) i va�i urocena

‖(I −A)−1‖ 6 (1− ‖A‖)−1. (1.2)

Dokaz ovog stava mo�e se na�i u [1, Stav 7.5].

2 Kontrakcije i pozitivni operatori na Hilbertovim

prostorima

U ovoj sekciji definixu se kontraktivni i pozitivni operatori i navode �ihove
osnovne osobine.
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Definicija 1.5. Operator A ∈ B(H,K) se naziva kontrakcijom ako je ‖A‖ 6 1,
odnosno strogom kontrakcijom ako je ‖A‖ < 1.

Kako je ‖A‖ = ‖A∗‖ imamo da je A (stroga) kontrakcija ako i samo ako je A∗

(stroga) kontrakcija.

Definicija 1.6. Operator A ∈ B(H) naziva se samoadjungovanim ako je A = A∗.

Definicija 1.7. Operator A ∈ B(H) se naziva pozitivnim (u oznaci A > 0) ako
je 〈Ah, h〉 > 0 za svako h ∈ H, a strogo pozitivnim (u oznaci A > 0) ako je 〈Ah, h〉 > 0
za svako h ∈ H \ {0}. Za operator A re�i �emo da je pozitivan i invertibilan ako

postoji δ > 0 tako da je A− δI pozitivan operator.

Napomenimo da je pozitivan operator uvek samoadjungovan jer va�i opxtije tvr�e-
�e da je operator A ∈ B(H) samoadjungovan ako i samo ako je �egova kvadratna forma
realna, koje se lako mo�e proveriti. U klasu samoadjungovanih operatora uvodi se
(delimiqno) ure�e�e 6.

Definicija 1.8. Za samoadjungovane operatore A i B re�i �emo da va�i A 6 B
ako i samo ako je 〈Ah, h〉 6 〈Bh, h〉 za svako h ∈ H.

Ovakav poredak (budu�i u suxtini poredak me�u odgovaraju�im formama) raspola-
�e osobinama koje navodi slede�i

Stav 1.7. Neka su A,B,C,D ∈ B(H) samoagjunιovani, X ∈ B(H) i α > 0
uroizvo	ni. Taga va�i:

1◦ ako je A 6 B i B 6 C, onga je i A 6 C,

2◦ ako je A 6 B i C 6 D, onga je i A+ C 6 B +D,

3◦ ako je A 6 B, onga je αA 6 αB,

4◦ ako je A 6 B, onga je X∗AX 6 X∗BX i

5◦ 0 6 X∗X 6 ‖X‖2I.

Dokaz: Za proizvo	no h ∈ H imamo:

1◦ Iz A 6 B i B 6 C sledi 〈Ah, h〉 6 〈Bh, h〉 6 〈Ch, h〉, pa je po definiciji A 6 C.

2◦ Iz A 6 B i C 6 D sledi 〈(A+ C)h, h〉 = 〈Ah, h〉+ 〈Ch, h〉 6 〈Bh, h〉+ 〈Dh, h〉 =
〈(B +D)h, h〉, pa je po definiciji A+ C 6 B +D.

3◦ Iz A 6 B i α > 0 sledi 〈(αA)h, h〉 = α〈Ah, h〉 6 α〈Bh, h〉 = 〈(αB)h, h〉, pa je po
definiciji αA 6 αB.

4◦ Iz A 6 B za proizvo	no X ∈ B(H) sledi 〈X∗AXh, h〉 =〈AXh,Xh〉 6 〈BXh,Xh〉
= 〈X∗BXh, h〉, pa je po definiciji X∗AX 6 X∗BX.

5◦ Za proizvo	no X ∈ B(H) va�i 〈X∗Xh, h〉 = 〈Xh,Xh〉 = ‖Xh‖2 > 0, pa je
X∗X > 0. S druge strane je 〈X∗Xh, h〉 = ‖Xh‖2 6 ‖X‖2‖h‖2 = ‖X‖2〈h, h〉 =
〈(‖X‖2I)h, h〉, pa je po definiciji X∗X 6 ‖X‖2I.

�

Posledica 1.8. Neka su oueraxori A,B ∈ B(H) uroizvo	ni. Taga je

A∗B∗BA 6 ‖B‖2A∗A. (1.3)
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Dokaz: Kako je na osnovu svojstva 5◦ Stava 1.7, B∗B 6 ‖B‖2I, na osnovu svojstva 4◦

istog stava dobijamo da je A∗B∗BA 6 A∗(‖B‖2I)A = ‖B‖2A∗A. �

Vezu izme�u pozitivnih operatora i kontrakcija opisuje slede�i

Stav 1.9. Neka je A ∈ B(H,K). Taga je A konxrakcija ako i samo ako je

I −A∗A uozixivan oueraxor u B(H).

Dokaz: Za h ∈ H je ‖h‖2 − ‖Ah‖2 = 〈h, h〉 − 〈Ah,Ah〉 = 〈(I − A∗A)h, h〉, pa je A
kontrakcija ako i samo ako je ‖Ah‖2 6 ‖A‖2‖h‖2 6 ‖h‖2, ako i samo ako je 0 6 ‖h‖2 −
‖Ah‖2 = 〈(I −A∗A)h, h〉, ako i samo ako je I −A∗A pozitivan. �

Za pozitivne operatore va�e slede�a dva interesantna svojstva, koja va�e i za
realne brojeve.

Teorema 1.10. Ako su A,B ∈ B(H) i A,B > 0 xakvi ga je AB = BA, onga je i
AB > 0.

Teorema 1.11. [kvadratni koren pozitivnog operatora] Za gaxi uozixivan
oueraxor A ∈ B(H) uosxoji jeginsxven uozixivan oueraxor B > 0 (u

oznaci B =
√
A) za koji je B2 = A, uri qemu B komuxira sa svim ouer-

axorima sa kojima komuxira i A.

Za dokaze prethodne dve teoreme pogledati [1, Teorema 12.8, Teorema 12.9]. Izme�u
norme operatora i �egovog korena postoji jednostavna veza koju izra�ava slede�a

Lema 1.12. Neka je oueraxor A ∈ B(H) uozixivan. Taga je

‖
√
A‖ =

√
‖A‖. (1.4)

Dokaz: Na osnovu Stava 1.2, 6◦ imamo ‖A‖ = ‖
√
A
√
A‖ = ‖

√
A
∗√
A‖ = ‖

√
A‖2, odakle

korenova�em dobijamo jednakost (1.4). �

Napomenimo da se kvadratni koren pozitivnog operatora A mo�e dobiti i kao
uniformni limes odgovaraju�eg niza operatora pn(A), gde je pn niz polinoma sa
kompleksnim koeficijentima i n ∈ N. Tako�e, A je invertibilan ako i samo ako je√
A invertibilan i va�i

√
A
−1

=
√
A−1. Ovo sledi iz qi�enice da je

√
A−1

2
= A−1

i
√
A
−1√

A
−1

= A−1, kao i jedinstvenosti kvadratnog korena pozitivnog operatora.

Definicija 1.9. Za datu kontrakciju A ∈ B(H,K), operator DA
def
=
√
I −A∗A se

zove defekt kontrakcije A. DA
def
= R(DA) se zove defektni prostor kontrakcije A,

a broj ∂A
def
= dim(DA) se zove indeks defekta kontrakcije A.

Ovi objekti se koriste kao neka mera koliko je kontrakcija A ,,bliska" izometriji.
Va�no svojstvo defekta daje

Stav 1.13. Ako je A ∈ B(H,K) konxrakcija, xaga je

ADA = DA∗A. (1.5)
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Dokaz: Oqigledno je A(I − A∗A) = (I − AA∗)A, pa je A(I − A∗A)n = (I − AA∗)nA
za svako n ∈ N. To znaqi da je i za svaki polinom p sa realnim koeficijentima
Ap(I − A∗A) = p(I − AA∗)A. Postoji niz polinoma pn(x) ⇒

√
x (n → ∞) na [0, 1], pa

dobijamo da su DA i D∗A uniformni limesi operatora pn(I−A∗A) i pn(I−AA∗). Kako
je onda i Apn(I − A∗A) = pn(I − AA∗)A za svako n ∈ N, prelaskom na limes dobijamo
da va�i (1.5). �

Adjungova�em obe strane u (1.5) dobijamo da va�i i

DAA
∗ = A∗DA∗ . (1.6)

Primetimo da za svako h ∈ H va�i

‖h‖2 − ‖Ah‖2 = 〈(I −A∗A)h, h〉 = 〈D2
Ah, h〉 = 〈DAh,DAh〉 = ‖DAh‖2,

pa dobijamo jox jednu va�nu vezu izme�u operatora i �egovog defekta:

‖h‖2 = ‖Ah‖2 + ‖DAh‖2. (1.7)

Doka�imo sada karakterizaciju stroge kontraktivnosti.

Stav 1.14. Oueraxor A ∈ B(H,K) je sxroιa konxrakcija ako i samo ako je

I − A∗A, ili ekvivalenxno, I − AA∗ uozixivan i inverxibilan. Konxr-

akcija A je sxroιa konxrakcija ako i samo ako je DA, ili ekvivalenxno,

DA∗ inverxibilan.

Dokaz: Neka je A stroga kontrakcija. Tada je ‖A‖ = ‖A∗‖ < 1, pa va�i da je ‖Ah‖ <
‖h‖ za svako h ∈ H i ‖A∗k‖ < ‖k‖ za svako k ∈ K. Odatle dobijamo

〈(I −A∗A)h, h〉 = ‖h‖2 − ‖Ah‖2 > ‖h‖2 − ‖A‖2‖h‖2 = (1− ‖A‖2)‖h‖2

i
〈(I −AA∗)k, k〉 = ‖k‖2 − ‖A∗k‖2 > ‖k‖2 − ‖A∗‖2‖k‖2 = (1− ‖A∗‖2)‖k‖2,

a kako su 1− ‖A‖2 > 0 i 1− ‖A∗‖2 > 0 sledi da je I −A∗A > (1− ‖A‖2)I i I −AA∗ >
(1− ‖A∗‖2)I, pa su operatori I −A∗A i I −AA∗ pozitivni i invertibilni.
Obrnuto, neka postoje δ1 > 0 ili δ2 > 0 takvi da je I − A∗A > δ1I ili I − AA∗ > δ2I.
Za svako h ∈ H (k ∈ K) je onda

‖Ah‖2 = ‖h‖2 − 〈(I −A∗A)h, h〉 6 ‖h‖2 − δ1‖h‖2 = (1− δ1)‖h‖2

i
‖A∗k‖2 = ‖k‖2 − 〈(I −AA∗)k, k〉 6 ‖k‖2 − δ2‖k‖2 = (1− δ2)‖k‖2.

Uzima�em supremuma po h ∈ H, ‖h‖ = 1 (analogno k ∈ K, ‖k‖ = 1) dobijamo da je
‖A‖ 6

√
1− δ1 < 1 odnosno ‖A∗‖ 6

√
1− δ2 < 1, pa je u oba sluqaja (jer je ‖A‖ = ‖A∗‖,

kao i qi�enice da δ1, δ2 mo�emo izabrati iz intervala (0, 1)) operator A stroga
kontrakcija. Posled�i deo sledi iz qi�enice da su operatori I − A∗A i DA, kao i
I −AA∗ i DA∗ istovremeno pozitivni i invertibilni. �

Neka je A ∈ B(H1,H) i B ∈ B(H2,H). U nekim situacijama nas zanima da li
postoji kontrakcija C ∈ B(H1,H2) takva da je A = BC, tj. da dijagram na slici
ispod komutira.



§2.] Kontrakcije i pozitivni operatori na Hilbertovim prostorima 8

H2

H1 H

B
C

A

Ako takva kontrakcija postoji onda je

BB∗ −AA∗ = BB∗ −BCC∗B∗ = B(I − CC∗)B∗ > 0

prema Stavu 1.9 i Stavu 1.7, taqka 4◦, tj. AA∗ 6 BB∗. Ovaj uslov je i dovo	an
za postoja�e kontrakcije C. O tome nam govori slede�a teorema koja daje opxtiji
rezultat.

Teorema 1.15. Neka su H,H1,H2 Hilberxovi urosxori. Neka A ∈ B(H1,H) i
B ∈ B(H2,H) i neka je c > 0. Taga uosxoji oιraniqen oueraxor C : H1 → H2

xakav ga je ‖C‖ 6 c i A = BC ako i samo ako je AA∗ 6 c2BB∗.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji ograniqeni operator C : H1 → H2, takav da je
‖C‖ 6 c i A = BC. Kako je ‖C‖ 6 c, imamo da je 〈(c2I − CC∗)h2, h2〉 = c2‖h2‖2 −
〈CC∗h2, h2〉 > c2‖h2‖2 − ‖CC∗‖‖h2‖2 = c2‖h2‖2 − ‖C‖2‖h2‖2 > c2‖h2‖2 − c2‖h2‖2 = 0 za
svako h2 ∈ H2, odnosno operator c

2I − CC∗ je pozitivan. Zato va�i c2BB∗ − AA∗ =
c2BB∗−BCC∗B∗ = B(c2I−CC∗)B∗ > 0, odnosno AA∗ 6 c2BB∗. Doka�imo sada drugi
smer. Pretpostavimo da je AA∗ 6 c2BB∗. Iz 〈A∗h,A∗h〉 = 〈AA∗h, h〉 6 c2〈BB∗h, h〉 =
c2〈B∗h,B∗h〉 sledi da je ‖A∗h‖2 6 c2‖B∗h‖2, odnosno

‖A∗h‖ 6 c‖B∗h‖, (1.8)

za svako h ∈ H. Ova nejednakost nam omogu�ava da definixemo preslikava�e D :

R(B∗) → R(A∗) sa Dg = D(B∗h)
def
= A∗h, gde je h ∈ H takvo da je B∗h = g. Doka�imo

prvo da je ovo preslikava�e dobro definisano. Neka je zato g ∈ R(B∗) takav da ima
dve reprezentacije g = B∗h = B∗h′, onda je B∗(h − h′) = 0, a odatle sledi da je
i A∗(h − h′) = 0, jer je iz (1.8) ‖A∗(h − h′)‖ 6 c‖B∗(h − h′)‖ = 0, odnosno A∗(h −
h′) = 0. Drugim reqima A∗h = A∗h′ = Dg. Da bi proverili linearnost uzmimo
g1 = B∗h, g2 = B∗h′ ∈ R(B∗) i α, β ∈ C, tada je D(αg1 + βg2) = D(αB∗h + βB∗h′) =
D(B∗(αh + βh′)) = A∗(αh + βh′) = αA∗h + βA∗h′ = αDg1 + βDg2, pa je D linearno
preslikava�e. Primetimo da je ‖Dg‖ = ‖D(B∗h)‖ = ‖A∗h‖ 6 c‖B∗h‖ = c‖g‖, pa se D
mo�e produ�iti neprekidno do ograniqenog operatora u istoj oznaci na R(B∗) ⊂ H2

u R(A∗) ⊂ H1 i to bez pove�a�a norme. U posled�em koraku produ�e�a, produ�imo
operator D do ograniqenog operatora iz H2 u H1 definixu�i Dg = 0 za g ∈ R(B∗)⊥,
pa se norma ne�e pove�ati. Ovaj operator zadovo	ava DB∗ = A∗ i ‖D‖ 6 c, pa je
adjungova�em A = BD∗ i za tra�eni operator C uzmemo D∗. �

U prethodnoj teoremi operatori A i B imaju isti kodomen. U nekim sluqajevima
�e nam biti od interesa sliqan rezultat, ali da operatori A i B imaju isti domen.
To nam daje slede�a lema koja je direktna posledica prethodne teoreme.

Lema 1.16. Neka su H,H1,H2 Hilberxovi urosxori. Neka je A ∈ B(H,H1),
B ∈ B(H,H2) i neka je c > 0. Taga uosxoji oιraniqen oueraxor C : H2 → H1

xakav ga je ‖C‖ 6 c i A = CB ako i samo ako je A∗A 6 c2B∗B.
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Dokaz: Primenimo prethodnu teoremu na operatore A∗ i B∗. �

Napomenimo da u sluqaju jednakosti u prethodne dve leme va�i ‖C‖ = c.

3 Ortogonalan zbir Hilbertovih prostora

U ovoj sekciji �emo uvesti ortogonalan zbir najvixe prebrojive familije Hil-
bertovih prostora kao i osnovne osobine i identitete vezane za �ega.

Neka je {Hn}n∈N niz Hilbertovih prostora. Posmatrajmo slede�i skup

∞⊕
n=1

Hn
def
=

{
h ∈

∞∏
n=1

Hn :

∞∑
n=1

‖hn‖2Hn
< +∞

}
. (1.9)

Skup
⊕∞

n=1Hn se na prirodan naqin mo�e opremiti skalarnim proizvodom sa kojim
�e qiniti Hilbertov prostor.

Teorema 1.17. Preslikava�e 〈·, ·〉⊕∞
n=1Hn

:
⊕∞

n=1Hn ×
⊕∞

n=1Hn → C gefinisano
sa

〈h, g〉⊕∞
n=1Hn

def
=
∞∑
n=1

〈hn, gn〉Hn (1.10)

je skalarni uroizvog na
⊕∞

n=1Hn i qini ιa Hilberxovim urosxorom.

Dokaz: Doka�imo prvo da je izraz (1.10) dobro definisan. Neka su h, g ∈
⊕∞

n=1Hn
proizvo	ni. Korix�e�em nejednakosti Koxi-Xvarca na svakom od prostora Hn, kao
i na prostoru kvadratno sumabilnih nizova, dobijamo

∞∑
n=1

|〈hn, gn〉Hn | 6
∞∑
n=1

‖hn‖Hn‖gn‖Hn 6

√√√√ ∞∑
n=1

‖hn‖2Hn

√√√√ ∞∑
n=1

‖gn‖2Hn
< +∞,

pa red u (1.10) apsolutno konvergira, odakle sledi �egova dobra definisanost. Doka-
�imo sada da izraz (1.10) definixe skalarni proizvod na

⊕∞
n=1Hn. Neka su f, g, h ∈⊕∞

n=1Hn i λ ∈ C proizvo	ni. Kako su svi prostori Hn Hilbertovi prostori, iz
linearnosti sume reda, kao i linearnosti i neprekidnosti kompleksnog konjugova�a
sledi

〈f + g, h〉 =

∞∑
n=1

〈fn + gn, hn〉 =

∞∑
n=1

〈fn, hn〉+

∞∑
n=1

〈gn, hn〉 = 〈f, h〉+ 〈g, h〉,

〈f, g〉 =

∞∑
n=1

〈fn, gn〉 =

∞∑
n=1

〈fn, gn〉 =

∞∑
n=1

〈gn, fn〉 = 〈g, f〉,

〈λf, g〉 =

∞∑
n=1

〈λfn, gn〉 = λ

∞∑
n=1

〈fn, gn〉 = λ〈f, g〉.

Kako je za svako n ∈ N izraz 〈hn, hn〉 = 0 ako i samo ako je hn = 0, sledi

〈h, h〉 =
∞∑
n=1

〈hn, hn〉 = 0
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ako i samo ako je hn = 0 za svako n ∈ N, zbog pozitivnosti svakog qlana gor�eg reda,
pa je h = 0 u

⊕∞
n=1Hn. Dakle (1.10) definixe skalarni proizvod na

⊕∞
n=1Hn. Xto se

�ime indukovane norme tiqe, bi�e nam od koristi slede�i izraz (koji �e se koristiti
u formi konaqnog zbira)

‖h‖2 =

∞∑
n=1

〈hn, hn〉 =

∞∑
n=1

‖hn‖2,

za h ∈
⊕∞

n=1Hn.
Doka�imo sada kompletnost prostora

⊕∞
n=1Hn u normi indukovanoj skalarnim

proizvodom (1.10). Dovo	no je dokazati da je svaki apsolutno konvergentan red u
(1.9) i konvergentan (videti [1, Stav 7.1]). Neka je

∑∞
k=1 h

(k) proizvo	an apsolutno
konvergentan red u

⊕∞
n=1Hn, tj. neka je

∞∑
k=1

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
n

∣∣∣∣∣∣2 =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
∣∣∣∣∣∣ =: C < +∞, (1.11)

Iz nejednakosti Minkovskog u l2N(C) direktno dobijamo√√√√ ∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
n

∣∣∣∣∣∣)2

6
∞∑
k=1

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
n

∣∣∣∣∣∣2 = C, (1.12)

Odatle sledi da je za svako n ∈ N
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
n

∣∣∣∣∣∣ 6 C < +∞. (1.13)

Kako je svaki od prostora Hn Hilbertov, sledi da apsolutno konvergentni redovi u

(1.13) konvergiraju u tim prostorima, tj. postoje gn :=
∑∞

k=1 h
(k)
n ∈ Hn za svako n ∈ N.

Neka je g := (gn)n∈N ∈
∏∞
n=1Hn. Iz osnovne nejednakosti za Hilbertove prostore Hn

i nejednakosti (1.12) dobijamo√√√√ ∞∑
n=1

‖gn‖2 =

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

h
(k)
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

6

√√√√ ∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
n

∣∣∣∣∣∣)2

6
∞∑
k=1

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
n

∣∣∣∣∣∣2 6 C < +∞, (1.14)

odakle sledi da g ∈
⊕∞

n=1Hn. Dodatno, upore�iva�em jednakosti (1.11) i nejednakosti
(1.14), dobili smo da za svaki apsolutno konvergentan red

∑∞
k=1 h

(k) va�i ,,slaba"
osnovna nejednakost∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
( ∞∑
k=1

h(k)
n

)
n∈N

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

h
(k)
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

6 C =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣h(k)
∣∣∣∣∣∣. (1.15)

Primenom slabe osnovne nejednakosti na ostatak reda, dobijamo∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣g −

K∑
k=1

h(k)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑

k=K+1

h(k)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6

∞∑
k=K+1

∣∣∣∣∣∣h(k)
∣∣∣∣∣∣→ 0, kad K → +∞, (1.16)
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jer je red sa desne strane nejednakosti (1.16) ostatak konvergentnog reda. Dakle, red∑∞
k=1 h

(k) konvergira ka g u normi prostora
⊕∞

n=1Hn, qime je dokaz zavrxen. �

Prethodna teorema opravdava slede�u definiciju.

Definicija 1.10. Neka je {Hn}n∈N niz Hilbertovih prostora. Tada
⊕∞

n=1Hn
nazivamo ortogonalnim zbirom Hilbertovih prostora {Hn}n∈N u odnosu na

skalarni proizvod (1.10).

U nastavku �emo razmatrati samo konaqne familije {Hi}ni=1 Hilbertovih prostora

i u tom sluqaju imamo definisane konaqne ortogonalne sume
⊕n

i=1Hi
def
=
∏n
i=1Hi, kao

i skalarni proizvod

〈f, g〉def= 〈f, g〉⊕n
i=1Hi

=
n∑
i=1

〈fi, gi〉Hi ,

u odnosu na koji je
⊕n

i=1Hi Hilbertov prostor.

Definicija 1.11. Neka su {Hi}ni=1 i {Kj}mj=1 konaqni nizovi Hilbertovih prostora

i neka su Tij ∈ B(Hj ,Ki). Tada je operatorna matrica preslikava�e

[Tij ] 16i6m
16j6n

:

n⊕
i=1

Hi →
m⊕
j=1

Kj :


h1

h2
...

hn

 7→

∑n

j=1 T1jhj∑n
j=1 T2jhj

...∑n
j=1 Tmjhj

 , (1.17)

pri qemu mo�emo koristiti i notaciju


T11 T12 . . . T1n

T21 T22 . . . T2n
...

...
. . .

...

Tm1 Tm2 . . . Tmn

def
= [Tij ] 16i6m

16j6n
.

Kao i u sluqaju skalarnih matrica, navedeno preslikava�e Hilbertovih prostora
je i linearno.

Stav 1.18. Preslikava�e [Tij ] 16i6m
16j6n

gefinisano u (1.17) je linearno.

Dokaz: Za sve (gi)
n
i=1, (hi)

n
i=1 ∈

⊕n
i=1Hi i za svako α, β ∈ C imamo

[Tij ] 16i6m
16j6n

(α(gi)
n
i=1 + β(hi)

n
i=1) =

(
n∑
j=1

Tij(αgj + βhj)

)m
i=1

= α

(
n∑
j=1

Tijgj

)m
i=1

+ β

(
n∑
j=1

Tijhj

)m
i=1

= α[Tij ] 16i6m
16j6n

(gi)
n
i=1 + β[Tij ] 16i6m

16j6n
(hi)

n
i=1

�

Tako�e, raquna�e adjungovanog operatora operatornoj matrici [Tij ] 16i6m
16j6n

je analo-

gno sluqaju skalarne matrice.

Stav 1.19. Za svako n ∈ N i za svako [Tij ] 16i6m
16j6n

∈ B(
⊕n

i=1Hi,
⊕m

j=1Kj) je(
[Tij ] 16i6m

16j6n

)∗
= [T ∗ji] 16i6m

16j6n
. (1.18)
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Dokaz: Za sve (hi)
n
i=1 ∈

⊕n
i=1Hi i (gj)

m
j=1 ∈

⊕m
j=1Kj je

〈
[Tij ] 16i6m

16j6n
(hi)

n
i=1, (gj)

m
j=1

〉
=

〈(
n∑
i=1

Tjihi

)m
j=1

, (gj)
m
j=1

〉

=

m∑
j=1

〈
n∑
i=1

Tjihi, gj

〉
=

n∑
i=1

m∑
j=1

〈hi, T ∗ijgj〉 =

n∑
i=1

〈
hi,

m∑
j=1

T ∗ijgj

〉

=

〈
(hi)

n
i=1,

(
m∑
j=1

T ∗ijgj

)n
i=1

〉
=

〈
(hi)

n
i=1, [T

∗
ji] 16i6m

16j6n
(gj)

m
j=1

〉
,

qime je dokaz zavrxen. �

4 Kontraktivnost operatornih blok matrica

U ovoj sekciji razmatramo karakterizacije kontraktivnosti operatornih matrica
dimenzija 2× 1 i 1× 2, kao i do�e trougaonih blok matrica dimenzije 2× 2.

4.1 Kontraktivnost operatornih matrica dimenzija 2× 1 i 1× 2

Neka suH,H1,H2 Hilbertovi prostori. Ako su dati A ∈ B(H,H1) i B ∈ B(H,H2),
razmotrimo operator

T =

[
A
B

]
: H → H1 ⊕H2 : h 7→

[
Ah
Bh

]
. (1.19)

Imamo da je operator T kontrakcija ako i samo ako je ‖Th‖2 = ‖Ah‖2 + ‖Bh‖2 6 ‖h‖2
za svako h ∈ H. Odatle sledi da tada A i B moraju biti kontrakcije jer je ‖Ah‖2 6
‖Ah‖2 + ‖Bh‖2 6 ‖h‖2 i sliqno za B. Koriste�i Lemu 1.16, mo�emo dobijemo slede�u
karakterizaciju kontraktivnosti za operator definisan u (1.19).

Stav 1.20. Oueraxor T =

[
A
B

]
: H → H1 ⊕ H2 je konxrakcija ako i samo ako

uosxoji konxrakcija Y : H → H1 xakva ga je A = Y DB.

Dokaz: T je kontrakcija ako i samo ako je ‖Th‖2 = ‖Ah‖2 + ‖Bh‖2 6 ‖h‖2 za svako
h ∈ H. Ovo posled�e je ekvivalentno sa A∗A + B∗B 6 I, jer je A∗A + B∗B 6 I ako i
samo ako je za svako h ∈ H 〈(A∗A + B∗B)h, h〉 6 〈Ih, h〉 ako i samo ako je 〈A∗Ah, h〉 +
〈B∗Bh, h〉 6 ‖h‖2 ako i samo ako je 〈Ah,Ah〉 + 〈Bh,Bh〉 6 ‖h‖2 ako i samo ako je
‖Ah‖2 + ‖Bh‖2 6 ‖h‖2. Da	e, A∗A + B∗B 6 I ako i samo ako je A∗A 6 I − B∗B
ako i samo ako je A∗A 6

√
I −B∗B

√
I −B∗B = 12D∗BDB, a to je prema Lemi 1.16

ekvivalentno sa tim da postoji Y : H → H1, tako da je ‖Y ‖ 6 1 i A = Y DB. Ovo
va�i zbog I −B∗B > 0, jer je B kontrakcija, kao i zbog A : H → H1 i DB : H → H, a
konstanta c iz Leme 1.16 je c = 1. �

Kako je T ′ =

[
B
A

]
: H → H2 ⊕ H1 kontrakcija ako i samo ako je T =

[
A
B

]
:

H → H1 ⊕ H2 kontrakcija (xto se vidi iz definicije kvadrata norme matriqnog
operatora), to imamo, prema prethodnom stavu, da je T kontrakcija ako i samo ako
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postoji kontrakcija Y : H → H2 takva da je B = Y DA. Primetimo da smo za domen
kontrakcije Y , za koju je B = Y DA, mogli da uzmemo DA = R(DA). Da	e, ako je T
kontrakcija i Y kontrakcija za koju je B = Y DA, imamo da va�i

‖h‖2 − ‖Th‖2 = ‖h‖2 − ‖Ah‖2 − ‖Y DAh‖2

= ‖DAh‖2 − ‖Y DAh‖2 = ‖DYDAh‖2, za svako h ∈ H.

Odatle vidimo da je ‖DTh‖2 = ‖h‖2 − ‖Th‖2 = ‖DYDAh‖2, tj. ‖DTh‖ = ‖DYDAh‖ za
svako h ∈ H, pa postoji W : DT → DY za koje va�i

WDT = DYDA, (1.20)

koje je izometrija prostora DT i DY i oqigledno surjektivno. Iz svega zak	uqujemo
da jeW , definisan sa (1.20), unitaran operator iz DT na DY . Postoja�e operatoraW
je opravdano Teoremom 1.15 i nejednakox�u (1.8) (xto je u naxem sluqaju jednakost).

Ako su sada A : H → H1 i B : H → H2 dva ograniqena operatora, razmotrimo
operator

T =
[
A B

]
: H1 ⊕H2 → H :

[
h1

h2

]
7→ Ah1 +Bh2. (1.21)

Operator T dat sa (1.21) je kontrakcija ako i samo ako je T ∗ =

[
A∗

B∗

]
kontrakcija,

odakle vidimo da tada i operatori A i B moraju biti kontrakcije. Slede�i stav je
direktna posledica prethodnog stava.

Stav 1.21. Ako su A : H1 → H i B : H2 → H oιraniqeni oueraxori, xaga
je oueraxor T =

[
A B

]
: H1 ⊕H2 → H konxrakcija ako i samo ako uosxoji

konxrakcija X : H1 → H xakva ga je A = DB∗X.

Dokaz: T je kontrakcija izH1⊕H2 uH ako i samo ako je T ∗ =

[
A∗

B∗

]
kontrakcija izH

u H1⊕H2, a to je prema prethodnom stavu ekvivalentno sa tim da postoji kontrakcija
Y : H → H1 takva da je A∗ = Y DB∗ . Adjungova�em dobijamo da je A = DB∗Y

∗, gde je
Y ∗ tako�e kontrakcija iz H1 u H. Uzmemo X = Y ∗ i time je dokaz zavrxen. �

Ako je T ′ =
[
B A

]
, onda sliqno kao i u sluqaju za operator kolonu imamo da je T ′

kontrakcija ako i samo ako je T =
[
A B

]
kontrakcija, pa va�i da je T kontrakcija

ako i samo ako postoji kontrakcija X : H2 → H takva da je B = DA∗X.

Stav 1.22. Neka je T konxrakcija oblika (1.21) i neka je X �ome ingukovana
konxrakcija za koju je B = DA∗X. Taga je oueraxor W : DT → DA ⊕ DX
gefinisan sa

WDT
def
=

[
DA −A∗X
0 DX

]
(1.22)

unixaran.

Dokaz prethodnog stava mo�e se videti u [2, Posledica 1.5].



§4.] Kontraktivnost operatornih blok matrica 14

4.2 Kontraktivnost do�e trougaonih operatornih matrica

dimenzije 2× 2

U ovoj sekciji �emo dati karakterizaciju svih kontraktiblinih do�e trougaonih
operatornih matrica dimenzije 2× 2. Posmatra�emo operator T oblika

T =

[
A 0
C D

]
: H⊕H1 → H2 ⊕H3, (1.23)

gde operatori A,C i D dejstvuju na odgovaraju�im prostorima.

Lema 1.23. Oueraxor T gefinisan u (1.23) je konxrakcija ako i samo ako

su oueraxori A i D konxrakcije i uosxoji konxrakcija Γ : DA → DD∗
xakva ga je oueraxor C oblika

C = DD∗ΓDA. (1.24)

Dokaz: Pretpostavimo da je operatorna matrica T kontrakcija. Neka su h ∈ H i
h1 ∈ H1 proizvo	ni. Tada je∣∣∣∣∣∣∣∣ [A 0

C D

] [
h
0

] ∣∣∣∣∣∣∣∣2 = ‖Ah‖2 + ‖Ch‖2 6
∣∣∣∣∣∣∣∣ [h0

] ∣∣∣∣∣∣∣∣2 = ‖h‖2

i ∣∣∣∣∣∣∣∣ [A 0
C D

] [
0
h1

] ∣∣∣∣∣∣∣∣2 = ‖Dh1‖2 6
∣∣∣∣∣∣∣∣ [ 0

h1

] ∣∣∣∣∣∣∣∣2 = ‖h1‖2,

odakle sledi da su operatori A i D (i C) kontrakcije. Dakle, kontraktivnost ope-
ratora A i D je potreban uslov za kontraktivnost operatorne matrice T , pa �emo u
nastavku dokaza pretpostaviti da je taj uslov ispu�en. Iz Stava 1.20 sledi da je T
kontrakcija ako i samo ako je preslikava�e Y : D[

A 0
] → H3 definisano sa

[
C D

]
= Y D[

A 0
] (1.25)

kontrakcija. Direktnim raqunom dobijamo

D[
A 0

] =
√
I −

[
A 0

]∗ [
A 0

]
=

√[
I 0
0 I

]
−
[
A
0

]∗ [
A 0

]
=

√[
I 0
0 I

]
−
[
A∗A 0

0 0

]

=

√[
D2
A 0

0 I

]
=

[
DA 0
0 I

]
, (1.26)

gde je posled�a matrica oqigledno tra�eni pozitivan koren matrice. Dakle, opera-
tor Y je vrsta oblika

[
Y1 Y2

]
i �egov domen je D[

A 0
] = DA⊕H1. Zamenom (1.26) u

(1.25) dobijamo [
C D

]
=
[
Y1 Y2

] [DA 0
0 I

]
,

pa je C = Y1DA i D = Y2. Na osnovu Stava 1.21, vrsta
[
Y1 D

]
je kontrakcija ako i

samo ako jednakost Y1 = DD∗Γ definixe kontrakciju Γ : DA → DD∗ . Korix�e�em
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jednakosti C = Y1DA dobijamo konaqno da je do�e trougaona matrica T kontrakcija
ako i samo ako su operatori A i D kontrakcije i postoji kontrakcija Γ : DA → DD∗
takva da je

C = Y1DA = DD∗ΓDA,

xto je i trebalo dokazati. �

Stav 1.24. Neka je T konxrakcija oblika (1.23) i Γ konxrakcija �ome ingu-
kovana, gefinisana jegnakox�u (1.24). Taga su oueraxori W : DT → DΓ⊕DD
i W∗ : DT ∗ → DA∗ ⊕DΓ∗ gefinisani sa

WDT
def
=

[
DΓDA 0
−D∗ΓDA DD

]
(1.27)

i

W∗DT ∗
def
=

[
DA∗ −AΓDD∗

0 DΓ∗DD∗

]
(1.28)

unixarni.

Dokaz ovog stava se mo�e videti u [2, Posledica 2.2].
Za kraj ovog poglav	a razmotrimo slede�u operatornu matricu

T =

[
A B
C D

]
: H1 ⊕H2 → H3 ⊕H4, (1.29)

gde su A,B,C,D ograniqeni operatori na odgovaraju�im prostorima. Pretpostavimo
sada da je operator T dat sa (1.29) kontrakcija. Ako T posmatramo kao operator
kolonu, iz prethodno reqenog mo�emo zak	uqiti da je operator

[
C D

]
: H1⊕H2 → H4

kontrakcija, a ako T posmatramo kao operator vrstu, zak	uqujemo da je operator[
B
D

]
: H2 → H3⊕H4 tako�e kontrakcija. Pretpostavimo da su B,C,D dati ograniqeni

operatori takvi da su

[
B
D

]
: H2 → H3 ⊕ H4 i

[
C D

]
: H1 ⊕ H2 → H4 kontrakcije.

Pita�e postoja�a operatora A ∈ B(H1,H3), takvog da je operator T =

[
A B
C D

]
kontrakcija bi�e razmotreno u narednom poglav	u.



Glava 2

Ograniqene simetriqne oblasti

1 Diferencira�e na Banahovim prostorima

Neki problemi funkcionalne analize name�u potrebu za izraqunava�em neli-
nearnih preslikava�a i na beskonaqno dimenzionalnim prostorima. U ovoj sekciji
bi�e razmatrani osnovni pojmovi diferencijalnog raquna takvih funkcija. Nada	e,
svuda pretpostav	amo da su X i Y Banahovi prostori.

Definicija 2.1. Neka je U ⊂ X otvoren skup i a ∈ U . Za preslikava�e f : U → Y
ka�emo da je jako diferencijabilno ili kra�e diferencijabilno u taqki a ako
postoji operator A ∈ B(X ,Y) takav da je

lim
x→a

‖f(x)− f(a)−A(x− a)‖
‖x− a‖

= 0. (2.1)

Nekada �e nam biti lakxe da limes (2.1) pixemo u obliku

lim
h→0

‖f(a+ h)− f(a)−Ah‖
‖h‖

= 0, (2.2)

gde je h = x−a→ 0 kad x→ a, ili nekada f(a+h)−f(a)−Ah = o(h) xto podrazumeva
da je limes iz (2.2) jednak nuli.

Operator A iz Definicije 2.1 je jedinstven uvek kada postoji. Zaista, ako bi
postojao jox neki operator B ∈ B(X ,Y) za koji va�i lim

x→a
‖f(x)−f(a)−B(x−a)‖

‖x−a‖ = 0, odatle

bi sledilo da va�i i

lim
x→a

‖(A−B)(x− a)‖
‖x− a‖

= lim
x→a

‖f(x)− f(a)−B(x− a)− (f(x)− f(a)−A(x− a))‖
‖x− a‖

6
‖f(x)− f(a)−B(x− a)‖

‖x− a‖
+
‖f(x)− f(a)−A(x− a)‖

‖x− a‖
= 0. (2.3)

Sada, ako je h 6= 0, h ∈ X , imamo da a+ th→ a, kad t→ 0, pa iz (2.3) dobijamo

‖(A−B)h‖
‖h‖

= lim
t→0

‖(A−B)(a+ th− a)‖
‖a+ th− a‖

= lim
x→a

‖(A−B)(x− a)‖
‖x− a‖

= 0,

za x = a + th. Odatle je ‖(A − B)h‖ = 0, za svako h ∈ X , pa sledi da je Ah = Bh, tj.
A = B.
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Definicija 2.2. Operator A iz definicije 2.1 nazivamo jakim iliFrexeovim1

izvodom preslikava�a f u taqki a i oznaqavamo sa f ′(a), tj. ka�emo da je f jako

diferencijabilno u taqki a ako i samo ako postoji jedinstven f ′(a) ∈ B(X ,Y) za
koji je

lim
x→a

‖f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)‖
‖x− a‖

= 0.

Sam vektor f ′(a)(x − a) ∈ Y nazivamo vrednox�u jakog ili Frexeovog difere-

ncijala funkcije f u taqki a u pravcu vektora x− a.

Navedimo sada neke osobine Frexeovog izvoda.

Stav 2.1. Neka je U ⊂ X oxvoren skuu i f : U → Y. Taga:

1◦ Ako je f giferencijabilna u xaqki a ∈ U, onga je ona i neurekigna u
xoj xaqki.

2◦ Ako je f(x) = c, za neko c ∈ Y i sve x ∈ U, xaga je f ′(a) = 0 za svako

a ∈ U.

3◦ Ako je A ∈ B(X ,Y), xaga je A′(a) = A za svako a ∈ X .

Dokaz: 1◦ Kako je f diferencijabilna u taqki a, sledi da je lim
x→a

‖f(x)−f(a)−A(x−a)‖
‖x−a‖

= 0, za A ∈ B(X ,Y). Odavde sledi da mora biti lim
x→a
‖f(x)− f(a)−A(x− a)‖ = 0.

Da	e, zbog neprekidnosti norme i operatora A imamo da je

lim
x→a
‖f(x)− f(a)−A(x− a)‖ = 0 ⇐⇒ lim

x→a
‖f(x)− f(a)‖ = 0 ⇐⇒ lim

x→a
f(x) = f(a),

xto je ekvivalentno sa neprekidnox�u funkcije f u taqki a.
2◦

lim
x→a

‖f(x)− f(a)− 0(x− a)‖
‖x− a‖

= lim
x→a

‖c− c‖
‖x− a‖

= 0,

pa po definiciji sledi da je 0 ∈ B(X ,Y) izvod od konstantne funkcije f(x) = c.
3◦

lim
x→a

‖A(x)−A(a)−A(x− a)‖
‖x− a‖

= lim
x→a

‖A(x)−A(a)−A(x) +A(a)‖
‖x− a‖

= 0,

jer je A linearno, pa je A′(a) = A za sve a ∈ X . �

Slede�a teorema nam govori o izvodu slo�ene funkcije.

Teorema 2.2. Neka su X ,Y,Z Banahovi urosxori, U ⊂ X , V ⊂ Y oxvoreni

skuuovi, g : U → V, f : V → Z i a ∈ U. Neka je f giferencijabilna u g(a) i g
giferencijabilna u a. Taga je i f ◦ g giferencijabilna u a i va�i

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a))g′(a). (2.4)

1Maurice René Fréchet (1878-1973), francuski matematiqar
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Dokaz: Za dato ε > 0 neka je η = ε√
ε+‖f ′(g(a))‖+‖g′(a)‖ . Primetimo da je η <

ε√
ε

=
√
ε.

Zbog diferencijabilnosti f u g(a) i g u a postoje δ1, δ2 > 0 takvi da je B(a, δ1) ⊂ U i
B(g(a), δ2) ⊂ V, gde je B(x, r) otvorena lopta polupreqnika r sa centrom u x, kao i

‖f(y)− f(g(a))− f ′(g(a))(y − g(a))‖ < η‖y − g(a)‖ za ‖y − g(a)‖ < δ2, (2.5)

‖g(x)− g(a)− g′(a)(x− a)‖ < η‖x− a‖ za ‖x− a‖ < δ1. (2.6)

Za δ = min
{
δ1,

δ2
η+‖g′(a)‖

}
i ‖x− a‖ < δ je

‖g(x)− g(a)‖ = ‖g(x)− g(a)− g′(a)(x− a) + g′(a)(x− a)‖
6 ‖g(x)− g(a)− g′(a)(x− a)‖+ ‖g′(a)(x− a)‖
6 ‖g(x)− g(a)− g′(a)(x− a)‖+ ‖g′(a)‖‖x− a‖
6 η‖x− a‖+ ‖g′(a)‖‖x− a‖ = (η + ‖g′(a)‖)‖x− a‖
< (η + ‖g′(a)‖)δ < δ2, (2.7)

pa (2.5) va�i i za y = g(x). Konaqno, za sve ‖x− a‖ < δ je

‖(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)− f ′(g(a))g′(a)(x− a)‖ = ‖(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)

− f ′(g(a))g′(a)(x− a) + f ′(g(a))(g(x)− g(a))− f ′(g(a))(g(x)− g(a))‖
6 ‖f(g(x))− f(g(a))− f ′(g(a))(g(x)− g(a))‖+ ‖f ′(g(a))(g(x)− g(a)− g′(a)(x− a))‖
6 ‖f(g(x))− f(g(a))− f ′(g(a))(g(x)− g(a))‖+ ‖f ′(g(a))‖‖g(x)− g(a)− g′(a)(x− a)‖
6 η‖g(x)− g(a)‖+ η‖f ′(g(a))‖‖x− a‖ prema (2.5) i (2.6)

6 η(η + ‖g′(a)‖)‖x− a‖+ η‖f ′(g(a))‖‖x− a‖ prema (2.7)
6 η‖x− a‖(η + ‖g′(a)‖+ ‖f ′(g(a))‖) < η(

√
ε+ ‖g′(a)‖+ ‖f ′(g(a))‖)‖x− a‖

= ε‖x− a‖, (2.8)

odnosno

‖(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)− f ′(g(a))g′(a)(x− a)‖
‖x− a‖

< ε za sve 0 < ‖x− a‖ < δ.

Kako je ε > 0 bilo proizvo	no, to je zadovo	en uslov (2.1) za funkciju f ◦ g u

taqki a ako uzmemo A
def
= f ′(g(a))g′(a) ∈ B(X ,Z), odakle zbog jedinstvenosti izvodnog

preslikava�a sledi tvr�e�e. �

Slede�i stav je posledica prethodne teoreme i govori nam o linearnosti difere-
ncira�a.

Stav 2.3. Neka je U ⊂ X oxvoren skuu i neka su f, g : U → Y giferencija-
bilne u xaqki a ∈ U. Taga je i ureslikava�e αf + βg giferencijabilno u a
za sve α, β ∈ C i va�i

(αf + βg)′(a) = αf ′(a) + βg′(a). (2.9)

Dokaz: Vektorski prostor Y × Y je i Banahov kada se u �ega uvede norma sa

‖(y1, y2)‖def= ‖y1‖+ ‖y2‖,
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za svako y1, y2 ∈ Y. Funkcija G : U → Y × Y : x 7→ (f(x), g(x)) je diferencijabilna
u taqki a i izvod joj je G′(a) : X → Y × Y : h 7→ (f ′(a)h, g′(a)h), jer je oqigledno
linearno i ograniqeno zbog

‖G′(a)h‖ = ‖f ′(a)h‖+ ‖g′(a)h‖ 6 ‖f ′(a)‖‖h‖+ ‖g′(a)‖‖h‖
= (‖f ′(a)‖+ ‖g′(a)‖)‖h‖.

Odatle sledi da je ‖G′(a)‖ 6 ‖f ′(a)‖+ ‖g′(a)‖, pa va�i

lim
x→a

‖G(x)−G(a)− (f ′(a)(x− a), g′(a)(x− a))‖
‖x− a‖

= lim
x→a

‖(f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a), g(x)− g(a)− g′(a)(x− a))‖
‖x− a‖

= lim
x→a

‖f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)‖
‖x− a‖

+ lim
x→a

‖g(x)− g(a)− g′(a)(x− a)‖
‖x− a‖

= 0.

Preslikava�e A : Y × Y → Y : (y1, y2) 7→ αy1 + βy2 je linearno i ograniqeno zbog

‖A(y1, y2)‖ = ‖αy1 + βy2‖ 6 |α|‖y1‖+ |β|‖y2‖ 6 max{|α|, |β|}(‖y1‖+ ‖y2‖)
= max{|α|, |β|}‖(y1, y2)‖,

odakle sledi da je ‖A‖ 6 max{|α|, |β|} i A je diferencijabilno jer je linearno i
A′(y1, y2) = A. Va�i da je (A◦G)(x) = A(f(x), g(x)) = αf(x)+βg(x), tj. A◦G = αf+βg.
Prema prethodnoj teoremi imamo da va�i

(αf + βg)′(a)h = (A ◦G)′(a)h = A′(G(a))G′(a)h = AG′(a)h = A(f ′(a)h, g′(a)h)

= αf ′(a)h+ βg′(a)h = (αf ′(a) + βg′(a))h,

qime je tvr�e�e dokazano. �

Definicija 2.3. Banahova algebra je Banahov prostor X nad po	em C, sa doda-
tnom operacijom mno�e�a · : X × X → X , koja ima slede�e osobine:

1◦ x · (y + z) = x · y + x · z, (x+ y) · z = x · z + y · z, λ(x · y) = (λx) · y

2◦ ‖x · y‖ 6 ‖x‖‖y‖,

za sve x, y, z ∈ X i λ ∈ C. Ako u Banahovoj algebri postoji jediniqni element, onda je
zovemo unitalna.

Lako se vidi da je familija ograniqenih linearnih operatora B(X ), na Bana-
hovom prostoru X , jedna Banahova algebra, gde je operacija mno�e�a kompozicija
linearnih preslikava�a.

Teorema 2.4. Neka je X Banahov urosxor, U ⊂ X oxvoren skuu, Y Banahova

alιebra i neka su f, g : U → Y giferencijabilne funkcije u xaqki a ∈ U.
Taga va�i

(f · g)′(a) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a), (2.10)

ua za sve h ∈ X va�i (f · g)′(a)h = f ′(a)h · g(a) + f(a) · g′(a)h.
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Dokaz: Primetimo prvo da je

(f · g)(a+ h)− (f · g)(a) = f(a+ h) · g(a+ h) + f(a) · g(a)

= f(a+ h) · g(a+ h) + f(a) · g(a)− f(a) · g(a+ h)

+ f(a) · g(a+ h)

= (f(a+ h)− f(a)) · g(a+ h) + f(a) · (g(a+ h)− g(a))

= (f ′(a)h+ o(h)) · g(a+ h) + f(a) · (g′(a)h+ o(h))

= f ′(a)h · g(a+ h) + o(h) · g(a+ h) + f(a) · g′(a)h+ f(a) · o(h),

odakle je

(f · g)(a+ h)− (f · g)(a)− f ′(a)h · g(a)− f(a) · g′(a)h = o(h) · g(a+ h) + f(a) · o(h).

Dakle, imamo da je

‖(f · g)(a+ h)− (f · g)(a)− f ′(a)h · g(a)− f(a) · g′(a)h‖
‖h‖

=
‖o(h) · g(a+ h) + f(a) · o(h)‖

‖h‖

6
‖o(h)‖‖g(a+ h)‖+ ‖f(a)‖‖o(h)‖

‖h‖
=
‖o(h)‖
‖h‖

‖g(a+ h)‖+ ‖f(a)‖‖o(h)‖
‖h‖

→ 0, h→ 0,

jer ‖o(h)‖
‖h‖ → 0, h→ 0 zbog diferencijabilnosti funkcija f, g u taqki a, a samim tim

i neprekidnosti g u a. Time je dokaz zavrxen. �

Koriste�i osobinu proizvoda u Banahovoj algebri ‖a · b‖ 6 ‖a‖‖b‖, direktno se
pokazuje slede�a

Lema 2.5. Neka je U ⊂ X , Y Banahova alιebra i f : U → Y giferencijabilno
ureslikava�e u xaqki a ∈ U i neka je b ∈ Y uroizvo	no. Taga je gifere-
ncijabilno i ureslikava�e

b · f : U → Y : x 7→ b · f(x),

i va�i

(b · f)′(a) = b · f ′(a). (2.11)

U nastavku izlaga�a treba�e nam slede�a

Lema 2.6. Neka je X Banahov urosxor i f : U → U ureslikava�e gaxo sa

f(A)
def
= A−1,

ιge je U def
=
{
A ∈ B(X ) : uosxoji A−1 i A−1 ∈ B(X )

}
. Taga je f jako giferenci-

jabilno u svakoj xaqki A ∈ U i za svako H ∈ B(X ) va�i

f ′(A)H = −A−1HA−1. (2.12)
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Dokaz: Doka�imo prvo da je skup U otvoren u B(X ). Dovo	no je dokazati da za
svaki A ∈ U , A+H ∈ U za sveH ∈ B(X ) sa dovo	no malom normom. Ako je ‖H‖ < 1

‖A−1‖
imamo da je A+H = A(I+A−1H), a kako je A invertibilan i ‖A−1H‖ 6 ‖A−1‖‖H‖ < 1
to sledi i da je I + A−1H invertibilan, pa je i A + H invertibilan kao proizvod
dva invertibilna operatora. Neka je sada H ∈ B(X ) takav da H → 0. Imamo da je

(A+H)−1 −A−1 +A−1HA−1 = −(A+H)−1HA−1 +A−1HA−1

= (−(A+H)−1 +A−1)HA−1 = ((A+H)−1HA−1)HA−1

= (A+H)−1(HA−1)2 = (I +A−1H)−1A−1(HA−1)2,

odakle imamo da je

‖(A+H)−1 −A−1 +A−1HA−1‖
‖H‖

=
‖(I +A−1H)−1A−1(HA−1)2‖

‖H‖

6
‖(I +A−1H)−1‖‖A−1‖3‖H‖2

‖H‖

6
‖A−1‖3‖H‖
1− ‖A−1H‖

6
‖A−1‖3‖H‖

1− ‖A−1‖‖H‖
,

odakle vidimo da je

lim
H→0

‖(A+H)−1 −A−1 +A−1HA−1‖
‖H‖

= 0,

xto znaqi da je f ′(A)H = −A−1HA−1. U dokazu smo koristili identitet

(A+H)−1 −A−1 = −(A+H)−1HA−1,

kao i procenu (1.2). �

2 Holomorfne funkcije i J∗-algebre

U ovoj sekciji razmatramo holomorfna preslikava�a na Banahovim prostorima i
J∗-algebre.

Definicija 2.4. Neka su X i Y kompleksni normirani vektorski prostori i neka

je U ⊂ X otvoren. Funkcija f : U → Y je holomorfna (na U), ako je f Frexe

diferencijabilna u svakoj taqki x skupa U .

Definicija 2.5. Ako je V ⊂ Y otvoren, ka�emo da je f : U → V biholomorfno

preslikava�e (U na V) ako postoji f−1 : V → U i oba preslikava�a f i f−1 su

holomorfna. Ka�emo da su skupovi U i V holomorfno ekvivalentni ako postoji

biholomorfno preslikava�e f : U → V.

Definicija 2.6. Oblast U ⊂ X je homogena ako za svaki par taqaka x, y ∈ U
postoji biholomorfno preslikava�e f : U → U za koje va�i f(x) = y. Oblast U ⊂ X
je simetriqna ako za svako x ∈ U postoji biholomorfno preslikava�e f : U → U ,
f2 = 1U takvo da je x jedina fiksna taqka za f , tj. f(x) = x.
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Nada	e, otvorenu (zatvorenu) jediniqnu loptu u kompleksnom normiranom prosto-

ru X oznaqava�emo sa BX (BX ). Dakle, BX
def
=
{
x ∈ X : ‖x‖ < 1

}
, BX

def
=
{
x ∈ X : ‖x‖ 6 1

}
.

Teorema 2.7. Neka su X i Y komuleksni normirani urosxori i neka je

h : BX → BY holomorfna funkcija. Ako je h′(0) izomexriqki izomorfizam

X i Y, onga je h linearno ureslikava�e. Xxavixe, h je resxrikcija og
h′(0) na BX .

Teorema 2.8. Ako je f : BX → BY biholomorfno ureslikava�e i f(0) = 0,
onga je f resxrikcija linearne izomexrije X na Y, xj. uosxoji linearno

ureslikava�e h : X → Y koje je izomexrija, xakvo ga je h|BX = f .

Dokazi prethodne dve teoreme se mogu videti u [4]. Navedimo sada jednu posledicu
prethodne teoreme.

Posledica 2.9. Prexuosxavimo ga je BX homoιena oblasx. Taga BX i BY
su holomorfno ekvivalenxne oblasxi ako i samo ako su urosxori X i Y
izomexriqki izomorfni.

Dokaz: Pretpostavimo da su BX i BY holomorfno ekvivalentne. To znaqi da postoji
f : BX → BY biholomorfno. Kako 0 ∈ BY to znaqi da postoji x0 ∈ BX tako da je
f(x0) = 0. Iz pretpostavke, BX je homogena oblast pa ako uzmemo za par taqaka (0, x0)
to znaqi da postoji biholomorfna funkcija g : BX → BX takva da je g(0) = x0. Neka je
sada F : BX → BY dato sa F (x) = (f ◦ g)(x). Tada je F biholomorfno kao kompozicija
takvih i va�i F (0) = f(g(0)) = f(x0) = 0, pa prema prethodnoj teoremi postoji neka
linearna izometrija h : X → Y takva da je F restrikcija od h na BX . Obrnuto, neka
su X i Y izometriqki izomorfni. To znaqi da postoji izometrija h : X → Y koja
je linearna. Izometrija h ima izvod u svakoj taqki x ∈ X jer je linearna i va�i
h′(x) = h i izvod je svakako ograniqen, jer je ‖h‖ = 1. Dakle, h|BX : BX → BY je
tra�eno biholomorfno preslikava�e, jer je inverz od h tako�e linearna izometrija,
pa ima izvod u svakoj taqki. �

Primetimo, ako je BX homogena oblast tada je BX simetriqna oblast. Zaista, za
dato x ∈ BX postoji g : BX → BX biholomorfno sa g(x) = 0. Definiximo

f := g−1 ◦ L ◦ g,

gde je L : BX → BX dato sa Lx = −x, za x ∈ BX . Lako je videti da f zadovo	ava
svojstva koja su potrebna:

1. f je biholomorfno kao kompozicija takvih, jer su g, g−1 i L kao linearno, biho-
lomorfne funkcije,

2. f(x) = g−1(L(g(x))) = g−1(L(0)) = g−1(0) = x odakle sledi da je x fiksna taqka
za f . Ako bi bilo f(y) = y za jox neko y ∈ BX , va�ilo bi y = f(y) = g−1(−g(y)),
pa bi odatle bilo g(y) = g(g−1(−g(y))) = −g(y), odnosno g(y) = 0. Kako je i
g(x) = 0 mora biti x = y jer je g injektivno. Dakle, x je jedina fiksna taqka za
f ,

3. f2 = g−1 ◦ L ◦ g ◦ g−1 ◦ L ◦ g = g−1 ◦ L ◦ L ◦ g = g−1 ◦ g = 1BX , jer je L2 = 1BX .

Dakle, po definiciji, BX tada jeste simetriqna oblast.
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Definicija 2.7. J∗-algebra je zatvoreni kompleksni vektorski potprostor A od

B(H,K), takav da AA∗A ∈ A, kad god A ∈ A, gde su H i K Hilbertovi prostori.

Primer 2.1. Ako su C,D samoadjungovani operatori u B(H) i B(K) respektivno,
onda je

A
def
=
{
A ∈ B(H,K) : AC = DA

}
,

jedna J∗-algebra.

Zaista, ako je A ∈ A, onda je AC = DA, pa je AA∗A ∈ A ako i samo ako je AA∗AC =
DAA∗A.

AA∗AC = AA∗DA = AA∗D∗A = A(DA)∗A

= A(AC)∗A = AC∗A∗A = ACA∗A = DAA∗A,

qime je dokazano da je A jedna J∗-algebra.
Ako su A i B J∗-algebre, onda se i �ihov proizvod A×B tako�e mo�e uqiniti J∗-

algebrom na prirodan naqin. Tako, ako su A iB potprostori odB(H1,H2) iB(H3,H4)
respektivno, definixemo

A×B
def
=
{

(A,B) : A ∈ A, B ∈ B
}
,

gde je (A,B) operator iz Hilbertovog prostora H1×H2 u Hilbertov prostor H3×H4

dat sa (A,B)(x, y)
def
= (Ax,By). Tada iz (A,B) ∈ A×B sledi da je (A,B)(A,B)∗(A,B) =

(AA∗A,BB∗B) ∈ A × B, jer AA∗A ∈ A i BB∗B ∈ B. J∗-algebre imaju odre�ene
simetrije u sebi xto nam govori slede�i

Stav 2.10. Neka A,B,C ∈ A i neka je p neki komuleksan uolinom. Taga
va�i:

1◦ AB∗C + CB∗A ∈ A,

2◦ A(B∗A)n = (AB∗)nA ∈ A,

3◦ p(AB∗)C + Cp(B∗A) ∈ A,

4◦ p(AB∗)Cp(B∗A) ∈ A.

Dokaz:

1◦ Sledi iz identiteta

3∑
k=0

(−1)k(B + ikA)(B + ikA)∗(B + ikA) =

3∑
k=0

i2k(B + ikA)(B + ikA)∗(B + ikA)

=
3∑

k=0

i2k(B + ikA)(B∗B +A∗A+ ikB∗A+ i−kA∗B)

= A

3∑
k=0

i3k(A∗A+B∗B + ikB∗A+ i−kA∗B) +B
3∑

k=0

i2k(A∗A+B∗B + ikB∗A+ i−kA∗B)

= A

3∑
k=0

(i2kA∗B +B∗A) +B

3∑
k=0

(ikA∗B + i3kB∗A) = 4AB∗A i

AB∗C + CB∗A = (A+ C)B∗(A+ C)−AB∗A− CB∗C.
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2◦ Sledi iz identiteta
A(B∗A)n = A(B(A∗B)n−1)∗A,

koji se direktno proverava i 1◦, dok je jednakost A(B∗A)n = (AB∗)nA oqigledna.

3◦ Da bi ovo dokazali dovo	no je uoqiti da operator

(AB∗)nC + C(B∗A)n = A((BA∗)n−1B)∗C + C(B(A∗B)n−1)∗A

pripada A prema 1◦ i 2◦, pa samim tim tvr�e�e va�i i za svaki polinom p, jer
je p(AB∗) zapravo linearna kombinacija operatora oblika (AB∗)k.

4◦ Ovo sledi iz dela 3◦ i identiteta

p(AB∗)Cp(B∗A) = p(AB∗)
(
p(AB∗)C + Cp(B∗A)

)
+
(
p(AB∗)C + Cp(B∗A)

)
p(B∗A)−

(
p2(AB∗)C + Cp2(B∗A)

)
.

�

Definicija 2.8. Za preslikava�e L : A → B ka�emo da je J∗-izomorfizam ako

je L ograniqena linearna bijekcija koja za sve A ∈ A zadovo	ava

L(AA∗A) = L(A)L(A)∗L(A). (2.13)

Primetimo da iz identiteta dokazanih u Stavu 2.10 direktno sledi da za proizvo-
	no linearno preslikava�e L : A→ B koje zadovo	ava (2.13) va�e analozi formula
1◦ − 4◦ tog stava, tj. :

1◦ L(AB∗C + CB∗A) = L(A)L(B)∗L(C) + L(C)L(B)∗L(A),

2◦ L(A(B∗A)n) = L(A)(L(B)∗L(A))n,

3◦ L
(
p(AB∗)C + Cp(B∗A)

)
= p
(
L(A)L(B)∗

)
L(C) + L(C)p

(
L(B)∗L(A)

)
,

4◦ L
(
p(AB∗)Cp(B∗A)

)
= p
(
L(A)L(B)∗

)
L(C)p

(
L(B)∗L(A)

)
.

3 Mebijusova transformacija i Julijin operator

Iz kompleksne analize nam je poznato da za odre�ene vrednosti parametara a, b, c,
d ∈ C, Mebijusova transformacija

z 7→ az + b

cz + d

preslikava jediniqni disk u sebe. Ako su sada A,B,C,D i X operatori izB(H) takvi
da je operator CX+D invertibilan, tada vo�eni motivacijom iz kompleksne analize
mo�emo posmatrati analogna operator-vrednosna preslikava�a

X 7→ (AX +B)(CX +D)−1

ili
X 7→ (CX +D)−1(AX +B).
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Ipak, zbog generalnog izostanka komutativnosti, gor�e kombinacije preslikava�a
ne moraju da daju iste rezultate. Zbog toga je po�e	no potra�iti neka izme�ena
preslikava�a operatora, koja bi mogla poslu�iti kao alternativa Mebijusove tra-
nsformacije. Na primer, mo�emo za odgovaraju�e a′, b′ ∈ C napisati

az + b

cz + d
= a′ +

b′z

cz + d
,

kao i mnoge druge kombinacije. To nas navodi da posmatramo, na primer, preslikava�e

X 7→ B −AX(I + CX)−1D,

za date operatore A,B,C,D izB(H). Nax ci	 je da prona�emo takvu kombinaciju koja
�e jediniqnu loptu u B(H) da preslikava u sebe, tj. kontrakcije da transformixe
u kontrakcije. Neka je T unitaran operator na H1 ⊕ H2, tj. TT

∗ = T ∗T = I. Tada

operator T mo�emo napisati u matriqnoj formi kao

T =

[
A B
C D

]
: H1 ⊕H2 → H3 ⊕H4,

gde su A,B,C,D operatori koji su definisani na odgovaraju�im prostorima.

Definicija 2.9. Ako su A ∈ B(H1,H3), B ∈ B(H2,H3), C ∈ B(H1,H4), D ∈

B(H2,H4) i X ∈ B(H2,H1) operatori takvi da je operator T =

[
A B
C D

]
unitaran,

tada preslikava�e

ΨT (X) := B −AX(I + CX)−1D, (2.14)

definisano na skupu
{
X ∈ B(H2,H1) : I + CX je invertibilan u B(H2)

}
nazivamo

operator-vrednosna (o.v.) Mebijusova transformacija.

Iz definicije domena o.v. Mebijusove transformacije vidimo da on sadr�i sve
stroge kontrakcije, ‖X‖ < 1, a ako je ‖C‖ < 1, onda sadr�i sve kontrakcije. Zaista,
T je unitaran operator, a time i kontrakcija, pa su tako i A,B,C,D sve kontrakcije.
Ako je ‖X‖ < 1, imamo ‖CX‖ 6 ‖C‖‖X‖ 6 1‖X‖ < 1, odatle prema Stavu 1.6 sledi da
je operator I + CX = I − (−CX) invertibilan, xto znaqi da X pripada domenu o.v.
Mebijusove transformacije, tj. otvorena jediniqna lopta je podskup domena. Sliqno
va�i i kada je C stroga kontrakcija. Va�nu osobinu operatora ΨT (X) daje slede�a

Lema 2.11. Neka je T =

[
A B
C D

]
: H1⊕H2 → H3⊕H4 unixaran oueraxor. Taga

za svaki X iz gomena ΨT va�i

I −ΨT (X)∗ΨT (X) = D∗(I +X∗C∗)−1(I −X∗X)(I + CX)−1D. (2.15)

Dokaz: Iz pretpostavke da je T ∗T = I imamo[
A B
C D

]∗ [
A B
C D

]
=

[
A∗ C∗

B∗ D∗

] [
A B
C D

]
=

[
A∗A+ C∗C A∗B + C∗D
B∗A+D∗C B∗B +D∗D

]
=

[
I 0
0 I

]
,

xto je ekvivalentno sa

A∗A+ C∗C = I, A∗B + C∗D = 0, B∗A+D∗C = 0, B∗B +D∗D = I.
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Koriste�i gor�e relacije i ako uvedemo E = (I + CX)−1D dobijamo

I −ΨT (X)∗ΨT (X) = I − (B −AX(I + CX)−1D)∗(B −AX(I + CX)−1D)

= I − (B∗ −D∗(I +X∗C∗)−1X∗A∗)(B −AX(I + CX)−1D)

= (I −B∗B) +D∗(I +X∗C∗)−1X∗A∗B +B∗AX(I + CX)−1D

−D∗(I +X∗C∗)−1X∗A∗AX(I + CX)−1D

= D∗D −D∗(I +X∗C∗)−1X∗C∗D −D∗CX(I + CX)−1D

−D∗(I +X∗C∗)−1X∗A∗AX(I + CX)−1D

= E∗((I +X∗C∗)(I + CX)−X∗C∗(I + CX)

− (I +X∗C∗)CX −X∗A∗AX)E

= E∗(I −X∗(A∗A+ C∗C)X)E = E∗(I −X∗X)E.

�

Sliqno se pokazuje da va�i

I −ΨT (X)ΨT (X)∗ = F (I −XX∗)F ∗, (2.16)

gde je F = A(I + XC)−1. Primetimo da smo u dokazu prethodne leme koristili
invertibilnost operatora I + CX, dok bi nam u (2.16) bilo potrebno da je I + XC
invertibilan. Me�utim, to je uvek sluqaj kad god je I + CX invertibilan, jer se
direktno proverava da je I −X(I + CX)−1C inverz od I +XC.

Prethodni stav nam omogu�ava da poka�emo da va�i slede�a

Teorema 2.12. Ako je X iz gomena ΨT , a X je konxrakcija, onga je i ΨT (X)
konxrakcija.

Dokaz: Prema Stavu 1.9 proizilazi da je I − X∗X > 0. Kako je tada i E∗(I −
X∗X)E > 0, na osnovu Stava 1.7 deo 4◦, to je prema prethodnoj lemi i I−ΨT (X)∗ΨT (X)
> 0, xto je, opet prema Stavu 1.9, ekvivalentno sa tim da je ΨT (X) kontrakcija. �

Efektnu upotrebu prethodne teoreme omogu�ava nam Julijina transformacija,
koja daje primere unitarnih operatora na H1 ⊕H2.

Definicija 2.10. Ako je B : H2 → H1 data kontrakcija, tada je �oj pridru�en

Julijin operator, u oznaci J(B) ∈ B(H1 ⊕H2), definisan sa

J(B)
def
=

[
DB∗ B
−B∗ DB

]
=

[√
I −BB∗ B

−B∗
√
I −B∗B

]
. (2.17)

Osnovno svojstvo Julijinog operatora J(B) daje slede�a

Teorema 2.13. Neka je B : H2 → H1 konxrakcija. Taga je J(B) unixaran

oueraxor na H1 ⊕H2.

Dokaz: Prema Stavu 1.4 treba pokazati da je J(B)J(B)∗ = J(B)∗J(B) = I. Imamo

J(B)∗J(B) =

[
DB∗ B
−B∗ DB

]∗ [
DB∗ B
−B∗ DB

]
=

[
DB∗ −B
B∗ DB

] [
DB∗ B
−B∗ DB

]
=

[
D2
B∗ +BB∗ DB∗B −BDB

B∗DB∗ −DBB
∗ B∗B +D2

B

]
=

[
I 0
0 I

]
,
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jer je BDB = DB∗B za kontrakciju B, odnosno DBB
∗ = B∗DB∗ prema (1.5) odnosno

(1.6), kao i D2
B∗ +BB∗ =

√
I −BB∗2 +BB∗ = I i sliqno B∗B +D2

B = I. Analogno se
dokazuje da je J(B)J(B)∗ = I. �

Znaju�i sada da je J(B) unitaran operator na H1 ⊕ H2, iz Teoreme 2.12 sledi
neposredna

Posledica 2.14. Neka je B : H2 → H1 konxrakcija xakva ga je oueraxor
I −B∗X inverxibilan u B(H2). Taga je

ΨJ(B)(X) = B −DB∗X(I −B∗X)−1DB

xako�e konxrakcija na B(H2,H1).

Dokaz: Prema Teoremi 2.13 J(B) je unitaran, pa je prema Teoremi 2.12 ΨJ(B)(X)
kontrakcija. �

Sada smo u mogu�nosti da doka�emo da pita�e kompletira�a 2 × 2 operatorne
kontrakcije ima potvrdan odgovor.

Teorema 2.15. Neka su[
B
D

]
: H2 → H3 ⊕H4 i

[
C D

]
: H1 ⊕H2 → H4

konxrakcije. Taga uosxoji oueraxor A ∈ B(H1,H3) xakav ga je[
A B
C D

]
: H1 ⊕H2 → H3 ⊕H4

konxrakcija.

Dokaz: Kako su

[
B
D

]
i
[
C D

]
kontrakcije, to prema Stavu 1.20 i Stavu 1.21 imamo

da postoje kontrakcije E : H2 → H3 i F : H1 → H4 takve da je B = EDD i C = DD∗F .

Posmatrajmo sada operatore X =

[
0 E
F 0

]
i B =

[
0 0
0 −D

]
iz B(H1 ⊕ H2,H3 ⊕ H4).

Imamo da je

I−X∗X =

[
I 0
0 I

]
−
[

0 E
F 0

]∗ [
0 E
F 0

]
=

[
I 0
0 I

]
−
[

0 F ∗

E∗ 0

] [
0 E
F 0

]
=

[
I − F ∗F 0

0 I − E∗E

]
,

I−B∗B =

[
I 0
0 I

]
−
[
0 0
0 −D

]∗ [
0 0
0 D

]
=

[
I 0
0 I

]
−
[
0 0
0 −D∗

] [
0 0
0 −D

]
=

[
I 0
0 I −D∗D

]
.

Kako su E,F i D kontrakcije zak	uqujemo da va�i

〈(I−X∗X)(h1, h2), (h1, h2)〉 = 〈(I − F ∗F )h1, h1〉+ 〈(I − E∗E)h2, h2〉 > 0,
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za sve (h1, h2) ∈ H1 ⊕H2, pa je i X kontrakcija. Potpuno analogno zak	uqujemo da je
B kontrakcija. Xtavixe,

I−B∗X =

[
I 0
0 I

]
−
[
0 0
0 −D

]∗ [
0 E
F 0

]
=

[
I 0

D∗F I

]
je invertibilan, a direktno se proverava i da je

(I−B∗X)−1 =

[
I 0

−D∗F I

]
.

Na osnovu Leme 2.14 sledi da je ΨJ(B)(X) je kontrakcija. Da izraqunamo ΨJ(B)(X)
primetimo da je

√
I−BB∗ = DB∗ =

[
I 0
0 DD∗

]
,

jer je

[
I 0
0 DD∗

] [
I 0
0 DD∗

]
=

[
I 0
0 D2

D∗

]
=

[
I 0
0 I −DD∗

]
= I−BB∗. Stoga imamo da je

ΨJ(B)(X) = B−DB∗X(I−B∗X)−1DB

=

[
0 0
0 −D

]
−
[
I 0
0 DD∗

] [
0 E
F 0

] [
I 0

−D∗F I

] [
I 0
0 DD

]
=

[
0 0
0 −D

]
−
[

0 E
DD∗F 0

] [
I 0

−D∗F DD

]
=

[
0 0
0 −D

]
−
[
−ED∗F EDD

DD∗F 0

]
=

[
ED∗F −EDD

−DD∗F −D

]
=

[
ED∗F −B
−C −D

]
= −

[
−ED∗F B

C D

]
kontrakcija. Ako za A uzmemo operator −ED∗F i primetimo da je −ΨJ(B)(X) =[
A B
C D

]
tako�e kontrakcija, dobijamo tra�eni rezultat. �

4 Potapov	eva i Mebijusova transformacija na

J∗-algebrama

U ovoj sekciji pokaza�emo da transformacija

TB(A) = (I −BB∗)−
1
2 (A+B)(I +B∗A)−1(I −B∗B)

1
2 ,

preslikava otvorenu jediniqnu loptu u J∗-algebri A u sebe samu, za fiksirano B ∈
BA, kao i da zadovo	ava sliqne osobine kao i kompleksni automorfizmi diska, i neke
posledice i primene te transformacije. Ovu transformaciju �emo tako�e nazivati
o.v. Mebijusovom transformacijom.

Definicija 2.11. Potapov	eva transformacija na J∗-algebri BA je transfo-

rmacija

PB : BA → A
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data sa

PB(A)
def
= TB(−A),

za fiksirano B ∈ BA i za svako A ∈ BA.

Teorema 2.16. Za svako B ∈ BA, o.v. Mebijusova xransformacija

TB(A) = (I −BB∗)−
1
2 (A+B)(I +B∗A)−1(I −B∗B)

1
2 , (2.18)

je biholomorfno ureslikava�e BA na sebe sa osobinom TB(0) = B. Xxavi-

xe,

T −1
B = T−B, TB(A)∗ = TB∗(A∗), ‖TB(A)‖ 6 T‖B‖(‖A‖), P−1

B = PB
i

T ′B(A)H = DB∗(I +AB∗)−1H(I +B∗A)−1DB,

za A ∈ BA i H ∈ A.

Dokaz: Kako je

(A+B)(I +B∗A)−1 = A(I +B∗A)−1 +B(I +B∗A)−1 = B

∞∑
n=0

(−B∗A)n

+A(I +B∗A)−1 = B(I +
∞∑
n=1

(−B∗A)n) +A(I +B∗A)−1 = B +B
∞∑
n=1

(−B∗A)n

+A(I +B∗A)−1 = B −BB∗A
∞∑
n=0

(−B∗A)n +A(I +B∗A)−1

= B −BB∗A(I +B∗A)−1 +A(I +B∗A)−1 = B + (−BB∗ + I)A(I +B∗A)−1

= B + (I −BB∗)A(I +B∗A)−1,

i kako je DB∗B = BDB, imamo

TB(A) = (I −BB∗)−
1
2 (A+B)(I +B∗A)−1(I −B∗B)

1
2

= (I −BB∗)−
1
2 (B + (I −BB∗)A(I +B∗A)−1)(I −B∗B)

1
2 = ((I −BB∗)−

1
2B

+ (I −BB∗)−
1
2 (I −BB∗)A(I +B∗A)−1)(I −B∗B)

1
2

= D−1
B∗BDB +DB∗A(I +B∗A)−1DB

= D−1
B∗DB∗B +DB∗A(I +B∗A)−1DB = B +DB∗A(I +B∗A)−1DB.

Dakle
TB(A) = B +DB∗A(I +B∗A)−1DB, (2.19)

za sve A ∈ BA. Kako je

A
n∑
k=0

(−B∗A)k ∈ A, iz dela 2◦ Stava 2.10 i A
n∑
k=0

(−B∗A)k → A(I +B∗A)−1, n→∞,
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a A je zatvoren, to sledi da A(I +B∗A)−1 ∈ A. Sliqno, DBA(I +B∗A)−1DB∗ ∈ A, pa
je TB(BA) ⊂ A. Diferencira�em izraza (2.19) dobijamo da je

T ′B(A) = DB∗(A(I +B∗A)−1)′DB,

jer su B,DB i DB∗ konstante. Ostaje da odredimo izvod od A(I + B∗A). Za to �emo
koristiti izvod proizvoda, kao i izvod slo�ene funkcije. Zaista, ako je f(A) = A,
g(A) = I +B∗A i h(A) = A−1, imamo da je A(I +B∗A)−1 = f(A)h(g(A)), pa je

(A(I +B∗A)−1)′H = f ′(A)Hh(g(A)) + f(A)h′(g(A))g′(A)H

= H(I +B∗A)−1 +A(−(I +B∗A)−1B∗H(I +B∗A)−1)

= (I −A(I +B∗A)−1B∗)H(I +B∗A)−1

= (I +AB∗)−1H(I +B∗A)−1,

jer je

f ′(A)H = H

g′(A)H = B∗H

h′(g(A))g′(A)H = −(I +B∗A)−1B∗H(I +B∗A)−1,

I −A(I +B∗A)B∗ = (I +AB∗)−1.

Ovime je dokazano qemu je jednak izvod o.v. Mebijusove transformacije. Iz (2.19) je
jasno da je TB(0) = B, dok je TB(A)∗ = TB∗(A∗) zbog

A∗(I +BA∗)−1 = A∗
∞∑
n=0

(−BA∗)n =

∞∑
n=0

(−1)nA∗(BA∗)n =

∞∑
n=0

(−1)n(A∗B)nA∗

=
∞∑
n=0

(−A∗B)nA∗ =
( ∞∑
n=0

(−A∗B)n
)
A∗ = (I +A∗B)−1A∗.

Nejednakost ‖TB(A)‖ 6 T‖B‖(‖A‖) �emo izvesti iz slede�eg identiteta

I − TB(A)∗TB(A) = DB(I +A∗B)−1(I −A∗A)(I +B∗A)−1DB, (2.20)

koji se dokazuje analogno kao (2.15) prime�eno na unitaran operator

T =

[
−DB∗ B
B∗ DB

]
.

Neka je x ∈ H i y = (I +B∗A)−1DBx. Prime�uju�i (2.20) na x dobijamo

〈(I − TB(A)∗TB(A))x, x〉 = 〈(I −A∗A)y, y〉 > (1− ‖A‖2)‖y‖2

> (1− ‖A‖2)(1 + ‖B‖‖A‖)−2(1− ‖B‖2)‖x‖2 = (1− (T‖B‖(‖A‖))2)‖x‖2.

Odatle je

I − TB(A)∗TB(A) > (1− (T‖B‖(‖A‖))2)I =⇒ TB(A)∗TB(A) 6 (T‖B‖(‖A‖))2I

=⇒ ‖TB(A)∗TB(A)‖ = ‖TB(A)‖2 6 T‖B‖(‖A‖))2 =⇒ ‖TB(A)‖ 6 T‖B‖(‖A‖),
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jer je

〈(I − TB(A)∗TB(A))x, x〉
= 〈DB(I +A∗B)−1(I −A∗A)(I +B∗A)−1DBx, x〉
= 〈DB(I +A∗B)−1(I −A∗A)y, x〉
= 〈(I −A∗A)y, (DB(I +A∗B)−1)∗x〉
= 〈(I −A∗A)y, y〉,

〈(I −A∗A)y, y〉 = 〈y, y〉 − 〈A∗Ay, y〉 > ‖y‖2 − ‖A‖2‖y‖2

= (1− ‖A‖2)‖y2‖,

‖((I +B∗A)−1DB)−1y‖ = ‖(I −B∗B)−
1
2 (I +B∗A)y‖

6 ‖(I −B∗B)−
1
2 ‖‖(I +B∗A)y‖ 6

√
‖(I −B∗B)−1‖‖I +B∗A‖‖y‖

6

√
1

1− ‖B∗B‖
(1 + ‖A‖‖B‖)‖y‖

=
1 + ‖A‖‖B‖√

1− ‖B‖2
‖y‖,

odakle vidimo da je ‖((I + B∗A)−1DB)−1‖ 6 1+‖A‖‖B‖√
1−‖B‖2

, pa je ‖(I + B∗A)−1DB‖ >
√

1−‖B‖2
1+‖A‖‖B‖ , iz qega sledi da je

‖y‖2 = ‖(I +B∗A)−1DBx‖2 >
1− ‖B‖2

(1 + ‖A‖‖B‖)2
‖x‖2,

i konaqno, za a = ‖A‖, b = ‖B‖ imamo

Tb(a) = (1− b2)−
1
2 (a+ b)(1 + ab)−1(1− b2)

1
2 =

a+ b

1 + ab

(Tb(a))2 =
a2 + b2 + 2ab

(1 + ab)2

1− (Tb(a))2 =
1 + a2b2 + 2ab− a2 − b2 − 2ab

(1 + ab)2
=

1− a2 − b2 + a2b2

(1 + ab)2

=
(1− a2)(1− b2)

(1 + ab)2
.

Da	e, zbog T‖B‖(‖A‖) = ‖A‖+‖B‖
1+‖A‖‖B‖ < 1 jer ‖A‖ < 1 i ‖B‖ < 1 je TB(BA) ⊂ BA i TB

je holomorfno u BA. Potpuno isto se dokazuje da je preslikava�e T−B holomorfno,
pa ostaje jox samo da poka�emo da je T −1

B = T−B, odnosno da je h = TB ◦ T−B = 1BA
.

Primetimo da je h holomorfna na BA kao kompozicija dve holomorfne i va�i h′(0) =
T ′B(T−B(0))(T ′−B(0)) = 1A, jer je

T−B(A)H = DB∗(I −AB∗)−1H(I −B∗A)−1DB, pa je

T ′B(T−B(0))(T ′−B(0))H = T ′B(−B)DB∗HDB

= DB∗(I −BB∗)−1DB∗HDB(I −B∗B)−1DB

= H.
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Odatle je h restrikcija identitete 1A na BA prema Teoremi 2.7, jer je identiteta
izometriqki izomorfizam A u sebe samog. Sliqno se dokazuje da je P−1

B = PB. Time
je tvr�e�e dokazano u potpunosti. �

Posledica 2.17. Oxvorena jeginiqna louxa BA je homoιena i simexriqna

oιraniqena oblasx u svakoj J∗-alιebri A.

Dokaz: Neka su X,Y ∈ BA. Uoqimo preslikava�a T−X : BA → BA i TY : BA → BA.
Tada je T−X(X) = 0 i TY (0) = Y , pa TY ◦ T−X : BA → BA i va�i (TY ◦ T−X)(X) =
TY (0) = Y i TY ◦ T−X je biholomorfno kao kompozicija dva takva. Odatle sledi da je
A homogena oblast, a time i simetriqna prema primedbi nakon Posledice 2.9. �

Teorema 2.18. Svako biholomorfno ureslikava�e h : BA → BB je oblika

h = Th(0) ◦ L|BA
,

ιge je L : A→ B surjekxivna linearna izomexrija.

Dokaz: Prema Teoremi 2.16 T −1
h(0) ◦ h : BA → BB je biholomorfno preslikava�e sa

(T −1
h(0) ◦ h)(0) = T −1

h(0)(h(0)) = 0, pa po Teoremi 2.8 postoji linearna izometrija L koja

slika A na B sa osobinom L|BA
= T −1

h(0) ◦ h, odakle sledi da je h = Th(0) ◦ L|BA
. �

Da bi dobili eksplicitnu formulu za sva biholomorfna preslikava�a izme�u
dve jediniqne lopte u dve J∗-algebre, dovo	no je odrediti eksplicitno kako izgledaju
sve surjektivne linearne izometrije izme�u tih J∗-algebri. Me�utim, to je u opxtem
sluqaju texko uraditi. Ali ako to imamo, onda va�i slede�a

Teorema 2.19. Ako je L : A→ B surjekxivna linearna izomexrija, onga je

L(AB∗A) = L(A)L(B)∗L(A),

za sve A,B ∈ A.

Dokaz: Neka je B ∈ BA i uoqimo

h = T−L(B) ◦ L ◦ TB.

Prema pretpostavci teoreme i osobinama o.v. Mebijusove transformacije, imamo da je
h : BA → BB biholomorfno preslikava�e sa h(0) = T−L(B)(L(TB(0))) = T−L(B)(L(B))=
0. Prema Teoremi 2.8, h je linearno, pa je zato h′(X) = h za svako X ∈ A. Specijalno,
h′(0) = h′(−B). Prime�uju�i izvod slo�ene funkcije na funkciju h i koriste�i
izraz za izvod o.v. Mebijusove transformacije, imamo da je sa jedne strane

h′(0)H = T ′−L(B)(L(TB(0)))L′(TB(0))T ′B(0)H = T ′−L(B)(L(TB(0)))L(DB∗HDB)

= T ′−L(B)(L(B))LDB∗HDB

= DL(B)∗(I − L(B)L(B)∗)−1L(DB∗HDB)(I − L(B)∗L(B))−1DL(B)

= D
− 1

2

L(B)∗L(DB∗HDB)D
− 1

2

L(B),
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a sa druge strane je

h′(−B)H = T ′−L(B)(L(TB(−B)))L′(TB(−B))T ′B(−B)

= T ′−L(B)(0)L(DB∗(I −BB∗)−1H(I −B∗B)−1DB)

= T ′−L(B)(0)L(D−1
B∗HD

−1
B ) =

= DL(B)∗L(D−1
B∗HD

−1
B )DL(B),

za svako H ∈ A, gde smo iskoristili da je

T ′−B(A)H = DB∗(I −AB∗)−1H(I −B∗A)−1DB.

Ako uzmemo H = A i iskoristimo qi�enicu da je h′(0)A = h′(−B)A dobijamo

L(DB∗ADB) = D2
L(B)∗L(D−1

B∗AD
−1
B )D2

L(B),

pa zato imamo

L((I −BB∗)A(I −B∗B)) = L(DB∗DB∗ADBDB) = DL(B)∗L(D−1
B∗DB∗ADBD

−1
B )DL(B)

= (I − L(B)L(B)∗)L(A)(I − L(B)∗L(B)), (2.21)

gde su svi operatori na koje deluje L iz A xto sledi iz dela 4◦ Stava 2.10. Zame�uju�i
B sa tB u (2.21), gde je 0 < t < 1, posle kra�eg raquna dobijamo

t4L(BB∗B∗B)− t2L(AB∗B +BB∗A) + L(A)

= t4L(B)L(B)∗L(B)∗L(B)− t2(L(A)L(B)∗L(B) + L(B)L(B)∗L(A)) + L(A),

odakle izjednaqavaju�i koeficijente uz t2 dobijamo da va�i

L(BB∗A+AB∗B) = L(B)L(B)∗L(A) + L(A)L(B)∗L(B),

za svako A,B ∈ A, a BB∗A + AB∗B ∈ A zbog dela 1◦ Stava 2.10. Za A = B dobijamo
da je

L(AA∗A) = L(A)L(A)∗L(A),

tj. L je J∗-izomorfizam izme�u A i B, pa �e L da ,,pro�e" kroz sve osobine iz Stava
2.10, xto se vidi iz dokaza tog stava. Specijalno, uz oznake dela 1◦ Stava 2.10 i C = A
imamo tra�eno tvr�e�e. �

Posledica 2.20. Oblasxi BA i BB su holomorfno ekvivalenxne ako i samo

ako su J∗-alιebre A i B izomexriqki J∗-izomorfne.

Dokaz: Ovo je direktna posledica Teoreme 2.19 i Posledica 2.9 i 2.17. �

Uradimo za kraj jedan primer.

Primer 2.2. Neka je H Hilbertov prostor i neka y ∈ BH . Ako identifikujemo H
sa B(C,H), imamo da je H jedna J∗-algebra. Neka je Py ortogonalni projektor koji
projektuje H na potprostor razapet sa y. Tada je o.v. Mebijusova transformacija
Ty : BH → BH data sa

Ty(x) =
y + Pyx+

√
1− ‖y‖2(I − Py)x

1 + 〈x, y〉
.
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Prvo, H se zaista mo�e identifikovati sa B(C,H) pomo�u preslikava�a

l : H → B(C,H), definisanim sa lh
def
= l(h) : z 7→ zh,

koje je oqigledno izometrija pa je injektivno. Surjektivnost dobijamo ako l primenimo
na vektor A(1), gde je A ∈ B(C,H) proizvo	an ograniqen operator. Dakle, nada	e
�emo vektor h poistove�ivati sa operatorom lh. Ako je h ∈ H onda je

h∗ : H → C : x 7→ 〈x, h〉.

Da	e, ortogonalni projektor je preslikava�e

Py : H → L(y) : x 7→ 〈x, y〉
〈y, y〉

y,

gde je L(y) linearni omotaq nad y. Indukcijom se poka�e da je Pny = Py za sve n ∈ N.
Primetimo da je yy∗ = ‖y‖2Py, jer

yy∗(x) = y(〈x, y〉) = 〈x, y〉y = 〈y, y〉〈x, y〉
〈y, y〉

y = ‖y‖2Py(x),

za svako x ∈ H. Imamo da je

(I − yy∗)−
1
2 = (I − ‖y‖2Py)−

1
2 = I + ((1− ‖y‖2)−

1
2 − 1)Py, jer je

(I − ‖y‖2Py)−
1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
‖y‖2nPny = I +

∞∑
n=1

(
−1

2

n

)
‖y‖2nPny

= I +

∞∑
n=1

(
−1

2

n

)
‖y‖2nPy = I +

( ∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
‖y‖2n − 1

)
Py

= I + ((1− ‖y‖2)−
1
2 − 1)Py.

Koriste�i formulu (2.18) dobijamo

Ty(x) = (I − yy∗)−
1
2 (x+ y)(I + y∗x)−1(I − y∗y)

1
2

= (I + ((1− ‖y‖2)−
1
2 − 1)Py)(x+ y)(1 + 〈x, y〉)−1(1− ‖y‖2)

1
2

=
(1− ‖y‖2)

1
2x+ (1− ‖y‖2)

1
2 y + Pyx+ Pyy − (1− ‖y‖2)

1
2Pyx− (1− ‖y‖2)

1
2Pyy

1 + 〈x, y〉

=
(1− ‖y‖2)

1
2x+ (1− ‖y‖2)

1
2 y + Pyx+ y − (1− ‖y‖2)

1
2Pyx− (1− ‖y‖2)

1
2 y

1 + 〈x, y〉
=

=
(1− ‖y‖2)

1
2x+ Pyx+ y − (1− ‖y‖2)

1
2Pyx

1 + 〈x, y〉

=
y + Pyx+

√
1− ‖y‖2(I − Py)x

1 + 〈x, y〉
,

jer je I + y∗x mno�e�e sa 1 + 〈x, y〉 i I − y∗y je mno�e�e sa 1− ‖y‖2.



Glava 3

Neograniqene oblasti

1 Poluprostori kao uopxte�a gor�e poluravni

U ovoj sekciji razmatra se uopxtena gor�a poluravan i dokazuje da su otvorena
jediniqna lopta i gor�a poluravan biholomorfno ekvivalentne.

Definicija 3.1. Neka je A ∈ B(H), tada A mo�emo napisati kao

A = Re(A) + i Im(A),

gde je

Re(A)
def
=
A+A∗

2
, a Im(A)

def
=
A−A∗

2i
.

Ubudu�e, za operator A ∈ B(H) �emo pisati A > 0, ako je A pozitivan i inverti-
bilan prema Definiciji 1.7.

Definicija 3.2. Neka je A J∗−algebra koja sadr�i izometriju V . Tada sa

H+
A

def
=
{
A ∈ A : Im(V ∗A)−A∗(I − V V ∗)A > 0

}
,

oznaqavamo uopxtenu gor�u poluravan.

Teorema 3.1. Neka je A J∗−alιebra i neka je H+
A uouxxena ιor�a uoluravan.

Taga je H+
A neoιraniqena konveksna oblasx u A i xransformacija

S(A) = i(A+ V )(I − V ∗A)−1,

je biholomorfno ureslikava�e iz BA na H+
A .
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Dokaz: Prema Stavu 2.10 i razvoju u red operatora (I − V ∗A)−1 kao i qi�enici da
je V izometrija ako i samo ako je V ∗V = I, za A ∈ BA imamo da je

S(A) = i(A+ V )(I − V ∗A)−1 = i(A+ V )
∞∑
n=0

(V ∗A)n = i
( ∞∑
n=0

A(V ∗A)n +
∞∑
n=0

V (V ∗A)n
)

= i
(
A+ V +

∞∑
n=1

A(V ∗A)n +

∞∑
n=1

V (V ∗A)n
)

= i
(
A+ V +

∞∑
n=1

A(V ∗A)nV ∗V + V V ∗
∞∑
n=2

A(V ∗A)n
)

= i
(
A+ V +

∞∑
n=1

A(V ∗A)nV ∗V + V V ∗
( ∞∑
n=1

A(V ∗A)n −AV ∗A
))

= i
(
A+ V +

∞∑
n=1

A(V ∗A)nV ∗V + V V ∗
∞∑
n=1

A(V ∗A)n − V V ∗AV ∗A+AV ∗AV ∗V

−AV ∗AV ∗V
)

= i(A+ V + V V ∗
∞∑
n=1

A(V ∗A)n +
∞∑
n=1

A(V ∗A)nV ∗V − (V V ∗AV ∗A+AV ∗AV ∗V )

+AV ∗A) ∈ A,

jer iz A ∈ A, V ∈ A imamo

A+ V ∈ A,

AV ∗A ∈ A,
∞∑
n=1

A(V ∗A)n ∈ A, pa V V ∗
∞∑
n=1

A(V ∗A)n +

∞∑
n=1

A(V ∗A)nV ∗V ∈ A,

V V ∗(AV ∗A) + (AV ∗A)V ∗V ∈ A,

qime smo pokazali da transformacija S preslikava BA u A. Da	e, neka je

IM(A) = Im(V ∗A)−A∗(I − V V ∗)A,

za A ∈ A. Tada je

IM(S(A)) =
V ∗S(A)− (S(A))∗V

2i
− (S(A))∗(I − V V ∗)S(A)

=
iV ∗(A+ V )(I − V ∗A)−1 + i(I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)V

2i
− (−i(I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)(I − V V ∗)i(A+ V )(I − V ∗A)−1)

=
V ∗(A+ V )(I − V ∗A)−1 + (I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)V

2
− (I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)(I − V V ∗)(A+ V )(I − V ∗A)−1

=
1

2
[(V ∗ − (I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)(I − V V ∗))(A+ V )(I − V ∗A)−1

+ (I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)(V − (I − V V ∗)(A+ V )(I − V ∗A)−1] = (∗).
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Imamo da je

V ∗ − (I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)(I − V V ∗) = V ∗ − (I −A∗V )−1(A∗ −A∗V V ∗)
= V ∗ − (I −A∗V )−1A∗ + (I −A∗V )−1(A∗V )V ∗ = V ∗ − (I −A∗V )−1A∗

+ ((I −A∗V )−1 − I)V ∗ = −(I −A∗V )−1A∗ + (I −A∗V )−1V ∗ = (I −A∗V )−1(V ∗ −A∗),

a sliqno je i

V − (I − V V ∗)(A+ V )(I − V ∗A)−1 = (V −A)(I − V ∗A)−1.

Da	e

(∗) =
1

2
[(I −A∗V )−1(V ∗ −A∗)(A+ V )(I − V ∗A)−1

+ (I −A∗V )−1(A∗ + V ∗)(V −A)(I − V ∗A)−1]

=
1

2
(I −A∗V )−1[(V ∗ −A∗)(A+ V ) + (V ∗ +A∗)(V −A)](I − V ∗A)−1

= (I −A∗V )−1(I −A∗A)(I − V ∗A)−1 > 0,

jer je ‖A‖ < 1. Zaista,

〈(I −A∗V )−1(I −A∗A)(I − V ∗A)−1h, h〉 = 〈(I −A∗A)(I − V ∗A)−1h, (I − V ∗A)−1h〉

> ε‖(I − V ∗A)−1h‖2 > ε
( 1

1 + ‖V ∗A‖

)2
‖h‖2

> ε
1

4
‖h‖2 za svako h ∈ H.

Ovim smo dokazali da S zaista preslikava BA u H+
A . Mo�e se pokazati da tranfso-

rmacija

S−1(A) = (AV ∗ + iI)−1(A− iV )

preslikava H+
A u BA i da je S−1 zaista inverz od S. Sliqno kao kod izvoda o.v.

Mebijusove transformacije, lako se vidi da su transformacije S i S−1 holomorfne
tamo gde su definisane, pa je S biholomorfno preslikava�e BA na H+

A .
Skup H+

A je neograniqen jer sadr�i sve pozitivne umnoxke od iV . Da bi dokazali
da je konvekasan uzmimo A,B ∈ H+

A i C = tA + (1 − t)B, za t ∈ [0, 1]. Tada je, posle
malo raquna

IM(C) > tA∗(I − V V ∗)A+ (1− t)B∗(I − V V ∗)B − C∗(I − V V ∗)C
= t(1− t)(A−B)∗(I − V V ∗)(A−B) > 0,

xto znaqi da C ∈ H+
A . �

Navedimo za kraj jedan primer.

Primer 3.1. Neka je A = B(Cn,Cm), gde je n < m i posmatrajmo A kao skup svih
m×n matrica sa kompleksnim elementima. Svaki A ∈ A mo�e biti napisan u obliku[
A1

A2

]
, gde su A1 i A2 n×n i (m−n)×n matrice, respektivno. Neka je V =

[
I
0

]
, gde je

I jediniqna matrica tipa n×n. Tada je V izometrija i odgovaraju�a gor�a poluravan
je

H+
A =

{[
A1

A2

]
: Im(A1)−A∗2A2 > 0

}
.
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