VHUBEP3UTET Y BEOI'PAY

MATEMATUYKU ®AKYJITET

MACTEP PAZ

NoTtanoB/weBe TpaHcdopmaymnje oTBopeHe
jeanHu4He nonTte y npocTopy orpaHn4YyeHunx
onepaTtopa Ha XunbepToBOM NpocTopy

MenTop:

ap Aauko Jouyuh

Aytop: Ynan komucuje:
Cresan Munawnnosunh ap bophe Kptunuh

Ynau komucuje:
ap Credan Munowesuh

CenTtembap, 2019.



Caap2kaj

IIpenarosop

1 Konrpaknuje na XuabeproBuM npocTropuma

1 OrpanuyeHu JTUHEAPHA OTIEPATOPHU Ha, XUJAOEPTOBUM MPOCTOPUMA . . . . . .
KonTpaknuje u mo3utusHu oneparopr Ha XMIOEPTOBUM IIPOCTOPHMA, . . . .

2
3 Oproronasian 30up XujabeproBux TpocTopa . . .
4 KonTpakruHocT onepaTropaux 00K MaTpUIA, . .

4.1 Konrpaktusnoct oneparopanx Marpuna gumen3uja 2 X 1uw 1 X 2 . .
4.2 KoHTpakTUBHOCT JIOHKE TPOYTAOHHUX ONEPATOPHUAX MATPHUIA ITAMEH3H]e
2X 20 e e e e

2 OrpanudyeHe cumeTpudHe obJiacTu
1 Hudepenmupame va Banaxosum mpocropuma . .
2 Xonomopdue dyurnuje u J*-amrebpe . . . . . .
3 Mebujycora tpancdopmanuja u Jyaujun omeparTop
4

IloranoemeBa u Mebujycosa tpancdopmaryja va J*-agrebpama . . . . . . .

3 Heorpauuuene objsiactu
1 TTosynpocTopu Kao yominrema TOPHE Oy PABHA

JIureparypa

N © = NN

12

14

16
16
21
24
28

35
35

38



IIpenrosop

Y oBom macrep pasy 6ulie pazmarpaHa mmpa Kiaca Tpancdopmanuja Mebujycosor!

THIA HA OTBOPEHO] JeIMHUIHO] JIONTH (CTPOrMM KOHTDAKIM]aMa,) OTPAHMYEHUX OMEPATOPA,
HA, KOMILIEKCHOM Xwmiibeprosom? mpocropy, ykiyayjyhu Ioranosmesy® u Jymujumy? Tpa-
Hedopmarmjy. Ilocebuna maxma Gulie mocseliena omeparopuuM (670K) MaTpUIiama, pasu
OoJber paszyMeBambha HEKOMYTATUBHUX acleKara (PYHKIUMOHAJHOT PAUYHA 34 OlEepaTope, Ba-
JKHAX Y WCTIMTUBAGY HAJBAXKHHUjUX CBOjCTaBa TpaHcdopMalifja Koje ce pa3Marpajy y OBOM
paxay. Pan ce cacToju on Tpu riaBe.

VY mpRBoj ryiaBuW PUKaA3aHe Cy OCHOBHE jiepuHUIMje W CBOjCTBA OTPAHUYIEHUX OTEPATOPA
Ha XWiIbepTOBUM IIPOCTOPUMA. Y BEJIEH je TI0jaM aJ[jyHIOBAHOI OMEPATOPA, KJIace CaMOAa/Ijy-
HTOBAHWX OMEPATOPa €a mapuujajgnumM ypehemeM Ha 1H0j, MOTKIACE TO3UTUBHUX OMEPATOPA,
Ka0 U KJace KOHTPAKTHUOWJIHUX TpeciukaBamwa. ledunure ce mojam oproronasHor 36upa
XunabepToBux TPOCTOPA, 33j€THO Ca ONEPATOPHUM MATPHUIAMA W HUXOBUM €JIEMEHTAPHUM
ocobunama. Konauno, fmara je KapakTepus3alyja KOHTPAKTUBHOCTH OIEPATOPHUX MATPHUIIA,
Tuma 1 X 2 1 2 X 1, Kao U J0me TPOYTaOHUX MATPHUIA THIA 2 X 2.

Y JApyroj riaBm pasmarpa ce IIojaM HM3BOJA HA DBaHAXOBHM® IIPOCTOPHMA ¥ HABOJIE
ce HeKe 0y ocHOBHUX ocobuna. [ledunrucanu cy mojmoBu xojsiomopdue u 6uxosiomopdHe
dyukImje, xoJoMoOphHO eKBUBAJIEHTHUX 00J1acCTH, cuMeTpuaHux obsractu, J* —anarebpe kao
¥ HeKe ’hUXOBE OCHOBHE ocobuHe. Y BeJieH je nojam Mebujycose TpaudcopMmalimje #a Xuabdep-
TOBUM TIPOCTOPUMA, JyJIujuH 0epaTop, Kao u Be3a naMmel)y mux. [Ipukasan je u crernyjasau
ciyuaj Mebujycope Tpauchopmanyje Ha J*—anrebpu m JI0Ka3aHO TBpheme Ja je y TOM
CJIy4ajy OTBOPEHA jeIMHUYHA JIOUTA XOJOMOP(HO EeKBUBAJCHTHA ceOU caMoj, e ce eKBH-
BAJICHTHOCT IIOCTHKE YIIPaBO Ipu MebujycoBuM TpaHCdOpMAITjaMa.

Y Tpehoj rnaBu pazMarpa ce mojaM YOMIINTEeHE TOPHEe TIOJYPABHU W J0Ka3yje ce Ja Cy
OTBODEHA jEJIMHUYHA JIONITA U FOPHA MOJIyPABaH XOJIOMOP(MHO €KBUBAJIEHTHE.

Besuky 3axBasHOCT myryjem cBOM MeHTOPY, mpodecopy ap. Jlauky Jormhy mna mpeagory
TeMe, Ka0 ¥ HA BEJUKOM OPOjy KOPUCHUX CyreCTH]a U CaBeTa TOKOM M3PaJie PaJia. 3aXBajby-
jeM ce W WIaHOBMMA KOMUCHjE HA YUTAY PaJa U yKaszaHuM npoiycruma. Takobe, 3axBa-
Jsyjem ce mpodecopy ap. Anekcamapy lleposuhy m Karapwau Xamaj ca Caobpahajuor
dakysTeTa KOju Cy MU HECEODMTHO MOMATAJIA TOKOM U3PAJE PaJia.

! August Ferdinand Mobius (1790-1868), Hemauku mMaremaTmIap
*David Hilbert (1862-1943), Hemauku MaTeMaTHIAD

3Brammmup TTerposira Toramos (1914-1980), pyckn MaTemaTukIap
4Gaston Maurice Julia (1893-1978), ¢bpanmyckn MaTeMaTIIap
®Stefan Banach (1892-1945), mo/mscki MaTemaTIIap



I'maBa 1

Konrpakiinje Ha XunjibepToBuUM
IIPOCTOPUMA

1 Orpanmyenu JuHeapHU OollepaTopm Ha XMJIO0EPTOBUM
MIPOCTOPUMA

Ha mnoderky HaBOJ#MMO OCHOBHE O3HAKE WM TIOjMOBE Be3aHe 33 OTDAHUYEHE JIMHEAPHEe
onepaTope Ha XuJIOepTOBUM IIPOCTOPUMA.

Ca H,K,H1i,Ho,... hemo ozHavaBaTH KOMILIEKCHe Xujbeprose mpocrope. CkamapHu
npou3Bo/ iemo o3HauaBaTh ca (-, -), a ca || - || HOpMy MHIYKOBaHY CKAJAPHUM ITPOM3BOJIOM,
¥ TO HA CBUM XUJIOEPTOBUM IPOCTOPUMA, ¥ UCTOj O3HAIM, KO j€ HEIBOCMUCJICHO jaCHO O
KOM Ce CKaJIAPHOM IPOU3BOJLY, OJIHOCHO HOPMH, PaJIH.

Hedununumja 1.1. Jluneapan oneparop A : H — K je orpanmvyeH ako nocroju mo3uTu-
BaH 6poj M rtakap ga 3a ceako h € H Baxu ||Ah| < M| h||. Hadumym 6pojera M 3a koje
BaXKH IPETXO/[HA HEjeJHAKOCT HA3MBA ce HOPMOM oreparopa A m o3nadasa ca ||A]|.

OBaj mapUMYM je y CTBAPW U MUHMMYM, y IIT3 CE€ YBEPABAMO T'PAHUYHUM PEJIACKOM
[0 HU3Y MAjOPAaHTHU KOJU TeXH Ka || A, ma 3a cBe orpanndeHe omepaTope BaKu HEjeTHAKOCT
IIAR|| < ||A|l||h|| 3a cBako h € H. Knacy cBux orpaHuueHnx JMHEAPHUX oneparopa u3 H

y K oznauasamo ca B(H,K), a ako je H = K ca B(H).
Cras 1.1. Ouepawop A € B(H,K) je neupexugarn axo u camo aKo je OLPOHUNEH.
3a gokaz Crasa 1.1 mornegaru [1, Cras 2.7).

Hedunnnnuja 1.2. 3a oneparop A € B(H,K) raxkemo ja je orpaHHYEH 040340 AKO
rocroju no3uTuBaH 6poj ¢ tako ga Baxu ||Ah|| = c||h|| 3a ceako h € H.

Axko je oneparop A € B(H,K) uuseprubunan, Tj. nocroju oneparop Al rama je A
OTpaHMYEH OJI03/I0 AKO ¥ CaMO aKo je A™! orpaHuden u Bau

1AR] = cllhll = A7 | < k], (1.1)
3acBe he H, ke k.



§1] OrPAHVMYEHU JIMHEAPHU ONEPATOPY HA XWJIBEPTOBUM I[IPOCTOPUMA

OBo Humje Temko mokaszaru. Hamme, mpermoctasumo 1a je A orpanmden oyo3510. Tama
saxn |A7Nk|| = [ATFAR| =[]l < ¢ AR| = 7tk rae je k = Ah sa mexo h € H, jep
je omeparop A cypjekrusan. Ha ciamyan madmn ce noka3yje U APYTH CMEP.

Hamomenumo ga ca 0 o3nagaBaMo Hyja OMepaTop, WM, aKO W3 KOHTEKCTA HUje jacHo,
ca 0, a ca [ jeIMHUYHA OIEPATOP HA OAroBapajyhmm mpocTopuMma.

Hedbunanumja 1.3. Heka je A € B(H,K). AgjynroBanu omeparop omeparopa A 'y
osnamu A* je jenuncrsenu oneparop uz B(IC, H), rakas ga je 3a ceako h € Hu k € K

(Ah, k) = (h, A*K).

AjijyHroBaHu onepaTop yBeK HOCTOju ¥ jeJuHCTBeH je. 3a jokas noruenaru [7, Teopema
4.13]. HaBemumo cajia OCHOBHE OCOOHMHE a/1jyHIOBAbA.

CraB 1.2. 3a cee A, B € B(H1,H2) , C € B(Ha,H3z) u ceaxo «,f € C saorcu:
1° (aA + BB)* = aA* + 3B*,
20 A% — A,
3° (CA)* = A*C™,
4 =1,
5 |47 = |14,
6 44| = |42,
7° A*A =0 axo u camo axo je A =0,

8° A je unsepwubuaar ako u camo axo je A* uneepmiubuaam, u Yy WoM CAYHaAJY
je (A")~h = (A7)

W3zmely jesrpa u cauke mehycobHO a1jyHTOBAHIX OMIEPATOPA MMOCTOjU BE3a O KOjOj TOBOPH
ciaeneha

Teopema 1.3. 3a ceaxu A € B(H,K) saotcu:

1° N(A) = R(ADL LY 6 R(A*) u N(A*) = R(A)LL K o R(A),

2° H=N(A) @& R(A*) u K =N(A*) @ R(A),
3° N(A) = N(4*A),
4° R(A) = R(AA¥).

Jokaszu uperxojna jsa TBphema ce mory nahu y [7, Teopeme 4.13, 4.14, 4.17 u 4.19],
WA Cy JUPEKTHE HOCJIEIUIe HABEJICHAX TeOpEeMa.

Hedununnuja 1.4. Oneparop A € B(H,K) ce nazupa m3omerpujom ako je ||Ahl = ||h||
3a cBako h € H, a komzomerpujom ako je ||A*k| = ||k|| 3a cBako k € K. Kaxemo ga je
oneparop A yHUTapaH ako je mzomerpuja u ako je R(A) = K.



§2] KOHTPAKIMJE U NO3UTHWBHU ONEPATOPU HA XUJIBEPTOBUM NPOCTOPUMA

Hoxkazxxumo caga ciaenehn

CraB 1.4. Ouepawmop A € B(H,K) je ynuwmapan axo u camo axo cy A u A* uso-
melupuje u waga je A~ = A*,

Jlokaz: Ilpumernmo mpso ma je ||Ah|? = (Ah, Ah) = (A*Ah,h) xao u ma je ||h||?> =
(h,h) = (Ih,h), 1a Ha OCHOBY jeTHAKOCTH KBaapaTHHX dhopMu gobujamo aa je ||Ahl|? = ||h||?
ako u camo ako je (A*Ah,h) = (Ih,h) omaocro ako m camo ako je A*A = [. Jlpyrum
peanma, A je msomerpuja ako u camo ako je A*A = I. Ciuuno, A je xomzomerpuja (Tj.
A* je mzomerpuja) ako u camo ako je AA* = I. Kako je mzomerpuja yBek wHjeknuja, u3
JiebuHUIMje Cie/in Ja je YHATApaH oneparop yBek unpeprubuinan. IIpermocraBumo caja jaa
je A yuwmrapan. Kako je omna A unBeprubunan u kako Baxu A*A = I (jep je yHurapan

no pedbwrnmujn wsomerpuja) cieam ga je A~' = A*, ma je m AA* = I, ommocHo A je
komzoMeTpuja. OBPHYTO, ako je A m3omerpuja u Kouzomerpuja, Baxu A*A =T u AA* =1,
ma je A bujekiuja, a caMUM THM, y3 U30METPUIHOCT, W YHUTAPAH. (I

CBaku OrpaHUYeHU JIMHEAPHU ONepaTop XWiIGepTOBUX ITPOCTOPA MOXKE Ce HENPEKUJIHO
TMPOYKUTHU HA 3aTBOPEIHE HETOBOT foMeHa u To 6e3 mosehama HopMme. 3ampaso, TPOCTOPH
He Mopajy 6utn obaBe3no XuOepToBH, O YeMy HaM roBopu cjemaehmn

Cras 1.5. Hexka je X nopmupan, )V Bawnaxros upocwop u wexa je L ceyga ty-
cti sekwopcry wowupocwop og X (wj. L = X). Hexa je Ay : L — ) auneapan
ouepaop waKas ga je

Aol 22 sup  [|Aoz|| < +o0.

|z||=1, z€L

Taga uoctoju jeguHciuseer Heupexugar suHeapar ouepatiop A : X — ) waxas
ga je Ax = Apz 3a ceaxo x € L. ITpu wowme je ||Al| = |4 .

Joka3 nuperxoznor crasa moxe ce nahu y [1, Cras 7.3]. HaBeaumo caja jejan cras Koju
hie HaM OMTH O BEJHKE KOPHCTH Y HAPEIHUM IOrJIABHUMA.

Cras 1.6. Hexa je X Banaxos upocwop u A € B(X) waxas ga je ||Al| < 1. Taga
ouepawiop I — A uma orparuder UHBEP3IHU OUEPATUOP U BANHCU

[e.9]
(I - A)_l = ZAnv
n=0
Upu wemy Lopru peg aucoasywiro konseptupa y B(X) u sastcu upouena

17—~ <a-[ap= (1.2)

Joxkas oBor craBa moxe ce Hahwu y [1, Crap 7.5].

2 KoHTpakiiuje u 1Mo3uTUBHU ONEpaTopu HA XUJIOEPTOBUM
MIPOCTOPUMA

VY oBoj ceknuju geduHAILy Ce KOHTPAKTUBHY U TO3UTUBHU OIEPATOPH U HABOJE HUXOBE
OCHOBHE 0cODOUHE.



§2] KOHTPAKIMJE U NO3UTHWBHU ONEPATOPU HA XUJIBEPTOBUM NPOCTOPUMA

Heduunnuja 1.5. Oneparop A € B(H,K) ce nazupa KonTpakmnujom axko je ||A| < 1,
OIHOCHO CTPOrOM KOHTPAaKIHjoM ako je | Al < 1.

Kako je ||A|| = ||A*]| umamo ga je A (cTpora) KOHTpakidja ako M caMo ako je A*
(cTpora) KoHTpakKImja.

Heduunnuja 1.6. Oneparop A € B(H) nazusa ce camoagjyHropanum ako je A = A*.

Hedununuja 1.7. Oueparop A € B(H) ce nazupa mosuruBHUM (y o3nanm A > 0) ako
je (Ah,h) > 0 3a cBako h € H, a crporo no3uruBaum (y ozuanu A > 0) ako je (Ah,h) >0
3a cBako h € H \ {0}. Ba oneparop A pehu hemo sa je mo3uTHBaH M HHBEPTHOMJIAH AKO
nocroju § > 0 Tako ga je A — §1 mozmTHBAH OHEPATOP.

HamoMennmo 1 je TO3UTHBAH OIIEpATOP YBEK CAMOAIjYHIOBAH jep BayKu OIIITHje TBphe-
e Ja je oneparop A € B(H) camoa jyHroBaH ako M CaMoO aKo je merosa KsajparHa dhopma,
peajiHa, KOje ce JJAKO MOXKe TPOBEPHUTH. ¥ KJACY CAMOAJjYHTOBAHUX OIEPATOPa YBOJIH Ce
(nesmumvuano) ypeheme <.

Hedbwnnunmja 1.8. 3a camoajyarosane omeparope A u B pelin hemo na Baxn A < B
axo u camo ako je (Ah,h) < (Bh,h) 3a ceako h € H.

Osakas nopejak (6yayhu y cymruau mopenak mMely ogroapajyhum dopmama) pacmosa-
ke ocobmHama Koje HaBowm ciiegehu

Cras 1.7. Hexa cy A, B,C,D € B(H) camoagjyniosaru, X € B(H) u o > 0
upoussonnu. Taga easicu:

1° axo je A< B u B<C, onga je u A<LC,

2° akoje A BuC<D, ongajeuA+C<B+D,
3° axo je A < B, onga je aA < aB,

4° axo je A < B, onga je X*AX < X*BX u

5° 0 < X*X < || XJ°I.

Hokaz: 3a npouspomuo h € H nmamo:

1° U3 A< Bu B < C caegu (Ah,h) < (Bh,h) < (Ch, h), na je no gepurnmumju A < C.

2° U3 A< BuC <D cunepu ((A+ C)h,h) = (Ah, h) + (Ch,h) < (Bh,h) + (Dh,h) =
((B+ D)h,h), na je no nebunumuju A+ C < B+ D.

3 M3 A< Bua>0cremm (c¢A)h,h) = a(Ah,h) < a(Bh,h) = ((aB)h,h), na je mo
nedpunnnmjn A < aB.

4° N3 A < B 3a upoussossno X € B(H) cnenu (X*AXh,h) =(AXh, Xh) < (BXh,Xh)
= (X*BXh,h), na je no mepunurmjn X*AX < X*BX.

5° 3a mpomssosmHo X € B(H) Bawm (X*Xh,h) = (Xh,Xh) = | Xh|?* > 0, na je
X*X > 0. C gpyre crpane je (X*Xh,h) = [|Xh|* < [X|?|1|* = [ X][*(h, ) =
(X |21k, ), i jo o aedummmuin X*X < | X|2I.

O
ITocaenuna 1.8. Hexa cy ouepawopu A, B € B(H) upoussonnu. Taga je
A*B*BA < ||B|PA*A. (1.3)



§2] KOHTPAKIMJE U NO3UTHWBHU ONEPATOPU HA XUJIBEPTOBUM NPOCTOPUMA

Jokas: Kaxo je ma ocuoBy crojcra 5° Crasa 1.7, B*B < ||B||?I, ma ocrOBY cBOjcTBa 4°
ncror crasa gobujamo ga je A*B*BA < A*(||B|]*I)A = || B||?A* A. O

Besy m3smeby mosuTuBHEX omlepaTopa M KOHTPAKIK]a, OIKCYje ciaenehu

CraB 1.9. Hexa je A € B(H,K). Taga je A xonwparyuja axo u camo axo je
I — A*A wosuwusan ouepawop y B(H).

Hoxaz: B3a h € H je ||h]|? — ||Ah||*> = (h,h) — (Ah, Ah) = ((I — A*A)h,h), na je A
KOHTpakmHja axo u camo ako je ||Ahl|? < [|A|?||h]|? < ||h||?, ako m camo ako je 0 < ||h|? —
|AR|? = (I — A*A)h, h), ako u camo ako je I — A* A mosuTuBam. O

3a TO3UTWBHE OMEPATOpPE Baxke cjeneha JBa WHTEPECAHTHA CBOJCTBA, KOja BaXKe W 34
peasme 6pojese.

Teopema 1.10. Axo cy A,B€ B(H) u A,B > 0 waxseu ga je AB = BA, onga je u
AB > 0.

Teopema 1.11. [KBagpaTHU KOPEH MO3UTUBHOT oneparopal 3a gatiu Uo3uwusaH
ouepatop A € B(H) uocwmoju jeguncwieen uosduwuean ouepawop B > 0 (y
osHauu B = \/Z) 3a xoju je B> = A, upu wemy B xomyiupa ca ceum ouep-
aWoOPUMG €A KOJUMG KOomywupa u A.

3a sokaze uperxojne jse reopeme noruiegaru [1, Teopema 12.8, Teopema 12.9]. Usmely
HOpMeE OIIEPATOPa M IHeroBOI' KOPEHA IIOCTOjU jeTHOCTABHA Be3a KOjy M3pazKkaBa, cjejeha

JIema 1.12. Hexa je ouepawiop A € B(H) uosumusan. Taga je

VAl = VAl (1.4)

Hoxas: Ha ocmosy Crasa 1.2, 6° umano || A|| = ||[VAVA|| = VA VA| = ||[VA|?, onaxae

KOpeHOBambeM Jobujamo jearakoct (1.4). O

Hamomenumo fa ce KBajpaTHU KOPEH MO3UTUBHOT oneparopa A moxe podutw u Kao
yaudopmun smmec oaroeapajyher mmsa omneparopa p,(A), rae je p, HU3 TOJAHOMA €A
komryiekcaEnM Koedwumujentuma u n € N. Takohe, A je maBepTHOMIAH AKO W CAMO aKO je

-1 . 2 _
VA nupeprubmian u axu VA = VA"l Opo cieau u3 uumenune g3 je VAL = A1
-1 1 1 .
unvA VA = A", Kao ¥ JeIUHCTBEHOCTH KBaIPATHOI KOPEHa MO3UTHBHOI OIIEpaTOPa.

Hedbununuja 1.9. 3a gary koarpaknujy A € B(H,K), oneparop D4 b JT— AA ce
30Be gedekT kourpakiuje A. Dy = R(D,) ce 30Be mechbekTHH IPOCTOP KOHTpaknuje A,
a 6poj 04" 2 dim(D,) ce 308e mEAEKC AedpeKTa KonTpakije A.

OBu ob6jekTH ce KOpHUCTE KA0 HEKA, MePa KOJIUKO je KouTpakiuja A ,,6iucka” wzomerpuju.
Baxno cBojcTBO medekTa maje

Cras 1.13. Axo je A € B(H,K) wonwparyuja, waga je

ADy = Dy A. (1.5)



§2] KOHTPAKIMJE U NO3UTHWBHU ONEPATOPU HA XUJIBEPTOBUM NPOCTOPUMA

Hoxkaz: Ounrienno je A(I — A*A) = (I — AA)A, ma je A(I — A*A)" = (I — AA*)"A
3a ceako n € N. To 3Haum 73 je m 3a CBAKW MOJMHOM P Ca PEAJTHUM KOeDHUIWMjeHTHMA,
Ap(I — A*A) = p(I — AA*)A. Tlocroju HU3 mosamHOMA Dy () = /z (n — 00) Ha [0, 1], na
nobujamo na cy Dy u DY yaudopmun smmecn oneparopa py, (I — A*A) n p, (I — AA*). Kako
je ouma u Ap, (I — A*A) = p,(I — AA*)A 3a cBako n € N, mpeslacKoM Ha, JuMec J06HjaMo
na Baxu (1.5). O

AnjyaroBamem o6e crpane y (1.5) mobujamo ma BaxKu u
DyA" = A*Dy-. (1.6)
[IpumeTumo ma 3a ceako h € H Baxku
IAI2 = | AR|2 = (I — A*A)h, h) = (DAh, h) = (Dah, Dah) = |Dah|,
ma, 7o0mjaMo joIr jeany BakKHy Be3y m3mely omepaTopa u meroBor gaedexTa:
IAl* = | AR]? + | D ah|?. (L.7)
JloraxkuMo cajia KapaKTEPU3AIN]Y CTPOTe KOHTPAKTHBHOCTH.

Cras 1.14. Ouepawop A € B(H,K) je cwipota xkonwparyuja axo u camo axo je
I — A*A, uau exeusaaentirno, I — AA* wosuwusar u unsepiubusarn. Konwup-
akuyuja A je cuipola KOHWPAKUUIG GKO U CamMO ako je D, uau ekeusaseHHo,
D 4+ unsepwiubuaan.

Hoka3: Heka je A crpora kourpaximja. Taga je ||A|| = [|A*|| < 1, na Baxu na je ||Ah| <
|h|| 3a cBako h € H u || A*k|| < ||k|| 3a cBako k € K. Omarne mobujamo

(I = A" A)h, by = |B]* = |ARI* = [|Bl* = AP [[R]* = (1 = A1)

(I = AA )k, k) = |[KI1* = [[AK]® = [16]Z = AP ]EIP = (1= [AP)IK],

axako cy 1 — [|[A|?>0m 1 —||A*||? >0 crerm ma je [ — A*A > (1 — ||A|2) [ u I — AA* >
(1 —||A*||>)1, ma cy oneparopu [ — A*A u [ — AA* HO3UTHBHM ¥ MHBEPTUOWIHIL
O6pnyTO, HEKa mocToje 61 > 0 wianm do > 0 Takeu fa je [ — A*A > 611 wim [ — AA* > 6o1.
3a cako h € H (k € K) je onna

IARIZ = |R]I* = {(I = A*A)h, h) < |[A]* = 81[[Al* = (1 — &1) |1 Al|?

IATKI* = [[K[* = (1 — AA)k, k) < [[K]* = GaflKk]* = (1 = &2)lIK]*.

Yaumamem cynpemyma o h € H, ||h| = 1 (amamormo k € K, | k|| = 1) mobujamo nma je
|All < V1 —91 <1 onmocuo ||A*]| < /1 —02 <1, ma je y oba ciyuaja (jep je || A = ||A¥],
Ka0 W ummeHure ja 01,02 moxkemo m3abparu m3 mutepsaga (0,1)) omeparop A crpora
gouTpakuuja. [locienmu neo ciaenu u3 unmenune aa cy ouneparopu I — A*A u Dy, Kao u
I — AA* u D4+ WCTOBPEMEHO TIO3UTUBHU U WHBEPTUOUJIHU. (I

Heka je A € B(H1,H) n B € B(Hz,H). Y HeRuM cHTyanujaMa HAC 3aHAMA J1a JIH
nocroju kourpakmuja C' € B(Hi,Ha) Taksa ja je A = BC, 1j. na jujarpam Ha Cjaunm
UCTIOJ, KOMYTHPA.
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H

Ako TakBa KOHTPAKIHja MOCTOJU OHJA je
BB*— AA*=BB*—BCC*B*=B(I —-CC*)B* >0

npema CraBy 1.9 m CraBy 1.7, tauka 4°, 1j. AA* < BB*. OBaj ycjioB je m OBOHAH
3a mocrojame kouTpakmuje C. O Tome Ham roBopu cieneha Teopema Koja jaje ommTHju
Pe3yJITaT.

Teopema 1.15. Hexa cy H,Hi,Hs Xuabepwosu upocwopu. Hexa A € B(Hi,H) u
B € B(Ha,H) u nexa je ¢ > 0. Taga uwocwoju otparnuven ouepawop C : Hi — Ha
waxae ga je |C|| < c u A= BC axo u camo axo je AA* < > BB*.

Hoka3z: [lIpermocraBumo ma mocroju orpammdenn omeparop C' : Hi — He, TakaB ma je
IC|| € em A = BC. Kako je ||C]| < ¢, mmamo ma je ((c2I — CC*)hg, hy) = c?||hal|® —
(CC*ha, ha) = |[ha|]? — [CCH|[|[h2]|* = (|2l = [|C]1P[h2]l* = [lhal|* = ¢*[h2|]* = 0 3a
cBako ho € Ho, omaOCHO omeparop ¢2I — CC* je mosmruBaH. 3a1o Baxku c>?BB* — AA* =
¢?BB*—BCC*B* = B(c2I—CC*)B* > 0, oaocuo AA* < > BB*. JIokaxxumo caja Apyra
cmep. IIpermocrasumo ma je AA* < c?BB*. Uz (A*h, A*h) = (AA*h,h) < ¢?(BB*h,h) =
c?(B*h, B*h) crieam na je ||A*h|? < ¢2||B*h||?, ommocHo

[A%h]| < e[| B, (1.8)

3a c¢Bako h € H. Oa mejemnakocT Ham omoryhaBa ja JieuHUIIEMO TpeciauKaBame D :
R(B*) = R(A*) ca Dg = D(B*h)™ A*h, tue je h € H maxso ga je B*h = g. Hokaxumo
pPBO JIa je 0BO IpecimKaBambe 106po nedunucano. Heka je 3aTo g € R(B*) takas ma mma
qBe penpesenranmje g = B*h = B*h/, omma je B*(h — h') = 0, a omatme cnemm ga je
u A*(h — 1') = 0, jep je uz (1.8) ||A*(h — 1)|| < ¢||B*(h — h')|| = 0, omsocuo A*(h —
h') = 0. Jpyrum peuanma A*h = A*h' = Dg. Jla 6u npoBepwIH JIMHEAPHOCT Y3MUMO
g1 = B*h,go = B*h/ € R(B*) u o, 8 € C, Tana je D(ag1 + Bg2) = D(aB*h + B*h') =
D(B*(ah + B1)) = A*(ah + Bh') = aA*h + BA*W = aDgy + BDgs, na je D nunreapuo
npecsmkaBambe. [lpumernmo na je ||Dgl|| = || D(B*h)|| = ||A*h|| < ¢||B*h| = c||g||, ma ce D
MOZKE TIPOJLY?KUTH HEIPEKHJIHO /0 OIPAHUIEHOT O1epaTopa y uctoj o3nam Ha R(B*) C Ha
y R(A*) C H1 u 1o 6e3 mosehama HOpMe. Y TOCIEABEM KOPAKy POy Kebha, PO KIMO
oneparop D 10 orpanmdenor oneparopa us Ha y Hi pebunumyhu Dg = 0 3a g € R(B*)*,
na ce nopma nehe noseharu. Osaj oneparop 3agoBosmasa DB* = A* u | D| < ¢, na je
agmjyarosameM A = BD* u 3a Tpaxenu oneparop C y3memo D*. U

Y mperxojHoj Teopemu onepatopu A m B uMajy wetr KomoMeH. Y HEKHM CITydIajeBUMa,
he Ham GUTH OJ] MHTEpeca CJTUYAH PE3YIATAT, aJTH Ja onepatopu A u B WMajy WcTH JTOMEH.
To mam maje ciemeha sema Koja je IUPEKTHA TOCJIEIUIIA TPETXOIHE TEOPEME.

Jlema 1.16. Hexa cy H,Hi, Ha Xuabepwosu upocopu. Hexa je A € B(H,H1),
B € B(H,Hz2) u nexa je c > 0. Taga uocwioju otpanuvern ouepawop C : Hao — Hy
waxae ga je |C|| < c u A= CB axo u camo axo je A*A < c*B*B.
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oka3: IIpmMmenmmo mpeTxomHy TeopeMy Ha omeparope A* m B*. O
p p y peMy paTop

Hanomenumo ja y cayuajy jepnakoctu y nperxozse jpe jeme saxu |C|| = c.

3 Oproronanan 36up XujadbepToBUX MPOCTOPA

Y oBoj ceknmju hemo yBectu oproroHasian 36up HajBuiiie npebpojuse dbamminje Xui-
6epTOBUX MPOCTOPA KAO M OCHOBHE OCOOWHE W MIEHTUTETE BE3aHE 3a, WHera.
Hexa je {Hy, }nen Hus Xmibeprosux npocropa. [locmarpajmo ciaenehn ckym

@7—[ necb{he ﬁHn:ithH%{n <+oo}. (1.9)
n=1 n=1

n=1

oo .
Ckyn @n:l ‘H,, ce Ha TPUPOJSAH HAUWH MOXKE OMPEMUTH CKAJAPHUM TPOU3BOIAOM Ca KOJUM
he unanTH XMIH6EPTOB IPOCTOP.

Teopema 1.17. IIpecauxasarse (-, )g> 4, : Dpeq Hn X D21 Hn — C gedpunucano

ca
00

(h,g>@;°:1 ’Hnﬂgbz<hmgn>?{n (1.10)

n=1

je craaapru upou3sog Ha @;’;1 H, v wunu ta Xuasbepuwosum Upocutopom.

Hoxka3z: Jlokaxumo npso ga je uzpas (1.10) go6po sedunucan. Heka cy h,g € @, Hp
npousposbiu. Kopumnthemem nejenmakoctun Komu-1IBapiia Ha cBaKOM O IpocTopa, H.,, KA0
¥ Ha TPOCTOPY KBAIPATHO CyMAOMIIHUX HU30BA, J00MjaMO

0 o)
Z| n> 9n) Ho| ZWL 0 gl < (| D Bl 4| D lgnll3,, < 4o,
n=1 n=1

na peny (1.10) amcosryTHO KOHBEprupa, oJaKJIe ciiejin lbherosa 1o6pa aedurucanoct. Joka-
xKuMo caga na uzpas (1.10) peduunme crasapun npoussoxn va P, - | H,. Heka cy f,g,h €
D,2 Hn u A € C npoussosmuu. Kako cy csu npocropu H, XuibeproBu HpPOCTODH, U3
JIMHEAPHOCTHU CyMe Pejia, Kao U JIMHEAPHOCTH W HEMPEKUTHOCTH KOMILIEKCHOT KOH]YTOBAHA,
ciesu

e}

(f+9,h) =D (fn+gn ) = an, +Zgn,n— Jh) + (g, h),
n=1

n=1

[e.9] [e. 9]

Z fnagn = z <fmgn> = Z<gmfn> = <g> f>>
n=1

n=1 n=1

AL9) =) (Mfnsgn) =AY (fnrgn) = Al 9)-
=1 n=1

n
Kako je 3a cako n € N uzpas (hy,, h,) = 0 ako u camo ako je h,, = 0, caean

o0

(h,h) = Z<hn>hn> =0

n=1
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aKo u caMo ako je h, = 0 3a cBako n € N, 360T MO3UTUBHOCTH CBAKOT UJIAHA FOPIH-ET PeJia,
: o0 oo

majeh =0y @, | Hn. Jaxze (1.10) nedunume ckamapan mpoussom na .- | Hy. IITo ce

BbUMe MHYKOBaHE HOpMe Thude, Oulie HaM of kopuctu cienehin uspas (koju he ce kopucturu

y dbopmu korauHOT 36Mpa)

AP = (B ) = a1,
n=1 n=1

sa h e @, Ha.

Jokaxkumo caza KoMmieTHocT npocropa @Dr. | Hy y HOPMU HHIYKOBAHO] CKAJIAPHUM
npouszsoziom (1.10). IoBO/BHO je JOKa3aTH /A je CBAKH AICOJYTHO KOHBEPILEHTAH PEJ Y
(1.9) u xomseprenran (sugern [1, Cras 7.1]). Heka je S 7, h¥) npoussoman ancosyruo
KOHBepreHTas pea 'y o~ Hy, 1j. Heka je

h

f:inH _ O <o (1.11)
k=1

> (3] 1
n=1 k=1
Oparite cinenu ja je 3a cBako n € N
Z‘ h(®) ‘ <O < +oc. (1.13)
k=1

Kaxko je cBaku on mpocropa H,, Xuabepros, cjaean 1a arcoJyTHO KOHBEPTEHTHU PEJIOBU Y
(1.13) RoHBeprupajy y TUM LHPOCTOPUMA, Tj. HOCTOJE Gn = Y po hglk) € H, 3a ceako n € N.
Heka je g := (gn)nen € [, Hn. U3 ocHoBHe Hejemnaxocru 3a Xuuabeprose mpocrope Hy,
u nejeanakoctu (1.12) nobujamo

00 ) [e’e] 2 oo o0 2
Sollgallz = | SO >om| <[> (Z\ it D
n=1 n=1 || k=1 n=1 \ k=1
< i i( P ‘2 < O < +o0, (1.14)

n=1

k=1

onaxie cuenu na g € @~ Hy,. Jonaruo, ynopehusamenm jesnakocru (1.11) u nejeaunaroctn
(1.14), mobuim cMO Ja 3a CBAKH AILCOJIYTHO KOHBEPICHTAH PEI Y po h*%) Baxu ,cinaba’
OCHOBHA, HEjeIHAKOCT

()
k=1 neN

IIpumenom cirabe oCHOBHE HEJeTHAKOCTH HA OCTATAK Pela, J0OHjaMo

g— i LK) i (k)
k=1

k=K+1

>

2<Ozi”h(’“)H. (1.15)
k=1 k=1

:\Z

n=1

<Y Hh(k)H 0, kax K — +oo, (1.16)
k=K+1
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jep je pen ca gecHe crpaHe HejequakocTH (1.16) ocratak KoHBepreHTHOr pena. Jlakie, pen
> | h{®) xompeprupa ka g y mopmu npocropa @07 | H,, aume je 10Ka3 3aBpIier. O

IIperxoama TeopeMa ompapiasa ciaenehy meduHUIT]Y.
Hedunnmuja 1.10. Heka je {Hp}nen uuz Xumnbeprosux mpocropa. Taga @, Hp

HazuBaMo oproroHasHuMm 36upom XwmabeproBux mpocropa {H,}n,en y oaHocy Ha
ckasiapan 1ipounssog (1.10).

3 n
Y nacrasky hemo pasmarparu camo kona4ue pamumje {#;}7 ; XunbepToBux mpocTopa
. ned
Uy TOM Cirydajy umamo aedunucane konaune oproronanse cyme @ Hi' =[], Hi, kao

U CKaJIAPHU IIPOU3BOJL
n

<f7 g) = <f7 g)@le H, — Z<f17 gz)'Hla

i=1
y oznHocy Ha Koju je €D | H; XunbepTos npocTop.

Hedununuja 1.11. Hexa cy {H;}]_; n {K;}L xomawmm mmsosn Xunbeprosnx npocropa
u neka cy Tij € B(H;,K;). Taza je omeparopHa MaTpuna npecanKaBambe

h > i1 Thjhy

n m ho 27}_ Ty Ny

. . .. ]_1 ] j

[TZJ] 1122;1 : @7‘[2 — @’CJ : . : R (1.17)

i=1 j=1 : o

ho, Zj:l Trmjh;
jHl 1&2 oo jan

) To1 Ty ... Toy, ned

1IpU 4eMy MOXKeMO KOPHCTHTH W HOTAIUjy | . . .| = [Tij)i<icm -
: : . : 1<5<

To1 Tho ... Tomn

Kao u y caydajy ckasapHUX MATPHITA, HABEIEHO MPECTUKABAHE XHIOEPTOBUX TPOCTOPA,
je u JimHeapHo.

Cras 1.18. IIpecauxasarve [1;;]i1<i<m gedpunucaro y (1.17) je auneapno.
1<j<n

Joxkasz: 3a cse (g;)1q, (hi)l, € @;_, H; u 3a cBako «, f € C umamo

(Tl =i (g + (o)1) = (Zﬂngj + /ﬁm)

Jjs<n .
Jj=1 i=1

n m n m
= a(ZlTing) + ﬂ(ZTi@ = olTy)cicn (9:)is + B[Tig)agiem (hi)iy
J= =1

. J<
i= j=1 i=1

O

Takolje, padyHame aJ[jyHIOBAHOT OlepaTopa onepaToproj Marpuny [T5;] 1<igm je amaJo-
IIN

THO CJIYYajy CKaJIapHE MATpHIIE.

Cras 1.19. 3a ceaxo n € N u sa ceaxo [Tjj]i<icm € B(DL, Hi, D)L, K;) je

1<jsn

([Tz ] 1gi<m) = [TJ*Z] 11§i§m . (1.18)

1<isn SIsn
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Hoxkaz: 3a cse (hi)f_; € DL, Him (g5)7, € D)L, K je

<[Tij]11§3_§73(h )iz1, (95)7% 1> <(Zngh> (9j)}”:1>
7j=1

:i<§;Tjihi79j> ii Ti59i) Z<h“ >

j=1 =1 j=1 =1
= i=1> ]g = { (hi)i=1, [T*] sm (g);n: )
(e (), = (0t gzt

4UMe je JIOKa3 3aBPIIeH. ]

4 KoHTpaKTUBHOCT OTlepaTOPHUX OJIOK MaTpuIia

VY 0BOj ceKTMju pa3MaTpaMo KapaKTepU3allije KOHTPAKTUBHOCTH OTIEPATOPHUX MATPUTIA
gumvensnja 2 X 1 mw 1 X 2, Kao u gome Tpoyraouux OJ0K MaTpura JuMmen3uje 2 X 2.

4.1 KOHTPaAKTMBHOCT OMEPATOPHUX MaTpHUIa auMeH3uja 2 X 1 m 1 X 2

Heka cy H, H1, Ho Xunbeprosu npocropu. Ako cy natu A € B(H,H1) u B € B(H, Hs),
Pa3sMOTPHEMO OTEPATOD

A Ah
T—|:B:| TH—>H1DHo: hl—>|:Bh:|. (1.19)
nmanmo ja je omeparop T KoHTpakmuja ako u camo ako je | Th||? = ||Ah||? + || Bh||?> < ||h||?

3a cako h € H. Opaxie ciaemn na taga A m B mopajy 6uru komrpakmuje jep je ||Ah||? <
| AR|? + || Bh||? < ||h||? w camano 3a B. Kopucrehn Jlemy 1.16, Moxenmo nobujemo cienehy
KapaKTEePHU3AIH]y KOHTPAKTHBHOCTHU 3a omepartop jedunucan y (1.19).

A . .
Cras 1.20. Quepawiop T = {B] :H — Hi1 & Ho je xontuparyuja axo 4 camo axo

uocwoju xonwiparyuja Y : H — H; waxea ga je A=Y Dp.

Joxkas: T je korTpakmmja ako u camo axo je ||Th|? = ||Ah||? + || Bh||?> < ||h|? 3a crako
h € H. Oso mocneame je ekpuBasieHTHO ca A*A+ B*B < I, jepje A*A+ B*B < I ako n
camo ako je 3a csako h € H ((A*A + B*B)h,h) < (Ih,h) ako u camo ako je (A*Ah,h) +
(B*Bh,h) < ||h]|*> ako u camo axo je (Ah, Ah) + (Bh,Bh) < ||h||?> ako m camo ako je
|AR|? + ||BA||?> < ||h]|?. Jame, A*A + B*B < I axo u camo ako je A*A < I — B*B
ako u camo ako je A*A < /I — B*ByI— B*B = 12D§5Dp, a 1o je npema Jlemu 1.16
eKBUBAJIEHTHO ca TUM Ja nocroju Y : H — Hi, tako na je ||Y|| < 1 u A = YDp. Oso
Baxu 36or [ — B*B > 0, jep je B koutpaxkimja, kKao u36or A: H — Hiu D :H — H, a
koHcraHTa ¢ u3 Jleme 1.16 je c = 1. ]

Kako je T' = [i] : H — Ho & Hi KOHTpakIuja aKo W caMmMo ako je T = [g}

H — Hy ® Ho korrpaknuja (mro ce Buau u3 aeduHUNUjE KBAIPATA HOPME MATPHIHOT
OIIepaTopa), TO UMaMO, IPEMa MPETXOJHOM CTaBy, Ja je 1 KOHTpaKIdja aKO M CaMO aKO
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MMOCTOju KOHTpaKIuja Y : H — Ho Takpa ja je B = Y D 4. IlpuMmernmo j1a ¢cMoO 3a JIOMEH
KOHTpakimje Y, 3a Kojy je B = Y Dy, morum ja yamemo Dy = R(Dy4). Hamwe, ako je T
KOHTpaKIija U Y KOHTPaKIMja 3a Kojy je B =Y D 4, umamMo jJa Baxu

Ial> = IThI* = |[p]|* = [|AR]? = |Y Dah|®
= | DAR|* = ||[Y DAR|? = || Dy Dah||?, 3a cBaxo h € H.

Oparne sumumo ma je |[Drhl||? = ||h||? — |Th||? = |Dy DAh||?, tj. || Drh|| = |Dy DAh|| 3a
cBako h € H, ma mocroju W : Dy — Dy 3a koje Baxu

WDy = Dy Dy, (1.20)

Koje je m3omerpuja npoctopa Dr n Dy u ounrsenno cypjektuBuo. 3 cBera 3aksbyTIyjeMo
na je W, nedwunucan ca (1.20), yaurapan oneparop u3 Drp Ha Dy . [Tocrojame onepatopa W
je onpasmano Teopemom 1.15 w mejemnakomhy (1.8) (mro je y mamem ciydajy jeHAKOCT).

Axo cy cama A:H — Hy u B : H — Hy nABa orpanuveHa omneparopa, pa3MOTPUMO
orepaTop

T = [A B} TH1 D Hy — H: |:Zl:| — Ahi + Bho. (1.21)
2

B*
OJIAKJIe BHJIMMO Ja Taja u omepatopu A m B mopajy 6utn kourpaknuje. Chenehu cras je

*
Omueparop T nar ca (1.21) je korrpakmuja ako m camo ako je T = [ ] KOHTDAKIH]a,

JUPEKTHA TIOCJIEINTIA TTPETXOHOT CTaBA.

Cras 1.21. Axo cy A: Hi — H u B : Hy - H otpanuvenu ouepawiopu, wiagao
je ouepawop T = [A B] :Hy & Hy — H xonwipakyuja axo u Camo aKO UOCULOJU
ronwparyuja X : Hiy — H waxea ga je A= Dp-X.

*
Hoka3z: T je kourpakumja u3 Hi®Hoy H ako u camo axo je T = [B*} KOHTDPaKIHja u3 H
v H1®Ha, a TO je IpeMa IPETXOTHOM CTAaBY €KBHBAJIEHTHO Ca TUM JIa, IOCTOjU KOHTPAKIIH]aA,
Y : H — H; taksa ma je A* = Y Dp«. Angjyarosamem mobmjamo ma je A = Dp-Y™, tae je
Y™ rakohe kouTpaknuja uz Hi y H. ¥Yamemo X = Y™ u Tume je JI0Ka3 3aBpIIeH. (Il

Axo je T = [B A] , OHJIa, CJIMYHO Kao M y CJIydajy 3a olepaTop KOJOHY uMaMmo ja je 1"

KOHTPaKIIMja aKo U caMo ako je T = [A B] KOHTpaKIIUja, I1a BaXKu Jia je T KOHTpaKIrja
aKO M caMO aKo nocroju kourpakiuja X : He — H Taksa na je B = D g+ X.

Cras 1.22. Hexa je T xonwparxyuja obauka (1.21) u nexa je X rwome ungyrosama
koHwparyuja 3a kojy je B = Dy-X. Taga je ouepawmop W : Dr — Dy @ Dx
gepunucan ca

(1.22)

xd |[Dg —A*X
WDr _d)[ OA Dx ]

YyHUWAPaH.

Jokas mperxomHor craBa Moxke ce Bugern y [2, [locmeauna 1.5].
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4.2 KOHTpPaAKTHUBHOCT JIOIb€ TPOYTaOHUX OMEPATOPHUX MATPHUIA
AUMeH3uje 2 X 2

Y 0B0j ceknuju heMo JIaTH KapaKTepU3aIUjy CBUX KOHTPAKTHOJIUHUX JIOFHE TPOYTAOHUX
omepaTopunx Marpura gumensuje 2 X 2. [Tocmarpahemo oneparop T 0bsuka

A 0
T = |:C D:| cHDH — Ha D Hs, (1.23)

rae oneparopu A, C u D nejcreyjy Ha ogrosapajyhnm mpocropuma.

Jlema 1.23. Ouepawop T gegpunucan y (1.23) je xonwparyuja axo u camo axo
cy ouepawopu A u D ronwpaxuyuje u uwocwwoju xvonwwparuuja I' : Dy — Dp-«
waxea ga je ouepawop C obaura

C = Dp-TDy. (1.24)

Hoxkaz: [lIpermocraBumo ga je omeparopua marpuria 1 KorTpakmuja. Heka cy h € H u
hy, € H1 upousBosbam. Tama je

Ie o] b

A 0]|0

C D |h
onaxue caegm aa cy oneparopu A u D (u C) kourpakuuje. Jlakie, KOHTPAKTUBHOCT OIIe-
paTopa A u D je morpebaH ycJIOB 3a KOHTPAKTHBHOCT ollepaTopHe Marpuie 1, ma hemo y

HACTABKY JIOKA3a MPETIIOCTABUTH Ja je Taj ycioB uctymen. U3 Crasa 1.20 coenm ma je T
KOHTPAKIIHja aKO U CAMO aKO je Ipec/MKaBame Y : D[ A 0] — H3 nedbuHucaHo ca

2 2

= |Ih|I?

R
= g+ icni <o

2 2

= [lhaP?,

— IDh|? < H [

0]
hi |

[C D] = YD[ (1.25)

A 0]

KOHTpakmuja. JUpeKTHUM padyHOM J00HjaMo
n 1 0] [A]” I 0] [A*A 0
o g =Vl o =[5 - =5 [

_ [Di O] _ [DA 0}, (1.26)

0 I 0 I

rJie je moCJIe/ha MaTPUIA OUNIJIETHO TParXKeH! TI03UTUBAaH KopeH marpuie. Jlakie, onepa-
=Dy & H;. 3amenom (1.26) y

TOp Y je BpcTa 00JIHKA, [Yl Yg} 7 BEeTroB JIOMEH je D[ A 0]
(1.25) nobujamo
_ Dy 0
c o= v [o ).

ma je C =Y D4 u D =Ys Ha ocnoy Crasa 1.21, Bpcta [YI D] j€ KOHTPAaKIMja aKo H
camo axo jegnakocT Y] = Dp«I' medunume xourpakmujy I' : D4 — Dp+. Kopumhemem
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jennakoctu C' = Y1 Dy nobujamMo KOHAYHO Ja je J0He TpOoyraoHa MaTpura 1 KOHTPaKIU]ja
aKo W caMo akKo cy omneparopu A u D kouTpakimje u moctoju KoHTpaxrimja ' : Dy — Dp-
TaKBa Ja je

C=Y1Dg=DpI'Dy,

o je U Tpebaso JT0Ka3aTH. O

Cras 1.24. Hexa je T xonwparyuja obaura (1.23) u ' xonwparyuja reome ungy-
rosaha, gepurnucarna jegnarowhy (1.24). Taga cy ouepawopu W : Dy — Dr @ Dp
u W, : Dp« = D« @ Dp+ gedpurucanu ca

(1.27)

WDTﬂ;b[ DrD 4 0 ]

—-D*I'D4 Dp

(1.28)

.y [P AT

0 Dr+Dp~
YHUWaAPpHU.

Jlokas oBor crasa ce moxe Bugern y [2, Ilocaenuna 2.2].
3a Kpaj oBor moraasba pasMoTpuMo ciaeaehy onmeparopry marpmmy

A B
T:[C D:|:H1@H2—>H3@H4, (1.29)

rie cy A, B, C, D orpanudenn onepatopu Ha oarosapajyhum mpoctopuma. [Ipermocrasumo
casa ga je omeparop T nar ca (1.29) konrpakmuja. Axo T mocMarpaMo Kao Oneparop
KOJIOHY, M3 IIPETXOIHO PEIEHOT MOXKEMO 3aKJby YUTH JIA j€ OLEPATOP [C’ D] tH1PH2 — Ha
KOHTPAaKIHja, & ako 1 mocMarpaMo Kao OLepPaTop BPCTY, 3aK/bYUyjeMO /1 je Oueparop

B .
[ D] 1 Ho — Ha®Hy Takohe kouTpaknuja. Ilpernocrasumo na cy B, C, D natu orpanudenu

OIlepaTOpPU TAKBH I CY [g} cHo — Hs D Hym [C’ D] : Hi1 @ Ha — H4 KOHTpaKIHje.
A B]

[Murame mocrojama omeparopa A € B(Hi,Hs), Taksor ma je omeparop T = [C’ D

KOHTpaknuja 6mhe pazMoTpeHO y HAPEIHOM IIOIJIABILY .



I'taBa 2

Orpannyene cuMmeTpudHe odJIacTu

1 udepennmupame Ha BaHaxoBuM nmpocTopuMa

Hekn upobsevu dyukimonasne anasm3de nHamehy morpeby 3a m3padyHABAHEM HEJIHU-
HEAPHUX IIPECINKABAKhA U HA OECKOHAYHO JMMEH3MOHAJHUM IPOCTOPUMA. ¥ OBOj CEKIUju
6uhe pazMaTpaHu OCHOBHHU MOjMOBH JU(EPEHIII]ATHOr padyHa TaKBUX pyHKIHja. Hagame,
CBY/ZIa MIPETIOCTABHAMO 113 ¢y X u ) BamaxoBu mpocTopw.

Heduanmmja 2.1. Heka je U C X orBopen ckyn u a € U. 3a npecinkaame f: U — Y
KaxeMo J1a je jako gudpepennujabusrao wiu kpahe qucepeHnujabuiHo y Tauku a aKO
mocroju oneparop A € B(X,)) rakas ga je

L 1)~ f(@) — A - a)|

ra |l = all

= 0. (2.1)

Hexkasa he mam 6urn makme jga gumec (2.1) muimemo y o6auKy

e+ h) — fla) — A
h—0 Al

0, (2.2)

e je h = x—a — 0 xaun x — a, wm vekaga f(a+h)— f(a) — Ah = o(h) mro mogpasymesa
Ja je nuMmec w3 (2.2) jenHak HyJIH.
Omneparop A uz Jedununuje 2.1 je jeqWHCTBEH YBEK KaJia, MOCTOjU. 3amcTa, ako Ou

nocrojao jorr mekw oneparop B € B(X, ) 3a koju Baxu lim ||f(ac)—fH(;:ﬁ3’(x—a)\| = 0, ogarie
r—a

01 CJACIUIIO NI BaXKWU U

o MA-B)@—a)| _ (@) - f(@) - Bl —a) = (f(z) ~ f(a) — Az ~ a))|
1—a |z — all s—a |z —all
M@ =@ = Ba—al @) =J@) A=l _ o

|z — al |z — a
Cana, ako je h #0, h € X, wmamo yna a + th — a, xkag t — 0, na u3 (2.3) gobujamo

|(A=B)hll _, (A=B)a+th-a)| _ . |(A-B)z—a)

il 10 la +th — a voa [l — al

:07

3a * = a + th. Onmarne je ||(A — B)h|| = 0, 3a cBako h € X, na ciemu jga je Ah = Bh, Tj.
A=B.
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Hedunumnuja 2.2. Oneparop A u3 gepunmmje 2.1 Hazupamo jakum nin PpernreoBun’

HM3BOJOM npecaukaBama [ y Taukm a m oznadasamo ca f'(a), Tj. kaxemo nma je f jako
audepeHnujabuiaHo y TauKu a aKo H caMo ako nocroju jequnctsen f'(a) € B(X,)) 3a

Koju je
o 19@) = () = (@) — o)

=—a [ — all

=0.

Cam Bekrop f'(a)(x — a) € Y maszusamo Bpeiuomnihy jaxor win PpemreoBor audepe-
HIHjajga ¢yoknuje f y Taukd a y OPaBIy BEKTOPA X — G.

Hapenumo cama meke ocobune @perreoBor u3BOIA.
Cras 2.1. Hexa je U C X owsopen cxyu u f:U — ). Taga:

1° Axo je f gugepenyujabuana y wauku a € U, onga je ona u HeupexugHa Yy
woj WwawKu.
2° Axo je f(x) = ¢, 3a Heko c € Y u cee v € U, waga je f'(a) = 0 3a ceaxo

a€celU.

3° Axo je A€ B(X,)), waga je A'(a) = A 3a ceaxo a € X.

If(z)—f(a)—A(z—a)]

lz—all

= 0,3a A € B(X,)). Onasne cnemu jma mMopa 6utn liLn |f(x) — f(a) — A(z — a)|| = 0.

Jlaibe, 300r HENPEKWJIIHOCTH HOPME | Olieparopa A uMamo Ja je

Hoxkas: 1° Kako je f nudepennujadbuiana y Tauku a, caead fa je lim
r—ra

lim || (2) ~ f(a) = A(z — )| =0 <= lim [ f(z) ~ f(@)] =0 = lim f(z) = f(a),

r—ra

IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca Hempekuauomhy dbyHknuje f y Tauku q.
20

o lle=dl _

o I5@) = fl@) =0 —a)] _ .

—a [l — all z=allz —all

0,
na o gedunumju caean jga je 0 € B(X,)) uspon o koucranTHe dyukmmje f(z) = c.
30

[A(x) = Ala) = A(z —a)|| _ . [[A(z) = Ala) — A(z) + A(a) ||

lim = lim =0,
z—a | — al z—a |z — al
jep je A mmmeapuo, ma je A'(a) = A3a cse a € X. O

Cnenelia Teopema HaM TOBOpH O U3BOJY CJIOXKeHe (pyHKIH]E.

Teopema 2.2. Hexa cy X,),Z Banaxosu upocwopu, U C X, V C )Y oweoperu
ckyuosu, g:U =V, f:V — Z uacl. Hera je [ gupepenyujabuana y g(a) u g
gugepenyujabuara y a. Taga je u [ o g gugepenyujabuara y a u 6asxHcu

(fo9)(a) = f(g(a))g'(a). (2.4)

!Maurice René Fréchet (1878-1973), dbpamiyckn MaTeMaTuaap
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Hokaz: 3a maro € > 0 Heka je n = \/5+||f’(g(a€))||+||g’(a)||' IIpumernmo na je n < % = /e.

36or mudepennujabunnocru f y g(a) u g y a mocroje 61,02 > 0 taksu 1a je B(a,d;) CU u
B(g(a),d2) C V, tae je B(x,r) oTBOpena jonTa MOJYTIPEIHUKA T Ca MEHTPOM Y I, KAO U

1f(y) = f(g(a)) = F(g(a))(y — gla)]l < nlly — g(a)|l 3a [ly — g(a)|| < da, (2.5)
lg(z) = g(a) — ¢'(a)(x — a)|| < nllz —al| 3a ||z —all < d1. (2.6

3a5:min{51,m} ullx—al <0dje

lg(z) = g(a)]l = lg(z) — g(a) — ¢'(a)(z — a) + ¢'(a)(x — a)|

) —9g'(a)
< llg(z) = g(a) — g'(a)(z — a)|| + [lg'(a)(z — a)|
< llg(z) = gla) — g'(a)(z — a)|| + [lg'(a) |||z — al
<llz —all + g (@)lllz — all = (n + [lg'(@) D]z — all
< (n+llg'(a))d < b2, (2.7)

a (2.5) paxu u 3a y = g(z). Konagno, 3a cse ||z —al| <9 je

(fog)(x) = (fog)(a) — f(g(a))g'(a)(z — a)|| = [[(f o g)(x) = (f © g)(a)

(
(

) —
f'(g9(a))g'(a)(x — a) + f'(9(a))(g(x) — g(a)) — f'(g9(a))(g(x) — g(a))]]

< Hf( (%)) = f(g(a)) — f'(9(a))(g(z) — gla)|| + |f'(9(a))(g9(z) — g(a) — g'(a)(z — a))]|
< [ f(g(x) = flg(a)) = f(g(a)(g(z) = gla)]| + [ (9(a)lllg(z) — g(a) — g'(a)(z — a)
<nllg(x) = g(@)|| +nllf'(g(a) ||z — all npema (2.5) u (2.6)

<+ llg'(@) DIz — all + 1l f'(g(a) ||z — a|| upema (2.7)

<l —all(n+llg' (@) + (1 (g(a)]]) < n(ve + g (@)]| + [ f'(g(a)) DIl — all

=¢lz —al|, (2.8)
OJIHOCHO
1(f 2 9)(x) — (f 2 g)(a) — f'(9(a))g'(a)(z — a)|

<e3zacse0<|z—al <
[l — al
Kako je ¢ > 0 6mwio mpou3BobHO, TO je 3aJi0BOJbeH ycioB (2.1) 3a dysrmmjy fog y

Tauku a ako yamemo A f/(g(a))g'(a) € B(X, Z), onaxie 3600 jeIUMHCTBEHOCTH H3BOIHOT
MIPEeCTNKABAHA, CJIE T TBPHeme. [l

Chenelin craB je mocJie/iuia MpeTXo/He TEOPEME U FOBOPH HAM O JIMHEAPHOCTHU judepe-
HIUPALA.

CraB 2.3. Hexa je U C X owsopen cxkyu u wexa cy f,g: U — )V gudepenuyuja-
buare y wauky a € U. Taga je u upecaurasarse of + B9 gudepenyujabuato y a
3a cse o, € C u saotcu

(of + Bg)'(a) = af'(a) + Bg'(a). (2.9)

Hdoxka3z: BekTopcku npoctop )V X Y je m baHaxoB KaJia ce y mera yBeJie HopMa, ¢a

=

| (y1, y2 lyall + llyzll,
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3a CBaKo y1,y2 € V. Oyurmuja G : U — Y x Y : x— (f(z),9(x)) je mudepennujabumna
y Tauku a u u3Boz joj je G'(a) : X = Y x Y : h— (f'(a)h,g' (a)h), jep je ounrmemno
JIMHEAPHO U OTPAHMYEHO 300T

IG (a)hll = 1F ()bl + llg"(@)hll < [LF (@)lIB] + llg (@) 7]
= (I (@) + lg' (@) [DIIAl

Onarne cnemu ma je |G/ (a)|| < ||f'(a)]| + |14/ (a)]], ma Baxkn

i 1G(@) = Gla) = (f(a)(z — a),¢'(a)(z — a))|

r—ra ||l’ - CLH
_ iy 1V (@) = f(a) = f(a)(x — a), g(x) — g(a) — g'(a)(z — a))|
r—a H.T — CLH
i 1) — f(|6|l) :f’H(a)(fv —all |y, l9®) = 9(|6|l) —_g’|(|a)(x —all _,

Ipecmukasamwe A:Y XY — Y @ (y1,y2) — ayi + By2 je IUHEAPHO W OTPAHIYEHO 360T

[AGL, y2)ll = lloyr + Byall < ledllysll + [Bllly2ll < max{]al, [B[}(ly1 ]l + ly21)
= max{|al, [B}(y1, y2) |,
omakye caean ja je ||All < max{|al,|5|} n A je audepennujabuiano jep je smHEapHO u
A'(y1,y2) = A. Baxn ma je (AoG)(z) = A(f(2), 9(x)) = af(x)+PBg(x), 1j. AoG = af+fg.
[Tpema mperxoHO] TEOPEMHU MMAMO 13 BaXKKU
(af +B9)(a)h = (Ao G)(a)h = A'(G(a))G'(a)h = AG'(a)h = A(f'(a)h, g (a)h)
= af'(a)h+ Bg'(a)h = (af'(a) + By (a))h,

qmMe je TBpheme MOKa3aHO. (I

Hedbununuja 2.3. BanaxoBa ajrebpa je banaxos npocrop X wax nosem C, ca gona-
THOM OIepanujoM MHOXKema - : X X X — X, koja uma ciaenehe ocobume:

Pr-(y+z2)=x-y+a-2 (r+y -z=2-2+y-2 Mz-y) = (A\z) -y
2° [l -yl < ||zl [lyll,

3a cee x,y,z € X mw A € C. Ako y BaraxoBoj aaredpu mocToju jeIMHAYHA €JICMEeHT, OHZIA je
30BEMO YHHTAJIHA.

Jlako ce Buam na je pamunmja orpanmvenux jmHeapuux oneparopa B(X), ma Bana-
X0BOM IIpoctopy X, jemuna BbamaxoBa asrebpa, rie je omeparmuja MHOXKEIba KOMIIO3HIII]A,
JIMHEADHUX TPECINKABATHA.

Teopema 2.4. Hexa je X Banaxos upocwiop, U C X owisopen ckyu, )Y Banaxosa
aatebpa u Hexa cy f,g: U — Y gudepenyujabuane ynryuje y wawru a € U.
Taga saorcu

(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a), (2.10)
ua 3a cee h € X saotcu (f - g)(a)h = f'(a)h-g(a)+ f(a)- g (a)h.
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Hoxkaz: Ilpumernmo nmpBo ja je

(f-9)(a+h)=(f-g)(a) = fla+h)-gla+h)+ f(a) - g(a)
a+h)-gla+h)+ f(a)-g(a) = f(a)-gla+h)

OJaKJIe je

(f -9 a+h) = (f-9)a) = f(a)h-g(a) — f(a) - g'(a)h = o(h) - g(a+ h) + f(a) - o(h).
Haxkie, mmamo J1a je

I(f-9)a+h) = (f-9)(a) = f(a)h-g(a) = f(a) - g'(a)h] _ [lo(h) - g(a+h)+ f(a)-o(h)]

17l 17l
o(P)|[|lgla + h)|| + || f(a)]||||o(h o(h o(h
<l + WL+ @M _ 1oy a2
I17] 17l 17l
jep % — 0, h — 0 36or gudepenrujadbunaoctu GyHKIHjA f, g y TAYKHA @, & CAMAM THM
¥ HEMPEKUIHOCTH § Y a. TrMe je 10Ka3 3aBpIieH. (I

Kopucrehu ocobuny npoussoma y BanaxoBoj anrebpu |la - b|| < ||all||b]|, mupekTHO ce
noka3yje ciaemeha

Jlema 2.5. Hexa je U C X, YV Banaxosa aatebpa u f:U — Y gugpepernuyujadbuaro
upecaurasare y wanku a € U u nexa je b € Y upouseonno. Taga je gugepe-
HUUJAOUAHO U UPpecAuKaABatrbE

b-fU—=Y : x—b- f(x),

U 8aiHCU

(- f)(a)=b-f(a). (2.11)
Y wmacraBky umasarama Tpebahe mam ciemeha
Jlema 2.6. Hexa je X Bawnaxos upocwop u f:U — U upecaurasaroe gauio ca

fay=at,

ige je Uggb{A € B(X) : wocmoju A~ u A7 € B(X)}. Taga je [ jaxo gudepenuyu-

jabuano y ceaxoj wauwku A €U u 3a ceaxo H € B(X) saotcu

fl(AH = -ATHA™L, (2.12)
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Hoxkaz: Jlokaxkumo npBo ja je ckym U orsoper y B(X). HoBomHO je mokasaTw ja 3a
ceakn A € U, A+H € U 3acse H € B(X) ca noBosbHO Majiom HopMoM. Ako je ||H|| < HAl’lll
uvamo ja je A+H = A(I+ A1 H), a kaxo je A maseprubunan u |A~1H|| < [|[A7Y|||H]|| < 1
TO caeau u Jia je I + A"'H unseprubuian, na je m A+ H wnBeprubusian Kao UPOU3BO/L

JBa mHBepTUOMIHA omeparopa. Heka je cama H € B(X) takas na H — 0. mamo 1a je

(A+H) ' — A AT HA = —(A+ H)'HA + A7tHAT!
= (—(A+H) '+ A HYHA ' = (A+ H) '"HA H)HA!
= (A+H) Y HA Y =(I+A'H) 1A Y (HA?,
OJTAKJIE UMAMO 13, je

(A+H) " A+ AT HATY [+ AT H) T AT (AT

1H]] 1]
T+ AT H) AP ]2
1H]]

IATPIE] _  JIATHPIHE])
L= [|AZ H| = 1= (A [ H

OJaKJIe BUJIUMO Ja je

[(A+H) ' — A1+ ATHATY|

A 5] 0
urro 3uaun ga je f/(A)H = —A"'HA™!. Y nokasy cMo KOpHCTHIIN mieHTHTeT
(A+H) ' —A'=—(A+H)'HA™,
Kao u mporeny (1.2). O

2 XoaomopdHe dbyHKIIje u J -aareodope

VY 0BOj cekmnuju pazMarpamo xoaoMopdHa mpecankaBama Ha BbaHaxoBUM TPOCTOPUMA, U
J*-anrebpe.

Hedbunnunja 2.4. Heka cy X n Y KOMIIEKCHH HOPDMHPAHH BEKTOPCKH IPOCTOPU H HEKA
je U C X orsopen. @ynkumja f : U — Y je xomomopdpua (na U), axo je [ Dpemre
Jcbepernujabuina y cBakoj Tadku r cKymna U.

Hedbununuja 2.5. Ako je V C Y orBopeH, kaxemo aa je f : U — V 6buxomomopgHO
npecaukaBame (U ma V) axo nocroju f~' 1V — U u oba npecamkapama f u f~' cy
xosiomopua. Kaxemo na cy ckynosu U n 'V X0s10MOp@HO eKBHBAJEHTHH aKO IOCTOJH
buxosoMopgHO npecankapame f U — V.

Hedbununnuja 2.6. Obmacr U C X je xoMorena ako 3a cBaku nap rtadaka r,y € U
nocroju 6uxonomopguo npecankasame f: U — U 3a koje Baxu f(x) = y. Obmacr U C X
je cmmerpuaHAa ako 3a cBako xr € U mocroju bmuxosomopgHo npecaukaBame [ U — U,
f? = 1y TakBo ma je x jemuna ¢ukcHa Tauka 3a f, 1j. f(r) = x.
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Hanasme, oTBOpeHy (3aTBOpEHY) jeIMHAYHY JIONTY y KOMILICKCHOM HOPMAPAHOM TIPOCTO-
py X osnagasahemo ca By (By). Jdaxie, Bxggb{x eX:|z| < 1},@;\4;&:@{90 eEX:|z] < 1}.

Teopema 2.7. Hexa cy X u ) KOMUAEKCHU HOPMUPAHU UPOCWOPU U HEKA je
h:By — By xoaomoppra dynxuyuja. Axo je h'(0) usomeitipunru usomoppusam
X u ), onga je h auneapro upecaurasarse. ILlwasuwe, h je pectupuruuja og
h'(0) na By.

Teopema 2.8. Axo je f : Bx — By 6uxosomopdpro upecaurasare u f(0) = 0,
oHga je [ pecwpuryuja auneapHe uzomewpuje X Ha Y, ). WOCUWOJU AUHEAPHO
upecauxasare h: X — Y xoje je uzomewpuja, wareo ga je hig, = f.

Jokasu nperxo/He age Teopeme ce mory suzeru y [4]. Hasenumo cana jeany nocsemiy
[IPETXOHE TeOPeEME,

ITocnenuna 2.9. IlIpewuociasumo ga je By xomorena obaacwi. Taga By u By
CY TOAOMOPPHO eKeusaseHHE 00AGCUWU AKO U CAMO AKO cYy upocwopu X u )
U3OMEWPUNKY, U3OMOPHHU.

Hoxka3z: Ilpernocrasumo na cy By u By xosmomopduo ekusanentne. To 3uatm ja nocroju
f : Bx — By 6uxomomopduo. Kako 0 € By To 3maunm ma mocroju xgp € By Tako ma je
f(zg) = 0. M3 npernocraske, By je xomorena obsacr na ako yamemo 3a nap radaka (0, zq)
TO 3HAYM JIa TOCTOju GuxosomopdHa dbyHkHja g : By — By Taksa ma je g(0) = xo. Heka je
caga F : By — By naro ca F(x) = (f og)(x). Tana je F 6uxoaomMopdHO K0 KOMIIO3UIIAja,
raksux u Baxku F(0) = f(g(0)) = f(zp) = 0, ma mpeMa IPeTXOHO] TEOPEMHU MOCTOJA HEKA,
JuHeapHa u3omerpuja h : X — ) raksa nga je F' pecrpuknuja on h #Ha By. ObpryTO, HEKa
cy X m ) msomerpuuku umzomopduu. To 3uaum ma mocroju msomerpuja h : X — ) Koja
je smaeapua. M3omerpuja h mma m3Boxd y cBakoj tauku x € X jep je JMHEAPHA W BAXKHU

h/(xz) = h u u3Boj je cBakako orpaumdeH, jep je ||h|| = 1. Hakxe, hlg, : Bx — By je
TpaxkeHo buxoaoMopdHO MpecuKaBame, jep je uasep3 o h rtakohe simHEApHA N30OMETPH])A,
A UMa U3BOJT Y CBAKO] TAUKH. O

[Tpumernmo, ako je By xomorena obmact Tana je By cumerpuuna objact. 3amcra, 3a
naro x € By nmocroju g : By — By 6uxoromopduo ca g(x) = 0. dedunummmo

f=g'oLog,

rme je L : By — By maro ca Lx = —z, 3a « € By. Jlako je Bugern ma f 3amoBosbaBa
CBOjCTBa KOja Cy morpebna:

1

1. f je buxomomMopdHO Ka0 KOMIO3UIH]ja TAKBUX, jep ¢y ¢, u L xKao nureapHo, Guxo-

Jgomopdue (pyHKIHI]E,

2. f(z) =g Y (L(g(x))) = g7 (L(0)) = g7 1(0) = = omakse ciegn na je x bukcHa Tauka
3a f. Ao 6u 6uno f(y) = y 3a jomr Hexo y € By, Baskuo 6u y = f(y) = g (—g(v)),
na 6u omare 6mwo g(y) = g(g 1 (—g(y))) = —g(y), ommocno g(y) = 0. Kako je m
g(x) = 0 mopa 6utu = = y jep je g unjekrusHo. [akne, r je jequna pukcHa TaUKa 38

fs

3. ff=g'oLogogloLog=g'oLoLog=g"

og=1g,, jep je L* = 1p,.

Haxkmne, mo pecdunummjn, By Tama jecte cuMerpudHa 06J1aCT.
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Hedbunanuuja 2.7. J*-aarebpa je 3aTBOpeHH KOMILIEKCHA BEKTOPCKH MOTIPOCTOp A o1
B(H,K), takas ga AA*A € A, kag rog A € A, rue cy H n K Xunbeprosu mnpocropm.

IIpumep 2.1. Axko cy C, D camoanjyurosanu omneparopu y B(H) u B(K) pecnekrusro,
OHIA je

AL{A e B(H,K): AC = DA},
jeana J*-asrebpa.

Samcra, ako je A € A, ouma je AC = DA, na je AA*A € 2 ako u camo ako je AA*AC =
DAA*A.

AA*AC = AA*DA = AA*D*A = A(DA)* A
— A(AC)*A = AC*A*A = ACA*A = DAA* A,

aume je nokazano aa je A jemma J*-asnrebpa.

Axko cy A u B J*-anrebpe, OHA ce U BUXOB MPOU3BO 2A X B Takohe Moke yInHUTHA J*-
asrebpoM Ha npupojaH HaunH. Tako, ako cy 2A u B nornpocropu o B(H i, Ha) u B(Hs, Ha)
PECTIEKTUBHO, e UHUIITEMO

Ax B={(A,B): Ac A Be B},

rue je (A, B) oneparop uz Xunbeprosor npocropa Hi X Ha y Xunbepros npocrop Hs X Hy
nar ca (A, B)(z,y) Y (Az, By). Tana us (4, B) € Ax B caenu na je (A, B)(A, B)* (A4, B) =
(AA*A,BB*B) € A x B, jep AA*A € A u BB*B € B. J*-anrebpe umajy onpeljene
cumerpuje y cebu 1rro HaMm rogopu cJiejiehn

Cras 2.10. Hexa A,B,C € 2 u Hera je p Heku rKomuaercar uoasurnom. Taga
8adiICU:

1° AB*C + CB*A € 4,

20 A(B*A)" = (AB*)"A €
p(AB*)C + Cp(B*A) € 2,
p(AB*)Cp(B*A) € .

doxkas:

1° Cnenu u3 uaenTuTeTa,

NE

3
(—D)F(B+i"A)(B +i* A)*(B +i*A) =) i*"(B+i"A)(B + i* A)*(B + i* A)
k=0

B
Il

0
3

> (B +i"A)(B*B+ A*A+i*B*A+i*A*B)
k=0

3 3
=AY i*(A*A+B*B+i*B*A+i "A*B)+ BY i**(A*A+ B*B+i*B*A+i "A"B)
k=0 k=0

3
=AY (i""A*B+B*A)+ B Z *A*B+i**B*A) = 4AB*A u
k=0 k=0
AB*C + CB*A = (A+ C)B*(A+ C) — AB*A — CB*C.
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2° Cnemn U3 WOEHTATETA,

A(B*A)" = A(B(A*B)" " 1)* A,
KOjH Ce JMPEKTHO poBepaBa u 1°, 1ok je jeaumakoct A(B*A)" = (AB*)" A ouursnenua.
3° Jla 6u 0BO OKA3aJH JIOBOJBHO j€ YOUUTH JIa OTEPATOD
(AB*)"C + C(B*A)" = A(BA*)" 'B)*C + C(B(A*B)" " 1)*A

npunama A mpema 1° u 2°, na camum TuM TBpheme BaXKu U 33 CBAKHW TIOJUHOM P, jep
je p(AB*) 3ampaBo JmHeapHa KoMbuHaIuja onepaTopa obsmka (AB*)F.

4° Oso cuenu u3 gena 3° U WJACHTHTETA

P(AB*)Cp(B*A) = p(AB*) (p(AB*)C + Cp(B" A))
+ (P(AB*)C + Cp(B* 4))p(B" A) — (p(AB")C + Cp*(B" 4)).

O

Hedbununuja 2.8. 3a npecimkapame L : A — B kaxkemo ga je J*-uzomopguzam ako
je L orpanmdena quueapHa bujekimja Koja 3a ce A € 2 3a710B0bpaB,

L(AA*A) = L(A)L(A)*L(A). (2.13)

IIpumernmo nma u3 umenTuTeTa Jokasanux y CraBy 2.10 AupekTHO ciiey A3 33 IpOU3BO-
JbHO JIMHEAPHO npecaukasame L : A — B koje 3ag0Bomasa (2.13) Baxe ananosu dhopmyna
1° — 4° Tor craBa, Tj. :

L(AB*C +CB*A) = L(A)L(B)*L(C) 4+ L(C)L(B)*L(A),
2° L(A(B*A)") = L(A)(L(B)"L(A))",
3° L(p (AB*)C' + Cp(B*A)) = p(L(A)L(B)*)L(C) + L(C)p(L(B)*L(A)),

4° L(p(AB*)Cp(B*A)) = p(L(A)L(B)*)L(C)p(L(B)*L(A)).

3 MebujycoBa Tpancdopmanuja u JyJaujuH orepaTop
W3 komiutekcHe aHam3e HAM je IO3HATO 13 3a oapehene BpemgaocTn mapamerapa a, b, c,
d € C, Mebujycosa Tpanchopmariuja,

az+b
cz+d

npecJnKaBa jeJuHuaHE JucK y cebe. Ako cy cana A, B, C, D u X oneparopu uz B(H) rakeu
na je oneparop C' X 4+ D unBeprubuiaH, Tajaa BoheHr MOTUBAITHjOM U3 KOMILIEKCHE AHAJIU3E
MOYKEMO TIOCMATPATH AHAJIOTHA, OTIEPATOP-BPEIHOCHA TTPECTNKABATHA

X — (AX +B)(CX +D)!

nJjm

— (CX + D)"'(AX + B).



§3.] MEBMJYCOBA TPAHC®OPMALMJA U JYNUIUH ONEPATOP 25

WNnak, 360r reHepaJHOT U30CTAHKA KOMYTATHBHOCTH, MOPHE KOMOWHAIM]E TPECIUKABAA,
HE MOpAjy Jga Jajy mcTte pedyarare. 300T TOra je MOXKeHHO MOTPAKUTH HEKA U3MEHheHa,
IIPECITUKABaba OIMEePaTOpa, KOoja OM MOIJIa MOCIYKUTH Kao anrepHaTnpa Mebujycose Tpa-
ncopmanmje. Ha npumep, moxkemo 3a oarosapajyhe o/, b’ € C nanucarn

az+b , bz
= Qa B —
cz+d cz+d’

Kao u MHOTe Apyre kombwHamuje. To Hac HABOAM /14 IOCMATPAMO, HA, IIPUMED, TPECTUKABAHE
X+ B—-AX(I+CX)'D,

3a pare oneparope A, B, C, D u3 B(H). Ham uusm je na nponahemo TakBy KOMOMHAIIU]Y KOja
he jemuamany gonty y B(H) ma npeciukaba y cebe, Tj. KOHTpakIgje Ja TpaHCHOpPMHUIIeE
y kourpaktmmje. Heka je T yamrapan omeparop una Hi @ Ha, 1j. TT* = T*T = 1. Tana

omepaTop 1 MOXKeMO HATUCATH y MATPUIHO] (DOPMH KAO

A B
T = |:C D:| :H1 D Ho — Hz ® Hy,

rie cy A, B,C, D onepatopu Koju ¢y JedpUHUCAHA HA OATOBapajyhimM mTpocTOpuMA.

Hedbunnunuja 2.9. Ako cy A € B(Hi,Hs), B € B(Ha,Hs), C € B(Hi1,Hs), D €

B(Ho,Hs) u X € B(Hz,H1) oneparopu takeu jga je oneparop T = [é g] YHHTADAH,

Ta/1a IPEeCIAUKaBambe

Up(X):=B—-AX(I+CX)™'D, (2.14)

JeuHACAHO HA, CKYILY {X € B(Ha,H1) : I + CX je uaBeprubuian y B(’Hg)} HA3HBAMO
oneparop-BpeaHocHa (0.B.) MebujycoBa Tpancgdopmanuja.

W3 nedununmje momena o.8B. Mebujycose rpancdopmaniuje BUAMMO 13, OH CAJAPAKU CBE
crpore kourpakuuje, || X|| < 1, a ako je ||C|| < 1, onzna caapxku cBe KOHTPAKIHje. 3aucra,
T je yHETApaH OTEPATOP, & TUME W KOHTPaKIuja, ma ¢y tako u A, B, C, D c¢Be KOHTpaKIHje.
Axo je || X|| < 1, mmamo ||CX|| < ||C|[| X < 1]|X]| < 1, omarme npema Crasy 1.6 ciaeau a
je oneparop I + CX = I — (—CX) unBeprubuian, 1mro 3Ha4u Ja X OPUIAIA JTOMEHY O.B.
Mebujycore Tpancdopmalmje, Tj. OTBOPEHA je [UHUYIHA, JIOTA, je TOACKYT gaomMeHa. CIumaHO
Baxku U Kaja je C crpora KoHTpakiuja. Baxuy ocobuny oneparopa ¥r(X) aaje creneha

C D
3a ceaxu X u3 gomena VUt sagicu

Jlema 2.11. Hexa je T = {A B] :H1 B Ho — H3z D Hy yruwapar ouepawop. Taga

I —Up(X)*Up(X)=D*(I+ X*C*) 1 (I - X*X)(I +CX)"'D. (2.15)

Hoxkasz: U3z npernocraske qa je T%1T = I umamo

[A BHA B}_[A* c*] [A B}_[A*AJFC*C A*B+C*D}:{I o}’

c p| |c p|~ |B* p||Cc D B*A+ D*C B*B+ D*D 0 I

LITO je eKBUBAJIEHTHO Ca

A*A+C*C =1, A*B+C*D=0,B*A+ D*C =0,B*B+ D*D = I.
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Kopucrehu ropme peramuje u axo ypegemo E = (I 4+ CX)™'D noGujamo
I—Vp(X)'Up(X)=1—(B-AX(I+CX)'D)*(B—- AX(I +CX)"'D)

=1—(B*-D*(I+X*C*)"'X*A")(B - AX(I + CX)"'D)
=(I—-B*B)+D*(I+X*C*)"'X*A*B+ B*AX(I+CX)™'D
— DI+ X*C*) ' X*A*AX(I +CX)"'D
=D*D—-D*(I+ X*C*)"'X*C*D - D*CX(I+CX)"'D
—~ DI+ X*C*) ' X*A*AX(I +CX)"'D
= E* (I + X*C*)(I + CX) — X*C*(I + CX)
—(I+X*C*)CX — X*A*AX)E
= FE*(I - X*(A*A+C*C)X)E = E*(I - X*X)E.

O

Crhugno ce moka3yje Ja BaxXu
I—Up(X)Up(X)"=F1—-XX")F*, (2.16)
e je F = A(I + XC)~!. IlpuMeruvo ja ¢MO y JIOKA3y HPETXOJHE JieMe KODPHCTHII

uaBepTubmIHOCT oneparopa I + C X, nok 6u Ham y (2.16) 6mno norpebuo nma je I + XC
napepTubuiaan. Meljyrum, To je yBek ciayuaj xax rox je I + C'X waBepTubuian, jep ce
JpeKTHO mposepasa ga je I — X (I + CX)™'C unseps on [ + XC.

IIperxonmru crap Ham omoryhaBa ja MOKAXKeMO Ja BaXKu cjegeha

Teopema 2.12. Axo je X u3 gomena V1, a X je konwparyuja, onga je u Vr(X)
KOHWPARUUJQA.

Hoxka3z: Ilpema CraBy 1.9 mpomsmnasu ja je I — X*X > 0. Kako je tama u E*(I —
X*X)E > 0, na ochoBy Crasa 1.7 jie0 4°, 10 je upema uperxoasoj gemu u [ — V(X )*Urp(X)
> 0, mrro je, oner nmpema CraBy 1.9, ekBuBasienTHo ca tum ja je W (X) korrpakmmja. [

Edekrny ynorpeby mperxomue Teopeme omoryhasa mam Jymujuna tpancdopmalimja,
KOja [aje mpuMepe yHUTapHUX onepaTopa ua Hi & Ha.

Hedbununnuja 2.10. Aro je B : Ho — Hy Aara KOHTPAKIHja, Taga je H0Oj IPHAPYKEH
Jysaujun oneparop, y osuamnu J(B) € B(H1 @ Ha), nedpunucan ca

wo[Dpe B _ [VI— BB B
J(B)= [_B* DB] = [ B T—5E| (2.17)
OcuoBHO cBojcTBO Jymujunor omeparopa J(B) maje caeneha

Teopema 2.13. Hexa je B : Ho — Hi wonwparyuja. Taga je J(B) ynuwapan
ouepawiop Ha Hi P Ho.

Hoxkas: IIpema Crasy 1.4 rpeba nokasaru ja je J(B)J(B)* = J(B)*J(B) = I. Umamo
. _[Dp- B1"[Dp- B) [Dp —B][Dp- B
o= 2] P o= 2% 2]
[ D% +BB* Dp-B-BDg| [I 0
~ |B*Dp- —DpB* B*B+D% | [0 I]’
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jep je BDp = Dp+«B 3a kourpakimjy B, omaocano DpB* = B*Dp+ npema (1.5) omHOCHO
(1.6), kao u D%, + BB* = /I — BB* + BB* = I u chmmo B*B + D2 = I. Ananorso ce
Jokazyje na je J(B)J(B)* = 1. O

Buajyhin cama ga je J(B) yamrapan omeparop ua Hi @ Ho, w3 Teopeme 2.12 caemm
HENOCPETHA,

IMocnenuna 2.14. Hexa je B : Hy — Hi xonwipaxyuja waxea ga je ouepautop
I — B*X uneepwubuaan y B(Hsz). Taga je

V) (X)=B-Dp-X(I-B*X) 'Dp
waxohe xonwparyuja na B(Ha, Hi).
Hoxkaz: Ilpema Teopemm 2.13 J(B) je ynutapan, ma je mpema Teopemu 2.12 Wy p)(X)
KOHTPAKIIHja. ]

Caga cmo y moryhHOCTH j1a MOKAaXKeMO 13 TTUTAmHE KOMIJIETUPAma 2 X 2 OmepaTopHe
KOHTPAKIWje UMa TOTBPAAH OATOBOP.

Teopema 2.15. Hexa cy

I:g] Ho = Hs P Hys u [C D]:'Hl@}[g—)}[z;

ronwparyuje. Taga wocwoju ouepawop A € B(Hi,Hs) waxas ga je

{AB

c D} cH1 D Hy — Hs D Hy

KOHWPAKUU)G.

B
Hoka3: Kako cy { D

Ha mocToje kouTpakmuje F : Ho — Hsu F : Hy — Hy TaxBe ga je B= EDpu C = Dp+F.

[TocmaTpajmo camga oneparope X = [2, g] uB = [8 _OD} u3 B(H1 & Ha, Hz & Ha).

] u [C D] koHTpakiuje, To npema Crapy 1.20 u Cray 1.21 umamo

Nmamo ma je

ew I 0 0 E]"[o E] [T 0 0 F<[0 E
I_XX_[O 1}_[1? o] [F 0}_[0 I]_[E* OHF 0]
[T - F*F 0
- 0 I - E*E|’

R S o o A R A | A A

Kako cy E, F u D koHTpakiyje 3aK/bydyjeMo Ja BaxKu

(I =X*X)(h1, h2), (h1, he)) = (I — F*F)hy, i) + (I = E*E)hs, h) 2 0,



§4.] [IoTANOBBEBA ¥ MEEMJYCOBA TPAHC®OPMALMJA HA J*-ANTEEPAMA 28

3a ce (hi,he) € H1 @ Ha, na je u X xouTpakmnmja. [IOTIyHO aHAIOTHO 3aKJbYUIYjEMO /12 je
B xonrpaxkmuja. [ITTasurmie,

e [T 0] [0 07°J0 E] [T o
I-BX= {0 I] B [0 D] {F 0} - [D*F 1]
je nHBepTUOWIAH, a JUPEKTHO ce IIPOBEPaBa U J1a je
1 0
_ * -1 _
(I-B*X) [—D*F I]'

Ha ocnosy Jleme 2.14 cienn yma je U ;g)(X) je xonrpakmmja. Jla mspauyramo W ;g)(X)
MIPUMETUMO 13, je

m—DB*—[I 0],

0 Dp-
.. froo [ o] [ o] [I 0o | _ . .
jep je [0 DD*:| [0 DD*:| = {0 D%*] = [0 I- DD =1— BB*. Crora nmamo ma je

¥ ;) (X) =B — Dp-X(I-B*X) 'Dg

[0 0] B 1T 0 0 E|[ I 0] {f O

|0 =D| |0 Dp+| |F 0| |-D*F I||0 Dp

_foo] [ o E|[] I 0

|0 -=D| |Dp-F 0] |-D*F Dp

_[o 01 [-ED*F EDp| [ED*F -EDp

|0 =D| | Dp+F 0 | |-Dp«F —-D

_ [ED*F -B| _ _|-ED*F B

| -C -D| C D
konTpakmmja. Ako 3a A ysmemo omeparop —ED*F u npumernmo ja je —V ;g (X) =
A B . .
c D Takohe KOHTPaKIM]ja, T0OMjaMO TPAXKEHU Pe3yJITaT. O

4 IloramoBshbeBa u MebujycoBa TpancdopmMaliija Ha
J*-anredopama

Y oBoj cekiuju nokazahemo ma Tpancdopmarnuja
Ts(A) = (I — BB*)"2(A+ B)(I + B*A)"Y(I — B*B)z,

MPECIUKABa OTBOPEHY jeauHuuny jonty y J*-amrebpu 2 y cebe camy, 3a dpukcuparno B €
Bg(, ka0 u 1a 33/10BOJbABA CIMYHE OCOOWHE KA0 W KOMIIIEKCHU ay TOMOPMU3MHE JIVCKA, U HEKE
nocaeautie U npuMene te Tpanchopmanuje. OBy Tpanchopmanujy hemo takohe nHazmBaTh
0.8. Mebujycosom rpancdopmarymjom.

Hedunnunnuja 2.11. Iloramos/seBa Tpancgopmanuja va J*-aarebpu By je Tparcgo-
pmanuja

PB:BQ[HQl
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JIaTa, €4,
Pp(A) L T(-A),
3a ¢urcuparo B € By u 3a cako A € By,.
Teopema 2.16. 3a ceaxo B € By, 0.6. Mebujycosa wipanchopmavuja
Te(A) = (I — BB*)_%(A + B)(I+ B*A)~ (1 - B*B)%, (2.18)

je buxoaomopPro upecaurasare By na cebe ca ocoburom Tp(0) = B. ITwasu-

we,

Ts' =T g, Te(A)" = Te:(A), |T(A)I < Typy(1Al), Pg' =P

TLH(AYH = Dp«(I + AB*)"*H(I + B*A) ' Dp,
3a Ac By u Hell.

Hokaz: Kako je

(A+B)YI+B*A) ' = AT+ B*A)" '+ B(I+B*A)'=B i(—B*A)”
n=0

+A(I+B*A)~' = B(I + i(—B*A)”) +AI+B*A)"'=B+B i(—B*A)”
n=1

n=1

+A(I+B*A)"' =B-BB*AY (-B*A)"+ A(I+ B*A)™!

n=0

=B—-BB*A(I+B*A) '+ A(I+ B*A) ' =B+ (-BB* + I)A(I + B*A)™!

=B+ (I - BBY)A(I +B*A)™!,
n kako je Dp+«B = BDp, umamo

Ts(A) = (I - BB*)"2(A+ B)(I+ B*A)"Y(I - B*B)?

= (I-BB*) 2(B+ (I - BB*)A(I + B*A)"\)(I - B*B)z = (I - BB*) 2B

+ (I - BB*)"3(I - BB)A(I + B*A)"\)(I - B'B)}
= Dp.BDg + Dp-A(I + B*A) "' Dp
= DD B+ Dy A(I + B*A) "Dy = B+ D= A(I + B*A) ' Dp.
Jaxme
T3(A) = B+ Dp-A(I + B*A) "' Dg,

3a cBe A € By. Kaxko je

(2.19)

AZ(—B*A)k € 2, u3 yesna 2° Crasa 2.10 n AZ(—B*A)k — A(I+B*A)™ !, n — oo,

k=0 k=0
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a 2 je sarBopen, To cremu qa A(I + B*A)~! € A. Cimmano, D A(I + B*A) ' Dp- € 2, na
je Te(By) C . Judepennmpamenm uzpasza (2.19) mpobujamo ja je

Ts(A) = Dp+(A(I + B*A)™")'Dg,

jep ¢y B,Dp u Dp~ xoucraure. Octaje na oapeammo uzsox ox A(I + B*A). 3a to hemo
KOPUCTUTH H3BOJI, IPOM3BOJIA, KA0 W U3BOJ cjoxkeHe dyHkmmje. 3aucra, ako je f(A) = A,
g(A) =T+ B*Au h(A) = A, umamo na je A(I + B*A)~! = f(A)h(g(A)), ma je
(A(I+B*A)"")H = f'(A)Hh(9(A)) + f(A)N'(9(A))g' (A)H
=H(I+ B*A) '+ A(~(I+B*A)"'B*H(I + B*A)™)
= (I —A(I+B*A)"'BYYH(I +B*A)~!
= (I+AB" 'H(I +B*A)™,

jep je

Osume je jokazano wemy je jennak msBog 0.B. Mebujycose tpancdopmanuje. M3 (2.19) je
jacno ma je Tp(0) = B, nok je Tp(A)* = Tp«(A*) 360r

[e.e] o0 [e.e]

A*(I+BA*) ' = A*) (=BA")" =) (-1)"A*(BA")" =) (~1)"(A*B)"A*
n=0 n=0 n=0
- i(—A*B)”A* = (i(—A*B)”)A* = (I + A*B)~'A",
n=0 n=0

Hejemmakoct || Tp(A)|| < 7)p)([|All) hemo mspectn ms cmeneher mmentuTeTa
I —T5(A)*Ta(A) = Dp(I + A*B) "' (I — A*A)(I + B*A)"'Dp, (2.20)

KOJH Ce JIOKa3yje aHAJOrHO Kao (2.15) mpuMemeHo Ha YHUTAPAH OMepaTop

_ [-Dp. B
=[5 b

Heka je € H uy = (I + B*A)~!Dpz. Tlpumvemyjyhn (2.20) #a 2 mobujamo

(I = TB(A) Tp(A))z,z) = (I — A" A)y,y) > (1 = [|AII*)|ly|*
> (1= [JAP A+ IBIIAD 7@ = IBIA)lll* = (1 = (Tja (1AID)*) ll]l*.

Oparie je

I =Tp(A) Ts(4) = (1= (Typy(141)*)] = T(A) T(4) < (Tjz (1AI)*1
= | T(A) Te(A)| = | Te(AI* < Tjg (141)* = [ITa (Al < Tz (1A
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jep je
(I = TB(A)'Tr (A))x7w>
= (Dp(I+ A*B)"Y(I — A*A)(I + B*A)"'Dpz, z)
= (Dp(I + A*B)™'(I — A*A)y, )
=(I—-A"A)y (DB(I+A* )~
= (I —-A"A)y,y),

(I = A*A)y,y) = (y,y) — (A" Ay, y) = [lyl® = 1A y]?
= (L= [lAI») I,

|((1 + B*A)" D) ~y| = (I - BB)"2(I + B*A)y|
<I(I = B*B)2|[|(Z + B*Ayyl| < /[T = B*B) || + B* A [y

1
<\1=TEaE
1—[[B*B|

_ LelAlEl
1—||BJ]?
< HHANBL -y S ||(I + B*A)~'Dg| >

omarcae o ga e |[(I+ B*A)~'Dp)~'|| < A,

(1 AfIBDIYI

V=GR
— T, U3 9era CJIeIH J1a ]€
ITTANBI 12 |

. 1—|B|” 2
lyI* = (I + B*A) "' Dpa|® > e e,
1+ [1A[l[1B])?
1 KOHauHO, 3a a = ||A]|, b = ||B|| umamo
+0b
1_ 2 -1 1— 2\ 1 _ a
Too) = (1= 1) H o+ D)1+ an) (1 - 1)1 = LF0
a® +b? + 2ab
(Ty(a))” = TUtab)?
1+a?b? +2ab—a? —b* —2ab 1 —a®—b?+ a?bh?
1= (Tyla))? = _ :
(1+ab) (1+ab)
G-
(1 +ab)?
Hase, s6or Tjp(|Al) = LEE < 1jep Al < 1w [|B]| < 1je Ts(Ba) C Bau Tp

je xomomopduo y By. TToTmyHo ucTo ce jokazyje jia je npecivkapame T_p XOJIOMOPQHO,
Ia, 0CTaje jOII caMo Ja IOKAXKeMO Ja, je TB_1 = T_p, oguocuo na je h = TpoT_p = 1p,.

IMpumernmo ya je h xomomopdua ua By kao komnozunuja ase xogaomopdue u saxku h'(0) =
To(T_p(0)(TL5(0)) = L, jep je

T 5(A)H = Dg-(I — AB*)"'H(I — B*A)"'Dp, na je

T5(T_p(0))(T 5(0))H = T(—B)Dp-HDp

= Dp-(I — BB*)'Dp-HDg(I — B*B)"'Dp

= H.
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Oparie je h pecrpukimja uneaturere Lo uHa By mpema Teopemu 2.7, jep je mpenTuTeTa
nzomeTpuarn u3omMopduzam A y cebe camor. CiauwdHO ce HoKasyje ja je Pgl = Pp. Tume
je TBpheme T0Ka3aHO Y HOTIIYHOCTH. [l

Ilocneauna 2.17. Qweopera jeguruurna aouwia By je xomolena u cumetLpuHa
otparuvera obaacws y ceaxoj J* -aatebpu A.

Hokaz: Heka cy X,Y € By. Younmo npeciimkapama T_x : By — By u Ty : By — By.
Taga je T_x(X) = 0u Ty(0) =Y, na Ty o T_x : By — By u Baxku (Ty o T_x)(X) =
Ty (0) =Y u Ty o T_x je buxosomMopdHO Ka0 KOMIO3UIMja JBa TakBa. OmaTie ciaeam aa je
2l xoMorena, obJIacT, a TUMe W CUMETPUYHA, TIpemMa ipuMenbw HakoH [locaemure 2.9. O

Teopema 2.18. Ceaxo 6uxosomopPro upecaurasarse h : By — By je obauxra
h = 771(0) © L‘BQL?

tge je L : A — B cypjextuusHa AUHEGPHA U3OMEWPUJA.

Joxkaz: Tlpema Teopemwu 2.16 ’7;(5) oh : By — By je buxonomopduo mpeciankaBame ca,
(7;;(3) o h)(0) = 77;(01)(h(0)) = 0, ma mo Teopemu 2.8 mocroju nuHeapHa n3oMerpuja L Koja
ciavika 2 na B ca ocobunom L, = ’7;;(&) o h, omakae ciean aa je h = Ty(g) © Lpy- O

Ha 6u pobwian ekcoaunuTHY (QOPMYJIy 3a CcBa OHXOJIOMOpQHA IpeciuKaBama u3mehy
JiBe jeuHuYHe JonTe y jaBe J *-ajarebpe, TOBOJHHO je OJIPEINTH eKCITUITATHO KAKO U3TTIEIA]Y

CBE CypjeKTHUBHE jiuHeapHe u3oMerpuje uzmehy tux J*-anarebpu. Mehyrum, 1o je y omrrem
CIYYajy TEIKO ypaauTu. Ajum ako TO uMaMo, OHJa Baxu ciaejeha

Teopema 2.19. Axo je L : A — B cypjexttiueHa AUHEAPHA UIOMEWLPUJA, OHGA je
L(AB*A) = L(A)L(B)*L(A),

3a cee A, B e 2.

Hoka3: Heka je B € By u younmo
h = 7:L(B) OLOTB-

IIpema npermocraBiu TeopeMe u ocobunama o.B. Mebujycose Tpancdopmalyje, IMaMO Ja je
h : By — By 6uxonomopduo npeciukasame ca h(0) = T_ 1) (L(T5(0))) = T_r)(L(B))=
0. TTpema Teopemn 2.8, h je smmeapwo, na je 3ato h'(X) = h 3a ceako X € 2. Cnenpjanno,
R'(0) = KW(—B). llpumemyjyhu ussox cioxene dbyuknuje na yuknujy h u xopucrehu
n3pa3 3a u3Box 0.B. Mebujycose Tpancdopmanmje, uMaMo 13 je ca jeqame cTpame

W0V H = T 1, 5)(L(Tp(0)L'(T5(0))Tp(0) H = T~ 1 5)(L(T5(0))) L(Dp+ HDp)
=T 3 (L(B))LDp- HDp
= Dy(p)-(I — L(B)L(B)*) "' L(Dp-HDg)(I — L(B)*L(B)) ' Dy p

1

_1 _1
= Dy iy L(Dp-HDp)D 2y,

—
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a ca JIpyre cTpaHe je
W(=B)H =T 15 (L(Tp(=B)L'(Tp(~B)) T5(~B)
= T’L(B (0)L(Dp-(I — BB*)"'H(I — B*B)"'Dp)
- T/L(B (0)L(D BiﬂDf ) =
= Dy(p)-L(Dp: HDR') D),
3a ceako H € 2, tme cmo uckopuctuin 11a je
T’ 5(A)H = Dp-(I — AB*)"'H(I — B*A)"'Dg.
Ako yamemo H = A u uckopucrumo aumbenniy ja je h'(0)A = h/(—B)A nobujamo
L(Dp-ADp) = D} ). L(Dp: ADR') D3 ),
Ia 3aTO EMaMO
L((I = BB*)A(I — B*B)) = L(Dp+Dp-ADDp) = D). L(Dp: D AD D" ) Dy
= (I = L(B)L(B)") L(A)(I — L(B)"L(B)), (2.21)

IJle Cy CBU OIlepaTopu Ha Koje jieityje L u3 2 mro cieyu u3 jena 4° Crasa 2.10. 3amemyjyhu
B catBy (2.21), tme je 0 < t < 1, mocie kpaher pauyma mobujamo

t'L(BB*B*B) — t*L(AB*B + BB*A) + L(A)
= t'L(B)L(B)*L(B)*L(B) — t*(L(A)L(B)*L(B) + L(B)L(B)*L(A)) + L(A),

onakJie n3jennadasajyhu koedbunujenrte y3 t> mobujaMo 1a BaxKH
L(BB*A+ AB*B) = L(B)L(B)*L(A) + L(A)L(B)*L(B),

3a cBako A, B € A, a BB*A 4+ AB*B € 2 36or mena 1° Crasa 2.10. 3a A = B mobujamo
72 je

L(AA*A) = L(A)L(A)*L(A),
1j. L je J*-uzomopduzam uazmely A u B, ma he L ga ,upolie” kpo3 cBe ocobure u3z CraBa

2.10, mrTo ce BuaM U3 JI0Ka3a TOT craBa. CrenujaaHo, y3 o3uake jena 1° Ctaa 2.10u C = A
MMaMO TPaXKEHO TBpherbe. (I

Ilocnenuma 2.20. Obaacwiu By u By cy xoaomopdhro exsusaseniutne ako u camo
axo cy J*-aatebpe A u B uzomewpuury J*-uzomopgpre.

Hokaz: Oso je mupekTna mocaemquna Teopeme 2.19 u llocaemuma 2.9 u 2.17. O
Ypaaumo 3a Kpaj jelaH TpuMep.

IIpumep 2.2. Heka je H Xwusbepros mpocrop u Heka y € By. Ako upenruduryjemo H

ca B(C,H), umamo na je H jenma J*-anrebpa. Heka je P, oproroHajHu IpojeKTOp KOju

upojekryje H Ha mnormpocTop pasamer ca y. Tama je o0.8. MebujycoBa rpancdopmaimja
Ty : By — By pata ca

y+ P+ 11— |ylPd - Pz

1+ (z,y)

Ty(x) =
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IIpeo, H ce 3aucta moxke unentudurosaru ca B(C,H) momohy npeciukasama,
1:H — B(C,H), nepumucamam ca I,"1(h) : z > zh,

KOJ€ je OYHTJIeTHO U30METPH]ja 11 je uHjeKTuBHO. CypjeKTUBHOCT H00UjaMO aKo [ IpUMEHUMO
Ha BekTop A(1), rae je A € B(C,H) upousBospan orpanuden oneparop. Jlaknie, najgame
hemo BekTop h moucropehusaTy ca omeparopoM ln. Ako je h € H ouja je

h*:H —C : z— (x,h).

Jasbe, OpTOrOHAJHA MPOJEKTOP je MPEeCINKABAHE

Py:H — L£(y) : m»—><

rae je £(y) suHeapHu oMOTAY HAJ Y. VHAYKIMOM ce TOKaxKe J1a je P} =P,saceenclN
Tpuverumo ga je yy* = [|y[|* Py, jep

(z,9)
(Y, v)

yy*(x) = y((z,y) = (&, 9)y = (y,y) y = llyl*Py(),

3a cBako x € ‘H. Vlmamo na je

w1 _1 _1 .
(I=yy" )2 =T = lyl*P) 2 =T+ (1= [[yl>)"2 = )Py, jep je

-1 - -3 n pn S -3 n pn
R IRES N G [ S i (el [0
n=0 n=1
=13 (2 wne =1 (X (G2 )l 1),
n=1 n=0

=TI+ ((1—lyl) "2 - 1P,

Kopucrehin dhopmyay (2.18) mobujamo

Ty(z) = (I —yy*) 2 (x +9)(I +y*x) " (I — y*y)?
=T+ (1Y% "2 = DB (x + y)(1 + (o, y) " (L~ [|ly]?)2
(1= lyl*)2z + (1 = yl*) 2y + Pyr + Py — (1= |yl 2 Pz — (1 — |lyl*)2 Py

L+ (z,y)

1 1 1 1

_ A= lyiPze+ A= wl?) 2y + Py +y — A= yl*) 2 Py — (1= |lyl*) 2y _
L+ (z,y)

1 1

_ Q-2+ P +y — (1 - |lyl*)2 Py
L+ (z,y)

_y+ P+ 1-|ylPU - Pz

1+ (z,y) ’

jep je I + y*x muoxeme ca 1+ (z,y) u I — y*y je mmoxeme ca 1 — ||y||%.
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Heorpanuuyene obJjacrtu

1 IloaympocTopu Kao yoOIIIiTeHha Topibhe Moy pPaBHU

VY 0BOj cekimju pa3Marpa Ce yOUIITEeHA rOPHa MOJyPABaH M J0Ka3yje Jia Cy OTBOPEHA
JEMHUYIHA, JIONITA U TOPHA, TMOJTYPABAH OUXOIOMOP(MHO eKBUBAJICHTHE.

Hedunnnuja 3.1. Heka je A € B(H), taga A MOoXKEMO HATHCATH KAO
A =Re(A)+ilm(A),

e je

e A+ A*

A— A*
5 .

Re(A) .

. a Im(A)

Yo6ynyhe, 3a onepatop A € B(H) hemo nucatu A > 0, ako je A MO3UTUBAH U UHBEPTH-
6owmman npema Hedunwurmujm 1.7.

Hedununmja 3.2. Heka je A J*—anrebpa roja caapxku nzomerpujy V. Taga ca
H;‘é"{A e Im(V*A) — A1 - VVA > 0},
03HAYABAMO YOIIITE€HY TOPHY IIOJIyPAaBaH.

Teopema 3.1. Hexa je 2 J*—aatebpa u Hexra je H;[ YOUWWEHA LOPHA UOAYPABAH.
Taga je H§ HEeOLPaHUYEHA KOHBeKCHA obaactu y A u wpanchopmavuja

S(A) =i(A+ V) —-V*A)

: = +
Jje buxoaomoppro upecauxasarse u3 By na Hy .
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Jokas: IIpema Crasy 2.10 u passojy y pex onmeparopa (I — V*A)~! xao u unmennmy 1a
je V msomerpuja ako u camo ako je V*V =1, 3a A € By umamo ja je

o

S(A) = i(A+ V)T = VA =i(A+ V)Y (VA" = Z(ZA VA "+§:V(V*A)”)
n=0

n=0

i A+V+ZA V*A uix/(vm)")

(
z<A+V+ZAV* ”V*V+VV*ZAV* )
z(A+V+ZA (V*A ”V*V+VV*<ZA (V*A —AV*A))

—i(A+V+ Z AVFAVV £ VV* Z A(VFA — VVAV* A + AVFAVY
n=1 n=1

_ AV*AV*V)

— A4V + VYV AWVEA 4 ST AVAVIY — (VVFAVA + AVEAVEY)
n=1 n=1

+AV*A) e A,
jepmz A €A, V €A mmamo

A+V e,
AV*A e A,

STAVEA €A, ma VVE Y CAVFEA) > AVEA)VV €4,
n=1 n=1

V;/*(AV*A) + (AVFA)V*V e A,
quMe CMO ToKazasm Jia Tpancdopmarnmja S npecaukasa By v 2. [lame, Heka je
IM(A) =Im(V*A) — A*(I — VV™)A,
3a A € 2. Tama je

1(s(ay) = VI EEIY - (sayy 1 - v
iVHA+ V)T - VAT +i(I - A V)" YA + V)V
2
— (=il = AV) YA+ VI - VVHi(A+ V)T - VA
VA+V)YI - V*A) L+ (I - A*V) LA+ V)V
2
— (I =A V)M A+ VHI - VVHA+ V)T - VA
= %[(V* — (I = AV) M A+ VT = VVNA+ V)T - VA

+ (I = AV) A VIV = (I = VV)A+ V)T = VA = ().
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Nmamo nma je
VE— (I - AV) A+ VI - VVH) =V* — (I - A*'V)71(A* — A" VV™)
=V (I - A V) 1A (I - AV) H A V)V =V — (I - A*V) LA
+((I=AV) T =DV =1 - A V) A + (I - AV) 'V = (1 - AV) I (V* — A%,
a CJIMYHO je n
V-I-VVYA+VYI -V*A) =V -A)I-V*A)~L
Jampe
(1) = (T = A"V) (V" = A)(A+ V(I ~ V*A)
+ (I = A V)N A+ VIV = A (I - V*A)
_ %(I CATV) (V= A A V) + (VE 4 AV — A — VA
= -AV) YT -A* AT -V*A)~ >0,
jep je ||A|| < 1. Baucra,
(I=A V)N I = A AT - V*A) " hh) = (T — A*A)(I - V*A) " h, (I —V*A)~'h)

* — 1 2
> ell (1= VAP 2 e () IR

1
> <€Z||h|]2 3a cBako h € H.

OBuM cMO gokazamu Ja S 3aucTa Mpecankasa By y H§ . Moxe ce mokazaru jga TpandcCco-
pMaryja
STHA) = (AV* +4il) (A —iV)
IIPECITHKABA Hg y By u ga je S~ 3amcra musep3 ox S. CimdHO Kao KOJ H3BOJIA O.B.
Me6ujycose TparchopMaIyje, JaKo ce BUIH ga cy TparcdopManuje S 1 S~ xomomopdue
TamMo e ¢y Jgedunncane, na je S 6uxosoMmopdHO npecankasame By Ha Hg
Ckyn H§ j€ HEOTDAHWYEH jep CaJpKU CBe MO3UTHBHE yMHOIIKe of ¢V . Jla 6u nokazaiu
na je xomsekacan yamnmo A, B € Hj u C = tA+ (1 —t)B, za t € [0,1]. Tazna je, mocue
MAJIO PAIYHA
IM(C)>tA*(I-VVHA+(1-t)B* I -VV")B-C*(I -VV*)C
=t(1-t)(A—-B)*I-VV*)(A-B) >0,
mrro 3Ha9m ga C € ]H[g O
Hapeanmo 3a xpaj jeqan npumep.

IIpumep 3.1. Heka je A = B(C",C™), rae je n < m u mocmarpajmo 2 Kao CKyIl CBUX
m X m MaTPHUIEA ca KoMILuTekcHuM esementnMa. CBakn A € 2 Mmoxe 6utn Hanmwmcan y oOauKy

A . 1 .
[Aj ,rie cy Ay m As nxnu (m—n) X n marpure, peciektusro. Heka je V = [O} , TJe je

I jequuuana marpuna Tana n X n. Tana je V usomerpuja u ogrosapajyha ropma moiypasan
je
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