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Uvod

Sve do pojave raqunara (u savremenom smislu) u saobra�ajnoj industriji, za
projektova�e raznih prevoznih sredstava, korix�ene su table za crta�e na ko-
jima su bile ra�ene skice tih prevoznih sredstava. Sa razvojem raqunara i
�ihovom sve ve�om upotrebom, doxlo se na ideju da se table za crta�e zamene
odgovaraju�im kompjuterskim programom kako bi se skice lakxe i preciznije
izra�ivale. Razni programi za crta�e su doprineli realizaciji ove ideje.
Me�utim, ti prvi programi su korisniku za crta�e nudili samo kru�nice i
linije, dok crta�e slobodnom rukom nije davalo precizne rezultate. Iako su za
izradu nekih skica bile dovo	ne kru�nice i linije, za neke slo�enije su bile
potrebne krive qijim oblikom je mogu�e lako manipulisati.

Godine 1959. na scenu stupaju Bezijeove (u da	em tekstu Bezijerove) krive,
qije su obe koordinate zadate polinomima. Sa druge strane, one su odre�ene
takozvanim kontrolnim taqkama (koje ne moraju nu�no da pripadaju krivoj), a
qijim pomera�em se me�a oblik cele krive. �ih su prvi put koristili Pol de
Kaste	au1 i Pjer Bezije2 u dizajnu automobila. Danas, Bezijerove krive imaju
xiroku primenu u raqunarskoj grafici, vektorskom zapisu fontova, aproksi-
maciji podataka, robotici, itd.

Prvi problem koji se javio kod korix�e�a Bezijerovih krivih u dizajnu
jeste to xto se pomera�em jedne kontrolne taqke me�a oblik cele krive, jer je
ponekad potrebno promeniti samo jedan �en deo. Jedan od naqina na koji je rexen
ovaj problem jeste uvo�e�e takozvanih B-splajn krivih, koje nastaju glatkim
nadoveziva�em Bezijerovih krivih. B-splajn krive imaju prednost u odnosu na
obiqne Bezijerove krive xto se mogu formirati od Bezijerovih krivih malog
stepena, a odre�ene su ve�im brojem kontrolnih taqaka, xto, opet, obezbe�uje
bo	u manipulaciju �ima.

Slede�i problem je nastao onda kada su dizajneri hteli da 3D model auto-
mobila isprojektuju na ravan i tako 3D modelova�e svedu na 2D modelova�e.
Me�utim, Bezijerove krive, kao polinomijalne, nisu projektivno invarijantne.
Ovaj problem je rexen uvo�e�em racionalnih Bezijerovih krivih i NURBS(B-
splajn krive formirane od racionalnih Bezijerovih krivih) krivih, qija je
glavna karakteristika to xto se one zadaju racionalnim funkcijama, umesto
polinomima, xto omogu�ava projektivnu invarijantnost.

Na kraju, cela priqa sa krivama je uopxtena na povrxi (Bezijerove, B-splajn,
racionalne Bezijerove iNURBS povrxi) koje danas predstav	aju osnovne objekte
u raqunarskoj grafici.

U prvoj glavi data je definicija Bezijerovih krivih u ravni na dva naqina:
rekurzivno i preko Bernxtajnovih polinoma. Prednost rekurzivne definicije
je u tome xto nam daje jasniju geometrijsku vizuelizaciju krivih, dok je druga
definicija pogodnija za dub	a analitiqka istra�iva�a. Rekurzivna defi-
nicija se zasniva na de Kaste	auovom algoritmu, koji predstav	a najva�niji
algoritam u celoj teoriji Bezijerovih krivih.

U drugoj glavi obra�ene su dve najva�nije osobine de Kaste	auovog algo-
ritma: podela krive u datoj taqki i pove�a�e stepena krive. Korektnost izvo�e�a
ovih posledica dokazana je dvema teoremama. Tako�e, od znaqaja je teorema koja
tvrdi da se pove�a�em stepena Bezijerove krive �en kontrolni poligon pribli-
�ava samoj krivoj.

U tre�oj glavi su dokazane slede�e osobine Bezijerovih krivih: osobina kon-
veksnog omotaqa, afina invarijantnost i osobina ma�e varijacije. Znaqajna teo-

1Paul de Casteljau(1930-), francuski fiziqar i matematiqar, radio je za kompaniju Citroën
2Pierre Bézier(1910-1999), francuski in�e�er, radio je za kompaniju Renault
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rema u ovom poglav	u je teorema koja tvrdi da je svaka Bezijerova kriva stepena
2 deo parabole, koja je dokazana korix�e�em osobine afine invarijantnosti.
Iako nema veze sa osobinama navedenim u ovoj glavi, ali zbog svog velikog zna-
qaja za da	i razvoj Bezijerovih krivih, ovde je dat dokaz teoreme koja tvrdi
da se deo kruga (elipse, hiperbole) ne mo�e predstaviti kao Bezijerova kriva
stepena 2.

U qetvrtoj glavi su obra�ene racionalne Bezijerove krive. Definisane su
sa aspekta projektivnih preslikava�a (taqnije centralnog projektova�a) qime
je rexen problem iz prethodne glave, a to je da se deo kruga (elipse, hiperbole)
ne mo�e predstaviti kao Bezijerova kriva stepena 2. Obra�ene su osobine raci-
onalnih krivih, kao i racionalni de Kaste	au algoritam, koji se razlikuje od
standardnog. Posledicama nije posve�ena velika pa��a, jer se izvode analogno
posledicama iz druge glave, bez nekih znaqajnih razlika.

U petoj glavi definisane su Bezijerove povrxi kao tenzorski proizvod Bezi-
jerovih krivih. Obra�en je i de Kaste	auov algoritam za povrxi. Tako�e, priqa
je proxirena i na racionalne Bezijerove povrxi, jer se pomo�u �ih mogu pred-
staviti delovi torusa. Ci	 u ovoj glavi je dati primere Bezijerovih povrxi,
dok dub	a analiza ove teme prevazilazi okvire master rada.

Slike u ovom radu su ra�ene korix�e�em programskih paketa GeoGebra i
Mathematica, dok su kodovi, koji prate odre�ene primere u radu, ra�eni u pro-
gramu Mathematica.

Na kraju, koristim priliku da se zahvalim mentoru, profesoru Sr�anu Vuk-
mirovi�u, kao i qlanovima komisije profesorima Tijani Xukilovi� i Mirjani
�ori� na pa�	ivom qita�u i komentarima koji su ovaj rad uqinili bo	im.
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1 Definicija Bezijerove krive

Prva definicija Bezijerove krive bila je rekurzivna i zasnivala se na de
Kaste	au algoritmu. Tako definisana Bezijerova kriva ima koliko - toliko
geometrijski jasnu vizuelizaciju i upravo iz tog razloga kre�emo od rekurzivne
definicije, tj. od de Kaste	au algoritma.

1.1 De Kaste	au algoritam i rekurzivna definicija

Neka su P0, P1, . . . , Pn(n ≥ 1) date taqke neke ravni i neka je t ∈ [0, 1] realan
broj. Oznaqimo date taqke na slede�i naqin:

Pi = P 0
i (t), i ∈ {0, 1, . . . , n},

gde 0 u gor�em indeksu oznaqava broj iteracije. Dakle, u nultoj iteraciji imamo
n+1 taqaka. Sada du�i P 0

i (t)P
0
i+1(t), i ∈ {0, 1, . . . , n−1} delimo u odnosu t : (1−t),

pa u prvoj iteraciji dobijamo n novih taqaka P 1
i (t) za koje va�i:

P 1
i (t) = (1− t)P 0

i (t) + tP 0
i+1(t), i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Slika 1: Taqke u prvoj iteraciji (GeoGebra)

Da	e, isti postupak podele prime�ujemo na du�i P 1
i (t)P

1
i+1(t), i ∈ {0, 1, . . . , n−

2}, pri qemu u drugoj iteraciji dobijamo n− 1 novih taqaka P 2
i (t), za koje va�i:

P 2
i (t) = (1− t)P 1

i (t) + tP 1
i+1(t), i ∈ {0, 1, . . . , n− 2}.

Slika 2: Taqke u drugoj iteraciji (GeoGebra)
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Generalno, u r - toj iteraciji dobijamo n−r+1 novih taqaka P ri (t), za koje va�i:

P ri (t) = (1− t)P r−1i (t) + tP r−1i+1 (t), i ∈ {0, 1, . . . , n− r}.

Postupak nastav	amo sve dok na kraju, u n-toj iteraciji, ne dobijemo jednu taqku
Pn0 (t) za koju va�i:

Pn0 (t) = (1− t)Pn−10 (t) + tPn−11 (t).

Za tu taqku ka�emo da pripadaBezijerovoj krivoj stepena n. Taqke P0, P1, . . . , Pn
se zovu kontrolne taqke, du�i P0P1, P1P2, . . . , Pn−1Pn su kontrolne du�i, a
poligonska linija P0P1 . . . Pn kontrolna poligonska linija.

Prethodno prikazani algoritam odre�iva�a taqke Pn0 (t) za neko t ∈ [0, 1]
naziva se de Kaste	au algoritam i on predstav	a najva�niji algoritam u
celoj teoriji Bezijerovih krivih. Na slici 3 prikazane su sve etape algoritma
na primeru Bezijerove krive stepena 4.

Slika 3: Bezijerova kriva stepena 4 (GeoGebra)

Primetimo da broj kontrolnih taqaka odre�uje stepen krive. U praksi se naj-
qex�e koriste Bezijerove krive stepena 2 ili 3, dok je Bezijerova kriva stepena
1 (odre�ena sa dve kontrolne taqke P0 i P1), zapravo, du� P0P1.

Primenimo de Kaste	au algoritam na taqke P0, P1 i P2, za neki parametar
t ∈ [0, 1]:

P 1
0 (t) = (1− t)P0 + tP1, (1)

P 1
1 (t) = (1− t)P1 + tP2, (2)

P 2
0 (t) = (1− t)P 1

0 (t) + tP 1
1 (t). (3)

Zamenom jednakosti (1) i (2) u jednakost (3), dobijamo slede�e:

P 2
0 (t) = (1− t)2P0 + 2t(1− t)P1 + t2P2. (4)

Dakle, izraz (4) je kvadratni po parametru t i to je Bezijerova kriva stepena
2 (slika 4) kad je t ∈ [0, 1]3. Primetimo i to da su svi koeficijenti koji stoje
uz kontrolne taqke P0, P1, P2 nenegativni, jer je t ∈ [0, 1]. Naravno, to va�i i u
opxtem sluqaju.

3U jednoj od narednih glava �emo pokazati da je svaka Bezijerova kriva stepena 2 parabola.
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Slika 4: Bezijerova kriva stepena 2 (GeoGebra)

Primer 1. Date su kontrolne taqke P0(1, 1), P1(3, 5), P2(7, 5) i P3(9, 1). Odre-
diti taqku P 3

0 (t) za t =
1
2 , primenom de Kaste	au algoritma direktno na date

vrednosti.

Rexe�e. Pratimo gore opisani algoritam.
Prva iteracija:

P 1
0

(
1

2

)
=

1

2
· P0 +

1

2
· P1 = (2, 3),

P 1
1

(
1

2

)
=

1

2
· P1 +

1

2
· P2 = (5, 5),

P 1
2

(
1

2

)
=

1

2
· P2 +

1

2
· P3 = (8, 3).

Druga iteracija:

P 2
0

(
1

2

)
=

1

2
· P 1

0

(
1

2

)
+

1

2
· P 1

1

(
1

2

)
=

(
7

2
, 4

)
,

P 2
1

(
1

2

)
=

1

2
· P 1

1

(
1

2

)
+

1

2
· P 1

2

(
1

2

)
=

(
13

2
, 4

)
.

Tre�a iteracija:

P 3
0

(
1

2

)
=

1

2
· P 2

0

(
1

2

)
+

1

2
· P 2

1

(
1

2

)
= (5, 4).

4
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Slika 5: Slika uz primer 1 (GeoGebra)

1.2 Definicija preko Bernxtajnovih polinoma

Za neka dub	a teorijska ispitiva�a zgodno bi bilo definisati Bezijerove
krive eksplicitno. U tu svrhu koriste se Bernxtajnovi polinomi.

Neka su P0, P1, . . . , Pn, (n ≥ 1) taqke iz dela 1.1. Bezijerova kriva stepena
n je neprekidno preslikava�e αn : [0, 1]→ R2 dato sa:

αn(t) =

n∑
i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iPi. (5)

Date taqke, tako�e, zovemo kontrolnim taqkama, du�i P0P1, P1P2, . . . , Pn−1Pn
zovemo kontrolnim du�ima, a poligonsku liniju P0P1 . . . Pn kontrolnom poli-
gonskom linijom. Polinomi

Bni (t) =

(
n

i

)
ti(1− t)n−i

zovu se Bernxtajnovi4 polinomi ili bazne funkcije. Brojevi
(
n
i

)
su bi-

nomni koeficijenti i za �ih va�i:(
n

i

)
=

{ n!
i!(n−i)! , 0 ≤ i ≤ n
0, inaqe

.

Primetimo da su Bernxtajnovi polinomi (kao koeficijenti koji stoje uz kon-
trolne taqke) nenegativni, jer je t ∈ [0, 1]. Na slici 6 prikazana je familija
Bernxtajnovih polinoma stepena 3.

Kako je Bezijer od de Kaste	au algoritma doxao do definicije (5) mo�ete
videti u k�izi [1], a mi �emo dokazati da su ove definicije ekvivalentne. Uve-

4Felix Bernstein(1878-1956) - nemaqki matematiqar
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rimo se, za poqetak, da to va�i u sluqaju n = 2.

α2(t) =

2∑
i=0

(
2

i

)
ti(1− t)2−iPi

=

(
2

0

)
t0(1− t)2P0 +

(
2

1

)
t1(1− t)1P1 +

(
2

2

)
t2(1− t)0P2

= (1− t)2P0 + 2t(1− t)P1 + t2P2,

xto je jednako sa P 2
0 (t) iz jednakosti (4) za svako t ∈ [0, 1].

Slika 6: Familija Bernxtajnovih polinoma B3
i , i ∈ {0, 1, 2, 3} (GeoGebra)

Teorema 1. Taqka Pn0 (t) dobijena primenom de Kaste	au algoritma poklapa se
sa taqkom αn(t) iz definicije (5) za svako t ∈ [0, 1], tj. va�i:

Pn0 (t) =

n∑
i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iPi, t ∈ [0, 1]. (6)

Ova teorema je specijalan sluqaj slede�e teoreme.

Teorema 2. Taqka P rj (t) dobijena primenom de Kaste	au algoritma u r-toj

iteraciji poklapa se sa taqkom αr(t) =
r∑
i=0

(
r
i

)
ti(1− t)r−iPi+j.

Dokaz. Dokaz izvodimo matematiqkom indukcijom po r ≥ 1.
B.I. r = 1

P 1
j (t) = (1− t)P 0

j (t) + tP 0
j+1(t) = (1− t)Pj + tPj+1

α1(t) =

1∑
i=0

(
1

i

)
ti(1− t)1−iPi+j =

(
1

0

)
t0(1− t)1P0+j +

(
1

1

)
t1(1− t)0P1+j = P 1

j (t)

I.P. P r−1j =
r−1∑
i=0

(
r−1
i

)
ti(1− t)r−1−iPi+j
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I.K.

P rj (t) = (1− t)P r−1j + tP r−1j+1

= (1− t)
r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
ti(1− t)r−1−iPi+j + t

r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
ti(1− t)r−1−iPi+j+1

=

r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
ti(1− t)r−iPi+j +

r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
ti+1(1− t)r−1−iPi+j+1

=

r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
ti(1− t)r−iPi+j +

r∑
i=1

(
r − 1

i− 1

)
ti(1− t)r−iPi+j

= (1− t)rPj +
r−1∑
i=1

(
r − 1

i

)
ti(1− t)r−iPi+j +

r−1∑
i=1

(
r − 1

i− 1

)
ti(1− t)r−iPi+j + trPr+j

= (1− t)rPj +
r−1∑
i=1

[(
r − 1

i

)
+

(
r − 1

i− 1

)]
ti(1− t)r−iPi+j + trPr+j

= (1− t)rPj +
r−1∑
i=1

(
r

i

)
ti(1− t)r−iPi+j + trPr+j

=

r∑
i=0

(
r

i

)
ti(1− t)r−iPi+j .

Dakle, za r = n i j = 0 dobijamo jednakost (6), qime je i teorema 1 dokazana.

Primer 2. Odrediti taqku α3

(
1
3

)
sa Bezijerove krive odre�ene kontrolnim

taqkama P0

(
− 27

2 , 54
)
, P1(3,−9), P2

(
9
2 ,−18

)
i P3(18,−27), koriste�i definiciju

preko Bernxtajnovih polinoma.

Rexe�e.

α3

(
1

3

)
=

3∑
i=0

(
3

i

)(
1

3

)i(
2

3

)3−i

Pi

=
8

27
·
(
−27

2
, 54

)
+

4

9
· (30,−9) + 2

9
·
(
9

2
,−18

)
+

1

27
· (18,−27)

= (11, 7).

4

Uzimaju�i da je t = 0 i t = 1 u jednakosti (5) dobijamo slede�e:

αn(0) = P0 +

n∑
i=1

(
n

i

)
· 0 · Pi = P0,

αn(1) =

n−1∑
i=0

(
n

i

)
· 0 · Pi + Pn = Pn.

Dakle, poqetna i kraj�a taqka Bezijerove krive su kontrolne taqke P0 i P1.
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Slika 7: Taqka α3

(
1
3

)
sa Bezijerove krive (GeoGebra)

Tvr�e�e 1. Tangentni vektori u taqkama P0 i Pn su kolinearni vektorima−−−→
P0P1 i

−−−−−→
Pn−1Pn, redom (slika 8 ).

Slika 8: Tangentni vektori
−−−→
P0P1 i

−−−→
P2P1 kod kvadratne Bezijerove krive (Geo-

Gebra)

Dokaz. Raquna�em prvog izvoda α′n(t) Bezijerove krive, dobijamo:

α′n(t) = n

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
ti(1− t)n−1−i(Pi+1 − Pi). (7)

Zame�uju�i t = 0 i t = 1 u jednakost (7) dobijamo:

α′n(0) = n (P1 − P0) = n
−−−→
P0P1,

α′n(1) = n (Pn − Pn−1) = n
−−−−−→
Pn−1Pn,

qime je tvr�e�e dokazano.

Primer 3. Odrediti jednaqinu Bezijerove krive odre�ene kontrolnim taqkama
P0(1, 1), P1(2, 4) i P2(4, 2).
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Rexe�e.

α2(t) =

2∑
i=0

(
2

i

)
ti(1− t)2−iPi

= (1− t)2 · (1, 1) + 2t(1− t) · (2, 4) + t2 · (4, 2)
= (1− 2t+ t2, 1− 2t+ t2) + (4t− 4t2, 8t− 8t2) + (4t2, 2t2)

= (1 + 2t+ t2, 1 + 6t− 5t2), t ∈ [0, 1].

4

Bezijerova kriva ne mora biti definisana samo na segmentu [0, 1], ve� se ona
mo�e definisati i na proizvo	nom segmentu [a, b] uvo�e�em smene:

t =
u− a
b− a

, u ∈ [a, b]. (8)

Tada, jednaqina (5) postaje:

αn(u) =

n∑
i=0

(
n

i

)(
u− a
b− a

)i(
b− u
b− a

)n−i
Pi, u ∈ [a, b],

pri qemu se oblik krive ne me�a.
Me�utim, oblik krive se me�a pomera�em kontrolnih taqaka. Naime, pret-

postavimo da je kontrolna taqka Pi pomerena do taqke P ′i . Tada je nova Bezijerova
kriva α′n odre�ena novim skupom kontrolnih taqaka P0, . . . , Pi−1, P

′
i , Pi+1, . . . , Pn

i va�i:
α′n(t)− αn(t) = Bni (t)

−−→
PiP

′
i , za svako t ∈ [0, 1].

Odavde vidimo da je svaka taqka Bezijerove krive αn pomerena za vektor koji je

kolinearan vektoru
−−→
PiP

′
i (videti sliku 9).

Slika 9: Kontrolna taqka P2 pomerena je do taqke P ′2 (GeoGebra)
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2 Posledice de Kaste	au algoritma

Kao xto je reqeno, de Kaste	au algoritam je veoma znaqajan za Bezijerove
krive. Zahva	uju�i �emu, mogu�e je datu krivu podeliti na dve nove Bezijerove
krive istog stepena i mogu�e je pove�ati stepen date Bezijerove krive.

2.1 Podela Bezijerove krive

Glavna ideja podele krive je da se u taqki α(t0) (za neko t0 ∈ [0, 1]) kriva
,,preseqe"pri qemu se dobijaju dve nove krive α1 i α2 koje su, tako�e, Bezijerove
krive istog stepena, gde je svaka od �ih zadata svojim skupom kontrolnih taqaka.

Postupak podele je slede�i:

1) primenimo de Kaste	au algoritam da odredimo taqku α(t0),

2) kriva α1 odre�ena je kontrolnim taqkama

P0 = P 0
0 , P

1
0 , . . . , P

n
0 = α(t0),

a α2 kontrolnim taqkama

α(t0) = Pn0 , P
n−1
1 , . . . , P 0

n = Pn.

Slika 10: Podela krive na dva dela (GeoGebra)

Slede�a teorema pokazuje da je postupak podele krive na dva dela korektan.

Teorema 3. Neka va�e oznake iz prethodnog dela. Bezijerova kriva α1 (α2)
odre�ena kontrolnim taqkama P 0

0 , P
1
0 , . . . , P

n
0 (Pn0 , P

n−1
1 , . . . , P 0

n) je restrikcija
Bezijerove krive α (odre�ene taqkama P0, P1, . . . , Pn) na segmentu [0, t0] ([t0, 1]).

Dokaz. Dokaza�emo da je Bezijerova kriva α1 restrikcija krive α na [0, t0], dok
se dokaz za krivu α2 izvodi analogno. Primetimo, prvo, da su α1 i α istog
stepena n, jer su obe odre�ene sa n + 1 kontrolnih taqaka. Drugo, restrikcija
krive α : [0, 1]→ R2 na segmentu [0, t0] dobija se uvo�e�em smene:

t =
u

t0
, u ∈ [0, t0].

13



Dakle, α|[0,t0] : [0, t0]→ R2, pri qemu va�i:

α|[0,t0](u) =
n∑
i=0

Bni (u)Pi =

n∑
i=0

Bni (tt0)Pi = α(tt0).

Treba dokazati da je α1(t) = α(tt0), za svako t ∈ [0, 1].
Kako je kriva α1 odre�ena kontrolnim taqkama taqkama P 0

0 , P
1
0 , . . . , P

n
0 , to na

osnovu (5) va�i:

α1(t) =

n∑
r=0

Bnr (t)P
r
0 (t0).

Prime�uju�i jednakost (6) u prethodnoj, dobijamo:

α1(t) =

n∑
r=0

Bnr (t)P
r
0 (t0) =

n∑
r=0

Bnr (t)

r∑
i=0

Bri (t0)Pi

=

n∑
r=0

r∑
i=0

Bnr (t)B
r
i (t0)Pi

=

n∑
i=0

n∑
r=0

Bnr (t)B
r
i (t0)︸ ︷︷ ︸

koeficijent uzPi

Pi.

Primetimo da smo u posled�em izrazu brojaq i smeli proxiriti do n, jer je za
i = r + 1, r + 2, . . . , n vrednost Bri (t0) = 0. Izraqunajmo, sada, k-ti koeficijent
uz k-tu kontrolnu taqku Pk.

n∑
r=k

Bnr (t)B
r
k(t0) = Bnk (t)B

k
k (t0) +Bnk+1(t)B

k+1
k (t0) + . . .+Bnn(t)B

n
k (t0)

=

n−k∑
j=0

Bnk+j(t)B
k+j
k (t0)

=

n−k∑
j=0

(
n

k + j

)
tk+j(1− t)n−k−j

(
k + j

k

)
tk0(1− t0)j

=

n−k∑
j=0

n!

(k + j)!(n− k − j)!
· tk · tj(1− t)n−k−j · (k + j)!

k! · j!
· tk0(1− t0)j

=
n!

k!
· (tt0)k ·

n−k∑
j=0

1

j!(n− k − j)!
(t(1− t0))j(1− t)n−k−j

=
n!

(n− k)!k!
· (tt0)k ·

n−k∑
j=0

(n− k)!
j!(n− k − j)!

(t(1− t0))j(1− t)n−k−j

=

(
n

k

)
(tt0)

k(t− tt0 + 1− t)n−k =

(
n

k

)
(tt0)

k(1− tt0)n−k

= Bnk (tt0).

Dakle,

α1(t) =

n∑
i=0

Bni (tt0)Pi = α(tt0).
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Primer 4. Bezijerovu krivu α koja je odre�ena kontrolnim taqkama P0(10,−6), P1(6, 10),
P2(−1, 3) i P3(1, 1) podeliti na dva dela u taqki α

(
3
4

)
.

Dokaz. Prime�u�i de Kaste	au algoritam, dobijamo slede�e taqke:

P0(10,−6) P 1
0 (7, 6) P 2

0

(
37
16 ,

81
16

)
P 3
0 (1, 3)

P1(6, 10) P 1
1

(
3
4 ,

19
4

)
P 2
1

(
9
16 ,

37
16

)
P2(−1, 3) P 1

2

(
1
2 ,

3
2

)
P3(1, 1).

Slika 11: Slika uz primer 4 (GeoGebra)

Tra�ene krive su:
α1 : P0, P

1
0 , P

2
0 , P

3
0 ,

α2 : P 3
0 , P

2
1 , P

1
2 , P3.

4

Podela krive ima veliki broj primena. Koristi se za dizajnira�e krivih, za
odre�iva�e preseka krive i prave, pa qak i za odre�iva�e preseka dve Bezijerove
krive.

Pri dizajnira�u krivih mo�e se desiti da je jedan deo krive zadovo	avaju�i,
a drugi ne. Kako se pomera�em jedne kontrolne taqke me�a izgled cele krive,
to krivu treba podeliti na dva dela: zadovo	avaju�i i nezadovo	avaju�i i iz-
vrxiti korekciju ovog drugog dela. Nakon korekcije treba izvrxiti glatko
spaja�e tih delova da bi se dobila odgovaraju�a kriva. Glatko spaja�e podrazu-
meva da tangentni vektori na oba dela krive u taqki spaja�a budu kolinearni
(videti sliku 12).
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Slika 12: Glatko spaja�e krivih (GeoGebra)

2.2 Pove�a�e stepena Bezijerove krive

Pove�a�e stepena Bezijerove krive ima veliku praktiqnu primenu. Pretpo-
stavimo da nam je data Bezijerova kriva α stepena n. Mo�e se desiti da posle
odre�enog broja pomera�a kontrolnih taqaka, naxa kriva ne mo�e da dobije �e-
	eni oblik. Problem mo�emo rexiti na dva naqina:

1) podelom krive na dva dela i me�a�em nezadovo	avaju�eg dela krive, kao
xto je opisano u prethodnom poglav	u;

2) pove�a�em broja kontrolnih taqaka (xto je ekvivalentno pove�a�u stepena
krive) qime se posti�e bo	a i preciznija manipulacija datom krivom.

Kako je prvi naqin ve� opisan, pozabavi�emo se drugim.
Dakle, ci	 je, za poqetak, stepen krive pove�ati za jedan, pri qemu treba vo-

diti raquna da oblik krive ostane neprome�en. U suprotnom, pove�a�e stepena
bismo mogli vrxiti nasumice i bez ikakvog praktiqnog smisla.

Neka je Bezijerova kriva α (stepena n ≥ 1) odre�ena kontrolnim taqkama
P0, P1, . . . , Pn:

α(t) =

n∑
i=0

Bni (t)Pi, t ∈ [0, 1].

Predefiniximo krivu α na slede�i naqin:

α(t) = (1− t)α(t) + tα(t)

= (1− t)
n∑
i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iPi + t

n∑
i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iPi

=

n∑
i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−i+1Pi +

n∑
i=0

(
n

i

)
ti+1(1− t)n−iPi

=

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
· n+ 1

n+ 1− i
· n+ 1− i

n+ 1
· ti(1− t)n+1−iPi

+

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
· n+ 1

i+ 1
· i+ 1

n+ 1
ti+1(1− t)n−iPi
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=

n∑
i=0

n+ 1− i
n+ 1

Bn+1
i (t)Pi +

n∑
i=0

i+ 1

n+ 1
Bn+1
i+1 (t)Pi

=

n+1∑
i=0

n+ 1− i
n+ 1

Bn+1
i (t)Pi +

n+1∑
i=1

i

n+ 1
Bn+1
i (t)Pi−1

=

n+1∑
i=0

n+ 1− i
n+ 1

Bn+1
i (t)Pi +

n+1∑
i=0

i

n+ 1
Bn+1
i (t)Pi−1

=

n+1∑
i=0

Bn+1
i (t)

[
i

n+ 1
Pi+1 +

(
1− i

n+ 1

)
Pi

]
︸ ︷︷ ︸

Qi

.

Odavde dobijamo da je kriva α, koja je odre�ena poqetnim skupom kontrolnih ta-
qaka P0, P1, . . . , Pn, tako�e, odre�ena i novim skupom kontrolnih taqakaQ0, Q1, . . . ,
Qn+1, za koje va�i:

Qi =
i

n+ 1
Pi−1 +

(
1− i

n+ 1

)
Pi, i ∈ {0, 1, . . . , n+ 1}. (9)

Primetimo da je Q0 = P0 i Qn+1 = Pn i da se taqke Qi dobijaju podelom kontrol-

nih du�i Pi−1Pi u odnosu
(
1− i

n+1

)
: i
n+1 , 1 ≤ i ≤ n. Vidimo da taj odnos podele

kontrolnih du�i nije konstantan kao u de Kaste	auovom algoritmu, ve� zavisi
od vrednosti i, ali je raqun veoma sliqan. Na slici 13 prikazano je pove�a�e
stepena kubne Bezijerove krive za jedan.

Slika 13: Pove�a�e stepena kubne Bezijerove krive za jedan (GeoGebra)

Primer 5. Neka je Bezijerova kriva α3 odre�ena kontrolnim taqkama P0(0, 0),
P1(2, 4), P2(3, 2) i P3(5,−1). Odrediti novi skup kontrolnih taqaka posle pove�a�a
stepena ove krive za jedan.

Rexe�e. Prime�uju�i formulu (9) raqunamo taqke Qi, 1 ≤ i ≤ 3:

Q0 = P0 = (0, 0),

Q1 =
1

4
P0 +

3

4
P1 =

(
3

2
, 3

)
,
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Q2 =
1

2
P1 +

1

2
P2 =

(
5

2
, 3

)
,

Q3 =
3

4
P2 +

1

4
P3 =

(
7

2
,
5

2

)
,

Q4 = P3 = (5,−1).

4

Ako je potrebno stepen krive pove�ati za r, onda gore opisani postupak treba

ponoviti r puta. Oznaqimo sa Q
(r)
i , i ∈ {0, 1, . . . , n + r} nove kontrolne taqke

Bezijerove krive posle pove�a�a stepena za r. Va�i slede�a teorema.

Teorema 4. Kontrolne taqke Q
(r)
i , i ∈ {0, 1, . . . , n+ r} Bezijerove krive α date

su formulom:

Q
(r)
i =

n∑
k=0

(
n

k

) ( r
i−k
)(

n+r
i

)Pk.
Dokaz. Dokaz izvodimo matematiqkom indukcijom po r ≥ 1.
B.I. r = 1

Q
(1)
i =

n∑
k=0

(
n

k

) ( 1
i−k
)(

n+1
i

)Pk
=

(
n

i− 1

)
·
(
1
1

)(
n+1
i

) · Pi−1 + (n
i

)
·
(
1
0

)(
n+1
i

) · Pi
=

i

n+ 1
· Pi−1 +

n+ 1− i
n+ 1

· Pi
(9)
= Qi

I.P. Q
(r−1)
i =

n∑
k=0

(
n
k

) (r−1
i−k)

(n+r−1
i )

Pk

I.K.

Q
(r)
i =

i

n+ r
·Q(r−1)

i−1 +

(
1− i

n+ r

)
Q

(r−1)
i

=
i

n+ r

n∑
k=0

(
n

k

) ( r−1
i−1−k

)(
n+r−1
i−1

)Pk + n+ r − i
n+ r

n∑
k=0

(
n

k

) (
r−1
i−k
)(

n+r−1
i

)Pk
=

n∑
k=0

(
n

k

) i

n+ r
·

(
r−1
i−1−k

)
(n+r−1)!

(i−1)!(n+r−i)!

+
n+ r − i
n+ r

·
(
r−1
i−k
)

(n+r−1)!
i!(n+r−i−1)!

Pk
=

n∑
k=0

(
n

k

)
·

 ( r−1
i−1−k

)
(n+r)!

i!(n+r−i)!

+

(
r−1
i−k
)

(n+r)!
i!(n+r−i)!

Pk
=

n∑
k=0

(
n

k

) ( r
i−k
)(

n+r
i

)Pk.

Primer 6. Pove�ati stepen Bezijerove krive α iz prethodnog primera za dva.
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Rexe�e. Koriste�i formulu (4) raqunamo taqke Q
(2)
i , i ∈ {0, 1, . . . , 5}:

Q
(2)
0 = P0 = (0, 0),

Q
(2)
1 =

(
3

0

)(2
1

)(
5
1

)P0 +

(
3

1

)(2
0

)(
5
1

)P1 =

(
6

5
,
12

5

)
,

Q
(2)
2 =

(
3

0

)(2
2

)(
5
2

)P0 +

(
3

1

)(2
1

)(
5
2

)P1 +

(
3

2

)(2
0

)(
5
2

)P2 =

(
21

10
, 3

)
,

Q
(2)
3 =

(
3

1

)(2
2

)(
5
3

)P1 +

(
3

2

)(2
1

)(
5
3

)P2 +

(
3

3

)(2
0

)(
5
3

)P3 =

(
29

10
,
23

10

)
,

Q
(2)
4 =

(
3

2

)(2
2

)(
5
4

)P2 +

(
3

3

)(2
1

)(
5
4

)P3 =

(
19

5
,
4

5

)
,

Q
(2)
5 = P3 = (5,−1).

4

Stepen Bezijerove krive mo�emo pove�avati neograniqeno mnogo puta, pri
qemu mo�emo primetiti da xto je ve�e r to se kontrolna poligonska linija
pribli�ava Bezijerovoj krivoj (videti sliku 14). Oznaqimo sa E(r)P kontrolnu
poligonsku liniju Bezijerove krive α odre�ene kontrolnom poligonskom linijom
P = P0P1 . . . Pn, posle pove�a�a stepena za r.

Slika 14: Pove�a�e stepena krive za 1 (crveno), 2 (plavo), 3 (zeleno) i 4 (�uto)
(GeoGebra)

Teorema 5. Va�i:
lim
r→∞

E(r)P = α.

Dokaz. Fiksirajmo neki parametar t ∈ [0, 1]. Tada, za svako r mo�emo na�i
indeks i ∈ {0, 1, . . . , n + r} tako da i

n+r → t, kad r → ∞. O broju i
n+r mo�emo

razmix	ati kao o parametru koji figurixe po poligonskoj liniji E(r)P isto
kao xto parametar t figurixe po krivoj α. Treba dokazati da va�i:

lim
i

n+r→t
Q

(r)
i = α(t).
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Pomo�u Stirlingove formule mo�e se pokazati da je:

lim
i

n+r→t

(
r
i−j
)(

n+r
i

) = tj(1− t)n−j ,

pa odavde sledi da je:

lim
i

n+r→t
Q

(r)
i = lim

i
n+r→t

n∑
j=0

(
n

j

) ( r
i−j
)(

n+r
i

)Pj = n∑
j=0

Bnj (t)Pj = α(t),

qime je tvr�e�e dokazano.

3 Osobine Bezijerovih krivih

Osobina konveksnog omotaqa. Pojam i konveksnog omotaqa je deta	no obja-
x�en u dodatku 6.1

Teorema 6. Za svaku taqku Bezijerove krive va�i da ona pripada konveksnom
omotaqu svojih kontrolnih taqaka, tj. svaka taqka sa Bezijerove krive je
konveksna kombinacija kontrolnih taqaka.

Dokaz. Neka je

αn(t0) =

n∑
i=0

Bni (t0)Pi

proizvo	na taqka sa Bezijerove krive αn, za neko t0 ∈ [0, 1]. Treba pokazati da
je ta taqka konveksna kombinacija taqaka Pi, i ∈ {0, 1, . . . , n}.
Prvo,

n∑
i=0

Bni (t0) =

n∑
i=0

(
n

i

)
ti0(1− t0)n−i = (t0 + 1− t0)n = 1,

odakle sledi da je αn(t0) baricentriqna kombinacija kontrolnih taqaka, a kako
je Bni (t0) ≥ 0 za svako i ∈ {0, 1, . . . , n}, to je αn(t0) i konveksna kombinacija istih
taqaka.

Dakle, jasno je da Bezijerova kriva ne�e "iza�i"van konveksnog omotaqa svo-
jih kontrolnih taqaka.

Ovo svojstvo ima i praktiqnu primenu, naroqito u robotici. Na primer,
naprav	en je robot qije ruke prave pokrete po nekim Bezijerovim krivama. Da
bi se izbegli sudari ruku , a samim tim i skupa oxte�e�a, potrebno je izvrxiti
tzv. proveru smet�i, odnosno treba proveriti da li se Bezijerove krive, po
kojima se ruke kre�u, seku. Umesto da tra�imo mogu�e preseke datih krivih,
mo�emo uraditi slede�e: za svaku krivu odredimo konveksni omotaq, a onda
odredimo da li ta dva konveksna omotaqa imaju preseqnih taqaka. U zavisnosti
od rezultata te provere na robotu se vrxe odre�ene korekcije. Naravno, mo�e
se desiti da se konveksni omotaqi seku, ali odgovaraju�e Bezijerove krive ne
(slika 15). To se dexava zato xto konveksni omotaq ne aproksimira Bezijerovu
krivu dovo	no dobro.

U praksi se, umesto konveksnog omotaqa, qex�e koriste, tzv. minmax pravo-

ugaonici. To su pravougaonici najma�e povrxine qije su stranice paralelne
koordinatnim osama, a koji sadr�e sve kontrolne taqke (slika 16). Na osnovu
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Slika 15: Konveksni omotaqi se seku, a krive ne (GeoGebra)

osobine konveksnog omotaqa sledi da ovi pravougaonici moraju sadr�ati i
odgovaraju�u Bezijerovu krivu. Prednost minmax pravougaonika u odnosu na
konveksni omotaq je u tome xto je lakxe proveriti da li se seku dva pravougao-
nika nego da li se seku dva proizvo	na konveksna mnogougla.

Slika 16: Minmax pravougaonik (GeoGebra)

Inaqe, minmax pravougaonici se, u kombinaciji sa podelom krive na dva
dela, koriste za odre�iva�e preseka dve Bezijerove krive ili Bezijerove krive
i proizvo	ne prave. Razmotrimo prvi sluqaj. Neka su date dve Bezijerove krive
α i β. Za �ih formiramo dva minmax pravougaonika, Pα i Pβ . Na jednostavan
naqin proveravamo da li se oni seku. Ako se ne seku, ni krive α i β se ne�e
se�i, a ako se seku onda podelimo, na primer, krivu α u taqki α( 12 ) na dva
dela. Sada, za svaki taj deo, ponovo, formiramo dva minmax pravougaonika i
ispitujemo da li se bilo koji od �ih seqe sa Pβ . Postupak ponav	amo sve dok
minmax pravougaonici odre�enih delova krive ne postanu toliko mali da se mogu
poistovetiti sa taqkama, koje su, zapravo, preseqne taqke Bezijerovih krivih α
i β.

Afina invarijantnost. Za vixe informacija o afinim preslikava�ima vi-
deti k�igu [6]. Va�i slede�a teorema.

Teorema 7. Kada se na Bezijerovu krivu αn koja je odre�ena kontrolnim ta-
qkama P0, P1, . . . , Pn primeni afino preslikava�e, dobija se Bezijerova kriva α′n
koja je odre�ena slikama P ′0, P

′
1, . . . , P

′
n datih kontrolnih taqaka.

Dokaz. Neka je φ : R2 → R2 bilo koje afino preslikava�e ravni. Poznato je da
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za to preslikava�e va�i:
φ(M) = A ·M + b,

gde su A kvadratna matrica (detA 6= 0) i b vektor translacije. Iz:

φ(αn(t)) = A ·
n∑
i=0

Bni (t)Pi + b

=

n∑
i=0

Bni (t) ·APi +
n∑
i=0

Bni (t) · b

=

n∑
i=0

Bni (t)(APi + b) =

n∑
i=0

Bni (t)φ(Pi), t ∈ [0, 1],

sledi da je slika Bezijerove krive αn pri preslikava�u φ Bezijerova kriva
odre�ena kontolnim taqkama φ(Pi) = P ′i , i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Iz prethodne teoreme sledi da se afino preslikava�e (rotacija, translacija,
skalira�e,. . . ) Bezijerove krive mo�e izvrxiti na vrlo jednostavan naqin. Na-
ime, umesto da afino preslikava�e prime�ujemo na svaku taqku sa date krive,
dovo	no je preslikati samo �ene kontrolne taqke, jer �e one odre�ivati tra�enu
sliku.

Slika 17: Slika (braon) Bezijerove krive (zeleno) pri rotaciji za 270◦ oko
koordinatnog poqetka (GeoGebra)

Afina invarijantnost nam omogu�ava da na vrlo jednostavan naqin doka�emo
slede�u teoremu.

Teorema 8. Svaka Bezijerova kriva stepena 2 je deo parabole.

Dokaz. Dokaz dajemo po ugledu na dokaz teoreme 8.1. iz [6].
Neka su date kontrolne taqke P0(−1, 1), P1(0,−1), P2(1, 1). Bezijerova kriva

stepena 2 odre�ena datim kontrolnim taqkama ima jednaqinu:

α2(t) = (−1 + 2t, 4t2 − 4t+ 1), t ∈ [0, 1]. (10)
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Primetimo da je x(t) = 2t − 1, y(t) = (2t − 1)2 odakle sledi da je ta Bezijerova
kriva deo parabole y = x2.

Neka su, sada, β2 proizvo	na Bezijerova kriva stepena 2 odre�ena kontrol-
nim taqkama Q0, Q1, Q2 i φ afino preslikava�e koje taqke Q0, Q1, Q2 slika na
P0, P1, P2, redom. Kako su Bezijerove krive afino invarijantne, sledi da �e se
kriva β2 preslikati na krivu α2, a kako afina preslikava�a slikaju parabolu
na parabolu, a α2 je deo parabole, sledi da �e i kriva β2 biti deo parabole.

Teorema 9. Krug (elipsa, hiperbola) se ne mo�e predstaviti kao Bezijerova
kriva stepena 2.

Dokaz teoreme dajemo po ugledu na [3].

Dokaz. Dokaza�emo da teorema va�i u sluqaju kruga, jer se za elipsu i hiper-
bolu radi analogno.
Neka je krug dat jednaqinom (x − p)2 + (y − q)2 = r2, p, q, r ∈ R i r > 0. Pretpo-
stavimo suprotno, tj. pretpostavimo da se krug mo�e predstaviti kao Bezijerova
kriva stepena 2 koja je odre�ena kontrolnim taqkama P0(x0, y0), P1(x1, y1), P2(x2, y2).
Tada va�i:

(x(t), y(t)) = (1− t)2(x0, y0) + 2t(1− t)(x1, y1) + t2(x3, y3), t ∈ [0, 1].

Odavde sledi da je:

x(t) = at2 + bt+ c,

y(t) = dt2 + et+ f,

gde su a, b, c, d, e, f odgovaraju�i koeficijenti koji zavise od koordinata kontrol-
nih taqaka. Zamenom x(t) i y(t) u jednaqinu kruga, dobijamo:

(at2 + bt+ c− p)2 + (dt2 + et+ f − q) = r2.

Izjednaqava�em koeficijenata koji stoje uz t4, t3, t2, t sa nulom, dobijamo:

a2 + d2 = 0,

ab+ de = 0,

b2 + e2 + 2a(c− p) + 2d(f − q) = 0,

2b(c− p) + 2a(f − q) = 0.

Odavde se dobija da je a = b = d = e = 0, pa sledi da krug, kao Bezijerova
kriva, ima jednaqinu (x(t), y(t)) = (c, f), xto je kontradikcija, jer je ta kriva
samo taqka.

Osobina ma�e varijacije. Va�i sleda�a teorema:

Teorema 10. Neka su date Bezijerova kriva αn (odre�ena konotrolnim taqkama
P0, P1, . . . , Pn) i proizvo	na prava p. Osobina ma�e varijacije tvrdi da je broj
preseqnih taqaka prave p i Bezijerove krive ma�i od broja preseqnih taqaka
prave p i poligonske linije P0P1 . . . Pn.

Naravno, broj preseqnih taqaka u oba sluqaja ne mora biti konstantan, ali
uvek va�i relacija iz ove teoreme.
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Slika 18: Broj preseqnih taqaka prave i krive (plavo) je ma�i od broja prese-
qnih taqaka prave i poligonske linije (crveno) (GeoGebra)

Dokaz. Dokaz koji ovde dajemo je deskriptivnog karaktera, pri qemu se pozivamo
na oqiglednost.
Neka je p fiksirana prava neke ravni i neka je l : R2 → N0 funkcija koja
odre�uje broj preseqnih taqaka te prave p i objekta O iste ravni. Pre nego xto
razmotrimo sluqaj Bezijerove krive, posmatrajmo, za poqetak, neku proizvo	nu
krivu β na slici 19. Izaberimo na toj krivoj taqke B0, B1, . . . , Bn tim redom,
tako da one formiraju poligonsku liniju B0B1 . . . Bn. Za tu poligonsku liniju
re�i �emo da je linearni interpolant krive β i pixemo:

B0B1 . . . Bn = LI(β).

Slika 19: Kriva β (zeleno) i �en linearni interpolant (naran
asto) (GeoGe-
bra)

Tada va�i da je:
l(β) ≥ l(LI(β)). (11)

Ovo je oqigledna posledica oqigledne qi�enice da ako se deo krive β (oznaqen
sa β1) izme�u dve taqke A i B (koje joj pripadaju) zameni sa du�i AB, onda je
broj preseqnih taqaka prave p i dela krive β1 ve�i do jednak od broja preseqnih
taqaka prave p i du�i AB (videti sliku 20).

Vratimo se, sada, na Bezijerovu krivu αn sa kontrolnom poligonskom linijom
P = P0P1 . . . Pn. Prime�uju�i postupak pove�a�a stepena Bezijerove krive za 1
dobijamo novu poligonsku liniju E(1)P = LI(P ) sa n+2 kontrolnih taqaka koje
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se nalaze na kontrolnoj poligonskoj liniji P . Odatle, na osnovu (11), sledi da
je:

l(P ) ≥ l(E(1)P ).

Slika 20: l(β1) ≥ l(AB) (GeoGebra)

Ponovnim pove�a�em stepena krive za 1 dobijamo poligonsku liniju E(2)P =
LI(E(1)P ), pa, opet, na osnovu (11) sledi:

l(P ) ≥ l(E(1)P ) ≥ l(E(2)P ).

Posle pove�a�a stepena Bezijerove krive αn za r dobijamo da va�i:

l(P ) ≥ . . . ≥ l(E(r)P ).

Kako na osnovu teoreme 5 va�i da je lim
r→∞

E(r)P = αn, to va�i:

l(P ) ≥ l(αn),

qime je teorema dokazana. Za precizniji dokaz videti [5].

Posledica 1. Ako je poligonska linija Bezijerove krive αn konveksna, onda je
i Bezijerova kriva konveksna.

Dokaz. Dokaz ove posledice sledi iz qi�enice da ako je kontrolna poligonska
linija konveksna, onda je broj preseqnih taqaka te poligonske linije i bilo koje
prave 0, 1 ili 2. Na osnovu prethodne teoreme sledi da je broj preseqnih taqaka
iste prave i odgovaraju�e Bezijerove krive, tako�e, 0, 1 ili 2, pa je i ta kriva
konveksna.

4 Racionalne Bezijerove krive

U prethodnoj glavi dokazali smo da je svaka Bezijerova kriva stepena 2 deo
parabole, a da se delovi kru�nice, elipse i hiperbole ne mogu predstaviti kao
Bezijerove krive. S druge strane, poznato je da se projektivnim preslikava�em
parabola mo�e preslikati na bilo koju koniku, stoga bi nam najvixe odgovaralo
kada bi Bezijerove krive bile projektivno invarijantne. Me�utim, Bezijerove
krive (kao polinomijalne), jesu afino, ali nisu projektivno invarijantne, pa
iz tog razloga treba uvesti novu klasu Bezijerovih krivih koje zadovo	avaju taj
uslov, a to su racionalne Bezijerove krive.
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4.1 Racionalne Bezijerove krive stepena 2

Poxto racionalne Bezijerove krive treba definisati tako da budu projek-
tivno invarijantne, krenu�emo od qi�enice da se projektivnim preslikava�em
(konkretno centralnom projekcijom u odnosu na koordinatni poqetak O(0, 0, 0))
parabola slika na bilo koju koniku (elipsu, hiperbolu, parabolu). Nada	e �emo
pod projektivnim preslikava�em podrazumevati centralnu projekciju na ravan
z = 1 u odnosu na taqku O.

Slika 21: Deo parabole (crveno) projektuje se na deo elipse (plavo) u ravni
z = 1 (GeoGebra)

Oznaqimo sa p(t), t ∈ [0, 1] deo parabole u prostoru R3 koji je odre�en kon-
trolnim taqkama R0, R1 i R2, a sa r(t), t ∈ [0, 1] krivu nastalu projektivnim
preslikava�em dela p.

Posmatrajmo, za poqetak, taqku r(t0), za neko fiksirano t0 ∈ [0, 1]. �ene ko-
ordinate u prostoru su (x(t0), y(t0), 1) i ona je slika odgovaraju�e taqke p(t0) pri
projektivnom preslikava�u. Primetimo da su taqke r(t0), p(t0) i O kolinearne.
Prava koja sadr�i O i r(t0) ima jednaqinu:

x

x(t0)
=

y

y(t0)
=
z

1
= w, w ∈ R,

pa poxto i taqka p(t0) pripada ovoj pravoj, za neko konkretno w(t0) ∈ R ona ima
koordinate (w(t0)x(t0), w(t0)y(t0), w(t0)). Dakle, p(t0) = w(t0)r(t0). Generalno, za
svako t ∈ [0, 1] va�i:

p(t) = w(t) · r(t). (12)

Tre�a koordinata w(t) taqaka p(t) mora biti kvadratni izraz po t, pa se on mo�e
zapisati kao:

w(t) = w0 ·B2
0(t) + w1 ·B2

1(t) + w2 ·B2
2(t), (13)

gde su w0, w1, w2 > 0 pozitivni realni brojevi takvi da va�i Ri = wiPi, i ∈
{0, 1, 2}. Zamenom (13) u (12) sledi:

p(t) =

2∑
i=0

wiB
2
i (t) · r(t).
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S druge strane,

p(t) =

2∑
i=0

B2
i (t)Ri =

2∑
i=0

B2
i (t) · wiPi,

pa iz prethodne dve jednakosti sledi:

r(t) =

2∑
i=0

wiB
2
i (t)Pi

2∑
i=0

wiB2
i (t)

. (14)

Dakle, dobili smo jednaqinu krive r(t) koja predstav	a racionalnu Bezijerovu
krivu drugog stepena. Uopxtavaju�i celu priqu, definiximo racionalne Bez-
ijerove krive stepena n.

Racionalna Bezijerova kriva rn stepena n, (n ≥ 1) je preslikava�e
rn : [0, 1]→ R2 dato sa:

rn(t) =

n∑
i=0

wiB
n
i (t)Pi

n∑
i=0

wiBni (t)
. (15)

Taqke Pi, i ∈ {0, 1, . . . , n} nazivamo kontrolnim taqkama, a brojeve w0, w1, . . . ,
wn > 0 zovemo te�inama, dok su Bni (t), i ∈ {0, 1, . . . , n} Bernxtajnovi poli-
nomi.

Slika 22: Racionalna Bezijerova kriva stepena 3 zadata kontrolnim taqkama
P0, P1, P2, P3 i te�inama w0, w1, w2, w3 (GeoGebra)

Primer 7. Izraziti qetvrtinu jediniqnog kruga x = cosφ, y = sinφ, φ ∈[
0, π2

]
kao racionalnu Bezijerovu krivu.

Rexe�e. Umesto parametra φ uvodimo parametar t smenom:

t = tan
φ

2
.

Odavde se dobija da je cosφ = 1−t2
1+t2 , sinφ = 2t

1+t2 , tako da dobijamo racionalnu
parametrizaciju qetvrtine kruga:

x =
2t

1 + t2
, y =

1− t2

1 + t2
, t ∈ [0, 1]. (16)
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Imenilac u (16) treba zapisati u obliku imenioca iz formule (14), kako bismo
naxli te�ine w0, w1, w2.

1 + t2 = w0 · (1− t)2 + 2w1t(1− t) + w2t
2

= w0 + (−2w0 + 2w1)t+ (w0 − 2w1 + w2)t
2.

Odavde dobijamo da je w0 = 1, w1 = 1, w2 = 2. Ostaje jox da na�emo kontrolne
taqke Pi(xi, yi), i ∈ {0, 1, 2}. �ih nalazimo izjednaqava�em brojilaca u jedna-
kostima (16) i (14):

(
2t, 1− t2

)
=

2∑
i=0

wiB
2
i (t) · (xi, yi).

Posle jednostavnog raquna, dobijamo koordinate kontrolnih taqaka: P0(0, 1),
P1(1, 1), P2(1, 0).

Slika 23: Jediniqni krug r2(t), t ∈ [0, 1] (GeoGebra)

4

Ako su sve te�ine jednake, onda je racionalna Bezijerova kriva, zapravo,
standardna (neracionalna) Bezijerova kriva.

Te�ine imaju ulogu oblikova�a krive. Naime, ako se jedna te�ina wi, na
primer, pove�a, onda �e se kriva ,,povu�i prema odgovaraju�oj kontrolnoj taqki
Pi. Na slici 24 prikazane su dve racionalne Bezijerove krive stepena 2 sa istim
kontrolnim taqkama, ali sa razliqitim te�inama w1.

Osobine racionalnih Bezijerovih krivih. Za racionalne Bezijerove krive
va�e iste osobine kao i za standardne, pri qemu dodajemo jox dve: projektivna
invarijantnost i linearna preciznost.

1) Osobina konveksnog omotaqa. Kako za koeficijente koji stoje uz kon-
trolne taqke va�i:

n∑
i=0

wiB
n
i (t)

n∑
i=0

wiBni (t)
= 1

i kako su svi koeficijenti nenegativni, to sledi da za racionalne Bezije-
rove krive ka�i osobina konveksnog omotaqa.

2) Osobina afine invarijantnosti. Neka je φ neko afino preslikava�e
koje je zadato svojim linearnim delom, tj. matricom A i svojim transla-
tornim delom, tj. vektorom b, odnosno va�i:

φ(M) = A ·M + b,
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Slika 24: w1 = 2 (zeleno), w1 = 4 (plavo) (GeoGebra)

za neku proizvo	nu taqku M . Prime�uju�i preslikava�e φ na svaku taqku
rn(t), t ∈ [0, 1] dobijamo:

φ(rn(t)) = A · rn(t) + b

= A ·

n∑
i=0

wiB
n
i (t)Pi

n∑
i=0

wiBni (t)
+ b

=

n∑
i=0

wiB
n
i (t) ·APi

n∑
i=0

wiBni (t)
+

n∑
i=0

wiB
n
i (t) · b

n∑
i=0

wiBni (t)

=

n∑
i=0

wiB
n
i (t)(APi + b)

n∑
i=0

wiBni (t)
=

n∑
i=0

wiB
n
i (t)φ(Pi)

n∑
i=0

wiBni (t)
.

Dakle, pri afinom preslikava�u racionalne Bezijerove krive dovo	no je
preslikati samo kontrolne taqke, jer �e �ihove slike odre�ivati sliku
same krive pri datom preslikava�u.

Primer 8. Rotirati qetvrtinu jediniqnog kruga oko koordinatnog po-
qetka za 60◦.

Rexe�e. Qetvrtina kruga je racionalna Bezijerova kriva odre�ena kon-
trolnim taqkama P0(0, 1), P1(1, 1) i P2(1, 0) i �ihovim te�inama w0 = 1, w1 =
1 i w2 = 2, redom. Matrica rotacije za ugao 60◦ je:( √

3
2 − 1

2

− 1
2

√
3
2

)
,

pa rotacijom kontrolnih taqaka, dobijamo nove kontrolne taqke P ′0

(
−
√
3
2 ,

1
2

)
,

P ′1

(
1−
√
3

2 , 1+
√
3

2

)
, P ′2

(
1
2 ,
√
3
2

)
. Iz dokaza osobine afine invarijantnosti vi-

dimo da te�ine kontrolnih taqaka ostaju iste. Dakle, rotirana qetvrtina
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jediniqnog kruga za 60◦ ima jednaqinu:

r′(t) =

2∑
i=0

wiB
2
i (t)P

′
i

2∑
i=0

wiB2
i (t)

=

(
−
√
3
2 + t+

√
3
2 t

2

1 + t2
,
1
2 +
√
3t− 1

2 t
2

1 + t2

)
, t ∈ [0, 1].

Slika 25: Slika uz primer 8 (GeoGebra)

4

3) Osobina ma�e varijacije. Broj preseqnih taqaka bilo koje prave sa
racionalnom Bezijerovom krivom je ma�i od broja preseqnih taqaka iste
prave sa kontrolnom poligonskom linijom iste krive.

4) Kraj�e taqke pripadaju krivoj. Zamenom vrednosti 0 i 1 umesto para-
metra t u jednaqinu (15) dobijamo:

rn(0) =

w0 · (1− 0)n · P0 +
n∑
i=1

wiB
n
i (0)Pi

w0 · (1− 0)n +
n∑
i=1

wiBni (0)
= P0,

rn(1) =

n−1∑
i=0

wiB
n
i (1)Pi + wn · 1n · Pn

n−1∑
i=0

wiBni (1) + wn · 1n
= Pn.

5) Predefinisa�e na proizvo	nom segmentu [a, b]. Racionalne Bezije-
rove krive se mogu definisati i na proizvo	nom segmentu [a, b] uvo�e�em
smene (8) iz poglav	a 1.2, pri qemu jednaqina (15) postaje:

rn(u) =

n∑
i=0

wiB
n
i

(
u−a
b−u

)
Pi

n∑
i=0

wiBni

(
u−a
b−u

) =

n∑
i=0

wi
(
n
i

)
(u− a)i(b− u)n−iPi

n∑
i=0

wi
(
n
i

)
(u− a)i(b− u)n−i

, u ∈ [a, b].
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6) Tangentni vektori u taqkama P0 i Pn su kolinearni vektorima
−−−→
P0P1 i

−−−−−→
PnPn−1. Jednaqinu (15) zapisa�emo u obliku:

rn(t) =
pn(t)

wn(t)
, t ∈ [0, 1],

gde su pn(t) =
n∑
i=0

wiB
n
i (t)Pi i wn(t) =

n∑
i=0

wiB
n
i (t). Diferencira�em jedna-

qina pn(t) i wn(t) dobijamo:

p′n(t) = n

n−1∑
i=0

Bn−1i (t)(wi+1Pi+1 − wiPi) i

w′n(t) = n

n−1∑
i=0

Bn−1i (t)(wi+1 − wi).

Kako je

r′n(t) =
p′n(t)wn(t)− pn(t)w′n(t)

w2
n(t)

,

posle jednostavnog raquna dobijamo:

r′n(0) = n
w1

w0

−−−→
P0P1,

r′n(1) = n
wn−1
wn

−−−−−→
PnPn−1,

odakle sledi da su tangentni vektori u taqkama rn(0) = P0 i rn(1) = Pn

kolinearni vektorima
−−−→
P0P1 i PnPn−1, redom.

7) Projektivna invarijantnost. Da su raconalne Bezijerove krive pro-
jektivno invarijantne sledi na osnovu same definicije (15). Dakle, pri
proizvo	nom projektivnom preslikava�u dovo	no je preslikati kontrolne
taqke date krive, a �ihove slike odre�iva�e novu racionalnu Bezijerovu
krivu koja je slika poqetne.

8) Osobina linearne preciznosti. Neka je rn racionalna Bezijerova
kriva odre�ena kolinearnim kontrolnim taqkama P0, P1, . . . , Pn. Osobina
linearne preciznosti tvrdi da se za svaku kontrolnu taqku Pi mo�e na�i
odgovaraju�a te�ina wi tako da kriva rn nije du� P0Pn (videti sliku 26).
Naime, sve kontrolne taqke u ovom sluqaju mo�emo zapisati na slede�i
naqin:

Pi = (1− ai) · P0 + ai · Pn, i ∈ {0, 1, . . . , n},

gde su ai proizvo	ni realni brojevi. Ako te�ine definixemo tako da je
w0 = 1, a

wi =
i

n+ 1− i
· 1− ai−1

ai
· wi−1, i ∈ {1, 2, . . . , n},

onda odgovaraju�a racionalna Bezijerova kriva ne�e biti linearna. Dokaz
videti u [2].
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Slika 26: Racionalna Bezijerova kriva odre�ena kolinearnim kontrolnim ta-
qkama P0(−2,−4), P1(0, 2), P2(1, 5), P3(3, 11) i te�inama w0 = 1, w1 = 5

6 , w2 =
5
12 , w3 = 1

2 (GeoGebra)

4.2 Racionalni de Kaste	au algoritam

Taqke na racionalnoj Bezijerovoj krivoj rn mogu se odrediti i uz pomo� de
Kaste	au algoritma, koji se mo�e, u ovom sluqaju, izvesti na nekoliko naqina.

Prvo, mogu�e je primeniti standardni de Kaste	au algoritam na taqke wiPi
iz brojioca5, kao i na te�ine wi, i ∈ {0, 1, . . . , n} iz imenioca jednakosti (15) i
odgovaraju�e vrednosti podeliti. Primetimo da, pritom, nismo izaxli iz ravni
z = 1. Me�utim, ovakav naqin primene de Kaste	au algoritma je numeriqki
veoma nestabilan, jer se za velike vrednosti te�ina wi mo�e desiti da taqke
wriP

r
i koje se dobiju u r-toj iteraciji iza�u van konveksnog omotaqa kontrolnih

taqaka P0, P1, . . . , Pn.
Drugo, mogu�e je primeniti standardni de Kaste	au algoritam na taqke

(wiPi, wi), i ∈ {0, 1, . . . , n}6. Ovo su kontrolne taqke neracionalne Bezijerove
krive u prostoru R3, qijim se centralnim projektova�em u odnosu na taqku
O na ravan z = 1 dobija racionalna Bezijerova kriva sa kontrolnim taqkama
Pi, i ∈ {0, 1, . . . , n}. Dakle, u r-toj iteraciji dobija se:(

wriP
r
i

wri

)
= (1− t) ·

(
wr−1i P r−1i

wr−1i

)
+ t ·

(
wr−1i+1 P

r−1
i+1

wr−1i+1

)
, (17)

pri qemu se projekcijom ove taqke na ravan z = 1 dobija taqka u r-toj iteraciji
sa racionalne Bezijerove krive:

P ri = (1− t) ·
wri−1
wri

P r−1i + t ·
wr−1i+1

wri
P r−1i+1 , (18)

5wiPi(wixi, wiyi) su taqke ravni z = 1, pa tre�u koordinatu-jedinicu ne pixemo.
6(wiPi, wi) = (wixi, wiyi, wi)
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gde je wri (t) = (1−t)·wr−1i (t)+t·wr−1i+1 (t).Me�utim, ovakav naqin je tehniqki zahte-
van, pa se najqex�e pribegava tzv. racionalnom de Kaste	au algoritmu. Za
razliku od standardnog algoritma, koji se zasniva na de	e�u kontrolnih du�i
u razmeri t : (1 − t), racionalni algoritam se zasniva na de	e�u kontrolnih
du�i dvema taqkama tako da je dvorazmera odgovaraju�ih taqaka jednaka 1−t

t .
Objasnimo, prvo, pojam dvorazmere. Neka su date 4 kolinearne taqke A,B,C

i D tako da va�i:

C = αA+ βB,

D = γA+ δB,

gde su α, β, γ, δ proizvo	ni realni brojevi. Dvorazmera taqaka A,B,C,D je
broj:

(A,B,C,D) =
β

α
:
δ

γ
.

Mo�e se pokazati da je dvorazmera invarijantna u odnosu na projektivno pre-
slikava�e. Za vixe informacija o dvorazmeri videti [6].

Ci	 je na svakoj kontrolnoj du�i P ri P
r
i+1, i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} u r-toj ite-

raciji (r = 0, 1, . . . , n) odrediti taqku P r+1
i , ali bez korix�e�a standardnog

algoritma. Neka je Qri taqka sa prave P ri P
r
i+1 tako da je:

−−−→
P ri Q

r
i−−−−→

QriP
r
i+1

=
wri+1

wri
.

Odatle sledi da je:

Qri =
wri

wri + wri+1

P ri +
wri+1

wri + wri+1

P ri+1, i ∈ {0, 1, . . . , n− r}. (19)

Taqka Qi se zove i centar mase, jer uspostav	a ravnote�u izme�u taqaka P ri i
P ri+1 sa te�inama wri i w

r
i+1, redom. Na osnovu (18), za tra�enu taqku P r+1

i treba
da va�i:

P r+1
i = (1− t) · wri

wr+1
i

P ri + t ·
wri+1

wr+1
i

. (20)

Iz (19) i (20) sledi:

(P ri , P
r
i+1, Q

r
i , P

r+1
i ) =

wri+1

wri
:

twri+1

(1− t)wri
=

1− t
t

.

Isto kao u neracionalnom sluqaju, u r-toj iteraciji imamo n − r + 1 taqaka, a
postupak ponav	amo sve dok u n-toj iteraciji ne dobijemo taqku Pn0 koja pred-
stav	a taqku sa odgovaraju�e racionalne krive.

Primer 9. Primenom racionalnog de Kaste	au algoritma, odrediti taqku
r3(

1
2 ) sa racionalne Bezijerove krive r3(t) koja je odre�ena kontrolnim taqkama

P0(0, 0), P1(1, 3), P2(2,−2) i P3(4, 1), qije su te�ine w0 = 1, w1 = 2, w2 = 2 i
w3 = 1, redom.

Rexe�e. U prvoj iteraciji, prvo, odre�ujemo taqke Q0, Q1, Q2 tako da zadovo-
	avaju jednakost (19), a zatim taqke P 1

i tako da je dvorazmera (Pi, Pi+1, Qi, P
1
i ) =
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1, i ∈ {0, 1, 2}.
Raqunamo taqku Q0:

Q0 =
w0

w0 + w1
P0 +

w1

w0 + w1
P1 =

1

3
P0 +

2

3
P1 =

(
2

3
, 2

)
.

Iz definicije dvorazmere imamo:

(P0, P1, Q0, P
1
0 ) =

β

α
:
δ

γ
= 1,

odakle sledi da je δ
γ = β

α . Iz taqke Q0 nalazimo da je α = 1
3 , β = 2

3 . Ono xto

uvek treba imati na umu kad se raqunaju koordinate taqaka je to da one (zajedno
sa kontrolnim taqkama) pripadaju ravni z = 1 i da je �ihova tre�a koordinata
uvek jednaka jedinici. Na osnovu toga va�i:

P 1
0 (x

1
0, y

1
0 , 1) = γ(0, 0, 1) + 2γ(1, 3, 1),

odakle dobijamo da je P 1
0 (

2
3 , 2). Te�ina w1

0 taqke P 1
0 je:

w1
0 =

1

2
w0 +

1

2
w1 =

3

2
.

Primetimo, jox, da va�i Qri = P r+1
i , r ∈ {0, 1, 2}, i ∈ {0, 1, . . . , 3 − r}, jer je

dvorazmera jednaka jedinici. Prime�uju�i ovaj postupak u svim iteracijama i

Slika 27: Slika uz primer 9 (GeoGebra)

na odgovaraju�e kontrolne taqke dobijamo slede�e.
Prva iteracija:

P 1
0

(
2

3
, 2

)
, w1

0 =
3

2
,

P 1
1

(
3

2
,
1

2

)
, w1

1 = 2,

P 1
2

(
8

3
,−1

)
, w1

2 =
3

2
.
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Druga iteracija:

P 2
0

(
8

7
,
8

7

)
, w2

0 =
7

4
,

P 2
1

(
2,−1

7

)
, w2

1 =
7

4
.

Tre�a iteracija:

P 3
0

(
11

7
,
1

2

)
, w3

0 =
7

4
.

4

Posledice racionalnog de Kaste	au algoritma izvode se analogno posledi-
cama u neracionalnom sluqaju.

5 Bezijerove povrxi

Priqu sa Bezijerovim krivama i �ihovim racionalnim parovima uopxti�emo
na Bezijerove povrxi i racionalne Bezijerove povrxi, koje predstav	aju osnovne
objekte u raqunarskoj grafici.

5.1 Definicija Bezijerovih povrxi

Neka su Pi,j , i ∈ {0, 1, . . . , n}, j ∈ {0, 1, . . . ,m}, (n,m ≥ 1) date taqke u prostoru
R3. Bezijerova povrx ϕn,m stepena (n,m) je preslikava�e ϕn,m : [0, 1]×[0, 1]→
R3 tako da va�i:

ϕn,m(u, v) =

n∑
i=0

m∑
j=0

Bni (u)B
m
j (v)Pi,j . (21)

Taqke P0,0, P0,1, . . . , P0,m, P1,0, P1,1, . . . , P1,m, . . . , Pn,0, Pn,1, . . . , Pn,m zovemo kontrol-
nim taqkama, dok qetvorke Pi,j , Pi,j+1, Pi+1,j+1, Pi+1,j povezane du�ima qine
kontrolnu mre�u. Na slici 28 prikazana je Bezijerova povrx stepena (2, 3).

Slika 28: Bezijerova povrx stepena (2, 3) (GeoGebra)

Za Bezijerove povrxi ka�emo jox da su one tzv. tenzorski proizvod Bezi-
jerovih krivih stepena n i m. Naime, zapiximo jednakost (21) na slede�i naqin:

ϕn,m(u, v) =

n∑
i=0

Bni (u)

m∑
j=0

Bmj (v)Pi,j =

n∑
i=0

Bni (u) · Pi(v),
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gde su Pi(v) =
m∑
j=0

Bmj (v)Pi,j , i ∈ 0, 1, . . . , n, Bezijerove krive stepenam, a ukupno

ih ima n+1 (na slici 29 te krive su crvene). Ako fiksiramo parametar v = v0,
na svakoj od ovih krivih odre�ujemo po jednu taqku Pi(v0), koje su sada kontrolne

taqke za krivu
n∑
i=0

Bni (u)Pi(v0) (na slici 29 su plave) koja pripada povrxi ϕn,m.

Praktiqno, povrx ϕn,m dobijamo ,,xeta�em plave krive po crvenoj. Istu povrx
bismo dobili ,,xeta�em crvene krive po plavoj.

Slika 29: Tenzorski proizvod Bezijerovih krivih stepena 3 (crveno) i Bezije-
rovih krivih stepena 2 (plavo) (GeoGebra)

Iz prethodnog jox mo�emo zak	uqiti da fiksira�em parametra v = v0 (od-
nosno u = u0) dobijamo Bezijerovu krivu ϕn,m(u, v0) (odnosno ϕn,m(u0, v)) stepena
n (odnosno m):

ϕn,m(u, v0) =

n∑
i=0

Bni (u)Pi(v0), gde je Pi(v0) =

m∑
j=0

Bmj (v0)Pi,j ,

ϕn,m(u0, v)

m∑
j=0

Bmj (v)Qj(u0), gde je Qj(u0) =

n∑
i=0

Bni (u0)Pi,j .

Primetimo, uz to, da su parametarske krive ϕn,m(u, 0), ϕn,m(u, 1), ϕn,m(0, v), ϕn,m(1, v)
iviqne krive povrxi ϕn,m.

Osobine Bezijerovih povrxi. Za Bezijerove povrxi va�e sliqne osobine
kao za Bezijerove krive.

1) Bezijerova povrx ima svojstvo konveksnog omotaqa, tj. ona ne izlazi van
konveksnog omotaqa svojih kontrolnih taqaka. To sledi iz qi�enice da je
Bni (u)B

m
j (v) ≥ 0, za svako 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m i iz jednakosti:

n∑
i=0

m∑
j=0

Bni (u)B
m
j (v) =

n∑
i=0

Bni (u)︸ ︷︷ ︸
1

·
m∑
j=0

Bmj (v)︸ ︷︷ ︸
1

= 1.

36



Slika 30: Konveksni omotaq Bezijerove povrxi (Mathematica)

2) Bezijerove povrxi su afino invarijantne. Neka je φ : R3 → R3 proi-
zvo	no afino preslikava�e dato sa:

φ(M) = A ·M + b,

gde je A3×3 matrica, a b ∈ R3 vektor translacije. Tada va�i:

φ(ϕn,m) = A ·
n∑
i=0

m∑
j=0

Bni (u)B
m
j (v)Pi,j + b =

n∑
i=0

m∑
j=0

Bni (u)B
m
j (v)(A · Pi,j + b)

=

n∑
i=0

m∑
j=0

Bni (u)B
m
j (v)φ(Pi,j).

Napomenimo da Bezijerove povrxi nisu projektivno invarijantne (sliqno
Bezijerovim krivama), pa ih ne mo�emo preslikati projektivnim presli-
kava�em, a da pritom kao rezultat dobijemo Bezijerovu povrx.

3) Kontrolne taqke P0,0, P1,0, P0,1, P1,1 pripadaju odgovaraju�oj Bezijerovoj
povrxi ϕn,m:

ϕn,m(0, 0) = P0,0, ϕn,m(1, 0) = Pn,0,

ϕn,m(0, 1) = P0,m, ϕn,m(1, 1) = Pn,m.

To su �oxkovi date Bezijerove povrxi.

Najjednostavniji primer Bezijerovih povrxi je Bezijerova povrx stepena
(1, 1) odre�ena sa 4 kontrolne taqke P0,0, P0,1, P1,0, P1,1 i to je deo hiperboliqkog
paraboloida (sedla). Naime, hiperboliqki paraboloid je pravolinijska povrx7

i kao takva, ima jednaqinu z = xy. Uzimaju�i 4 taqke sa paraboloida :

P0,0(0, 0, 0 · 0), P1,0(2, 0, 2 · 0), P0,1(0, 2, 0 · 2), P1,1(2, 2, 2 · 2)
7Pravolinijska povrx - povrx koja nastala kreta�em prave po nekoj krivoj.
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za kontrolne taqke, zapiximo jednaqinu odgovaraju�e Bezijerove povrxi:

ϕ1,1(u, v) =

1∑
i=0

1∑
j=0

B1
i (u)B

1
j (v)Pi,j

=

1∑
i=0

B1
i (u) · [(1− v)Pi,0 + vPi,1]

= (1− u)[(1− v)P0,0 + vP0,1] + u[(1− v)P1,0 + vP1,1]

= (2u, 2v, 4uv)

= (2u, 2v, 2u · 2v), u, v ∈ [0, 1].

Kako je tre�a koordinata jednaka proizvodu prve dve, to sledi da je Bezijerova
povrx stepena (1, 1) odre�ena datim kontrolnim taqkama deo sedla. Primetimo
da su parametarske krive:

ϕ1,1(u, v0) = (2u, 2v0, 4v0u),

ϕ1,1(u0, v) = (2u0, 2v, 4u0v), u, v ∈ [0, 1],

du�i, xto se poklapa sa qi�enicom da je hiperboliqki paraboloid pravolinij-
ska povrx (slika 31).

Slika 31: Deo hiperboliqkog paraboloida kao Bezijerova povrx stepena (1, 1)
(GeoGebra)

5.2 De Kaste	au algotritam

Razmotrimo, prvo, de Kaste	au algoritam za Bezijerove povrxi stepena (n, n).
Neka su Pi,j , 0 ≤ i, j ≤ n, date kontrolne taqke:
P0,0, P0,1, P0,2, . . . P0,n,
P1,0, P1,1, P1,2, . . . P1,n,
P2,0, P2,1, P2,2, . . . P2,n,
...

...
...

...
Pn,0, Pn,1, Pn,2, . . . Pn,n.

Oznaqimo ih sa P 0,0
i,j , gde gor�i indeks 0, 0 oznaqava nultu iteraciju. Osnovnu

ideju algoritma prikaza�emo na qetvorki taqaka P0,0, P1,0, P1,1, P0,1.
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Na kontrolnim du�ima P0,0P1,0 i P0,1P1,1 odre�ujemo taqke P 1,0
0,0 i P 1,0

0,1 , redom,
tako da one dele odgovaraju�e kontrolne du�i u razmeri u : (1 − u), a zatim
kontrolnu du� P 1,0

0,0P
1,0
0,1 delimo taqkom P 1,1

0,0 u razmeri v : (1 − v) (videti sliku
32).

Slika 32: Odre�iva�e taqke P 1,1
0,0 (GeoGebra)

Dakle, imamo da va�i:

P 1,0
0,0 = (1− u)P0,0 + uP1,0,

P 1,0
0,1 = (1− u)P0,1 + uP1,1,

P 1,1
0,0 = (1− v)P 1,0

0,0 + vP 1,0
0,1

= (1− v)[(1− u)P0,0 + uP1,0] + v[(1− u)P0,1 + uP1,1]

=
(
1− u u

)( P0,0 P0,1

P1,0 P1,1

)(
1− v
v

)
.

Primetimo da bismo isto dobili kada bismo prvo delili kontrolne du�i P0,0P0,1

i P1,0P1,1 u razmeri v : (1− v).
Ovaj princip odre�iva�a taqke prime�uje se u svakoj iteraciji r, 1 ≤ r ≤ n

i na svaku qetvorku taqaka P r,ri,j , P
r,r
i+1,j , P

r,r
i+1,j+1, P

r,r
i,j+1, 0 ≤ i, j ≤ n− r, pa u r-toj

iteraciji imamo da va�i:

P r,ri,j =
(
1− u u

)( P r−1,r−1i,j P r−1,r−1i,j+1

P r−1,r−1i+1,j P r−1,r−1i+1,j+1

)(
1− v
v

)
. (22)

Tako u nultoj iteraciji imamo (n+ 1) · (n+ 1) kontrolnih taqaka, u prvoj n · n,
u drugoj (n − 1) · (n − 1) i tako da	e sve dok ne stignemo do n-te iteracije u
kojoj dobijamo samo jednu taqku Pn,n0,0 koja pripada Bezijerovoj povrxi ϕn,n iz
jednakosti (21). Na slici 33 prikazana je taqka sa Bezijerove povrxi stepena
(2, 2).

Teorema 11. De Kaste	au algoritam za odre�iva�e taqke Pn,n0,0 na Bezijerovoj
povrxi ϕn,n je korektan, tj. va�i:

Pn,n0,0 =

n∑
i=0

n∑
j=0

Bni (u)B
n
j (v)Pi,j . (23)

Ova teorema je specijalan sluqaj slede�e teoreme.
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Slika 33: Taqka P 2,2
0,0 sa Bezijerove povrxi za u = 0.4 i v = 0.7 (GeoGebra)

Teorema 12. Za taqku P r,ri,j dobijenu u de Kaste	auovom algoritmu va�i:

P r,ri,j =

r∑
k=0

r∑
l=0

Brk(u)B
r
l (v)Pi+k,j+l, (24)

gde je r ∈ {0, 1, . . . , n} i i, j ∈ {0, 1, . . . , n− r}.

Dokaz. Dokaz izvodimo matematiqkom indukcijom po r ≥ 1.
B.I. r = 1

P 1,1
i,j =

(
1− u u

)( Pi,j Pi,j+1

Pi+1,j Pi+1,j+1

)(
1− v
v

)
= (1− u)[(1− v)Pi,j + vPi,j+1] + u[(1− v)Pi+1,j + vPi+1,j+1]

= (1− u)
1∑
l=0

B1
l (v)Pi,j+l + u

1∑
l=0

B1
l (v)Pi+1,j+l

=

1∑
k=0

1∑
l=0

B1
k(u)B

1
l (v)Pi+k,j+l

I.P. P r−1,r−1i,j =
r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l
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I.K.

P r,ri,j =
(
1− u u

)( P r−1,r−1i,j P r−1,r−1i,j+1

P r−1,r−1i+1,j P r−1,r−1i+1,j+1

)(
1− v
v

)

=
(
1− u u

)
r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l
r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+1+l

r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+1+k,j+l

r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+1+k,j+1+l

 ·
·
(

1− v
v

)

=
(
1− u u

)
r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l
r−1∑
k=0

r∑
l=1

Br−1k (u)Br−1l−1 (v)Pi+k,j+l

r−1∑
k=1

r−1∑
l=0

Br−1k−1(u)B
r−1
l (v)Pi+k,j+l

r∑
k=1

r∑
l=1

Br−1k−1(u)B
r−1
l−1 (v)Pi+k,j+l

 ·
·
(

1− v
v

)
=
(
1− u u

)( I II
III IV

)(
1− v
v

)
= (∗)

I =

r−1∑
k=0

r−1∑
l=0

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l

=

r−1∑
k=0

(
Br−1k (u)Br−10 (v)Pi+k,j +

r−1∑
l=1

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l

)

=

r−1∑
k=0

Br−1k (u)Br−10 (v)Pi+k,j +

r−1∑
k=0

r−1∑
l=1

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l

=

r−1∑
k=0

Br−1k (u)Br−10 (v)Pi+k,j +

r−1∑
l=1

Br−10 (u)Br−1l (v)Pi,j+l +

r−1∑
k=1

r−1∑
l=1

Br−1k (u)Br−1l (v)Pi+k,j+l.

Na sliqan naqin kao xto smo izraqunali I, raqunamo i II, III i IV :

II =

r−1∑
k=0

Br−1k (u)Br−1r−1(v)Pi+k,j+r +

r−1∑
l=1

Br−10 (u)Br−1l−1 (v)Pi,j+l+

+

r−1∑
k=1

r−1∑
l=1

Br−1k (u)Br−1l−1 (v)Pi+k,j+l

III =

r∑
k=1

Br−1k−1(u)B
r−1
0 (v)Pi+k,j +

r−1∑
l=1

Br−1r−1(u)B
r−1
l (v)Pi+r,j+l+

+

r−1∑
k=1

r−1∑
l=1

Br−1k−1(u)B
r−1
l (v)Pi+k,j+l

IV =

r∑
k=1

Br−1k−1(u)B
r−1
r−1(v)Pi+k,j+r +

r−1∑
l=1

Br−1r−1(u)B
r−1
l−1 (v)Pi+r,j+l+

+

r−1∑
k=1

r−1∑
l=1

Br−1k−1(u)B
r−1
l−1 (v)Pi+k,j+l.
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Zamenom I, II, III i IV u (∗) i posle malo du�eg raquna dobijamo:

(∗) =
r∑
l=0

Br0(u)B
r
l (v)Pi,j+l +

r∑
k=0

Brk(u)B
r
0(v)Pi+k,j

+

r−1∑
k=1

r−1∑
l=0

Brk(u)B
r
l (v)Pi+k,j+l

+

r∑
l=0

Brr (u)B
r
l (v)Pi+r,j+l +

r∑
k=0

Brk(u)B
r
r (v)Pi+k,j+r

=

r∑
k=0

r∑
l=0

Brk(u)B
r
l (v)Pi+k,j+l.

Potencijalni problem kod de Kaste	au algoritma mo�e da nastane kada je
Bezijerova povrx stepena (n,m), pri qemu je n 6= m. U tom sluqaju, posle
odre�enog broja iteracija ne�emo imati odgovaraju�e qetvorke taqaka na koje
bismo mogli da primenimo osnovnu ideju datog algoritma. Zato se postupa na
slede�i naqin:

1) odredi se a = min(n,m);

2) primeni se prethodno opisani de Kaste	au algoritam do a-te iteracije,
kada dobijamo taqke Pm,m0,0 , Pm,m1,0 , . . . , Pm,mn,0 ili Pn,n0,0 , P

n,n
0,1 , . . . , P

n,n
0,m u zavi-

snosti od toga da li je a = m ili a = n, redom;

3) primeni se de Kaste	au algoritam za Bezijerove krive qije su kontrolne
taqke dobijene u koraku 2), pri qemu treba voditi raquna o parametru koji
tom prilikom figurixe.

Slika 34: De Kaste	au algoritam za Bezijerovu povrx stepena (2, 3) (GeoGebra)

Primer 10. Odrediti taqku ϕ3,2

(
1
2 ,

1
2

)
, korix�e�em de Kaste	au algoritma,

sa Bezijerove povrxi odre�ene kontrolnim taqkama:
P0,0(0, 0, 0), P0,1(−2, 1, 4), P0,2(−3, 2, 5),
P1,0(1, 1, 1), P1,1(1, 2, 3), P1,2(2, 3, 4),
P2,0(3, 0, 0), P2,1(4, 2, 4), P2,2(3, 3, 5),
P3,0(4, 0, 2), P3,1(4, 3, 5), P3,2(5, 4, 6).
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Rexe�e. Kako je n > m prime�ujemo 'kombinovani' de Kaste	au algoritam. Vo-
dimo raquna da nam po vertikali figurixe parametar u, a po horizontali pa-
rametar v.
Prva iteracija:

P 1,1
0,0 (0, 1, 2), P 1,1

0,1

(
− 1

2 , 2, 4
)
,

P 1,1
1,0

(
9
4 ,

5
4 , 2
)
, P 1,1

1,1

(
5
2 ,

5
2 , 4
)
,

P 1,1
2,0

(
15
4 ,

5
4 ,

11
4

)
, P 1,1

2,1 (4, 3, 5).

Druga iteracija:

P 2,2
0,0

(
17
16 ,

27
16 , 3

)
,

P 2,2
1,0

(
25
8 , 2,

55
16

)
.

Tre�a iteracija:

P 3,2
0,0 = (1− u)P 2,2

0,0 + uP 2,2
1,0 =

(
67
32 ,

59
32 ,

103
32

)
.

4

5.3 Racionalne Bezijerove povrxi

Bezijerove povrxi se mogu uopxtiti do racionalnih na sliqan naqin kao
xto su Bezijerove krive uopxtene do racionalnih Bezijerovih krivih, xto
znaqi da su nastale centralnim projektova�em odgovaraju�e Bezijerove povrxi
iz prostora R4 na prostor R3. Racionalna Bezijerova povrx ψn,m ste-
pena (n,m) odre�ena sa (n + 1)(m + 1) kontrolnih taqaka Pi,j i �ihovim od-
govaraju�im te�inama wi,j , 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, je neprekidno preslikava�e
ψn,m : [0, 1]× [0, 1]→ R3 dato sa:

ψn,m(u, v) =

n∑
i=0

m∑
j=0

wi,jB
n
i (u)B

m
j (v)Pi,j

n∑
i=0

m∑
j=0

wi,jBni (u)B
m
j (v)

, u, v ∈ [0, 1]. (25)

Slika 35: Racionalna Bezijerova povrx stepena (3, 2) sa te�inama wi,0 = wi,2 =
1, wi,1 = 2, 0 ≤ i ≤ 3 (Mathematica)

Dakle, racionalne Bezijerove povrxi su projekcija tenzorskog proizvoda
Bezijerovih krivih. Me�utim, one same nisu tenzorski proizvod odgovaraju�ih
racionalnih Bezijerovih krivih. Analitiqki gledano, da bi Bezijerova povrx
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bila tenzorski proizvod Bezijerovih krivih, �ena bazna funkcija mora biti
zapisana u obliku A(u)B(v), gde je u parametar koji figurixe po jednoj krivoj,
a v po drugoj. Kod obiqnih Bezijerovih povrxi je to bilo mogu�e, jer je ba-
zna funkcija bila oblika Bni (u)B

m
j (v). Bazna funkcija racionalne Bezijerove

povrxi ima oblik:
Bni (u)B

m
j (v)

n∑
i=0

m∑
j=0

wi,jBni (u)B
m
j v

,

pa se zbog oblika imenica ne mo�e zapisati kao tenzorski proizvod krivih.
Generalno, sve to ne predstav	a skoro nikakav nedostatak racionalnih Bezi-

jerovih povrxi. Primetimo da fiksira�em bilo kog parametra dobijamo raci-
onalnu Bezijerovu krivu, tako da proizvo	nu taqku sa povrxi mo�emo dobiti i
primenom racionalnog de Kaste	au algoritma na odgovaraju�e krive.

Racionalne Bezijerove povrxi, osim xto poseduju sve osobine obiqnih Bezi-
jerovih povrxi, one su jox i projektivno invarijantne.

Jedan od glavnih razloga zaxto su uvedene racionalne Bezijerove povrxi je-
ste da se predstave rotacione povrxi. Rotacione povrxi nastaju rotacijom
neke ravanske krive, koju zovemo generatrisa, oko fiksirane prave. Bez uma-
�e�a opxtosti, mo�emo da pretpostavimo da generatrisa pripada ravni y = 0
i da ima jednaqinu (x(v), 0, z(v)), v ∈ R. Pretpostavimo, jox, da je prava oko
koje se vrxi rotacija osa Oz. Tada, odgovaraju�a povrx ima jednaqinu:

ψ(φ, v) = (x(v) cosφ, x(v) sinφ, z(v)), v ∈ R, φ ∈ [0, 2π]. (26)

Uvo�e�em smene cosφ = 1−u2

1+u2 , sinφ = 2u
1+u2 , u ∈ [0, 1] u jednaqinu (26), ona

postaje:

ψ(u, v) =

(
x(v)

1− u2

1 + u2
, x(v)

2u

1 + u2
, z(v)

)
. (27)

Ako je generatrisa (x(v), 0, z(v)) racionalna Bezijerova kriva, onda sledi da
je povrx (27) racionalna Bezijerova povrx, jer �e odgovaraju�e koordinatne
funkcije biti racionalne po u i v.

Primer 11. Izraziti qetvrtinu jediniqne sfere kao racionalnu Bezijerovu
povrx.

Rexe�e. Qetvrtinu jediniqne sfere dobijamo rotacijom qetvrtine jediniqnog
kruga (x(θ), 0, z(θ)) = (cos θ, 0, sin θ), θ ∈

[
0, π2

]
oko Oz ose za π

2 . Uvo�e�em smene

cos θ = 1−v2
1+v2 i sin θ = 2v

1+v2 , v ∈ [0, 1], na osnovu (27), dobijamo da je jednaqina
qetvrtine sfere:

ψ(u, v) =

(
1− v2

1 + v2
· 1− u

2

1 + u2
,
1− v2

1 + v2
· 2u

1 + u2
,

2v

1 + v2

)
. (28)

Pore�e�em imenioca u jednaqinama (28) i (25), dobijamo matricu te�ina:

wi,j =

 1 1 2
1 1 2
2 2 4

 ,

dok kontrolne taqke dobijamo iz uslova tangentnosti:

P0,0(1, 0, 0), P0,1(1, 0, 1), P0,2(0, 0, 1),
P1,0(1, 1, 0), P1,1(1, 1, 1), P1,2(0, 0, 1),
P2,0(0, 1, 0), P2,1(0, 1, 1), P2,2(0, 0, 1).
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Slika 36: Slika uz primer 11 (Mathematica)

4

Primer 12. Odrediti Bezijerovu povrx nastalu rotacijom Bezijerove krive
stepena 3, koja je odre�ena taqkama P0(1, 0), P1(2,−1), P2(3, 3) i P3(4, 2) u xOz
ravni, za π

2 oko Oz-ose.

Rexe�e. Bezijerova kriva odre�ena taqkama P0, P1, P2 i P3 ima jednaqinu:

(x(v), z(v)) = (1 + 6v − 3v2 + v3,−3v + 15v2 − 10v3),

pa zamenom x(v) i z(v) u (27) dobijamo jednaqinu tra�ene povrxi:

ψ2,3(u, v) =

(
(1 + 3v)

1− u2

1 + u2
, (1 + 3v)

2u

1 + u2
, (−3v + 15v2 − 10v3)

1 + u2

1 + u2

)
. (29)

Pore�e�em imenioca u jednakostima (29) i (25) dobijamo matricu te�ina:

wi,j =

 1 1 1 1
1 1 1 1
2 2 2 2

 ,

a iz uslova tangentnosti dobijamo kontrolne taqke tra�ene racionalne Bezije-
rove povrxi:

P0,0(1, 0, 0), P0,1(2, 0,−1), P0,2(3, 0, 3), P0,3(4, 0, 2),
P1,0(1, 1, 0), P1,1(2, 2,−1), P1,2(3, 3, 3), P1,3(4, 4, 2),
P2,0(0, 1, 0), P2,1(0, 2,−1), P2,2(0, 3, 3), P2,3(0, 4, 2).
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Slika 37: Slika uz primer 12 (Mathematica)

4
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6 Dodatak

U dodatku dajemo objax�e�e pojma konveksnog omotaqa, kao i kodove koji
ilustruju razne osobine Bezijerovih krivih i povrxi.

6.1 Konveksni omotaq

Intuitivno, konveksni omotaq mo�emo zamisliti na slede�i naqin: neka je
dato nekih n taqaka A1, A2, . . . , An koje pripadaju istoj ravni. Zamislimo da su u
tim taqkama pobodene xpenadle. Stegnuvxi konac koji je bio labavo obavijen oko
tih xpenadli dobijamo ivicu konveksnog omotaqa, dok sve taqke koje se nalaze
unutar oblasti ograniqene tom ivicom pripadaju konveksnom omotaqu. Na slici
38 prikazan je konveksni omotaq za xest taqaka.

Slika 38: Konveksni omotaq za 6 taqaka osenqen je sivom bojom (GeoGebra)

Kako mo�emo ispitati da li neka taqka pripada konveksnom omotaqu ili ne?
Posmatrajmo, za poqetak, dve taqke A i B koje pripadaju pravoj p. Za taqku

C za koju va�i
C = αA+ βB, α+ β = 1,

gde su α i β dva realna broja, re�i �emo da je ona baricentriqna kombinacija
taqaka A i B. Iz

C = αA+ βB = (1− β)A+ βB = A+ β(B −A) = A+ β
−−→
AB

sledi da se taqka C nalazi na pravoj p (vektor
−−→
AB je vektor pravca prave p).

Slika 39: C = αA+ βB, α+ β = 1 (GeoGebra)
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Primetimo da taqka C deli du� AB u odnosu β : α. Ako je 0 ≤ β ≤ 1 (a samim
tim je i 0 ≤ α ≤ 1) taqka C pripada du�i AB; ako je β > 1 (α < 0) ili β < 0
(α > 1) taqka C je van du�i AB.

Dakle, ako α i β pored uslova α+ β = 1 ispu�avaju i uslov nenegativnosti,
tj. α, β ≥ 0, onda taqka C pripada du�i AB i za �u ka�emo da je konveksna
kombinacija taqaka A i B.

Neka su, sada, date tri taqke A,B i C. Sliqno kao u prethodnom sluqaju,
taqka T za koju va�i

T = αA+ βB + γC, α+ β + γ = 1,

je baricentriqna kombinacija taqaka A,B i C. Iz

T = αA+ βB + γC

= αA+ βB + (1− α− β)C
= C + α(A− C) + β(B − C)

= C + α
−→
CA+ β

−−→
CB

vidimo da se T dobija translacijom taqke C za vektor α
−→
CA + β

−−→
CB, pa u zavi-

snosti od vrednosti parametara α i β taqka T se nalazi ili ne nalazi unutar
trougla 4ABC (videti sliku 40).

Slika 40: T = αA+ βB + γC, α+ β + γ = 1 (GeoGebra)

Dakle, za 0 ≤ α, β, γ ≤ 1 taqka T pripada unutrax�osti trougla 4ABC, pa
je ona konveksna kombinacija taqaka A,B i C.

Na kraju, uopxtimo celu priqu na n taqaka A1, A2, . . . , An neke ravni. Ako je

T =

n∑
i=1

αiAi,

gde je
n∑
i=1

αi = 1 (αi su realni brojevi), onda je taqka T baricentriqna kombi-

nacija taqaka Ai, i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ako uz to va�i jox da su αi nenegativni, tj.
αi ≥ 0, onda je taqka T konveksna kombinacija taqaka Ai, i ∈ {1, 2, . . . .n}.

Konveksni omotaq taqaka A1, A2, . . . , An predstav	a skup konveksnih kom-
binacija tih taqaka.
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6.2 Kodovi

U ovom poglav	u dati su kodovi, ra�eni u programskom paketu Mathematica,
koji ilustruju neke primere i osobine Bezijerovih krivih i povrxi.

6.2.1 De Kaste	au algoritam za Bezijerove krive

Ulaz: niz kontrolnih taqaka P0, P1, . . . , Pn i parametar t
Izlaz: taqka Pn0 (t)

In[1] := n[niz ] := Length[niz]− 1

In[2] := PomF[r , i , niz , t ] := (1− t) ∗ PomF[r− 1, i, niz, t] + t ∗ PomF[r− 1, i+ 1, niz, t]
In[3] := PomF[0, i , niz , t ] := niz[[i+ 1]]
In[4] := Kast[niz , t ] := PomF[n[niz], 0, niz, t]

6.2.2 Podela Bezijerove krive na dva dela

Ulaz: niz kontrolnih taqaka P0, P1, . . . , Pn i parametar t
Izlaz: {niz1, niz2}, gde je niz1 niz kontrolnih taqaka prvog, a niz2 niz kon-
trolnih taqaka drugog dela krive

In[1] := n[niz ] := Length[niz]− 1

In[2] := PomF[r , i niz , t ] := (1− t) ∗ PomF[r− 1, i, niz, t] + t ∗ PomF[r− 1, i+ 1, niz, t]
In[3] := PomF[0, i , niz , t ] := niz[[i+ 1]]
In[4] := Podela[niz , t ] := {Table[PomF[r, 0, niz, t], r, 0, n[niz]],

Table[PomF[n[niz]− i, i, niz, t], i, 0, n[niz]]}

6.2.3 Pove�a�e stepena Bezijerove krive za 1

Ulaz: niz kontrolnih taqaka P0, P1, . . . , Pn i parametar t
Izlaz: niz sa n+ 2 taqaka posle pove�a�a stepena za 1

In[1] := n[niz ] := Length[niz]− 1

In[2] := Sredina[niz ] := Table
[

i
n[niz]+1

∗ niz[[i]] +
(
1− i

n[niz]+1

)
∗ niz[[i+ 1]], {i, 1, n[niz]}

]
In[3] := Povecanje[niz ] := Insert[Insert[Sredina[niz], niz[[1]], 1], niz[[Length[niz]]],−1]

6.2.4 Osobina konveksnosti

Ulaz: niz kontrolnih taqaka P0, P1, . . . , Pn
Izlaz: slika odgovaraju�e Bezijerove krive sa kontrolnim poligonom i konvek-
snim omotaqem

In[1] := n[niz ] := Length[niz]− 1

In[2] := B[m , i , t ] := Binomial[m, i] ∗ ti ∗ (1− t)(m−i)

In[3] := Bezier[niz , t ] := Expand[Sum[B[n[niz], i, t] ∗ niz[[i+ 1]], {i, 0, n[niz]}]]
In[4] := GrafikKrive[niz] := Show[ParametricPlot[Bezier[niz, t], {t, 0, 1},

PlotStyle→ Darker[Green]], Graphics[{Red, PointSize[0.015], Point[niz],
Darker[Blue], Thickness[0.0045], Line[niz]}], PlotRange→ All]

In[5] := OsobinaKonv[niz] := Show[ConvexHullMesh[niz], GrafikKrive[niz],
Axes→ True, PlotRange→ All]
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6.2.5 Presek minmax pravougaonika

Ulaz: niz1 i niz2 kontrolnih taqaka dveju Bezijerovih krivih P0, P1, . . . , Pn
Izlaz: True ili False (u zavisnosti od toga da li se pravougaonici seku ili ne)

In[1] := MinX[niz ] := Min[Table[niz[[i]][[1]], {i, 1, Length[niz]}]]
In[2] := MinY[niz ] := Min[Table[niz[[i]][[2]], {i, 1, Length[niz]}]]
In[3] := MaxX[niz ] := Max[Table[niz[[i]][[1]], {i, 1, Length[niz]}]]
In[4] := MaxY[niz ] := Max[Table[niz[[i]][[2]], {i, 1, Length[niz]}]]
In[5] := minmaxP[niz1,niz2] := Graphics[{Lighter[Green],

Polygon[{{minX[niz1], minY[niz1]}, {maxX[niz1], minY[niz1]},
{maxX[niz1], maxY[niz1]}, {minX[niz1], maxY[niz1]}}], Lighter[Blue],

Polygon[{{minX[niz2], minY[niz2]}, {maxX[niz2], minY[niz2]},
{maxX[niz2], maxY[niz2]}, {minX[niz2], maxY[niz2]}}],

Red, PointSize[Medium], Point[niz1], Point[niz2],
Darker[Green], Thickness[0.008], Line[niz1], Darker[Blue], Thickness[0.008],
Line[niz2]}, Axes→ True]

6.2.6 Rotacija Bezijerove krive

Ulaz: niz kontrolnih taqaka P0, P1, . . . , Pn i ugao rotacije
Izlaz: grafik originala i slike Bezijerove krive

In[1] := n[niz ] := Length[niz]− 1

In[2] := B[m , i , t ] := Binomial[m, i] ∗ ti ∗ (1− t)(m−i)

In[3] := Bezier[niz , t ] := Expand[Sum[B[n[niz], i, t] ∗ niz[[i+ 1]], {i, 0, n[niz]}]]
In[4] := Original[niz ] := Show[ParametricPlot[Bezier[niz, t], {t, 0, 1}, Axes→ True,

PlotStyle→ Darker[Green]], Graphics[{Red, PointSize[0.015], Point[niz]
Darker[Blue], Thickness[0.0045], Line[niz]}], PlotRange→ All]

In[5] := MR[ugao ] := {{Cos[ugao],−Sin[ugao]}, {Sin[ugao], Cos[ugao]}}
In[6] := Afino[niz , ugao ] := Table[MR[ugao].niz[[i]], {i, Length[niz]}]
In[7] := Slika[niz , ugao ] := Show[ParametricPlot[Bezier[Afino[niz, ugao], t], {t, 0, 1},

Axes→ True, PlotStyle→ Magenta], Graphics[{Red, PointSize[0.015],
Point[Afino[niz, ugao]], Darker[Orange], Thickness[0.005], Line[Afino[niz, ugao]]}],
PlotRange→ All]

In[8] := F[niz,ugao] := Show[Original[niz], Slika[niz, ugao]]

6.2.7 De Kaste	au algoritam za Bezijerove povrxi

Ulaz: matrica kontrolnih taqaka {{P0,0, P0,1, . . . , P0,m}, {P1,0, P1,1, . . . , P1,m}, . . . , {Pn,0, Pn,1, . . . ,
Pn,m}} i parametri u i v
Izlaz: taqka ψn,m(u, v) sa povr xi

In[1] := n[M ] := Length[M]− 1

In[2] := m[M ] := Length[Transpose[M]]− 1

In[3] := PomFP[r , i , j , M , u , v ] := (1− u) ∗ ((1− v) ∗ PomFP[r− 1, i, j, M, u, v]
+v ∗ PomFP[r− 1, i, j+ 1, M, u, v])
+u ∗ ((1− v) ∗ PomFP[r− 1, i+ 1, j, M, u, v]
+v ∗ PomFP[r− 1, i+ 1, j+ 1, M, u, v])

In[4] := PomFP[0, i , j , M , u , v ] := M[[i+ 1, j+ 1]]
In[5] := NizOstatak[M , u , v ] := If[n[M] < m[M], {Table[PomFP[n[M], 0, j, M, u, v],

{j, 0, m[M]− n[M]}], v,
If[n[M] > m[M], {Table[PomFP[m[M], i, 0, M, u, v], {i, 0, n[M]− m[M]}], u}, {}]]
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In[6] := PomF[r , i , niz , t ] := (1− t) ∗ PomF[r− 1, i, niz, t] + t ∗ PomF[r− 1, i+ 1, niz, t]
In[7] := PomF[0, i , niz , t ] := niz[[i+ 1]]
In[8] := Kast[niz , t ] := PomF[Length[niz]− 1, 0, niz, t]
In[9] := KastP[M , u , v ] := If[Equal[n[M], m[M]], PomF[n[M], 0, 0, M, u, v],

Kast[NizOstatak[M, u, v][[1]], NizOstatak[M, u, v][[2]]]]
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Zak	uqak

Ci	 ovog master rada je da predstavi osnovni koncept Bezijerovih krivih i
povrxi, kao i �ihovih racionalnih parova. S obzirom da ima veliki praktiqni
znaqaj, deta	no je obra�en de Kaste	au algoritam, koji je ilustrovan brojnim
primerima i slikama. Bo	oj vizuelizaciji Bezijerovih krivih i povrxi, pored
slika, doprineli su kodovi pisani u progrmskom paketu Mathematica.

Rad pru�a dobru osnovu za da	a istra�iva�a u ovoj oblasti. Poveziva�em
krivih i povrxi u tzv. V-splajnove i NURBS krive i povrxi dobijamo razli-
qite slo�ene strukture, koje se danas dosta koriste u saobra�ajnoj industriji
i raqunarskoj grafici. Me�utim, te teme prevazilaze okvir master rada, pa se
ovde zaustav	amo na primeru racionalnih Bezijerovih povrxi.
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