Yuusep3urer y beorpamay
Maremarndku daxyarer

besnjeoBe KpuBe 1 MOBPIIN

MenTtop: Cphan Bykmuposuh
Crynent: Anekcanapa Muanaauh

Beorpa,
2019.



Canapkaj

1

Hedbunnnuja BesujepoBe KpuBe
1.1 e Kacremay anropuraMm u peKyp3uBHA gedUHUIAA . . . . . . . . . .
1.2 edunumnumja mpeko BepHIITAjHOBAX MOTHHOMA . . . « « v o o v« o . .

ITocnenune ne Kacressay anropurma
2.1 llomema Be3mjepoBe KPUBE . . . . . . . . o . oot i e e
2.2 Tlosehame cremena Be3mjepoBe KpuBe . . . . . . . . ..o

Ocobune BesnjepoBux KpuBux

Pammonanne BesujepoBe KpuBe
4.1 Pammwonanne Be3mjepoBe KpuBe cremeHa 2 . . . . . ... ...
4.2 Pammonanuu e Kacremay amropuramMm . . . . . . . oL oo oL

Besujepose moBpIm

5.1 Hedwunnimja Be3aujepoBux mMOBPIIM . . . . . . . . o o oottt
5.2 e Kacrembay aJTOTPHATAM . . .« « o v v v v v e it e e e e e e e
5.3 Pamwmonanne Be3ujepoBe moBpImm . . . .. ... ..o

Homarak

6.1 KOHBEKCHH OMOTAT . . « « .« « v v v v e et et e et e e e e e e

6.2 KomoBu . . . . . . . . . e e e
6.2.1 e Kacremay amropuram 3a Besujepose kpuse . . . . . .. ..
6.2.2 Tlomena Be3uwjepoBe KpHBE HA ABA AETA . . = « « v « o o« o . .
6.2.3 Iloeehame crenena Be3mjepose kpuBe3a 1l . . . . . . . . . . ..
6.2.4 OcoOMHA KOHBEKCHOCTH . - « « « « « « o v o et e o e o
6.2.5 Ilpecexk minmax TPABOYTAOHHUKA . . « . « . « « « o o v v o . .
6.2.6 Poramuja Besujepose kpuBe . . . . . . ... Lo
6.2.7 e Kacresmay anropuram 3a Besujepose moppmu . . . . . . . .

13
13
16

20

25
26
32

35
35
38
43



YBOO

Cge 110 nojase padynapa (y caBpeMeHOM CMHCIY) y caobpaliajHoj uHmycTpuju, 3a
MIPOjeKTOBabe PA3HUX MPEBO3HUX Cpe/icTaBa, Kopuinhene cy tabie 3a nprame Ha KO-
juma cy 6umsie pabene ckune Tux npeBosHux cpejcraba. Ca pasBojeM padyHapa u
HUXOBOM cBe BelloM ymoTpeboM, JOIIO0 ce Ha Mejy Ja ce Tabje 3a IpTarmhe 3aMeHe
onroBapajyhuM KOMITjyTEepPCKUM MPOrpPaMOM KakKO OW Ce CKHUIlE JIAKIEe W MPEIU3HIje
n3pahuBame. Pa3num mporpamu 3a nprame Cy JONPUHENN PEAn3aluju OBe HIEje.
Mebhyrum, Tv npBu mporpamMu Cy KOPHUCHUKY 3a [PTAbE€ HYIUIU CAMO KPYXKHUIE W
JIMHH]e, JOK IpTame CJI000MHOM PYKOM Huje JaBaJjio uperusne pesysarare. ako cy 3a
W3paJy HEKUX CKHUIA Oumje JOBOJbHE KPYKHUIE W JIMHU]E, 384 HEKE CJIOYKeHuje cy Ouse
noTpebHe KpHUBe YUjuM OOJUKOM je Moryhe JJako MaHWITYJINCATH.

Tomuue 1959. Ha cueny crynajy Besujeose (y mamem rekcry Besujepose) kpuse,
quje cy obe koopauHare 3ajare nmosuHomuMma. Ca apyre crpane, oHe cy ompebhene
TAKO3BAHMM KOHTDOJIHMM TadkaMa (Koje He MOpajy HyKHO Jla LPULaJajy KPUBOj), a
YUjUM TIOMEPAHEM Ce Mera O0JIUK Iesie Kpuse. Fbux cy npeu nyTt kopuctuau [losn mge
Kacremay' u IIjep Besuje? y nusajuy ayTomobmia. Jdanac, Beanmjepose KpuBe mMajy
MAPOKY TPHUMEHY y PadyHAPCKO] rpaduI, BEKTOPCKOM 3amucy (DOHTOBA, AMPOKCHU-
Malliju MOJATaKa, POOOTUIIN, UT/.

IIpBu mpobiem Koju ce jaBuo Koi Kopwuiinhema be3mjepoBux KpuBUX y Au3ajHY
jecre TO MITO ce MOMEPAIbEM je/IHe KOHTPOJIHE TAadKe Mema OOJIHK Iejie KpuBe, jep je
TIOHEKAI MOTPEOHO MPOMEHUTH CAMO jeJaH heH /1e0. JeTaH o HaunHa, Ha KOjU je pereH
oBaj mpobjieM jecte yBoheme TakKO3BAHWX B-CjiajH KPUBUX, KOjeé HACTAjy TVIATKUM
HamoBe3uBameM be3ujepoBux KpuBnx. B-ciiajo KpuBe mMajy IPEIHOCT ¥ OJLHOCY HA
obnaHe Be3mjepose Kpuse 1ITO ce Mory ¢dpopMmuparn o1 be3ujepoBux KpHUBUX MAaJiOT
cremena, a oxpehere cy BehuMm OpojeM KOHTPOJIHHX Tadaka, IITO, omer, obe3dehyje
60Jby MAHUTMYIAIH]Y FHUMA.

Crenehu mpobiiem je HacTao OHIA KaJa Cy aum3ajHepu xrteau ma 3D momen ayTo-
MoOujia WCIpOojeKTyjy Ha paBaH u Tako 3D mozmenoBame cemy ma 2D momemoBame.
Mebhyrum, BesujepoBe KpuBe, Kao MOJMMHOMHjATHE, HACY MPOjEKTUBHO MHBAPHjAHTHE.
Osaj upobuewm je peuten ysofjewem paunuonannux BesujepoBux kpusux u NURBS(B-
cinaja kKpuse opMupaHne o panumoHAJTHUX Be3njepoBux KpuUBUX) KPUBHUX, UHja j€
TJIaBHA KapaKTEPUCTUKA TO IITO Ce OHE 33/ajy panuoHajgHuM (GYHKIFjaMa, YMECTO
MOJIMHOMUMA, TITO OMOryhaBa MpOjeKTUBHY WHBAPUjAHTHOCT.

Ha xpajy, nena npuua ca kpuBama je yommrena Ha nospinu (Besujepose, B-ciaju,
pamonanue Besujepose u NURBS nospiium) koje ganac upeacrasibajy ocHOBHE 00jeKTe
Yy padyHApPCKOj rpaduii.

VY mpBoj riaaBu gara je medbunnnyja be3njepoBux KpUBUX y PABHU HA IBA HAUUHA:
PEKyp3UBHO ¥ TIpeKO BepHIiTajaoBux mosmaoMa. IIpeqrocT pekyp3uBHe gedbWHUIjE
je y ToMme MITO HaM Jaje jaCHUjy TeOMEeTPHUjCKY BUIYEJTU3alHNjy KPUBUX, JOK je Jpyra
JeduHUINja MOrOAHMja 33 AyO/ha AHAJIMTHYKA MCTPAXKUBAaMa. PeKyp3uBHA medu-
HUIEja ce 3acCHUBA HA Je KacresbayoBOM ajirOpuTMy, KOjU MPEICTAB/bA HAjBAXKHU]H
aJropuTaM y 1esoj Teopuju be3mjepoBuxX KpUBUX.

Y apyroj rmaBu obpabhene cy nBe HajBaxumje ocobmue me KacrespayoBor anro-
puTMa: TOENa KPUBE y 1aTOj TauKy u noBehame cremneHa Kpuse. KopekTHOCT n3Bohema
OBHX TIOCTIEINIIA JOKA3aHA je aABeMa Teopemama. Takohe, o 3Hadaja je Teopema Koja
TBpaM Ja ce moBehameM cremena be3ujepoBe KpuBe HEH KOHTPOJHE ITOJTUTOH TPUOIH-
JKaBa CaMoj KPHUBO;.

VY Tpehoj riiasu cy mokasame caenehe ocobure Be3njepoBux KpuBuX: 0COOMHA KOH-
BEKCHOT OMOTa4a, adrHa HHBAPUJjAHTHOCT ¥ OCOOMHA Mame Bapujarrje. 3HAYajHA, TEO-

LPaul de Casteljau(1930-), dbpannyckn dusnuap u maremaTnaap, pajumo je 3a kommanujy Citroén
2Pierre Bézier(1910-1999), dpaHIycKy HHKemep, paauo je 3a KoMmanujy Renault



peMa y OBOM TIOIVIaBJbY je TeopeMa KOja TBPIM 1A je CBaKa be3mjepoBa KpuBa CTEIEHA
2 meo mapabose, Koja je moKazaHa KopwuInhemeM ocobube aduHe MHBAPHjAHTHOCTH.
MNako mema Be3e ca 0cOOMHAMa HABEJIEHUM y OBO]j IJIABH, aJii 300T CBOI' BEJIUKOI 3HA-
Yaja 3a JajbW pa3Boj Be3mjepoBWX KpWBUX, OBJE je AT JIOKa3 TeopeMe Koja TBPIU
Ja ce 1meo kpyra (enunce, xunepbosie) He MOXKE TIPEJCTaBUTH Kao Be3ujepoBa Kpuba
cTemena 2.

Y dgerBproj ryiaBu cy obpabhene panmonasnue Besujepose kpuse. [ledunucane cy
ca acueKkTa [POjeKTUBHUX [PEC/IMKaBaba (TaYHUje LEHTPAJIHOD IIPOjeKTOBAbA) YUME
je peren mpobJsieM U3 MPETXOIHE TJIaBe, & TO je Ja ce Jeo Kpyra (emurnce, XumepOoie)
HE MOXKe TpecTaBuTu Kao be3ujeposa kpuBa crenena 2. Obpaljene cy ocobune paru-
OHAJTHUX KPUBUX, Ka0 W parmoHagan ae Kacrtesbay ajaropuram, KOju ce pasjuKyje o
cranmapasaor. [Tocnenunama uuje nmocBehena BesmKa maXkKeba, jep ce U3BOJE AHAJIOTHO
MOC/IeIUIIAMA U3 APYTe riaBe, 6e3 HEKUX 3HAYAJHUX PA3IHKA.

VY neroj riasu nedunucane cy besujepose nospiiu Kao TeH30PCKHU IPou3Bo besu-
jeposux kpusux. Obpaben je u ne Kacrepayor anropuram 3a mopprim. Takolje, mpuua
je TpoIupeHa u Ha parmoHajHe be3wjepoBe moBprim, jep ce moMONY HUX MOTY Ipe-
craBuTH JnenoBu Topyca. Ilwb y 0BOj rmaBm je martm nmpuMmepe be3mjepoBux moBpImm,
JOK AyOspa aHau3a OBe TeMe IPEeBa3WJIa3h OKBUPE MACTED Pajia.

Cumke y oBoM pajgy cy pabene xopuiihemeMm mnporpamvckux nakera GeoGebra u
Mathematica, mok cy komosu, koju mpare onpehene mpumepe y pamy, paheru y mpo-
rpamy Mathematica.

Ha kpajy, kopuctum npuiauky Ja ce 3aXBajuM MeHTOpY, mpodecopy Cphany Byxk-
MupoBHuhy, Kao u wiaHoBuMma komucuje npodpecopuma Tujanu Ilykunosuh u Mupjann
Dopuh Ha mak/bUBOM YuTaKy W KOMEHTAPUMA KOjHU Cy OBaj Paj y4uHUIA OOTbUM.



1 Jledunumuja Be3njepoBe Kpube

IIpBa medunurmja Be3ujepose kpupe Omia je pekKyp3uBHA W 3aCHUBAJA Ce HA €
Kacremay anropurmy. Tako medwumrucana BesumjepoBa KpumBa mMa KOJHUKO - TOJUKO
TeOMETPHUjCKH jaCHY BU3YEIU3aInjy U yIPABO U3 TOI pasJjora KpeheMo o1 peKyp3uBHE
nedbunummje, tj. ox ae Kacrempay asropurma.

1.1 e Kacrespay anropuram m peKyp3uBHA AeduHUIKja

Heka cy Py, P1,...,Py(n > 1) nare tauke Heke paBHH U Heka je t € [0, 1] peanan
6poj. O3maummo nare tadke Ha ciaefehn vaumn:

P, = P2(t),ic{0,1,...,n},

rae 0 y ropmeM uHAEKCY o3Hadasa 6poj urepanuje. Jlakie, y HyJITOj HTEpALAjT ©MAMO
n+1 ranaka. Cana mgysxu PP (t)P2 (t), i € {0,1,...,n—1} nemmmo y oxgmocy ¢ : (1—t),
na y NpBOj UTepanuju 106ujamo n HoBuMX Tadaka Pl (t) 3a Koje BaxKu:

Plt)=(1—t)P2(t) +tP2,(t),i€{0,1,....,n—1}.

K2

Cavka 1: Tauke y npsoj nrepanmju (GeoGebra)

Jlasbe, MCTH TIOCTYTIAK TIOZIeNe TIpUMerbyjemo Ha ayxku Pl (t) Pl (t), i € {0,1,...,n—
2}, mpu 4yemy y Jpyroj urepanuju nobujamo n — 1 nosux Tauaxa P2 (t), 3a Koje Baxu:

PA(t)= (1 —t)P!(t) +tP} (), i€ {0,1,....,n —2}.

Cuka 2: Tauke y apyroj urepauuju (GeoGebra)



Tenepainuo, y r - T0j urepanujn gobujamo n —r+ 1 HoBuxX Tadaka P! (t), 3a Koje BaxKu:

PI(t)=(1—t)P[ ' (t) +tP ' (t), i € {0,1,....,n — 1}

K2

Ilocrymak HacTaB/baMoO CBE IOK HA KPajy, Y N-TOj UTEPAIHju, HE TOOUJEMO jeIHY TAdKy
P (t) 3a xojy BaxKm:

Pi(t) = (1= )5~ (t) + PP (1).

3a Ty Tauky KaxkeMo j1a mpumnaia BesujepoBoj kpuBoj crenena n. Tauke Py, Py,..., P,

ce 30By KOHTpOJIHe Tauke, nyxKu PyP;, P P;, ..., P, 1P, cy KOHTpOJIHE JIy>H, a
noauroncka jguauja PyPj ... P, KOHTPOJIHA MOJUTOHCKA JIMHHUjA.

IIperxonuo nmpukazanu anropuram oxpehuBama tauke PJ(t) 3a mexo t € [0,1]
HasuBa ce ge Kacrespay ajgropuram u OH NMPEICTAB/ba HAJBAYKHUJU AJTOPUTAM Yy
nesioj Teopuju BesnjepoBux kpuBux. Ha cimmu 3 mprkasaHe Cy CBe eTare ajJropuTMa
Ha mpumMepy besujepoBe kpuse cremena 4.

Cnuka 3: Besujeposa kpusa crenena 4 (GeoGebra)

IIpumernmo ma OpOj KOHTPOTHUX Tadaka oapelyje crenen kpuBe. Y mpakcu ce Haj-
gerrhe kKopucrte be3ujepose kpuBe cremena 2 uiu 3, 10K je be3ujepoBa kpuBa cremena
1 (ompeljena ca nse kourpomnne tauke Py u Py), 3anpaso, ayx PyP;.

IIpumennmo me Kacremay anropuram Ha taure Py, P| u P», 3a HeKu mapamerap
t e [0,1]:

Py(t) = (1 —t)Py + tPy, (1)
Pl(t) = (1 —t)Py + Py, (2)
P(t) = (1 —t)Py (t) + tP (t). (3)

Bamenom jequakocru (1) u (2) y jemnakocr (3), mobujamo cienehie:
Pi(t)=(1—1)2Py +2t(1 —t)P, + t*Ps. (4)

Haxue, uzpasz (4) je kBagparnu 1o napamerpy ¢t u to je Besujeposa kpusa crenena
2 (cmxka 4) xaf je t € [0,1]2. Tpumernmo u To Aa ¢y cBU KoedHIHjeHTH KOju CTOje
y3 KoHTposiHe Tauke Py, Py, P> HeHeratupHw, jep je t € [0,1]. HapasHo, To Baxku u y
OMIITEM CJIYUajy.

3V jemmoj on mapemmux ryasa lemo mokasaru ga je ceaka Be3mjepoa KpuBa cremena 2 mapadosa.



Cunka 4: Besujeposa kpusa crenena 2 (GeoGebra)

IIpumep 1. Jame cy xonmpoane mauke Py(1,1), P1(3,5), P(7,5) u P5(9,1). Odpe-
dumu mauwy P(t) sat = %, npumerom de Kacmemway aszopumma dupexmmo Ha dame
epedrocmu.

Pewerve. IlpaTnmo rope OnMMcaHu aJrOpPUTaAM.
IIpBa mTepammja:
1
Pilz]=

1
'P0+§'P1:(2»3)7

1
P1+§P2:(575)7

1
Pyt 5Py =(8,3).

3
/N
DN |
"
Il
N = N~ N

o2
7 N
N
~

Il

Hpyra urepanuja:

Tpeha ureparnmuja:



=l

t=045

L

Cumka 5: Cuuka y3 npumep 1 (GeoGebra)

1.2 Jdedununuja npeko BepHmiTajHOBUX MOJMHOMA

3a Heka 1ybiba TEOPUjCKA MCIUTHBAKA 3r0JAHO O6u Ouio nedunucaru Besujepose
KPHUBE EKCIIUIINTHO. Y Ty CBPXY KOPHUCTE ce BepHIITajHOBM TOJTMHOMM.

Heka cy Py, Py, ..., Py, (n > 1) rauke u3 nena 1.1. BesujepoBa KpuBa creneHa
n je HENPeKUHO mpecauKaBame oy, : [0, 1] — R? naro ca:

an(t) = f: (?) i1 -t ip,. (5)

i=0
Jlare Tauke, Takohe, 30BeMO KOHTPOJIHUM Tadkama, ayxku PoPy, P\ Py, ..., P, 1P,
30BEMO KOHTPOJHUM JTyKUMa, & TOJMUTOHCKY JuHUjy PoPi ... P, KOHTPOJHOM MOJIH-
rouckoM smHAjoM. [lommHoM™

BrMt) = (T;) #i(1— )

30By ce BepHIinTajHOBH® moJMHOMH uiu 0asHe dpyHKIuje. Bpojesu (7;) cy Om-
HOMHU KOEMUIIUJEHTH U 33 HhUX BAYKHU:

ny _ i!(w?ii)!’ 0<i<n
i) |0, nHa4e

ITpumerumo na cy BepuinrajuoBu nosaunomu (Kao KoedUIUjeHTH KOjU CTOje y3 KOH-
TposnHe Tauke) HeHerartubHH, jep je ¢t € [0,1]. Ha cammm 6 mpukasana je dammamja
BepumTajHoBUX MOTMHOMA CTETEHA, 3.

Kako je Besujep oxn ne Kacrepay anropurma momao mo gedunurmje (5) mMoxkere
BuzeTH y Kibu3u [1], a mu hiemo nokaszaru Ja cy oBe JeduHUINje eKBUBAJICHTHE. YBe-

4Felix Bernstein(1878-1956) - HeMauKu MaTeMaTH4ap



pHUMO ce, 3a MOYeTakK, Jila TO BaXKH y caydajy n = 2.

as(t) = ZQ: <j)ti(1 —t)*7'p;

=0

_ (3)#(1 —1)2Ry + (?)tl(l — )P+ (;)tQ(l — )P,

=(1—t)?Py +2t(1 —t)P, +t*Py,
urTo je jemmaxo ca Pg(t) w3 jennaxocru (4) 3a csako t € [0, 1].

1.2

ne
0.8
04

o2

0 02 0.4 0s os 1 1.2 A4

Cruxa 6: ®amunuja Bepamrajuopux momuuoma B3, i € {0,1,2, 3} (GeoGebra)

Teopema 1. Taura P (t) dobujena npumenom de Kacmenay arzopumma nokaana ce
ca mavkom oy, (t) us dedunuyuge (5) 3a ceaxo t € [0,1], mj. sasrcu:

Prt)y=> (’Z) t1—t)" P, telo,1]. (6)

i=0
OBa Teopema je crmernujasan ciiy4aj ciemehe Teopeme.
Teopema 2. Tauxa P]-T(t) dobujena npumenom de Kacmemay aszopumma y r-moj

T . .
umepavuju noxaana ce ca mawkom o (t) = . ()tH(1 — )" Py
i=0

Zloxas. Jloka3 m3BOANMO MAaTEMATHIKOM MHIYKIIHjOM TIO 7 > 1.
B.U. r=1

Pi(t) = (1= t)P)(t) + tP},(t) = (1 = t)Pj + tPj 11

—t)P
1 1 1
Z < )tl 1-t)'7"P, = (0>t0(1 —t)' Poyj + <1)t1(1 —1)°Pry; = le(t)

=0

=
.':I

I Z;: (r 1)tz( 71&)7‘7177;})14»]'



T _ r—1 r—1
PI(t)=(1— )P/~ 4+ tP

J J+1
r—1 r—1 r—1 r—1
=(1-1) < . >tl(1 —t) T P Y ( . )tl(l — )" P
i=0 i=0
— /r—1
— - tz l_trzl (i1 1_tr—1—iPi .
; ( i ) ( +i Tt Z ( ; ) ) +i+1
r—1

r—1 7 7‘ 7 z r—i
Z( i )t(lt l+]+2( )t (1—1)""Py,
(1—1) P+Z( , )t’l—tr i H]—I—Z( )t’l—t)’“ P+t Py
—(17t)TPv+Z e I s (1 —t) " P+ 1" Pryj
B oo i i—1 v s
1_tP+Z(> TZZ+]+tP’r‘+]
LA r—i
= Z <Z>t (]_ —t) itje
1=0

O
Haxine, 3a r =n u j = 0 gobujamo jenuakoct (6), unme je u Teopema 1 mokazama.

IIpumep 2. Odpedumu mauky s (%) ca Besujepose xpuse odpehene xonmpoarum
mauxama Py (—2—27, 54) ,P1(3,-9), P (%, —18) u P3(18,—27), xopucmehu depununujy
npexo Beprumajnosux nosuHoma.

Pewerve.
3 i 3—1i
1 3 1 2
) = - 2 P,
«(3)-2() () ()
8 27 4 2 9 1
=97 —2,54) +§~(30,—9)+§- <2 18) +ﬁ (18,—27)
=(11,7)

Yaumajyhu na jet =0 u ¢t =1y jeanakocru (5) mobujamo caenehe:

O)ZPo-i-Z(T‘l)'O'Pi:Po’
i=1 t

=0

Haxe, modeTHa u Kpajiba Tadka be3ujepoBe KpuBe cy KOHTpoHe Taduke Py n Py.

10



]

) ca Besujepose xpuse (GeoGebra)

Comka 7: Tauka ag (3

Tephewe 1. Tanzenmnu eexkmopu y mavwkama Py u P, cy xosuneapru eexmopuma
PyPy u P,_1P,, pedom (caura 8 ).

by

=1

s
Cnuka 8: Taurentnu sektopu PyP; u P, P| kon xBagparue Besujepose kpuse (Geo-
Gebra)

Jokas. Paaynamwem npsor ussona o, (t) Besujepose kpuse, nobujamo:
n—1
a, (t) = n% ( ; )tz(l — )" (Piy1 — P). (7)
i=

Bamemwyjyhiu t =0 u t =1y jenguaxocr (7) nobujamo:

O/ (0) =N (P1 — Po) = nP()Pl,

n

al(1)=n (P, — Py_1) =nP,_1P,,

qnMe je TBpleme moka3aHo. U

IIpumep 3. Odpedumu jednawuny Besujepose xpuse odpeherne KOHMPOIHUM MAYKAMA
Po(]., 1), P1(2, 4) u P2(4, 2)



Pewerve.

2
2\ . ]
a(t) = (Z)tz(l —t)?7'p;
=0
= (1=t (1,1) +2t(1 —t) - (2,4) +t*- (4,2)
(1 —2t 4121 — 2t + %) + (4t — 4t%, 8t — 8t%) + (412, 2t%)
= (142t +31+6t—5t%), telo,1].

A

BesujepoBa kpuBa He Mopa 6utn nedunncana camo Ha cermenty [0, 1], Beli ce ona
Moxe jeUHICATH U HA TIPOU3BOJLHOM CerMeHTy [a, b] yBohememM cmene:
U—a

t:bfcﬁ u € [a,b]. (8)

Taza, jeqnauuna (5) nocraje:

=2 () (=2) (25) v

=0

pu YemMy ce OOJIMK KPUBE HE MEmba.

MebhyTum, o6UK KpUBE Ce Merba IMOMepameM KOHTPOJIHUX Tadaka. Hamwme, mpet-
IOCTABIMO 12 jé KOHTpOJIHA Tauka P; nomepena mo tauke P;. Tasma je Hosa Besnjeposa
KpuBa o, onpeheHa HOBUM CKYIOM KOHTPONHUX Tavaka Py,...,P,_1, P/, Pit1,..., Py
¥ BaXKu: / —
al (t) — an(t) = BMt)P; P/, 3a ceako t € [0, 1].

n

OnaBze BuauMO 112 je cBaka Tadka BesujepoBe KpuBe ay, IOMEpeHaA 3a BEKTOP KOjU je

KosmHeapaH BekTopy PP/ (Bumern ciavky 9).
P .

P

M,ﬁ h‘\‘k\ '

pPe A

4

Wl

\

P

1

|

1

\
A

» P
D Fi
0

Comka 9: Konrponna rauka P momepena je no tauke Pj (GeoGebra)
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2 Ilocaeaune ne Kacrespbay ajaropurma

Kao mro je pedeno, me Kacremay anropuram je Beoma 3Hadajan 3a besmjepose
kpuBe. 3axBasbyjyhu memy, moryhe je Jary KpuBy mojeuTu Ha jpe HoBe Besujepose
KpuBe uCTor cremnena u moryhe je noseharu cremnen jare be3ujepose kpuse.

2.1 Ilomena Be3ujepoBe KpuBe

TnasHa wieja mojerne kpuse je ma ce y tauku «(ty) (3a Heko ¢y € [0,1]) xpuBa
,,ipeceue”’ ipu yemy ce mobujajy [Be HOBE KPUBE (v U (a KOje Cy, Takohe, Be3ujepose
KPHUBE UCTOT CTEIeHa, TJIe je CBaKa OJI ThUX 33/1aTa CBOJUM CKYIIOM KOHTPOJHUX TadaKa.

Ilocrynak mogene je cienehmn:

1) upumenumo ne Kacresmay asnropuram jga onpeaumo taduxy «(tp),
2) kpuBa a7 ozxpeljeHa je KOHTPOJIHUM TadKaMa
1
Py=Fy,Fy,...., B = alto),

a (Y2 KOHTPOJIHUM TaYKaMa

alty) = Py, PPt,...,PY = P,.

Ciuka 10: Tozmena kpuse Ha aBa gena (GeoGebra)

Cneneha Teopema mokasyje /ia je MocTyIak Iojesie KpuBe Ha /1Ba J1€J1a KOPEKTaH.

Teopema 3. Hexa eavice osnaxe u3 npemxrodnoz deaa. Besujeposa wpusa oy (as)
odpeliena wonmpoanum mawxama P§, Py, ... Py (Py, PPt ... P%) je pecmpuxyuja
Besujepose kpuse a (odpehene mawkama Py, P, ..., P,) na ceemenmy [0,to] ([to,1]).

JHoxas. dokazahemo na je Besujeposa kpuBa o pecrpukiuja kpuse « Ha [0, tg], 10K
ce JI0Ka3 3a KPUBY (g M3BOAW aHAJOrHO. lIpmMermmo, mpBO, Ja Cy (& U ( HCTOT
cremeHa n, jep cy obe oapehene ca n + 1 kKoHTposHEUX Tadaka. JIpyro, pecTpukimja
kpuge « : [0,1] — R? ma cermenty [0, o] no6uja ce ysohemem cMeme:

t=— wel0t).
to

13



Haxne, aljo ) : [0,t0] — R?, mpu geMy BaxKwm:

10,401 ( ZB Py =Y B}'(tto) P; = aftto).
=0

Tpeba nokazaru aa je aq(t) = a(tty), 3a ceako ¢ € [0, 1].
Kaxko je kpuBa «j onpehena KOHTpomHHM Taukama Tadkama Py, Pi,..., P, To Ha

ocHOBY (5) BaxKm:
= BIO)F; (to).
r=0

IMpumemyjyhu jeauaxocr (6) y nperxomnoj, mobujamo:

T
ZB” )Py (to) ZB” t)> B (to)P,
1=0

> Z B (t)Bj (to) P
r=0 i=0

n n

=33 BB (t0) P

=0 r=0

Oél(t)

koedunujent y3P;

IIpumernmo 1a cMo y mocienmeM n3paldy Opojad ¢ CMeTu IPOMUPHUTH 10 N, jep je 3a
i=r+1,74+2,...,n Bpeguocr Bl (ty) = 0. Uspadynajmo, cana, k-tu Koedumjent
y3 k-Ty KOHTPOJHY TadKy Pj.

> Bl (t)Bj(to) = Byi(t)Bf(to) + By ()By (to) + . ..+ Bi (1) By (to)

n—k
= Biy;(t )Bkﬂ( to)

3=0

n—k
_ N\ ktiq _ pyn—k—j (F T RY,

;}(kﬂ-)t (1-1) ( N >t0(1 to)

n—k n! n—k—j kE+9)! ;
T k) —k =) A1 - -(k!.j!) R (1 — 1)
fn' ttkn_k 1 H1—t | ki
_E ( 0) jgo]'(n_k_])(( - 0))( - )

n—k
- (n—l'c)'k' (“O)k';j!(in—_kkz'jy(t(l—to))j(l £y
= Z (tto)"(t —tto+1—1t) = <Z> (tto)* (1 — tto)
— B (o)

Haxe,

= B}(tto)P; = aftty).
1=0

14



IIpumep 4. Fesujeposy xpusy a xoja je odpehena xonmpoanum mawkama Py(10, —6), P;(6,10),
3

Py(—1,3) u P3(1,1) nodeaumu na dea dera y mauru o (3).

Jloxas. Tlpumemwyhu ne Kacremay anropuram, mobumjamo cienehe radke:

Py (10, —6) poi(73:63 P@(%,%) P3(1,3)
Pi(6,10) - Pl(3.2) PP (55 16)
P2(_173) P2 272

P5(1,1).

12 14 16 1g 2

Cauka 11: Cauka y3 npumep 4 (GeoGebra)

Tpaxene Kpuse cy:
oy Py, Py, Py, Py,

as: P}, P} Py, Ps.
A

Tlomema kpuBe nma Beukn O6poj npuMena. Kopucru ce 3a mu3ajunpame KPUBHX, 34
ompehuBaibe mpeceka KpUBe U IIPaBe, 1a UakK U 3a oapehuBame mpeceka ase be3ujepose
KpUBE.

IIpu nu3ajuupamy KpUBUX MOXKE Ce TeCUTH 1A je jeIaH 1e0 KpuBe 33, 10B0Jbanajyhn,
a npyru He. Kako ce momepameM je/He KOHTPOJIHE TAaYKe MErba M3IVIE]| Iejie KPUBE,
TO KPHUBY Tpeba MOIeUTH Ha JABa Jea: 33J0Bo/baBajyhm m He3amoBosbaBajyhn m u3-
BPIIUTHA KOPEKIM]y OBOr Apyror nena. HakoH kopekmmje Tpeba U3BPIIUTH IJIATKO
crajame TUX JIeJI0Ba 12 Ou ce mobmiia oarosapajyha kpusa. I'marko crnajame moapasy-
MeBa Jla TAHTEHTHW BEKTOPH Ha 00a Jesia KPWBe Yy TaduKH! Crajarma Oyay KOIWHeapHu
(Bumern cauky 12).
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Ciuka 12: Tiatko cunajame kpusux (GeoGebra)

2.2 TloBehame crenena Be3sujepoBe kKpuBe

Tlopehame cremena Be3ujepoBe KpuBe nMa BeIUKY MpaKTHIHY mpumeny. IIpermo-
cTaBuMO Jia HaM je jarta BesujepoBa kKpuBa « crenena n. Moxe ce gecuru J1a mociie
oxpehenor 6poja momMepama KOHTPOJIHAX TadaKa, HAIlA KPUBA HE MOXKe J1a, 100uje Ke-
Jbern 00auK. IIpobeM MOXKEeMO peluTH Ha IBA HaYHHA:

1) momesom KpuBe Ha JBa J€j1a U MEhabeM He3aJ0BosbaBajyher mena Kpuse, Kao
IIITO je OMUCAHO Y MPETXOJHOM TOTJIABIbY;

2) noseharmem Gpoja KOHTPOJIHUX Tadaka (IITO je eKBUBAJIEHTHO oBehamy cTernena
KpUBE) 9UMe Ce MOCTHXKe 00Jba M NPEIU3HUJA MAHUITYJIAIM]A JATOM KPUBOM.

Kaxko je npeu nauwmn Beh ommcan, mozabaBuhemMo ce ApyruM.

Jlakye, nusb je, 3a moveTax, crereH Kpuse noseliatu 3a jeman, mpu gemy Tpebda Bo-
JUTU PAYyHA /18 00JUK KPUBE OCTAHE HEIPOMEEH. Y CynporHOM, noehame cremena
OGMCMO MOIJIM BPIIUTU HACYMUIE U 0€3 MKAKBOI MPAKTHUYHOD CMUCJIA.

Heka je Besujeposa kpuBa « (cremena n > 1) ompehena KOHTPOJHUM TaduKama
Po,Pl,. N 7Pn:

n
a(t) =Y BM®)P, te[0,1].
i=0
IIpenedurummmo KpuBy « Ha ciemehn HAUNH:

a(t) = (1 —t)a(t) + ta(t)

n

=1-1> (’;)t"(l - "R, +t§ <’Z)ti(1 —1)"'P;

=0
= tH(1 — )" p, 1 — ) ip,
> (7)ea-n > (7)o

" ! 1 1—i ,
:Z ' n . n -+ n+ Z.tz(lit)nJrlflPi
il(n —1)
1=0
n

'm+1—4i n+1

n! n+1l i+1 . X
. . tz+1 1—tn_ZPi
+§i!(n—z’)! py per L Gl
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- 1 1
:ZLB"""l P+ZZ+ Bn+1( )P

— n+1 1+1
n+1 n+1 .
n—+1
_ 7Bn+1 P B?’L+1t‘P7;7
; n+1 +Zn+1 i (O
n+1 n+1 .
n+1
= 713"“ )P BN ()P,
; n+1 +;n+1 (t)Pia
n+1 i i
=Y Bt 2 1- P .
> 0 |+ (1- =) 7]
Qi

Onasze 1006ujaMo 1a je KpuBa «, Koja je ojpeljeHa mod4erHuM CKymoM KOHTPOJHUX Ta-
qaka Py, P, ..., P,, Takohe, onpeljera u HOBUM CKyTOM KOHTPOJHUX Tadaka (g, Q1, . -
Qn+1, 32 KOje BaXKM:

)

1
n+1

1
n+1

Qi_ Rl—f—(l— )P,“ 26{0,1,,n+1} (9)

I[Ipumerumo ma je Qo = Pou Qn+1 =P, n ;La ce Tauke (); 1001jajy moaeI0M KOHTPOJI-

uux ayxu P; 1 P; y omHocy (1 - = 1 <4 < n. Buaumo ma Taj omHoC momerne

1) e
KOHTPOJIHUX Jy2KH HHUje KOHCTaHTaH Kao y ge KacrespayoBom asropurmy, Beh 3aBucu
OJ1, BPEJIHOCTH ¢, ajid je padyH Beoma ciumdan. Ha ciaunu 13 npukazano je moseharse

crermena Kyoune Be3ujepore Kpupe 3a jemaH.

Cuuka 13: Tlosehamwe crenena ky6ue Besujepose kpuse 3a jenan (GeoGebra)

IIpumep 5. Hexa je Besujeposa xpuea ag odpehena xonmpoanum mawkama Po(0,0),
Pyi(2,4), P2(3,2) u P5(5,—1). Odpedumu 106U ckyn KOHMPOAHUT Mauara nocae noseliaroa
cmenena ose Kpuee 3a jedan.

Pewerve. Tpumemwyjyhu dopmyny (9) pauynamo rauke Q;, 1 < i < 3:

Qo = Py = (0,0),
1 3 3
Q14P0+4P1<273)7
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1 1 )
Q2:P1+P2:<73>7

2 2 2
3 1 75
Q34P2+4P3<272)7

Q4= P3=(5-1).
A

Axko je norpebno crenen kpuse mopehaTu 3a 1, OHIA rOpe OMUCAHE MOCTYTaK Tpeda
monoBuTd T myra. O3HAYIUMO ca QET), i € {0,1,...,n + r} HOBe KOHTDOJIHE TAYKe
Besujepose kpuse mociie mosehama cremena 3a r. Baxku ciemeha Teopema.

Teopema 4. Konmpoare mauxe QET), i€{0,1,...,n+r} Besujepose xpuse o dame
cy popmyaom:
- (:2%)
Q) = (n> Ty D
2 W) o)
Zloxas. Jloka3 m3BOANMO MAaTEMATHIKOM MHIYKIHjOM TIO 7 > 1.
BN r=1
n 1
1) n (’L*k)
Qz - Z (k) (n—i—l) Pk
k=0 i
(Y. W, N @,
~(20) g (1)t
o n+1—1 RO
—n+1 Pz—l"’ n+1 Pz—Qz
n r—1
k=0 i
n.K.
0 = b 00V 4 (1 b Qb
’ n+r 1 n+r ’
. n r—1 ..n r—1
v n (i—l—k) n+r—a1 (n) (i—k)
= =1y Lk T Tndr—1y Lk
e W S n e

Py

3 r—1 . r—1
<n) v (:51) n+r—1u. (i)
(n+r—1)! (n+r—1)!
ntr (i—1)!(n+r—1)! ntr (n4+r—i—1)!

() (i)
(n4r)! + (:H-r)!

) l(n4r—i)! Wl(ntr—1)!

Py

O

IIpumep 6. Ilosehamu cmenen Beaujepose kpuse o u3 npemxodnoz npumepa 3a 06a.
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Pewerve. Kopucrehu dopmyny (4) padynamo rauke Q§2), i€{0,1,...,5}:

- (G () - (3%)

= (g ()G - (-G
o= (B ()G Q) - (53)
o= ()G () Gr=(35)

Q¥ =Py =(5,-1)

A

Crenen Besujepoe kpue MoxkeMO moBehaBaTh HEOrpaHWYEHO MHOIO TyTa, MPHU
qeMy MOXKEMO MPUMETHTH [a ITO je Behe r TO ce KOHTPOJIHA MOJUTOHCKA JIMHU)A
npubimxkasa be3ujepooj Kpusoj (Bugeru cauxy 14). O3uauumo ca & (") P koHTpOIHY
MOTUTOHCKY JTuHUjy be3ujepoBe kpuse a ogpehere KOHTPOTHOM ITOJTUTOHCKOM JINHU)OM
P = PyP; ... P,, nocne noBehama cremena 3a 7.

Cruka 14: Tlosehame crenena xpuse 3a 1 (upBeHo), 2 (1w1aBo), 3 (3ereno) u 4 (3xyTo)
(GeoGebra)

Teopema 5. Baoicu:

lim EMP = a.

T—>00
Joxas. @uxcupajmo neku napamerap ¢ € [0,1]. Taza, 3a cBako r moxemo Hahu
unzexc i € {0,1,...,n + r} rako ga nj_r — t, kag r — oco. O 6pojy nir MOXKEMO
Pa3sMUIBATH KAO O IapaMerpy Koju (purypuiie mo nomuronckoj muuuju P ucro
Kao mTo mapamerap t dpurypuiie no Kpusoj «. Tpeba mokaszaTu Ja BaXKu:

lim Q") = a(t).

it
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[Momohy Crupiunaroee ¢gopmysie MOXKe ce MOKa3aTh 1A je:

)
n—:—r)

lim
TL}H —t (

Ma, OfiaBJie Caeau Ja je:

lm Q) = lim }j(?)
7 7 j
=0

n+T—>t n+T—>t i=

(i)

nrry L = ZH:B?(t)Pj = aft),
=

3

qnme je TBpleme moKka3aHo. U

3 Ocobune Be3njepoBux KpuBuUx

OcobuHa KOHBeKCHOr omoTada. llojaM ¥ KOHBEKCHOT OMOTa4a je JeTabHO 00ja-
IIkeH y J0JaTKy 6.1

Teopema 6. 3a cearxy mauky Besujepose xpuse 6ascu da 0Ha npunads KOHEEKCHOM
OMOMAYY CBOJUT KOHMPOAHUT Mmavaxa, mj. ceaxa mauka co Besujepose xpuse je
KOHBEKCHA KOMOUMAUUIA KOHMPONHUT MAHAKA.

Jloxas. Heka je
nlto) =Y _ B'(to)P;
i=0

pou3BOJbHA Tauka ca Besujepose kpuse «,, 3a Heko to € [0,1]. Tpeba nokazaru ga
je Ta rauka KOHBeKCHa KoMOuHanuja tadaka P;, i € {0,1,...,n}.

IIpro,

n n n\ )

S5 =3 (1)1 -0 = o+ 1t =1,
i=0 i=0

OJlaKJIe CJle/d Ja je au,(to) GapuueHTpudHa KOMOUMHALMjA KOHTPOJHUX Ta4aKa, a KaKO

je BI'(tp) > 03acBako i € {0,1,...,n}, T0 je oy, (o) 1 KOHBEKCHA KOMOMHAIIN]a UCTHX

Tadaxa. O

Iakiie, jacuo je na Be3ujepoBa kpusa nehe ”"uzahn”Ban KOHBEKCHOT OMOTAYa CBO-
jUX KOHTDOJIHUX TadaKa.

OBO CBOjCTBO MMa W TPaKTUYHY MPUMEHy, HApouuto y poboruru. Ha npumep,
HAIIpaBJ/beH je pobOT 4dmje pyKe mpaBe HMOKpeTe Mo HeKuM be3mjepoBum kpuBama. Jla
Ou ce m30erau CyJapu PyKy , a CAMUM TUM W CKyTa OormTeherma, moTpedHO je N3BPIUTH
T3B. NPoGepYy cmemrs, OJHOCHO Tpeba MPOBEpUTH Ja Ju ce Be3ujepose Kpuse, MO
KojuMa ce pyke Kpeliy, ceky. YMecTo jma TpaxkuMo Moryhe mpeceke maTmx KpHWBHUX,
MOkeMO ypaautu ciefelie: 3a cBaky KpHUBY OJPEIUMO KOHBEKCHH OMOTAd, a OHIA
OJIPEJIMMO J1a, JIU Ta JIBA KOHBEKCHA OMOTA4a MMajy MPECEeIHUX Tadaka. Y 3aBUCHOCTH
o7, pe3y/ITara Te mpoBepe Ha pobory ce Bpine oxpehene kopekmuje. Hapasmo, mMoxke
ce JIeCUTH 113, Ce KOHBEKCHM OMOTadm Ceky, anu onroBapajyhe Besmjepose kpuse He
(cuka, 15). To ce jmemasa 3aT0 MTO KOHBEKCHYM OMOTad HE alpoKcuMupa Besujeposy
KPHUBY JOBOJHHO JI00PO.

VY npakcu ce, yMecTo KOHBEKCHOT OMOTa4a, delllie KOpUcTe, T38. minmax mpaBo-
yraouumu. To cy IpaBoOyraoHUIM HAjMAarbe MOBPIIUHE 4Yhje Cy CTPAHUIE MAPAJIETHE
KOODJMHATHUM OCaMa, a KOjUu Caap:Ke CcBe KoHTposHe Tauke (cimka 16). Ha ocnoBy
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Ag B

[

Cnuka 15: Konsekcuu omoraun ce ceky, a kpuse ue (GeoGebra)

0CcOOMHE KOHBEKCHOI OMOTA4a CJIEIH 4 OB MPABOYTAOHUIM MOPAjy CAAPKATH U
omrosapajyhy BesmjepoBy kpmBy. IIpeamocT minmax mpaBoyraoHHKA y OIHOCY HA
KOHBEKCHU OMOTAd4 je y TOME IIITO je JIAKIIE IPOBEPUTH JIa, JIU C& CEKY JIBa [IPABOYTa0-
HUKA HErO /I3, JIA Ce CEKY JIBa MPOU3BOJbHA KOHBEKCHA MHOIOYTJIA.

Crnuka 16: Minmax npasoyraonuk (GeoGebra)

WNuave, minmax npasBoyraoHunu ce, y KOMOMHAIMjU Ca IIO/EJOM KPUBE HA JIBA
Jena, Kopucre 3a ogpehuBame mpeceka nBe Besujepose kpuBe nin Be3mjepose Kpuse
¥ Tpow3BOJbHE TIpaBe. Pazmorpumo npBu caydaj. Heka cy nare nBe Be3ujepose kpuBe
o u . 3a wmux dopMupaMo 1Ba minmax mpaBoyraoHuka, P, u Pg. Ha jenxnocrasan
HAYUH MPOBEPABAMO Jla JIM Ce OHU ceKy. AKo ce He ceky, Hu KpuBe o u 3 ce Hehe
cehu, a aKo ce ceky OH/a IIO/IEJUMO, HA [PHUMEDP, KPUBY (¢ y TAYKH a(%) HA 1B
nema. Cama, 3a CBakW Taj [1€0, MOHOBO, (DOPMHUPAMO B Minmax MPABOYTaOHUKA U
NCTIUTYjeMO Ja Ju ce 6uIo Koju of mux cede ca Pg. IlocTynmak moHaB/haMoO CBe TOK
minmax mpaBOyraoHUIM OIpeheHnX AeI0Ba KPUBE HE TIOCTAHY TOJIMKO MAJId /13, CE MOT'Y
TIONCTOBETUTH Ca Ta4YKaMa, KOje Cy, 3ampaBo, mpecedne Tadke be3njepoBux KpuBmx «v

A cdbuna naBapujanTHocT. 3a Bulie uHbopMaluja 0 aUHUM IPECTUKABABLUMA BU-
nern kury [6]. Baxwu caeneha Teopema.

Teopema 7. Kada ce na Besujeposy wpusy o, koja je odpeliena KOHMPOAHUM Ma-
wrkama Po, Py, ..., P, npumenu aduno npecaukasare, dobuja ce Besujeposa kpusa o,
Koja je odpehena caurama P, Py, ..., P! damux xowmpoanur mavara.

Joxas. Heka je ¢ : R? — R? 6mi10 xoje aduno mpecinKkapame pasan. [1o3HATO je ga
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3a TO IPECTHKaBabe BaXKH:

d(M)=A-M+b,
rie cy A ksagparua marpuiia (detA # 0) u b Bekrop Tpancnanuje. 13:
n
Glan(t)) = A~ BHBPi+b
i=0

BIt) - AP+ 3 BI(1) b
1=0

B () (AP +b) = iB?(tw(R), t€[0,1],
=0

|

S
I
=)

-

-
I
=)

cmenn Ja je ciwkKa be3mjepoBe KpuwBe «,, TIpU TpecankaBamy ¢ BesmjepoBa KpuBa
onpebena konTonHUM Tadkama ¢(P;) = P/ i € {0,1,...,n}. O

U3 nperxozne Teopeme ciienu Ja ce adpuHo npecaukaBaibe (poraluja, TpaHCIaIM]a,
cKaJmMpame,. . . ) besujepose KpuBe MOXKe U3BPIIUTH HA BPJIO jeJHOCTABaH HaduH. Ha-
uMe, yMeCTO 1a apUHO IPECTNKABAKE MPUMEIYjeMO Ha CBAKy TAdKy Ca JaTe KPHBe,
JIOBOJBHO j€ LIPECJAUKATH CAMO HheHe KOHTPOJIHE Tadke, jep fie one oapehuBaru Tpaxkeny
CJINKY.

Ciuka 17: Cnuka (6paon) Besujepose kpuse (3eseno) npu poranuju 3a 270° 0Ko
koopauuarHor novderka (GeoGebra)

Aduna naBapujanTHOCT HaM oMoryhaBa 1a Ha BPJIO jeJHOCTABAH HAYUH JIOKAZKEMO
crnenehy Teopemy.

Teopema 8. Csaxa Besujeposa kpusa cmenena 2 je deo napabose.

JHoxas. Jokas najemo no yrieny na gokas reopeme 8.1. u3 [6].
Heka cy narte koutposre tauke Py(—1,1), P1(0,—1), P»(1,1). Besujepora Kpua
crerena 2 onpeheHa TaTUM KOHTPOJHUM TAa9KAMa WMa, jeTHATHHY:

ao(t) = (=1 +2t,4t% —4t +1), t€[0,1]. (10)
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[Mpumernmo na je x(t) = 2t — 1, y(t) = (2t — 1)? onakne crenu 1a je ta Besujeposa
KpuBa 1eo mapabore y = x2.

Heka cy, caga, S upousBosbHa BesujepoBa kpusa cremnena 2 oipeljena KOHTpOJI-
HUM TavkaMa, Qq, @1, Q2 U ¢ aduHO mpecaukaBame Koje Tauke (o, Q1, Q2 CIMKa HA
Py, P1, Py, perom. Kaxo cy Be3ujepoBe kpuBe aduHO nHBapujanTHe, cjaeau na he ce
KpuBa (o TMPECINKATH HA KPUBY (ro, & KAKO adWHA MPECINKABAKbA, CINKAjy mapadosTy
Ha mapaboJly, a aso je Jeo mapaboJie, ciean Ja he u Kpusa S OMTH €0 mapaboJie.

O

Teopema 9. Kpyez (eaunca, zunepbosa) ce ne mooce npedemasumu xao Besujeposa
Kpusa cmenena 2.

Hoka3z Teopeme jgajemo 1o yruemy Ha [3].

Zloxas. okazahemo 1a TeopeMa BaxKH y CIIy4dajy Kpyra, jep ce 3a eJUICy U XHUIep-
00JTy paJu aHAJIOTHO.

Hexa je xpyr mat jemnaamnom (z — p)2 + (y — q)2 =72, p,q,7 € R m r > 0. Ilpermo-
CTABUMO CyIPOTHO, Tj. MPETIOCTABUMO JIa Ce KPYT MOXKE TPEICTABUTH Kao be3ujeposa
KpuBa crernena 2 koja je oapeljena kourposnum raukama Py (xo, yo), Pr(x1,y1), Po(x2,y2).
Tana Baxku:

(z(t),y(t)) = (1 = t)*(z0, yo) + 2¢(1 — t)(w1,91) + t*(w3,3), € [0,1].
OpaBue cienu ja je:
z(t) = at® + bt +c,
y(t) = dt* +et + f,

rme cy a, b, c,d, e, f onroBapajyhu koedunujeHTr Koju 3aBHCe O KOOPIHHATA KOHTPOJI-
HuX Tavaka. 3ameHom x(t) u y(t) y jenHauuny Kpyra, 1obujamo:

(at* + bt +c—p)? + (dt* +et+ f —q) =r°.
UNzjennagasameM Koedunujenara koju croje y3 t4, t3, t2, ¢ ca mymaoM, nobujamo:

a?+d*> =0,

ab+ de =0,

b’ + e + 2a(c —p) +2d(f — q) =0,
2b(c —p) +2a(f —q) =0.

Onasne ce mobuja 1a je a = b = d = e = 0, na cieau ga Kpyr, kao be3ujeposa
KkpuBa, uMa jennaunny (x(t),y(t)) = (¢, f), MTO je KOHTpAAMKIM]ja, jep je Ta KpuBa
caMo TadKa.

O

Ocob6uHa mame Bapujanuje. Baxku ciegaha teopema:

Teopema 10. Hexa cy dame Besujeposa kpusa o, (0dpehena Konompoanum maukama
Py, P1,...,P,) u npoussonmna npasa p. Ocobuna marve sapujayuje mepdu da je 6poj
npeceynuxr mayaxa npase p u bezujepose xpuse marvu 00 6poja npecevHUT MAYAKA
npase p u nosuzoncre aunuje PoPy ... Py.

Hapasno, 6poj mpecednnx Tagaka y oba ciydaja He MOpPa OUTH KOHCTAHTAH, AJTH
YBEK BayKU PeJIallija u3 OBE TEOpeMe.
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Cumka 18: Bpoj npeceunux rauaxka npase u Kpuse (11aBO) je Mambu 0J Opoja upece-
YHUX Tauaka npase u nojuroncke juuuje (npseHo) (GeoGebra)

Zloxas. Jloka3 Koju OBJIe /TajeMo je JEeCKPUTITUBHOT KapaKTepa, TPU YeMy ce TTO3UBAMO
Ha, OYUTJIETHOCT.

Heka je p ¢duxcumpana mpapsa Heke papHE u Heka je | : R? — Ny dbymkmmja koja
onpebhyje 6poj mpecednnx Tadaka te upase p u objekra O ucre pasau. IIpe Hero mrro
pa3MoTpuMO ciiydaj Be3ujepoBe Kpuse, mocMarpajMo, 3a MOYEeTaK, HEKY IMPOU3BOJHHY
kpuBy [ Ha ciumm 19. M3abepumo Ha T0j KpuBOj Tauke By, Bi,..., B, TaMm pemoM,
TaKo J1a oHe (POPMUPA]y TMOIUTOHCKY JUHUjY BoBj ... B),. 3a Ty NOJUTOHCKY JUHU]Y
pehu hemo na je aureapHu uHMEPNOAGHT, KPUBE [ U MHAIIEMO:

ByBi ...B, = LI(B).

Cmuka 19: Kpusa (3 (3eneno) u mwen juneapuu untepnonant (mapaunacro) (GeoGe-
bra)

Taga Baxkwm 11a je:
U(B) = ULL(B)). (11)

OBo je ounriiesHa NOCJIEAMIA OYUIJIE/IHE YUELEHUIIE /14 AKO Ce J1e0 Kpuse [ (O3HaueH
ca f31) m3melhy ase rauke A u B (koje joj npunanajy) 3amenu ca gayxu AB, onzga je
OpOj mpecedyHnx TavYaKa MpaBe p u Jeja Kpuse (1 Belin 10 jeaHak o Opoja mpecevHux
Tadaka mnpase p u ayxxu AB (Bugeru cauky 20).

Bparuwmo ce, cana, na Be3anjepoBy KpuBy i, €4 KOHTPOJIHOM MOJTUTOHCKOM JIHHHIJOM
P =PFyP; ... P,. llpuvmewyjyhu nocrymak mosehama cremena Be3ujepose kpuse 3a 1
no6ujamo moBy nomuroncky muaujy £V P = LT (P) ca n+ 2 KOHTPOJIHHX Ta9aKa Koje
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ce HaJla3e HA KOHTPOJIHO] ONUronckoj suuuju P. Oparne, na ocuosy (11), ciaequ ga
je:
I(P) > 1(EVP).

Cawuka 20: [(f1) > l(AB) (GeoGebra)

Ionosrum moseliameM cremena kpuse 3a 1 go6ujamo mosmromncky mmmujy £(32)P =
LZ(EM P), ma, oner, na ocnosy (11) ciemn:

I(P) > I(EVP) > 1(EPDP).
ITocne moBehama crenena be3mjepoBe KpuBe o, 3a 7 700MjaMO Ta BayKH:
I(P)>...>1(ETP).

Kaxo ma ocHoBy Teopeme 5 Baxkn ma je lim £ P = ay,, To Bam:
T—>00

I(P) > (o),
JUMe je TeopeMa JIOKa3aHa. 3a LPeNU3HUjU JoKa3 Bugeru [5]. O

ITocaenuma 1. Axo je noauzoncka aunuja Besujepose kpuse o, xousekcha, onda je
u Besujeposa kpusa xoneexcHa.

Zloxas. Jloka3 oBe MOCTEINTIE CAETN N3 UUFHEHUIIE /13 aKO je KOHTPOJIHA TTOJTUTOHCKA
JINHUja KOHBEKCHA, OH/IA je OPOj TPeCevHNX TavaKa Te MOJUTOHCKE JIUHUje U OUJI0 KOje
npase 0, 1 wim 2. Ha ocHOBY mperxomHe TeopemMe cienu Ja je Opoj MPecedHnX TadaKa
ucre npase u oarosapajyhe Be3sujepose kpuse, Takole, 0, 1 wiu 2, ma je u Ta KpusBa
KOHBEKCHA. O

4 Pamnuonanne Be3ujepoBe kpuBe

VY mperxo/HOj TyIaBU JI0KAa3aJau CMO J1a je cBaka be3umjepoBa KpuBa cremeHa 2 1e0
mapabosie, a /1a Ce [eJIOBUA KPY2KHHUIIE, eJIUIICe U XUIepOosie He MOTY IPEJICTABATH Kao
Besujepose kpuse. C apyre crpane, MO3HATO je Ja Ce IPOJEeKTUBHUM [PECITUKABABEM
mapabosIa MOYKe MPECINKATH Ha OMJIO KOjy KOHUKY, CTOra OM HaM HAjJBHUIIE OATOBAPAIIO
kasa 6u Be3ujepose kpuBe Ouje mpojekTuBHO mHBapujanTHe. Mehyrum, Besujepose
kpuBe (Kao mosmHOMUjasHe), jecy adUHO, ajau HUCY NPOJEKTHBHO WHBADUjAHTHE, A
¥3 TOT pasjora Tpedba yBecTrn HOBY KJacy Be3ujepoBux KpuUBHX KOje 3310BOJbABAJY Taj
yCJIOB, a TO cy panuoHagHe BesnjepoBe Kpuse.
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4.1 Pamnmonanne Be3ujepoBe KpuBe cTemeHa 2

Ilomro pammonasnme Be3ujepose kpuse Tpeda nedunucaru tako mga Oymay mpojek-
THUBHO WHBAPUjAHTHE, KpeHyieMO O YNILEHUIIE 13 Ce MPOjJeKTUBHUM TTPECINKABAHEM
(KOHKDETHO TEHTPAJJHOM MPOjeKIMjoM y oaHocy Ha Koopauuarau noderak O(0,0,0))
napaboJia cavka Ha OUII0 KOjy KOHUKY (esmricy, xunepbouy, napabosy). Hagasme iemo
IIO/JT, TPOjEKTUBHUM TPECJTUKABABEM TIOAPA3yMeBaTH IEHTPAJIHY MPOjeKInjy Ha paBaH
z =1y onnocy na rauky O.

Ciuka 21: [leo mapaGose (IpBeHO) HpojeKkTyje ce Ha Jeo ejuice (IJ1aBO) y PaBHU
z =1 (GeoGebra)

Osmaunmo ca p(t), t € [0,1] geo mapabome y mpocropy R® xoju je ompehen Kom-
TpoNHUM Tadkama Rg, Ry u Ra, a ca r(t), t € [0,1] KpuBy HacTay MPOjEKTHBHUM
MIPECTUKABAEM JIEJIA, P.

TMocmarpajmo, 3a nouerak, tauky r(tg), 3a Heko dpukcupano to € [0,1]. Hbene ko-
opaunare y upocropy cy (z(to),y(to), 1) u ona je cauka ogrosapajyhe rauke p(ty) npu
IPOJEKTUBHOM INpeCcJMKaBamy. llpumerumo ma cy tauke r(tg), p(to) m O xonmHeapwe.
ITpasa koja cagpxku O u r(tg) UMa jeTHAUNHY:

z y z

w(to)  ylto) 1 v we R
na mnomro u Tadka p(tp) npunaga oBoj Npasoj, 3a HEKO KOHKpeTHO w(ty) € R ona uma
koopaunare (w(to)xz(to), w(to)y(to), w(to)). daxue, p(to) = w(to)r(to). [enepanno, 3a
csako t € [0, 1] Baxu:
pt) = w(t) - r(t). (12)

Tpeha roopauHaTa w(t) Tadaka p(t) Mopa GUTH KBaJIpaTHU U3pa3 MO t, TIa ce OH MOXKe
3AIUCATH KAO:

w(t) = wo - Bi(t) + wy - BY(t) + wy - B3(t), (13)
rae cy wg,wi,we > 0 mo3uTwBHU peasiHU OpOjeBM TakeBu aa Baxu R; = w;P;, i €
{0,1,2}. Bamenom (13) y (12) cremu:

p(t) = S wBE(0) - (1)
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C zpyre crpame,
2 2
p(t) =Y BYt)R:i =Y B(t)-w;P,
i=0 i=0

1a U3 MPEeTXO/He JIBE jeITHAKOCTHU CJIEJIN:
2
> wiB}(t)P;
_i=0
r(t) = 55— (14)
> wiB(t)
i=0
Hakie, 106uam cMo jemHadnHy kpuse 7(t) Koja TpencraBiba pannoHaaHy BesujepoBy
KPHUBY ApYyror creneHa. yommrTasajyhu meny npudy, gedWHAITIMO parmoHaine bes-
WjepoBe KpUBe CTerleHa n.
Pamuonanuna BesujepoBa kpuBa r, cremena n, (n > 1) je npeciukabame
Ty ¢ [0,1] = R? naro ca:

> w; Bl (t)P;

ra(t) = S (15)
> wiB}(t)
i=0
Tauxe P;, i € {0,1,...,n} Ha3uBaMO KOHTPOJHMUM TaykKaMma, a Gpojese wg, Wi, . . .,
w, > 0 30BeMo TexkmHama, 1ok cy BI(t), ¢ € {0,1,...,n} BepumrajHoBu nmonn-

HOMH.

Cnuka 22: Pamumonanna BesujepoBa KpuBa cremena 3 3aJara KOHTPOJHUM TadKaMa
Py, P, P2, P u rexxunama wg, wi, wa, ws (GeoGebra)

IIpumep 7. Hspazumu uwemepmuny jedunuwnoz kpyza T = cos¢, y = sing, ¢ €
[0, g} xao payuonasny Besujeposy xpuey.

Pewerve. YMmecTo mapamMerpa ¢ yBOAUMO mapameTrap t CMEHOM:

¢

t = tan —.
an2

Onarze ce mobuja ma je cos¢ = ﬁ—i,sinq& = 2Lz, TaKo Ja JOGMjaMo aIHOHATIHY

TTapaMeTPU3aIyjy YeTBPTHHE KPyTa.:

2t 1—¢2

= = t 1. 1
Pe ey =1 1] (16)
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Nmenunan y (16) rpeba 3anucaru y obiuky umenunona u3 dbopmysie (14), kako 6ucmo
HAIIJIA TEXKUHE Wy, W1, Wa.
1+t2 =wo- (1 —1)* + 2wit(l —t) + wot?
= wo + (—2’LUO + 2w1)t + (’wo — 2wy + 'LUQ)tQ.
OpaBue mobujamo na je wg = 1, w; = 1, we = 2. Ocraje jom ga HahleMo KOHTPOJIHE
rauke Pj(x;,y:), € {0,1,2}. Fbux namasumo usjenHavaBarmem Gpojuiana y jeaHa-
koctuMa (16) n (14):
2

(2,1 =) = wiB}(t) - (i, i)

=0

ITocse jemnocraBhor padyHa, Jobujamo KoopiauHaTe KOHTpouaHux radaka: Py(0,1),

Pi(1,1), P»(1,0).

!
(e

Cauxka 23: Jepuumunu kpyr r2(t), ¢ € [0, 1] (GeoGebra)

A

Ako cy cBe TexuHEe jejHaKe, OHJA je pauuOHa/iHAa DBe3ujepoBa Kpusa, 3alpaso,
crangapaaa (Hepanuonasna) Besujeposa kKpusa.

Texxune nmajy ysory obnmkoBama kpuBe. Hamme, ako ce jenna TexkmHa w;, HA
npumep, noseha, ouga he ce kpusa ,,moByhuiipema oxrosapajyhoj KOHTPOJIHO] TaYKU
P;. Ha crumu 24 mpuka3saHe cy ABe pannoHaHe be3njepoe KpuBe cTeneHa 2 ca HCTUM
KOHTPOJIHAM TA4YKaAMa, aJIA C& PA3JIUIUTHM TEKUHAMA W] .

Ocobune panmuonaiaaux Be3ujepoBux kpuBux. 3a panuonasne besujepose Kpuse
Bazke mcTe 0coOMHE Kao W 3a CTaHIap/He, [IPU 9eMy JI0JajeMO jOIII JIBe: MPOjeKTUBHA
VHBAPUjAHTHOCT ¥ JIMHEAPHA, TPEIU3HOCT.

1) Ocobuna kouBekcHor omorada. Kako 3a koeduuujenre Koju croje y3 KOH-
TPOJIHE TAYKE BAYKU:
n n
w; B} (1) -1

n
i=0 > w;B}(t)
=0

1 KaKO Cy CBH KOe(UIIMjeHTH HEHEraTUBHU, TO CJIEJU /13 3a painuoHasine besuje-
pPOBE KpWBE KaXK¥M OCOOMHA, KOHBEKCHOT OMOTAYa.

2) Ocobuna acdune maBapujanTHocTu. Heka je ¢ Heko adbuHO npeciukaBarmbe
KOje je 3a1aTO CBOJUM JIMHEAPDHHUM JeJIOM, Tj. MaTpuloM A M cBOjuM TpaHcJia-
TOPHUM JIEJIOM, Tj. BEKTOPOM b, O/IHOCHO BaXKHu:

(M) =A-M+b,
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Crnuka 24: w; = 2 (3eneno), wy = 4 (mwraBo) (GeoGebra)

3a HeKy npousBosbHy Tadky M. Ilpumemyjyhu mpecinkaBame ¢ Ha CBAKy TaUKy
ra(t), t€]0,1] nobujamo:

d(rn(t)) =A-r,(t)+b

> w B} ()P
—A42
> wiBR(t)
1=0
n
1=0 1=0
= n + n
> wiBR(t) > wiBR(t)

=0 =0

o

émmmma+m éwmwwm
S wi B (1) S° wi B (2)

i=0 =0

Jaxe, mpu aduHOM MpECINKABAKY palroHaHe Be3njepoBe KpuBe JTOBOJHHO je
MPECINKATH CaMO KOHTPOJIHE Tadke, jep he muxoBe CIuKe oapehuBaTh CJIUKY
caMe KpuBe P JaTOM IPEC/IUKABAILY .

IIpumep 8. Pomupamu uwemepmuny jeduHuuHo2 KPY2a 0K0 K0opIuHaAMHO2 No-
yemxa 3a 60°.

Pewerwe. YerBpTuna Kpyra je pamuonanaHa be3smjepoa kpuBa onpeljeHa KoH-
rposnHuM Tadkama Py(0,1), P1(1,1) u P2(1,0) 1 BUXOBUM TesKMHAMA wy = 1, w1 =
1 u wy = 2, pemom. Marpuma poranuje 3a yrao 60° je:

/
bl
SfSeh

~

T1a POTAIMjOM KOHTPOJHUX Tavyaka, 100MjaMo HOBe KOHTPOJIHE Tauke P (— ?, %) ,

P (%ﬁ, HT\/E) , P} (%, §> U3 nokasza ocobune adbuHe NHBAPUjAaHTHOCTH BH-

JMMO 13 T€KWHE KOHTPOJIHUX Tadaka ocrajy ucre. Jlakie, porupaHa 9eTBpTUHA
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jemmamgHOT Kpyra 3a 60° mma jenHadquny:

r'(t) = =
2 14¢2 ’ 1+ t2
> wiB2(t) - "
=0

2
> wi B} ()P V3
=i <_\é§+t+2’3t2 ;J“/gt_w) te[o,1].

B

Cauka 25: Ciuka y3 npumep 8 (GeoGebra)
A

3) Ocobuna mame Bapujanmje. Bpoj mpeceunux Tadaka OWIO KOje Tpase ca
parmoHaTHOM Be3ujepoBoM KPHBOM je Mamu Of OpOja MPECEeYHUX Tad9aKa WCTE
paBe Ca KOHTPOJIHOM TIOJIMTOHCKOM JIMHUjOM MCTE KPUBE.

4) Kpajwe Tauke npunajajy Kkpusoj. 3amenom sBpeanocru 0 u 1 ymecro mapa-
merpa t y jennauuny (15) nobujamo:

w0~(1—0)”~P0+ Zw,BZn(O)PL
7 (0) = =1 = Py,
wo - (1 =0)" 4 > w;iB}'(0)
i=1

2

n—1
> wiB(1)Pi +w, - 1" P,
(1) = =2 =P,

n—1
> w;BM(1) + wy, - 17
i=0

5) IIpenedunucame HA MPOU3BOJHLHOM CerMeHTY |a,b]. Pauuonanne Besuje-
pOBe KpuBe ce MOry aeduHHCATH W HA IPOM3BOJPHOM CErMEHTY [a,b] yBohemem
cvene (8) u3 mornassba 1.2, mpu yemy jennauunna (15) mocraje:

> wiB} (?iii) P Y wi()(u—a)(b—u"P
_ =0 _ =0
T (u) = ~— T n , € [a,b].

Sus () S wle-a6-u

=0

n



6)

TaHreHTHH BeKTOopu y Taukama P m P, cy KoJuHeapHH BeKTOpHMa
PyPy u P,P,_1. Jennauuny (15) 3amucahemo y o0/uKy:

rn(t) = , telo,1],

n n
rae ¢y po(t) = > w;BrF()P; uw wy(t) = > w;BI(t). dudepennuparem jeana-
i=0 i=0

quHa Py, (t) u wy, () qobujamo:
n—1
PL(t) =n Z B () (wig1 Piy1 — wiPy) u
=0

W) = n S B (0w — w).
=0

Kaxko je
1y Pa(B)wn(t) = p(t)wy,(t)
Tn(t) - 2 t )
wi (t)
IIOCJIE jeTHOCTABHOI PAadyHa J100MjaMo:
W, ——

T;L(O) = ’I'Li[t)of)l7
Wo

] ———
r (1) = n 1PnPn,l,

n wn

OJIAKJIE CJIEMU 13 Cy TAHTEHTHU BeKTOpU y Tadkama 7, (0) = Py u r,(1) = P,

KonuHeapuu Bekropuma Py Py u P, P,_1, penou.

IIpojekTuBHa mHBapujaunTHocT. Jla cy pamnonanne BesujepoBe Kpuse mpo-
JEeKTHBHO MHBapHUjaHTHE cJieau Ha ocHoBy came nedununumje (15). daxme, mpu
MTPOM3BOJHHOM MTPOJEKTUBHOM MPECTUKABAGY JOBOJBHO j& TPECTUKATH KOHTPOTHE
Tadke JaTe KpHUBe, & HUXOBEe CJIuKe ofapehuBahe HOBy parmonanny BesujepoBy
KPHUBY KOja je CJIUKa MOYeTHE.

OcobuHa JuHeapHe Tpenmu3HocTH. Heka je r, pammonanHa besmjeposa
kpuBa ofpeljeHa KosuHEapHUM KOHTPOJHUM Tadkama Py, Pi, ..., P,. Ocobuna
JIHEAPHE MPEIM3HOCTH TBPIU JA Ce 34 CBAKY KOHTPOJHY Tadky P; moxe nahu
onrosapajyha Texkuna w; Tako ma Kpusa r, uuje nyx PyP, (Bumeru ciuky 26).
Haume, cBe KOHTpOJIHE TadKe y OBOM CJIy4Yajy MOXKEMO 3amucaTd Ha, cjaemehun
HAYUH:

Po=(01-a;) -Py+a;-P,, i€{0,1,...,n},

rje Cy a; LIpou3BOJ/bHU peasiHu OpojeBu. AKO rexkuHe je(pUHHUILIEMO TAKO 3 je
Wy = 1, a

1 1— a;—1
n+1—1 a;

w; = cWi—1, i€{172,...7n},

onma oarosapajyha panmnonasna Be3ujepoBa kpusa nehe duru auneapua. Jlokas
BuzeTH y [2].
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I

(1)

Z

Cruka 26: Pammonanuna Be3ujepoBa kpuBa ompeljeHa KOIMHEAPHUM KOHTDOJIHUM Ta-
ukama Py(—2,—4), P1(0,2), P,(1,5), P5(3,11) n Texnnama wo = 1, w1 = 2, wy =
w3 = & (GeoGebra)

5
12>

4.2 Panmonamau ne Kacremay anropuram

Tauke Ha parmonanano] bBe3njepoBoj KpuBOj 1, MOTY Ce OAPEAWTH U y3 MOMON e
Kacrespay ajropurma, KOju ce MoxKe, y OBOM CJIy4ajy, U3BECTU HA HEKOJIMKO HAYHHA.

IIpBo, moryhe je npumenntu crangapanu ge Kacremay anropuram Ha Taduke w; P
u3 6pojuona’®, kao u Ha Texune w;, i € {0,1,...,n} uz umennona jeanaxocru (15) u
onrosapajyhe BpegrocTu nogeantu. [IpuMernmo 1a, MPUTOM, HUCMO U3AIIIN U3 PABHU
z = 1. Mebhyrum, oBakas HaunH mpumene jge Kacrebay ajiropurMa je HyMEpUUKH
BeoMa HecTabWJIaH, jep ce 3a BeJIMKEe BPEIHOCTH TeXKWHA W; MOXKE JIECHTH JIa TadKe
w] P xoje ce nobujy y r-toj urepanuju m3aly BaH KOHBEKCHOI OMOTa4a KOHTPOTHHAX
Tagaka Py, Py, ..., P,.

Hpyro, moryhe je mpumenutu cranmapanm jge Kacresbay anropuraM Ha TadKe
(wiP;,w;), i€ {0,1,...,n}%. Oo cy xonrponne Tauke Hepanmonaine Besujepose
KpHBe y TIpocTopy R3, UmjuM ce IEHTPAJIHEM IIPOjeKTOBAILEM y OJHOCY HA TAUKY
O ma pasan z = 1 gobmja panmmonasna Be3wjepoBa KpwBa ca KOHTPOJTHUM TAYKAMA

P, i€{0,1,...,n}. Jakme, y r-T0j mrepammju nobmja ce:

wl P’ wi~tpr—t wiTtprot
( . rl ) = (1 - t) ’ ( ! T*Zl +t- ’L+1r721+1 ’ (17)
w; w; Wi 1

IpHU 9eMy Ce MPOjEeKIMjoM OBe TadKe Ha paBaH z = 1 mobuja Tadka y r-TOj HTEpAIldju
ca panmonasine Be3ujepose Kpuse:

T r—1

7—

w,
Tl ‘Pi'r‘fl 4+t 1::1 Pitllv (18)

w.

Pr=(1-1)

Sw; Py (w;x;, w;y;) cy Tauke papuu z = 1, ma Tpehy KOOPJMHATY-jeIMHHUILY HE MHIIEMO.
5(wi Py, wi) = (wiks, wiyi, wi)
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rae je wy () = (1—t)-w] " (t)+t-w}} (t). MeDyTum, oBakas HauMH je TEXHUYKH 3aXTe-
BaH, 11a ce Hajuemlie npuberasa T3B. panuoHaJHoM Je Kacrespay ajiropurmy. 3a
pas/MKy O/ CTaHJIAPIHOI AJIPOPUTMA, KOJU C& 3aCHUBA HA J€JbebY KOHTPOJIHUX Jy2KHU
y pasmepn t : (1 — t), palMOHAIHN AJITOPUTAM CEe 3aCHUBA HA JIeJbeHY KOHTPOIHUX
JIyKU IBeMa TavKaMa TaKo JIa je JBOpa3Mepa OAroBapajyhux rtadaka jegHaka 1 t

O6jacaumo, pBO, mojam mBopaszmepe. Heka cy mare 4 kolmHeapHe TadKe A B c
u D Tako na BaxKu:

C =aA+ BB,
D =~A+ 6B,
rae cy «,f3,7,d npousBosbHU peasnnu Opojesu. JIBopasmepa rtauaka A, B,C,D je
6poj:
)
(Aa Ba Cv D) é -
a

Mozxke ce nokasaru Ja je Apopa3Mepa MHBApUjaHTHA y OJHOCY Ha IIPOjEeKTUBHO Ipe-
camkaBame. 3a Buiie nHboOpManuja o 1BopasMepn BugeTn [6].

Hwumb je ma ceaxoj Kourposnoj ayxu PP, i€ {0,1,...,n — 1} y r-10j ure-
pamuju (r = 0,1,...,n) oxpenuTn TauKy PT'H, amm 6e3 KOpHImhema CTaHIAPIHOT

3 T T T
anropurma. Heka je Q] Tauxa ca npase P; P], | Taxo ja je:

Pl Q; _ wi g
Pavr—— ro°
Q; i7+1 Wy
Oparne cienu na je:
, wl : wj. : )
Q= i P+ il 1, 1€4{0,1,...,n—r} (19)

e T 3 e T
Wi + Wiy Wi + Wiy

Tauka (; ce 30Be M yewmap Mmace, jep yCroCTaBba PABHOTEXKY m3Mehy Tadaka P n

P!, caTesxxunama w] u wy, ,, peaom. Ha ocrosy (18), 3a Tpaxeny rauxy P} ' tpe6a
18, BAYKM:
‘s T
+1 _ w W41
P’ _(l—t)~w:fH Z«+t-w2+1. (20)
U3 (19) u (20) crenu:
tw] 1—1¢

PT P r Pr—i—l §+1 : _
B P QL PET) = = (I—tjw! ¢

K2

Hcro ka0 y HeparmoOHATHOM CIy4ajy, V r-TOj HTEpalyji uMaMo N — r + 1 Tadaka, a
HOCTyIIaK HOHAB/bAMO CBE JOK y M-TOj UTepaunuju He nobujemo Tadxky Fj Koja mpen-
CTaB/ba TAuKy ca ofrorapajyhe pammonaaHe Kpuse.

IIpumep 9. ITpumerom payuonarmnoz de Kacmemway aszopumma, odpedumu mawwy
r3(3) ca payuonaane Besujepose kpuee r3(t) Koja je odpehena Konmpoanum maukama
Py(0,0), Pi(1,3), P>(2,-2) u P5(4,1), wuje cy meorcune wg = 1, w1 = 2,ws = 2 u
w3 = 1, pedom.

Pewerve. Y npBoj urepanuju, mpso, oapehyjemo tauke (Qy, @1, Q2 Tako 1a 3a10BO-

masajy jemnaxoct (19), a sarum tauke Pl tako 1a je npopasmepa (P, Piy1,Qq, Pl) =
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1, i€40,1,2}.
Pauynamo Tauky Qo:

Wo w1 1 2 2
Qo = Py + P=-FP+-P=|-,2].
0 wy + w1 0 wo + w1 1= 3703t (3’ >

W3 nedunnnmje gBopasmepe mMamo:

=1

LI

(POapva()?POl):

)

= >

8 _ B : _1 p_2
ojakme cieau ja je S = . U3 rauke Qo mamazumo na je a = 3, f = 3. Ono mro

yBeK Tpeba MMarTu Ha yMy KaJl ce padyHajy KOOpAUHATE Tadaka je TO Ja OHe (3ajemHo
ca KOHTPOJIHUM Tadykama) IPUIa/ajy paBHu z = 1 u Ja je wuxosa rpelia KoopauHaTa
yBeK jemmaka jemmauru. Ha ocHOBY Tora Baku:

P(Jl(‘r(l)vytl)v 1) = '7(0a 0, 1) + 2’7(17 3, 1)7

omakJie mobujaMo ma je Pol(g, 2). Texuna w} rauxe P je:

1 1 n 1 3

wy = -wo + zwy = =.

072 0T T T
IIpumernmo, jomr, na Baxku QF = PZ.”H7 re{0,1,2}, i€{0,1,...,3—r}, jep je
JaBopa3mepa jennaka jeaunuiy. lIpumemyjyhn oBaj mocTymak y cBUM mTepalujama u

B

ko

Cnmka 27: Camka y3 npumvep 9 (GeoGebra)

Ha onrosapajyhe KOHTpoHE Tauke nobujamo cieaehe.
IIpBa ureparnmja:
2 3
P()1 (3a2> aw(l) = §a
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Hpyra urepanuja:

8 8 7
]D()2 (777> aw(z) = Za
1 7
Tpeha urepanuja:
11 1 7
R (73) =5

A

Tlocnenute pammonannor me Kacrempay anropurMa m3BOE ce aHAJIOTHO MOCTEIHN-
IaMa Y HEPAIMOHAJIHOM CJIy4ajy.

5 DBe3ujepoBe moBpIiIn

IIpuay ca Be3ujepoBuM KpruBaMa 1 lHbUXOBUM PAIMOHATIHAM ITAPOBUMA, YOIIITHREMO
Ha Besujepose nmospinu 1 panuonaane be3ujepose moBpiim, Koje IpeacTaB/bajy OCHOBHE
objexTe y padyHapCcKOj rpaduim.

5.1 Hdedununuja be3zunjepoBux moBpIiu

Hekacy P, ;,i€{0,1,...,n},j €{0,1,...,m}, (n,m > 1) nare rauke y IpocTOpy
R3. BesujepoBa HOBPUI ¢, ., CTeNeHa (N, M) je TPeCInKABABE Oy, m : [0, 1] % [0, 1] —
R3 Ttako 1a BaxKu:

Pnm(u,0) = > BPu)BJ"(v) P, ;. (21)
i=0 j=0

Tauxe Py, Po1s--- Poms Pro, Py s Piomy o5 Py Prts -« o, Pnym 30BeMO KOHTPOJI-
HUM TadkKaMa, JOK 4eTBopke F; ;, P i1, Piy1 j4+1, Pit1,; TOBe3aHe Ty>KUMa YUHE
KOHTpOoJIHY Mpexy. Ha cinim 28 npukasaHna je Besujeposa moepir cremena (2, 3).

Ciuka 28: Besujeposa nospuu crenena (2,3) (GeoGebra)

3a Be3ujepoBe moBpiu KaxkeMo jOIII 7a Cy OHE T3B. TeH30pcKu npoussoj be3u-
jepoBux kpuBux crenesa n u m. Haume, 3amumumo jeauakoct (21) va cinenehu navuun:

N Brw)P; =Y Biu) - Py(v),
j 1=0

j=0

Pn,m (U, v) = Z B (u)
=0
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rue cy P;(v) = Z B (v)P;j, i€0,1,...,n, Besujepose kpuse crenena m, a yKyimo

ux uMma n+ 1 (Ha caunu 29 Te KpuBe Ccy npseHe). Ako dbuKcupaMo napamerap v = v,
Ha CBaKOj 01 0BUX KpuBuXx ozapeljyjemo 1o jeany tauky P;(vg), Koje Cy caza KOHTPOJIHE

n
Tauke 3a Kpusy > B(u)P;(vo) (na comum 29 cy miase) Koja IPUNaAa HOBPLIH P, .
i=0

ITpakTr9HO, TOBPIT @), , TOOWjAMO ,,TTETaFbeMIIIaBe KprBe N0 IpBeHoj. ety mospit
OmCMO JO0UIH ,,[ITeTambeMI{PBEHE KPUBE IO ILIABO].

Cuuka 29: Tenzopcku npoussox Be3sujepoBux kpuBux crenena 3 (upseno) u Besuje-
poBux Kpusux cremnena 2 (m1aso) (GeoGebra)

U3 nperxozHOr joim MOXKEMO 3aK/by4uTH 11 (BUKCUpameM napaMerpa v = vy (0l-
HOCHO U = ) mobujamo BesujepoBy Kpusy ¢y, m (U, Vo) (0ZHOCHO ¢y, m (Uo, v)) cTEIEHA
n (OZHOCHO M):

m
On,m (U, v0) ZB” Pi(vo), rae je P;(vo) = ZB;H(UO)PM)
=0

m
Pn,m (U, v Z v)Qj(uo), rae je Qj(uo) = ZB?(UO)P@]‘
j=0 =0
[pumernmo, y3 TO, /a Cy mapamMeTapeke KpHBE ©n (U, 0), ©n m (U, 1), 0n.m(0,v), ¢ m(1,v)
HNBUYHE KpI/IBe HOBpH_II/I Spn,m-

Ocobune BesujepoBux moBpinu. 3a besujepoBe moBpiu Baxke CIudHe 0COOHHE
Kao 3a be3ujepose kpuse.

1) Besujeposa noBpii uMa cBOjcTBO KOHBEKCHOT OMOTAYa, Tj. OHA HE U3JIa3U BaH
KOHBEKCHOI' OMOTa4a CBOjUX KOHTPOJIHAX Tadaka. 1o cieau u3 4umbeHulie Ja je
B;L(u)Bg”(v) >0,3a cako 0 < i < n, 0<j<mu u3 jegHaKOCTH:

SN BB ) =Y Br(w)- S B (v) = 1

i=0 j=0 1=0 j=0
N—— —_———
1 1
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Ciuka 30: Kousekcuu omoray Besujepose nospiu (Mathematica)

2) Besujepose mospmmu cy acduro maBapujanThe. Hexka je ¢ : R® — R3 npon-
3BOJPHO a(PUHO MPECTUKABAHE ATO Ca!

d(M)=A-M+b,
rae je Asys Marpuna, a b € R3 pexrop rpancianuje. Tajna pazku:

$(onm) = AZZB” B™( ”—l—b—ZZB" v)(A- P, +D)

1=0 j=0 1=0 j=0
= ZB" Bj* (v)¢(Pi ;)-
=0 j

Hanomenumo na Besujepose moBpIy HUCY TPOJEKTUBHO MHBAPUjaHTHE (CJIUIHO
BesujepoBum KpuBama), na UX HE MOXKEMO IIPECJIUKATU IIPOJEKTHBHUM HPECJIU-
KaBambeM, a J1a IPUTOM Kao pedynarar gobumjemo BesmjepoBy mospiir.

3) Konrponue rauke Py, Pio, Po,1, P11 npunaznajy oarosapajylioj Besujeposoj
MOBPUIN Oy 1
@n,m(oao) = PO,Oa Son,m(la O) = Pn,O’
@n,m(ov 1) = PO,ma @n,m(la 1) = Pn,m-

To cy homkoru nare Be3ujepore moBpiImy.

HajjennocraBuuju npumep BesuwjepoBux mospinu je Be3mjepoBa moBpin cremeHna
(1,1) onpelhena ca 4 xourposune rauxe Py o, Po1, P10, P11 1 TO je 1eo xunep6oimakor
mapab6osonga (cemta). Hamve, xumepboamakn Tapaboion T, je MpaBoIiHIjCKa, TIOBPTI
¥ Kao TaKBa, UMa jeHAuYnMHy z = xy. Y3uMmajyhu 4 Tauke ca mapaboson/a :

Py.0(0,0,0-0), P1(2,0,2-0), Py1(0,2,0-2), P,1(2,2,2-2)

"TIpaBONHHEjCKA MOBPII - HOBPII KOja HACTAIA KPETAmeM IPABe II0 HEKOj KPHBO].
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3a KOHTPOJIHE TadKe, 3aIUINMO jeaHaduHy oaropapajyhe besujepose mospim:
11
pra(u,0) => > B} (u)Bj(v)P;
i=0 j=0
1
Bi(u) - [(1 = v)Pio +vP, 1]

i=0
(1 — U)[(l — U)PO,O + ’UPOJ] + U[(]. — ’U)PLO + U-Pl,l]
(2u, 2v, 4uv)

= (2u,2v,2u - 2v), wu,v € [0,1].

Kaxko je Tpeha xoopamraTa jennaka mpows3BOIY TIPBE MBe, TO Caeau 1a je Be3ujeposa
nospi crenena (1,1) oxpefjena narum KOHTPOIHUM Tadkama Jaeo ceiya. Ilpumerumo
Ja Cy mapaMerapcke KpuBe:

©1,1(u, vo) = (2u, 2vg, dvou),

©1,1(ug,v) = (2ug, 2v,4ugv), u,v € [0,1],

JLy?KH, TITO CE MOKJIANA CA IMEbEHULIOM Ja jé XUIePOOImIKY napaboIon ] IPaBOIMHY]-
cka nospiu (ciuka 31).

Cavka 31: leo xumepGoanakor mapabosonna kao Besmjepora mospi cremena (1,1)
(GeoGebra)

5.2 e Kacrespay amrorpumramMm

Pasmorpumo, upso, ne Kacressay asropuram 3a Besujepose nospiiu crenena (n, n).
Hexka cy P;;, 0<1,j <n, 1aTe KOHTPOJIHE TavKe:

Poo, FPoi, Po2,... Pon,
Pio, Pi1, Pia2,... Pig,
Po, Po1, Pa,... DPagp,
Pn,07 Pn,la Png,... Pn,n-

0,0 .
O3zHaunMo ux ca P; ", rne ropwu uugexce 0,0 o3nadaBa HyITy AT€pAIH]y. OcuoBry

unejy anropurma npukasahemo Ha gerBopku Tadaxa Fo o, Pro, P11, Poa.
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Ha xonTpomnnm gyxuma Py o P o n Py 1 P11 onpehyjemo Tauke Pol’(g) u Pol’lo, pemom,
TaKo Ja oHe Jesie oirosapajylie konrposne jmyxu y pasmepu u : (1 — u), a 3arum
KOHTPOJIHY Zy2K P()l”g Polf neumo raukom Py y pasmepu v : (1 —v) (Buzern ciuxy
32).

Cmuxa 32: Oxnpebusame ratxe Pol”o1 (GeoGebra)

Jlakse, mMaMo [1a BarXKu:

Py = (1 —u)Poo + uPyy,
Py = (1—u)Poy +uPyy,
Pyy = (1= 0)Py +vPyy
=1 —=v)[(1—=u)Poo+uPro] +v[(1—u)Po1+ uPy]
(

1—u wu ) ( ?0,0 io’l ) ( I—v >
1,0 1,1 v
ITpumeTnMo 12 6reMO HCTO TO6UN Kaga OICMO TPBO JeMUIn KOHTPOTHe Ty Ku Py o Py 1
u Py oPy ;1 y pasmepu v : (1 —wv).
OBaj upunuun oapehuBamba Tadke HpUMembyje ce y cBakoj urepauuju r, 1 <r <n
W Ha cBaKy WeTBOpKy Tawaxa P}, P/ Pl iy, P, 0<4d,j <n—r, may r-roj
WTEPAIUjU UMAMO [ BAYKU:

r—1,r—1 r—1,r—1
PZ:’]T = ( l—u u ) < iﬁij—l,r—l il,lj_ﬁ}r_l > ( 1 v v > (22)

it+1,j i+1,5+1
Tako y nynroj urepauuju umamo (n + 1) - (n + 1) KoHTpoJIHEUX Tavaka, y UpBOj n - N,
y apyroj (n — 1) - (n — 1) u Ttako masse CBe JOK HE CTUIHEMO [0 T-T€ uTepauuje y
K0joj M00MjamMoO CaMoO jeIHy TAUKY ngb" Koja Tpunaga Besujeporoj mospmi ¢y, , U3
jemnakocru (21). Ha ciunu 33 mpukasana je tauka ca Be3ujepoBe moBpimm cremena
(2,2).

Teopema 11. Jle Kacmenay anrzopumam 3a odpehusarse mauxe Py ' na Besujeposoj
NOBPULL Py, p, J€ KOPEKMAH, M. 6GIHCU:

n

Py =Y Blu)B}(v)P,;. (23)
i=0 j

=0

OBa Teopema je crernujanan ciy4aj ciemehe Teopeme.
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Cnuxa 33: Tauka POQ”OQ ca Besujepose mospmmu 3a uw = 0.4 1 v = 0.7 (GeoGebra)

Teopema 12. 3a mauxy Pf; dobujeny y de Kacmenayo6om arzopummy 6GoHCU:

Py = Z Z By (u) B[ (0) Py 41, (24)

k=0 1=0
2de jer €{0,1,...,n} vwi,j €{0,1,...,n—r}.

Jloxas. Jloka3 m3BOANMO MATEMATHIKOM HHIYKIIHjOM TI0 7 > 1.

BHN.r=1

P, P 1-v
Pl=(1-u u b bt
= ) < Piy1j Py v

=1 =w)[1=v)P; +vP ] +u[(l —v)Pip1j + 0Py 1]

1
=(1—=w)> BiW)Pijpi+uYy B (v)Pi1
=0

1 1
=> > Bi(u)B} (v)Pisk i

k=0 1=0
r—1,r—1 = r—1 r—1
IIL P/, " = kzo 120 By (w) By ™ (0) Pigk i
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T SATAR
.Prflffl _Prferl v
r—1r—1 _1 _1 r—1r—1 1 1
( 5T BB T P % % B B 0P
r—1r—1 r—1r—1

k=0 1=0
kZO lz;) B~ (w) B (0) P e kZO IZ%) By (w) B 7 (0) P rn g1+

r—1r—1
> Y By Hw) BT (0) Pigkyjt

> B 1(w)B] " (v) Py gy

ﬂ
|
—_

M=

By (w) BT (v) Pk j

it

|

=]
—
I
o
=
Il
o
—
Il
—_

M=
=

B}~ (w) B (v) Pyt

=~
Il
-
~
Il
=
ES
Il
-
-~
Il
-

)
=(1-u u)<l§l IIII/><1;U>:(*)

1r

%
|
|

—

By~ () B] 7 () Pitigtt

~

Il
I
[}

ﬂ b
Il
= o

By H(w)By z+kg+ZBT Hu) B (v )Pi+k,j+z>

Il
LI
U:J /=

r—1lr—1
_ E{: 1( )l?r 1 z+kj +’z€::§z:lgr 1 lgr 1( )}%+kJ4J
k=0 k=0 1=1
r—1 r—1r—1
=Y By Y(w)By (v z+m+zBS Hu)B] UH—i—ZZBT Yw)B] () Pig it
k=0 k=11=1

Ha canuan naunn Kao mTo cMo u3pagynaau I, pauynamo u [1, [T w IV

r—1 r—1
I1="3" By (W) B2} (0) Prskar + 3 By (W) B (0) P+
k=0 =1
r—1r—1
+ 3 B (W) Bl () P
k=11=1
T r—1
IIT = By (u) By (0)Prky + Bz () B] () P i+
k=1 =1
r—1r—1
+ 3 BT ()BT () P
k=11=1
[ r—1
IV = Z By (w)BIZ(0) Pisk e + Y BIZ{ (W) B (0) Pyt
=1
r—1r—1
+ Z By~ (w) B (0) Pigg -
k=11=1
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Bamenom I, [1, 11T u IV y (%) u mocje Majo 1yKer padyHa g00ujamo:

(+) = > By(u)B] (v)Pi i1+ Y Bi(u)Bj(v)Piyy,
=0 k=0

r—1r—1

+ ) Bi(w) B (v)Pigk,ji

k=11=0

+ Y Br(w)B] (v)Piyr i+ Y Bi(uw) By (v) Pk jsr
=0 k=0

=Y Bi(w) B} (v) Piyy,juu-

k=0 1=0
O

Iorennujamuu npobsem kox me Kacrebay aaropurma MoXKe 13 HACTaHE Kl je
Besujeposa mosprn crenena (n,m), mpu demy je m # m. Y TOM CJIyd4ajy, MOCJe
onpebenor Opoja mrepamnuja mehemo mmaru oaroBapajyhe derBopke Tadaka Ha KOje

OMCMO MOIVIM Ja IIPUMEHHMMO OCHOBHY HJEjy JATOr ajrOpUTMa. 3aro Ce IOCTYIIa Ha
caenehn nauuu:

1) ompemu ce a = min(n, m);

2) upumeHu ce nperxoiHo ouucanu je Kacresay ajropuram 10 a-Te urepainuje,
m,m m,m

kaza pobujamo rauke Py ", PIg™, . . Py wm Pyt Py, .. Pyt y 3aBu-
CHOCTH O TOTQ JIa JIM je @ = M WIH a4 = N, PeoM;

3) upumenu ce ne Kacrespay anropuram 3a BesujepoBe Kpuse 4uje Cy KOHTPOJIHE
Tadke n06ujene y Kopaky 2), npu yemy rpeba BOAUTH PadyHa O apamerpy Koju
TOM IPUJIUKOM (QUrypPHILIE.

Ciuka 34: [Te Kacremay anropuram 3a BesujepoBy nospin crenena (2, 3) (GeoGebra)

IIpumep 10. Odpedumu mauxy @3 2 (%, %), rxopuwherem de Kacmemway anrzopumma,

ca Besujepose nospwu oﬁpeb’eﬁe KOHMPOAHUM TNAYKAMG:
PO,0(0a050)7 PO,I(_27174)a PO,Q(_3a2a5)7

P1,0(1a151)7 P1,1(1;273)7 Pl,? 27374)5
P2,0(330a0)7 P2,1(4a274)7 P2,2(37375)3
P3,0(47072)7 P3,1(41375)7 P3,2(57476)‘



Pewerve. Kaxo je n > m npumemyjemo 'kombunoBauu’ ne Kacremay amropuram. Bo-
JUMO padyHa Ja HAM [0 BEPTUKAJN (DUTYPHUIIE apaMerap w, a M0 XOPU30HTAIHU Ta-
pamerap v.

IIpBa nreparnmja:

Poo(0,1,2), Py (~3,2.4),
P (pa2) A G ad,
PQ,’O (Z? 1 I) ) P2”1 (4, 3, 5)

Hpyra nrepamnuja:

2,2 (17 27
P%,oz(%g’ 16755)7
Pry (%.2.%) -

Tpeha ureparnuja:

Fyg = (1—w)Pgg +uPis = (55, 5. %)

5.3 Pamnmonanne Be3ujepoBe moBpiin

BesujepoBe 1oBpIu ce MOy YONNITATH JO PAIMOHAJIHUX HA CAUYAH HAYMH Kao
mro cy BesujepoBe kpuBe yominTene 10 paruoHATHUX Be3njepoBux KPUBUX, IITO
3HAYW Ja Cy HACTaJe MEeHTPAJTHUM IpojeKToBameM oarosapajyhe Besujepose mospimu
u3 npocropa R* ma npocrop R3. Parnuonanna Besmjeposa mospi 1, ,, cre-
nena (n,m) oapehena ca (n + 1)(m + 1) kouTponnux Tavaka Pj; W WHIXOBAM OJ-
rosapajyhmM texxkmaama w; j, 0 < i < n, 0 < j < m, je HEMPEKNIHO TTPECINKABATHE
Ynom 1 [0,1] x [0,1] = R? naro ca:

. u,v € [0,1]. (25)

Cnuxa 35: Pannonanua Besujeposa mospin crenena (3,2) ca TexXuHAMA W; g = W; 2 =
1, w; 1 =2, 0 < i <3 (Mathematica)

Jlakne, pamumonanne be3mjepoBe MOBpIIM Cy TPOjEKIHja TEH3OPCKOT IPOM3BOIA

BesujepoBux kpuBux. MehyTum, ome came HHCYy TEH30PCKHU IIPOU3BOJ, OAroBapajyhmx
pammonanaux besujepoBux kpusux. AHasmurudku rienaHo, na 6u Besujeposa nospiu
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Omma TEH30PCKU MPOM3BOJ, be3mjepoBux KpHBHUX, heHa Oa3Ha (PYHKIHja MOpa OUTH
zanucana y obuuky A(u)B(v), rae je u napamerap kKoju ¢dburypuiie 1o jeJHoj Kpusoj,
a v mo apyroj. Koa obmunux BeswjepoBux moBpmm je To 6miao moryhe, jep je 6a-
3Ha QyHKIMjA OmIa 00IUKa, Bl”(u)B;”(v) Bazna dynknuja pamuonanne Besujepose
TIOBPIITH WMa ODJINK:

B (u) B (v)

J

n m
> > wi;Bl'(u)Bjtv
i=0j=0

)

ma, ce 300r O0JIMKA WMEHWIIA, HEe MOXKe 3aMuCaTh Ka0 TEH30PCKU MPOU3BOJ, KPUBHX.

TenepaJito, cBe TO He MpPeICTaB/bA CKOPO HUKAKAB HEIOCTATAK PAIMOHAIHIX Be3n-
jepoBux mospinu. IIpummernmo 1a pukcupameM OKUIO KOT mapamMerpa J00MjaMo pariy-
onasiny be3ujepoBy KpuBy, TaKO Ja MPOU3BOJHHY TAYKY CA IIOBPIIU MOXKEMO 100UTH 1
npuMenoM parmonasHor e Kacrespay asropurma na oxrosapajyhe kpuse.

Pammonanne Be3ujepose moBpImm, OCUM IIITO TIOCEYjy CBE OcObMHE obnunux Be3u-
JEepOBUX IMOBPIIH, OHE Cy jOII U NMPOjeKTUBHO MHBAPHUjaHTHE.

Jenan on rmaBHUX paliora 3aIliTo Cy yBeJeHe parnoHa He be3mjepoBe mOBpINH je-
CTe [1a Ce Ipe/cTaBe POTANMOHe MOBPINU. Porannone moBpinu HACTA]y POTAIMjOM
HEKe PaBaHCKe KPHBE, KOjy 30BeMO reHeparpuca, oko dbukcupane npase. be3 yma-
BHEHa OMINTOCTHA, MOYKEMO & MPETIIOCTABIUMO 18 TeHepaTpuca npunaga pasuaun y = 0
n na nMa jernaqauny (z(v),0,z(v)), v € R. Ilpernocrasumo, jomur, na je mpaBa OKO
Koje ce Bprmm poramnuja oca Oz. Tazma, oarosapajyha moBpir numa jemnaquHy:

Y(p,v) = (z(v) cos ¢, z(v)sin g, z(v)), v ER, ¢ € [0,2n]. (26)
Yeohemem cumene cos¢ = }_T_—ZZ, sing = %, u € [0,1] y jennauuny (26), ona
rnocraje:

14 u2’ 14 u2’
Axo je reneparpnca (z(v), 0, z(v)) panmonamna BesujepoBa Kpnsa, OHIA CIEIN 1A
je mospmu (27) parnmonanuna Besujeposa mospr, jep hie oxrosapajyhe xkoopaunarhe
dyHKIMje OGuTH parMoOHaJIHE 110 U U V.

b(u) = (20T o) o 5(0)) (21)

IIpumep 11. Hspaszumu uwemsepmuny jedunuyne chepe xao payuonasny besujeposy
noepw.

Pewerwe. HerBpruny jeaunudre cdepe H00HjaMO POTAIUjOM YETBPTHHE jeIUHUTHOD
kpyra (z(0),0,2(6)) = (cos6,0,sind), 6 € [0,%] oko Oz oce 3a Z. Ysobemem cumene
cosf = }15; u sinf = %, v € [0,1], ma ocuoBy (27), mobujamo ma je jenHavuna
qeTBpTHHE Chepe:

vl = (

IMopehemwem umennoua y jennaunnama (28) u (25), 1obujamo Marpuily TexuHa:

1—v2 1—wu? 1—22 2u v ) (28)

T+02 14w’ 1402 1+u2’ 1402

1 1 2
Wy 5 = 1 1 2 N
2 2 4

JIOK KOHTDOJIHE TadKe 00MjaMO W3 yCIOBA TAHTE€HTHOCTHU:



Ciuka 36: Ciuka y3 npumep 11 (Mathematica)

A

ITpumep 12. Odpedumu Besujeposy nospw Hacmanry pomavujom Besujepose kpuse
cmenena 3, xoja je odpehena mauxama Py(1,0), P1(2,—1), P2(3,3) u P3(4,2) y 20z
pasnu, 3a 5 oxo Oz-oce.

Pewere. BesujepoBa kpuBa onpehena taukama Py, Pi, P, u Py uma jenHadqumy:
(z(v), 2(v)) = (1 4 6v — 30* 4+ 03, —3v + 1507 — 1003),

na 3amenom x(v) u z(v) y (27) mobujamo jeaHaunHy TparkeHe MOBDIIN:

1 —u? 2u 9 g 1+ u?
’(/)2)3(1117 1}) = <(1 —|— SU)m, (1 + 31))]_—{-—1L27 (—3’0 + 151) — 10’U )1 i u2 . (29)

ITopehewem umenunona y jennakocruma (29) u (25) nobujamo Marpuily TexKuHa:
1 1 1 1
w5 = 1 1 1 1 y
2 2 2 2

a ¥U3 yCJIOBA TAHI'€HTHOCTH /100MjaMO KOHTPOJIHE TadKe TPaKkKeHe panuonasne besuje-
pOBe TIOBPIITH:

PO,O( s Yy )a PO,l(QaOa_]-)v PO,Q(v ) )7 P0,3(47072)a

1,0,0
P1,0(17170)7 P1,1(2725_]-)7 Pl 2( S ( )
P2,0(07170)7 P2,1(0727_]-)7 P2,2( y 9y )7 P2 3(07472)'
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Cuuka 37: Ciuka y3 npumep 12 (Mathematica)
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6 Jlomarak

Y nomatky majeMo objalmerme MOojMa KOHBEKCHOT OMOTada, Kao W KOIOBE KOju
WIYCTPYjy pa3ue ocobwrHe Be3mjepoBux KpUBHUX U MOBPIIIH.

6.1 KouBekcHu omorau

WHTynTrBHO, KOHBEKCHE OMOTAY MOYXKEMO 3aMHUCJIUTUA Ha ciegenu HaduH: Heka je
JaTo HeKuX n tavaxka Aj, Ao, ..., A, Koje IpHUNaajy UCTOj PABHU. 3aMUCIHMO Ja CY Y
TUM TagKama moboene mimenapie. CTernyBum KOHAIL KOju je 610 j1abaBo 00aBujeH OKO
THX IIIEeHA J00KjaMO WBHUILy KOHBEKCHOT OMOTAa4a, JIOK CBE TadkKe KOje ce Hajase
yHyTap 06JacTH OrpAHUYEHe TOM UBUIIOM MPUIIAIAJy KOHBEKCHOM oMorady. Ha ciunum
38 npuKa3aH je KOHBEKCHU OMOTAY 34 IIECT TAYaKa.

Cnuka 38: KonsekcHr omorad 3a 6 tadaka ocendeH je cuBoM 6ojom (GeoGebra)

Kako Moxkemo menuraTn 12 I HEKA TAYKA IPHANALA KOHBEKCHOM OMOTady WiH He?
IMocmarpajmo, 3a nmoderax, ase radke A u B koje npumajajy npasoj p. 3a Tadyky
C 3a KOjy Baxw"
C=adA+ 6B, a+p=1,

rae cy o u 3 aBa peansa 0poja, pelin hemo 1a je ona GapueHTpUYHa KOMOMHAIja
Tayaka A u B. I3

C=aA+BB=(1—-B)A+BB=A+B(B—A) =A+pAB

caenu ja ce tadka C' Hanasu Ha npasoj p (BeKTOp /@ je BEeKTOp IpaBlia IpaBe p).

Cimka 39: C = aA + BB, a+ =1 (GeoGebra)
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ITpumerumo na rauka C' nenu nyx AB 'y ogaocy [ : . Ako je 0 < 8 <1 (a camum
tum je u 0 < o < 1) rauxka C npunana nyxu AB; ako je § > 1 (o < 0) wim 5 < 0
(a > 1) rauka C je Ban nyxu AB.

Jlakje, ako o m 3 mopes yciaoBa « + [ = 1 ucmymaBajy u yCJIOB HEHETATUBHOCTH,
Tj. a, 8 > 0, ouma Tauka C mpunana nyxu AB u 3a By KaxkeMO 713 je KOHBEKCHA
KoMmbOunanuja tauaka A u B.

Heka cy, canma, mare tpu tauke A, B u C. CiaudHO Kao y MPETXOIHOM CJIy4ajy,
Tauka 1 3a KOjy BaxKu

T=aA+pB+~C,a+p+~v=1,
je bapurerTpuuHa kKoMmbOuHanuja Tagaka A, B u C. U3

T=aA+B+~C
=aA+pB+(1—-—a-p)C
=C+a(A-0C)+8(B-0C)
— C+aCA+ 0B
Bugumo 1a ce T gobuja rpancianujom tadke C 3a BEKTOP aCTZl + BC@, 1na y 3aBu-

CHOCTHM OJf BPEIHOCTH mapamerapa « u (3 Tauka T ce HaJa3W WM He HAJA3W YHYTap
tpoyriia AABC (Bugeru ciuky 40).

ay<0
B=1

Ciuka 40: T = aA+ B +~C, a+ 4+ v =1 (GeoGebra)

Haxe, 3a 0 < «, 8,7 < 1 tauka T npunaga yayTpammoctu Tpoyriaa NAABC, na
je oHa KOHBeKCHa, KoMmOmuanuja tadaka A, B u C.
Ha kpajy, yommrumo 1ejty npudy Ha n Tadaka Aj, As, ..., A, Heke paBau. AKo je

T = i OéiAi,
i=1

n
rae je . a; = 1(«a; cy peamnn 6pojeBn), oHJa je Tadka T GapuIeHTpHYHA KOMOW-
i=1
Hanpja Tavaka A;, ¢ € {1,2,...,n}. AKo y3 TO BaXKu jOII J1a Cy «; HEHEraTWBHH, Tj.
a; > 0, orza je Tauka T koHBeKCHa KOMOuHanuja Tavaka A;, i € {1,2,....n}.
KoaBekcHHN omoTau Tauyaka Aq, As, ..., A, OIpeiacraB/ba CKyIll KOHBEKCHHX KOM-

OMHAIMja TUX TaIaKa.
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6.2 Komosnu

Y oBowMm morsiaBsby JaTu Cy Kozosu, pahenu y nporpamckom makery Mathematica,
KOjU WIYCTPYjy HeKe mpumepe u ocobwmre Be3njepoBux KpUBUX W MTOBPIITH.
6.2.1 J[le Kacrespay anropmram 3a BesujepoBe kpusBe

Via3: un3 KoHTpoTHEX Tadaka Py, Py, ..., P, u mapamerap t
N3zuna3s: tauka P (t)

In[1] := n[niz.] := Length[niz] — 1

In[2] := PomF[r_,i_,niz_,t]:= (1 —1t)*PomF[r —1,i,niz, t] + t * PomF[r — 1,i + 1,niz, t]
In[3] := PomF[0,i_,niz_ t]:=niz[[i + 1]]

In[4] := Kast[niz_, t_| := PomF[n[niz], 0,niz, t]

6.2.2 Ilomena Be3sujepoBe KpuBe Ha ABa JeJa

VYia3: HU3 KOHTpOJIHUX Tadaka Py, Pi, ..., P, n napamerap t
WN3zuas: {nizl,niz2}, rge je nizl HU3 KOHTPOJHMX Tadaka NPBOT, & Niz2 HA3 KOH-
TPOJHUX TadaKa JPYror Jejia KpuBe

In[1] := n[niz ] := Lengthniz] — 1

In[2] := PomF[r_,iniz_ t.]:=(1—t)*PomF[r — 1,i,niz, t] +t * PomF[r — 1,i + 1,niz, t]
In[3] := PomF[0,i_,niz_, t]:=mniz[[i + 1]]

In[4] := Podelaniz_, t_] := {Table[PomF[r,0,niz,t],r,0,n[niz]],

Table[PomF[n[niz| — i,1i,niz, t],i,0,n[niz||}

6.2.3 IloBehame crenena BesujepoBe Kpuse 3a 1

VYia3: HU3 KOHTpOJIHUX Tavaka Py, Py,..., P, n napamerap t
WNzia3: nn3 ca n + 2 Tagaka nocie nmosehama cremena 3a 1

In[1] := n[niz ] := Length[niz] — 1

In[2] := Sredinalniz ] := Table m xniz[[i]] + (1 - m) s«niz[[i+ 1]],{1, 1,n[niz]}}
In[3] := Povecanje[niz_| := Insert|[Insert[Sredinalniz],niz|[[1]], 1], niz[[Length[niz]]], —1]
6.2.4 Ocobuna KOHBEKCHOCTHU

VYna3: uu3 kourponaux tadaka Py, P, ..., P,

Wzia3: couka oarosapajyhe Besujepose KpuBe ca KOHTPOJIHAM IOJUTOHOM W KOHBEK-
CHUM OMOTAYEM

In[1] := n[niz ] := Length[niz] — 1

In[2] := B[m_,i_,t_]:= Binomiallm,i] * t*# (1 —t)®™ 1)

In[3] := Bezier[niz_, t_| := Expand[Sum[B[n[niz], i, t] * niz[[i + 1]], {1, 0,n[niz]}]]
In[4] := GrafikKrive[niz) := Show[ParametricPlot[Bezier[niz, t],{t,0,1},

PlotStyle — Darker|Green]|, Graphics[{Red, PointSize[0.015], Point[niz],
Darker[Blue|, Thickness[0.0045],Line[niz]}], PlotRange — All]

In[5] := OsobinaKonv[niz) := Show[ConvexHullMesh[niz], GrafikKrive[niz],
Axes — True,PlotRange — All]
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6.2.5 IIpecek minmax IIpaBOyraoHHUKa

VYia3: nizl u niz2 KOHTpOSHUX Tadaka asejy be3ujeposux kpusux Py, Pi,..., P,
W3nas: True wiu False (y 3aBUCHOCTH OJI, TOTa 13 JIU CE TIPABOYTAOHUIIN CEKY WJIU HE)

In[1] := MinX[niz ] := Min[Table[niz[[i]][[1]], {1, 1, Length[niz]}]]
In[2] := MinY[niz.]:= Min[Table[niz[[i]][[2]], {1, 1, Length[niz]}]]
In[3] := MaxX[niz_| := Max[Table[niz[[i]][[1]], {1, 1, Length[niz]}]]
In[4] := MaxY[niz_| := Max[Table[niz[[i]][[2]], {1, 1, Length[niz]}]]
In[5] := minmaxP[niz1 niz2j := Graphics[{Lighter|Green],

Polygon[{{minX[niz1],minY¥[niz1]}, {maxX[niz1],minY[niz1]},
{maxX[niz1],max¥[niz1]}, {minX[niz1], maxY[niz1]}}],Lighter[Blue],

Polygon[{{minX[niz2|,minY[niz2]}, {maxX[niz2],minY[niz2]},
{maxX[niz2|,max¥[niz2]}, {minX[niz2], maxY[niz2]}}|,

Red,PointSize[Medium|, Point[niz1], Point[niz2],

Darker|Green|, Thickness[0.008],Line[niz1],Darker[Blue|, Thickness[0.008],

Line[niz2]}, Axes — True]

6.2.6 Poramuja BesnjepoBe Kpuse

VYia3: Hu3 KOHTPOTHUX Tavaka Py, Py, ..., P, u yrao porarmje
W3nas: rpaduk opurnnajia u ciuke be3ujepose kpuse

In[1] := n[niz ] := Length[niz] — 1

In[2] := B[m,,i,t]:=Binomiallm,i]* t!# (1 —t)®™)

In[3] := Bezier[niz_, t_] := Expand[Sum[B[n[niz], i, t] * niz[[i + 1]], {1, 0,n[niz]}]]

In[4] := Original[niz ] := Show|[ParametricPlot[Bezier[niz,t],{t,0,1}, Axes — True,

PlotStyle — Darker|[Green]], Graphics[{Red, PointSize[0.015], Point[niz]
Darker([Blue|, Thickness[0.0045],Line[niz]}], PlotRange — All]

In[5] := MR[ugao.] := {{Cos[ugaoc], —Sin[ugaol}, {Sin[ugao|, Cos[ugao]}}

In[6] := Afino[niz_,ugao_] := Table[MR[ugao].niz[[i]], {i, Length[niz]}]

In[7] := Slika[niz_,ugao_] := Show|[ParametricPlot|[Bezier[Afino[niz, ugaol,t], {t,0,1},
Axes — True,PlotStyle — Magenta], Graphics[{Red, PointSize[0.015],
Point[Afino[niz, ugao]],Darker|[Orange], Thickness[0.005], Line[Afino[niz, ugao]]}],
PlotRange — All]

In[8] := F[niz ugao) := Show[Original[niz], Slika[niz, ugao]]

6.2.7 Jle Kacrespay asnropmram 3a BesujepoBe moBpimn

VYnas: marpura KoHTposHuX Tadaka {{Fo.0, Po.1;-- -, Pom}, {P1,0s Pi1s-- s Pim}y o s {Prny0s Pr1s - - -

P, »}} u mapamerpu u u v
N3znas: Taduka i, m(u,v) ca moBp mu

In[1] := n[M]:= Length[M] — 1

In[2] := m[M] := Length[Transpose[M]] — 1

In[3] := PomFP[r_,i_, j_,M_,u.,v]:=(1—u)x*((1 —v)*PomFP[r — 1,1, j,M,u,v]
+v*PomFP[r — 1,i,j + 1,M,u,v])
+u* ((1 —v) *PomFP[r — 1,1 + 1, j,M, u, V]
+v*PomFP[r — 1,i+1,j+ 1,Mu,v])

In[4] := PomFP[0,i_, j M u_,v]:=M[[i+1,j+1]]

In[5] := NizOstatak[M_,u_,v_] := If[n[M] < m[M], {Table[PomFP[n[M],0, j, M, u,v],

{3, 0,mM] — n[M]}], v,
I£[n[M] > m[M], {Table[PomFPm[M], i,0,M,u, v], {1, 0, n[M — m[M}], u}, {}]]
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:= PomF[r_,i_,niz_,t]:=(1—1t)*PomF[r — 1,i,niz,t] +t * PomF[r — 1,1 + 1,niz, t]

PomF[0,i_,niz_, t]:=niz[[i + 1]]
Kast[niz_, t_| := PomF|[Length[niz] — 1,0,niz, t]

:= KastP[M_,u_, v := If[Equal[n[M],n[M]], PomF[n[M], 0,0, M, u,v],

Kast[NizOstatak[M, u, v][[1]], NizOstatak[M, u, v][[2]]]]
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3akJpyvdaKk

Ium oBor macrep pana je ga mpeacTaBu OCHOBHU KOHIENT Be3njepoBux KpuBux u
MOBPIIU, KAO ¥ IbUXOBUX panuoHaTHUX mapoBa. C 003upoM /1a nMa BEJIUKHU MPAKTHIHA
3Ha4aj, JeTa/bHO je obpahen me Kacremay anaropuram, KOju je WIyCTPOBaH OpOjHAM
puMepuMa u ciaukama. Bosboj Buzyenmsanyju be3njepoBux KpUBUX U TTOBPITH, TIOPET,
CJIMKA, JOMPUHEIN Cy KOJOBU MUCAHU y MPOrpMcKOM makery Mathematica.

Panx mpy:xa mo6py ocHOBY 3a masba HCTpakuBarba y 0BOj obmactu. IloBe3mBamem
KpuBux u nopim y 13B. B-cruiajuose u NURBS kpue u noBpiu gobujamo pasim-
qUTe CJIOXKEHEe CTPYKType, Koje ce JIaHac J0ocTa Kopucre y caobpahajHoj mHIyCcTpUjn
¥ padyHapckoj rpacdunu. MehyTum, Te Teme mpeBasuiaze OKBUDP MACTep paja, ma ce
OBJIe 3ayCTaB/bAMO HA MPUMEPY PAIMOHATHUX Be3njepoBux MOBPIIH.
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