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1 VYBoxg

Teopuja Opojesa, kojy je 'ayc 3Bao ”Kpamuiiom maremarure”, je
mocebHO TOMIOKHA MCTOPUjCKOM cxBaTamy. OcHuBaum teopuje Opo-
jeBa Oounu cy Pepwma, Ojnep, Jlarpamxk, Jlesxxkauap u [ayc. Ox ornpu-
muke 1630. ronune, rana je Pepma moueo na ce 6aBu Teopujom OGpo-
jema, cBe mo I'aycose myobaukamuje Disquisitiones Arithmeticae 1801.,
CBaKM OJ] OBUX MaTeMaTuyapa HaarpabuBao je pan CBOjUX NPETXOI-
HUKA ¥ Ha Taj HAUMH 3HAYA]JHO NOIPUHEO pa3Bojy Teopuje Opojesa.
Onm cy pasBuim OCHOBe Teopuje OpojeBa, HOPMYIUCATA U AOKAZATN
MHOTE€ OJ OCHOBHUX TE€OPEMa U MOCTABUIM MHOTA NUTAka Ha KOja U
OaHAC HEMAMO OITrOBOP.

A npujen-Mapu Jleswannp (1752.-1833.) mpoBseo je cBOj KUBOT y
Ppanmyckoj kao jeman onx Bomehux Mmaremaruuapa y EBponu, anu Huje
6wuo npusuat kao Ojuaep, Jlarpawxk, Jlannac unu ["ayc, uuju cy ce xu-
BOTU Tpekganaju ca merosuMm. Ovmumibene Jleskamnpose obaactu buite
cy Hebecka MeXaHUKa, eJMUINTUYHA WHTET AU U Teopuja 6pojeBa. Hbe-
rOBO MME y Be3d je ca MHOTMM MOjMOBUMa yKLyuyjyhum Jlexanapose
MOJIMHOME, METOAY HajMamer KBaapara kao u JlexxkannpoB cuMmOoJI.

Mmuore JlexxannpoBe pe3yiaTaTe je HE3aBUCHO O Hera IPOHAIIA0
Tayc, mTo je moBeno mo HEKONMKO O30MIBPHUX HecyrJacHUIA. sRaH
Wrapn y cBojoj buorpaduju o Jlexanapy raske:

"Tayc je cmarpao ma je TeopeMa HeroBa akO je OH Ha0 HeH IPBU
crpor nokas. Jlexwanap, koju je 6uo 25 rommua crapuju on l'ayca,
UMaO je MHOTO IMUPEe U CJIOOOMAHU]e MUILLEHE O CTPOTOCTU MOKA3a. 3a
Jlesxkamnpa, 3akacuesor cienbenura Ojiaepa, MToKa3 je yecTo OMO jensa
yBepsuB. Kao mocaenuia, 6uiio KakBa AUCKycuja uamMehy BUux ABOjUle
IpencTaBsbaia je Aujaior rayBux.”

1798. Jlexxaunp je obGjaBuo cBojy Teopujy 6pojesa, IpBYy CUCTEMAT-
cry kmury nocsehieny umckmyuuBo Teopuju OpojeBa. OBa kmura je
UMaJia jak yTUIaj Ha MaTeMaThdape TOI BPeMeHa M Ouia je peBu3U-
pana Hekouuko myrta. Mebyrum, vak u y nocaenwmem nznamy (1830.),
Jleskamap HUje yCcBOjuO CymepuopHe MeTone Koje je pasBuo layc. Y
OBOM pany, OUCKyTOoBalleMO caMO O HEKUM HETOBUM BAaKUM 3aKJbYU-
nuMa u3 Teopuje 6pojesa.



Mama ®epmaoBa TeopeMa MPOU3UIA3YU U3 TUTAHA KOjU IPOCTU OPO-
jeBu mene 6pojeBe obsumka a’* — 1. Ojaep je OMO M3y3eTHO 3aMHTEpE-
COBaH 3a CIWYHO MUTAalkE KOju IPOCTU OpojeBu mene O6pojeBe oGimKka
a”™ + 1. OBo je moBeso OO CTyauje O KBaAPAaTHUM OCTAalUMa, IITO je
HOBEJIO IO 3aKOHA O KBAAPATHOM PEIUNPOIUTETY.

Vcropuja 3akoHa PEIUIPONUTETA j€ 3aIIpaBo UCTOPHUja Teopuje 6po-
jeBa. OjnepoB HauwH TpOydYaBama OBOr 3aKOHA je O6uo caemehwm: KBa-
OpaTHU KAPAKTEDP OX G O MOAYJIY P 3aBUCU jEeIUHO OJ KJIACE OCTATAKA
p mo momyay 4a. 3a Jleskammpa, Koju je M yBEO TEPMUH PENUIPOI-
TeT, 3aKOH PENUNPONUTETA je 010 NCKa3aH Ha ciaeney HauvH: HemapHU
mpocT O6pPOoj p je KBampaTHU OCTATAK 110 MOIYJIY ¢, TJ€ j€ ¢ HEKU APYTU
HemapaH MpocT OPOj ako M caMO aKO je ¢ KBaIpaTHU OCTATAK IO MO-
nyay p, ocuM Kana je p =q =3 (mod 4).

Y momeny usydaBama KBaAPATHUX KOHIpyeHnuja Hamehe ce ciaenehe
nIuTame: aKo je a 1meo Opoj, 3a Koje mpocTe OpojeBe p KOHIPYEHNUja
2?2 = a (mod p) mma pemema? OAroBOp HaM maje KBAIPATHU 3aKOH pe-
munpormrera. OBaj 3akoH je popmynaucan ox crpame Ojuaepa u Jlex-
apapa agu ['ayc je Ouo mpBU KOjU je M3HEO KOMILJIETAH OOKa3. layc je
01O BeOMa IIOHOCAH Ha CBOj PE3yJITAT U Ha3BAO je TEOPEMY KOja roBOpU

O KBaAPaTHOM 3aKOHY PENUIPOIUTETA 3JIATHOM TEOPEMOM.

Y oBOM pany M3JIOKEHE Cy OCHOBHE (GOopMyJialije OBe TeOpHUje 3a
KOjy je maj3acayskuuju ouo Jlexxkanap. Meby muma cy y cBakoMm moje-
IVHAYHOM IOKa3y IPUCYTHE JIEME M CTaBOBU KOJU Ce€ MOPAajy UMaTH y
BuAy ma Ou ce MOKa3 MOrao CIIPOBECTU CMUCJIEHO. AKIEHAT pana je Ha
TEOPUjU O TPUMUTUBHOM KOPEHY, KBaAPATHUM ocraruma u ['aycoBom
3aKOHy penumnponurera. llocmenme moraasme mocBehieHo je HUXOBO]
OIPUMEHU y PeniaBamy TpOOJIEeMCKAX 3a1aTaKa.

Ha xpajy yBomHOT TeKCTa :KeJIUM na Ce 3aXBaJIMM CBOM MEHTODPY AP
3opany Kamenbypry, penosaoMm nmpodecopy MaremaTuukor dpakyiarera
y Beorpany, Ha HeusmepHoj momohu u HAUMHY Ha KOju Me je ymyhuBao
mpe u 3a BpeMme IHCama OBOT Paja.



2 IlpuMuTuBHU KOpEeH

[um oBOr pana je pazyMeBame neTajbHE CTPYKTYPE pelleha KBaIpaTHe
rourpyennuje. Ila 6ucmo momau mo oaroBopa kpenyhemo on ciemeher
3amaTka: morpebHO je mpomahm Gpojese t € N 3a xoje je a' = 1
(mod m), u mocebHO HAjMamU Takas O6POj t.

Hedunnumja 2.1. Hajmamu on mpupoguux OpojeBa t 3a Koje BaxXu

a*=1 (mod m)

HA3WMBA Cé HOPETKOM 0pOoja ¢ 1Mo MOJLyJTy M W O3HAYABaA Ca T (a).

Ha nurame koju 6pojeBn umajy nopejak ojrosapa:

Teopema 2.1. Ilopegak 6poja a IO MOIYIY 1M MOCTOJH KO W CAMO aKO CYy
6pojeBu @ m M y3ajaMHO TTPOCTH.

ITokas. Axo je a' =1 (mod m) 3a mexo t, orga je a' — mu = 1, ogHoCHO
a-a'~'—mu = 1, na u3 Teopeme 0 EyKIIHICKOM Jesberby IeJHX 6pojeBa, cJie i
(a,m) = 1. Obparno, ako cy a u m y3sajamuo npoctu, ouaa u3 Ojaepose
Teopeme ciemy ga je a®™ =1 (mod m), Tj. mocroju Gap jemaH HpPHPOIAH
6poj t 3a koju je a® =1 (mod m). Hajmamn ox Taxsux 6pojesa je Tpaskenu
MOpeJIak.

Jacno je ma cBu 6pojeBm KOju cy MeljyCOOHO KOHTDYEHTHU 1O MOIYIY M
(mpHmamajy MCTOj KJIACH €KBHBAJICHIIMjE) UMAjy WUCTH TOPEJAK MO MOJYILY
m (ako ra yommre mmajy). Mehyrum, moryhie je ma 6pojeBm m3 pasHmx
kJiaca uMmajy jenunake moperke. Cienehe jeHOCTABHO CBOJCTBO OJIAKIIIABA
HAJIAXKEHe TIOPETKA.

Teopema 2.2. Axko je t nopemak 6poja a o mMoxyiay m, taga je a® = 1
(mod m), ako u camo ako t | s. Crnenmjasnno, rp,(a) | p(m).

Joxa3. Heka je a® =1 (mod m). Ako 6u 6wio s =tq+r, 0 < r < t, u3
a® = (a*)%a” 6u cnemuno a” = 1 (mod m), MTO TPOTUBPEYHM MUHUMAJHOCTH
noperka t. O6parno, axo je s = tq, ouga je a® = (a')? =1 (mod m).

ITpumep. Jlako ce mposepasa aa je ¢(22) = 10. 3aro nopernu mo Momyay
22 6pojesa 3,5,7,9,13,15,17,19,21 (xoju cy y3ajamHO mpocTu ca 22) MOry
6utu camo 1,2,5 mim 10. Taxo wa mpumep, noperak 6poja 3 jemmak je 5,
jep je 31,32 # 1 (mod 22), 35 =1 (mod 22), a mopegak 6poja 7 je 10, jep
je 71,72, 7° #1 (mod 22), a 71 =1 (mod 22).



Hedununuja 2.2. Ako je mopenak 6poja g mo mMomayny m jemHak o(m),
6poj g ce Ha3WBa MPUMUTUBHUM KOPEHOM 10 MOIYJY 1.

IIpumep. Tocmarpajmo ocrarke 1,2, 3, —3, —2, —1 mo mogyny 7 (¢(7) = 6).
Jlako ce mpoBepaBa Ja Cy BUXOBU MOPETIN IO MOAYIY 7 jeTHAKHU, PEIIOM,
1,3,6,3,6,2. BpojeBu 3 u —2 cy IPpUMUTUBHYA KOPEHU 10 MOJYIY 7.

Ilo momysy 8, 6pojeru koju umajy nopenak cy 1,3,5 u 7. Hujeman on wux,
melhyTuMm, HEje TPUMUTUBHU KOPEH, jep je TOPeIaK CBAKOT OJ IhUX jeTHAK 2,
a ¢(8) = 4.

IIpumep. 2 je IPEMATUBHE KOPEH 10 MOAyIy 5, jep je 2,22,23,24 =2,4,3,1
(mod 5). 3 je mpuMmTEBHEE KopeH mo Moxyy 5, jep je 3,3%,3%,3* = 3,4,2,1
(mod 5).

Ojmep je yBeo TepMuH ”IPUMUTHBHYA KOPEH” AJTH JOKA3 HETOBOT MOCTO-
jama muje 6uo 3anoposbaBajyhu. JlexkaHup je J1a0 OpBU KOPEKTAH JI0KA3.
Behwna nokaza oBe Teopeme, Koja je 3ampaBo CIENUjAJIAH CAYUaj TeopeMe
Ja je OmI0 KOoja KOHAYHA IMOJTPYIA MYJITUILIMKATHBHE T'PYIE y HOJbY ITU-
kymana, kopucte OjnepoBy ¢ dyariujy. Jlokas U3J0XKeH y 0BOM pajy je
3axBaJbyjyhu Jlexxanjipy, JUpeKTaH U eJeraHTaH.

Axo je a € Z, Heka o(a) npeicTaBba pes HOAPYIe TEHEPUCAHEe KIaCOM
octatka @ y rpynu (Z/pZ)*, OMHOCHO Ty, (a) je HajMambu MO3UTHBAH TIE0 OPO]
k Taxas ma je a¥ =1 (mod p).

Teopema 2.3. I'pyna (Z/pZ)* ocraraka KJace eKBUBAJEHIH]E 110 MOJLYILY
P YV OJTHOCY Ha OIlepaliijy MHOXKema je MUKInIHa. Ha je3suky KOHTpyeHIH]a,
OBO 3HAYM JIa 33 CBAKM IIPOCT OPOj p MOCTOjU IPUMUTUBHU KOPEH [0 MOIYJTY
p, g € Z, TakaB ma je cBaku 1eo 6poj n # 0 (mod p) KOHIpyeHTaH 1O MoO-

JIyJIy p TAMHO jeJHOM O Iesux 6pojesa ¢, g2, g°, ..., g? L. Jlakie, pemociesn
6pojeBa g, g2, g°,...,gP~! MOKe ce IpeypesUTH TAKO Jia 10 MOAYJIy p 6yie
KOHI'DyeHTaH cekpennu 6pojesa 1,2,...,p — 1.

Ilokas Teopeme cienu u3 Tpu TBphema:

i) Axo je rp(7) = ab, onpa je ryp(z%) = b.

Hoxa3. Ozuauumo 7, (z%) = . Taga je (z%)Y =1 (mod m), 1j. 2 =1
(mod m), na rp,(z) = ab | avy, onakme cirenu b | v. O6parmo, m3 2% = 1
(mod m) creaum (z%)° =1 (mod m), omaxme 7, (%) = 7 | b. 3uaun, v = b.

1) Ako je rp(z) = a, rm(y) =bu (a,b) = 1, Tana je ry,(zy) = ab.



IHoka3. Osmaunmo 7, (xy) = . Tama je (zy)? = 1 (mod m), ma u
2y" =1 (mod m). 360r r,,(y) = b omanae caemm na je 27 = 1 (mod m),
a Kako je ry(z) = a, ma | by. U3 (a,b) =1 ciemn u ma a | v. Camaso ce
Jiokazyje u jga b | v, nakse ab | v. C npyre crpane, u3 z* = 1 (mod m) u
Y=

v = ab.

ab —

(mod m) caemn (xy) (mod m), ma v = ry(zy) | ab. 3uauwu,

ii1) Heka je p upocr 6poj, n € N u

1

f(.l‘) =" + ap—12" - Fa1T + ag

MOJTUHOM Ca TeJI00pojHuM KoedurujeHTnMa. AKO KOHIDYEHITHja

f(z) =0 (mod p) (1)

UMa, BUIIE O] N PEIiekha (Pa3IuInTuX [0 MOAYJY p), OHIA P | ap 3a CBAKO
k=0,1,...,n.

Iloka3. Heka cy x1,2,...,Zp+1 OCTAIM 110 MOJLYILY D PA3JIUYNTHX PEIEHA,
kourpyennyje (1). [HomuroMm f(x) ce Moxke mpecTaBuTH y OOJIUKY

f(@) = bp(z — 1) (x —22) - - (& — 2n1)(@ — @)
+bp_1(x—z1)(x—22) - - - (T — 1)
+ ...
+b1(x — 1)
+ bo.

3aucra, nzabepumo Hajupe b, = a,. 3aTum bupamo KoedunujeHT by TAKO
sa 36up koedunmjenara y3 T,_1 NOJMHOMA HA JIECHO] cTpaHu (ycTBapw,
[IOJTMHOMA, KOju ce 1001ja Ka/Jia ce U3MHOXKE 3arpajie y [IPBa JBa BHEroBa ca-
6upka) 6yse jennak a,—1. HacraBmajyhu oBaj mocrynak ogpeljyjy ce ocrain
koedunmjentu by, _o, ..., b1, bg.

3aMemyjyhu y TOPmO] penanuju, peaoM, & = X1,T = X9,...,L = Tpt1, 3a-
Kibyayjemo ja p | bo,p | b1,...,p | by, 0makie HENOCPEHO Cle/ M Jia Cy U CBU
KOSDPUIIHJEHTH Gy Gpy—1, - - - , G TIOJAZHOT TIOJUHOMA JIEJHUBU €A P, KAO CyMe

6pojeBa nespUBEX Ca P.
okaxumo caja Teopemy 2.3:

Ioka3z. 3a p = 2 repheme je rpuBujasno. llermocraBumo jia je p HemapaH.
Heka je

{rp(l)ﬂnp(Q)? B rp(p - 1)} = {717727 e 777“};



Tj. HEKA CY V1,72, - - - , Yy CBU MOTYhU pazmauTy nopetiu bpojesa 1,2, ..., p—

1 no mogyay p. Oznaunmo ca S = [y1,72,...,Yr| HAJMABY 3ajeHUYKN Ca-
JpkaJial THX 6pojesa U HeKa je S = ¢7'¢y? -+ - ¢, " merosa KaHOHCKa (ak-

ropusarmja. Caxku dakrop ¢ TOr pasjarama je seaunarn 6ap jesHor o
6pojeea 7;, 1j. Baxku v; = [¢;°. Heka je cama ¢; 6wio Koju oz Gpojesa

1,2,...,p — 1 3a koju je rp(c;) = ;. Ha ocuoBy TBphema i, 3a d; = c?
je mp(d;) = ¢i, na u3 rBphema ii caequ na 3a 6poj g = dids - - - di, Baxu
rp(9) = q7'q5? - - - qp* = S. Ho, ro 3maum ga S | p— 1 = ¢(p).

Caja, mefjytum, umamo jia ¢cBu OpojeBu yi, Y2, - - . , Yr Jeie S, UITo 3HAYH
ga je 3a cpako x € {1,2,...,p — 1} 3anoBo/bena Kourpyenmuja r° = 1

(mod p). Ho, npema tBphemy iii onma Mopa 6utu p—1 < S, ma u3 1oKa3aHor
S|p—1caemn na je S =p—1wu g je IPUIMUTHBHU KOPEH 10 MOJYJLY P.



3 KBaBagpaTHm ocTanm m KBaJPAaTHU PEIUIPOIUTET

Hedunanmuja 3.1. Heka je a 1eo 6poj y3ajaMHO IPOCT €A JATHM MOJLYJIOM
m, m € N,m > 1. Kaxemo 51a je ¢ KBaapaTHU OCTATaK 0 MOIYJIY 1M aKO
IIOCTOjU 10 OPOj & TaKaB Ja m Jenu x2 — a. Y CyIpOTHOM, KasKeMo Ja je a
KBAOPATHA HEOCTATAK 0 MOJLYJIY 17

Jlakiie, a je KBaJ[PATHHA OCTATAK 10 MOIYJLy 1M aKO KOHIpyeHIuja T2 = a
(mod m) uMa 1eIO0POJHUX peliemha. YKOJIMKO je MOAYJI m mpoct 6poj,
KBaJPATHU OCTAIM /4]y jaK HEOMXOAAH YCJIOB 3a Taj mpoct 6poj ma Oyme

obsuka 2 — ay?.

Teopema 3.1. Hexka je p mpocT u a 11eo 6poj Koju Huje Je/buB ca p. AKo je

p=a’ - ay?

3a Heke 1ejie Opojese x,y, TaJa je a KBAJPATHH OCTATAK 10 MOJYJIY D.

Ioka3s. C o63upom ga je p upocr, caeau aa je (p,y) = 1. Jakue, nocroje
nenu 6pojesu k u m, Takeu Aa je kp+my = 1. Bamemyjyhiu my =1—kpy

2 2, .2

pm? = 2*m? — ay®m?

2 2

— (em)? — a(ym)*,

J001jaMo
pm? = (zm)? — a(1 — kp)?,

OIaKJIE je

2

(xm)? — a = p(m? — 2ka + k*pa).

Jaxmne, p nemm (xm)? — a, Ta je a KBaJpaTHE OCTATAK TIO MOJLYIY P.

. . a .
Jlexanap je cMaTpao Ma je BeoMa KOPUCHO YBECTH CUMOOI ( , Koju
p
cayia 3oBeMo Jlexanypor cumbos, Ha ciefiehu HAYWH: aKO je p HemapaH

a
npoct 6poj Koju me menu meo 6poj a, Tama je <> = 1 ako je a KBaJIpaTHU
p
a
0CTATAK TO MOJYIY P, a () = —1 unaue.
p

Hedbunanmuja 3.2. 3a garu npoct 6poj p u neo 6poj a, JlesxkaragpoB crum-

a
0o | — | ce gedwnHUmIE KAO
p

1, ako pfa u a je kBagpaTHu ocrarak (mod p);
a
<p) =4 -1, ako pfa u a je kBagparHu Heocrarak (mod p);
0, ako p | a.



2
x
IIpumep. Jacno je na je <> = 1 3a cBakm mpoct 6poj p u 11e0 6poj x, 3a
p

KOju p 1 .

IIpumep. Iomro je 2 kBaapaTHu ocrarax 1o moxyay 7 (32 = 2), a 3 1o

2 3
HUJe, TMaMO <7> u <7>
2

JacHo je ma je mpmiamkOM peraBama jenHaqwHe ° = a (mod m) go-
BOJbHO Halin wena pemema y ckymny {0,1,...,m — 1}, jep ako je z Guiuo
KOje pellleibe, Taaa je W CBaKh Opoj M3 meroBe KJace KOHIpYeHIIHje 0 MO-
Iyiay ‘m Takohe perieme jemmaduHe. 3aTo NeMo ce y Ja/bhbeM TEKCTY YBEK
OTPAHWIABATH HA TAKBA PEIEIba.

Teopema 3.2. 3a jaru Henapan nupoct 6poj p u 1eo 6poj a, p 1 a, jesHadUHA,

2?2 = a (mod p) WM HeMa pelIema, WK AMa, TAYHO JBA Pellerba.

Jloka3. IlpermoctaBuMo ja JaTa KOHTPYEHIIHja WMa Peliema U Ja je T
jemso on mux. Tama je ouurienno u ro = —x1 pememe. JIpyrux perrema

0 Mojiyny p Hema, jep 22 = a = 23 (mod p) mosmawm x = +x1 (mod p).
ITpu Tom 6u 21 = —x; (mod p) umaso 3a nocueauiyy 221 = 0 (mod p), mro

je memoryhe 36or (2,p) = (z1,p) = 1.

W3 oBor jemnocraBHOr TBphema ciemau:

Teopema 3.3. 3a caku Henapan mpocT 6poj p mely bpojesuma 1,2,...,p—

1 mma TauHo

KBaJpaTHUX OCTAaTaKa U UCTO TOJIMKO KBaJpPAaTHHUX HEO-
CcTaTaKa.

Y gameM TeKCTy, OCMM aKO JApyradwje Hariacumo, cmarpahemo 1a je p

HelapaH IpocT 0poj B a 1eo 6poj, u macahemo p’ = %.

JacHo je 71a je a KBaJpaTHU OCTATaK IO MOJYIY P aKO W CaMO aKO je TO
v a + kp 3a Heku 1meo 6poj k. 3aro moxkemo cmaTpatu jia je JlexaHapos
cuM60J1 BYHKIHja U3 CKYNa KJIAca OCTATAKA MO0 MOy p y ckym {—1,0,1}.

Ha ocnoBy ®epmaose Teopeme Baxku a’~! =1 (mod p), omakme cieau u
a? = +1 (mod p). Hpeumsnuje, Baxu caeaehe Tepheme:

Teopema 3.4. (Ojrepor kpurepujym) Heka je p mHenapan nmpoct 6poju koju
ue qesim 1eo 6poj a. Taza

o = <Z) (mod p).



IToka3. Heka je g npuMUTHBHE KOPEH MO MOy p (OH MOCTOjU HA OCHOBY
teopeme 2.3). Taa je cBakm ocTarak 1o Mogyaty p 3anarca g, i = 0,1,..., p—
2. Hpumernvo ga je (¢°)7 = ¢ =1 axo u camo ako p — 1|ip/, Tj. ako u
caMo aKo 2|i.

C gpyre crpase, ¢' je KBaJPaTHH OCTATAK IO MOJYJIY P aKO M CAMO aKO
nocroju j € {0,1,...,p—2} takas ga je (¢°)2 = ¢* (mod p), mTo je exBuBa-
JgeHTHO ca 2j = i (mod p — 1). Ilocsenma KOHIPYEHITHja MMa pEIeha aKo
¥ camo ako 2|i, makme yupaso onga kaga je ()P = (mod p).

Ojnep uuje 3Ha0 HoTtarujy JlexxanjapoBor cumboJia U OTY/Aa Cy HEroBa
TBhema 6uIa Mame KOMIAKTHA.

. -1

IMocaemuma. 3a ceaku npoct 6poj p > 2 Baxku () =(-1)7=.

p

JIpyruM pednma, KOHIpyeHuja £2 = —1 10 IpoCTOM MOJLYILY P HMa, PelIerba.

ako m camo ako je p =2 mam p = 1 (mod 4). Takobe,
(—1> _J1, arkojep=1 (mod4);
p) |-1, akojep=3 (mod 4).

Caeneha Baxkua cBojcTBa Jlexxanuposor cumbodia ciejie jupekTHo u3 Ojsre-
POBOT KPHUTEPHjYMa.

Teopema 3.5. Jlexanapor cuMb0JT je MYyJITHIIUKATHBAH, Tj. 3& CBE IEJI€
6pojeee a u b u npoct 6poj p > 2 Baxu

(3)-G)G)
TaKOIQje, 3 <;2> = (;) <‘;2> = <pl> = (-1 e ga je

a> =1<p=1 (mod4).

p
3a meo 6poj a, ptaun k=1,2,...,p nocroju jequucreno
re€{-p,...,—2,-1,1,2,...,p'}
3a koje je ka = r (mod p). IllraBume, HUKOja jgBa OX T)p-OBA HE MOTY
OUTH jeJIHAKM 110 AllCOJIyTHOj BPEIHOCTH, Ia je |ri|,|ra|,...,|ry| 3ampaso
nepmyramuja ckyma {1,2,...,p'}. Taga je a? = CM = o =
% Ako caga numemo ry = eg|rg| 3a k= 1,...,p/, npu gemy je

g, = =1, uz OjnepoBor kpurepujyma J00UjaMo JIa BaXKU:



a
Teopema 3.6. <> =€1€2...5p.
p

[Ipumernmo ga je 1, = —1 ako m camMo ako je ocrarak Opoja ka mpu
JIebemy ca p Behu ox p/, Tj. aKo U caMo axo je [2%@] =2 %‘l + 1. Ilpema

2ka
TOME, T} = (—1)[ P ] Cana m3 nperxojme Teopeme jgobujamo caenehe:

p/
Teopema 3.7. (I'aycosa nema) Baxu <a> =(-1)% raeje S = [2%“]
p k=1

laycosa jema mam omoryhasa Jia 3a MaJjo @ WA MAJO P JAKO U3PaATy-

a
HaMO BpegHOCT JlexkaHpoBor cuMboJIa, ( . Ha mpuwmep, 3a a = 2 umamo
p

2 v 1
() = (1% raeje S = 3. [%}. Y 0BOj cyMum je TauHO [Qp/] cabu-

p k=1
paka jenmako 0, 70K je mpeocragux p’ — ip’ jemmako 1. Ilpema Tome,
1 1
S=p - [Qp’] = [pjl_], HITO je TMapHo 3a p = +1, a HemapHo 3a p = +3

(mod 8). OBako cMo j106uIM J1a BaXKu:
2 [21] .

Teopema 3.8. [ — | = (—1) # . Jlpyrum peunma, 2 je KBaJpaTHH OCTATAK
p

[0 IPOCTOM MOJYJIy p > 2 aKo u caMo ako je p = +1 (mod 8).

Ha coungan magun ce mory Jsiokazaru ciegeha tephema:

Teopema 3.9. 1° —2 je KBaApPaATHH OCTATAK IO MOIYJIY P aKO U CAMO AKO
jep=1wmmp=3 (mod 8);

2° —3 je KBaJIpaTHU OCTATAK MO MOJYJIY P aKO M caMo ako je p =1 (mod 6);
3° 3 je KBaIPaTHHU OCTATAK MO MOJIYJLy P aKO U camo ako je p = +1 (mod 12);
4° 5 je KBaJIpaTHHU OCTATAK IO MOJIYJIY P KO U caMo ako je p = +1 (mod 10).

Y ToKy HCTpazKuBama penpesentanumje 6poja p mpexo 2 + qy?, tie cy p
u ¢ pagjimautu npoctu 6pojesu, Jlexkanjp je cxBaTno J1a MOPA, /13 IIOCMATPA
u q> Kao u <p . OBa umcrpaxkuBama JI0OBeJa Cy Ta J0 (hopMyJauje

p q
ILETOBOT IIO3HATOI' 3aKOHA O KBaJAPaTHOM PEIUIIDOIUTETY.

Teopema 3.10. (I'aycor 3akon perunpormurera) Heka cy p u ¢ pasnuauru
menapuu npoctu Opojesu. Tana Baxu

(-

10



p_lnq’:iq_l.

2 2

npu yemy je p’ =

~

k
Ioka3z 1. Osmauumo S(p,q) = Z {—p} IMpeo hiemo jrokazarm caenehe
q

k=1
noMmohno TBpheme.

Jlema. S(p,q)+ S(q,p) =p'q.

. [kp . )
Jloka3z. [Ipumernmo 1a je {—} 6poj Tadaka y KOOPAXHATHO] PABHH Ca KO-

opmuHaTtama, (k, 1), Taksum jia je 0 < | < kp/q, 1j Taksum ma je 0 < gl < kp.
Ounase 3akibyayjemo sa je cyma S(p, ¢) 6poj ceux rauaka (k,l) TakBux ja je
0<k<p u0<qgl<kp. Hpyrum peanma, S(p,q) je 6poj Tagaka ca KOOp-
guaarama y N yryrap npasoyraoanka ABC D (ykmbyuyjyhu u rpanuity) koje
ce HaJs1aze ucnog npase AFE, vie je A(0,0), B(p',0),C(p',¢'), D(0,q"), E(p, q).

Awnamorno mobujamo ma je S(q,p) 6poj Tauaka ca kooppmHaTama y N
yayTap upasoyraoanka ABCD koja ce namaze wsnaj mpase AE. Kaxko je
ykyman 6poj tagaka ca mesjobpojHuM KOOPAMHATAMA YHYTAP OBOTI IIPABOY-
raonuka jemnak p'q’, a ma mpasoj AE Hema TaKBAX Tadaka, CIEIH 12 je

S(p,q) + S(q,p) =1'q.

Bpatumo ce cama Ha gokas teopeme. Mmamo

P -1
8 )

Sp+a,9) —Sp.q)=1+2+---+p =

2 p2-1
a JAKO Ce IIpOBepaBa Ia, je <) = (—1)p 8 . I'aycosa sreMa HaM gaje

(B)0)-(2)- (52)= () -caress- (o

JIAKJIe, (p) = (=1)%®9), Auanorso je (q) = (—=1)%@P), Muoxemem ose
q p

JiBe jejHakocTu u Kopuiithemem Jieme J1001jaMo TPaKeHy jeJHAKOCT.

Joxka3z 2. 3a csaku 11eo 6pj z, ako je 0 < x < ¢/2, nocroje nean 6Gpojesu
Y U T TAaKBH 1a je pr = qy + r. Ilpema Iaycosoj memu, L (-1, e
q

je k 6poj ocrataka r = pr — qy TakBux 1a je v < 0. To 3Haum ma je k 6Gpoj
rauaka (x,y) Koje 3a10BosbaBajy ycaose: 0 < x < %q u —%q <pxr—py<O0.
Oryna caemn ma je y < pr/q+1/2 < (p+1)/2, ma kaxo je y meo 6poj, To
suaunm ja je 0 <y < p/2.

11



Jaxue, cBe Tauke (x,y) npunanajy npaBoyraouuky P = {(z,y) : 0 <
x < q/2,0 <y < p/2}, ak je 6poj enemenara ckyna Py C P, koju ce ca-
CTOjU O TavaKa (T, y) TAKBUX Ja BaXu ycjaoB —q/2 < pr—qy < 0. Caugro,
(q = (—=1)™, tae je m 6poj esemenara ckyna P, C P, Koju ce cacroju oj
p
Tagaka (x,y) TAKBAX Ja BaXKu ycjiaoB —p/2 < qy — pz < 0.

Tpeba jour gokazatu ja je 6poj s = (p — 1)(¢ — 1)/2 — (k + m) mapamn.
MebyrumMm, s je 6poj rayaka upapoyraonuka P koje nucy y P uiaum Hucy y
P,, omnocuo koje mpumamajy Py U Pj. Kako ckymy P{ npunajajy Tadke
KOj€e 3a/10BOsbaBajy yciaoB pr — qy < —q/2, a ckyny Pj§ tauke 3a Koje Baxu
ycaoB qy —pr < —p/2, ckynosu P u P§ cy nucjynkrau. Mebhyrum, kako je
rpanchopmarmja x = (q+1)/2—a', y = (p+1)/2—y’ obocrpano jegnoznadna
n npesoju ckynose P n Py jeman y apyrn, 6poj s Mopa 6uTn mapam.

Ypamumo cajia IpuUMep HaBeJIeH IIpe TeopeMe.

Howne 814\ 2 11 37\ [ 11 37
P P- {2003) = \2003) \ 2003/ \2003) = 2003 ) \ 2003 )"

I /11 2003 1
aJbe eMa 3aKO € 0O eTa j€ | ——— = — |\ — = =
b, IPEMa 3AKOMY peruIponuuera je o T B

37 2003 5 37 814
" <2003> ( 37 > (37> (5) Hobmjaro (2003) =

814 je kBagpaTHm ocTaTak o Moxyiy 2003.

Jemmy on moryhux xopucHUX (POPMYJIAIMja 3aKOHA PEIUIIPOIUTET], /1aje U
caeneha:

Iocnemumia. Heka cy p u ¢ paznmuantu npoctu 6pojeBu. AKo cy p u ¢ 06a
obsivka 4k + 3, oHa je jeqHa oji jelHaAIMHA

(1) 2> =p (mod q), y?=q (mod p)

peruBa, a apyra mHuje. Ako p u q Hucy oba obauka 4k + 3, Tama cy wim 0be
jennaqune (1) pernuBe WM HUje HUjETHA.

Ipumep. 1° p = 5,¢ = 11. O6e jeaumaumue 22 = 5 (mod 11), y?> = 11
(mod 5) cy pemuse (Hup. = =4,y = 1).

2° p =T7,q = 11. Jemmaumna 22 = 11 (mod 7) je permusa (mmp. = = 2), a
y> =7 (mod 11) muje.

12



4 3amanm

1. Hahu ﬂ .
211

30 2 3 5
P i A I R G R
CHICEE. FIMAMO (211) <211) (211) (211)
2

Kako je 211 = 3 (mod 8), mobujamo

211) ~

3
3a, <211>, MPUMEBY]eMO KBIPATHA PEIUAIPOIUTET 13 OucMOo 1o0uiin
3 211 211 1

) = (2 eSS (22 = (2] = 1.,
(a1) - (5) == (%) - ()
5 211 211 1
H . I I ettt -1 1052 _ (222 Y — [ 2 ) — 1.
a Kpajy, IMaMo <211> < z >( ) < 3 > (5>
30

Kopucrehu cse mperxono, mobujamo o1 ) =

2. Hexka cy a u b nozutusHu 1ie/u OpojeBu TakBu ja cy 6pojeBu 15a + 160 u
16a — 15b xBajparu nosntuBHuUX nejaunx 6pojesa. Koja je najmama moryha
BPEJIHOCT KOjy MOYKe UMaTHh MarbU OJf Ta JBa KBajpara?!

Pememe. Heka je 15a 4 16b = k? u 16a — 15b = 2. Taga je

o 1BR? 1617 16k — 1507
N 481 77 481
Kaxko je 481 = 13 - 37, mumamo

, k,leN.

15k +161> =0 (mod 13), 2k*= —312 (mod 13), k*=5> (mod 13).

5
Haxon Tora, mobujamo (13> = —1, u3 uera caequ na 13 | 1w 13 | k.

IIpumerumo na

15k? + 161> =0 (mod 37),
321> = —30k? (mod 37),
—51> = —30k? (mod 37),
1> =6k* (mod 37).

13



6
Y koMmOumHAImjm ca TEM f1a je <37) = —1, pobujamo na 37 | k u 37 | L.

Hajmama moryha Bpennoct 3a [ je 13 - 37 = 481. Mozemo y3ern na je
k =1 =481 u tako nobujamo ja je a = 31 - 481, b = 481.

3. Hokazaru ga 6poj obauka 2" + 1 HeMa npocTux dnHmiana obamka 8k + 7.

Pememe. IIpermocrasumo na nocroju mpoct 6poj p takas ga p | 2" + 1 n

-1
p =7 (mod 8). Ako je n mapamx, < =1, asm
p

(2)-co <o

nomro p = 3 (mod 4), ma cMo 100WIH KOHTPAJIUKIIA]Y .

Axko je n menapan, nobujamo ga je 2" = —2 (mod p), na je —2 kBagparHu
-2
OCTaTaK MO MOJYJY P, TOmTo je n + 1 mapan 6poj, ma | — | = 1, amm
p
_9 2 _
() -0+ o =
p

IITO je Takohe KOHTPaTUKIIH]a.

4. 3a nosuTuBaH 110 6pOj ¢ JeHUHUITIMO HU3 TO3UTUBHUX MEJINX OpojeBa

T1,T2,... TAKBAX Ja je | = @ U Tpy1 = 2Tp + 1 3a n > 1. Heka je
Yn = 2% — 1. Oppenmrn najsehm moryhum 6poj k Takae jia cy 3a HEKH
MO3UTHUBAH 11e0 Opoj a 6pojeBu y1, . .., Y CBU MPOCTH.

Pememe. [lokazahemo ga je pememe 2. IlpermocraBumo ma mocToju 6poj
a Takas ma je k > 3. Bpojesm 2¢ — 1,22+l _ 1 24943 _ 1 ¢y mpocru, ma
cy u 6pojepu a,2a + 1,4a + 3 takohe mpoctr (360r TOra IITO BaXKH - AKO je
6poj 2M — 1 mpocr, Taga je M Taxohe mpocT; y CympoOTHOM O, 12 MOCTOjI
upuponan 6poj d takas ma d | M, 2% — 1 nemuno 2M — 1). Hckopucrumo
cagta OjuiepoB Kpurepujym:

da+3—1 2 2
= d 4a + 3) = 220! = d 4a + 3).
2 <4a—|—3> (mod 4a + 3) yP (mod 4a + 3)
Kako je 2291 — 1 mpocr 6poj, Taza je 22971 £ 1 (mod 4a + 3), jep 6u y

cynporaoM 6mio 22011 = 4 + 4, mro 6u 3maumIO Ma je a = 1, mro je
nemoryhe. Jlakiie, umamo

2 (4a+2)(4a+4)
S 1o ] = (o)A Qe (a)
<4a + 3) (=1) ’ (=1) ’

14



IIITO UMILIAITAPA 12 je 6poj a+ 1 memapan. Ilomrro je a mpoct 6poj, To 3HaYH
maje a = 2. Axo je a = 2, umamo ga 2! — 1 = 23 - 87 uuje npocr 6poj, mrTo
je memoryhe. Haxme, mobujaMo 1a je oAropop 2 IITO ce IMOCTHXKE 3a a = 2.

5. [IpermocraBumo sa mo3uTwBaH €0 6POj a HEje MOTIyH KBaJspar. Tamga

. a .
je (E) = —1 3a 6eckoHAYHO MHOTO POCTUX OpojeBa p.

Pememe. llpermocraBumMo 3 je TBpAma HeTadIHA. 10 OM 3HATHUIO Ja IO-
. . . a
croju 6poj r TaKaB Ja 3a CBAKH MPOCT OPoj ¢ > r BaXKwH <> = 1. IlomTo

q
a HZje TOTIIYH KBAJPAT, MOYKEMO Ja I'a IIPEJICTABIMO K0 & = T2P1P3 . . . Pk,

rme ¢y pi,p2 - --Pr mpoctu 6pojeBm y pactyhem penociemy. ¥3MUMO TPOCT
6poj p > r,p =5 (mod 8). Umamo na je

0-G)G)- ()

AKko je p; HemapaHn, oHIA je, 36or ['aycoBor 3aK0OHA PEIUIPOLUTETA (pl> =
p

®) |

2 _
Axo je p1 = 2, () = (—1)p = —1, ma je
p

06 G 6=~ () ().

Mozkemo y3eru ocraTke 19,73, ..., (mod pa2,ps,...,pr) Takse ga je

T2 Tk . .
— ... — ) jemmako 1 mau —1. Ilo Kuneckoj TeopeMu 0 ocTaluMa,
p2 Pk

MMaMO KOHAYHO MHOTO OpojeBa t 3a Koje BaxKu

t=5 (mod8), t=r; (modp;), 2<i<k.

Cajsia mocmaTpamo nporpecujy t + (8paps ... pg, Tae mo JupuxiaeoBoj Teo-
peMmu mMa KOHAYHO MHOTO TpocTux OpojeBa ¢. Y3mwmmo ma je ¢ > r. llpm-

a .
METUMO 718 WMAMO ( = 1, asmm Kako je Beh momenyTo, MoX)eM0O n3abparu
q

a . .
79,73, ..., L TAKO Ja () = —1, mTo je KOHTPAIUKIIHA]A.
q

3amaraxk 6. Jlokazarw ma je 1meo Opoj ¢ KBaJpaTHH OCTATAK O CBAKOM
IPOCTOM MOJIYJIY AKO M CaMO aKO je a IOTIYH KBaIpaT.
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Pememe. IlpernocTraBuMo Ja a HUje TOTIIYH KBaJIpaT. Be3 cMambema, OIII-
TOCTHU MO2KEMO IMPETIIOCTaBUTHU Ja G HI/Ije JE€JbUBO KBaJApPaTOM.

IIpermocrasumo ma je a > 0. Tama je a = pip2 - - - Pr 338 HEKe mpocTe
6pojeee p1,...,DL. 34 CBAKHU MPOCT OPOj p BaKu

o (-G - GG

Axo je a = 2, omabepumo p = 5. Y CyIpOTHOM, TOCTOjH HEMAPaH TPOCT
nenuyart 6poja a, penmmo pi. Omabepumo Ttakap mpoct Opoj p ga Bakwu
p =1 (mod8), p =1 (modp;), 3a. ceako i = 1,2,....k—1up=a
(mod pg), Tae je a mpoM3BOJbAH KBAJAPATHA HEOCTATAK 110 MOy pk. Oba-
KaB mpocT 6poj p mocToju mo AupuxsieoBoj TeopemMu 0 mpocTuM OpojeBuMa, ¥
apurmMernakuM nporpecujama. Tana cy ma ocuoBy (1) 6pojesu pi, ..., Pk_1
KBa/IPATHW OCTAIH, JIOK je pj, KBagapaTau Heoctatak (mod p). ITpema Tome,
@ je KBaJpaTHU HEOCTATAK 10 MOy Ty p. ClaudaH JOKa3 ce MOXKE CIIPOBECTH
y caygajy ma je a < 0.

3anarak 7. Heka je p menmapan npoct 6poj sehn o 3.

a) JokazaTu Jia je CyMa CBAUX KBaJIPATHUX OCTATAKA [0 MOJYILY P JIEJbUBA
ca p.

6) Ako je p=1 (mod 4(), ,ZLOI;&.B&.TI/I JIa je cyMa, CBUX KBAJIPATHUX OCTATAKA
pp—1

10 MOJIYJIY P jeTHaKa 1

Pememe. a) Heka je g npuMuTuBaH KOpeH M0 MOAYIy p. 30Up CBUX KBa-
JPATHUX OCTATAKA, je 10 MOJYJIy P KOHI'PYEHTAH Ca

Lbgi+d g = (" = 1)/(¢" — 1),
IITO je JesbuBo ca p 36or p > 3. Jlokas ja aHAJOraH U y CJIy4ajy KBaJIPATHUX
HEOCTATAKA.

6) TIpumeTnmo 1a 3a cBako k € {1, 2,..., pT} BaXKW

p p p ) \p p)’
oJaKJIe 3aK/bYyIyjEMO JIa ce KBAJIPATHU OCTAIM 110 MOJIYJY p jaBJbajy y Me-
DhycobHo aucjyHKTHUM TapOBUMA TAKO 3 je 30up eJeMeHaTa y CBaKOM mapy

jemnax p. Kako kBaJipaTHUX OCTATaKA MMA YKYITHO , maposa he 6utu

: pp—1)
, ma, he 36Mp CBUX KBaJAPATHUX OCTATAKA OWTH jemHak ———.

4

3anarak 8. Ako je p menapad opocT Opoj, JOKa3aTH Ja je IPOU3BOL, CBUX
prl
KBAIPATHUX OCTATAKA 110 MOJYJly P 110 MCTOM KOHrpyeHTan ca (—1) 2 .
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Pememe. Ako ca g 03HAYMMO NMPUMHUTHBHU KOPEH IO MOJIYJTY P, TIPOU3BOJL
CBHUX KBAJPATHAX OCTATAKA IO MOIYJy p he Mo mcToM OWTH KOHTPYEHTAH Ca

p—1

2

9=y
=1

(p—=1)(p+1) p—1 p+1 p+1
4

=(gz)z =(-1)2 (mod p).

Samarak 9. (BujernHaMcka CpemmOIIKOICKA MATEMATHYKA OJUMITHjAJIA)
Jokazatu na wu 3a jegan mpupoman 6poj n 6poj 2" + 1 me Moxke mMaTu
npoct (axTop obsimka 8k — 1.

Pememe. Heka je p=8k—1u2"+1=0 (mod p). Heka je g npumuTusan
KOpeH 1o Mojysty p u g¢ = 2 (mod p). Taga je
p—1

tn = (2m + 1)T

. p . .
3a HEKO 1Mej00pojHO M, 1a Hu tn Huje JeJpbuBO ca p — 1, anm jecre ca

%. 3aro je
onty = gt"% =—-1 (mod p)
u 300r TOTA,
o' = 1 (mod p)
Tj. <12?> = —1, mTo je KOHTPAJIUKITH]jA.

3a mpeTxoTHO pellee ce He Moxke pehu 1a je ”srerio u mpupoiHO” 063UpoM J1a
je y meMy Ha rpyb HAUWH JIeMOHCTpUPaHA MON TPUMUTUBHOT KOpeHa. TadHo
je Ja ce oBaj 3aJaTak MOrao W ejieranTHuje permutu. Hawmme, mosgasehn mo-
HOBO OJI TIPETIIOCTaBKe Ja je Moryhe ma mpoct 6poj p obauka 8k — 1 Gyne
genwtart 6poja 2™ + 1, MoxkeMo mpBO 3aKBYyUIHTH 18 6Poj n Mopa Outu He-
mapafd jep 6m y cymporaoMm 6poj —1 6M0 KBaJIpaTHH OCTATAK II0 IPOCTOM
MOy KOHTpyeHTHOM ca —1 mo moaymay 4. Ako je n memapan 6poj, ycsaos
JAT ¥ 33JIATKY MOXKEMO Ha BPJIO JeTHOCTABAH HAYUH ITOHOBO JI& IIPEBEIEMO
Ha OOMYHY KBaJpaTHY KOHI'DYEHIU]y - moMoHoxxuhemo cge ca 2. Tako j106u-

jamo sa je 2" = —2 (mod p), ommocHo _? = 1, mITO je KOHTPaMKIIHja

ob63upom Ha Teopemy 3.9. u 06auk Gpoja p AT y YCIAOBY 33AaTKA.

3amaraxk 10. Ako upoct 6poj p obmuka 4k — 1 jgenau 30up KBajpaTa JIBA
npupogHa 6poja, JOKa3aTH 13 Cy OHIA TH OpOjeBU IE/bHBH Ca P.
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Pememe. [IpernoctaBuMo cynpoTHO, Tj. Ja 33 HEKe MPHUPOJHE Opojese a u
b xoju HECY JesHUBHE ca p Baxku fqa p | a® + b%. Axo oBo 3ammmemo y obamKy

a®> = —b?  (mod p),

()~

MebyTuwMm, ca apyre cTpaHe UMaMO

2)-E)E)-E)--

IITO je KOHTPa UKIIHja.

3aKJBydyjeMO Jia je

3amarak 11. (Maljapcka cpemoInkoIcka MaTeMaTuIKa, oJuMimjana) Heka
p+1

je p mpoct 6poj obuka, 4k + 3. Jokazaru aa 6poj x2 —x + HEMa, TIPOCT

darTop obsmka kp — 1.

1
Pememe. Hexka je 22 + = + ]% (mod ¢q) u ¢ = kp — 1 mpoct 6poj. To

smaqn ga q | (2z + 1)2 + p, 1j. <> =1.
q
C apyre cTpase je

(-G 3) ) -

3amarax 12. Heka je p mpoct 6poj. Hokasaru ma mocToju & € Z TaKBO 11a
p|2? — 2+ 3 axo u camo ako mocroju y € Z Taxso ma p | y? —y + 25.

Pememe. Tephewme je TpuBujasno 3a p < 3, 1ma, MOKEMO IPETIOCTABATH JIa,
jep=>5.

Kako je p | 22 — x + 3 eksuBasenrtso ca p | 4(z? — z +3) = (22 — 1)% + 11,
oBakaB 11e0 Opoj T mocrToju ako m camo ako je —11 KBajpaTHM OCTATAK IO
mogtyay p. Coramo, 360t 4(y? — y + 25) — (2y — 1)2 + 99, oBakar y mocToju
aKo W caMo ako je —99 kBajpaTHU ocTaTak mo Mmoayay p. Cama Tepheme

: (—11) (—11-32> <—99>
3aJaTKa cjiey U3 ynmwenune jaje ( — | = —— | = | — .
p p p

Samarak 13. Jlokazaru ja cBu HemapHHu Jesiuonu 6poja 5z’ + 1 umajy
napuy 1udpy JAECeTHIa.
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Pememe. Axo p | 522 +1, onpa je ( = 1. Ha ocnoBy 3akoHna perumnpo-
p

IMUTETA BAXKW (_5> = (_1> <5> = (—1)102;1 <£> Jlako je mpoBepuTu
p p p )

Ja je mocsjenmy n3pald jemHak 1 ako u caMo ako je p kourpyeatno 1, 3, 7
mwm 9 mo momyry 20.

3amarak 14. Hahwu cee n € N rakse ma ce ckyn A = {n,n+1,...,n+1997}
MOYKE PA3JIOKUTH HA, HEKOJWKO MOJACKYTIOBA, €4 JeTHAKUM TTPOU3BOINMA, €JIe-
MeHaTa.

Pememe. llpernocrapumo ma ce A MOXKe Pa3JIOKUTH Ha k IIOACKYIIOBA
Aq, ..., Ay ca jerHakuM TPOM3BOIOM ejeMeraTa m. Kako je 6poj enemenara
A nmemuBux mpoctuM 6pojem 1997 jennak 1 mim 2, umamo 1997 | m, ma je
k=1wnmm k = 2. Jlame, kako je 6poj esemenara ae/buBUX IPOCTUM Opojem
1999 jenmaxk 0 mam 1, mmamo 1999 {1 m, ma 3aro HEujegaH enemenT A HHje
nespus ca 1999, 1j. esiementu A cy konrpyerThu 1,2, 3, ...,1998. Mebhyrum,
Tama je m?2 =1-2-3---1998 = —1 (mod 1999), mTo wuje moryhe jep —1
HUje KBaJPaTHU OCTaTaK mo Moaysy 1999 = 4 - 499 + 3.

3anmarak 15. Jlokazatu jga He mocToje mpupoaau Opojesu a, b, ¢ 3a Koje je
a? +b% + 2

_— 6poj.
3(ab + bc + ca) 1eo bpo]

Pememe. IlpernocraBumo 1a cy a,b,c,n TaKBu TpHUPOIHH OpojeBH I3 je
a? +b? + ¢ = 3n(ab + be + ca). OBy jeHAKOCT MOKEMO HAHCATH KAo

(a4+b+c)? = (3n+2)(ab + be + ca).

Heka je p = 2 (mod 3) mpoct 6poj Taxas ja 3a wexo i € N, p?~1 | 3n + 2
u p? t 3n + 2 (TakBo p mopa ga moctoju). Tama p' | a + b + ¢, omaxie
p | ab+ bc + ca. Ako y mocaeamy jeaaakocT craBumo ¢ = —a — b (mod p),
n06ujano p | a?4ab+b?, omaxie p | (2a4b)2 4302 Cuenu gaje [ — ) =1,
p

IITO HUje TavHO jep je p = 2 (mod 3).

3anmarak 16. Jlokazaty ja nmocToju 6ECKOHATHO MHOTO TO3UTHBHUX IEJUX
6pojesa n, TakBuxX J1a n? + 1 uMa npoct genmiarn sehu ox 2n + /2n.

Pememe. Hexa je p mpoct 6poj u p = 8k+1. Ilpumernmo na je 4~ = 6k+1
(mod p). Heka je n = 4k — a, 0 < a < 4k. Tana je:

p—1 2 -1 2 4 _
—— —a +1=0 (modp)<4 - +a+a“+1=0 (mod p),

ma je
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ala+1)=-6k—2=2k—1 (mod p).

Kako je a(a 4 1) mapro u nozurusno, onja je a(a + 1) > 10k. mamo ga je

(a+1)*>a(a+1) > 10k > p,
ma je
n7p+1
2

u jasbe 2n + 2v/2n — 1 > p. [lpumernmo ga je pobujenu pesysrar jadu oj
IMOYEeTHE HEjeTHAKOCTH.

1 1
—e+) <o p< B - Vo,

3amarak 17. Heka je p mpoct 6poj Takas majep = 1 (mod 4). Uspauynaru

s=> ()= 15D

Pememe. Heka cy r1,72,...,7p—1 KBaApaTHU OCTAIM MO MOAyJTy p. IIpBo,
2

BUIMMO JIa je TpajKeHa CyMa eKBUBAJIEHTHA

p=2
2
i 2r;
> ({41 -{50)
i=1 p p
; 2r; -1 -1
Bpennoct 2{2} — {ﬂ} je 0 ako je r; < ‘L, a 1l ako je r; > L.
P P 2 2
-1
Haxie, S je 6poj KBaapaTHUX OCTATAKA KOjU cy Behu o7 pT Kakojep=1

(mod 4), ako je r; KBaapaTHU OCTATAK, OHJIA jé U P — I; KBAJPATHH OCTATAK,

a cy moJia neaux 6pojeBa Behux o L Takohe KBaJIpaTHHA OCTAIA = S =

p—1

4

Samarak 18. JlokazaTu ma 3a ¢cBakHM mpoct 6poj p mocroje meau 6pojeBr a
u b Taksu za je a® + b? + 1 ymmoxak 6poja p.

Pememe. Ounrsesno, p | a?+b?+1 ako u camo axo a2 = —b%> —1 (mod p).
+1

Cxynosu {a? | a € Z} u {—b?> — 1| b € Z} no momysy p umajy Tauno b
WIAHOBA, TAKO JIa UMajy jeIaH 3aje IHNYIKA WIAH, Ha IpUMep HocToje a, b € Z
taxksu Jjia cy a’ u —b® — 1 jennaku 1o Mosyy p.

Ha xpajy, mocmarpahemo omimnre KOHrpyeHIgje Ipyror CTEeHa - KBaApaTHe
KOHI'DYEHIHje,
f(x)=ar®* +bzx+c=0 (mod p),
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rie je a £ 0 (mod p). YKOIWKO HEje HATIAIIEHO Jpyraduje, cMarpaliemo ma
je p HemapaH mpocT O6poj.

a 6ucMo pemmmin 0By KOHI'PYEHITH]Y, TOCTYIrheMo Kao M KO PeIlaBaiba
KBaJPATHUX jemHaqwHa - cBohemem ua kBagpar buroma. Jlakige mmamo:

a$2+bx+cza<x2+bz—l—c)
a a

b\* ¢ b

Haxie, f(x) =0 (mod p) ako u camo ako je

2 2
<:L'+b> Eb——g (mod p).

2a 4a?
Axo uzabepemo +b d b Caaf() 0 (mod p) nma
KO M MOYy=2+—ud=-———, T z) =0 (m uM
% Y % 12 a s p

pelene ako U CaMo akKo
y>=d (mod p)

VMa pPeriemha, W THMEe CMO CBeJiM Hail mpobsieM Ha TPodiieM KBAAPATHUX
OCTaTaKa.
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