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Предговор. 

књига садржи онај део Теорије вектора, који се. најчешhе 

примењује У Механици, Теориској физици и ДиференцијаЛНОј 
геометрији, и који се може сматрати као основ целокупној Тео

рији вектора. 

Градиво је излагано поступно и 
• • 

стилом тако, да га сваки онаЈ КОЈИ 

може. лако и· брзо схВатити. 

15 априла 1931. 
у Београду. 

педагошки, лаким и јасним 

се бави егзактним наукама 

Писац. 





1. 
Основни појмови. 

§ 1. Скалари и вектори. 

Количине, Kvje се. јављају у Математици, Физици и Механици 

двојаке су: једне су потпуно одређене кад је позната само њихова 

бројна вредносш; а друге су потпуно одређене тек онда, кад је 

поред њихове бројне вредносши, познат још и љихов иравац и смер. 

Количuне, које су иошауно одреljене, кад је иознаша само њи- . 
.хова бројна вредносш, називају се скаларне величине или само скалари. 

Такве су величине: време, маса, рад, температура и друге 

којима се бави Математика. 

Количине, које су iiошиуно одреljене шек онда, кад је сем 
љихове бројне вредносши иознаш још и њихов иравац u смер нази
вају се уирављене величине илu векшори. 

Такве су величине: сила, брзина, убрзање и друге, које се 

јављају у Физици и Механици. 

Дужu, које zеомешрискu uрешсшављају скаларне величuне на

зивају се шакоljе скалари, u оне немају ни иравца ни 'смера (сл, 1) . 

. 
А ,~~--------~, в .00 

с 

Сп. 1. СJI. 2. 

Дужи, које геом.ешриски uрешсшављаЈУ уuрављене величане 

хазивају се векшорu. Сваки вектор има свој почетак, крај, вели

чину, правац и смер (сл. 2). 
При рачунању с векторима, зко је резултат вектор, мора се 

. увек знати његова величина, правац и смер. 

Пример. - Једна рибарска барка крене из места О правцем 

на југ сз брзином од две миље на сат. Ветар дува са запада нз 

исток и носи барку такође две миље. на сат на исток. Одредити 
. . 

пређени пут, правац и смер кретања барке после 3 сата. 
, 
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Ако место О узмемо као почетак координатног система, онда 
је југ доле, север горе, исток десно, запад лево (сл. З). Барка 

С се креЬе под дејством двеју 

истовремених сила" свога мо

тора и ветра. Узимајуhи у 

обзир принцип независности 

з---------+О~----~_и ~ 

Ј 

дејства сила, барка Ье после 3 
сата бити у истом месту, као 

кад би се кретала прво 3 сата 
само под дејством свога мо

тора, ,а затим 3 сата' само под 
• 

деЈСТВОМ ветра. 

Кад би се кретала 3 сата само 
• Сп. 3. 

под дејством свога мотора' она 

би приспела у место М, узимајуhи да нам графички дуж а прет-' 
ставља 1 миљу ј а кад би се одатле кретала 3 сата на исток, 
она би дошла у место N. Те отуда, кад се барка креЬе под исто
временим дејством свога мотора и ветра, она пе после 3 сата доhи 
уместо N. 

Пређени пут, је, ON = 8,4~53 миље. 
Правац кретања је југоисток, а смер негативан, узимајуhи да 

• 
Је кретање на горе - на север" - позитивно. 

Како се рачуна са скаларима учи нас ~атематика; а како се 

рачуна са векторима излаже нам Теорија вектора. 

§ 2. ВеЈЈичина" правац, смер и обележавање вектора. 

Ако нам је дат извесан вектор АВ (сл. 4), онда је његова ве-

L .. __ ._. _-----о јј 
".- А 

Сп, 4. 

. _ ... -' 
личина или интензитет - дужина 

АВ, његов правац -линија L, на 
којој лежи; а смер стрелица, која 

означава куд је вектор управљен. 

Тачка А је почетак или на-' 

riадна -тачка; а тачка В је крај вектора АВ . 

~_.----

-
.------.-!.p~---

Сп. 5. 

• 

Сп. 6. 

Векторе обележавамовеликим латинским писменим а, као 
што је означено (сл. 4), или једним великим писменом (сл. 5), или' 
једним малим писменом (сл. 6). 



При писању, векторе изражаваl\ofО на тај начин, што изнад,. 

писмена, којима смо их. обележили стављамо·' малу стрелицу, те, 

према томе вектор АВ изражавамо са 

вектор Р са 

а вектор vca 

) 

АВ, 

-+ 
Р, 

-+ 
v. 

Кад хоЬемо да изразимо само интеНЗитет каквог вектора, онда. 

заграђујемо његова писмена, којима смо га обележили, двема вер
тикалним линијама, или пишемо писмена без стрелице, те је тако 

1 )1 /-+. . АВ = АВ, Р = Р; 

. Многи писци векторе обележавају великим и малим ГОТСким 

писменима 

2f, ~, [, ... ; а, Ь, с, ... 
и то без стрелице, а интензит.ете вектора обележавају латинским 
великим и малим писменима, те је. према томе 

I 2С I ~ А ... ; I а I =а, .... 

§ 3. Везани и слободни вектори. 

Вектор, чији је положај везан за какву праву или тачку на

зива се везанu векшор. 

-+ -+ 
Вектор А (сл. 7) и вектор В (сл. 8) су везани вектори . 

..' .-

А 

Сл. 7. 

" 
-.' .' 

. ~~. 

в 

Сл. 8. 

Вектор, чији положај није везан ни за кз!<ву праву ни тачку,. 

назива се слободан векШор. 

~ 

D 

Сл. 9. Сл. 10. 

-+ -+ 
Вектор С (сл. 9) и вектор D (сл. 10) су слободни вектори ... 



• 
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Два везана вектора за неку праву једнаки су, кад су везани . 
· за исту праву, кад имају једнаке' интензитете и исте смерове 

(сл. 11) или кад се поклапају. 
Два везана вектора за једну тачку су једнаки, ако су вез.ани . . 

за исту тачку, ако имају истеинтензитете и смерове, . што ће реhи - . • 
кад се поклапаЈу. 

.- - -.' 
А в с 

/ 
Сл. Н. Сп. 12 . 

• 
Два или више слободних. вектора су једнаки, кад имају јед-

наке интензитете и смерове, а правци су им паралелни (сл. 12) . 
· Једнакост вектора изражава се истим знаком као и једнакост 

· скалара, 
-+ -+ -+ 
А В - С. 

· Два вектора једнаких интензитета, истих или паралелних праваца, 
а супротних смерова зову сеСУiiроШНU векшорu. Тако су вектори 

-7 -+ -+-+ 
м и N (сл. 13) и Р и Q (сл. 14) супротни вектори, па је 

или 

---7 -+-+ -+ 
м = - N', Р = - Q, 

-7 --;10- -+-+ 

м + N = О , Р + Q = о. 

-Р -_ ..... 
- •• 0' 

... --~-----. --. -. 

0'- ------ ._ ._o_ 

• м N 
.. ---. ~O _. __ ... _ ..... . 

-_._.-._---~~_ ... _ ... -.<------- .' -

.. --

С,. 13. 

-' -' .. -... 
_.' 

• 
Сп. 14 . 

• 

, __ !:.В:.-_- --- Вектори, који имају исти правац 
А.______- (сл. 15), или чији су правци пара-

_ ... -.....----- лелни (сл. 16), зову се колuн,еарнu 

векшорu. 

Сл. 15. 



Колинеарност два аектора изражава се знаком, 

ражава паралелно ст двеју правих; тако је у нашем 

." .' -' "" 

_ . 
. -

.--

-с 

-

Сл. 16. 

-__ О 

D 

-)о- -;... ~ -+ 

AIIB;CilD . 

. -. 
~ .. ' .... 

.-" ."' 

Колинеарни вектори 

8ектори, који леже 

комиланарнu. 

• 
не мораЈУ имати 

• • 
У . ЈеДНОЈ равни 

R 

• 

(,1. 17. 

исти смер. 

R (сл. 17) 

§ 4. Јединични вектор или орт. 
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• 
КОЈИМ се из-

• 
случаЈУ 

• 
називаЈу се 

8ектор, чији је интензитет 

нuчни векшор или орш. 

једнак јединици назива се једи

а:1 

Ако дуж а (сл. 18) претставља геометријски 
извесну јединицу* за мерење количина, онда је 

..... . 
вектор и, чији је интензитет једнак а = 1 једи-. 

-u 

ничии вектор или орт. Сл. 18. 

• 

Сваки вектор може сепретставити као производ из његовог 
• 

интензитета и орта истог правца и смера. Тако бисмо неки вектор 
..... ..... 
Р, који има правац и смер. орта и, а интензитет 3 (сл. 19), могли 
претставити У облику z 

..... ..... 
Р=3 и. 

., 

-р 
-I 

k • • -II 
Сл. 19. -

1 
I}---__ ~--~-x 

Како се сваки вектор може сма

трати као производ из његовог интен

зитета и орта и како орт одређује" 

правац и смер, то се интензитет сваког 

вектора сматра као позитиван. Сп. 20. 

* Та јединица може бити према природи вектора дин, см. и др, 
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оса 

~,""';".~ 

Ортоџи i, ј, JtI', који одређују 

у Декартовом систему (сл. 20) 
правац и смер координатних. 

" • 
називају се OCHOBНll ОрШО8U. 

§ 5. Be~TOp положаја. 

Вектор, који одређује .iюложај једне тачке у односу на једну 

утврђену тачку зове се векmор uоложаја. То је вектор, чија је 

z нападна тачка у. утврђеној тачци, а 

t крај у оној тачци, чији п~ложаi 

м 

-r 

-------х 

с..л. 21. 

одређујемо, Тако би вектор Г, који 

одређује положај неке тачке М у 

погледу на почетак О једног Декар

товог координатног система, био 

вектор положаја тачке М с обзи

ром на тај почетак (сл, 21), 
• 

Кад би тачка М мељала свој поло-

жај, онда би се мељали: величина, 
. . , \ ..... 

• 
правац и смер вектора положаја r 
тако, да би положаји М;, Mz, .•• 

били одређени векторима положаја 
..... ..... 
Г;, Г2 , " • " 

§ 6. Пројекција вектора . 

Кад из почетне и крајље 

нормале на осу Ох, добиhемо 

.-
• • • , , , 

• , , , 
о • , 

..... 
тачке, вектора А (сл. 22) спустим о 

, 

љегову пројекцију Ах. 

-
А , 1 

I , 

-I , , , 
• , 
• , , 
• , 

х • 
Ах 

Сл '22. 

Пројекција векшора на неку осу је скалар, ** 

............... 
* Основни ортови ј, ј, k се врло често пишу и без стрелица, аnи ми ћемо 

их писати са стрелицом, 

** Пројекција вектора иа неку праву је веџор. 
РаЗJlика између праве и осе је у томе: што права нема одређени смер; 

. 
а оса увек има одређени смер. 



-+ 
Ако пројицирамо извесан' вектор Р на осу Ох, до~иhемо ње-

гову пројекцију РХ (сл. 23). Кад из почетне тачке вектора 

вучемо дуж Рј паралелну ~a 
х-осом , добиhемо угао а, КОЈИ 
оса' Је затвара са правцем век-

.... 
тора Р. , , 

-+ 
Р по-

Како је Рј.= Рх , то Је O~l~====~=====7--
РХ = р cosu. , 

одакле. излази: Сп. 23. 

проје1<цuја Мкшора на неку осу једнака је uншензuшеiiiу век

шора йомноженом косинусом угла, кога заклаuа иравац векшора 

са шОМ осам . 
. Како је интензитет вектора увек позитиван, то ће пројекција 

• • • 

бити позитивна, кад Је косинус угла, кога заклапа векторса осом 

позитиван, а негативна, кад је косинус угла негативан. 

§ 7. I{оордин~те вектора. 

-+ 
Кад пројицирамо вектор А 

ДекартоВОГ правоуглог система, 

Аа, Ау, Az• 

(сл. 24) на координатне осе 

добиhемо његове пројекције 

Нека су 

Х, у И Z-OCOM, 

z __________________ ~ _________ ~ s 
. ,". , , ' , , , 

,/ ,. "- ' ,. , 
" " , .. ,' / 

" "о' • 

Q r::<:------------ -----___________ ~./-
! А , , , 
• , , , , , 
• 

, , , , , . 
• , • . , , , , 

i , , , , 
4х 

~==~====~--~-x 
. О ·./М 

о' ..,.-
- о' -

/ 
" 

- - - - __ о ________________ ..: _____ ."" 

р N 

углови 
• 

онда Је 

, . 
Сл. 24. 

0:, [3, у, које правац вектора 

према' претходном параграфу 

.... 
А заклапа са 
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• 

Acos a~ А . . . .~ 

А CQsi3 = Ау 
А cosy = А• 

~ 

(1) ... ~ 

Ако У крајњој тачки вектора А .поставимо ра8НИ паралелне 

са-координатним равнима, ДОбиh~мо паралелопипе.!{ PNMOTQRS, 
~ • 

чија је дијагонала вектор ,4, а И8ице, пројекције вектора на коор-

динатне осе. А кад је то такО, онда за углов~ a~ f3 и у важи 

познати образац из Аналитичке Геометрије 

cosza + CQS2j3 + CQs!y = 1. (2) 
Кад једначине (1) дигне~о на квадрат и саберемо их добиhемо 

N(cQs2a+CQS!~ +cosZy) =A"z+Ai +А.2" • • 

или с обзиром на изра::t (2)· .". • 

А! =Ах2 + Ai + Ai, 
или • 

(3) 
!:~---._ ',-' ,,о' ' __ ' _ , -+ 

Из једнацине (3) можемо увек одредити интензитет вектора А, 
. ", - , .' . 

кад. су познате његове, пројекције Ах, А.Ј!' Az; а кад знамо интен-
зитет и пројекције, помоЬу једвачина' (1) . знамо и углове, које 
вектор ;звклацаса координатним осама, а кад све то знамо, онда 

је ,и: положај ,веКТОРа потnун(), одређен. Какосу Ах; Ау, A z У исто 
-4 

време и КООРЩIЩlте крајњетачке вектора А, то се онес?щтрају 
. , . ~. . 

у исто време и координатама вектора А, јер га потпуно одређују 

у КООРДИЩIТНОМ с",стему. . 
~ 

-u 

Uz 

. Ако је вектор и (сл. 25) 
• 

ОрТ, онда су његове ПрОЈек-
. . . ЦИЈе 11а координатне осе их,· иу, 

Uz, а углови, које он заклапа 

са координатним осама а, 13, у. 
Према једначинама (1) за орт 
имаhемо . 

О Их 
.~--------~--~ х 

cos а = их, 

COS f3 = иу, 

Сл .. 25 .. 

. 

COS у = Uz, 

одакле'према једначини (2) је 

, их! + и/ +Uz
2 = 1, 

што је требало и очекивати, 

пошто· ОрТ, им!! <\.3 интензитет 
'. ,' .. ', '. јединицу. ј 



'l"-s:;>R о"~ -', . -, -
- -, - --

-+ 
. Кад је вектор р везан~а 'праву L (сл. 26)' крја- уовомслу-

, " , • -~, - - >~._ I _' -'.': 

има и назначени смер, КОЈИ се сматра за позитиван, онда Је 
• 

чаЈУ 
-+ ' 

вектор Р потпуно одређен кад је познат положај праве Ly Декар-
то вом координатном систему Oxyz, и. кад је познат његов интен-

• 
. ' • • 

• 
• • • 

.,-

z 

• 

.. 

• 
• • 

L 
,/ 

• • 

зитет? Ica знаком (+> плус 
или (-) минус, према -томе да 

• 
ли вектор има исти или супро-

тан смер праве L. 

Како је положај праве L.y 
координатном систему одређек 

, њеним једначинама 
у = тх+ п 

z - рх +q, 
. где имамо четири непозната 

• 
параметра т, П, р, q, то Је 

везани век тор потпуно одређен, 
- - . . ' 

кад ,су позната пет података 

± ј ? , т, n,р, q. 
" 

и ако су за одредбу везаног вектора потребни пет података, 

махом се везани вектор, ради симетрије образаца, изражава помоhу 

шест података, о. којима ће одмах бити' говора. 
-+ 

Ако везани вектор Р сматрамр за један тренутак као слободан, 

онда је он одређен својим пројекцијама Р", Ру,. Pz, које се у овом 
случају изражавају са Х, У, z. ' . 

, . . 

Положај нападне тачке М потпуно је одређен кад су познате 

. љене координате х, у, z; а кад знамо положај Н!lЩlдне тачке и 
- . , ' 

пројекције вектора онда ~HaMO и сам вектор, те је тако везани 
-+ 

вектор Р одређен подацима 
, - , . . . 

(х, у, z, Х, У, Z). 
, 

• 

§ 8. Леви и десни координатни систем. 
--, -

Координатни систем (сл. 27) назива се левu 1СоордuнашltU си-" 
сШем; јер кад замислимо да стојимо у почетку О и леђима окре-

, ..' -

-нути z-оси, онда видимо, да се х-оса мора кретати с лева на десно. 

да би дошла у положај у-осе; а координатни систем (сл. 28) назива 
се деСltи, јер се х-оса мора кретати с десна на лево, да би .цошла 

у ПоЛQжај Y-OC~. 
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Десни координатни систем се ПРИl4ењује махом' 'у<rё~ријско{ 
.физици,· Небеској механици и Астрон()мији. 

z 

°r---:---_--->_x 
О.Ј----____ у 

о', -

Сл. 27. '. Сл. 28 . 

. -+ ~-' - -
Кад стојимо у почетку О и посматрамо векторе А иВ (сл. 29) 

• 
. . -+. . . . -+ -+. 

"Qнда видимо, да вектор В, надовезан на вектор А, вуче вектор А' 
у истом смеру, у коме иду казаљке на часовнику и тај се смер -

А 
O&~'·_-----~ . . -

у'reорији 
. . 

надовезан 

·заљкина 

,негативан. 

с , 
, 
j~ 

о • 

D 
Сл. 30. 

• 
'. -.. 

вектора . сматра као позитиван; а Bei(Top- С (сл. 30), 
. ~ -.. 

на век тор О, вуче вектор D у. смеру противном ка" 

часовнику и тај се смер сматра у Теорији векторакао" 
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Bel<TOpCKa А-лгебра . 

• 
• 

§9. Сабирање вектора: 
-- . -

........ 
Збир два ',вектора а и' Ь је век-

-+ -
тор, с, чији се почетак ПОК.1Јапа са 

ночетком ',првог вектора, а крај са 
крајем другог BeKTgpa' надовезаног " 
на први BeKTQP (сл. 31). 

' .. - --

'", Из слике видимо да је 

-+ .... .... 
а +' ,Ь " с 

. 

,. -}.. """* -+ 
'Ь+а=с' . - ' .. о 

-а 
-6 

-, 
ь 

-а 
• 

.' 

Сл. 31. 

• 

што значи да', при сабирању вектора важи закон комутације, као 

и кодсабирања скалара. 

-+--+ -+. 
Збир 'три вектора а, Ьи с је век-

-+ 
'тор 'd, ,чији се почетак поклапа са по-

четком првог 8eKTOp~! а крај, с крајем 

l'рећег вектора надовезаног на други, 
, , ' 

вектор, који је такође надовеэан на први 

нектор (сл. 32). 
-

'Из -слике видимо да је 
. ' ' -+- -+ -- -+ 

- Ј + с = d, 
.- Ј. , 

'Н ", -+ -+ -+ 
а+ е -,-d' , . , ОО 

, о', 'о , • Теорија вектора' 

.-- --

а 

Сл. 32. 

• 

• , 

,2 
о 
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• 
одакде Је • 

• 
или како Је 

----+ -7 -4- -+ -7 .....,.... 

/= а + Ь; е = Ь +с , 
. 

то Је 

(-;; + ь) + ~ = ;; + (ь + П , . 
што показује, да при сабирању вектора важи и закон асоцијације . 

• 

На исти начин сабирамо четири и више вектора, па било да 

су они у равни или у простору. 

Вектор, који добијамо као збир двају или више вектора 

назива се векшор . резулшанша, а вектори сабирци називају се 

векuюрu ко.мuоненше. 

Сабирање вектора назива' се још и слагање вектора у једну 

резултанту. . 
Више пута треба један задани вектор разложити у две или, 

три компоненте под извесним условима. 

-+ 
Ако вектор R (сл. 33) треба разложити на две компоненте 

+ 
паралелне правама АБ и АС, онда из крајње тачке D вектора R 
ловлачимо паралелне DM и DN са заданим правама и добијамо 

--+ --+ 
векторе компоненте АМ и AN, јер је 

• 

-+ --+ --+ 
R = АМ + АНо 

Најчешlш је случај разлагања 
• 

вектора у компоненте, КОЈе· 
. ' 

чему пе бити одмах говора. имаЈУ правце координатних оса, о 

-

.. А 
Сл. 33. 

• 
" 

, 
, 

, , , 
.' 

, , 
• • , , 

D 

~---_ .. _-_.~ 

-+ 

у 

-
{)..1 ј 

-• 
, , , , 

• 

O~--~г----~~---x 0-)-
Сл. 34. 

Ако узмемо један вектор r у равни (сл. 34) са нападном 
. ' 

тачком у координатном почетку и кад из краЈње тачке тога век-

тора спустимо нормале на координатне осе, добиhемо пројекције' 
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-+ 

вектора Г: ах и ау. А кад добивеним пројекцијама дамо правце коор-
-+ -+ 

динатних Оса множеhи их одговарајуhим ортовима i и ј, добијамо 
-+ -+ -+ 

компоненте вектора Т, ах. i и ау . ј у правцу х и у-осе, те је тако 

-
k 

Ах: 
А. 

О 
, 

~ х 
l , 

• 

) 

~ -+ -+ 
т ~ ах i + ауј. 

-а • , , , , , , , , 
. , , 

, , , , , , 

, , , 
, , , , , 
, , , , , , , , , , 

-
с 

•• 
г 

• 

, , , 

: ах : ОХ 1 ех ' ех 
О ;..-.. ':_'ш''''ш .' m,:~,"", __ =. =. ~. :-:c __ .=-__ .::-, __ -,!..-_o:=.::::' ___ ::::'_:::: __ :: __ ~._."'_.= .. "'."', 

, , , , , 
у 

, , 
~- ------ --- ---------- ---- _. -- --г х- ----------- -------------.---~ 

Сл. 35. Сл. 36, 

-+ 
Ако је вектор т (сл. 35) У простору, онда је 

--+ --+ -+ --+ 
г' Ах i + Ау ј + Az k. 

-7 -+ -+ -+ -+ 
Збир произвољних вектора а, Ь, с, е је вектор т (сл. 36). 

-+ -+ -+ -+ 
Ако пројицирамо поједине векторе а, Ь, с, е на осу Ох, доби-

ћемо њихове пројекције ах, Ьх. сх• ех; исто тако, ако пројицирамо 
-+ -

-вектор Г, добиhемо 
•• • 

ПрОЈеКЦИЈУ Тх. па како Је 

/ гх = ах + ЬХ + сх + ех. 
добијамо став: 

Пројекција веКlllора реаУЛlllаНlllе једнака је з6иру иројекција 

иојединих веКlllора комионенаlllа, или иројекција збира веКlllора 

једнака је збиру иројекција иојединих веКlllора са бира ка. 

§ 10. Одузимање вектора. 
-+ -+ 

. Када вектор Ь одузмемо од вектора а (С1. 37), онда је 

-+ -+ -+ <-+-+ 
а.-Ь=а+(-Ь)=с. 

Речима ИСh:азано: 
.;-2,-· 
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Разлика вектора а и Ь је вектор С, који добијамо, кад почетак 
-+- ~ ~ 

вектора а спојимо са крајем вектора - Ь надовезаног на вектор а. 

ь 

• 
Сл. 37. 

§ 11.· Множење вектора једним скаларом. 
-+ 

.производ вектора а и скалара п Је вектор 

-+ 
па. 

-+ 
Ако би п био цео позитиван број, онда би па био вектор истог . 

правца и смера као и вектор а, само п пута већег интензитета;· 
..... 

ако би п био неки прав разломак, онда би интензитет вектора па био 
• -+ . 

мањи од интензитета а, а смер вектора па одређује знак, КОЈИ 

стоји уз скаларни фактор п. 

-+ 
Тако сваки вектор а, чији је интензитет а, има а пута веhи , 

• 
иитензитет од арта ао истог правца и смера, тако да Је 

• 
одакле Је 

..... ..... 
а = а. ао 

а 
110 = -' . а 

Видимо да се орт у правцу произвољног вектора може прет

ставити као количник из самог тог вектора и његовог интензитета. 



§ 12. Сl{аларни ПРОДУI<Т двају вектора. 

~ ~ 

Ако угао, који заклапају вектори а и Ь 

(сл. 38) означимо са <1 (;, 7;), онда се продукт 

аЬ cos (;, 7;) = (; ь) . 
. ~ ~ 

назива скаларнu иродукш вектора а и Ь. 
/ 

а 

Сл. 38. 
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Операција скаларног множења двају вектора се, као што смо 
стаВЦЛИ,означује на тај начин, што се та два вектора пишу у. 

малој загради*, само што се под тако заграђеним векторима 
~ ...,. 
а и Ь увек подразумева продукт њихових интензитета са коси
нусом захваhеног угла. 

Како је 

cos (~, 7;) =;; cos 
• 

то Је 

(~ ь) = (ь ;), 
или реЧима исказано: 

Закон ком.ушације важи и за скаларни· llpOдYКlи веюuора . 
...,. 

Ако помножимо вектор а скаларно са самим собом добиhемо 

(; ~) = а. а. cos О = а·. 
Скаларни продукт • • • 

дваЈУ вектора Је Једнак нули, 

(; 7;) = О, 
У три • 

случаЈЗ: 1) или кад 
• 

Је 
~ 

д=О; 
...,. 

2) или кад Је Ь = О и 3) или 
-+ ...,. 

K~Д вектори а и Ь стоје један на ДРУ' 

х 
гом НОрмално, јер је у том • 

случаЈУ 
. . п ·cos '2 =- о. 

Сл. 39 . 

...,. -+ 

.Кад вектор Ь пројицирамо на вектор а (сл. 39), добиhемо 
. његову пројекцију Х, а како је 

-+ -4- -+ -+ 
. Неки писци изражавају скаларни продукт без з~града а Ь или а. Ь. 
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~. = COS (;, Ь), 
Ь 

или 

х . cos ( -+ -+) 
а, Ь - ( -+ -+Ь). Ь. cos а, 

• 
то Је 

= ах. 

Исто тако, пројицирајуhи вектор 

пројекцију х" те he бити 

-+ -+. 
а на вектор Ь, добиhемо 

• 

• 

одакле излази: 

. Скаларни иродукш двају векшора, с геомешријског zледишша 

једнак је иродукшу из иншензuйlеша једнога в.eКlиopa uомноженоz 
иројекцијом другог векшора на арви векшор као извесну осу. 

-+ 
Ако је један од вектора у скаларном продукту, рецим? Ь, 

-+ 
арт, дакле Ь Ь = 1, онда би према напред изложеном било 

• 
одакле слеДУЈе: 

-+ -+ 
Скаларнu uродукш неког векшора а и орша Ь једнак је са-

-+ -+ 
мој uројекцuјu' веюuора а на осу орша Ь. 

Ако 'је неки од вектора у скаларном продукту сложен израз, 

онда се он у загради одваја запетом, а при образоваљу произ

вода важи дистрибутивни закон. Тако је 

(; + Ь, ~) =(; -;) + (ь -;). . 

А 
в 

-а-

о А, -
с 

Сл. 40. 
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..... 
Доказ. - Ако из крајњих тачака . А и В (е.'1. 40) вектора а 

..... ..... 
• 

и Ь епустимо нормале на вектор С, онда из слике видимо да Је 

Множеhи обе стране последње једначине са С, где је 

..... 
с = с , 

добиhемо t 

(l ). 

Дужина ОВ1 претставља пројекцију вектора 

..... 
• 

на оеу вектора С, 
• 

па Је према напред изложеНО;>,1 

(2). 

Исто тако дужине ОА1 и А1Б1 претстављају нам пројекције век-
--+ ..... -..... ..... ..... 

тора ОА = а, односно вектора АБ = Ь на оеу вектора С, 
• 

па Је 
, 

с . ОА1 = (; ~); С. А1Б1 = (Ь :) 
. 

(3) . 
. 

Заменом израза (2) и (3) У (1) доби-

z 

----- .---............... 
ор-..!рва i, ј,. k, (сл. 41) су 

--, -----~_._-~----_.,-,-----'- ---- --~ 

(7. [) = 1, (7 ј) =0, (7 'k)= о; 
. (->- -+) (..... .....) (-+ ..... ) 
ј i = о, i ј = 1, i k = о; 

Сл. 41. 

(..........) .. (..........) (-+ ..... ) k i = о, k ј .. о, k k = 1 . 
..... 

Кад вектор А разложимо у компоненте, биhе 
\ 

-+- -7- ~ -+ 
А = Ах i + Ау ј + Az k. 
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-+ 
Кад добивену једначину помножимо скаларно прво са i, а затим 

-+ -+ 
са ј и k, добиhемо 

одакле закон: 

(:4. -п = Ах. 

(:4 ј) = Ау, 

(:4 1) = Az, 

Кад један векшор раЗЛQжен у ком.ЙонеНllIе uомножuмо ека-

йројекције на 

продукт 

, 
да изведемо аналитички израз, онда Је 

. . 

одакле, узимајуhи у обзир, да код скаларног продукта важи закон. 
дистрибуције, добијамо 

(; Ь) = ах ЬХ + ау Ьу + a z Ьг , 
или речима исказано: 

Скаларнu uроду/Сш двају векшоро једнак је з6uру иРОИ:Јвода 
nешоuм.енах иројекција. 

-+ -+ 
Кад је а = Ь, онда 

, 
Је према претходном ставу 

(; ;) = 0'= ах'+ау'+ аг", 
Ако нам је дата векторска једначина 

-+ -+ -+ 
а+ ь = с, 

• 
онда Је и 

(4) 

~ ---+ -)о. -+ -)о. -+ -+ -7 -)о. 

ах i + ау ј + Oz k + ьх i + Ьу ј + bz k = сх i + Су ј + ez k, 
-+ 

или помноживши леву и десну страну сkаларно прво 
• 

са l, а затим 

-? -? 

са ј и я, 



ах + Ьх = сх . , 

ау + Ьу = Су, 
az + bz ' Cz. 
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(5) 

• 

Доби вене три једначине (5). претстављају у скаларном облику 
векторску једначину (4). 

ПреОбраћање векторских једначина у скаларне једначине назива 
се често иројицирање или скаларизирање вeКlи0pCKllX једначина. 

§ 13. 8екторски продукт двају вектора. 

Векторски продукт двају вектора уопште је вектор, који 
стоји нормално на раван, коју одређују та два вектора, и чији је 
интензитет једнак производу из интензитета тих двају вектора. 

помноженом синусом уг ла, који за- _ 
клапају та два. вектора, а смер у_ с 
прављен онамо, куд ј!' управљен смер 

обртања другог вектора надовезаног 
на први вектор. 

Кад хоћемо да означимо да се· 
тражи векторски продукт вектора 
~ ~ 

а и Ь (сл. 42)., онда их загрвђујемо 
средњом заградом, те је' тако 

[~~] ~ 
а Ь = с. 

ь 

, 

Сд. 42. , 

(1) 
~ ~ 

Вектор с стоји нормално на раван, коју одређују. вектори а 
~ 

и. Ь и има смер управљен онамо, 
~ . 

куд је управљен смер оортања 
~ 

вектора Ь надовезаног • 
на вектор а, и интензитет му Је 

~ (-4 ~ 
С = аЬ sin а, ь), (2) 

или другим речима интензитет му је једнак површини паралело-
~ ~ 

грама* чије су стране вектори а и Ь. 

Према дефиницији векторски продукт 

(3) 

-+ 
* То ће реhи: вектор с има толико дужинских јединица, коmн;о паралело

трам има [Јоврmинских јединица. 
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. -+-+ 
може бити у три случаја: 1) кад је а = О; 2) кад је Ь = О и З) 

кад је -9:: (;, Ь) = О, а -9:: (;, ь) је једнак нули, кад су вектори ~и Ь 
колинеарни или паралелни. 

Како је 

sin -9:: (;, Ь) • - sm (4) 

и како иНlиензuшеш 8ектора као векторскоz иродукШа мора бити 

iiозuшиваli, шо аакон комушације код векшорског uродукша не 

може се uрuмењuваши, јер ако променимо места векторима у век

торском продукту, он према изразу (4) мења знак тако да је 

Што се тиче дистрибутивног закона, он се може примењи

вати код векторског продукта исто онако као и код продукта 
. . 

скаларних величина, те Је тако 

-
[-+ -+ -+] [-+ -+Ј [-+ -"") а, Ь + с = а Ь + а с , 

што ћемо и доказати. 

D 4-------. , 
.' , 

_! 1.-

о/ IЬ1 . , 
• 

, , 
• , , , , , , , 

с 
Али пре него што пређемо на 

сам доказ дистрибутивног закона код 
векторског продукта, извешhемо не-

• 

А Е 
---L--------' 

В F 
ке доказе, на КОЈе се ослања доказ 

10 

вектор 

Сл. 43. 
дистрибутивног закона код вектор

ског продукта. 

Ако У посебном векторском продукту 

[; ьЈ 
->- -+ 

Ь (сл. 43) сменимо његовом нормалном компонентом Ь1 на 
• 

-+ 
вектор а, онда се тај векторски продукт Hehe променити, пошто 

[-+ -+Ј . 
векторски продукт а Ь1 има са њим исти правац, смисао и ве-

личину, јер је· површина паралелограма ABCD једнака површина 

правоугаоника EPCD, јер имају исте основице и висине. 

То исто важи и за векторски продукт [;;] и отуда у век
торском продукту 
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[-+ +- -+] [-+ -+] [-+ -+] 
а, Ь +>с ~ а Ь + а с 

-+ -+ 
можемо векторе Ь и с сменити њиховим нормалним компонентама 

-+ -+ -+ 
Ь1 И С1 на вектор а, па Ье бити 

• 
и св.е што докажемо за таЈ продукт важи и за горњи продукт . 

. -+ -+ . 
20 Кад два вектора r иq стоје један на други нормално, онда 

-+ 
је квадрат интензитета њихове резултанте d једнак 

-+ 2 

d q . 

То је сасвим јасно јер је 

.. 
• • 

одакле, помножив ову Једначину скаларно истом том Једначином, 

добијамо . 

(-+ -+) (-+ -+ -+ -+) 
dd = r+q, r+q 

или применом дистрибутивног и комутативног закона 

(} d)= (-; -;)+ 2 (-; ~) + (~ ~). 

Помножимо ову једначину са n2
, онда Ьемо имати 

-;,-2 -+2 -+2-

п" d = n2 r + n2 q 

а то Ье реhи: кад два вектора. стоје један на други нормално, па 
ако интензитет .. И Једног и другог вектора помножимо неким ска-
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ларом П, онда и интензитет резултантр.тако добивених вектора по

стаје п пута веhи. 

. А сад ћемо преhи на сам доказ дистрибутивног закона код 
о' 

векторског продукта 

-+ -+ -+ 
Вектор Ь, + с, (сл. 44) стоји нормално на вектору а, 

• 
Јер лежи 

-+ -+ 
• 

у равни вектора Ь1 и С1 • а та раван СТОЈИ нормално на вектору а 
• 

те Је тако 

[-+-+ -+Ј -+ 
о а, Ь, + с, = g, • 

-+ 
I~ 1-+ -+ " 1; -+ -+ 

• 

Ь 1 + С1 g • I bt + С1 . sm 2" = • 

• -+ о 

или другим речима интензитет вектора g Је а пУ,та веhи од интен-
-+ -+ 

зите та вектора Ь1 + С1 • 

, , 

, 

r:..- ~-7 
~aou 

, 

Векторски продукт 

има интензитет 

, 
, 
, , 
.' ' 

, , 

-!l 

, , 
, , 
• • , 

, , , , , 

, 
о • • 

.. 
о ' 

0_ 

Сл. 44. 

; ј . 1 ь, :к 
• 

. Stn"2 

• 

• 
о 
о 

о 

о • 

• • • 
о 

ОО 
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.. 

->-
дакле а пута веhи од интензитета вектора Ь1 ; а векторски продукт 

има интензитет а пута веhи од интензитета вектора С1 • А кад су 

-+ . [->- ->- ] l->- ->- ] 
интензитет· вектора а Ь1 и а С1 а пута већи од вектора Ь1 од-

НОСНО С1 , то И интензитетњихове резултанте мора бити а пута 

-+ -+ 

веhи од интензитета резултанте вектора Ь1 и (1' а кад је а пута 
--;.. ~ -).. . . 

веhи од интензитета резултанте Ь 1 ,,+ (1' онда Је она Једнака g, 
или другим речима 

• 

[-+-+] [-+-+]'. [ .... 
Щ'Ь1 + аЏ1 = а, 

.... ....] 
Ь1 + [1' 

или 

[-+ .... ј [ ........ ] [-+.... ....] 
а Ь + а с = а, Ь + с , 

што је требало и доказати. 

• 

• 
'ј 

·z 

-k. 

-• 

• 

l 
)----~--x 

С1. 45. 

.... --.. .... 
Векторски продукти основних ортова i, ј, к (сл. 45) су 

117] = о [-+ .... ] .... [ .... -.] -+ 
i ј = k ik =-ј • , , , , 

(-+ .... ] .... [7 Ј] = о [7';] = 
-+ 

ј i = - k • 
1 • , , , 

[->- -*] ->- [k7] = 
->- e~ .... ] k i = i • 

kk О. - 1 , , 
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Кад хоћемо векторски продукт 

[~ Ь] =; 
• 

аналитичКИ да изразимо, односно да га скаларним ]едначинама 
• • 

претставимо,' онда прво ПОЈедине векторе раз лажемо у њихове 
. . 

компоненте дуж координатних оса,. па Је 

[
-+ --+ -+ -+ -+ -+] -+ -+ -+ 

ах i --\- ау ј --\- az k , Ьх i --\- Ьу ј --\- bz k = сх i + Су ј --\- Cz k 

или примењујуhи дистрибутивни закон и горње обрасце за вектор

ске продукте основних ортова, добијамо 

(ау bz - Gz Ьу) 7 --\- (az Ьх - ах ЬЈ 7 + (ах Ьу - ау Ьх) k = сх Т + 
-+ -+ 

Су ј + Cz k , 

или множеhи сад целу једначину скаларно 

добијамо једначине 

сх = ау bz - az Ьу 

Су = az ЬХ ах bz 

Cz = ах Ьу - ау Ьх 

(5) 
-+ -+ -+ 

• 
са l, а затим са ј и k. 

које нам претстављају пројекције векторског [Јродукта [;;] на . 
. три Декартове осе. Индекси х, у, z добијају се један из другог 

• 
цикличком пермутаци]ом. 

. Како се лева страна једна чине 

минантом трећег реда, у чијој су 

(5)· може· претставити дете р-
• • 

прво] врсти ортови, у. ДРУГОЈ 

пројекције првог вектора а, а у трећој пројекције вектора Ь, то је 

-+ -+'-+1 
i ј k 
ах ау az 

ЬХ Ьу bz 

• 

§ 14. Моменат везаног веI<Тора у погледу на неку тачку. 
-+ 

Ако се тражи моменат 

на тачку Р, која се у овом 

везаног. вектора а (сл. 46.) у погледу 
• • 

случаЈУ зове ЈОШ и ПОЛ, онда кад из 

пола Р повучемо вектор положаја Г, чији крај пада у почетак 
-+ -+ 

вектора а, за моменат М(Р) вектора а сматрамо 

-+. [-+ -+] 
М(Р)= га, 
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• • 
-+ 

или другим р.ечима сматрамо вектор М<Р), КОЈИ СТОЈИ нормално на 

-+ -+ 
• • 

раван, коју одређују Beктop~ r и а, ЧИЈИ је смер управљен онамо,. 

-+ 
куд је управљен смер обртања вектора а око пола Р и чија је 

величина 

• . sm 

• •• • 
односно ЧИЈ3 је величина једнака површини паралелограма, ЧИЈе су 

-+ -+ 
стране вектори r и а. 

-
, 
• 
• , , 

-!-P~~Г=---7' 

• , , 

, , , , 
, 
• 

• , , , , , , , 

,.------ ----
------------, 

----

Сл. 46. 

, , , , , , 
• 

-а 

, , , , 

• , 

р 
• , 

• , 
, , , 

, , , , , , , , , , 

-
г 

ОО 

, , , , , , 
, , 

/ 
I 

Сл. 47. 

-
а 

-а 

L 
, 
• , 

, , , 

к 

-+ 
Кад из пола Р (сл. 47.) повучемо нормалу d на вектор а,. 
, 

онда Је • 

d = ; I . sin (;, ~). 
Нормала d назива се обично и крак векшора. Како је величина 

момента вектора а у погледу пола Р 

-+ \-+-+' 
М(Р) = r . а . sin 

то с обзиром ца претходну једначину можемо ставити 

-+-+ , М(Р) = а . d, 
оо 

или речима исказано: 

о 
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Величина .моменша неког векшора у иогледу на неку' шацку, 

једнака је ироизводу из иншензишеlUа векшора и његовог нормалног 

ошсшојања (крака) од иола,. или још: вели<tина Јvlоменша неког ве/(- . 
шора у uozледу на неку шацку једнака је двОСШРУКОј иовршuнu 

щроугла, чија је основица векшор; а висина крак некщора. 

-+ 
Ако је нападна тачка К вектора а, клизе\ш по правој L, дошла 

у положај К" који је одређен према полу Р вектором '
" 

онда 
-+ 

nемо у овом случају за моменат вектора а добити 

М,(Р) = [;1 ~]. 
Из слике видимо да је 

па је зато 

-+ 

М (Р)_ 1 -

--;.. ,-+ -* 

r, r + КК, . 

[-+ -+] [-+ "1 а = r + 
-+ -+Ј [-+ -+] (-+ -+] 
КК" а = r а + КК" а . 

-+ 
Како су векори ККј 

• 
и а колинеарни, то Је· 

[КК" ~] = О, 
• 

па Је зато 

или речима исказано: моменаш везанoz векшора а ОкО неког иола 

• -+ 
р не .мења своју векшорску вредносш ако иуешимо да векшор а 

клизи дуж ираве за коју је везан. 

Како је моменат везаног вектора око пола претстављен век: 
торским продуктом, то ћемо пројекције овог момента на Декар

тове осе добити на исти онај начин, на који смо их добили код 

векторског продукта. Разликоваhемо два случаја. 

Слуцај 1. - Нека се пол Р поклапа са координатним почетком 

Декартовог' триедра. Онда је 

-+ ---;.- -+ -+ 

r=xi+yj+zk 
-+ -+ -+ -+ 
а = Xi+ Уј + Z k; 

• 
па Је зато. 

-+ -+ -+ 
• • 

k l Ј , 
-+ [-+-+] 
M(~)= r а = х у z 

Х У zl 



• 
о.цаК,/Је Је 

р 

.у 

Мх (Р) = У z - z У, 
Му (Р) = z Х - х Z, 
Mz (Р) = Х У - У Х. 

z 

-r 

, 
/ 

, 

, , , , 
:К 

~--------x 

Сп, 48, 
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. Случај 11, -. Претпоставимо сада да пол Р не лежи у коор
динатном почеткУ: Из слике (сл. 48.) видимо да је 

-+ -+ -+ 
ок = ор + г, 

одакле .је 
-+ -+ -+ 

. г = ок - ор, 

Како је 
.....;,. ~ -+ --+ 

ок = Xk • i + Yk • ј + Zk • k, 

-?- ~ -;... -+ 

ор = Хр • i + Ур • ј + zp • k; 
• 

то Је сада 

-+ -+ -+ -+ 

r = Xk i + Yk ј + Zk k (
-+ -'оо -+) 

Хр i + Јр ј + zp k , 

или 

-+ -+ -+ -+ 
r = (Xk Хр ) i + (yk - Ур ) ј + (Zk Zp ) k. 

Како је и сада 

-+ -+ -+' -+ 

а - Х i + Уј + Z k, , 

Теорија вектора з 



34 

• 

то Је 

-+ [; ~l -+ -+ 
М(Р) • • 

l Ј 
-+ 
k 

Xk -Хр Yk - УР 

Х У z 
одакле Је 

МХ (Р) = (Yk - Ур ) Z - (Zk - Zp) У, 

Му (Р) = (Zk - Zp ) Х - (Xk - Хр ) Z, 
М• (Р) = (Xk - Хр ) У - (Yk - Ур ) х 

Моменат неког вектора у погледу на неки пол 
• • 
Једнак Је нули 

• 
кад вектор пролази кроз таЈ пол . 

. § 15. ПРОДУI<Т вектора и скаларног продукта друга 
два вектора. 

-+ -+ -+ 
Продукт вектора а и скаларног продукта вектора Ь и с је 

-+ (-+ -+) . -+ 
abc=ka, 

• 
где Је 

Продукт 
-+ 

ka 

је вектор, чији је интензитет k пута веhи од интензитета вектора 
-+ -+ 
а, правац исти као и вектора а, а смер исти ако је k позитиван;; 
а супротан, ако је k негативан број . 

. Како је 

-7-' -+ -+ -+ 
а = ах i + ау ј + a z k , 

(ь;:;) = ьх сх + Ьу су + Ь• с, , 

то ћемо за пројекције 

бити изразе, 

. -+ (-+ -+) 
аектора а Ь с . на три Декартове осе до-

• 

k ах = ах ( ЬХ сХ + Ьу су + bz C~ ), 

k ау = ау ( ЬХ сХ + Ьу Су + bz Cz ) , 

k а, = а, ( ЬХ сХ + Ьу Су + Ь, С, ) • 

• 
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§ 16. СI<аларни npoAYI<T BeI<TOpa и BeI<TOpCKOr ПРОДУI<та 
, 

друга два вектора. 

, 

Израз облика 

-+ 
претставља нам родукт вектора а и векторског про· 

-+ -+ 
дукта вектора Ь и с. Тај продукт је према дефиницији скаЛi1Р, а 

његову вредност изражавамо помоћу ортогоналних пројекција век-
-+ -+ -+ 

тора а, Ь и с. 

Како је 

-+ -+ -+ -+ 

а = ах i + ау ј + az k , 

-+ -+ -+ -+ 
Ь= ЬХ i + Ьу ј+ ь• k, 

-+ -+ -+ -+ 
• + /+ С• k с - Сх 1 Су 

• 
то Је 

-+ -+ -+ 
• • k l Ј , 

[-+ -+] -+ 
• 

b~ =d= ЬХ Ьу Ь• 

сХ Су С • 

• 
одакле Је 

dx = Ьу с• ~ Ь• Су , 
dy - bz сХ ЬХ CZ , 

д. - ЬХ Су Ьу СХ - • 

Зато је 

(~[b-;]) = (; d) 

а• (ЬХ Су - Ьу сх ), 

што· можемо скраћено написати у облику детерминанте трећег реда 

З* 
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* 

Су 

Да бисмо дали геометријско тумачење скаларног продукта 

вектора и векторског' продукта поступиhемо овако: Доведимо 

-+ -+ -+ 

-d - - __ - - --___ -----__ -__ - - .-'0 __ ;: _. . 
~ , , . , , ' , 

.. I -' , 
" I __ • 

; , / / , 
,,/: /' 

L ,/,' ~/.' • ___ .L __________________ ..... ' 
_________ - __ ._ , .' I 

н 
-а 

I ,',' , " . " 
I ." , " , .' , " . , , , , , 

, .' I ., ' ---- ------ ----------/-' --.- ---;, -
ь 

, . , .' , . , .. , .. , . 
'.' 
'.' 

, , 

~ ____ .....-i-.. 

К 
Сл, 49. 

; 

векторе а, Ь и с на заједнички почетак К (сл. 49.) и конструишимо . 
над њима паралелопипед. Вектор 

.; = [~~] 
стоји нормално на основици овог паралелопипеда, коју одреljују 

-+ -+ , , 
вектори Ь и с, а има интензитет једнак ПОВрШIIIНИ те основице. 

-+ -~ -+ 
Скаларни продукт вектора а и векторског ПРQдукта Ь и с 

се може претставити овако 

. (-+ [-+ -+]) (-+ -+) 
а Ьс = ad = d . а cos (;, 71). 

-+ Али а . cos (;, d) претставља нам пројекцију вектора а ~a вектор 
-+ -
d, а то је висина • 

паралелопипеда, па Је зато 
• 

а cos (;, d) = н = KL, 

Зато је 

(; [b~]) = d • Н, 

* Како се вредност ове детерминанте не мења мењајуhи мес-.Ћ врстама, то 
се у овом изразу сме вршити цикличка пермутација тако да је 

(; [-Ь-;]) = (t [-;;]) = (-; [-;-;1)· 
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., 

прет.ставља запремину паралелопипеда. Отуда видимо 
а д. н нам. . 

(; [Ь -;]) претставља запремину паралелопипеда 
да нам продукТ ~ ~ ~ 

Д аекторима а, Ь и С. '. Та Ье запремина бити Ј'ед-
конструисаног на V .< . . --

нака н.улиКад таЈРИ вектора ьуду лежала у ИСТОЈ равни ТЈ· кад 

. И. Зато израз 
су они компланарН 
-

=0 , 
~ ~ ~ 

• . >fомпланарности ТрИЈУ вектора а 
претставља услов " " . , 

. . д IbIlX НИЈе .Једнак нули. 
том ни Један о 

ь и с, ако при 

§ 17. МоменаТ веааног ве.ктора у погледу на неку осу .. 
~ 

Кад се Tpa)l{lI моменат везаног вектора а у погледу на неку 

и узимамо једну произвољну тачку Р на датој оси а 
осу ,онда . ~ ~ 

'. '14 е М(Р) Р одредимо према § мом нат вектора а у погледу тачке . 

• • , 
• • , • , , , , , , , , , , , , , , 

Сл, 50 . 

. Тај j~ моменат дат изразом 
.... 
М(Р) 

~ 

Пројекција РР; (сл. 50.) момента М(Р) на осу и назива се моменат 
. -+ 

везаног вектора а У погледу. на осу U. 
~ 

Ако орт осе и означимо са и, онда нам је моменат у погледу 

на осу-и претстављ ен овим изразом 
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р Р1 = M~ = М(Р) . cos (М(Р) , ;). 
u 

Како је' 

-+ ( -+ М(Р) • cos М( Р) , 

(Р) 

то за моменат М;; = РР1 добијамо , 

(Р) (-+ [-+ -Т]) 
Р Р1 = М ..... = U r а . 

u . 

Ако се пол Р не поклапа са почетком Цекартовог триедра, 
• • онда Је 

..... -+ -+ ..... 
и= их i+ Иу ј+ и" k, 

а према § 14, случај 11, 

--;'Јо- -+- -.,.. ---;. 
r = ( Xk = Хр ') i + ( Yk' - Ур ) ј + ( Zk = Zp ) k, 

. . 

па се моменат везаног вектора у погледу на осу и може щ>ема 

§ 1 б претставити детерминантом 

их Иу 

Xk - Хр Yk -:- Ур • 

Х У 

• 

§ 18. Дупли веI<ТОРСI<И ПРОДУКТ. 

Дуплим векторским продуктом, или још векторским продук

том веКl'ора и векторског продукта назива се израз облика 

Е = [А{ВК]]. 
Вектор 

i5 = [в1Е] (1) 
.......... 

• 
СТОЈИ нормално на равни R (сл. 51.), коју одређују . - вектори 8 и С 



, 
-

.39 

->- ->-
па зато при векторСКОМ множењу вектора А вектором D добијамо 

~ -+ ~ -+ 
нектор Е, који стоји нормално и на А и на D. Зато вектор Е лежи 

- -N ----------------. ,А 

-
с 

о 

-
, -

Сл_ 51. 

->-

-
• .-

• • , , 
, 

, 
, ' , ' . ' . ' 

, ' 

._-': fi 

в 

-с 

• 

у равни R. Ако би вектор А стајао нормално на равни R, онда 
. -

·бибило 
->-
Е = О, јер је 

Е = [AJB~C Ј] = [A;i5J, 
-+ -+ 

·па би вектори А и D били колинеарни, пошто и један и други 
~Toje нормално на истој равни, а због тога мора бити њиховвек

.'Торски продукт једнак нули. 

• -+ 
Раставимо вектор А у две ортогоналне компоненте, од КОЈИХ 

-+ -+ 
једна Н лежи у равни R, а друга N стоји • 

нормално на ТОЈ равни, 

дакле 

-+ -+ 
Стога је 

н + N. \ , (2). 

-+. [-+_г-+ -+Ј] [-+ '+Ј (-+ 
Е = А [i Ву..С = А-ЈЈ) = Ј.!1 + 

,-
-+ -+] [-+ -+]' ,,[ -+ ->-] 
N D = Н'fIJ +,Ni<-.D, 

-------+ -+ 
ЗЈјИ како је N 11 О, јер оба вектора стоје управно на равни R, то је 



па добијамо 

(3) 

->-
Раставимо вектор Н у равни R у две компоненте, од којих једна 
->- ->--+ 
Ь стоји нормално на вектору В, а друга ( нормално на вектору 
-+ 
С. Зато је 

->- -+ ->-
н = ь + с. (4) 

Како векторски продукт D = [~cJ стоји нормално на равни 
R, а вектор б је нормалан на 8, то векорски продукт [ьх п] стоји 

-;. ->- -;. 
нормално и на Ь и на D и има смер вектора В. Означимо ли орт 

-;. -;. 

вектора В са Во, то је-

• 
Sln (

-+ -;.) -+ 
Ь, D . Во . 

-;. -;. 

Како Ь лежи у равни R, а D • • 
СТОЈИ нормално на ТОЈ равни, то 

је .q: (Ь, п) = ~ , па је зато 
-

[Ь 15) = Ь . 15 (5) 

Према (1) је 

1 D - 8 1. с . sin (8 , с) (6) 
-;. -+ 

Како је Ь .-L В,· то је 

-'" (-;. -;.) л: (-+-+) --;-. В, С= 2" -.q: С, Ь , 

sin .q: (в ,С) = cos .q: «(5,t) . 
па израз (6) постаје 

15 = в . 1 (5 I . cos (С, Ь). 
-+ 

Заменом ове вредности интензитета вектора D у (5), добијамо 

[Ь 15] = Ь . в 1.1 с . cos «(5, Ь) . ~. 
, (7) 

• 
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• 

Али како Је 

-+ -+/-+ 
В = В . Во, 

• 
то одатле слеДУЈе 

-+ 
В 

• -+ 
в 

-+ 
Заменом Во У (7) добијамо 

. 

...... 

[Ь Е] = 
-+ -+ -+ (с ,Ь) . в ь В С . COS • • • 

18 
или 

[Ь п] = 
-+ -+ с -+) -+ Ь • е . cos ь, е . В, , 

• 

или како Је 

-+ -> (Ь, с) = (Ь с) , ь • е cos 

[-+ -+] (-+ -» -+ fr1-D = ьх.е У-В . (8) 
Из (4) добијамо 

-> -> -> 
.Ь=Н-:с. 

Заменом у (8) добијамо 

[
-> ->] ( -+ -+ -+) -> ( -+ 
ь D = H-с,С .В= Н 

-+) -+ (-+ -+) -+ 
С .8- с С . В, 

али како је ; -L С, то је (; с)= О, па добијамо 

-+ 
. В. (9) 

Из векторске једначине (2) следује 

-+ -> -> 
H=A-N. 

-+ 
Кад ову вредност за вектор Н сменимо у (9), добиhемо 

[-+ -+] (-+ -+ -+) -+ (-+ -+) -+ ( -+ -+) -+ 
Ь D = А - N, е в =-.:' А С В - N е В. (10) 

-+ -+ 
Вектор N стоји нормално на равни R, у којој леже вектори В и: 

-+ -
е,па је зато нормалан на оба та вектора. Зато је у нашем случају 
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( 
-+ -+). 
N С =0, 

.па израз (10) постаје 

~или 

-+ -+ 
Векторски продукт [~ i5] стоји нормално на с и D, дакле 

• 
-+ 

.има исти працац са вектором С, али супротан смер, Јер ако надо-
-+ -+ -+ 

вежемо на вектор с вектор D и посматрамо са краја вектора - С . 
-+ -+ 

видеhемо да D вуче с у смислу казаљке на часовнику. Дко према 
-+ -+ 

томе означимо орт у правцу вектора С са Со, • 
то Је 

[~ i5] = - (~ i5] -+ 
D. -

SlIZ 

-+ -+ -+ 
Дли како је с нормално на D, јер вектор с лежи у равни, на којој. 
-+ 

D стоји • 
нормално, то Је 

• sm sin 
п 
2 = 1, 

• 
па Је 

[~ i5] = -j~ -+ ->-

• D • Со , 

'или према (6) 

( ->- ->-] -+ в I . -+ (В, с) . ->-
с D =с_ С 

• 
Со с • • sm 

Како је 

~ (В, с) = 
п .q: (В, ~), -2 

а 

-+ 
-+ С 
Со -

је 
, 

-то добијамо 
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:или 

(12) 

јер је 

• 

Из (4) следује 
-+ .... 

с= Н-Ь , 

па заменом у (12) добијамо 

[
-+ -+] (' -+ ........) -+ ( -+ -+) -+ (-+ 
С D = - Н - Ь, В С = - н в с + Ь 

-+) -+ 
в с. 

-+ -+ 
Али какО је вектор Ь нормалан на вектору В, то је 

(
+ -+) 

. Ь В = О, 

па добијамо 

[~ Е] = - (јј в) с. (13) 

. ИЗ је'дначине (2) следује 

.... .... -+ 
н = А N, 

па заменом у (13) добијамо , 

[.... -+] (-+.... -+) -+ (-+ -+) -+ ( -+ 
с D =-A-N,B с=- А В с+ N 

.... ) -+ 
в С . 

.... 
Али како је вектор N нормалан на р.авни R, у којој лежи век-

-+ • 

тор В, то је 

па добијамо 

[ -+ -+] [.... [-+ -+Ј] (-+ -+)-+ С D =с В С = - А В С. (14) 

Ако саберемо векторске једначине (11) и (14), добиhемо 

[-+ -+] (-+ -+] [-+ -+ -+] (-+ Ь D + cD = Ь+с,О = А 
-+) -+ (-+ -+)-+ 
С В - А В С (15). 
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Како је према (4) 

то (15) постаје 

[А п] = [Н [В с]] = в (А С) ~ с (А В), (16) 

а како је према (3) 

[Н i5]=[ii[B С]]=Е. 
то добијамо развијени израз ДУП.1I0Г векторског продукта 

[ -' [-+ -+]] -+(-+ -+) -'(-+-+) 
АВС =ВАС-СА·В . (17). 

Цикличком пермутацијом можемо извести одмах 

[.8 [с .4]] - с (в .4) - А (в С), (18) 

[с [.4 вЈ] = А (с lз) - в (с .4). (19). 

Кад саберемо једначине (17), (18) и (19), .цобиhемо 

§ 19. Скаларни продукт два векторска продукта. 

Израз облика 
" 

([; Ь] ,[~ d]), 
продукт два векторска 

. . " 

претставља нам скала рни 

Према самој дефиницији 

Ставимо 

таЈ Је продукт скалар. 

[-+ -+] -+ 
а Ь / е, 

• 
онда горњи израз постаје 

([; Ь], [7dJ) = (; [; d]). 

продукта. 

Кад у ПОСJIедњем скаларном продукту вектора е са векторским 
-+ -+ 

продуктом вектора с и d извршимо према § 16 цикличку перму-
тацију, добиhемо 

([; Ь], [; d]) = (; [~ d]) = (~[d ;]), 
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.... 
или стављаiуhи вредност за вектор е 

([; Ь], [~ d]) = (~, [Ј [; Ь] Ј). 
Како је према § 18 

[Ј [; Ь] 1 = ;(db) - Ь(; ;), 
1'0 добијамо 

.или· 

или 

Последљи израз нам даје развијени облик скаларног продукта два 

.веКторска продукта. 



111. 
8екторска аналива. 

§ 20. 8ектор функција. 

Један век тор може бити функција једне или више независнО> 

променљивих количинај а те количине могу бити скаларне или 

векторске величине. 

-+ о 

Кад је вектор а функција неког скалара t,' онда то обеле-

жавамо изразом 

-+ . ~ 

а = а (t), 

-+ 
који читамо: вектор а функција скалара t; а кад је неки веКТО(Ј> 
-+ -+ 
v фунција вектора положаја r, онда то обележавамо изразом 

-+ -+ (-+) 
V = V r , 

-+ -+ • који читамо: вектор v функција вектора положаЈа г. 
-+ 

Ако је вектор Ь функција више независно променљивих ск а-

лара t1 , '~, ••• , tn, онда то обележавамо изразом 
0'-+ -+( ) 

Ь --..: Ь t1> ' 2 , ••• , tn , 

и читамо: вектор Ь функција скалара t1 , t2 , ••• , tn •· 

-+ 
Кад је вектор а функција неког скалара t, онда су и његове; 

пројекције на декартовим осама xyz функције тог истог скалара 

t, па је 

о 

Исто тако ако је 

• 
онда Је 

-+ 

ах = ах (t), 
ау .= ау (t), 

а• а• (t) . 

ь (t1> t2 , ••• , 'п ), 



ЬХ = ЬХ (t1 • t, ..... tn ). 

Ьу = Ьу (t1• t, ... .. tn ). 

bz с.= Ь• (t1• t2 •••• • tn ). 

§ 21. Извод вектоР функције . 
. 

Нека нам је дата вектор функција 
-+ -+ 
а = а (t) . (1) 

б (t +1'>0. 

Сл. 52. 
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Кад се скалар t промени за 6. t (сл. 52). вектор функција ће се 
-+ 

променити за 6. а. па ће бити 

-+ -+-+ 
а + 6. а = а (t + 6. t) . (2) 

~ 

Кад једначину (1) одузмемо од једначине (2) 
доби вене једначине поделимо са 6. t. биhе 

и оое. стране тако· 

-+ -+ -+ 
6. а _ а (t+ 6. ђ-а (t) 

• 
6.t 6.t 

одакле за иm кад Је 6. t = О, добијамо извод нектор функције 

-+ 
da 
dt 

или 

• 
одакле Је 

Шn 

6. t = о 

а (t + 6. t) - а (t) 
6.t 

-+ 

da • 
=а 

dt ' 

-+ • 
da=adt. 

-+ 

• 
=а 

Како су пројекције нектора а' (t) на Декартовим осама xyz . 

ах --, ах (t). 

• 
ау = ау (t) • 

а, = az (1); 
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..... 
а вектора а (t + ~ t) 

то ће бити 

ах + ~ ах = ах (t + А t), 
ау + ~ ау , ау (t + ~ ђ, 
Gz + ~ az = az (t + ~ t); 

~ t) - ах (t) 

~t 

одакле· за }im ~ t = о добијамо 

(а ј) , . d ах 
а х = • 

dt 
На исти начин добијамо 

(аЈ)=а'у= d ау , 
dt 

и 

(й k) =a'z= 
d az , 
dt 

или речима исказано: 

, 

Пројекције векшорског извода н.а шри сшалне Декоршове осе 

једн.аке су изводима uројекцuја самог векшора на исше осе. 

§ 22. Иsвод збира и разлике векторе функције. 

Ако је 

• 4 • , (1) 

-:>-- -+- -+ 
И ако вектори Ь, с, е, .. . зависе од неког применљивог скалара t, 

-+ -+ 
онда кад се t промени за LI t, а ће се променити за Ј а, вектар 
~ -+ -+-+ 
ь за L1 Ь, вектар ·,С за L1 с, па ће бити 

-r -+ -+ -+ -+ -+ (~ -+) 
а + 6. а = Ь + ~ ь + с + 6. с - е + ~ е +... (2) 

Кад једначину (1) одузмемо од једначине (2) и обе стране тако 
• 

доби вене једначине поделимо са ~ t, биhе 

-+ 
6. а 
---
~ t -

..... 
6.Ь+ 
6. t 

-+ 
6.е 

6. t 
.. -r- . . . , 
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одакле за liт 1:1 t = О, добијамо извод збира и разлике вектор 

фу,,!кције 
-+ -+ -+ -+ • 

da db dc de 
- dt + - dt + ... , dt dt 

или 
• • • • 
а= Ь+с-е+ • • • 

• 
§23. Иавод СI<аларног и векторског продун:та вен:тора. 

Ако нам је дат скала рни продукт 

(1) 

-+ -+ 
где вектори а и Ь зависе од неког променљивог скалара t, па се 
тражи извод датог скаларног продукта, који обележавамо изразом 

онда 

нити 

кад пустимо да се t 
-+ -+ 

за 1:1 а, вектоР Ь за 

d (;-;) 
-:d~t~' 

промени за 1:1 t, вектор 
-+ 

1:1 Ь, па ће бити 

(
--1>- -+ -;. -+) 
а +1:1 а, Ь + 1:1 Ь . 

-+ 
а ће се проме-

(2) 

Кад у изразу (2) извршимо скаларно множење, а затим од њега 

одузмемо израз (1) и тако добивени израз поделимо са 1:1 t, биhе· 

-+ 
-+ 1:1 Ь 
а 1:1 t (3) 

одакле за liтl:1 t = О, добијамо извод скаларног продукта 

d (; -;) 
-

dt 

-+ 
da -+ 

dt Ь 

-+ 

+ 
-+ d Ь 
а dt 

Треhи члан израза (3) се губи као бесконачно мала количина на-

спрам коначних количина. -
На исти начин налазимо да је извод векторског продукта 

. Теорија вектора 

-+ 

da-+b + 
dl 

-+ 
-+db 
а dt [. -+] 1-+ .'] 

=аЬ+аЬ. 

4 



• 

" 

3најуhи изводе" скаларног и векторског продукта; налазимо 

иследеhе . изводе: ." 

• 

d 
dt 

• 

-7 [-7-7] 
а Ь с = 

-7 

d а [-7-7] 
dt Ь с 

-7 -7 

+ 
-7 db-7 
а dt с + 

-7 -7dc 
а Ь dt 

~ [а [ь;]] + [;[ь ;ЈЈ + [;[ь"с]]; 

d 
dt 

[;ь][;;] 

-7 

-7 

da-7 
dt Ь 

-7 

dc-7 
dt е 

-7 
+ 

-7 db 
а dt 

• 

-7 
-7 d е 
с dt 

" 

+ 

Кад неки вектор а зависи од једног променљив()г скалара t, 

онда кад се t мења, мењаЬе се такође и правац, смер и интензи~ 
-'> 

тет вектора а; или мењаЬе .се само правац и смер, а интензитет 
-'> -7 

вектора а биhе сталан. Како вектор а можемо 
-7 

продукт његовог интензитета а и орта ао, то у 

-7 

претставити као 

" 
том случаЈУ при 

диференцијалењу вектора а, узимајуhи да се при промени скалара t . 
-7 

мењају и интензитет и правац и смер вектора а, имаhемо 

-7 
da 
dt 

или 

d а -7 
dt ао + а 

-7 

d ао 
dt ' 

• I -+ • 

а = а а + а ао" 
-7 

Узимајуhи да је интензит-ет вектора а сталан, а да се мења само 

правац и смер имаhемо 



јер је 
da = о. 
dt 

-+ 
da •• 
dt = аао , 

§ 24. ивводи вишег реца вектор функција. -
-+ -+ 

Кад извод. вектОР функције а = а (t) 
-+ 

da • 
dt = а 
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понова диференцијалимо добиhемо други извод вектор функције 

d 
dt 

-+ 
da 
dt 

• da •• 
dt =а . 

Поступајуhи тако даље и даље, можемо имати п-ти извод век

тор функције. 
Пројекције другог извода на сталне осе биле би 

•• ( 1/ IJ ,,). 
а ах, ау ,az ' 

а п-тог извода 

(п) (п) (п) (П» 
а ах, ау ,az . 

§ 25. BeI<TOp интеграл. 
-

Криву L (сл. 53) можемо сматрати као део обима неког по-

ли гон а од бесконачна много бесконачно малих страна. Ако један 
. бесконачно мали део линије L сматрамо, према напред реченом, 

-dF 

L • 

Сл. 53. Сл. 54. 

, -+ 
• • 

као дра.ву, дамо ЈОЈ извесан смисао и обележимо са dl, онда се 
: .. тај део линије назива уирављеliи ЛUlluјскu ело.tfllаLU. 

4* 
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Ако имамо неку криву површину F (сл. 54), па на њој уочимо 

један бесконачно мали део dF, онда можемо у том елементу на 
• -+ 

вектор dF, чији је 
• 

нормали криве површине конструисати Један 

-+ 
интензитет једнак dF. Тај бесконачно мали вектар dF зове се 

уuрављенu uовршuнскu. еле.менаш. 

Ако постоји неки скала р <јЈ, који за разне тачке - криве L и 
и површине F има разне вредности, онда су производи 

-+ -+ 
. q>dl и q>dF 

бесконачно мали вектори. Збир свих бесконачно малих вектора за 
-+ 

све тачке криве L назива се интеграл дуж криве L од rpdl и прет-

ставља се изразом 

Ј 
,-+ 

q>dl. 
L 

Исто тако збир свих бесконачно малих вектора за све тачке по
-+ 

вршине F назива се интеграл дуж површине F од q>dF, а изра-

жава се са 

Како су и у једном и у другом интегралу сви елементи вектори 

то су и сами интеграли вектори. 

у оба случаја ми смо узимали да постоји неки скалар <јЈ, који 

заразне тачке криве L и површине F има разне вредности; али 
-+ 

исто тако можемо узети да YB~K постоји неки вектор А, који за 

разне тачке криве L и површине F има разне вредности, па Ьемо 

имати векторске продукте 

који нам претстављају бесконачно мале векторе. Збир свих бес

кона<ЈНО малих вектора за све тачке криве L, а исто тако и по

'вршине F биhе 

Ј [1 Jz] 
L 



Оба добивена интеграла су опет, као и мало пре, вектор интегрално 

Како је 

~ -+ -+ -+ 
dl = dx i + dy ј + dz k, 

то се вектор интеграл 

о 

може раставити на три скаларна интеграла, па Је 

• 
,-+ -+ -+ -+ f ср dl = f ср dx i + f ср dy ј + f ср dz ko 



IV. 
Поља. 

§ 26. Скаларна и векторска поља. 
• - ОО 

Просшор чијој свакој шачки одzoвара извесна одреljена вред-

носш неког скалара, назива се uоље шога скалара; а uросшор 

чијој свакој шачки одговара извесна одреf}ена вредносш неког век
шора назива се uоље шога векшора. 

АкСЈ поставимо један Декартов координатни систем у простору 

и посматрамо температуру ваздуха, онда поједине тачке у простору 

имаhе различиту температуру, или другим речима температура ср 

биhе функција координата х, у, z појединих тачака у простору, 

дакле 

ср = ср (х, у, z) 

а цео простор, 

пературу, биhе 

у коме посматрамо температуру, с обзиром на тем-
• 
Једно скаларно иоље. 

-+ 
Кад посматрамо убрзање g код слободног пада, онда за разне 

-+ 
тачке у простору и убрзање је различито, или вектор убрзања g 
је функција вектора положаја 

-+ -+ 
g = f (г), 

а цео простор, с погледом на убрзање слободног пада, једно век

торско пољ~. 

Простор нам уопште с обзиром на разне 

претставља разна скаларна и векторска поља. 

Како величине функције 

ср - ср (х, у, z) 
и 

-+ -+ 
g = f (г) 

• 

. 

скаларе и векторе, 

Rависе од положаЈа тачке у простору, то се оне врло често на-

зивају и функције uоложаја. 
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§ 27. Скаларно поље и градијент. 

Нека нам је дата функција положаја неког скалара ср, 
. 

ср = ср (х, у, z). (1) 

Кад ХОћемо да испитамо промену скалара ср у његовом пољу, 

онда. узимамо извесну тачку Мо, за коју скалар има вредност СРО 

и ставиМО 

ср (х, у, z) ==0 СРо. (2) 

. Функција (2) сад нам претставља геометриско место свих та

чака у простору, за које скалар има вредност сро или другим ре

.чима функција (2) нам претставља извесну површину, којll се на

зива еквuскаларна uовршuна. 

Ако. узмемо неку другу тачку М1 у пољу, за коју скала р 

има вредност СР1' онда ћемо имати функцију 

ср (х, ), z) = СР1' 

која нам такође преТСТ:"вља једну еквискаларну ПОВ.ршину . 
. Узимајуhи тако низ тачака Мз' Мз, ... , за које скалар. има 

вредности ср" срз, ... , добиhемо низ функција 

ср (х, у, z) = ср., ср (х, У, z) = срз, . . . (3) 

којеће нам претстављати низ еквискаларних површина, које ће 

нам дати извесну слику како је скалар ср распоређен у свом пољу. 
. , 

Ако замислимо једну раван, која сече све еквискаларне .повр~ 
.'. шине, онда ћемо на тој рав~идобити један низ еквискаларних 
линија, (сл. 55). 

о 

Сл. 55. Сл. 56. 

Ако узмемо две бесконачно блиске тачке у пољу скалара ср, 
.-+ 

тачку М, која је одређена вектороМ: положаја .,. према једној 
. . . . . . .' . . -t -+ 

раЛНОЈ тачки О (сл. 56) и МН која је одређена вектором r + dr, а . 
за које скалар ср има вредности ср и ср + dcp онда разлажуhи век-
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-+ 
тор r у компоненте, добијамо 

-+- -+ -+ -+ 

r =х i + У ј + z k, (4) 
• 

одакле Је 

-+ -+ -+ - -јо-

d r = dx i + dy ј + dz k, (5) 

с обзиром на (1) имаhемо 

. . _ дер дер дер 
dep - дх dx + ду Ју + дz dz. (6) 

-+ 
Кад једначину (5) помножимо скаларно прво са i, а затим 

-+ -+ 
са i и k, добиhемо • • 

ПрОЈеКЦИЈе 

( -+-+) ( -+ -+) d r ,i = Јх ,d r , ј = Ју (7) 

Ако у једначини (6) сменимо Јх, dy, dz њиховим вредностима 
из (7), биhе 

Јер = ~;(d;, т) + ~; (d ;,ј) + ~: (d ;,k)' (8) 

-+ 
или, пошто је d r заједнички чинитељ у сва три скаларна продукта 
то добијамо 

(9) 

Вектор 

д!р Т + д!р 7" + д!р k 
. дх ду Ј dz 

назива се градијенш скалара !р, а бележи се grad !р, тако да је 

д!р 7" д!р 7" д!р -+ 
grad !р = дх 1 + ду Ј + az k . (10) 

Зато једначина (9) постаје 

d!p = (d;, grad !р) , 
.- , :-

,-",,<-,--, 

одакле излази: .С: 

Дuференцијал или бес,iрdl~vмала иромена једног. скалара ср 
може се uрешсmавишu као скаларни uродукш из дuфеl1еџцuјала 

векшора uоложаја u градuјенша шога скалара. 
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Лројекције grad q> на координатне осе су коефицијенти Y'i!.· 
• 

ортове, те је тако интензитет граДИЈента 

I grad q> I = (дЧЭ)2 (дЧЭ)Z. (дq»2 
дх + ду + дz 

а косинуси углова а, (3, у, које градијент ~аклапа са координатним: 

осама су 

дчэ 

дх 

дчэ 

ду 
cos (3 , 

( дЧЭ)З + (дЧЭ)Z + (дЧЭ )"2 ' 
дх ду dz 

дчэ 

dz 
cosy == • 

• 
Како је једначина еквискаларне површине, 

тачку М 

КОЈа пролази кроз 

чэ (х, у, z) == чэо , 

или кад ~o пребацимо на леву страну знака једнакости 

чэ (х, у, z) - ЧЭО = ф (х, У, z) = О, 

то су косинуси углова а', (3', у', које. заклапа нормала на еквис-, 
каларну површину у тачки М, са координатним осама, као што је: 

познато 

cos а' = 

дФ 

дх 

дФ 

ду 
cos(3' == ~~C~==~~~~~~ 

(дФ)Z + (дф)2 (дф)2 
дхду + дz 



• 
;3 како Је 

• 
'ТО Је и 

cos у' 

.дФ 

az 

(дф)2 . (дф)2 (дф)2' 
дх + ду + aZ 

дФ 

дх' 

др_ дФ --
ду ду' 

. 
д_р _ ~дФ,-· 
dz . dz' 

u.' u., 13' = 13, у' = у, 

-одакле сазнајемо: да градијенш сшоји нормално на еквискаларној 

површинu, или другим речима, да градијенш има uравац нормале 
• 

. на еквискаларну uовршину. 

Ако ставимо 

-+ -+ 
di = da ао , 

-+ -+ 
тде је da интензитет BeKTopad Г, а ао орт, 

• 
онда Је 

-+ 
dp = (da • ао , gradp), 

• 
·одакле Је 

dф -+ --+ = (ао grad р). 
da 

(11) 

-+ 
Извод (11) зове се извод· скалара р у иравцу ао .. Кад бисмо 

хтели да нађемо извод скалара ср у правцу нормале на еквиска

ларну површину имали бисмо 

-+ -+ 
d r = d п . по , 

• 
-одакле Је . , 

dp (-+ ) 
--+ = по grad р 
dn 

1 gradcp 1· cos (;0' gradp) = 1 gradp 1, 

-+ 
јер орт по има пр~вац градијента. Одавде видимо да је извод ска-

- • 
лара ср у правцу нормале на еквискаларну површину Једнак интен-

зитету' градијента тога скалара. 
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• 
За. две довољно блиске екв~скаларне површине S и S1· (сл. 57) 

можеМQ приближнО ставити 

. М? 

s 
Сл. 57. 

Llm . 
LI~ = 1 grad tp 1, (12) 

Qдакле се види: да је uншензишеш градијенша обрнушо uроuор
. ционалан ОШClиојању LI п еквискаларних nовршина, па се из распо
реда еквиСКGларНllХ линија У скаларном пољу може аакључиши даје 
иншензишеш градијенша већU онде, zде су ше линије zушhе, а мањu 

онде, zде су оне ре&е. 

Из једначине (12) излази да је 

LI tp = LI n. 1 grad <р 1. (13) 

§ 28. ВекторСКО поље, векторске линије и соленоид. 
-+ -+ 

Нека је вектор v функција вектора положаја r 
-+ -+-+ 
v = v (г) . 

.... 
Кад се вектор положајаг мења, мењаЬе се у своме пољу и вектор 

-+ 
функција v. 

Нека у 
(сл. 58). 

тачки 1110 У сном е пољу вектор 
-+ -+ 
v има вредност V o 

. Кад на вектору V o узмемо тачку М1 блиску тачки M v, за коју 
-+ .. ~ -+ 

нектор v има вредност v 1, па затим на вектору Vl узмемо тачку 
-+ -+ 

М2, за коју нектор V има вреДНОСТV2 и на исти начин поступамо 
даље и даље, добиhемо изломљену линију Мо М1 М2 итд. Ако онда 



'пустимо да дужи Мо М1 , М1 М2 IIТД. теже нули, онда изломљена 

линија постаје крива К; дужи Мо М1 , Мј М2 итд. поклапају' се са 
-+ -+ -+ 

кривом К, а вектори 'Uo, 'U1 , 'U2 итд. постају тангенте криве К. 

, -~ 
М* 
-

к ~ 

Сп. 58. 

Крива К, која има шу особину, да аа сваку њену шачuу ве/(- . 
-+ .' 

шор 'u има ирпвац дирие, нааива се веuшорска линија. 

у једном векторском пољу можемо повуhи бесконачно много 
-+ • 

векторских ЛИНИЈа и промену вектора 'u у векторском пољу испи-

тивати помоhу векторских линија. 

и 

к 

Сп. 59. 

Тачки М на векторскnј линији К (сл. 59) одговара вектор 
• 

положаЈа г. 
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-+ 
Кад у тачки М поставимо одговарајуhи вектор v, он као тангента 

на. векторску линију пролази и кроз бесконачно блиску тачку М1 • 
{' - - ----'-- ----'---::,-..,: ,. ----т-г 

'_ • 1 

]{\КО су линијски управљени елеменат d r и вектор V к()линеаРНИ ј 
j~p имају ист]! правац и како T~ важи за· ма коју тачку векторске 

)rиније к, то можемо написати Једначину 

/ [;d;.'"j=O, 
која нам претставља векторску диференцијалну једначину век

.",foPcKe линије к. Кад ставимо 
• -+ -+ -+ 

• • k l Ј 

[; d;J = u = V x vy V z , 

dx dy dz 
6иhе 
, . 

-+ -+ -+ 
, (vy dz - V z dy) i + (vz dx - V x dz) ј + (vx dy - vy dx) k = О, 

-+ -+ -+ 
ilли множеhи добивену једначину скаларно са i, ј и k, добијамо 

vydz - V z dy = О, 

V z dx - vx.dz = О, 

V X dy - vy dx = о· , 
:Или' 

vy dz - V z dy, 
V z dx = V x dz, 
V x dy vy dx, 

" 
или 

dz dy 
V z vy 

, 

dx dz 
-

V x V z 
, 

dy 
-, dx 

v y V x 
, 

<Јдакле добијамо у скаларном облику систем симултаних • 
Једначина 

dx dy dz 
• 

V x vy V z 

Кадрешимо добивени систем симудтаних једначина, добиhемо 
једна,ЧИНУ векторских линија, у којима, ће се јављати' две про из· 
.вољнеконстанте С1 и С2 • Дајуhи константама Сј и С2 произвољне 
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вредности, добиhемо .фамилију векторских линија, помоhу којих 
. -+ 

можемо проучавати вектор функцију v у њеном пољу. 

'- -, 

L 
---- .--- ------ --. ----- - - ___ о - - -,-

--------------- -----. , -------., 
- .--- .-- -- - - -. - ___ о. - __________ ~ 

. . . ------------- -------- ---"--i. 
• 

о 

~ ---------------------------
'\,<-::z.::.:.' .. ::...... .... _ .... _ ... _ .... _. "-'О--.::..:.:---::.:.::--..:.::.:--\::::::;, ---- ----:.. 

Сл. БО. 

Ако У векторском пољу имамо неку затворену криву L, па 
кроз сваку њену тачку повучемо векторску линију, онда ће ове 

линије .обухватити извесан део простора, који ће имати облик једне 

цеви, а који се зове соленоuд (сл. 60). 

§. 29. Просторни изводи. 

Кад хоћемо да испитујемо неки скалар или вектор у њего

вом пољу и то у свима правцима, који пролазе кроз једну изабрану 

тачку, онда то чинимо помоhу uросшорнuх uзвода. 

Ако имамо неку функцију положајiJ. б, било скаларну, било· 
. . 

векторску, па у пољу функције ci узмемо једну тачку Мо и И1-

весну површину Р, која опкољава тачку Мо (сл. 61), и ако једак 

-dF 

v 
Сл. 61. 

·управљени површински елеменат повр' 

-+ 
шине F обележимо са dP и ако образу-
• 
Јемо производ 

а затим пустимо да .запремИна V, коју 
обухвата површина F тежи нули, тако да 
тачка Мо стално остаје у њој онда израз 

. -+ f ci х dF 
иm f -- --

V-+ о v 
називамо уопште uросшорнuм иЗ80дом фун.1<цuје ci у тачки Мо .. 
При образовању просторних извода разликоваhемо три случаја. 

Случај 1. - Кад је. tp скалар и функција положаја, онда је 

просторни извод 



lim 
V ..... O v 

63'-_ 

== v <р. 

Вредност просторног извода скалара ср обележавамо са V <р,. 
а читамо га: дел-фи, аШлед-фu или набла-фu. А сад Ьемо дока--

зати да је v ср, - grad ср . . 

Кад у пољу скалара ср узмемо тачку 

,Мо, за коју скалар има вредноп ср. и ако 

Окоње опишемо једну бесконачно малу ци

бrиiщричну површину (сл. 62) тако да -
,тачка Мо лежи на средини висине h ци
ЛЩlдра, и ако доњу основу цилиндра обе-

'лежимо са /2' горњу са 11' а са порт 

нормале на горњу основу, 

..... 
са - п 

, 

арт 

1I0рмале на доњу основу, и ако висина 
- . 
цилиндра има правац граДИЈента ср, онда 

'како је цилиндрична површина беско-
i ,-
lIац.номала то сваки круг на омотачу . - ' 

цилиндра можемо сматрати за део екви

с'каларне површине. И ср ће имати, у том 
случају исту вредност за све тачке круга 

-dF 

-п . 

-
/" ! , , d , 

• , , , , 
• • , 
• , 

/~~MT,------~-, 

о: 
h 

• • , 
, , , , , , 
• 
• , 

1-----,--т ---;г::; 

-
-п 

Сл. 62. 

паралелног са основом, а наравно једнаке вредности на основама: 

11 И /2' У исто време на сваком кругу имамо два управљена елес 

мента супротног смера и како ср има исте вредности за сваки пар

ових управљених елемената, то се у интегралу 

, 

губе као супротно означени сви елементи, који се односе на омо--
• 

тач, овог цилиндра, па Је 

. 

Како је према обрасцу (13) у § 27., 

LI ср = I grad ср I . LI п, 
то ће ср имати вредност на основи 11 

ср + LI ср, ' 
-

где сад ср означава вредност скалара у тачци МО' А како је отсто--
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јање основе 11 од еквискаларне површине што пролази кроз тачку 
. 

М . h ь f . о Једнако ""2' то пе на основи 1 скалар имати вредност 

h 
'р + L1 'р = 'р + ""2 [grad 'р I , 

:а на основи 12 скалар пе имати вредност 
h . 

'р - 2 [grad <р [ • 

• • • 
:Знак минус дошао је зато Јер Је померање, супротно граДИЈенту, 

:на доле. 

Кад у интегралу извршимо смену биhе 

f <р dF = f ( 'р +: [grad <р [) dF + f ( 'р - ~ [grad 'р ) dF. 
F f, . 12 

-Сваки од ових интегранда с десне стране има сталну вредност, ,., - -. .. 
ла Је . 

f <р iF = (<р + ~ [grad <р [) f dF + (<р - ; [grad <р [ ) f /Р. 
F f1 f2 

Како 
• 

Је 

f 
-+ -+ 

dF = 11 
, 1, 

'ТО 

или 

Пошто је 

а 

то добијамо 

-+ -+ 
- 12 n = - 11n ' 

h -+ 
- 2 wrad pl) 11 п, 

f р il = h11 . Igrad рl ;. 
F 

hl1 = V, 

-+ 
I grad <р I п = grad <р, 

f <р dF = V grad <р, 
F 

одакле још .прелазеПи на граничну вредност кад V -+ о добијамо да је 

Случај 11.- Кад је 

.·мемо скаларни продукт 

V <р = grad 'Р. . 

-+ 
вектор v функција • 

положаЈа и кад уз-
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• 
онда Је просторни извод 

.... 
- div v. 

.... .... 
Израз div v читамо:' дивергенц векшора v. Дивергенц је према 
дефиницији скалар. За дивергенц имамо непосредно из дефиниције 

(........) .... .... 
div v 1 + V2 =div v 1 + div v 2• 

.... 
Ако је вектор· функција W константног правца, онда. га можемо 

претставити изразом. 
.... .... 
W = WWo , 

.... 
• 

где Је W o орт константног правца, па Ьемо • 
тада имати 

.... 
div W -:- иm 

V .... o 

Ј(; if:) 
F 

JwiF 
-+ F 
wo, иm v 

V+-O v 

или с обзиром на случај 1, 

di'u .; = (;0. grad W). (1 ). 

1J-q.моhу израза (1) можемо одредити аналитички израз дивергенца 
','О .. , '_>_ ~-'c-~ 
"< .'.:':" _~ ___ '. -,Со ...,.. 

ве&ТОD dJункције v. Како је 
~ .-+ ...,.. -+ 

V = V x i + v y ј + V z k, 
• 

то Је 

-+ ...,.. -+ -+ 
div v = div Vx i + div v y ј + div V z k, 

па је према (1) 

div :; = ( т grad V x ) + ( Ј grad V y ) + ( k grad V z ), 

или 

.... 
div v = 7+ dvx 7+ avx k) + (~aVy 7+ avy 7+ 

1 ду] д z ], д х l ду] 

-+- (k dvz Т + avz 7 + avz k) 
"дх ду] dz ' 

одакле добијамо као аналитички израз дивергенца 

Теорија вектора 5 



" 

div 
-+ 
'и= 

д'Uх + д'Uу 
дх ду 

-+ 

д'Uz . + д z . (2). 

Случај т. - Кад је вектор 'U функција положаја и кад уз-

мемо векторски продукт 

[dF, ;], 
• 

• 
онда Је просторни извод 

ЛdF,;] 
-+ F 

иm rot 'и. 
V "-

V-+O 
-+ -+ 

Израз rot v изговарамо рошор веkшора 'и. 

Како је израз под интегралним знаком векторски продукт, то 

-+ 
је и rot v вектор, а како за векторски продукт важи дистрибу-

• • 
тивни закон то Је 

-+ • 
Кад узмемо да је вектор W константног правца, онда га можемо 

претставити изразом 

-+ -+ 
W WWo , 

-+ 
где је W o орт константног правца, па Ьемо тада имати 

..,. 
rot W 

или према 1 случају 

- иm 
V..,.O 

rot ;; = [grad W, ;0 Ј. (3) ..,. 
Из израза (3) изводимо аналитички израз ротора вектора 'и., Како је 

-;. -;. -* --;)оо 

v = 'их • i + 'иу • ј + 'и' . k, 
• 

то Је 

-+ -)оо -+ -+ 
rot 'U ~ rot 'их i + rot 'иу ј + rot V z k, 

или према (3) 

rot ; = [grad 'их , 7] + [grad 'иу , ЈЈ + [grad 'Uz , 11 



или 

~ 

rot'V = 

• 
одакле Је 

или 

~ 

rot 'V = 

~ ( a'Vz 
rot'V = ду 

~ ~ ~ 
• • k l Ј 

a'Vx a'Vx a'Vx 

дх ду az 

1 О О 

_ a'Vy ) 7 + 
az 

Израз (4) нам претставља 

67 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 
• • k • • k 1 Ј 1 Ј 

, 

+ a'Vy a'Vy a'Vy + a'Vz a'Vz a'Vz 
д х ду д z axayaz 

О 1 О О О 1 

( 
a'Vx _ дvz) 7' + ( avy _ дvx ), k. (4). 
az дх Ј дх ду 

~ • 
аналитички израз за ротор вектора 'СЈ. 
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