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ArncrpakT

Y oBoM pajiy cy Jedunucane poTaroHe XUMepHoBpITH BulieuMen3uonux cdepa S (c) o
y30py Ha nedUHUIT]je POTAMUOHNX XUMEPIIOBPINY Y PEAJHUM MPOCTOPHUM (DOpMaMa, KDUBUHE
¢y paay [9]. TIpoyduena cy u OCHOBHA CBOjCTBA OBUX POTALUOHUX XMIIEPIOBPIIM U AHAJIU3M-
paHu Cy IJIAaBHU NPAaBIIM U JIBE€ pa3He IJIaBHE KPUBUHE OJI KOjUX je je/lHa KOJAUMEH3HUje jeIaH.
Ckpelie ce naxmwa Ha 1pupoaHo gedunucany crpykrypy yspayror (warped) upoussoga. Ha-
BEJIEHU CYy HEKHU OJI JOBOJbHUX YCJIOBA, A TMPOM3BOJbHA Xunepnospii cdepe © : M™ — S”*l(l)
6yne poraimona. Jlarte cy anannse nmapaMeTrpusalije pOTAIMOHUX XUITEPIIOBPIIH KOHCTAHTHE
Cpe/iibe KPHUBHHE, 1TOCEOHO MUHHMAJHUX U IIOKA3aHO je Jla Cy KoopJuHaTHe (YHKIHje Koje
JeUHUILY XUIIEPIIOBPII PeIlerha HeJnHeapHe audepeHnyjaine jeqHaqanne. ¥ HEKOJIUKO CIie-
UMjasiHuX CciIydajeBa JaTa Cy U Heka oJ pewnema. Il3sioxen je moka3 u3 [19] ma cy jenune
KOMTIAKTHO YJIOYKEHE MUHUMAJIHE N —IUMEH3UOHE POTAIMOHe XUTIEPTIOBPINT jeJuHuYIHe cdepe

57+1(1) edepe S™ m Kmudopaos topye S™~1(4/2=1) x Sl(\/%), IITaBHUIIe, OCIamajyhn ce
Ha paj [15], mokasano je a cy jeJuHe KOMTAKTHO yJO¥KeHe n—ITAMeH3HOHe POTAIuoHe XU-

nepriopiu jeaunuane cdepe S"T1(1), umja je HopmaaM3OBaHa M—Ta cuMeTpudHa DyHKIIHja

riapaux Kpusuna (1 <m < n — 1) jennaxa mymm, S™ 1 (1/%) X Sl(,/%) u cepe S™.

Kipy4dHe peun: poraiuone XuieproBpiiy, BulleuMen3noHe chepe, yI02KeHe XUIIePIIOBPIIY,
MHUHUMAJHE XUTEPTOBPINTH, KOHCTAHTHA, CPE/Iha KPUBUHA,



Abstract

In this paper, rotational hypersurfaces of (n + 1)—dimensional spheres S"*1(c) are defined
using the definition from [9] of the rotational hypersurfaces in the space forms of constant cur-
vature c. General properties of such hypersurfaces are studied and their principal directions
are analysed as well as their two principal curvatures where one of them has at least multi-
plicity n — 1. It is shown that such rotational hypersurfaces have naturally defined warped
product structure. Some sufficient conditions for an arbitrary hypersurface x : M™ — S"1(1)
to be a rotational surface are given. Parametrization of the rotational hypersurfaces with con-
stant mean curvature are analysed, in particular the minimal ones. A non-linear differential
equation that yields these hypersurfaces is determined. In few special cases the equation is

solved. It is shown that Clifford tori S”‘l( ”_1) x St (\/%) and round geodesic spheres S™

n
are the only compact minimal embedded rotational hypersurfaces in the unit sphere S"*1(1)
using [19]. Furthermore, it is proven in [15] that S™~'(,/2=™) x S*(,/™) and round geode-

sic spheres S™ are the only compact n—dimensional embedded rotational hypersurfaces with
H,, =0 (1 <m <n—1) in the unit sphere S"*1(1).

Keywords: rotational hypersurfaces, n—dimensional spheres, embedded hypersurfaces, mi-
nimal hypersurfaces, constant mean curvature
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Porarmone xumnepnoBpiiiu BUIleIuMeH3M0OHUX cepa Haramra /To6pujeuh

IIpearosop

OcHoBHA wjEja OBOI Pajia je j1a ce Mpomupyu KiaacudHa JAedUHUINja POTAIIMOHUX HOBPIIU y TPO/IH-
MeH3MOHOM eyKamackoM' mpocropy R? ma xuneprnosprm (n + 1)-mumensuonnx cdepa S"1(c), peamnux
npocTopHux (HOPMHU ca KOHCTaHTHOM KpusuaOM ¢ > 0. Y paay [J] ayropu 1o Kapmo? u lajuep? cy nedu-
HUCAJIV POTAIMOHE XUIEPIOBPINK y PEAJTHUM MPOCTOpHUM (hOpMaMa KPUBHWHE ¢ MPOU3BOJbHE IUMEH3H]E,
dokycupajyhu ce mpBeHCTBEHO Ha XUIIEPOOIHIKE IIPOCTOPE.

Y §1 naBemene cy nedbuwHNUINje OCHOBHUX MOjMOBA, AudepeHInjaiHe TeOMEeTPHje Ka0 M HEKA O OCHOB-
HUX TBphema Koja Cy 3HaYajHa 3a masbu pag. ¥ §2 je mara meduHUIUja POTAIMOHAX XHUIEPIOBPINA
pumeuMensnonnx chepa S"Tl(c) m obpalena cy mUXOBA OCHOBHA CBOjCTBA. DBe3 yMmamema OIIITO-
CTH, y HACTaBKY C€ MoCMaTpajy jeaunuune suimegumensuone cdepe (¢ = 1). Jemam om mmmpesa oBor
pama je ma ce mpoHahe HUXOBA EKCIUIMIIUTHA Tapamerpu3anuja. ['pybo roBopehn, Hacrajy momepamem
(n — 1)-AMMeH3mOHNX yMOMIMYKUX moaMHOTOCTpyKocTn X C S™HL(1) myx onpebene kpuse. Paszme mo-
3UIHje TOAMHOIOCTPYKOCTH Y. Ce HA3UBA]y NaApa.Aeie POTANMOHE XUIEPIOBPIIU. AHATM3UDAHU Cy TJTABHU
[PAaBIY ¥ [VIABHE KPUBUHE OBUX XWIIEPIIOBPIIU U IIOKA3aHO je Ja IIOCTOje J[Be PA3INIUTE IJIABHE KPUBUHE
A\ 1 1, 011 Kojux je jenna xoqumensuje jenan. Bumon® u O’Hun® cy y [2] nokasamm ia ce KOJ HEKUX MHO-
TOCTPYKOCTH jaBJbA HA MPUPOJHY HAYWH JAe(DUHUCAHA CTPYKTYPa YBPHYTOT TPOU3BOMA, IITO je U CJIy4aj
¥ Ca OBWM DOTAIMOHUM XWIEPIOBPIIUMA U TO he ONTH MOKA3aHO.

Nnentndukosamem oapelheror cBojersay dbopmu f(A, 1) = 0 mocraBibeHa je andepeHnunjanHa jeHaqm-
Ha Koja oxpelyje daMuimjy poTannoHuX XUmepnoBpinu ca TuM oapehenum cBojcroM. KoukperHo y oBOM
pamy, nocraB/bene cy obuuna audepeHinjaaHa jeJHA9NHA IPYTor Peia 38 POTAMOHY XUIEPIOBPIIT Kaaa
je 1mo3Hara HOpMaJsM30BaHA M—Ta cuMmerpudHa QyHKuuja raasaux Kpusuha (1 < m < n) u audepen-
UMjasiHA jeHAYMHA [IPBOI PEJA KaJia je CPeirbha KPUBUHA KOHCTAHTHA. YOIIITEHO, 33 CBAKY POTALUOHY
xunepnoBpir M MOCTOju jeJHO-TTapaMeTapCcKa (DAMUINja PA3IUUATHX PEIIeHa.

Hexwn moBO/BHM yCIOBM J1a TPOM3BOJbHA XUTIEPNOBpIT = @ M™ — S”‘H(l), 3a n > 3, Oyme poraimona
xunepnoBpin u3jaoxenu cy y §3. Ilokazamo je ma ako 3a ryiaBHe KpuBuue ki, ..., k, OBE XUNEPIOBPIIA
Baku k1 = ... =kp_1 = —-A#0, k, = —p=—p(N) uA\—p #0, raga je x(M"™) cagp:kana y pOTaIMOHO]
XMIIEPIOBPIIH, IITO je 3aK/bydak 10 Kojer cy gouuiu ayropu y [9]. Oso Tepheme He Baxku 3a n = 2
U IIpe/cTaB/ba yOIIITehe Pe3y/ITaTa 3a MUHUMAJIHE XUIepHospiu 10 kojer je nomao Orcyku® y [19].
[oceuua oBor TEphema je na je xongdopmmo paena xunepnospin x : M™ — S"F1(1) za n > 4, 3a kojy
Baxku 1 = p(A), A # 0, A — p # 0 cazpkana y pOTalUOHO] XUIEPIOBPIIU. JeJaH O/ JOBOJbHUX YCIOBA
Gapu ce xumeprospmmMa = : M™ — S"t1(1) koje cy mHBapujanTe |—TmapaMerapcke TpyTie W30MeTpPH]ja
cepe S™FL(1). Tlokazano je ma ako | y3uma MakCHMAaJHy J03BO/bEHY BPeJTHOCT Taja WM T UMa JIBE
IJIaBHE KPUBUHE A\ U (i, OJ] KOJUX je jeJHAa KOIWMEH3HUje jefaH WM je X CAAPXKAHA y U30MaPaAMETPUIKO]
dbamummju chepe SmH(1).

NurepecanTaa cy nurama KaacuduKanuje 1 KapakKTepu3ammje mocebHnX (paMuinja poTaruoHux Xu-
neprospmm. Jdenonn’ je 1841. roamue ommcao Kaacy TOBPIIHN y eyKINIACKOM MPOCTOPY Koje TPeICTaBbajy
MpBe IMpUMEpPe TOBPIH, ocuM cdepe, ca KOHCTAHTHOM CpeamoM KpuBMHOM. OH WX je Omrucao Kao POTAIH-
OHE TIOBPIIK KOTPJ/hakha KOHUKA. ¥ §4 pa3Marpajy ce pOTaIMOHe XUIIEPIIOBPIIU BUAIEINMEH3NOHNX Chepa
Ca KOHCTAHTHOM CPEIFbOM KPUBHHOM Ka0 yOIINTeHa Jle0HrjeBuX MOBPIU y TPOAUMEH3UOHOM [TPOCTOPY .
Y oBOM mOrJIaB/by Ce pa3Marpa mnap CHElUjaJHUX CJIydajeBa POTAIMOHE XWIIEPIIOBPIIU €A KOHCTAHTHOM
CpeibOM KPHBMHOM, poTamuoHa xuneprospi cdepe S"T1(1) kaza je npsu unrerpan mudepennujasme
jeamaumHe Koja ompelyje oBy MOBPIT jeHaK HYIW W MHHMMAJIHE POTAIOHe XUTIeprnoBprm S3.

Knacudukanujom KOMIJIETHHX POTAIMOHUX XHUEPTIOBPITN €A KOHCTAHTHOM CKAJADHOM KPUBWHOM Yy
npocropaum dopmama Gasua ce Jlente® y paty [13]. Hemro kacuuje, [Tanmac® je y [21] obpamuo pora-
[MOHE XUMEPIOBPIIN CA KOHCTAHTHOM HOPMAJIM30BAHOM 71 —TOM CHMETPUYHOM (DYHKIHjOM Y TPOCTOPHUM
dopmama. Ilokazao je ma nocroju jocra uMep30BaHuX (IIOTOILUBEHUX) KOMIIAKTHUX POTAIMOHUX XHUIIEP-

IBykmun u3 Anexcanapuje (4.Bex m.H.e.) - AHTHYKK MaTEMATHIAD

2Manfredo Perdigo do Carmo (1928 — 2018) - Gpasuickm MaTeMaTHYap, A0 3HAYA]aH JOLIPUHOC HA HOJbY fudepeHnujanne
reoMeTpHje.

3Marcos Dajczer - 6pa3u/ICKi MaTeMATHIAD APreHTHHCKOD IIOPEKJIa, OABH Ce MPOydYaBaeM FeOMETPHje W TOMOJIOIHje.

4Richard Lawrence Bishop - aMepu4ky MaTemMaTmdap

5Barrett O’Neill (1924 — 2011) - aMepuIKE MaTeMaTHIAD

6Tominosuke Otsuki - jamamckm maTemMaTmap

7Charles Eugne Delaunay (1816 — 1872) - dbpaHIycKu acCTPOHOM M MATEMATHYAD, HEroBa N3yYaBatba JIYHAPHOT KPETarha
Cy JOMpHUHEIA PAa3BOjy TEOPHje KPeTamba IIaAHeTa U MATEeMATHIIH.

8Maria Luiza Leite - 6pa3ucka MaTeMaTHIapKa,

90scar Palmas - mekcuukm maremarndap
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nosprm cdepe SV crojum pagosuma, nodesrmu of [19], OTcyku ce GaBHO YIOKEHUM POTAIHOHUM
MuHEMaEIM xunepriospimuma cepe S"T1(1). Ca apyror rmeaumra, Bputo'® u Jleure cy y [3] Takobe
pa3MaTpasIn yI0XKEHOCT KOMIAKTHIX MUHUMAJIHAX POTAIMOHUX XATIEPIOBPINHU. VIHTEpECAHTHO je muTame
Jla JIE TIOCTOje jOIl HeKe n—TUMEH3HOHe KOMIAKTHO yJoxKeHe poTanuone xuteprospmm o S™ (1) koje
: _ _ n n—1 n—m 1 m
nmajy Hp, = 0 (1 < m < n—1) ocum cdhepa S™ u Pumanosor mpoussoga S™ 1(4/ ) x SH(/™).

n
[Mornasme §5 maje OArOBOP Ha OBO IHTabe U IMPEACTaBba pesyaTare 10 Kojux cy gomumd Jln'' u Bem!? y

pazy [19].
ITocebno ce 3axBasbyjem cBoM MeHTOpy pod. ap Mupociasu Anruh u 4jaHoBuMa Komucuje mpod.
ap Tujaru Mykumosuh u npod. ap Cphany Bykmuposuhy na momohin n cyrectujama.

10Fabiano Britto - 6pa3suicKu MaTeMaTHIAP
" Haizhong Li - kureckn maremarngap
12Guoxin Wei - KHHECKH MATeMaTHIap
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1 VBoxg

IIpe mero mro aedunuieMo poraruone XUIEPIOBPIIN BUIIEIMMEH3UOHUX cdepa, PeasHux mpocTop-
HUX (DOPMU MO3WTHUBHE KPUBUHE, HABEINMO HEKE OCHOBHE MOjMOBE W TBplhema Koja heM0o KOpuCTuTH y

JaJbeM PaJy.

Heduununuja 1.1. Henpeknnno OMjeKTHBHO MpeCIUKABamke TOMOJOMKUX npoctopa f : U — V takBo
73 je HHEBEp3HO ImpecinmKaBame ! Takohe HempeKumHO ce HaszumBa xomeomopdusam. Kaxemo ga cy U
u V' zomeomopdru ako nocroju xomeomopduzam u3z U y V.

Hedununuja 1.2. Tonosowmku npocrop M je n—AUMEH3HMOHA TOMIOJOINKA MHOTOCTPYKOCT aKO
3a/10B0spaBa cienehe yciose:

1. M je Xaysmopdon'? Tomosomku mpocTop Tj. 3a CBAKH Hap PasiMIATHX Tadaka p,q € M
mocToje aucjyukTau orBopenu moackynosu U,V C M raksu mape Unqe V.

2. Tlocroju mpebpojusa 6aza Tomosoruje Ha M.

3. 3a cBaky Tauky p € M nocroju wena okonuaa U C M u xomeomopduzam ¢ koju ciauka U y Heku
OTBOpEHH MOACKYT o1 R™.

Hary muorocrpykocr ozuadasamo u ca M™. VYpehenu nap (U, ¢) Ha3uBaMO JIOKAJIHOM KapTOM
HTH JTOKAJHUM KOOPAMHATHUM CHCTEeMOM MHOTOCTpYKocTH M™, a IpecinmKapame ¢~ ! JIOKAJTHOM
napamerpusanujom. Ckyn Jokannux koopaunaraux cucrema {(Uy, o) | @ € A} rakBux jga Baxku
Uaca Ua = M 308Bemo aTiacom.

Hamomena 1.1. 3a TOHOJIOIIKK [POCTOP KOjU IIOCE/Lyje aTjiac KaXKeMO Ja je JIOKAJHO eYyKJIUJICKU.
Heke on nedunuimja MHOTOCTPYKOCTH TIOAPA3yMeEBajy fa je M JIOKAIHO eyKIUICKU TOMOJIONIKH MTPOCTOP.

Heka je (U, ¢) jenna kapra muorocrpykoctu M™ u neka cy m; : R” — R, i = 1,...,n koopaunarue
npojexuuje Tj. wi(r1,...,2,) = x;. Kommoswnmja x; = milewy 0 ¢ 1 U — R xoja ciwka cpaky Tauky
p € U y i—1y xoopauHary whene ciavnke ¢p(U) 30BeMo KoopauHaTHUM (yHKIUjaMa WM JIOKAJTHUM
KOOpJMHaTaMa.

Hedununuja 1.3. Heka je A = {(Uy, ¢o) | @ € A} arTsac n—auMeH3MOHE TOMOONIKE MHOTOCTPYKOCTH
M™ raxaB na je 3a cBake naBe merose Kapre (Uy, ¢q) u (Ug, ¢g) mpecinkabame

¢,3 o ¢;1|¢Q(UaﬁUﬁ) : ¢a(Ua N UB) — ¢B(Ua n UB)
mudeomopduzam kirace C°. Taga je A mudepennmjabusamu ariaac kiaace C.

Yuuja asa audepennujabuina ariaaca je Takohe ariac, aau He Mopa outu audepeHymjaduaan. Y Ko-
JINKO je yHHja aBa audepeHnujabuiHa ariaca Takohe mudepeHrujabuIHu aTaac, KaXkKeMo 13 Cy Ta IBa
amiaca eKBHBAJIEHTHA. YHHja CBUX €KBHBAJEHTHHUX aT/Iaca KOjU 3a/ajy Jary CTPYKTYyPYy Ce HA3UBa
MakcuMaJiHu qudpepeHInjabuiTHu aTjiac MHOTOCTPYKOCTH.

Heduuunuja 1.4. Tonosomka MHOTOCTPYKOCT 3aj€IHO Ca KJIACOM €KBUBAJICHIIN]E M(DEpPEHITjaOnTHIX
arnaca je nudepeHnjabuIHa MHOTOCTPYKOCT.

Heka cy M u N audepenuujabdbusine muorocrpykocru. Ilpeciukasawe f: M — N je HeIpeKHIHO
npecauKaBame ako 3a CBaku oTBopeH ckyn V C N sawxu jaa je f~1(V) orsopen y M.

Hedbuuunmja 1.5. Heka cy M u N mudepennujabunmne muorocrpykoctu u f : M — N HempekuIHO
npecnukasame. Axo mocroje mudepenrujabunan ariaacu {(Uy, ¢o) | o € A} u {(Vs,¢p) | § € B} MHOrO-
crpykoct M u N pecrneKTUBHO TaKBH JIa je TPECTUKABAE

VYgofody':da(Uanf (V) = ¥s(Va)

udepennujabumno 3a cse a € A, f € B 3a xoje je Uy, N f~1(V3) # 0, ouna je f nudepennmjabunno
npecanKaBambe.

I3Felix Hausdorff (1868 — 1942) - HeMa4Ku MaTeMaTHYap, jeJaH O OCHEBAYA TOIOJOTH]E.
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Hedbununuja 1.6. Tudepennujabunno oujektuBuo mpecankapame [ : M — N je nudpeomopdusam,
ako je f~': N — M raxohe mudepennujabuIHO IpecTIKaBabe.

Hedunurnuja 1.7. Heka je G rpyna u M nudepennujadbuina maorocrpykocr. Kaxewmo ga G mejerByje
na M ako nocroju upeciukaBamwe @ : G X M — M ca cienehum ocobunama:

a) 3a cBako g € G mpecimkaBame @q : M — M maro ca ¢4(p) = ¢(g,p) je nndeomopduzam,
6) e, rae je e neyrpas rpyne G, je UIEHTHYKO IIPECIUKABAE,
B) 3a CBaKa [BA €JIEMEHTA g1, g2 € G BaXKU Qg g, = Pg, Pgs-

Opb6ura enementa p € M npu aejcrBy rpyme G ma muorocrpykoct M je ckyn {p4(p)|g € G}

Okonuna jenne tauke p nudepennujabuane MHOrocTpykKocru M je pernpe3eHTOBaHA HEKOM KapTOM
(U, $0), $a(Us) C R™, ma TAHTEHTHW MPOCTOP MOYKEMO MAEHTHMWKOBATH €& BEKTOPCKUM MTPOCTOPOM
R"™, a TaHTEHTHW BEKTOP MHOTOCTPYKOCTU M pempe3eHTyjeMO HEKUM TAHTE€HTHUM BeKTopoM X, € R™.
Mebhytum, mocToju Bullie pa3HUX CAIVIACHUX KapaTa Koje MOKPWBAjy HEKY OKOIuHy Tadke p. ludeomop-
dusam f = ¢go ¢;1\¢(UQOU5) CMKa IBa OTBOpeHa momackyma R™ jeman y apyru. dudepentumjaa Tor
MIPECTNKABaba, Y CBAKO] TAYKH, j€ JUHEAPHO MPECTUKABAbe jedHe KOIHje BEKTOPCKOr mpocrtopa R™ y
APYrYy KOILHjy U LIPEACTABJHEH je KBAAPATHOM MATPHUIOM

of1 Of1
Oz tee Ox .y,
Ofn Ofn
oz e Oxp

rae ¢y x; u y;, ¢ = 1,...,n onrosapajyhe koopmuaare y R™, a f; = y; o f.

Heduunnuja 1.8. Heka je M™ muorocrpykoct ca audepeniujaduaanm ariaacoMm {(Uy, do) | a € A}
u Heka ¢y (Un,¢o) u (Us, ¢3) ABe Kapre KoOje MOKPUBAjy OTBOPEHY OKOMMHY Tadke p. O3Ha4nMO ca
f=¢go ¢, Jlpa mpejcTaBHMKA TAHTEHTHUX BEKTOPA KOjH OJroBapajy oBUM Kaprama, X, u X 8, CY
expuBatenTHa (Xo ~ Xg) yKOIHKO Ce TMHeApHUM IpeciuKaBameM dfy  (p) jelaH IPECIHKaBa y APYTH Tj.

X = dfsp)(Xa) = d(95 0 63" () (Xa).
Hedununmja 1.9.

1. Heka je [X,] knaca exsupanenimje npencrasanka X,. Tana je [X,] TaHreHTHU BeKTOp y Taukn
p Ha MHOTOCTpYKOCTH M.

2. TanrenTHH HIpoCTOPp y Tadku p, 1, M, je CKyll CBUX TAHI'€HTHUX BEKTOpPa y TAYKWU D U Pelpe3eH-
TOBAH je BEKTOPCKUM TpocTopoM R™.

Ca F(M) o3uauumo cKyn cBuX audepeHiyjabuiHuX Ipec/iuKaBamba u3 Audepennujabuine MHOTO-
crpykoctu M y R. Moxe ce nokasaru ja je ckyn JF (M) anreOpa nax nosem R.

Hdedununmja 1.10. Heka je p rauka mudepennujadbuiine muorocrpykocru M. AKo 1oCTOju OKOJIMHA
U C M rauxke p y k0joj je nedunucana dynrnuja [ : U — R koja je nudepenmujadbunna ua U Tj. mpu-
naza aarebpu F(U), onna kaxemo Ja je [ audepenuujabuana y p. Ckyn cBux audepeHnujabuinux
dyukuuja y Tauku p o3nagasamo ca JF(p) u ase GyHKIHMje KOje ce MOKJIANAjJy HA HEKOj OKOJIMHU TAYKe P
UAeHTHUKY]eMO.

Hdedununuja 1.11. Heka je I C R orBopen nntepBan u M mudepeniujabuana Maoroctpykoct. Ilpe-
CIMKABaIbe

a:l —>M

30Be C€ KpMBa Ha MHOrocTpykoctu. AxKO je o nudepeHIujabuiHO MpeCcJnKaBame, Tajla je KpUuba
JudepenInjabuTHa.

Ako je tg € I, jeman ranreaTHE BekTOp HA R je (%)\to, a HEroBa CIMKA Ha, MHOTOCTPYKOCTH Y TAYKH
a(to) =p je
O(f o)

Tolp(f) == T|t:tov
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rae je f € F(p). Omaj BeKTOp 30BEMO TAHTeHTHUM BEKTOPOM KpuBe « y p. Moxe ce mokasaTu Ja
3a cBakm BeKTOp X, € T,M tae je p Tauka AndepeHNNjabNIHe MHOTOCTPYKOCTH M, MOCTOjW TIaTKa
kpuBa « Ha M Koja caapxkKu p Takba Ja je BeKTOp X, TaHI'€HTaH Ha Iby Tj. Jia je TaHMeHTHU IPOCTOP
MHOrocTpykoctu M y Tadku p CKyIl CBUX TAaHTeHTH HA Kpuse oz M Koje cagpike p, y TOj TA4KH.

Hdedununmja 1.12. JlucjyHKTHA yHHja TaHreHTHUX IpocTopa audepennujadbuine Mmuorocrpykocru M

™™ = | | T,M
peEM

30BE C€ TAHTE€HTHO pacJiojerbe MHOrocTpykoctu M.

Hedbuununuja 1.13. Bekropcko nosse X audepeniujabuine MEOrocTpykoctr M je riaTko mpeciu-
kaBame X : M — TM rtakso na je X(p) := X, € T, M. Cxym cBUX BEKTOPCKUX I0Jb& MHOIOCTPYKOCTH
M o3nauaBamo ca x(M).

Hedununuja 1.14. KoTaHreHTHA IPOCTOP MHOrOCTpyKOocTu M y Tadyku p je AyasHu IIPOCTOP TaH-
reqrror npocropa T, M u o3nadtasamo ra ca Ty M. Enementn KoraHreHTHOr IPOCTOpa Cy KOBEKTOPH y
p Tj. nmHeapHe byHKIMjE wy 1 T, M — R.

Hedununuja 1.15. KoraHreHTHO paciiojerbe MHOTOCTPYKOCTH M je JUCjyHKTHA YHUja,

T*M = | | T; M.
peM

Hdedununnuja 1.16. KoBeKTOpcKo moJsbe je miarko npecinkasame o : M — T*M 3a Koje Baxku Ja
Vpe M, o(p) € Ty M. Ckyn cBUX KOBEKTOPCKHUX TO/ba obemexxasamo ca x*(M).

Hedwunannumja 1.17. Heka je A = {(Uy, da) | @ € A} makcumannm nudepeniyjabuanm atiaac MHOTO-
crpykoctu M™ u Heka je N nozackyn nudepennujabuane maorocrpykoctu M. Axo 3a cBaky tauky p € N
nocroju kaprta (U, ¢,) araaca A taksa na je p € U, u ¢,(U, N N) = ¢,(U,) N (R! x {0}) Taga je N
HOAMHOI'OCTPYKOCT MHOrocrpykocru M mumensuje [, ogHocHo KomuMensuje n — [. Kaxemo u na je
M amb6ujenTHHn mpocrop muorocrpykocra N. Ako je N moaMHOrocrpykoct auepeHiujaduaiHe MHO-
rocrpykoctn M" xonmmensuje 1, omuocno dim N = n — 1, tana KazkeMo 1 je mommuorocrpykocr N1
xuriepmoBpria M"™.

Heka je f : N™ — M™ nudepeHnnjabUIHO IIPECIUKABALE JIB€ MHOIOCTPYKOCTU KM HEKa je p Tadka
muoroctpykoctu N. ledwunumemo ciaenehie mojmore.

Hedbuununuja 1.18. Jdudepenmmjan npeciukaBatba f y tadku p € N je JIMHEAPHO HPECIUKABAE
(fs)p : TyN — Tyy M nebwnncano wa caenehw maumm: 3a ceako X, € T, N nsabepumo Kpupy o Ha N
TaKoO 113 je X, TAHIeHTHU BEKTOp Ha v y Tauku p = (o). Tazxa je (fi)p(X,) TaHT€HTHN BEKTOp Ha KPUBY

fla) y rauxu f(p) = f(alto))-

Mozxe ce mokazaru ma (f.), He 3aBuCH of u3abpane KpubBe. AKO je ¢ riarka (yHKIHja y OKOIHHU
f(p) 1j. f € F(f(p)), rana Baxku
(f)p(Xp)(9) = Xp(go ).

Ha opaj nauun npecmukapame f: N™ — M™ unaykyje npeciukapaibe (fy)p : TpN — Ty, M.
Hedununmja 1.19.

1. IIpecnuxaBame f uMa paHT Iy TAUKU P AKO je AUMeH3Hja BeKTOpCKOr mpocropa fi(T,N) jemnaka
.

2. Axko je panr npeciinkaBama [ y CBaKOj TAYKH jeJHAK JUMEH3HjU MHOrOCTPyKocTH M OHJa KaxKeMo
1a je f cybmepsujal.

3. Axo 3a cBaky Tauky p € N Baxu 1a je (f.), paura n, oqHOCHO (f.)p je HHjeKTHBHO, OH/I3 KAXKEMO
na je f mmepsmjal® i moramame (f HWe Mopa da Gye WHjeKTHBHO).

14
15

eHryI. submersion
eHIJVI. immersion
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4. Yxkomnuko je umep3nja f uHjekTHBHA U jorr je f xomeomopduzam mamelly N u f(N) koju nacaehyje
Tomosorujy u3 M, oHIa KaskeMo Ja je f cMermTame nin yaarame'f.

Hedununuja 1.20. Heka je M" n—pumensuona audepeHnmjabuina MHOrocrpykocr. Jductpubymmja
JauMensuje k je mpecankaBarbe KOje CBaKOj TAUKN P MHOTOCTPYKOCTH J0JeTbyje k—IUMEH3UOHU MTOTITPOCTOD
D, on T, M, Tako na y HeKoj okosiuuu U, cBake Tadke p MOCTOj€ BEKTOPCKa 110jba X1, ..., X} KOja y CBaKOj
Taukn ¢ € U, pasanumy npoctop D,. Tazma, pecrpuxmmjy muctpubymmje D ma U, o3HagaBaMo n ca
L£(X1, ..., Xg)-

JucTpudbynujy nuMensuje k MOXKEMO Ja BUIMMO U KAO BEKTOPCKO PACJIOjeHmhe HaJ MHOTOCTPYKOIIhy,
Tzie je BIAKHO y Taukn p € M k—auMen3wonn moTmpocTop mpoctopa 1,M.

Hedununuja 1.21. JInHeapHa KOHEKCHja wiy JUHeApHA IIOBE3AHOCT je [IPEC/IUKABAE
Vi x(M) x x(M) — x(M) 3a koje Baxkn

1. Vy(Xl —|—X2) =VyX; +VyX,,

2. Vy(fX) =Y(/)X + fVyX,
3. leJrYzX = leX +VY2X7
4. Vv X = fUyX,

rae X7Y7X17X27Y17Y2 S X(M)) f S F(M)
Bekropcko nomme Vy X je KoBapujaHTHM U3BO/I, cederba X y MPABIYy BEKTOPCKOr Moba Y .

Hedunnunuja 1.22. KoBapujantuu usBoy dbyukiuje f y onnocy Ha X je
Vxf=rX.

Hedununnumja 1.23. Heka je M nudepennujabunna muorocrpykocr. Cumerpuuano, F (M )—6uniuneapHo
npeciukasamwe g : xX(M) x x(M) — F(M) 3a koje Baxku

9(X; X)(p) 20,  g(X,X)(p) =0 X, =0,¥pe M

Ha3WBa Ce METPHMKAa HA MHOrocTpykoctu. MHOrocTpykocT Ha K0joj je meduHncana MeTpuka HA3UBa Ce
17

PumasoBa ' MHOTOCTPYKOCT.

Cranjapian ckajapau mpou3so (, ) mpocTopa R™ jecre merpuka u unnu R™ PumanoBom MEOrocTpykoimhy.
Hary merpuky 30BeMo crangapaHoM. llperxonno cMmo gedwuHMcaIn KPUBY Ha MHOIOCTPYKOCTH. YBe-
auMo caga cienehe mojmose.

Hedbununmja 1.24. Ilapamerpusosana mudepennujadunna kpusa « : [ — M ua PumanoBoj mMuOrO-

crpykoct M je peryijiapHa ako je ‘;—Ct“ =d/(t) #03acBako t € I.

Hyxuna jtyka peryiaapre Kkpuse « ua unrepsaiy (t1,t2) = I ce nedpunuuie ca
ta
1= [ llte)ia,
t1

rae je ||/ ()]| = g(a/(t),a/(t)). Mapamerap nat ca s(t) = I(t) = ttf ||/ (¢)||dt masuBa ce mpupomam
napamMerap u Tajia Kaxkemo Ja je Kpua IPpUPOJHO HapaMeTpHU30BaHa Tj. IapaMeTpu30BaHa Iy KHu-
HOM JiyKa KpuBe. MoxKeMo Ja BUINMO Ja je peryiapHa Kpusa « : I — M mpupomgHo mapaMeTpu30oBaHa
ako m camo axo je ||a’(t)|| = 1 3a cBako t € I.
Heka je M PumanoBa mHorocrpykoct. 3a f € F(M), rpagujerr dpyHkumje f je BEKTOPCKO MOJbE
gradf € x(M) rakso na je
glgradf, X)=Xf, 3acse X € x(M).

Axo je gradf = 0 ouna je f koHcTaHTHA QYHKIIH]A.

16enr. embedding
17George Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) - memauky MaTeMaTH4Iap, OCTBAPHO 3HATAjAH JONPHHOC y 00JIacTUMA
MaTeMaTHdKe aHau3e, JudepeHIrjaTHe reoMeTprje U Teopuje 6pojena.
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Hedununuja 1.25. Heka je V nuneapua xkouexkcuja muorocrpykoctu M. Tops3uja mosezamnoctu V je
npecaukaBamwe T : x (M) x x(M) — x(M) naro ca

T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y], (1)
npu "emy je 3a npo3sosbHo f € F(M)
(X, Y](f) = X(Y[) = Y (X]).
Axo je mpecinukaBame T MIAEHTUYKHY jeqHako Hyau Ha M, KaxkeMo Ja je moe3anoct V 6e3 Topawuje.

Hedunurnnja 1.26. KpuBuna JsimHeapHe moBe3aHocTu V MHorocrpykocru M je mpeciukaBarbe
R:x(M) x x(M) x x(M) — x(M) maro ca

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VxyZ.

Mozxxe ce nokazaru aa je oBo npeciukasarbe JF (M )—iMHeapHO 110 CBé TPU KOMIIOHEHTE U Ja je

R(X,Y)Z =—R(Y,X)Z 3acse X,Y,Z € x(M).

Hedununuja 1.27. Jluneapua konekcuja je PuMaHoBa KOHeKCHja WM MeTPUYKa KOHEKCHja YKO-
JINKO je MeTPUKA ¢ MmapaJiejiHa y OZHOCY HA V Tj. aKO BaxKwu

3a ce X,Y,Z € x(M).

Teopema 1.1. Ha Pumaro80j MHo20cmpyKocmu nocmoju mawho jedna Pumanosa xonexcuja 6e3 mop-
suje. Ta xouexcuja nasuea ce Jlesu- Yusuma'® xonexcuja.

Hedununmja 1.28. Heka je V Jlesu-Uusnura Konekcnja na Pumanosoj muorocrpykoctu M. PumanoBa
KpuBuHa MHOrocTpykoctd M je mpecimkaBamwe R : x (M) x x(M) x x(M) x x(M) — R garo ca

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Mozxe ce okazaTu g3 PuMamoBa KpuBHHA 3310BOJbaBa cienehe pemarmje:

R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y),

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W, Z),

R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W),
R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) = 0.

Heduuunmja 1.29. PumaHoBa MHOrOCTPpYKOCT je paBHA AKO je HheHA KPUBMHA MJIEHTUYKU jeJHAKA
HYJIH.

Hedunnmnuja 1.30. Heka je I aBomumensuonu nornpocrop ranrenror npocropa 1, M. Heka je X, Y
jenma oproHopMmupaHna 6a3a papuu 1I. Cekmmona KpmBuHa pasuu 11 je

R(X, VY, X)

K@) = X X)) —g(X. V)

Jledunnimja cekinone KpUBWHE He 3aBUCH O n3060pa opToHOpMUpaHe Oase pasuu II. Ykoauko je
K, (IT) xoucraurHo 3a cse p € M u pasuu Il u3 T, M , raxa ce M Ha3uBa IPOCTOP KOHCTAHTHE CEKITHOHE
KpUBHUHE njin peasiHa npocropHa dopma. Baxwu ciaeneha reopema.

Teopema 1.2. (Illyp®) Hexa je M npocmo nosezana Pumanosa mmozocmpyxocm dumensuje m > 3.
Axo y cearoj mauku p € M cexyuona xpusuna dsodumensuonoz nomnpocmopa T, M ne 3asucu 0d usbopa
Moz nomnpocmopa, 0nda je CEKYUOHa KPUSUHA KOHCTNAKIMHKG HG YUeA0] MHOZ0CTNPYKOCTIIU.

18Tullio Levi-Civita (1873 — 1941) - utanujanckm mMaTeMaTHHdap, 6aBUO ce PA3BOjeM TEH30PCKOT padyHa.
9Ernest Viktor Axel Schur (1891 — 1930) - Hemauku MaTemMaTHyap, 6aBHO ce MudepeHINjaTHIM jeHATHHAMA U TeoMe-
TPUjOM.

10
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3a peasnny mpocTopHy GopMy KOHCTaHTHE KpuBHHe ¢, M (c), BasKM Ja je eH TeH30p KPUBWHE jeIHaK
R(X,Y)Z = c(g(Y. 2)X — g(X, 2)Y).

Hedbununmja 1.31. Heka cy N u M PumanoBe MHOTOCTPYKOCTH Ca METPUKAMA § U § PECIEKTUBHO.
[IpecnukaBamwe f: N — M je n3omerpuja y Tauku p € N ako je

Q(Xpa Yp) = g((f*)p(Xp)v (f*>p(Yp))v VXp, Yy € T,N.

Teopema 1.3. Hexa je f : N — M unjexmusna umepsuja dee muozocmpyrocmu, 2de je N Komnaxmma
mrozocmpyxocm. Tada je f yarazarse.

Hokas: Kako je f mudepennnjabuano, onga je u f : N — f(N) HenpexnaHo npeciankapame. IIpe-
crukasambe f~1: f(N) — N je Takobe Hempexummo jep ce 3aTBopenu ckyn X y N, KOju je caMuM THM
KOMIIAKTaH, CUKa y KoMIakTal ckyn f(X) koju je sarsopen y M. Jlakme, masep3 f~ ! cimka 3aTBOpene
CKYIIOBE y 3aTBODEHE. |

Y oBom cayuajy (fs)p je unjextusHo jep (fi)p(Xp) = 0 moBnaun X, = 0. Ykonuxko je f msomerpuja y
cBakoj tauku u3 N onjia je f umepsuja u 30Be ce uzomerpujcka umepsunja. Heka je f: (N, g) — (M,9q)
n30MeTpujcKa uMepsnja. 36or jeaHocrapHocTH naentndrkorahemo X ca merosom camkoM (f,)(X) m obe
Merpuke hemo o3uauntu ca ¢g. O3maummo ca TN u T'M tanrenTHa pacjojema mMuOrocTpykKoctu N u M
DECIIEKTHBHO.

Hednanmmja 1.32. Tanrentan BekTop &, € T'M mHOTOCTpyKOCTH M y Tawknm p € N 3a KOju BayKW

g(Xpa 'fp) =0

3a mpoussosban X, € T, N, 30BeMO HOpMAaJHUM BeKTopoMm Inoamuorocrpykoctu N y M, a ca T+N
O3HaYaBaMO BEKTOPCKO pacjiojere CBUX HOpMaHuX BekTopa u3z N y M. Tana Baxu

TM|y =TN @®THN.

Ako cy X u Y Bektopcka mosba tanrentna na N u V Jlesu-Uusura nmosesanoct na M taja je
VxY = VxY + h(X,Y), (2)

upu demy je Vy X ranrenrna komnonenta, a h(X,Y') nopmasnna komnonenta ox Vy X. @opmysa (2) ce
sose I'aycoBa?’ u 3a wy Baxku cieneha Teopema:

Teopema 1.4. Hexa je V Jlesu- Yusuma xonexcuja na Pumanosoj mmozocmpyxocmu (M,q), npecausa-
same f : (N, g) — (M, q) usomempuura umepzuja u V u h damu gopmyaom (2). Tada je V Jlesu-Qusuma
noeezarocm y odnocy na undykosany mempury g na N, a h(X,Y) je cumempuywna xeadpamna gopma
ca 8pedHOCMUMG Y HOPMAAHOM DACAOJERY U Ha3Uu6a ce apyaa PYHIaMeHMaIHa POPpMa MHO20CTDY-
rxocmu N.

Hexka je £ mopmansao, a X TaHM€HTHO BEKTOPCKO mosbe Ha N. Tama Baxkn
Vx€=—AeX + Vx¢, (3)

rie cy pegom —Ag X u Vﬁgf TaHIeHTHA ¥ HOPMAJIHA KOMIOHeHTa o1 V x&. Moxe ce nokasaru ja je Ae
CUMeTpHUYHA JUHeapHa TpancdOopMaIfja TAHTeHTHOT TTPOCTOPA ¥ CBAKOj TavYKW MOAMHOrocTpykoctn N
KOja ce HA3WBa omepaTop obymka, a V- MeTpuyka KOHEKCHja HOpMAJHOT paciojema TN y omnocy
Ha WHIyKoBaHy MeTpuky TN u Hasnmpa ce HopmasiHa KoHekcuja. QPopmyma (3) je mosmara m Kao
Bajaraprenosa’! ¢popmysna. Besa usmeljy oneparopa obauka u apyre dbyHiameHTanHe GopMe MOKe
ce npejcraButu caenehom jgemom.

Jlema 1.1. Hexa cy X u'Y manzenmna, a & HOPMAAHO 8EKMOPCKO Nowe Ha mHozocmpyrocmu M. Tada
8aHCU

20 Johan Carl Friedrich Gauss (1777 — 1875) - memauku MaTemaTnyap u busmgap
21 Julius Weingarten (1836 — 1910) - HeMa4Ku MaTeMaTHYap, 3HAUAJHO JOTPHHEO Ha MOJbY Judepentujamtte reoMeTpuje.
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¢) = 0 u xopuhemeMm (2) u (3) caenn

(v,
(VxY, &) +g(Y,Vx¢)

(VxY,8) 4+ g(h(X.Y), &) — g(Y, Ae X) + g(Y, VX&)
(h(X,Y), &) — g(AcX,Y).

Hoxka3z: JIudepenmnupamem g

g
g
g

Hedunnmnuja 1.33. Heka je A¢ ouneparop obsuka y tauku p € N 1j. A¢ : T,N — T,N. I'maBne
KPHUBUHE MHOTOCTPYKOCTH N y TAIKHU P Cy COICTBEHE BPEIHOCTH OEPaTopa Ag, a INIABHH IPAaBIY UJIX
BEKTOPH TIJIaBHe KPUBHHE Cy COICTBEHH BEKTOPU ONepaTopa A¢ W OHM UMHE jeHy OPTOHOPMUDPAHY
6azy T,NN.

edbununuja 1.34. JInuuje KpuBuUHe Cy KPUBE KOje Cy YBEK TAHME€HTHE HA TJTABHY ITPABAIL Tj. TAHTEHTE
TUX KPUBHUX Y CBAKO] TAYKWA MMAjy MPAaBAIl jeJIHOT O TJIABHUX IIPABaIa.

ITogmuorocrpykoct N Pumanose muorocrpykoctu M je TOTAJIHO reoe3MjcKa yKOIUKO Cy Teoje-
3MjCKe JIMHKje MHOTOCTPYKOCTH N yjeHO W Teoe3ujcKe JUHUje aMOujeHTHe MHOTOCTpyKocTr M.

Teopema 1.5. Hexa je f: N — M usomempujcko nomanarve Pumanose muozocmpyrxocmu N y Puma-
noey mmuozocmpyxocm M. N je momanano zeodesujcka y M axo u camo axo je h = 0 mj. A = 0 3a
ceaxo £ € THN.

Hedunnnuja 1.35. Ako je 33 HOpMaJIHO BEKTOPCKO mnosbe £ HA N, A¢ MPONOPIUOHAIHO UJIEHTHYKOM
IIPECTTUKABAILY Tj. BaXKH

Ag =p id
3a Heky bYHKIHjY p, OHAA je & ymMOmamdko cedeme, a N yMOuMIM4YKa IMOJZMHOTOCTPYKOCT y OJ-

vocy Ha £. Ako je N yMOuiauyka y OZHOCY HA CBAKO HOPMAaJIHO BEKTOPCKO IIOJb€ OHZIA je N TOTaJIHO
yMOMJIMJKa.

Hexka je N™ xunepnospur Pumanose muorocrpykoctn M™ . Tazna nedunumemo ciaenehie mojmose.
Hedununumja 1.36.

. Hex 1y---, kp TTIABHE KPUWBHHE XWUIIEPIOBPIIA . —
1. Heka cy kq,...,k aBHe e epIio N". Hopmajmu3oBaHa m—Ta CUMETPUYHA
dbyHKIMja riiaBHEuX KpuBuHa H,, xunepunoppmu N je gara ca

CnH,, = > T

1<i1 <. <im<n

rie je

i = () -

2. 3am =1, pyukumja
1 n
H=—- k;

30Be ce cpedma KpuBmHA xunepuospuu N™. Ako je H uieHTHYKY jeaHaKa HyJIH KaxKeMo J1a je
N MuHUMAaJHA XUMeprnoBptr ox M.

Hedununuja 1.37. Heka je M Pumanosa muorocrpykoct u V JleBu-Uusura kouekcuja una M. Iomce-
THMO ce Jla 3a HeKy Tauky p € M un X, € T),M nocroju jequHCTBEHa reoje3ujcka Kpusa v : I — M Taxsa
aa je 7(0) =pu Tylo = X,

1. Ipecnuxasame exp : O — M, maro ca exp,(X,) = v(1), e je O HeKa OKOIMHA KOOPJHHATHOTL
MOYeTKa 30Be ce eKCIIOHEHIHjaJHo IpecmKaBame.

2. Oxosmra U KOOPAWHATHOT MoYeTKa y TmpocTtopy 1, M Taksa ze je pecTpukimja exp, Ha U aude-
omopduzam mmehy U u exp,(U) 30Be ce Hopmanna okosuHa y T,M, a exp,(U) HOpManHa
OKOJIMHA TadKe p.

12
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3. Hexa cy e, ..., €, BeKTOpPHU OpTOHOpMUpaHe 6aze T,M n 1, ..., T, onrosapajyhe koopamrare. Tama
je (exp,(U), exp, 1) jenna xapta okosiuHe Tauke p ca KOOpAMHATHUM (YHKIHMjaMa T, ..., Tp. Koop-
JIUHATE Z1, ..., Tp ¥ OKOMHHE exp,(U) 30By ce HOpMaJsiHe KOODAUHATE [[EHTPHPAHE ¥ P.

Mozxke ce moka3aTu Ja Cy JIOKAJIHO Ha, N—IUMEH3MOHO] chepn HOpMAJIHE KOOPANHATE YTaoHe KOOPIUHATE.

Hedunnnuja 1.38. Pumanosa muoroctpykoct (M, g) je koHdOPMHO paBHa ako 3a CBaKy TauKy
p € M nocroju oxkonwaa U u nudepeniujabuino mpecinkaBame f medunucano Ha U TakBO 13 je moj-
muorocrpykoct (U, €2/ g) pasna.

13
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2 OcHOBHa CBOjCTBa POTAIMOHUX XUIIEPIIOBPIIN BUIIIEIUMEH3U-
oHux cdepa

2.1 Hedwunnmnnja

Heka je R™ Pumanos mpoctop Tj. R™ = {(21,...,2,)|z; € R,i = 1,2,...,n} ca crangapaaom Pumano-
BOM METPUKOM ¢(Z,Yy) = > o o %Y, = (T1,...,%n), Y = (Y1, .., Yn). Pasmarpahiemo (n+ 1)-aumensunone
cdepe

Smt(e) = {x e R"?|g(x,x) = i}, c>0.

Oproronanna Tpancdopmanuja mpocTopa R"T? je auHeapHO mpeciuKaBame Koje UyBa OUIMHEADHY
dopmy g. Moxke ce Buaeru ga OpTOroHaJHE TpanchOpMAIHje UHIYKY]Y, PECTPUKIIAjOM, CBE H30Me-
tpuje chepa S"H1(c). Ca PX¥ ozmaunhemo k—mmMmensnonn moTmpocTop mpoctopa R™T2 koju mpomasm
KPO3 KOODJMHATHH modeTak, a ca O(PX) ckym oproromamnmx Tpanchopmarmja ma R™"2 ca mozurusrOM
JIeTePMUHAHTOM KOje Tauka-no-rauka duxcupajy P¥. Taxohe, kopuctuhemo [v1, ..., vy] A2 03Ha4MMO 1OT-

LPOCTOP T€HEPHUCAH BEKTOPHMA V1, ..., V. IIpocrop R"T2 hemo 3Baru ambujenmmu npocmop chepe
S FL(e).

Hedurumnuja 2.1. Heka cy P? u P3 taxsu 1a je P2 C P3 u Heka je o peryaapHa KpHBa Ha IIPECEKY
P3N St (c) = S?(c) xoja mema mommpuux Tadaka ca P2. Opbura kpuse o ycmen gejersa O(P?) ce
Ha3WBa poTamuoHa xumepnospi M™ C S"1(c), ¢ > 0 remepucana KpusoMm a oko P2,

Hedununuja 2.2. Heka je M"™ C S"*1(c), ¢ > 0 porannona XumeproBpIl reHeprcana KPUBOM  OKO
P? u3 Jlebununuje 2.1. Axo o € O(P?), xpusa o(«) je mepuaujan xuneprospmu M", a opbuTa Hexe
Tauke ca kpuse a npu aejersy O(P?) je mapasiesta xuneprosprm M™.

Hamnomena 2.1. Y gamem pazgy hemo, 63 yMarmema ONIToCTH, PA3MaTPATH je IMHIIHE BAIIEUMEH3NOHE
cdepe nozurusHe Kpusuue (¢ = 1).

2.2 Tlapamerpusarnmja

[Morpe6Ho je na mokazkemo fa je M™, uz dedbunumnuje 2.1, 3ancra xuneprnospm o S”1(1). To hemo
YPAQJUTU TAKO IMTO NeMO OApeauTH EKCIUIMIUTHY mapamerpu3amnujy M"™. 3a To HaMm je mOTpeOHO Ia
onummemo O(P?).

N3a6epumo opTOHOPMHUpPAHY 6asy €1, €, ..., €nyo € R"T2 mako na Baxku:

1) P? je paBan [e,,41,€n 2] TeHEPHCAHA BEKTOPUMA €5, 41 H €542,

2) Marpua enementa O(P?) ce Moxe 3amucaTu y 6a3u Kao

Ay O 0 0
0 A 0 0
aKo je m TapaH,
0 0 Apz 0
0 0 0 1
Win
(A7 O 0 0 0]
0 A 0 0 0
aKo je n Herapat,
0 0 Am—1y2 0
0 0 0 1 0
10 0 0 0 I]

rae 0 o3HauaBa HyJja-mMarpuie oaroBapajyhnx aumensuja, I je jenuandna 2 X 2 marpuna, a marpuie A;
cy 2 X 2 marpure Koje umajy ciemehy dopmy:

14
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cosb; sinb; .
. ‘), Bad>1.
—sin#; cosb;

Mozxxke ce mokasaru sa je oBa rpyna tpaxcdopmanuja "(”2_1)—HapaMeTapCKa. Canma cMo cupemuun
Ila, TapaMeTpu3yjeMo opbuty xpuse o m3 Hedunmmmje 2.1. IIpoctop P? O P? mMoxkeMOo a M3pa3nmMo
y mperxoHo u3abpanoj 6azu ca P3 = [e1,e,41,€n12] 1 HeKa je I oTBOpen unTepBan y R KOju caapxu
aymay. Ilapamerpusyjmo KpuBy a ca

&—m@—<

y1 = y1(8), Yn+1 = yn+1(8), Yn+2 = yn+2(8)7 sel.

Ba neko dbuxcupano s = sg, obesneskumo ca U(sg) mpecex S"T1(1) ca n—TuMeH3HOHOM paBHHU KOja MPO-
nazu kpo3 tauky (0,0,...,0,9n+1(50), Yns2(s0)) u mapanenna je ca [eq,...,e,]. Jacno je ma je O(P?),
takohe, rpyna usomerpuja npeceka U(sp). Moxkemo na sumumo na je U(sg) y crBapu opburta Tadke
(¥1(50),0,0, ..., 0, Yn11(50), Yn+2(80)) mox mejersom O(P?) Tj. ma je U(sg) mapanena xuneprnosprmu M™
u ja je to neka (n — 1)—uumensuona cdepa. Oparie MmoxkeMo Ja oapeaumo napamerpusanujy M™ rako
mTo nocMarpamo napamerpusanujy U(sg) u mycTuMo ma sg Bapupa.

Heka je ¢(t1,...,tn—1) = (¢1, ..., ) OPTOrOHATHA AapaMeTpu3anuja jeauandne (n — 1)—aumen3unone
cdepe y 6azu [eq, ..., e,]. Omarie cienn na je

x: M™— S"T(1) c R"2,
(57t17 "'atn—l) — (yl(s)@h "'7yl(s)@ruyn-‘rl(s)ayn+2(8))7 (5)
©s :Soi(tlv"'vtnfl)v QO%"""SDZ:]-

HmapaMeTpH3alija POTAIMOHEe XHUIEePIOBPIIH TeHepIcane KpUBOM « OKo P2 = [€n+t1,€nta). da 6u npe-
ciukaBame (5) 6mio umepsuja (moranarme) HEONXOAHO je aa yi(s) > 0 ma uurepsasny I. Kako xpusa

Y1 = Y1(8)s Ynt1 = Ynt1(8) ,Ynt2 = Yni2(s) mpumaza SnH(U u 6upajyhu mapamerap s Kao JyzKHHY
JIyKa KpuBe UMaMO

y%(s) + y721+1(5) + y721+2(5) =1, y%(s) + yrzwrl(s) + yi+2(5> =1, (6)

re CMO Ca TAYKOM M3HAJ[ O3HAYMJIU M3BOZ IO NpoMemuBoj s. Omarie MOXKEMO u3PasuTH Yn41(s) u
Yn+2(s) kKao dyukuuje ox yi(s). [lrasuire, moxkemo 3anucaru

Ynt1(s) = /1 = yi(s) sin @(s), (7)
Ynt2(s) = /1 = yi(s) cos §(s),

rIe je
. 291y . ~
%H®:f;7¢j@fmd$+dkw%%d$dﬂ
i
. 2y . :
Un+2(s) = —m cos ¢(s) — /1 — yi sin ¢(s)p(s),
— Y1
Tj.
2 -2 2 2 yfy% 2\ 12
=9+ U1 T Unr2 =01 + 1— 42 + (1 —yi)¢"
1
Opnarae je
Vi-y -3}
¢s)= | 4 o do (8)
0 — Y1

VKOJIUKO HUje Jpyradrje HArIaIleHo, CMaTpaMo Ja Cy CBe MHOIOCTPYKOCTH ToBe3aHe u Kiace C.

2.3 I'maBHM mpaBI U IVIAaBHE KPUBUHE

Jlema 2.1. Hexka je M™ pomayuona zunepnospw cgepe S"T(1). Tada cy enaeme xpusune k; wunepno-

epwu M™ dame ca
1— 2 _ 2
ki=A=- YA (9)

Y1
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3a1=1,2,..,n—1, u

kn=p= 91-1‘72/1 (10)

V1-yi—9?

Odamuae je suwecmpyrocm \ 6ap n — 1.

Hoxkasz: U3 (5) crenn:

Ox — G . . ini2)
s Y1¥P15 - Y1Pns Yn+15 Yn42),
or 01 Opn,

- - i =1,...,n—1
atl (yl 82&1’ Y17 6 0 0) ? y ey T )

U ( je OPTOTOHAJIHA [IapaMeTPU3aluja, 11a 3aK/byIyjeMo

Oxr Ox _1 dz Ox., Oox Oz

TRy bl W or ory 2
g(as’as) , g(as’at,») , g(ati’atj) i1, (11)

e cy Qi = > p 19 (8‘?’“, %“t”“) Jupexruum padyHoMm gobuja ce ja je jeJMHUYHO HOPMAJHO nobe N

JIaTo ca:

N = (0(Unt1Yn+2 = Un+2Ynt1)s Unto¥t — V1Ynt2), (J1Ynt1 — Ynt1v1))

U MOZKEeMO u3pavdyHaTn

0%z . . s i
@ = (y1<p1,...,ylwn,yn+layn+2)>
0%z . Op1 . Opn,
353t, :(ylﬁw.qylwi)ao)v
0% %o *pn

oot~ Wanon Y, 6t /0,0).

C ob3upom na je g(%,N) = g(atiawtij) =0, 3a ¢ # j cieau ga Cy KOODAUHATHE KPUBE JIMHU]E

kpusuHe. Kopucrehn
Yn+2 = 1/ 1- y% sing u Yni1 = \/ 1- y% oS ¢,

TJIaBHE KPUBUHE YK KOOPDANHATHUX KPUBU ti Cy JdarTe Cca

oz 0 o? . . -
\— 9(h(5e 5, ): V) _ 9505 V) __ (Uns1ynio — Yn+2Yn+1) YA yi — Ui
[FAlE 152112 v Y1
Cama MOXKEMO U3padyHATH [,
oA B N) P
1222 90505’
= (gl(yn+lyn+2 — Gny2Ynt1) + Unr1 Gnt2vs — 91Unt2) + int2(G1Unt1 — Gns11))

= (yl (yn+1yn+2 - y’I’L + 2yn+1) + yl (gn+2yn+1 - jjn-&-lyn-&-Z) + Y1 (yn+2jjn+1 - yn+2yn+1))
i1+ 1

V1-yi—9?

N)

M:

|
IMocaegnua 2.1. Ilpsa u dpyea Pyndamenmanna popma pomayuore runepnospwyu M™ dame cy ca:
I =ds?®+y>(s) Z vpdt?, (12)
IT = p(s)ds® + A(s Z vt (13)

PpPeECNEKMUBHO.
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Hamnomena 2.2. Ilorpebno je nposeputu no6py meduHUCAHOCT L ¥ Taukama y kojum je A = 0. ITocma-
TpajMo poranuony xuneprnospmt M™ on S"L(1). Us (7) caemn na

- 2y191-
L—y)V1-y3 -3} (1—y?)?

Cana, ako je A(sp) = 0 raja je u apyru cabupak jegHax nyiu, a caeau 1a y1(so) # 0. Oparie

oy — 50) i) twilso) (o)

(1 _y%) \/1 —y%(s()) —y%(so) 1 _y%(SO)

Baro cienn ma je p(sp) nobpo nedunncana Jlemom 2.1.

Ipojexuujom npocpunue kpuse a ma P? 1j. npojexumjom S3 = {(y1, Yn+1, Ynt2) 91 >0, ¥7 + 421 +
Y25 = 1} na jeaunuunn quck D = {(Yn41, Ynt2) |Y241 + y2 1o < 1} nobujamo pasancky xpusy (ocy
pesoayyuge) . Tlocmarpajmo yrao §(s) mamelly BekTopa mosnoxkaja Taduke as) M MpaBIa Ka MPOjeKIjn
Te Tavuke Ha 7y Tj. mpasna Ka Tadku (0,0, ..., Yn+1(S), Ynt2(s)) (Bumern cauky 2.1). Axko ca r(s) o3HAYMMO
bynxmujy TakBy ga je 6(s) = 5 — r(s), Mokemo 3anucaru:

y1(s) = cosr(s),
Ynt1(s) = sinr(s) sin ¢(s), (14)
Ynt2(s) = sinr(s) cos ¢(s).

Cnuka 2.1 Unycrpanuja npojeximje.

I/IS TOra MO2KEMO 3aKJ/bYy1IHUTH 1a .
72+ ¢?sin®r = 1. (15)

)
U3 jemnaunne (15) ciean ga je 72 < 1. Kaxo je y/1 — y? = sinr 1j. 72 = %5 umamo

lfyf ’
U4yl <1 (16)
Y oBOM ciIy4ajy paBaHCKY KPHUBY 7y MOXKEMO 3alACATH KaO

Yn+1(8) =sinr(s)sing(s),  Ynya2(s) =sinr(s) cos d(s). (17)

2.4 Crpykrypa yBpuyTor (warped) mpou3Boaa

[Tojam yBpHyTOr?? nMpou3sBojia UMa BEIUKY YOIy Y FeOMEeTpuju, aiu u y busuim, mocebHO y OHIITOj
Teopujn peraTusHocTH. Muora permera AjrmTajrosnx?? jeamaunma mosba, Kao mro je [sapmmmamzoro?t
pelneme, IMajy CTPYKTYPY YBPHYTOT IIPOM3BO/IA, ITa Cé TAKO MOYKe U MPEeJCTABUTH T'€OMETPHja IIPOCTOP-
BpeMeHa OKO HeKe BeJIMKe 3Be3/le WX IpHe pyme. MHOrocTpyKoCTH ca CTpYKTYpPOM YBPHYTOT IIPOM3BOIA
ce mM3ydaBajy BeoMa JIyro, JOK je HayKa O IOJAMHOIOCTPYKOCTHMA Ca OBOM CTPYKTYPOM IIO4€sa Ja Ce
pa3Buja Tek KpajeM IPOILIOr BeKa.

22enru. warped

23 Albert Einstein (1879 — 1955) - memauku Teopujcku duznyap, GopMyIHCaO je CHeNujaJHy U OINIITY TEOPH]y PelaTuB-
HOCTH, JOIPHHEO HAIPETKY KBAHTHE TEOPHUje U CTATHCTHUIKE MEXAHUKE.

24Karl Schwarzschild (1873 — 1916) - Hema4ku acTpodbU3MYADP M ACTPOHOM, JIONIA0 j€ 0 TO3HATOr pelleba AjHITTajHOBIX
jemHAYMHA MOJba KOje je OMUCAIO TeOMETPH]Y MPOCTOP-BPEMeHa OKO TAYKACTe Mace.
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Hedunnnuja 2.3. Heka cy (M1, ¢1) n (Ma, g2) nee PumanoBe muOrocrpykoctn Takse na dim My = m
nudimMs =n—m, 1 < m < n u uweka je f nosuruBna dyuknuja uwa M;. Ilocmarpajmo mpousBozn
MHOTOCTpYKOCT M = M X My n HEKa Cy 71 : My x My — My n wo : My x My — My npupone
npojexuuje. YBpHyTH?® npomssox M = M; x; M, je muorocrpykoct M = M x My ca Merpukom
g = g1 Xy g2. Taunmje
2
g=01 x5 g2 = m1.(g1) + (f o m1) T2.(92),
Tj.
(2,2) = (dmi(2), dmy () + £2(p) (dma (), dma(a)

3a cBakM BeKTOD 2 Tanrentan ua M = My x My y nekoj Tauku (p, q).

M, ce nazusa 6a3a yspuyTOr npoussoa M, a 3a ceaky tauxy (p,q) € My x My, {p} x My = w1~ (p)
cy Bnakua’® a M; x {q} = 727 1(q) ce nasuBajy JucTOBH.

|

M

1

P
Cuuka 2.2 Ipumep yspuyTor npoussoia.’’

Hexa je x : M™ — S"*1(1) mapamerpusanuja poTaruone Xunepnoppnm aata ca (5) riae je npoduana,
KpuBa «($) MIPUPOIHO NAPAMETPU30BAHA CA

1 =v1(5) >0, Ynt1=Ynt+1(5), Ynt2 = Yns2(s), se€l.

Kako je ¢(t1,...;tn—1) = (@1,...,n) OprOroHanHa napamerpusauuja jeaunudne (n — 1)—aumensuone
cdepe u3 (12) MokeMO Ja BUAMMO Ja Ta XUIIEPHIOBPII UMa TIPUPOIHO JehUHUCAHY CTPYKTYPY YBPHYTOD
TIPOM3BO/IA Tj.

M™ =1 x,, S"(1).

Ca zpyre crpane, u3 (14) MOKeMO J]a POTAIMOHY XUIIEPIIOBPIIL IIOCMATPAMO Kao

M™ = a x, S"7(1).

2.5 JemmaumHa cpelmle KPUBUHE

Hexka je H,, HopMaaun3oBaHa m—Ta CAMETPUYIHA (DYHKIINja IJABHUX KpUBHUHA xumneprospiud M™ 1j.

CrH,, = > ki kiy. ki (18)

1<i1 <. < <n

rie je

o <”> n(n ;nl(in(—nlgni+l)

aki=MN1=1,...,n—1muk, = p cy rmaBue kpusune xunepnospmm M", mrto 3namo u3 Jleme 2.1.

25
26

eHry. warped
eury1. fibers
27Cnuka mpeyseTa u3 [18].
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Jlema 2.2. Pomayuona zunepnospus M™ cgepe S (1) uma sadamy wpusuny H,, (m <n —1) axo u
camo axo y1(s) 3adosomasa caedehy dudepenyujanty jeOnauuny:

nHyy™ = (—1)" (n—m)(1 =3 —95)% —m(L—yf —91) = (i +y0)u). (19)

Hoxkasz: 13 Jleme 2.1 3namo 1a cy

riaBHe KpuBnHe xuneproBpimu M™. O mux MOXKeMO u3adparu m KpuBuHa, m < n — 1, Tako aa cy uin
cBUX M KpuBHHA MelycoOHO je/iHaKe U jenHake \ WiH Ja je mUX m — 1 jenHako A u jeJHa je jeTHaKa f.
36or Tora u3 (18) crenu na je

m(m

Nln—1).. (n—m+1 i S <n

T (n ) (Z_—ll)wl“>
n

< " o

m
2

M\»—a

—m)(L—y; —97) % + (=)™ " m1 —yi —37) °
(=1)"((n —m)( Y=y —91)% —m(l—yi —37) = (i +y1)y1)-

(41 +y1)u1

JIema 2.3. Jednawuna (19) je exeusarenmua ca wenum UHMEZPAAOM NPBEO2 PEO
Gy, 91) =y " (L =i = 91)7 — Hupn™) = a = const. (20)
3am<mn-—1.

Hoxkas: To nobujamo muoxemeM jeanadnne (19) ca (—1)"y;" "™ 1, a 3arum mwenum unrerpambemem. I

Kopucruliemo texmuke ommcame y pagosuma [21] u [13] ga u3yummo (20). Jexmauunna (20) mam rosopu
Jla JIOKAJIHO pelneme y; jeanadunne (19) ynapeHo ca u3BOIOM TOI pPelleba, IITo 03HadaBaMo (1, Y1), jecre
HEBOCcKa Kpuba®® dyuxuuje G,, medunmcane ca

G (u,0) =u" "™ ((1 —u® = v*)? — Hpu™), (21)
sau>0mul+ 02 <.
Hanomena 2.3. V (16) cmo nokazanu ja Baxku aa je y1 + 91 < 1.

Cuenyjasnno 3a m = 1 dyukuuja Hy = H = H(s) upezacrassba cpeliby KpuBuHy xuneprospiu M™.

Ako nam je 3azara dyukuuja cpenmwe kpusune H = H(s), uz (19) moxkemo Hanucaru Hesuneapuy aude-
PEHIMjaTHy jeTHAYNHY Yija Cy perema KoopanHaTHe (hyHKInje Koje n1eWHUTTY POTAIIMOHY XUTTEPTIOBPIT

M™ Tj.
yiih + (n— 155 +nyi — (n— 1) = nHyi\/1 -y} — 33, (22)

28 HupocKa KpuBa (HMBO-KpUBA, HHBO-CKYII) PEAJHO-BpEJOHOCHe (QyHKIHje [ KOja 3aBUCH OJ M [IPOMEHUBHX je CKYII
Lo(f) = {(z1,..xn) | f(z1,...xn) = ¢} Tj. cKyn Tagaka y KojuMa pyHKIM]ja y3uma ogpeleHy KOHCTAHTHY BPETHOCT.
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3 JloBo/bHM yCJIOBU Jia XUMNEPHIOBPII Oyae poTanmnoHa

[Turamo ce KaJa je mpomsso/bHA Xuneprospi o : M™ < S"T1(1), 3a n > 3, poTanuona XUIepPIOBPIIL.
Crnenehe TBpheme mpecTaB/ba TIaBHY T€OpeMy O JOBOJHUM yCIOBUMA ja Xumeprospr ox S™ (1),

n > 3 Oyze pOoTaIUMOHA.

Teopema 3.1. Hexa je v : M™ — S"t1(1), n > 3 npouseonna zunepnospw. IIpemnocmasumo da cy
2aasme Kpueune ki, ..., k, 00 x maxee da ky = ko = ... = k1= -AN#0,k, =—p=—pu(A) uA—pu#0.
Tada je cauka x(M™) cadpotcana y HexKoj pomayuoroj Tunepnospuwsy.

oxkas:

[osuaro je u3 [23] ma ce xumeprospm M™ MoxKe MOJETMTH Ha JUCTOBE?’ MHBOSYTHBHUX JHCTPH-
6ymmja Dy m D, oapehernx COMCTBEHNM BEKTOPWMA KOjU OJTOBapajy COINCTBEHHM BPETHOCTHMA A W [i,
PECIIEKTHUBHO, TIe je A KOHCTaHTHa ay:K JmcroBa muctpubynuje Dy. Heka je p € M npous3Bo/bHA TadKa
1 O3HAYHMO €2 %, JucToBe muctpudymmje Dy, a ca L, mucrose auctpubynuje D, Koju mposase Kpo3 p.
N3abepnmo, y Hekoj okomman Taduke p, U = U(p) , KOOPAWHATE U7, ..., Up—1 ¥ T TAKBE A CY UL, ..., Up_1
JIOKaJIHe KOOpAnHaTe y Y, u t je koopanHaTa y Ly. O3maunmo ca V; = a%,u T = % u ca N jeuHUIHU
HOpMaJiaH BeKTOp nMmep3uje x. llokazahemo n1a je x poTalioHa XUIEPIIOBPIN y OKOJNHU TadKe p.

IIpso hemo nokaszarw zaa je X, ymGunmaka y S"T1(1). Heka je ca V 03HaueH KOBapHjaHTHU W3BOJ O
S™tL(1). Tana

Vv.N =\V;, VN =uT.

Kaxko je V;(A\) =0 u u = p(N), Tana je V;(u) = 0 u Baxku
VrVy,N =XV, + \VrV;, Vv, VrN = uVy,T.

13 wumennne qa S"T1(1) uma KoncranTHy cekipony kpusuny u [V;, T] = 0, MOykeMO 3aK/bydnuTH 1a
0= (VaVy, — Vo V)N = VVi + (A — )V T,

Kako p HEje ymMOmINYIKA TadKa, BAXKH
Vv.N=\V;, VyT=——"—

na crean na Y, jecre ymGunmdka za S"H(1).

Omarye je X, C P NS™H1(1), rae je P" n-IuMeH3HOHM mOTIPOCTOpP aMOHjeHTHOT mpocTopa. AKe-
MO 14 TIOKAZKEMO J1a, Cy IPOCTOPH P KOJH Cy y KOPEeCIOHICHIHjH ca oxpelerny mucroBnva Yp, mapa-
JeTHE y aMOUjeHTHOM TTPOCTOPY.

Hexa je r mosummonn sekTop o S™11(1) y ambujenTHOM TpocTOpy ¥ Heka ¢y V ¥ ¢, KOBapHjaHTHH
HU3BOJ 1 MeTpHKa pecrneKTuBHO, aMbujeHTHOT IpocTopa. Heka je W BeKTOpCKO mosbe ayK ¥, JeduHNCAHO

caW = ( ,gW,V;)=0m

!

= A

Omatne, Vy,W = ar, tae je
a=g(VyW,r)=—g(W,Vyr) =—g(W,Vi) =0
Cnemn ma je W KOHCTaHTHO Ay’ X, W OPTOTOHAJIHO HA P".

Heka je caga A = —r + % Taza je g(A,V;) =0u

1 1—
VViA =-V,+ XVVL'N =-V,+ XvViN =0,

. -=n
wro 3Hauu Ja je A, raxohe, KOHCTaHTHO Jy»K X, u oproronasuo na P . Ilomro cy W u A suneapno
He3apucHH, y3ehemo y 063up pasan II = [, A] renepucany ca W n A. II je moTnpocTop opToroHajaH Ha

29enru. foliation
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P'u Ja O6ucMo oKa3aan ga Cy " TapaJeaHn JOBOJLHO je Ja mokaxkemo jma cy Il mapanemnaun. Mopamo
mokazaru g1a VA u VoW npunazajy I1.
Iomrro je [T, V;] = 0 3aksbyuyjemo

Vv,V A=VyVy,A=0, VyVrW =VrVy W =0.
3aro cy VrA u VW koncrantau ayx 2,. Baxu jour u

g(VrA,V;) = —g(A,V1V;) = —g(A,V1V;) = —g(A, Vv, T) =0

9(VrW., Vi) = —g(W, Vv, T) = 0.

—n .
Cnemn na cy m VoW n VA KOHCTaHTHN BEKTOPM Iy’ X, W OpTOroHannn wa P, ma nmpumnanajy 11, mro
CMO U KeJIeJIU 13 TIOKAZKEMO.

. . -—=n
Cama n3abeprMo OPpTOHOPMHUPAHY 6a3y €1, ..., €,+2 AMOHjEHTHOT TTPOCTOPA, TAKBY na je P mapanenan

T
ca [e1,...,e,]. Osmaumhemo [e,11,en42] = P?. Kaxo ce P nomepa myx mmcta L,, Heros nmpecek ca
S"1(1) ommcyje porarmony xuneprosput oko P2 koja je 6am x(M™) mTO CMO 1 JKeJIeIn /13, JOKarKeMo.
|

Hanomena 3.1. Teopema 3.1 ne Baxku y ciy4ajy n = 2.

Mocaeauma 3.2. Heka je x : M™ — S"L(1), n > 3, munumaina®® zunepnospw xoja uma dee 2aa6me

Kpusune A\ u [, 2de jedna 00 wuzx, Ha npumep A, je euwecmpyrocmu bap (n — 1). Tada je x(M™)
cadpoicana y xamenoudy’: .

okas:

360r MUHUMAJIHOCTH, X jeé aHAJIUTHYKA. AKO MOCTOjU OKOJUHA YMOWJIMYKUX Tadaka, L j€ TOTAJIHO
Te0/Ie3MjCKA W TOCTEIUIA BaXKHA. ¥ CYNPOTHOM, MOCTOjU OKOJIMHA HEYMOWJIHIKUX TA9aKa U MOKEMO
upumenuTu Teopemy 3.1 Ha oBy okosuny. 36or anasurudsocru, x(M™) je caupxkana y KareHOHLY.

Mocaeauma 3.3. Hexa je x : M™ — S"t1(1),n > 4, xongopmmo pasna zunepnospw®>. Ipemnocma-

eumo da easicu A # 0, = p(AN), A —pu # 0. Tada je x(M™) cadpotcana y pomayuoroj Tunepnospus.

Hokas:

Kako je z : M™ — S"1(1),n > 4 xondopMHO paBHa Xumeprospi, 6ap n — 1 0 HeHuX TIABHAX
KPUBWHA Cy jeJlHAKEe W HEKa Cy, 0e3 ymamema OnmrocTH, jegnake —\. Heka je apyra riiaBHa KpuBWHA
o3Hadena ca —u. Jloka3 crnenm nupekTHOo 3 Teopeme 3.1.

IMocaeauna 3.4. Hexa je v : M™ — S"1(1), n > 4, xondopno pasna munumanra runepnospus. Tada
je x(M™) cadporcana y xamenoudy.

oxkas:
Kaxko je x : M™ — S™"1(1),n > 4 xoudopmHO paBHa XuTepnospi, 6ap n — 1 o HeHnX KPUBHHA CY
jemmake. Jlokas je, makie, uctu Kao u 3a llocmenuty 3.3. |

Cneneha Teopema ce GaBu nuTamem ompehusama koje xumeprospriu on S"T1(1) cy umBapujamre
[-mapameTapcke moarpyte nzomerpuja ox S™1(1). I'py6o peueno, nokasahemo ja ako 3aHEMapuMO XH-
TIEPIIOBPINHU KOjeé MMAjy KOHCTAHTHE IJIaBHE KPHUBHUHE W MPETIOCTABUMO 13 je | MaKCHMAHA T03BOHEHA
BpeaHocr, Taza je x(M) poranuoHa XuIepIoBpIiL.

[Moroano wam je ma ca C(n) o3dHadmmo cKymn cBux xumeprospimm of S™T1(1) koje umajy koncrantHe
IJlaBHE KPDUBHUHE.

30KapaxTepuzanuja u Knacudbukanmja MUHIMAIHIX POTamuoHnx xuneprospmu chepe SPT1(1) je merammuuje obpahena
y §5.

31Kako je (22) 3a H = 0, ¢ = 0 1j. y R*T!, jeamaunna kaTenomna mapaMeTpu30BaHOT Jy:KHHOM JyKa, Tajga hemo csa
pemniera oBe jeqHaunne 3a H = 0 u y HamewM caydajy 3BaTi (chepHEM) Kamerouduma.

32y [17] je mokasamo na je 3a n > 4 xumepnospm x : M™ — S™t1(1) xordopMHo pasHa ako u camo ako cy Hap n — 1 of
IEHUX [JIABHUX KPHUBUHA jeHAKE.
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Teopema 3.5. Heka jen > 3 durcupano u nexa je x : M™ — S"1(1) zunepnospws xoja je unsapujanma
l-napamemapcke nodepyne usomempuja od S™T(1). Ipemnocmasumo da x ¢ C. Tada maxcumanna
epednocm 1 je lyae = n(n —1)/2 u axo je l = ez, mada T uma dee zaasne xpusune X\, p, 2de jedna 00
UL, Ha npumep \, je suwecmpyrocmu bap n — 1. Axo je, dodamno, X # 0, p = p(\) u p— A # 0, onda
je x(M™) pomayuona runepnospu.

oxka3s:

a Gucmo soKa3aJiu IpBy 10 OBe TeopeMe, nokaszahemo 1a je lyq, = n(n—1)/2. W3 camor nocrojarma
pOTaIoHe XUIEPIOBPINN CAeIU A Ce OBA BPETHOCT MOXKe JOCTHhH, MOTPEOHO je jOI JOKa3aTh [a je
ona nm mMakcuMmanHa. Heka je p € M™ u mexa je X, opbuta Tadxe p MO JjCTBOM [y q-TTAPAMETapCKe
noarpyne usomerpuja ox S"T(1). Hpernocraumo na Ly, > n(n — 1)/2. Taga je dimX, = n, y
CyIpPOTHOM JIHMEH3Hja TpyIe m3oMerpuja ox X, je majsume n(n — 1)/2. Kako je dim¥, = n, 360r
xomorenocT, X, = M"™. Amu tana M™ € C. OBO je KOHTPAIUKIIM]ja Ca IPETIOCTABKOM H ONATIIE CJIEIH
A2 lpar =n(n —1)/2.

IMokazanu cMo ga | = lyee = n(n — 1)/2. ZKenumo 1a nokaxkemo u jJa & UMa, JBE IJIaBHE KPUBUHE U
Jia je jenHa of mUX BHUIIeCTpyKocTH Oapem n — 1. Heka je omer p € M™ u Heka je X, opOuTa TadKe p MOT
zejcrsoM [-napamerapceke noarpyne. Ilomro x ¢ C, dim ¥, = n — 1. Ako je p ymbunndka Tauka Teopema
BaXKM, 4 IPETIIOCTABUMO JA P HUje yMOMINYKA.

Hexka cy ey, ..., e, jeIUHAYHN IJIABHU BEKTOPHU y TAYKWA P CA [MIABHUM KpUBHHAMA K1, ..., ky, pecrek-
tuBHO. IIpBo hemo mokasaru ma ranrentHu npoctop T1,(X,) oq X, y Tauku p cagpKu 1 — 1 [VIABHUX
BekTopa. IlokazaheMo ja 3a jeIMHUYHM BEKTOD v = Y. aye;, ., aF = 1, koju mpunana T, (3,), onHoCcHO
KOj¥ je OPTOrOHAJIAH HA HOPMAJHHU BeKTOp paBHu (Aj, ..., A,) 1j. Y A;o; = 0, Bazku 112 je 6ap 3a jesHo
i, oy = 0. Ilogmuoroctpykoct T, (X,) je nedunncana jenHadnHama

Glag,..an) =Y a? —1=0,
H(aq, . yom) = Aja; = 0.

Hopwmasna KpuBuHa y mpasiy BekTopa v je F(ag,...,a,) = Y. k;a?. Kako je rpyna koja jejcTeyje Ha
¥, MaKCHMaJIHa TPyIa H30METPHja U n > 2, CBe HOpMAaJIHe KPUBUHE y NpaBIuMa caapzkamuMm y 1,(X,)
cy jemnaxe u pecrpukumja F ua T,(3,) je koncranraa. Kopumhemewm Jlarpanxese® mynrunimkarusae

meroje, 1o06uja ce Ja 3a Heke peasine 6pojese A u (3, grad (F + MG + SH) = 0. Opnarie
QOéi(k'i + /\) +pBA; =0, i=1,.,n,
3a cBakW jeqHuHHIHE BeKTOp U3 1),(X,). Axo je S # 0, a xako nocroju A; # 0, crenu na je

B4
2

C o63mpom Ja MorxkeMo Haliv 1Ba jeIMHWYHA BEKTOpA Ca PA3IMIUTUM «; caenu na (k; + A) = 0, mro je
KOHTPAIAKIIH] .

Baro je 8 =0u «;(k; + \) = 0. Axo je v BeKTOp uuja je i—Ta KOOpAUHATA PA3IMIUTA O HYJI€ CJIEIH
k; = —)\. 3aro mocToju ¢ TaKBO Jia je 33 CBAKW BEKTOP U HEroBa i-Ta KOOPAWHATA jeHAKA HYIH, jep Ou
WHaYe CBe KpuUBHHE Omye jeanake. be3 ymMamema OIIIITOCTH MOXKEMO y3eTtu N = 4. Jlakyie, CBU BEKTOpHU
v Cy OPTOrOHAJIHK Ha €, (T0 je Bekrop HopMasan Ha 1,(3,)). Kako je T,(X,) aqumensuje n — 1, 3a cse
ocTaje i, TOCTOjU v TaKBO 1A je oy # 0, Teé Cy CBe OCTajie KPUBUHE jeTHAKEe — .

Axkoje A #£ 0, p = p(N) w u— X # 0, orga n3 Teopewme 3.1 cenn ga je z(M™) poranmoHa XMNIEPIIOBPIIL.

|

Hanomena 3.2. Kiaca C(n, c) je kinaca msonapamerputake®! dbavmmmje o S"1(1) y emucny Kaprama®®.

Kapran je mokaszao y [1] Ja HeOmXoJaH M J0BOJbAH YCJIOB 3a (GaMUIN]y HapaJeIHUX XUIEPIOBPIIH HEKe

33 Joseph-Louis comte de Lagrange (1736 — 1813) - mrasujancko-bpaHIyCKn MaTeMarHdap U aCTPOHOM, a0 je Bar<aH
JONMPUHOC HA, CBUM TIOJbUMa, aHAJM3€e U Teopuje OpojeBa Kao M KJaacuyHe U HeDeCKe MeXaHWKe.

34Yzonapamerpuyka dbavMmimja Ha HeKoj PumanoBoj MHOrOCTpyKOCTH M je KOJEKIHja HHBO-KDHBA HEKE HEKOHCTAHTHE
dbynxuuje f ca ocobunom ma cy byukmuje Fi(f) = |gradf|?, Fo(f) = Af xoncranthe Ha cakoM musoy. Ca Af mpejcra-
BJbeH je Jlanmac-BenTpamu onmepaTop KOju MpeacTaB/ba JUBEPTEHIIN]Y T'DATHjEHTA.

35Flie Cartan (1869 — 1951) - dbpaHIycK:n MaTeMaTHYap, A0 3HAYAjaH JONPUHOC ¥ TEOPHjH JIMjeBUX IDYIa, U3yYaBatby
nudepeHujaTHuX cucTeMa U audepeHIja e reoMeTpuje.
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PumanoBe MHOTOCTpPYKOCTH /1A Oy/e mapaMeTpryKa jecTe Ja CBaKa XUMEPIOBPIT NMa KOHCTAHTHY CPEIby
kpusuny.®S Uaxo cy 3a npocropue dbopme koncranThe kpusune ¢ < 0 davumuje knacubukosane y [1] u
HEeMa UX IIYHO, y HallleM CIyd4ajy, 3a ¢ > 0 xommieran omuc Kjaace C(n) je jour yBeK OTBOPEH IpODJieM.
Hucy csu enementn C(n,c),c > 0, uupapujanre [-apamerapcke moarpyie rpyme uzomerpuja o1 S i(c).
Axko 6u ce kiacudukanmja Moraa JOOUTH IO OBUM JOAATHUM pecrpukiimjama Teopema 3.5 6u Guiia
€KCTUTUIUTHI]A.

36TIpeyseTo us [8)].
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4 Porammone xunepnoBpiim cdepa ca KOHCTAHTHOM CpPeIHOM
KPUBUHOM

4.1 Kapakrepuzamnuja poranuonux CMC xunepmoBpiin

[Mocebuy dbamummjy poramuonux xuneprnospmu S (1) npejacraBbajy oHe ca KOHCTAHTHOM CPe/HOM
KpuBIMHOM T3B. portanmone CMC?” xumnepmospmm u oHe cy yommreme JeOHIjeBIX MOBPIIHE TPOINMEH-
3uoHor TpocTopa. leonu je nedpuHncao n okapakTeprcao KOMILIETHE TIOBPIIH €A KOHCTAHTHOM CPEIHhOM
kpusunoMm y R3 y com pamy [7]. Kaxkemo sa je moBpIin KOoHCTaHTHe cpejiibe Kpubuhe y R3 kommjerHa
ako umje neo Behe takse mospimu. Iloka3ao je ma ce cBaka TakBa MOBPII J00Wja POTAIHjOM T3B. PYJIETa
Koumke®® OKO oce pyseTa, Tae ce pyJaeT KOHHKe J0o0Hja Kaa KOTP/haMO KOHUKY HeIIPeKHIHO IO (PUKCHPa-
HOj mpaBoj. Vako MUHHUMAJIHE POTAIMOHe XUepnoBpinn surieaumensuone chepe (H = 0) jecy momckymn
CMC damumnuje, 9ecTo ce CMATPAjy CHEIMjAJTHUM CJIy9IajeM.

Kana je H = const, nudepennujanna jemaaanna (22) ce moxke ynpocrutu. On 3uadaja nam je ciaenehe
TBpheme.

Jlema 4.1. Hexa je H xoncmanma. Tada je npsu unmezpas 0d (22) dam ca

. a
vi=1—y} — (Hy — F)Q, a = const. (23)

1

Hokas: Obenexumo ca z = /1 —yf — yf paJju naxier padyna. Taza je
2z = =91 (y1 + §1).

U3 (22) moxkemo uspasuru §; u gobujamo

—1)22
zZ=—y1(nHz + u),
Y1
U
— D (= 1)z + nHy)
Y1
Heka je cama f = z + Hy,. Kako je H koncTanTa, 3 TpeTxXoIHor ciean 1a je fy; = —(n — 1) f1, ma je

omarie f = y%‘_l, rre je a meka KoHcranta. Omatie Baxu
1

22 =(f—Hyp) =1-y — i,

LITO JIOKA3Yje OBy JIEMY. |

Hanomena 4.1. Jlemy 4.1 cmo morun gokasarn u kopucrehin (20) 3a m = 1.

4.2 Heku cnenujagHu cirydajeBu

IIperxoaHO CMO aHATH3UPAH TAPAMETPU3AIAj€ POTAIMOHNX XUIIEPIIOBPIINY BUIIEINMEH3HOHNX chepa
KOHCTAHTHE CpeJibe KPUBUHE W IMMOKA3a/J U CMO Jla Cy pelleha HeanHeapHe gudepeHIujaane jeTHaInHe
MPBOT pesia KoopauHarHe GyHKINje Koje aedunuiny oBe xuneprospinu. Crenn JeTa/bHa aHAIN3A Y Tap
CHETIjaJTHIX CIydajeBa.

4.2.1 Porammone xuneprnospmmu oa S" (1) : H = const, a = 0;

Kana je H = const, a = 0, jennauuna (23) ce cBoxu ua caenehy nudepenuujanny jequaduny Kojy
JKEJIMMO 1A PENIuMO:
Ui =1-yi(1+H?). (24)

37enrs. constant-mean-curvature

38k pyr, enumnca, xunep6osa, mapaboma
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Kopucrehu (21) M03KeMO OCMaTPATH HUBOCKY KPUBY

Gy =u""'(V/(1—u?—v?) — Hu) =0,

Tj.
(1+ H2)u2 +v2=1.

ITomTo je v > 0 Ta HEBOCKA KPUBA je MOJOBHUHA, EJIATICE.

VA

N

Cnuxka 4.1 HuBocka kpusa 3a G1 = 0.

Axko y3memo zga je nouernu ycios y1(0) = 0, pernaBamem jennauune (24) nobujamo

()_sin(\/1+H s)
N e R

Mozxkemo ma Bugumo ga he oarosapajyha xumneprnoBpin OutTu Heka cdepa mapaMeTpu30oBaHa ca:

[

4.2.2 MwuHUMaJIHE POTAIMOHE XUMEPIOBPIIN O] 5'3(1)

ITocmarpajmo muarMasHe xunepnoBpinu cdepe 3a n = 2. U3 gedununimje 31aMo 13 j€ XUIEPIOBPIIT
MUHUMAJIHA aKO j€ CPe/ha KPUBUHA MIEHTUYKY jeiHaka Hyau. Jennauuna (22) ce 3a H = 0 cBogu Ha

yidh + 91 =1 — 27, (25)

Axo crapumo 1a je z = 1 — 2y?, Bumumo 11a je 2 = —4z, y3 modernn yciaos 31 (0) = 0 mobujamo 1a cy
perea (25)

yi(s) = V/1/2 + beos(2s),
ya(s) = /1 — 2 sin(s).
ya(s) = /1~y cos o(s),
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rﬂejeb:constn—%<b<%n3
s /17 2 02
¢(S) :/ ( y12 yl dS (26)
0 I—wui

V= [

ds.

1
V(1/2 4+ bcos(2s))(1/2 — beos(2s))

Kana b = 0 n06ujamMo KOHCTaHTHO perrere y(s) = ? Omno oxrosapa Kmmudopmosoj*® murmmamnmo]

JIBOIMMEH3HOHOj xuneprnospmu 1j. Kimudopmosom Topycy S 1(\/5) x S 1(\/g)

Kama b — —% oBaj ciyuaj ce nokJsana ca ciaydajem (24) kaga je H =0u n =2 jep

1 1
yi(s) = \/2 - E(cos2 s —sin?s) = sin s,

u oxrosapajyha poTaIHOHa XUIIEPIIOBPII je jeuHaudna cdepa S2.

Crawmuro ce nobuja u y caydajy b — % jep je Tama permeme y(s) = cos s, a ¢ = const, Na je a BEINKH
KpyT Koju reneputie S2(1).

Teopema 4.1. Hexka je x : M? < S3(1) xomnaeman xamenoud. Tada je x cmewmarse (yarazarse).

Hokas: Moxkemo na Buanmo Ja je 3a s # 0, 1(s) # 0 n ma ako Baxku y1(s1) = y1(s2) Tama s; = +s;.
[ToTpebHO je ma moKaXkemo oI Ja WJju Y3 WK Y4 33J0BObABA Ciieehu yCjoB

Y2+i(s) # y24i(—s) 3a cse s £ 0, 1 =1,2. (27)

ITpnmernmo u3 (26) na je ¢(s) vemapua dyHrImja u 1a je y1(s) = y1(—s) 36or naprocTn dyHKIMje
cos. 13 Tora
ys(—s) = /1 = yi(=s)sing(—s) = /1 — yi(s)(sin(—¢(s)) = —ys(s),

Tume je oBaj 10Ka3 3aBpLUEH. |

3a cBako s # 0.

MI/IHI/IM&JIHI/IM YJIOXKEHUM POTATUOHUM XUTIEPIIOBPINTUMa BUITEIUMEH3NOHUX jeﬂI/IHI/I‘-IHI/IX C(bepa ce 6&—
Buo Orcyku u mokasao je cienehy Teopemy umju je mokas m3joxKeH y ciaemehiem moriaBiby.

Teopema 4.2. Jedune KOMNAKMHE MUHUMAAHE Yaodicene pomayuone Tunepnospuiu 0d S™T cy Kau-

$opdos mopyc S* (/L) x S"71(\/ 2L u zeodesujexe cepe S™.

39William Kingdon Clifford (1845 — 1879) - emriecku maremaTuuap u buno3od, JOTPUHEO je HACTAHKY TEOMETDH]CKe
aarebpe.
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5 KomMmmakTHO yJi0o>KeHe poTanmoHe xumneprnoBpinu ca H,, =0

5.1 Kapakrepuzamnuja poranuonux xumneponospmm ca H,, =0

Y §1 cmo medbwunucanu H,,, HOpManIn30Bany m—rTy cUMeTpuUdHy (DyHKIHU]jy rIaBHUX KpuBuHa. 2Ke-
JIMMO J1a BUIIMO KaKO H3LJIe/Iajy n—IuMeH3HOHe poramuone xuneprospimn chepa S"T1(1) ko kojux je
H,, =0, (1 <m < n)w Ia NCTUTAMO KOj€ Off HUX Cy KOMIAKTHO YJIOKEHE POTAIIMOHE XHUTIEPTIOBPIIIH.

Heka je o upoduina kpusa napamerpusosasa ca (14) u neka je
o M™— S"TH(1) c R
(87 t17 ceey tnfl) = (yl (8)@17 1 (S)QD,,“ y’n+1(8)7 yn+2(s))a
@i = @ity tno1), QT +..+@r =1,
IapaMeTpu3alja POTAIOHe XHUIEPIOBPIIH reHepucane KPEHBOM « oko P2 = [e, 1, e,12]. Pabancky
KPUBY 7, KOja IPeJICTaB/ba OCy pesoslyuuje, 1001 MO IpOjeKToBabeM NpoduiHe Kpuse Ha P2, Mo-
JKeMo m3abpaTy mapaMerap § Kao JyKHuHy JykKa Kpuse . Heka je 6 opujentncann yrao nameljy y,+1 oce

M TaHTEeHTHOD MpAaBIa KpHBe Y 1 Heka je h(§) support dyHKimja kpuse v (Bugern cawky 5.1). U3 (6)
MOZKEMO 3aKJbY IUTH 2

(d5)% = (dynt1)” + (dynt2)” = (ds)” — (dy1)?, (28)
an j_ yn+2(3)
tanf = 25 (29)
A 3".n+2

yn+1
n+2
Cruka 5.1 Papancka kpusa .40
Ako je Hy, =0 (m < n), onga u3 (18) Baxu
0=C"H,, =Cr i\l on-tAm =,
Tj.
A" (n—m)X + mp) = 0. (30)

Osuaunmo ca y(s) = y1(s).

Jlema 5.1. Pomauyuona zunepnospw M"™ chepe S (1) uma H,, = 0 (m < n) axo u camo axo y(s)
3adosomasa caedehy dudepenyujarty jednavuny:

(n—m)(1 -3 —§2)% —m(l —y* - §%) "% (i +y)y = 0. (31)

Hoxkasz: Cnean u3 (19) 3a H,, = 0. |

40Cnuka mpeyseta u3 [15].
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Jlema 5.2. Jednawuna (31) je exeusarenmna ca unmezparsom npeoz peda

Gl 9) = "™ (1 — 42 — 57 % = a = const. (32)
3am < n.
Hokas: Crean u3 (20) 3a H,, = 0. |
Kopucrnmo pag [15] ga u3yunmo (32). ITocmarpajmo HuBOCKe KpuBe dyHKIHMjE Gy
G (u,v) = u"™(1 — u? — v?) %, (33)

3au>0mu?+v2<l.

Mamnmupajmo orBopeny mnomypasan {(u,v)|w > 0} ca HEBOCKOM KpmBoM G, = a (BumeTu ciuky 5.2).
Craka KpuBa je riaarka yHuja aBa rpaduka

vmgyf1-u - () (34)

OCHM 3a HUBO (g KOJU OJroBapa KOHCTAHTHOM DeIiemy y = Yo jeanadune (31), vae cy

m(n—m)

n—m m.%s ,n—m on
i=" = ()T T 3

Husocka xkpuBa G, = ag CaApxKu jeIUHCTBEHY KPUTUUIHY TadKy KpuBe G,,, KOja Ce Haja3u HA XOPU30H-
TAJTHO] OCH, IITO CE MOXKE€ BHIETHU U3 T'PAJIUjEHTA
m—2

grad Gp(u,v) =u""™ 1 —u? —v?) % ((n—m)(1 —v?) — nu?, —muw). (36)

3a a = 0, nusocka xkpusa u? +v? = 1 je nonykpyxuuna. 3a a # 0, MOXKEMO BUIETH JIa je HUBOCKA, KPUBA
3aTBOPEHA ¥ OTBOPEHO] MOJIyPABHHU, TITABHUINE, HAJIA3KW Ce Y PETUOHY OApeleHOM MOJyKPYKHUIOM.

\j

—

1

Cnmxka, 5.2 Husocke xpuse 3a a > 0.4

PasmaTrpahemo paciojeme Ha aucToBe? OTBOpeHe IOMypaBHH HHBOCKEM KpmBama G, = a. Kako
G, ¥Ma MakcuMyM y ag, umamo ga a € [0,ap]. Moxkemo ja 3aki/byduMo Ja je cBaka KPUBa HAa HEKOM
Cpe/beM HUBOY @ 3aTBOPEHA U O'PAHUYEHA, 114 1 KOMIIAKTHA U 0] oirosapajylie peweme r(s) gocruxe
jemuucrsenn munumym y r1 > 0. Cazga mopamo pazmorpuru ciejehia tpu ciydajas

41 Cnuka mpeysera us [15].
42epry. foliation
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5.1.1 Cuayuaj 1: H,, =0, a = ag;

Bpennocr a = ag u3 Bese (35) uMmaunupa aa je

Y = Yo, Yo = y

KOHCTAHTHO pelneme jeanadune (31), ma cy riaBHe KPUBUHE jeJHAKE

ki = =kp g =A=—

u3 Jleme 2.1 u (35).

Oxrosapajyha poramuona xunepuospi M™ oxrosapa Pumanosom npoussomy S™ ! (w / %) x St (, / %),
mro je mokaszano y [19]. V mpeTxomHoj riaBu cMo BHIEIN na je 3a m = 1,n = 2 oxroeapajyhu mpouseos

Sl(\/g) X Sl(\/g) Kmudopmos Topyc.

5.1.2 Cuyuaj 2: H,, =0, a=0;

A
1
\a-()
| 1

1

Cnmka 5.3 HuBocka kpusa 3a a = 0.

v

\

Bpeanoct a = 0, ma u3 jemnaunne (32) caenn na je y2 + 2 = 1. Unterparmjom y? + 32 = 1 y3 moversn
yeaos y(0) = 0, pobujamo na je

y =sins,

¢ = const,

na je npoduHa KpUBA BEJUKH KPYT KOjU ME€HEpUIIle TOTATHO reojie3ujcky n—cdepy S™.

5.1.3 Cuaywuaj 3: H,, =0, a € (0,a0);
Axo je a € (0,aq), Tama nMamo
V4P <1, 0<y<1, y#-const. (37)
U3 y(s) = y1(s) = cosr(s) caequ na
0<cosr<1, 0<sinr<]I. (38)
Kopmucrehu y(s) = cosr(s), jennaunua (15) ce MOXKe 3amucaTh Kao

o 1—? 1y

sin? r (1—y2)2 "~
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u3 (37) n (39) MOXKeMO 3aKIbYUNTH J1a .
p#£0, 7<1. (40)

Mozkemo pa Bugumo u3 (37) u Jleme 2.1 na je A = —7W # 0, na u3 (30) caenu na
(n—m)A+mu=0. (41)

N3 Jleme 2.1 u (41) u yumenurne 1a je y(s) = y1(s) = cosr(s) 3ak/pydyjemo aa je

i = (1 —7%)(cotr — n—m tanr). (42)

Bes ymamema onrmrroctu, u3 (28), (38) u (40) umamo
&5
dg = /1 —sin2r(¢)72 > 0. (43)

df _ Yn42Ynt1 = Yny2fni

U3 (29) nobujamo

ds Uay FUnio
Crora, ~ B
%:%%:_ 1 -2-2B-2 2y (44)
V1—=72sin”r(97 1 + 95 i0)
rae je B := {Jn12Un+1 — Yn+2Unt1-
Jlame hemo mokasaru ma je ‘;—g # 0 ma OmcMO MOKa3aau [1a MOXKEMO m3abparu 6 xao mapamerap

paBancke kpuse . U3 (44) cienu na je noBosbHO jpokasaru ga je B # 0. Jupekraum padysom, u3 (14),
JobujaMo

Un4+1 = T COST COS ) — qf)sinrsinqﬁ, Un+2 = T COST sin ¢ + ésinrcosqﬁ,

B = 7'“2q'§ + 7'“2q'500$2 r+ T(b sinrcosr — r¢ sinrcosr + q53 sin? r. (45)
Kombunyjyhu (45) ca (15), nobujamo
B = ¢+ i2pcos’r + rpsinrcosr — igsinr cosr. (46)
Hudepennupamem (15) mobujamo
i+ 7¢? sinr cos T + dpsin® r = 0. (47)
Mopamo & pa3sMOTPpUMO IBa MOACTydaja.

MMopuy4uaj 3.1: 7+ = 0.
Ako 3amernumo 7 = 0 y jenpaunan (15), n3 (38) u (40) mobujamo

B :é—iﬂ'ésinrcosr

= ¢(1 — sinrcosr(cot r — — mn tanr))
= 2(;'5sin2 r # 0.
m
IMoamy4aj 3.2: 7 # 0.
Axo je 7 # 0, uz (47) pobujamo
sin?r .. .
i = ————¢po — ¢*sinrcosr. (48)
7
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Tama u3 (15),(46) u (48) Buammo 1a

in?r

B = (j')+7"2<1'>cos2r+7;g§5sinrcosr+gz.ﬁsinrcosr(SI - gz%—}—(i)zsinrcosr)
r

.3
S . sin® rcosr -
= ¢+ ¢cos’r + ¢(Fsinrcosr + ——————¢?)
7

= ¢(1 + cos? 7’) + ¢(r sinrcosr + W(l _ 7:2))
2

. -sinrcosr
= (725(]_ —+ C052 7') —+ ng

Kombunyjyhu (42) u (48), nobujamo

¢=——"—(2cos’r — sin?r). (49)

7 9 n—m
sinrcosr m
Kaza 3amenumo (49) y nperxonHy jeJHauuHy, MOXKEMO Ja 3aKJbYIUMO [

~sinrcosr

B = ¢(1+cos’r)+ ¢ Z

= (14 cos®r) — h(2cos? r — I sin? )
= ﬁq.SSin2 r#0.
m

Crora 3ak/bydyjemMo 1a j—g #0.

Caza KeanMo /1a BUINMO Kako he M3rye[aTi poTaryuoHa XUIEPIoBPIT ¥ OBOM CJIIydajy.

Kaxo je g—g # 0, paBaHCKa KPUBA 7y ce MOXKe 3amucatu y (opmu h = h(é) (Bugern cauky 5.1).

2 . .
Hexka cy ca b/ n h" oznavenn % n % pecniektnBHO. U3 nedwmannmje h nmamo na je
1 . . x
h = Ynt1 — —=Yn+t2)sin0 = y, 41806 — Yy, 2 cosb,

tan 6
na caenu u3 nperxomaor u u3 (29) ma h' = y,41 cos 0 + Yn42 Sin 9~, onarie
Ynt1 = hsinf + h' cos O, ynio = —hcosf + h'sinf

u Tauke Kpuse v, ¢(6), cy mare ca

9(0) = (04,0, Y41 (3), yn+2(5))
=(0,...,0,hsin@ + ' cos 0, h' sin 6 — hcos ). (50)

N3 (50) cnenn

Yns1(8) +Unsa(8) = h* + (1)% (51)
N3 (6) u (51) umamo na je y = y1 = /1 — h? — (R')2.
Mozxkemo na 3akpyunmo u3 (37) u (51) ma

0<h?+ (W) <1 (52)

Hexa je (E, €2, ..., en+2) HOKpPEeTHN OPTOHOPpMHUPAHU pelep Ipocropa R T2 Koju mcmymana cieaehe
yCJ0Be :

& = (©1,,9n,0,0), ©F ..+ @2 =1, (53)
i1 =(0,...,0,cos0,sin6), errz=(0,...,0,—sinb,cosh), (54)

rae je (o1, .-, Prn) OPTOTOHATHA TTApaMeTpu3alnja jennunyane cdepe. Heka je cama

de; =Y @;;ej, wij+wj=0. (55)
j=1
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Tana uz (5), (50), (53) u (54) 3HAMO Ia Ce MO3UIUOHN BEKTOD p POTAUOHE Xuneprnospiuu M™ y moBprim
S™F1(1) moxe 3amucaT Kao

D =Yyeén + h/én+1 — heyq12 = g+ ye,. (56)
Hyzxuna JyKa S KpuBe 7 je jara ca ~
ds = (h+ h")d6. (57)
Kopucrehu €,11 1 €,42, ©IMaMO
q= hlén+1 — hén+2, dq = En+1d.§. (58)
N3 (54), (55) u (58) nmamo
n—1 _
dp=y > @n;€; + dyen + (h+ h")dfen 1.
j=1

Ako craBumo ga je
_ ye, + (h+h")e,11
€ =€ en= 2 112
V)2 + (1)
Wi = YBnjs W =V (y)? + (h+ 1")2d8,

; (59)

rgejey’:%ﬂlgjgn—l.
IIperxomHa jeqHadnna ce MOXKE 3alHCATH
n
dp = Z Wi €;. (60)
i

U3 (51), qupekTHUM padyHOM J00UjaMO

W (h+h")+yy =0, (61)
na u3 (61) caeau
N2 h h//2_1_h2h h//2
(y')"+ (h+n")" = " (h+h")"
Jakne, w, 1 €, ce MOIy 3alucaTH Kao
VI— 2 N >
wp = ——(h + h")df = ———ds, (62)
Yy Yy

1 — _
7W(—h én + y€n+1)~

JeamocTaBEIM pavyHameM, MOKEMO [a H3abepeMo jeHHIYIHE HOPMAJHH BekTop om M™ y S™t! ca

v 1-— h2§n+2. (64)

Ep =

h
En+1 = —7(1/571 + h/EnJrl) -
V1 —h2

AKo0 y3MeMo e, 12 = —p Kao HopMaJIHu jeaunudan Bektop of S" (1) y R"2 raza je {e1, ..., en12} 6a3a
y R™"*2 mere opujenranuje Kao {€y, ..., 42}
N3 (59) u (63) MOXKeMO [1a 3aK/by9UMO /1

Wint1 = —(ej, Dent1) = —(e;, dent1)
M e dey) L— h
= iy A€p) = —F—=Wnj = —7—5Wj,
vi—nz'’ Vi—r2 v oovi—n2’
Tj.
h
Wint1 = Awj, A= — (65)

V1=h?
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rie je 1 <j <n—1,a D oznavasa kKoapujanTau u3soz Ha S"T1(1). Tama mobujamo

Wnn+1 = _<enaD€n+1> = _<enaden+1>
1 _ _
= ﬁ(‘hlen + Yen+1, d(—€nt1))
h ~
= (1 —7z (yh" —y'n') — y)db.

Kopucrehu (61) nobujamo
h(h + h'") y

Wnnil = ( " — 7 h2)d9 = LWy, (66)
N3 (62) u (66), mmamo
h 1—h2—(W)?
= = — () . (67)
V1—h (h+Rh")\/(1—h2)3
Ako y3memo y 063up (65) u (67), ycaos (41) ce moxke upedopmynucaru ca
oy (o 1— k% — (B)? -
V1—h2 VI—h2  (h+h") /1A —h2)3
Tana Baxku
%h(l—h2)h”+(h’)2+h2—1+%h2(1—h2) —0. (68)

O6parno, ako dbynkimuja h(f) koja 3amosobasa (68) maje pasancky xpusy y R™2 ca (50), Tana ca
(56) mobujamo porammony xumeprosprt M™ — S"+1(1) ca H,, = 0. Ocobune ose xuneprospim M™" y
MOTIYHOCTH 3aBuce o ocobuna h(f).

Y namem pany, usydasahiemo ocobune obuunux mudepennujagnux jexnaduna (68) mpyror peza.
[ucahemo F = h? + (h')2. Uz (52) 3axmyuyjemo ma 0 < F' < 1. JIWpeKTHAM padyHOM, HMaMO

1dF mh/

S W == 1 F
2 db + nh(l—hQ)( ),
onaTie
dF  2m 1 | |
T F = G T ey (69)

Nurerpamemem (69) mobujamo

h2 T n
1-F= C(ﬁ) , C = constant > 0,
Tj.
dh ) 1 w
- = 1 — — - 1 .
G5V =1- R = O - ) (70)

Y oBOM ciyuajy, MOXKEMO 3aK/bYUUTH U3 \ = ﬁ #0 ga je h > 0. U3z (52) umamo ga je h < 1.

Ouarie, nocmarpaMo camo ona peiuema (68) 3a koja Baxku
0<h(@) <1, 0<h*+(W)?<1. (71)

U3 (37) mmamo ma h # const, y CympoTHOM ¥y ~ const, a TO je KOHTPaJWKIHja. 3a HEKOHCTAHTHA
perersa h(#) ox (70) ca yciaoBom (71), Bazku

1
1—h2—0(ﬁ—1) >0,
Tj. Ro <h< Ry, 0< Ry < Ry <1, tmecy Ry m Ry nBa pemiema jeHAINHE

1 5
1—h2—0(ﬁ—1) =0.

R0<1/m<R1.
n

33

Cnenu na



Porarmone xumnepnoBpiiiu BUIleIuMeH3M0OHUX cepa Haramra /To6pujeuh

Jlema 5.3. Pynrxyuja h(é) je nepuoduyuna Gynryuje Yy 00HOCY HaA NAPAMEMAD 0.

dokas:

Buiio koje pememe h(6) jennauune (68) rakso ga je 0 < h < 1 ce Mmozke 106uTu unHTerpanujom ciemnehe
jenHavunHe

dh.? 1 o
(@) =1—h2—0(ﬁ—1) :

rze je C mo3uTuBHA KOHCTaHTa. KaKO je pACIoH & Kajia BaXKu

1 "
l—-2—-C(-—-1) >0, 0<z<l1 (72)
x
ompelen Taukama kpuse y = (2 —1)" B (0 < = < 1) nemox mpase y = (1 — z), maxo ce Buaw Ja oBa
KpuBa ceve mpaBy Kpo3 (1,0) y xBe rauke Kaza
0<C<(1-—a)""", (73)

e je a = % Hexka cy r—koopamHaTe Te /IBe TauKe IPECeKa Xo U X1, TaIa
O<zy<a<z <1 (74)

Ounatne mobujamo ~

Ry = xog < h(0) < Ry = /1.
MuHIMYM ¥ MaKCHMyM h(A) mopajy ma Gymy Gam Ry m Ry 3at0 mTO y TMM Tavykama je ' (0) = 0.
Ilrasume, y = h(f) je cumerpuuna byrKImja y omHOCy Ha 6 = 6y, 0y, tme cy Ro = h(fo), R = h(61).
U3 (70) MOKeMO JIaKO J1a 3aK/byanMo Ja je h(0) nepuosudna u 1a je meH MIHIMAJIAH TO3UTHBAH [IEPHOJ

J1aT ca
R dh

(75)

Osuauumo pereme oz (70) ca h(é, C) u xumepnoBpin Kojy oba dynKkmja norana y S"T1(1) ca M™(C).
M™(C) je KOMIAKTHO yi0zeHa poranuona xunepnospur y S"F1(1) ako u caMo aKo MEHUMAIHH IO-
surusan nepuog, T'(C) pemewa h(f,C) jecre 28 (k=1,2,...).

5.2 Kuiacudukanmja yaoKeHUX POTANMOHUX XunepmnoBpiiu ca H,, =0

Teopema 5.1. He nocmoju wu jedna 0pyza KoMnaxmuo yaoscena pomayuora xunepnospw S™' xoja
uma Hyp, = 0(1 < m < n—1) ocum cfepa S™ u Pumanosoz npouseoda S™ *(1/2=") x SH( /™),

2de je H,, nopmasuzosana m-ma cumempuyuna dymxyuja 2aaenux xkpusuna, a S 1(R) osnauasa cdepy
dumensuje (n — 1) noaynpewnuxa R.

oxkas:

HoBosbHO je ma mokaxkemo ga je m < T(C) < 2.

T(C) > 7
Ako osmaunmo ca h? =z, (Ro)* =z, (R1)? = 21, 2 = a < 1, noGujamo
d
= (76)
Va(l—2) — Cal-o(1 —z)~
Hexka je

g(z) =z(1 —2z) — Cx'~*(1 — ),
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Taga
o Cl—a—2x)
P Ca(l —a)
g (fﬂ) = -2 + m > —2 (78)

{z]g(x) >0, 0 <z <1} =[zg,x1].

W3 (77) jacHo je na dynkuuja g(x) mocTHKE MAKCUMYM HA WHTEPBAJIY [Tg, 1] Y HEKOj TAYKH Tz,
xg < o3 < x1. Hexka je g(x2) = b > 0. Ako je caga

L(z) = (g'(2))* + 4g(2),
J00ujaMo

L'(z) = 2(g"(z) + 2)g' ().
Hakume, uz (77) u (78) moxkemo na Buaumo Ja dbyakunja L(x) pacte Ha [, T2], a onaga Ha [T2, 1] U beH
MaKCUMyM je y Tadku zo Tj. L(z2) = 4g(xs) = 4b, crora (¢')% < 4(b — g) ma (29, z2) u (z2,71). Ogarae
JobujaMo

x1

2 dx dx
T<C)‘/zo NN

:/12 '(x)dx ™ g (x)dx
zo V9@ (@) Jun V9(@)(g'(2))?

. 129—bp
Sin |O:7T

b dg -
3/ Vib-9) b
T(C) < 27 :

Ako osmaunmo ca h? =z, (Ro)® =z, (R1)? = 21, 2 = a < 1, noGujamo

o1 dx
o= /m Vil-2)-Co(l-a) )
rIe cy
Y(x) =2*(1—2)'7, zal0<z<l1 (80)
C=v¢(xg) =¢(r1), 0<ap<a<z <l (81)
JacHo je ma
P()yp(1l —2) = x(1 - 2), (82)
dy(z)  a—x
de  z(1 - w)d}(ﬂﬂ), (83)
dy(l—z) l1-a-x
e V(1 —x). (84)

Buaumo na je 1(x) monorono pacryha va 0 < z < a u monorono onazajyha na o < x < 1. Heka cy
Xo(u) u X1(u) uaBepsue dynkuuje on byuxuuje u = (z) Ha 0 < z < o u a < & < 1 pPecrneKTuBHo.

Tanma

_ * dx N /gcl dx
v V(1 —2) — Cy(1 —2) o Vr(l—x)—Cyp(l—2x)
RV Gl N1 — )" d

- zo \/a:"‘(l —z)lme - C

T(C)

35



Porarmone xumnepnoBpiiiu BUIleIuMeH3M0OHUX cepa Haramra /To6pujeuh

T1 l—a(1 — a
+ Z ( :L') xa_l(l _ {,E)_ad{l?
o Vazr(l-—z)l-e—C
z(1—x)

/930 (a — x)\/x"(l —z)l=(z*(1 —z)t-> = C)

1 z(1—x)
+
/a (a—x)\/xa(l—x)l o(z*(1—z)t=> = C)
B e . i DAY GV SO0
(a — Xo(u))y/u(u—C (a — X1(u)) u(u—C’)
/ \/Xo(u)(l — Xo A — u) du
(a = Xo(u ))\f (A—u)(u—C))
+/ VX1 (u) (1= X1 (u)(A —u) du
A (X1(u) —a)vu (A—u)(u—C))

(a0 — )2 (1 — x) " %dx

(o — )z} (1 — x) " %dx

du

CaJa, mpeTmocTaBuMo 1a,

VXi(w) (1 — X;(u)(A - u)
o = Xi(u)|Vu

< k;

3aC <u<A, i=0,1. Jobujamo

T(C) <

(ko + kl)

k0+k1/ \/—
—u)(u —

Hoxkazahemo ma Moxkemo 1a n3abepemMo BpeaHocTH kg n ki Tako ma kg = k1 = 1.
Hejennaxocr (85) je ekBuBajeHTHA ca

Va(l = 2)(A () < kila — 2| /()

3a 2g <z < aua<zc<z pecuekrusHo. Ako y3memo ja je A = k;, (87) ce Mmoxke Hauucaru

(1 - 2)(A = (2)) < N(a—2)*)(2),

Tj.
z(1—2)A < ¢(x)(N(a—2)* + 2(1 — 2)).
Ako craBumo n1a je fi(x) = W no (82), mejeguaxocr (88) ce Moxke 3aimcaTn

A< f)\(x)

Kaxo dynkimja fi(z) y3uma nosurnsre BpegnocTn kazaa je 0 < z < 1 3a cako A > 0, nmamo

fale) =A
fi_ 22 % (a—x)+1-2z l-a-z
i Na—z2+z(1-2) 2(1-2)
_ 9 ()
z(1—x) ()\Z(Oé —z)2+z(l - x)) ’
rie cy ;
3= %, an(x) = (a— 33)( —Ma(l—a)+ (1 -2zl - 36))

Axko je A = 1 mobujamo
gn(z) = (z — a)a(l — a).
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Kana je x € (9, ), mobujamo 1a je g(x) < 0 u tama je fi(x) crporo mororoHo onanajyha dbyHnkumja mo
x Ha (g, ). Kana je x € (a, 1), nobujamo na je gx(z) > 0 u Tana je fy(z) crporo monorono pacryha
dyukuuja no = va (o, z1). dakie,

filz) > fala) = A, 3ax € (xo,a)U(a,xl).
Hakme mobumm cMo ma
T <T(C) < 2m.

N3 Cuyuaja 1, Cayuaja 2 u Cayuaja 3 106ujaMo TpazkeHu pe3yJ/iral. |

Hamomena 5.1. Kako cmo Bujenu ga je pyHKIMja Cpehe KPUBUHE HOPMAJIN30BAHA MTPBA CUMETPUIHA,
dyuknuja rraBaux kpusuna 1j. H = Hq, moka3 Teopeme 4.2 ce cBoau Ha moka3 #Ha Teopeme 5.1 3am = 1.

Hanomena 5.2. Jlenre [13] je JoKa3aja 1a MOCTOjH MHOTO KOMIJIETHUX MMEDP30BAHMX POTAIMOHUX XW-
neprospiu nospimu S™ T ca koncranTHOM cKamaproM kpusuroM n(n — 1) Tj. Hy = 0. Taxobe ce 6apuia
mpobIeMoM Jia JIi IOCTOoje apyre yioxene xunepnospian o ST ca Hy = 0 ocum npoussona cdepa.
Teopewma 5.1 maje napuujasaHo perieme OBOr IPOOIeMa.

Iocaenuna 5.2. He nocmoje dpyze komnaxmue yaodscene pomayuore runepnospwu M od S™ T ca
KOHCMAHMHOM CKaAapHoM Kpusurom n(n — 1) ocum zeodesujerux chepa S™ u Pumanosoz npoussoda

S50 x 81 2).

Hoka3z: Ilomro je Ho = (0 ekBUBaJEHTHO ca YUHEHUIIOM Ja M mMa KOHCTAHTHY CKAJAPHY KPUBHHY
n(n — 1), noka3 oee nocaemuie ciaeau n3 Teopeme 5.1.
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3akJ/pydak

Y oBoMm pajy cy geduHECaAHE POTAIMOHE XUIIEPIOBPIIY BAMIEIUMEH3UOHUX Cepa, PEATHUX IPOCTOP-
HrX GOpMM KOHCTAHTHE KPUBHHE ¢ > () ¥ TpoyyeHe Cy HhUXOBe OCHOBHE ocobmHe. TuMe cy reHepaan3oBame
06O M3y<eHe POTAIMOHe TBOIIMEH3HOHE MOBPIIH Y eYKINIACKOM IpocTopy R? mTo mpeacTapiba OCHOBHY
CBPXY OBOT Pa/ia.

WNspauynare Cy riiaBHE KPWUBUHE POTAIMOHUX XUMEPTIOBPINK O KOjUX je je/lHa BUIIECTPYKOCTH Oap
n — 1. Takohe je mokazano ma ce 3a CBaky oapeheHy OCOOMHY OBUX XWIIEPIIOBPIIU MOYKE MTOCTABUTHU
HemHeapHa AudepeHIjanna jeIHadYnHa drija pemnema oapelyjy Ty XumeproBpiir.

W3noxkenu cy HeKu JOBObHU YCIIOBU 3 MTPOU3BOJbHA Xuneprospir M"™, n > 3 BuiieauMen3uone cdepe
Oyzme poraruona. [aBHE pe3ysaTaT moKa3yje /1a ako 3a rilaBHe KpuBUHE k1, ..., k, OBe XUMIEPIOBPIIN BayKu
ki =..=kn1=-X#0,k, = —p=—uA)u—p#0, rana je (M"™) campxkana y pOTAIMOHO]
xumepriospr. Ilocseaunia osor TBphema je 1a je kongopmmo pasna xumeprospi x : M™ — S"T1(1) 3a
n > 4, 3akojy Baxku = p(A), A # 0, A—p # 0 cagpKaHa y pOTalUOHOj XUIEPIIOBPIIK. 3a XUTIEPIIOBPIIN
x: M™ < S"T1(1) xoje cy unBapujanTe [—mapamerapcke rpymne nzomerpuja chepe SH(1) je mokazamo
Ja ako | y3uMa MaKCHMAJIHY [A03BOJHEHY BPEIHOCT TAJA WU I WMA JBE IJIABHE KPUBUHE A\ U [i, OJ KOjUX
je jenma KomuMensHje jeqaH WM je T caJpiKaHa y u3onapamerpudkoj davmiuju cepe SPH(1).

XUIepnoBpIy PeasHuX TPOCTOPHUX (POPMU Ca KOHCTAHTHOM CPEIOM KPUBHHOM Cy j€IaH OJ Haj-
crapujux mnpeaMera ulydaBama gudepeniyjansae reomerpuje. Y pajy je Jara JeTa/bHa aHAJIN3A HEKUX
CHEIUjaTHIX CITydajeBa OBAKBUX XHUIEPHIOBPIIH, MIHIMAIHIX POTAIMOHUX XUIEPHIOBPIH S° 1 porammo-
mux xuneprospia chepe S"T1(1) kaga je npeu wHTerpas audepeHujaHe jeHadnHe Koja onpehyje oBy
TOBPIIT jeHAK HYJIH.

Jenan of rIaBHMX pesynTaTa oBOT paja je da cy chepe S™ u Pumawnos mpomusson S" (4 / o) X

ST, /™) jejune n—auMEeH3MOHe KOMIAKTHO yJIOXKeHe POTAI[MOHe XUIIePHOBPIIH O S™+1(1) ca Hy, = 0
(1 <m <n-—1). Conenujanso kana je m = 1, jeauae KOMIAKTHO yJI0XkKeHe MUHUMAJHE 7. —IUMEH3HOHE

poraryone xuneprospmm jexuanane cdepe S"TH(1) cy chepe S™ m Kmmdopnos Topye S™7H(y/2=1) x
1/ /1
S' (/0
SHayajHN MaTEMATUYApU Cy ce OaBmIn KIacu(pUKAIIjOM U KApAKTEPU3AINNjOM MOCEOHUX (haMunja

POTAIMOHUX XWIIEPIIOBPIIH, YIIPKOC TOME TIOCTOjU jOIT YBEK BEJIUKHU OPOj OTBOPEHUX MUTAA U CJIyUIajeBa
KOj! HUCY JETAHHO MPOYUIEHH.
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