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Uvod

Sveopxta digitalizacija dovela je do toga da obrada podataka pomo�u
raqunara bude sastavni dio �ivota skoro svakog pojedinca. Obrada digi-
talnih fotografija, osim iz zabave i radi liqnog zadovo	stva, ima brojne
primjene. Na primjer, pomo�u dvije fotografije nekog objekta, mogu�e je
rekonstruisati negov polo�aj i dimenzije.

Sa razvojem raqunarske grafike, raste i potreba za efikasnijim me-
todama obrade fotografija. Odgovori i rjexe�a za sva pita�a u raqu-
narstvu i programira�u nalaze se u razliqitim matematiqkim discipli-
nama. Konkretno, obrada fotografija i cijela oblast raqunarskog vida
teme	i se na geometriji, a centralno mjesto zauzima projektivna geome-
trija.

Trodimenzionalni svijet posmatran kroz objektiv gubi qitavu jednu di-
menziju i zato su predmeti u da	ini sve ma�i i ma�i, paralelnost se gubi,
nemogu�e je izmjeriti du�inu i sl. Ipak, projektivna geometrija mo�e da
odgonetne i objasni mnogo toga. Tema rada je otkla�a�e projektivne di-
storzije. To podrazumijeva izvijesno ,,isprav	a�e" dijela fotografije
kako bi ona izgledala vjerodostojnije.

Prve dvije glave predstav	aju uvod i motivaciju za rad. Tu je obja-
x�eno xta je to projektivna distorzija i xta je matematiqki model fo-
toaparata (kamere).

Tre�a i qetvrta glava su posve�ene projektivnoj geometriji i projekti-
vnim preslikava�ima ravni. Zatim su deta	no opisani neki algoritmi
za odre�iva�e projektivnog preslikava�a.

Sedma glava daje objax�e�e kako je mogu�e otkloniti projektivnu di-
storziju (mehaniqki i softverski), dok je na samom kraju izlo�en kod
programa koji otkla�a ovu vrstu distorzije sa proizvo	ne fotografije.

Ovom prilikom �elim da se zahvalim svom mentoru, prof. dr Sr�anu
Vukmirovi�u i qlanovima komisije, dr Tijani Xukilovi� i dr Vesni
Marinkovi�. Svojim komentarima i sugestijama oni su pomogli pri izradi
ovog rada i uqinili ga 	epxim i bo	im.
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1 Aberacije na fotografijama

Prilikom fotografisa�a mogu�e je da do�e do nekih ne�e	enih rezul-
tata. �ubite	i fotografije susre�u se sa raznim problemima koje pro-
izvo�aqi kamera sve uspjexnije prevazilaze. Odstupa�a onoga xto vidimo
od prizora na fotografiji nazivaju se aberacije (lat. aberare - odlutati)
ili distorzije (lat. distorsio - iskriv	e�e, izopaqe�e). Ona uglavnom
nastaju iz optiqih razloga, npr. zbog loxih ili pogrexno postav	enih
soqiva. Takve aberacije se zato i nazivaju optiqke aberacije.

Neke od �ih su:

• Hromatska aberacija (distorzija boja)

• Koma aberacija

• Burasta distorzija

• Jastuqasta distorzija.

(a) Burasta distorzija (b) Jastuqasta distorzija

(c) Hromatska aberacija

Slika 1: Primjeri distorzije na fotografijama (www.nikon.rs)

Hromatska i koma aberacija nastaju zbog osobina prelama�a svjetlosti
dok na burastu i jastuqastu distorziju (radijalne distorzije) utiqe isk	u-
qivo kvalitet soqiva. Primjeri nekih od spomenutih aberacija mogu se
vidjeti na slici 1.
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Sve ove nepravilnosti mogu da se otklone softverski ili korix�e�em
posebnih dodataka. Osim toga, danas se proizvode dovo	no dobri objektivi
da optiqke aberacije na fotografijama budu u potpunosti neprimjetne.

1.1 Projektivna distorzija

Osim optiqke, prilikom fotografisa�a jav	a se i projektivna di-
storzija. Ona nema veze sa soqivima tj. optikom. Nastaje kada senzor koji
prima svjetlosne zrake (ili ranije film) nije paralelan ravni u kojoj se
nalazi objekat koji fotografixemo (slika 2).

Ova pojava se ozbi	no razmatra jox od renesanse. U slikarstvu je od
tada poznata kao prespektiva. Primje�eno je da se u 	udskom vidnom po	u
trodimenzionalni svijet koji nas okru�uje ne ponaxa po pravilima eu-
klidske geometrije, ve� predmeti izgledaju sve ma�i xto su da	i od oka
posmatraqa. Paralelne prve (npr. xine) mogu da se sijeku na horizontu.

Slika 2: Primjer projektivne distorzije. Pravougana ploqa na fotogra-
fiji nema oblik pravougaonika.

Kada fotografixemo neki objekat, a ravan u kojoj se on nalazi nije pa-
ralelna ravni fotoaparata (senzora), �e	ena ravan �e se na ravan foto-
grafije preslikati nekim projektivnim preslikava�em. Dakle, da bismo
mogli da govorimo o otkla�a�u projektivne distorzije, prvo se moramo
upoznati sa geometrijom koja objax�ava �eno nastaja�e. Zato �e u na-
rednim poglav	ima biti rijeqi o centralnoj projekciji i projektivnoj
geometriji.
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2 Centralna projekcija kao model fotoapa-

rata

Jox od davnina, 	udi su primjetili da u mraqnoj prostoriji mo�e da
se vidi slika nekog predmeta iz spo	ax�osti. To se dexava ukoliko kroz
malu rupu unutra dopiru svjetlosni zraci. Me�utim, slika predmeta pro-
jektovanog na taj naqin je zarotirana za 180◦ (tj. predmet vidimo okrenut
naopaqke) i dosta nejasna (slika 3). Poznato je da su to Kinezi uoqili jox
prije vixe od 3500 godina. Kasnije je ta prostorija u Evropi prozvana ka-
mera opskura (lat. camera obscura - mraqna soba). Preteqe danax�e fo-
tografije nastale su upravo zahva	uju�i mraqnoj komori u kojoj su pomo�u
raznih fotoosjet	ivih supstanci zabi	e�eni ,,otisci" spo	nog svijeta.

Slika 3: Kamera opskura (www.wikipedia.org)

Ovaj fenomen predstav	a najjednostavniji oblik fotoaparata i naziva
se jox i pinhol model (pinehole - igliqasta rupa). Po tom principu fun-
kcionixu i savremeni fotoaparati samo xto je odavno mraqna kutija za-
mije�ena kompleksnijom aparaturom, a umjesto proste ,,rupice" svjetlost
ulazi kroz qitav niz posebno dizajniranih soqiva, pa je slika mnogo jasnija
i vjerodostojnija.

Svi fotoaparati, poqev od kamere opskure pa do danas, kao i 	udsko
oko, funkcionixu po jednostavnom matematiqkom modelu. Posmatrani
predmet se na senzor (nekada zid mraqne sobe) prenosi centralnom pro-

jekcijom kao xto je prikazano na slici 4.

Definicija 1. Neka je zadata ravan π i taqka C van �e. Centralna
projekcija je preslikava�e koje svaku taqku prostora A 6= C slika u
taqku A′ ravni π tako da va�i A′ = π×CA. Taqka C naziva se centar
projekcije, a ravan π projekcijska ravan.

Napomena 1. Simbol × iz prethodne definicije je oznaka za presjek dva
geometrijska objekta (u konkretnom sluqaju, presjek prave i ravni).

Centralna projekcija nije projektivno preslikava�e, nije qak ni bi-
jekcija. Me�utim, u nekim specijalnim sluqajevima, ona ima sve osobine

5



Slika 4: Centralna projekcija kao model fotoaparata (Hartley R.,
Zisserman A.)

projektivnog preslikava�a. Bax ti sluqajevi �e nam biti posebno znaqa-
jni jer se projektivna distorzija, kao i �eno otkla�a�e, teme	i upravo
na �ima.

O projektivnoj geometriji i projektivnim preslikava�ima �e biti vixe
rijeqi u glavama 3 i 4. Zasad je dovo	no znati da su projektivna presli-
kava�a bijekcije koje quvaju kolinearnost.

Slika 5: Centralna projekcija jedne ravni (Hartley R., Zisserman A.)

Ukoliko posmatramo restrikciju centralne projekcije na jednu ravan
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prostora, to preslikava�e jeste projektivno. Jedinstveno projektivno pre-
slikava�e povezuje qetiri koplanarne taqke prostora i iste te taqke na
fotografiji (slika 5).

Tako�e, ako qetiri taqke prostora (ne moraju biti koplanarne) presli-
kamo centralnom projekcijom sa istim centrom na dvije razliqite ravni
(slika 6), mo�e se prona�i projektivno preslikava�e izme�u tih slika.

Slika 6: Dvije centralne projekcije sa istim centrom (Hartley R.,
Zisserman A.)

Ova qi�enica se koristi prilikom prav	e�a panorama. Centar fo-
toaparata se ne mije�a, pravi se nekoliko fotografija dok rotiramo fo-
toaparat (tako da su projekcijske ravni razliqite). Zato se svake dvije
susjedne fotografije mogu nadovezati pomo�u projektivnih preslikava�a.

Qak i ako promijenimo centar centralne projekcije (centar fotoapa-
rata), ali posmatramo taqke koje jesu koplanarne, izme�u tako dobijenih
slika ponovo postoji projektivno preslikava�e (slika 7). Ovo je posle-
dica qi�enice da je kompozicija dva projektivna preslikava�a projekti-
vno preslikava�e.

Ove qi�enice su znaqajne za kompjuterski vid (eng. computer vision)
jer je sa projektivnim preslikava�ima mnogo lakxe raditi nego sa centra-
lnom projekcijom.
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Slika 7: Sluqaj kada se fotografixe ista ravan iz dva centra (Hartley
R., Zisserman A.)

3 Geometrija projektivne ravni

Kako �e u ovom radu biti rijeqi o otkla�a�u projektivne distorzije,
potrebno je uvesti neke osnovne pojmove projektivne geometrije.

Projektivnu ravan mo�emo da shvatimo na vixe naqina. Jedan od �ih
je pomo�u homogenih koordinata.

3.1 Homogene koordinate

Definicija 2. Realna projektivna ravan RP2 je skup taqaka oblika
(x1 : x2 : x3), gdje su x1, x2 i x3 realni brojevi takvi da nisu istovremeno
svi nula. To jest,

RP2 =
{

(x1 : x2 : x3) |x1, x2, x3 ∈ R, x21 + x22 + x23 6= 0
}
.

Dakle, taqke projektivne ravni zapisujemo pomo�u tri koordinate. Taqki
A(x1 : x2 : x3) odgovara vektor ~A = (x1, x2, x3) koji zovemo vektor predsta-
vnik taqke A.

Pravu projektivne ravni predstav	amo jednaqinom

p : ax1 + bx2 + cx3 = 0.

�ene koordinate su ure�ena trojka [a : b : c]. Vektor ~p = (a, b, c) je ve-
ktor predstavnik prave p.

Budu�i da ~p = (a, b, c) i ~q = (αa, αb, αc), (α 6= 0) predstav	aju isti
vektor, zak	uqujemo da koordinate prave nisu jedinstvene. Mno�e�em ko-
ordinata skalarom razliqitim od nule dobi�emo vixe predstav	a�a jedne
iste prave. Zbog toga ove koordinate nazivamo homogene koordinate.
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Analogno, sve ovo va�i i za taqke, tj. taqku A(x1 : x2 : x3) mo�emo
zapisati i kao A(αx1 : αx2 : αx3) pri qemu je α proizvo	an realan broj
razliqit od nule.

U projektivnoj geometriji (kao i u afinoj i euklidskoj), taqka A �e
pripadati pravoj p ako i samo ako �ene koordinate zadovo	avaju jedna-
qinu prave. Odnos taqke i prave mo�emo ispitati i pomo�u �ihovih ve-
ktora predstavnika (koriste�i skalarni proizvod) o qemu govori slede�a
teorema.

Teorema 1. Neka su ~p i ~A vektori predstavnici prave p i taqke A,
redom. Taqka A pripada pravoj p ako i samo ako va�i

~p · ~A = ~A · ~p = 0. (1)

Dokaz. Neka je jednaqina prave p : ax1 + bx2 + cx3 = 0, a taqka ima koordi-
nate A(x : y : z). Dakle, vektori predstavnicu su dati sa ~p = (a, b, c), a
~A = (x, y, z). Taqka A �e pripadati datoj pravoj ako i samo ako va�i

ax+ by + cz = 0.

Vektorski zapisano, to je upravo ~p · ~A = 0. Tako�e va�i i ~p · ~A = ~A · ~p
zbog komutativnosti skalarnog proizvoda. Jasno je da jednakost (1) ne

zavisi od vektora predstavnika jer je (α~p) · (β ~A) = αβ(~p · ~A), tako da je
tvr�e�e dokazano.

Koriste�i vektore predstavnike, mo�emo odrediti pravu koja sadr�i
dvije zadate taqke, kao i presjek dvije prave.

Teorema 2. Vektor predstavnik prave p koja sadr�i taqke A i B dat
je sa ~p = ~A× ~B.

Napomena 2. Simbol × je u ovom sluqaju oznaka za vektorski proizvod.

Dokaz. (Geometrijski) Prava p sadr�i taqke A i B pa mora da bude ~p· ~A = 0

i ~p · ~B = 0. To znaqi da je vektor ~p normalan i na vektor ~A i na vektor ~B.
Zato ~p i jeste vektorski proizvod vektora ~A i ~B.

Dokaz. (Algebarski) Tra�imo vektor ~p = (a, b, c) za koji va�i

xaa+ yab+ zac = 0 (2)

xba+ ybb+ zbc = 0 (3)

pri qemu je ~A = (xa, ya, za), a ~B = (xb, yb, zb). Jednaqine (2) i (3) pred-
stav	aju uslov da date taqke pripadaju pravoj p. Kada rijeximo sistem
(2)-(3) dobi�emo vektor ~p, a samim tim i koordinate prave p. Sistem ima
tri nepoznate (a, b i c), a samo dvije jednaqine. Me�utim, to nije problem
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jer vektor predstavnik prave (kao i taqke) nije jedinstven.

Krenimo sada da rjexavamo sistem.

xaa+ yab+ zac = 0
xba+ ybb+ zbc = 0 ←−

− xb
xa

+

xaa+ yab+ zac = 0(
yb −

xbya
xa

)
b+

(
zb −

xbza
xa

)
c = 0

Odavde je lako izraqunati da je c =
xbya − xayb
xazb − xbza

· b. Zatim se, uz malo

raquna, dobije da je a =
ybza − yazb
xazb − xbza

· b. Tako smo naxli qitavu klasu ve-

ktora predstavnika prave p: ~p =

(
ybza − yazb
xazb − xbza

· b, b, xbya − xayb
xazb − xbza

· b
)
, b ∈ R.

Fiksira�em bilo kog realnog broja b, dobi�emo jedan vektor predstavnik
naxe prave. Zgodno je uzeti b = xbza − xazb. Tada prava p ima koordinate
[yazb − ybza : xbza − xazb : xayb − xbya].

Sa druge strane, izraqunajmo xta je vektorski proizvod ~A× ~B.∣∣∣∣∣∣
i j k
xa ya za
xb yb zb

∣∣∣∣∣∣ = (yazb − ybza)i+ (xbza − xazb)j + (xayb − xbya)k

Dakle, ~A × ~B = (yazb − ybza, xbza − xazb, xayb − xbya), a to jeste vektor

predstavnik prave p. Iz svega navedenog slijedi da je ~p = ~A × ~B, xto je
trebalo dokazati.

Na isti naqin mo�e se dokazati i slede�a teorema.

Teorema 3. Neka su vektori ~p i ~q vektori predstavnici pravih p i q
redom. Neka je A taqka presjeka ovih pravih. Tada va�i: ~A = ~p× ~q.

Napomena 3. Iz navedene teoreme se jasno vidi zaxto se ista oznaka
koristi za vektorski proizvod i presjek geometrijskih objekata.

Sada znamo da na�emo presjek pravih i pravu odre�enu dvijema taqkama
koriste�i vektorski proizvod. Ono xto je va�no primjetiti (kao posle-
dicu prethodne teoreme) je da se u projektivnoj ravni svake dvije prave
sijeku.
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3.2 Proxirena afina ravan

Homogenim koordinatama mo�emo predstaviti i taqke afine ravni. Na
primjer, taqka A(x, y) ima homogene koordinate A(x : y : 1), ali odgovara

joj i bilo koja ure�ena trojka (x1 : x2 : x3) za koju va�i da je x =
x1
x3

i

y =
x2
x3
. Prava u afinoj ravni

p : ax+ by + c = 0

ima homogene koordinate [a : b : c].

Primjer 1. Data je prava p : 3x + 2y − 2 = 0 i taqka A(0, 1) u afinoj
ravni. Na�i �ihove homogene koordinate i pokazati da taqka A pripada
pravoj p.

Rjexe�e. Prava p ima homogene koordinate [3 : 2 : −2], a taqka A (0 : 1 : 1).
Poxto je 3 · 0 + 2 · 1 + (−2) · 1 = 0, data taqka pripada pravoj p. 4

Jasno je da svakoj taqki afine ravni odgovara neka taqka projektivne
ravni (isto va�i i za prave), ali obrnuto ne va�i. Projektivnih taqaka
ima vixe. Projektivne taqke oblika X(x1 : x2 : 0) ne mogu da se zapixu
afinim koordinatama. �ih nazivamo beskonaqno daleke taqke. Sve
one pripadaju istoj pravoj projektivne ravni p : x3 = 0 (pravoj sa koordi-
natama [0 : 0 : 1]). Nazivamo je beskonaqno daleka prava. Kao ni taqke
od kojih je saqi�ena, ni �u ne mo�emo predstaviti u afinoj ravni.

Primjer 2. Odrediti presjek pravih p : x1 − x3 = 0 i q : x1 + 2x3 = 0.

Rjexe�e. Presjek pravih u projektivnoj ravni odre�ujemo pomo�u vekto-
rskog proizvoda �ihovih vektora predstavnika. ~p = (1, 0,−1), a
~q = (1, 0, 2). ∣∣∣∣∣∣

i j k
1 0 −1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 0 · i− 3 · j + 0 · k

Dakle, prave p i q sijeku se u taqki A qiji je vektor predstavnik
~A = (0,−3, 0), tj. A(0 : −3 : 0).

Ako posmatramo date prave u afinoj ravni, jasno je da su one paralelne
(obje su paralelne y osi).

p : x = 1

q : x = −2

Znaqi, �ihov presjek u afinoj ravni ne postoji, ali u proxirenoj afi-
noj ravni, to je beskonaqno daleka taqka A(0 : −3 : 0). 4

Sada mo�emo zamisliti afinu ravan i jednu izdvojenu pravu koja joj
ne pripada (beskonaqno daleka prava). To je jox jedan naqin da razumi-
jemo projektivnu ravan: kao proxirenu afinu ravan. Ipak, u proxirenoj
afinoj ravni, beskonaqno daleke taqke su drugaqije, izdvojene, dok su u
projektivnoj ravni sve taqke (kao i prave) ravnopravne.
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Primjer 3. Odre�iva�e nepoznatog tjemena.

Ponekad je potrebno da znamo koordinate tjemena neke figure koje se na
fotografiji ne vidi. Na primjer, to je korisno pri 3D rekonstruisa�u
objekta pomo�u fotografija. Na slici 8 (a) prikazana je kocka kojoj se
jedno tjeme ne vidi (zaklo�eno je ostatkom kocke). Ukoliko je potrebno da
znamo koordinate tog tjemena, mo�emo ih odrediti uz pomo� zakona koji
va�e u projektivnoj geometriji.

(a) Slika 1 (www.archdaily.com) (b) Slika 2

Slika 8: Odre�iva�e koordinata tjemena kocke

Slika 8 (b) predstav	a ilustraciju ideje na koji naqin to mo�emo ura-
diti. Nazovimo plave linije p i q, zelene s i t, nepoznatu plavu liniju
r, a zelenu u. Homogene koordinate pravih p, q, s i t lako je izraqunati
jer vidimo tjemena kocke koja ih odre�uju (pa samim tim mo�emo da oqi-
tamo �ihove koordinate), a koriste�i vektorski proizvod. U konkretnom
sluqaju (slika 8), te koordinate su slede�e:

p[154 : −48 : −33222]

q[143 : −29 : −47149]

s[95 : 81 : −34431]

t[106 : 62 : −49478].

Do rjexe�a �emo do�i zahva	uju�i qi�enici da se prave p, q i r sijeku
u istoj taqki jer su u stvarnosti paralelne (da su kojim sluqajem bile
paralelne i na fotografiji svakako bi se sjekle u istoj beskonaqno dalekoj
taqki). Presjek pravih p i q nalazimo kao vektorski proizvod �ihovih
vektora predstavnika.
~p× ~q = ~A = (−1299714,−2510200,−2398)

Kako sada znamo koordinate dvije taqke prave r (taqka A i jedno tjeme
kocke koje se vidi), dobijamo i �ene koordinate.
r[2411882 : −827308 : −441221126]
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Na isti naqin dobijamo i koordinate prave u.
u[−1732812 : −1430852 : 646186724]

Tra�ena taqka M je presjek pravih r i u i ima koordinate
M(238 : 162 : 1), tj. na fotografiji joj odgovara piksel sa koordinatama
(238, 162).

Napomena 4. Budu�u da sve navedeno va�i i za taqke i prave u euklidskoj
ravni, umjesto izraza ,,proxirena afina ravan", mo�e se koristiti i
,,proxirena euklidska ravan".

3.3 Skup pravih i ravni u euklidskom prostoru

Budu�i da taqke u projektivnoj ravni zapisujemo pomo�u tri koordi-
nate, mo�emo da ih zamix	amo i kao pramen pravih prostora R3 koje pro-
laze kroz koordinatni poqetak (slika 9). Tada bi prave projektivne ravni
mogle da se vide kao ravni prostora R3 koje sadr�e koordinatni poqetak.
Ravan x3 = 0, tj. OxOy ravan, predstav	a beskonaqno daleku pravu, a sve
prave koje joj pripadaju beskonaqno daleke taqke.

Slika 9: Prave i ravni euklidskog prostora kao model taqaka i pravih
projektivne ravni (Hartley R., Zisserman A.)

3.4 Aksiomatski pristup

Projektivna ravan mo�e se uvesti i shvatiti i qisto aksiomatski. Pro-
jektivna ravan je odre�ena samo uslovima da dvije taqke odre�uju taqno
jednu pravu i da se svake dvije prave sijeku u jedinstvenoj taqki (to je
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glavna razlika u odnosu na euklidsku ravan). Potrebno je jox samo o-
bezbijediti da bude nedegenerisana. Zato se uvodi i aksioma koja ka�e da
postoje qetiri taqke u opxtem polo�aju (videti definiciju 4).

Iako na prvi pogled deluje da ovakvim zasniva�em nixta nije reqeno
i precizirano, ove tri aksiome potpuno definixu projektivnu ravan o
kojoj je bilo rijeqi u prethodnim poglav	ima.

4 Projektivna preslikava�a ravni

Definicija 3. Projektivno preslikava�e je bijekcija projektivne
ravni RP2 na sebe (ili neku drugu projektivnu ravan) pri qemu se koli-
nearne taqke slikaju u kolinearne taqke.

Zato se mo�e predstaviti pomo�u 3× 3 matrice P koja je regularna, tj.
det(P ) 6= 0. Taqka A(x1 : x2 : x3) slika se u taqku A′(x′1 : x′2 : x′3) na slede�i
naqin:

λ

x′1x′2
x′3

 =

p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

x1x2
x3

 (4)

xto kra�e zapisujemo λA′ = PA. Pri tome je λ ∈ R \ {0} proizvo	an broj
koji ukazuje na to da su koordinate homogene.

Budu�i da su projektivna preslikava�a jednoznaqno odre�ena regularnim
3 × 3 matricama, jasno je da ona qine grupu u odnosu na operaciju kompo-
zicije preslikava�a (jer matrice koje ih odre�uju qine grupu u odnosu na
mno�e�e matrica). Zbog toga znamo i da je kompozicija dva projektivna
preslikava�a projektivno preslikava�e.

Poxto je projektivno preslikava�e P bijekcija, uvijek postoji inver-
zno preslikava�e Q qija je matrica Q = P−1. Tako da va�i λA = QA′.

Projektivnim preslikava�em (pomo�u �egove matrice) mo�emo presli-
kati i prave projektivne ravni. Ukoliko taqka A pripada pravoj p (A ∈ p),
va�i�e i A′ ∈ p′, pri qemu je A′ slika taqke A, p′ slika prave p pri pre-
slikava�u P .

Znaqi, A′ = PA. Znamo da je AT p = 0 (jer A pripada pravoj p) kao i da
va�i (A′)T p′ = 0. Odavde imamo da je

0 = AT p = (P−1A′)T p = (A′)T (P−1)T p.

Dakle, p′ = (P−1)T p, xto je formula preslikava�a prave.

Zbog homogenosti, matrica P i λP definixu isto preslikava�e. To
znaqi da je samo osam elemenata matrice P nezavisno. Poxto vektor pred-
stavnik taqke ima dva me�usobno nezavisna elementa, slijedi da su po-
trebna qetiri para taqaka da bismo odredili matricu projektivnog pre-
slikava�a.
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Definicija 4. Qetiri taqke projektivne ravni su u opxtem polo-

�aju ako me�u �ima ne postoji ni jedna trojka kolinearnih taqaka.

Teorema 4. (Osnovna teorema projektivne geometrije) Postoji projekti-
vno preslikava�e F koje qetiri taqke A,B,C,D koje su u opxtem polo-
�aju slika redom u taqke A′, B′, C ′ i D′ (tako�e u opxtem polo�aju).

Dokaz. Dokaza�emo prvo da postoji projektivno preslikava�e koje slika
bazne taqke A0(1 : 0 : 0), B0(0 : 1 : 0), C0(0 : 0 : 1), D0(1 : 1 : 1) u qetiri date
taqke A(a1 : a2 : a3), B(b1 : b2 : b3), C(c1 : c2 : c3) i D(d1 : d2 : d3). Neka su
α, β i γ realni brojevi razliqiti od nule takvi da va�i

D = αA+ βB + γC.

Ovakvi brojevi postoje jer su date taqke u opxtem polo�aju pa su i
svaka tri vektora predstavnika me�usobno linearno nezavisna. Tra�eno
preslikava�e P ima matricu P =

(
αA βB γC

)
.

Zaista,

PA0 =

αa1 βb1 γc1
αa2 βb2 γc2
αa3 βb3 γc3

1
0
0

 =

αa1αa2
αa3

 = α

a1a2
a3

 .

Dakle, A jeste slika bazne taqke A0.
Sliqno se poka�e i da su B i C slike taqaka B0 i C0 redom.
Provjerimo sada xta je slika taqke D0.αa1 βb1 γc1

αa2 βb2 γc2
αa3 βb3 γc3

1
1
1

 =

αa1 + βb1 + γc1
αa2 + βb2 + γc2
αa3 + βb3 + γc3

 =

d1d2
d3


Na isti naqin mo�emo da prona�emo preslikava�e Q koje bazne taqke

slika u A′, B′, C ′ i D′ redom.
Konaqno, tra�eno preslikava�e F je kompozicija preslikava�a P−1 i

Q, a �egova matrica jednaka je QP−1. �

Primjer 4. Odrediti sliku kvadrata ABCD pri projektivnom presli-

kava�u zadatom matricom P =

2 0 0
0 2 0
0 1 1

. Tjemena kvadrata imaju

slede�e koordinate: A(0, 1), B(0, 0), C(1, 0), D(1, 1).

Rjexe�e. Da bismo odredili sliku kvadrata, dovo	no je preslikati �e-
gova tjemena. Zato ih je potrebno predstavi homogenim koordinatama. Po-
tra�imo prvo sliku taqke A.2 0 0

0 2 0
0 1 1

0
1
1

 =

0
2
2


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Sada znamo da je �ena slika taqka A′(0 : 2 : 2) = (0 : 1 : 1). Znaqi,
taqka A se preslikala u sebe. Lako se dobije da isto va�i za taqke B i
D. �ihove slike su one same: B′(0 : 0 : 1), a D′(1 : 1 : 1). Slika taqke C
bi�e C ′(2 : 0 : 1). Dakle, kvadrat ABCD se preslikao u pravougli trapez
A′B′C ′D′. 4

Iz datog primjera se vidi da projektivna preslikava�a ne quvaju du-
�ine niti uglove (xto je sluqaj sa euklidskim), pa qak ni paralelnost.
Jedine invarijante projektivnih preslikava�a su kolinearnost i konku-
rentnost. Slika kvadrata mo�e biti trapez (ili bilo koji drugo qetvoro-
ugao), a proizvo	an qetvorougao se mo�e preslikati u kvadrat.

5 Afina preslikava�a

Kao xto je ve� napomenuto, projektivna preslikava�a qine grupu. Afina
preslikava�a su podgupa ove grupe. Dakle, svako afino preslikava�e
mo�e se predstaviti kao projektivno dok obrnuto ne va�i.

U opxtem sluqaju, afino preslikava�e je oblika:(
x′

y′

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+

(
b1
b2

)
, det(aij) 6= 0.

�ime se taqka M(x, y) slika u taqku M ′(x′, y′). Preslikava�e mo�emo
zapisati i na slede�i naqin (kra�e):

M ′ = A ·M + b.

Kolone matrice A jesu slike baznih vektora, a vektor kolona b je slika
koordinatnog poqetka.

Prikazano u homogenim koordinatama, afino preslikava�e izgleda ovako:

λ

x′1x′2
x′3

 =

a11 a12 b1
a21 a22 b2
0 0 1

x1x2
x3

 . (5)

Teorema 5. Neka je projektivno preslikava�e P zadato svojom matricom

P =

p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

 . (6)

Prava p odre�ena posled�om vrstom matrice P (p[p31 : p32 : p33])se slika
u beskonaqno daleku pravu x′3 = 0.

Rjexe�e. Jednaqina prave p je p31x1 + p32x2 + p33x3 = 0, a iz formule
preslikava�a (4) imamo da va�i:

x′3 = p31x1 + p32x2 + p33x3.
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Dakle, za sve taqke A(x1 : x2 : x3) koje pripadaju pravoj p tre�a koor-
dinata slike A′ bi�e jednaka nuli, tj. x′3 = 0. To znaqi da se svaka taqka
prave p slika u beskonaqno daleku taqku pa se prava p slika u beskonaqno
daleko pravu x′3 = 0. 4

Analogno se dokazuje i obrat ovog tvr�e�a: da prava koja se projekti-
vnim preslikava�em (6) slika u beskonaqno daleku pravu ima koordinate
[p31 : p32 : p33].

Iz svega navedenog i jednaqine (5) zak	uqujemo da su afina preslika-
va�a zapravo podgrupa projektivnih preslikava�a koja beskonaqno daleku
pravu x3 = 0 slikaju u �u samu.

Veza izme�u projektivnih i afinih preslikava�a je va�na jer podaci
sa kojima radimo (npr. pikseli prilikom obrade digitalnih fotografija)
rijetko kad imaju homogene koordinate.

Zato je dobro xto mo�emo da prevodimo koordinate iz afinih u homo-
gene i obrnuto kao i da koristimo preslikava�a koja su u tom trenutku
podesnija (afina ili projektivna).

Afina preslikava�a (za razliku od projektivnih) quvaju paralelnost,
tj. paralelne prave se �ima slikaju u paralelne prave. Tako je slika
kvadrata pri afinom preslikava�u uvijek paralelogram (ali zato ne mora
biti pravougli). Va�i i da se za svaka dva trougla mo�e na�i afino
preslikava�e (tim prije projektivno) koje slika jedan u drugi.

6 Algoritmi za odre�iva�e projektivnog pre-

slikava�a

Zbog same teme ovog rada (a i uopxte u raqunarskoj grafici) odre-
�iva�e projektivnog preslikava�a zauzima k	uqno mjesto. Postoji vixe
algoritama pomo�u kojih dolazimo do matrice projektivnog preslikava-
�a. Poxto je projektivno preslikava�e odre�eno sa qetiri para taqaka,
prirodno je da postoji algoritam koji se bazira na ovoj qi�enici.

6.1 Naivni algoritam

Osnovni i najintuitivniji algoritam za odre�iva�e projektivnog pre-
slikava�a naziva se naivni algoritam.

Ideja je da funkcija primi qetiri para taqaka u opxtem polo�aju
(originali i slike), a kao izlaz vrati matricu preslikava�a koje je �ima
odre�eno. Kako osnovna teorema projektivne geometrije tvrdi da postoji
ovakvo preslikava�e, �en dokaz jeste algoritam za pronala�e�e istog.

17



Naivni algoritam:

1. Svaku od unijetih taqaka predstaviti pomo�u homogenih koordinata

2. Za taqke A,B,C i D (originali) prona�i realne brojeve α, β i γ tako
da va�i

D = αA+ βB + γC (7)

3. Formirati matricu P =
(
αA βB γC

)
4. Za taqke A′, B′, C ′ i D′ (slike) prona�i realne brojeve α′, β′ i γ′ tako

da va�i D′ = α′A′ + β′B′ + γ′C ′

5. Formirati matricu Q =
(
α′A′ β′B′ γ′C ′

)
6. Izlazna matrica ima oblik QP−1.

Da ovaj algoritam daje �e	eni rezultat, garantuje nam dokaz teoreme
4. Jedino ostaje pita�e: kako najlakxe prona�i brojeve α, β i γ (na isti
naqin se pronalaze i α′, β′ i γ′)? Naravno, mo�emo rijexiti sistem jedna-
qina (Gausovom metodom ili pomo�u determinanti), ali je u ve�ini pro-
gramskih jezika daleko jednostavnije koristiti matrice i �ihove osobine.
Iz jednaqine (7) vidimo da va�i

D =

d1d2
d3

 =

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

αβ
γ

 .

Dakle, vektor kolona koja sadr�i tra�ene koeficijente se dobija na
slede�i naqin: αβ

γ

 = M−1

d1d2
d3


gdje je M =

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 matrica qije su kolone homogene koordinate

taqaka A,B i C.

6.2 DLT algoritam

Nekada, iz praktiqnih razloga, koristimo vixe od qetiri para taqaka
za odre�iva�e projektivnog preslikava�a.

To suxtinski znaqi da treba da rijeximo predeterminisan sistem (si-
stem koji ima vixe jednaqina nego nepoznatih). Mala je vjerovatno�a da
su taqke koje koristimo izabrane dovo	no precizno i da svi parovi (ori-
ginali i slike) definixu jedno isto projektivno preslikava�e. Zapravo,
u praksi najqex�e i nisu, tj. λA′i 6= PAi za svako i = 1, . . . , n. Zato se
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koriste razliqite metode koje pribli�no (najbo	e mogu�e) daju rjexe�e
tra�enog sistema.

Dakle, nepoznati su elementi matrice projektivnog preslikava�a (�ih
devet, od kojih je osam nezavisno), a imamo vixe od qetiri para taqaka xto
znaqi vixe od osam jednaqina koje treba da budu zadovo	ene. Jedno od rje-
xe�a ovog problema dajeDLT algoritam (eng. direct linear transformation)
koji se neposredno osla�a na SV D dekompoziciju matrice. Slede�e tvr-
�e�e igra va�nu ulogu u razumijeva�u ovog algoritma.

Teorema 6. Neka su A(x1 : x2 : x3) i A′(x′1 : x′2 : x′3) , x′3 6= 0 odgova-
raju�e taqke projektivnog preslikava�a ravni qija je matrica P = (pij).
Tada vektor (p11, p12, p13, p21, p22, p23, p31, p32, p33) zadovo	ava homogeni si-
stem ranga 2 qija je matrica:(

0 0 0 −x′3x1 −x′3x2 −x′3x3 x′2x1 x′2x2 x′2x3
x′3x1 x′3x2 x′3x3 0 0 0 −x′1x1 −x′1x2 −x′1x3

)
.

(8)

Dokaz teoreme mo�e se prona�i u prezentaciji [1].

Matricu (8) kra�e zapisujemo

(
0T −x′3AT x′2A

T

x′3A
T 0T −x′1AT

)
.

Kada ovo znamo, elemente matrice preslikava�a dobi�emo kao rjexe�e
sistema odre�enog parovima taqaka koje koristimo. Oni �e obrazovati
matricu

M =


M1

M2

...
Mn

 . (9)

Pri tome je

Mi =

(
0T −x′i3AT

i x′i2A
T
i

x′i3A
T
i 0T −x′i1AT

i

)
matrica odre�ena jednom korespodencijom Ai ↔ A′i. Me�utim, kao xto je
ve� naglaxeno, u praksi ovaj sistem qesto nema rjexe�e (osim nula rjexe-
�a). Zato se u DLT algoritmu koristi SV D dekompozicija matrice koja
algebarskim metodama daje vektor najpribli�niji rjexe�u.

6.2.1 SV D dekompozicija matrice

SV D dekompompozicija (eng. singular value decomposition) je razlaga-
�e proizvo	ne matrice na proizvod tri matrice koje imaju specifiqna
svojstva. Naime, va�i slede�e:

Neka je M matrica formata n×m. Tada postoji jedinstveno predstav-
	a�e

M = UDV T .

19



Pri tome je U matrica formata n×m, V ortogonalna matrica forma-
ta m × m, a D dijagonalna matrica formata m × m i �ene dijagonalne
vrijednosti su pozitivne i sortirane opadaju�e. Dodatno, U je takva da
va�i ‖Ux‖ = ‖x‖ za proizvo	an vektor x.

Ova dekompozicija ima brojne primjene, a izme�u ostalog koristi se i
za odre�iva�e pribli�nog rjexe�a sistema linearnih jednaqina.

U ovom konkretnom sluqaju, za odre�iva�e matrice P projektivnog pre-
slikava�a, potrebno je odrediti rjexe�e sistema

M



p11
p12
p13
p21
p22
p23
p31
p32
p33


= 0 (10)

ili kra�e Mp = 0, gde je M matrica zadata jednaqinom (9). Nula vektor
jeste rjexe�e, ali nije od va�nosti u ovom sluqaju (nula matrica ne odre-
�uje ni jedno projektivno preslikava�e). Sistem mo�e da ima jedinstveno
rjexe�e, ali (kao xto je ve� reqeno) to uglavnom nije sluqaj. Tada poku-
xavamo da na�emo pribli�no rjexe�e sistema. Pita�e ostaje xta znaqi
to ,,pribli�no"?

Algebarski posmatrano, to bi bilo rjexe�e za koje je norma vektora
Mp najma�a, tj. tra�i�emo p za koje funkcija ‖Mp‖ dosti�e minimum.

Vektor kolonu p qine elementi matrice projektivnog preslikava�a.
Samim tim, skalira�e ne utiqe na rezultat (p i λp definisa�e isto pre-
slikava�e). Zato mo�emo smatrati da va�i ‖p‖ = 1.

Zahva	uju�i SV D dekompoziciji, matricu M mo�emo zapisati kao
UDV T . Tada problem odre�iva�a minimuma postaje znatno lakxi. Poxto
je ‖UDV T p‖ = ‖DV T p‖, ‖Mp‖ = ‖DV T p‖. Oznaqimo x = V T p. Kako va�i
‖V T p‖ = ‖p‖ = 1 (V je ortogonalna), dobijamo da je ‖x‖ = 1.

Ostaje da na�emo x za koje se dosti�e minimum ‖Dx‖. Me�utim, D je di-
jagonalna matrica sa opadaju�im dijagonalnim vrijednostima, pa tra�eni
minimum zadovo	ava vektor

x =
(
0 0 0 0 0 0 0 1

)T
.

Matrica V je ortogonalna i zato, da bi va�ilo V T p = x, p mora da
bude posled�a kolona matrice V .

Dakle, rjexe�e p koje minimizuje algebarsku grexku sistema (10) je
posled�a kolona matrice V (M = UDV T ).
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6.2.2 Algoritam

DLT algoritam prima n parova taqaka kao ulaz, a kao izlaz vra�a ma-
tricu projektivnog preslikava�a.

DLT algoritam:

1. Svaku od unijetih taqaka predstaviti pomo�u homogenih koordinata

2. Za svaki par (original i slika) odrediti 2× 9 matricu (8)

3. Od tako dobijenih matrica formirati matricu M formata 2n × 9.
To je matrica sistema koji rjexavamo

4. Odrediti SV D dekompoziciju matrice M

5. Od posled�e kolone matrice V napraviti matricu formata 3×3. To
je matrica P tra�enog projektivnog preslikava�a.

6.2.3 Algebarska i geometrijska grexka

DLT algoritam nije geometrijske prirode. On je naprav	en tako da
sma�i algebarsku grexku (tj. normu ‖Mp‖) pri rjexava�u predetermini-
sanog sistema.

Svaka od korespodencija Ai ↔ A′i koje koristimo za odre�iva�e pro-
jektivnog preslikava�a (ako ima vixe od qetiri para taqaka) doprinosi
porastu grexke rjexe�a koje �emo dobiti. Zato svakoj korespondenciji
odgovara vektor parcijalne grexke εi. Norma ovog vektora naziva se alge-
barsko rastoja�e.

dalg(A′i, PAi)
2 = ‖εi‖2 =

∥∥∥∥( 0T −x′i3AT
i x′i2A

T
i

x′i3A
T
i 0T −x′i1AT

i

)
p

∥∥∥∥2
Parcijalne grexke doprinose algebarskoj grexci sistema qiji je ve-

ktor ε = Mp. ∑
i

dalg(A′i, PAi)
2 =

∑
i

‖εi‖2 = ‖Mp‖2 = ‖ε‖2

Budu�i da se bavimo geometrijskim problemom, mo�e se postaviti pi-
ta�e zaxto je DLT algoritam naprav	en tako da minimizuje algebarsko,
a ne geometrijsko rastoja�e. Ipak, ispostav	a se da metode koje sma�uju
algebarsku grexku, uz odgovaraju�e normalizacije, daju veoma dobro rjexe-
�e. Osim toga, velika prednost je xto se �ima dobija jedinstveno rjexe�e,
a sami algoritmi su efikasni (male slo�enosti). Na primjer, algoritam
koji odre�uje SV D dekompoziciju matrice za potrebe DLT algoritma (tj.
kada nije neophodno izraqunati matricu U) je linearne slo�enosti.

Dodatno, algebarska i geometrijska grexka su na izvijestan naqin po-
vezane xto nije texko izraqunati. Geometrijska grexka predstav	a zbir
kvadrata rastoja�a svih parova taqaka (A′i, PAi). Dakle, ona iznosi
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∑
i

d(A′i, PAi)
2.

Oznaqimo sa A′i i Ã
′
i datu sliku taqke i sliku taqke dobijene presli-

kava�em P koje je rezultat DLT algoritma (Ã′i = PAi), redom.
Tada je

dalg(A′i, Ãi) =

∥∥∥∥( 0T −x′i3AT
i x′i2A

T
i

x′i3A
T
i 0T −x′i1AT

i

)
p

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(−x′i3x̃′i2 + x′i2x̃
′
i3

x′i3x̃
′
i1 − x′i1x̃′i3

)∥∥∥∥ =

=

√
(−x′i3x̃′i2 + x′i2x̃

′
i3)2 + (x′i3x̃

′
i1 − x′i1x̃′i3)2. (11)

Sa druge strane, geometrijsko rastoja�e dato je sa:

d(A′i, Ã
′
i) =

√√√√(x′i1
x′i3
− x̃′i1

x̃′i3

)2

+

(
x′i2
x′i3
− x̃′i2

x̃′i3

)2

. (12)

Primjetimo da smo homogene koordinate morali zapisati kao euklidske
(afine) da bismo izraqunali euklidsko rastoja�e.

Iz jednaqina (11) i (12) dobijamo vezu geometrijskog i algebarskog ra-
stoja�a.

d(A′i, Ã
′
i) = dalg(A′i, Ã

′
i)/(x

′
i3x̃
′
i3)

Ova dva rastoja�a bi�e jednaka ako je x′i3 = x̃′i3 = 1. Mo�emo pretpo-
staviti da je x′i3 = 1 jer je to uobiqajeno predstav	a�e taqke (koja nije

beskonaqno daleka). Sa druge strane, x̃′13 bi�e jednako 1 ako je preslikava-
�e oblika

P =

p11 p12 p13
p21 p22 p23
0 0 1

 .

Dakle, u sluqaju afinih preslikava�a ravni, algebarska grexka jedna-
ka je geometrijskoj jer je ispu�en uslov x′i3 = x̃′i3 = 1.

6.2.4 Normalizovani DLT algoritam

Va�na karakteristika svakog algoritma je �egovo ponaxa�e pri maloj
promjeni ulaznih veliqina. U sluqaju odre�iva�a projektivnog preslika-
va�a postav	a se pita�e: xta �e se dogoditi ako se na neki naqin pro-
mijene taqke koje koristimo? Na primjer, ako posmatramo iste taqke ali
u drugom koordinatnom sistemu. Ili ako primjenimo neku projektivnu
transformaciju na ulazne parove taqaka. Bilo bi dobro kada bi matrice
dobijene DLT algoritmom prije i nakon neke od navedenih promjena bile
iste ili bar na neki naqin povezane. Me�utim, to nije sluqaj. DLT algo-
ritam bi�e invarijantan u odnosu na izbor taqaka jedino ako se prethodno
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uradi normalizacija istih.

Algoritam za normalizaciju taqaka je slede�i:

1. Izraqunati te�ixte sistema taqaka (afino)

2. Translirati te�ixte u koordinatni poqetak (matricu translacije
oznaqimo sa G)

3. Primjeniti homotetiju tako da prosjeqna uda	enost taqke od koordi-
natnog poqetka bude

√
2 (matricu homotetije oznaqimo sa S)

4. Matrica T = SG je matica normalizacije taqaka.

Osim xto qiniDLT algoritam stabilnijim, normalizacija taqaka sma-
�uje i numeriqku grexku koja se jav	a prilikom raquna.

Dakle, umjesto DLT algoritma, mo�emo koristiti i normalizovani
DLT algoritam koji ima izvjesne prednosti:

1. Odrediti matricu T normalizacije taqaka (originali)

2. Odrediti matricu T ′ normalizacije taqaka (slike)

3. Normalizovati originalne taqke Ai = TAi, i = 1, . . . , n

4. Normalizovati slike taqaka A′i = T ′A′i, i = 1, . . . , n

5. OdreditiDLT algoritmom matricu P koriste�i normalizovane taqke
Ai i A′i

6. Matrica tra�enog preslikava�a dobija se kao P = T ′−1PT .

Va�no je napomenuti da, ukoliko su ulaz taqno qetiri para taqaka,
DLT i normalizovani DLT algoritam daju isti rezultat kao naivni algo-
ritam. U tom sluqaju je matrica projektivnog preslikava�a P jednozna-
qno odre�ena tim parovima taqaka. To jest, va�i λA′i = PAi za svako
i ∈ {1, 2, 3, 4}.
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7 Otkla�a�e projektivne distorzije

Slika 10: Primjer projekti-
vne distorzije (Olivera �i-
vanovi�)

Kao xto je ve� reqeno, projektivna
distorzija nastaje kada osa fotoaparata
nije normalna na ravan koju fotogra-
fixemo. To se dexava zbog nepreci-
znosti fotografa, ali i iz opravda-
nih razloga. Na primjer, da ne bi
doxlo do projektivne distorzije kada
fotografixemo visoku gra�evinu, bilo
bi neophodno da se znaqajno uda	imo
od �e, xto nekada nije mogu�e (slika
10). Neophodno je malo iskositi fo-
toaparat da bi cijela gra�evina bila
na fotografiji i tada izgleda da se
ona su�ava od dna ka vrhu (�ab	a per-
spektiva). U arhitekturi ovo qesto
predstav	a nezanemar	iv problem i ne-
ophodno je otkloniti projektivnu di-
storziju sa fotografije (ako ve� nije
mogu�e napraviti fotografiju bez disto-
rzije).

Otkla�a�e projektivne distorzije koriste i aplikacije na mobilnim
telefonima koje slu�e za ,,skenira�e" dokumenta, tj. prevo�e�e foto-
grafija naprav	enih mobilnim telefonom u pdf fajl (slika 11). Izme�u
ostalih modifikacija koje izvrxe na fotografiji, obavezno je i otkla-
�a�e distorzije da bi dokument zaista imao oblik pravougaonika (kao u
stvarnosti).

(a) Prije obrade (b) Nakon obrade

Slika 11: Mobilni skeneri
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Ove mobilne aplikacije otkla�aju projektivnu distorziju softverski.
Me�utim, mogu�e je i mehaniqki otkloniti ovu vrstu distorzije. Taqni-
je, postoji posebna foto-oprema koja slu�i da do projektivne distorzije
uopxte i ne do�e.

7.1 Otkla�a�e distorzije mehaniqki

Vratimo se na problem zbog koga je i osmix	en naqin za mehaniqko
otkla�a�e projektivne distorzije.

Slika 12: Kako nastaje projektivna distorzija (www.f − stop.com)

Potrebno je fotografisati gra�evinu znaqajno vixu od nas. Kada bi-
smo se dovo	no uda	ili od �e, sve bi bilo dobro i fotografija bi odgova-
rala stvarnosti, ali to najqexe nije mogu�e. Xirokougaoni objektivi su
od velike pomo�i. Zahva	uju�i �ima, mogu�e je fotografisati cijelu gra-
�evinu iako stojimo jako blizu �e. Ipak, uglavno je potrebno malo nagnuti
fotoaparat unazad. Tada osa aparata vixe ne�e biti normalna na pred�u
fasadu i gra�evina �e na fotografiji biti ma�e ili vixe deformisana,
javi�e se projektivna distorzija (slika 12).

(a) Nepotpuna fotografija (b) Fotografija bez distorzije

Slika 13: Otkla�a�e distorzije mehaniqki
(www.f − stop.com)

Ako pokuxamo da izbjegnemo pojavu distorzije, na fotografiji �e biti
vid	iv samo prizemni dio zgrade (slika 13 (a)).
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Bilo bi idealno, kada bismo mogli da podignemo objektiv, a da ravan
senzora ostane paralelna ravni gra�evine koju fotografixemo. Bax to i
jeste mehaniqko rjexe�e za ovu vrstu distorzije (slika 13 (b)).

Jox od sredine proxlog vijeka, proizvo�aqi foto-opreme su kreirali
objektive koji su mogli da se pomjeraju na odre�ene naqine. Najprije je
Nikon plasirao objektiv koji mo�e da otkloni projektivnu distorziju jer
ima mogu�nost pomjera�a gore-do	e (engl. shift lens). Ve� 1973. godine
Canon pravi objektiv koji mo�e i da se pomjera i rotira (eng. tilt− shift
lenses). Rotacija objektiva poma�e kod istovremenog fokusira�a objekata
koji su na razliqitom odstoja�u od fotoaparata. Ovi objektivi nazivaju

Slika 14: Shift objektiv i view fotoaparat (www.f − stop.com)

se jox i PC objektivi od engleskog perspective correction. Osim �ih, po-
stoje fotoaparati (large format view camera) kojima poseban objektiv nije
potreban jer imaju mogu�nost pomjera�a i rotira�a ravni u kojoj se na-
lazi senzor (eng. film plane). PC objektiv i view fotoaparat prikazani
su na slici 14.

(a) Obiqan objektiv (b) PC objektiv

Slika 15: Fotografija sa i bez distorzije (www.wikipedia.org)

Primjer fotografije snim	ene bez PC objektiva i istog prizora fo-
tografisanog uz korix�e�e ovog objektiva mo�e se vidjeti na slici 15.

26



7.2 Otkla�a�e distorzije softverski

Projektivna distorzija sa digitalnih fotografija mo�e se ukloniti
i softverski. Program se zasniva na projektivnoj geometriji ili preci-
znije, projektivnom preslikava�u.

Fotografija i odre�ena ravan prostora koji smo fotografisali su po-
vezani jedinstvenim projektivnim preslikava�em. To je posledica qi-
�enice da je centralna projekcija jedne ravni projektivno preslikava�e
(slika 5, glava 2). Dakle, problem se svodi na slede�e: potrebno je odre-
diti ovo preslikava�e i onda �ime piksel po piksel preslikati digitalnu
fotografiju. Tako dobijamo fotografiju bez distorzije.

(a) Ulaz

(b) Izlaz

Slika 16: Otkla�a�e distorzije softverski (korix�ena slika je preuzeta
sa www.istockphoto.com)

Ostaje jox samo pita�e kako odrediti potrebno projektivno preslika-
va�e.
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Dovo	no je na fotografiji izabrati qetiri taqke koje u stvarnosti
predstav	aju pravougaonik. Na fotografiji one odre�uju neki proizvo-
	an qetvorougao. Tih osam taqaka (tjemena qetvorougla na fotografiji
i pravougaonika u stvarnosti) jednoznaqno odre�uju projektivno presli-
kava�e. Naivni algoritam opisuje postupak kako od ovih taqaka dobi-
jamo matricu preslikava�a. Tako�e, potrebna je i odgovaraju�a funkcija
koja odre�uje koordinate tjemena pravougaonika. Tu mo�emo iskoristiti
i odnos du�ine i xirine istog u stvarnosti (npr. ako se radi o nekoj
gra�evini, ovaj odnos je poznat).

Ukoliko se iz nekog razloga koristi vixe od qetiri para taqaka, pro-
jektivno preslikava�e se mo�e odrediti pomo�u DLT algoritma ili, jox
bo	e, normalizovanog DLT algoritma.

Ostaje jox preslikati svaki piksel (u homogenim koordinatama jer je
matrica preslikava�a uvijek formata 3×3) i tako formirati novu foto-
grafiju. Me�utim, u praksi se ne radi tako ve� upravo suprotno. Za svaki
piksel nove fotografije (koju kreiramo) tra�imo piksel koji mu odgo-
vara na ulaznoj fotografiji. To se posti�e uz pomo� inverza dobijenog
projektivnog preslikava�a. Inverz �e uvijek postojati jer su projektivna
preslikava�a bijekcije. Dakle, koristi se takozvano obrnuto mapira�e
(eng. reverse pixel mapping). Ono je pogodno jer ima odre�ene prednosti u
odnosu na direktno mapira�e. Naime, prilikom direktnog preslikava�a
piksela, dobijene koordinate ne moraju uvijek biti cjelobrojne vrijedno-
sti (a koordinate piksela jesu cjelobrojne). Zbog toga na izlaznoj fotogra-
fiji mo�e biti neobojenih piksela, raznih preklapa�a i nepravilnosti.
Me�utim, kada se koristi obrunuto mapira�e, do toga ne dolazi. Boji se
jedan po jedan piksel izlazne fotografije. Ako odre�enom pikselu odgo-
vara neki sa koordinatama u decimalnom zapisu (koji zapravo ne postoji)
na ulaznoj fotografiji, vrxi se interpolacija boja susjednih piksela i
tako dobija dovo	no dobar rezultat.

Jasno je da se prilikom otkla�a�a projektivne distorzije na ovaj naqin
gubi na kvalitetu fotografije, ali je ta mana zanemar	iva u odnosu na
veliku primjenu i korist koju softversko otkla�a�e distorzije pru�a.
Sa druge strane, mehaniqko otkla�a�e distorzije ne utiqe na kvalitet
fotografije jer se distorzija otkloni prije fotografisa�a.

8 Program za otkla�a�e distorzije

U ovom poglav	u dat je kod programa koji otkla�a projektivnu disto-
rziju. Kod je pisan u programskom jeziku Python.

Kada se program pokrene, otvara se Pygame prozor sa fotografijom sa
koje otka�amo distorziju. Korisnik samo treba da izabere qetiri taqke
u opxtem polo�aju koje u stvarnosti obrazuju pravougaonik (a na foto-
grafiji, zbog projektivne distorzije, neki proizvo	an qetvorougao). Pro-
gram zatim izgenerixe i prika�e fotografiju na kojoj je projektivna di-
storzija otklo�ena, tj. izabrane taqke na izlaznoj fotografiji su zaista
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tjemena pravougaonika.
U kodu je korix�en naivni algoritam za odre�iva�e projektivnog pre-

slikava�a. Iako je implementiran i DLT algoritam, naivni je ilustra-
tivniji zbog svoje geometrijske prirode. Program poredi rezultate ova
dva aloritma i mo�e se vidjeti da oni daju istu matricu projektivnog
preslikava�a. Razlika mo�e da se pojavi tek u xestoj decimali (slika
17).

Slika 17: Rezultat naivnog i DLT algoritma (za qetiri para taqaka)

U biblioteci OpenCV-Python, koja slu�i specijalno za probleme kompju-
terskog vida, postoji funkcija cv2.getPerspectiveTransform() koja raquna
matricu projektivnog preslikava�a za unijete koordinate qetiri para
taqaka. Ova funkcija daje istu matricu preslikava�a kao i funkcija
naivniAlgoritam() koja je korix�ena u ovom programu.

OpenCV nudi i funkciju cv2.warpPerspective() koja za fotografiju
i matricu (ulaz) pravi fotografiju koja je slika ulazne pri datom pre-
slikava�u. Ova funkcija nije korix�ena u programu da bi se naglasila
va�nost obrnutog mapira�a. Me�utim, ni proces preslikava�a piksela
nije obav	en u potpunosti. To bi podrazumijevalo i odabir i imple-
mentaciju interpolacije koje �e najbo	e odrediti boju piksela koji ne-
maju konkretan original. Zato je, nakon odre�iva�a koordinata piksela
pomo�u inverza matrice preslikava�a, upotrijeb	ena ugra�ena funkcija
cv2.remap() koja transformixe ulaznu fotografiju pomo�u mape presli-
kanih piksela. Unutar te funkcije obav	aju se sve potrebne interpolacije
i aproksimacije.

Rezultat rada ovog programa mo�e se vidjeti na slici 16.
Xto se tiqe vremena potrebnog za raquna�e matrice projektivnog pre-

slikava�a, DLT je unekoliko br�i od naivnog algoritma, dok najbo	i
rezultat daje funkcija cv2.getPerspectiveTransform(). Ali sve dok se radi
sa qetiri para taqaka, o toj razlici nema potrebe voditi raquna. Na slici
18 se vidi da se i posle primjene algoritama 1000 puta, ne uxtedi vixe
od 0, 67 sekundi.
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Slika 18: Pore�e�e vremena izvrxava�a algoritama

Mo�e se pokazati i kolika je grexka DLT algoritma primje�enog na
vixe od qetiri para taqaka. Na slici 19 su prikazane matrice dobijene
naivnim algoritmom (koji prima qetiri para taqaka) i DLT algoritmom
(koji je radio sa jox dodatna qetiri para).

Slika 19: Matrice dobijene naivnim i DLT algoritmom

Iako DLT algoritam pravi odre�enu grexku, ona ne utiqe drastiqno
na otkla�a�e projektivne distorzije xto se mo�e vidjeti na slici 20.
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Slika 20: Izlazna fotografija pri upotrebi naivnog (lijevo) iDLT algo-
ritma koji prima osam parova taqaka (desno)

U nastavku slijedi pomenuti kod.

8.1 Kod

#Zbog polozaja fotoaparata u odnosu na ono sto fotografisemo

nekada dolazi do nastajanja projektivne distorzije. Npr. list

papira pravougaonog oblika na fotografiji moze da ima oblik

trapeza. Ova distorzija moze da se otkloni softverski. Sledeci

kod definise program koji radi upravo to. Na pocetku se ucitava

proizvoljna fotografija. Korisnik bira tjemena cetvorougla

koji je u stvarnosti pravougaonik , ali je na fotografiji

deformisan. Program pronalazi matricu projektivnog

preslikavanja koje ce izabrani cetvorougao vratiti u

pravougaonik. Zatim se pronadjeno preslikavanje primjenjuje na

pocetnu fotografiju. Tacnije , koristi se inverzno preslikavanje

(slika pravougaonik u cetvorougao) da za svaki piksel nove

fotografije pronadje onaj koji joj odgovara na fotografiji koji

obradjujemo. Krajnji izlaz je nova fotografija na kojoj je

uklonjena projektivna distorzija.

import pygame

from pygame.locals import *

import array

import cv2

import numpy

import numpy as np

from numpy import matrix

from numpy.linalg import inv
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#Funkcija koja mijenja mjesta dva clana i u x i u y-nizu. Tj.

mijenja mjesta dvije tacke.

def zamijeni(x,y,i,j):

pom1 = x[i]

pom2 = y[i]

x[i] = x[j]

y[i] = y[j]

x[j] = pom1

y[j] = pom2

#Korisnik moze da izabere tjemena redom kojim on zeli. Ova funkcija

ih sortira: gornje lijevo tjeme je prvo (x_0 ,y_0), a ostala

idu redom u direktnom smjeru. Ovdje je bitno kako izgleda

koordinatni sistem pygame prozora. Pocetak (0,0) je gornji

lijevi ugao. Desno je pozitivan smjer x-ose , a dolje pozitivan

smjer y-ose.

def poredjajTacke(x,y):

if x[1] + y[1] < x[0] + y[0]:

zamijeni(x,y,0,1)

if x[2] + y[2] < x[0] + y[0]:

zamijeni(x,y,0,2)

if x[3] + y[3] < x[0] + y[0]:

zamijeni(x,y,0,3)

if x[2] < x[1]:

zamijeni(x,y,2,1)

if x[3] < x[1]:

zamijeni(x,y,3,1)

if y[3] > y[2]:

zamijeni(x,y,2,3)

#Ova funkcija odredjuje dimenzije pravougaonika u koji ce biti

preslikan izabrani cetvorougao.

def dimenzije(x,y):

duzina = (abs(x[0]-x[3]) + abs(x[1]-x[2]))/2

visina = (abs(y[0]-y[1]) + abs(y[3]-y[2]))/2

return duzina , visina

#Funkcija koja odredjuje koordinate tjemena pravougaonika.

def pronadjiSlike(x,y):

d, v = dimenzije(x,y)

pom = (x[1] + x[0])/2

x[0] = pom

pom = (y[3] + y[0])/2

y[0] = pom
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x[1] = x[0]

y[1] = y[0] + v

x[2] = x[0] + d

y[2] = y[1]

x[3] = x[2]

y[3] = y[0]

#Algoritam koji pronalazi matricu projektivnog preslikavanja (Data

su cetiri para tacaka). Radi isto sto i ugradjena funkcija cv2.

getPerspectiveTransform (). Ideja je pronaci preslikavanje

baznih tacaka u "originale" i preslikavanje baznih tacaka u

"slike". Preslikavanje "originala" u "slike" je neka vrsta

kompozicije ova dva preslikavanja.

def naivniAlgoritam(originali , slike):

P1 = preslikavanjeBaznihTacaka(originali)

P2 = preslikavanjeBaznihTacaka(slike)

M = P2*inv(P1)

M = M/M[2,2]

return M

#Funkcija koja projektivno preslikava cetiri bazne tacke u cetiri

zadate tacke.

def preslikavanjeBaznihTacaka(tacke):

#pravljenje homogonih koordinata za zadate tacke

a1 = numpy.append(tacke [0], 1)

b1 = numpy.append(tacke [1], 1)

c1 = numpy.append(tacke [2], 1)

d1 = numpy.append(tacke [3], 1)

#bazne tacke

a = np.array([1, 0, 0])

b = np.array([0, 1, 0])

c = np.array([0, 0, 1])

d = np.array([1, 1, 1])

#Odredjivanje preslikavanja. Trazimo matricu P za koju vazi: Pa =

k_1a_1 , Pb = k_2b_1 , Pc = k_3c_1 i Pd = k_4d_1 pri cemu su k_i

realni koeficijenti. Odakle slijedi da (bazne tacke su tako i

izabrane) prva kolona matrice P ima oblik k_1a_1 , druga k_2b_1 ,

a treca k_3c_1. Sada samo treba naci k_1 , k_2 i k_3. To nije

problem jer imamo i cetvrtu tacku - d_1. Posto je Pd = d_1

(mozemo uzeti da je k_4 =1) mora da vazi da je d_1 = k_1a_1 +

k_2b_1 + k_3c_1. Tj. d_1 = koef*A gdje je koef vektor kolona

(program je vidi kao matricu) koja sadrzi koeficijente , a A

matrica kojoj su kolone koordinate tacaka a_1 , b_1 i c_1. sada

je lako naci koeficijente , a samim tim i matricu preslikavanja.

A = np.matrix ([a1, b1, c1]).transpose ()

koef = np.dot(inv(A), d1)
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P = np.matrix ([koef [0,0]*a1, koef [0 ,1]*b1 , koef [0 ,2]*c1]).

transpose ()

return P

def dltAlgoritam(originali , slike):

#pravljenje homogonih koordinata za zadate tacke

a = numpy.append(originali [0], 1)

b = numpy.append(originali [1], 1)

c = numpy.append(originali [2], 1)

d = numpy.append(originali [3], 1)

a1 = numpy.append(slike [0], 1)

b1 = numpy.append(slike [1], 1)

c1 = numpy.append(slike [2], 1)

d1 = numpy.append(slike [3], 1)

M = np.matrix ([

[0, 0, 0, -a[0], -a[1], -a[2], a1[1]*a[0], a1[1]*a[1], a1[1]*a

[2]],

[a[0], a[1], a[2], 0, 0, 0, -a1[0]*a[0], -a1[0]*a[1], -a1[0]*a

[2]],

[0, 0, 0, -b[0], -b[1], -b[2], b1[1]*b[0], b1[1]*b[1], b1[1]*b

[2]],

[b[0], b[1], b[2], 0, 0, 0, -b1[0]*b[0], -b1[0]*b[1], -b1[0]*b

[2]],

[0, 0, 0, -c[0], -c[1], -c[2], c1[1]*c[0], c1[1]*c[1], c1[1]*c

[2]],

[c[0], c[1], c[2], 0, 0, 0, -c1[0]*c[0], -c1[0]*c[1], -c1[0]*c

[2]],

[0, 0, 0, -d[0], -d[1], -d[2], d1[1]*d[0], d1[1]*d[1], d1[1]*d

[2]],

[d[0], d[1], d[2], 0, 0, 0, -d1[0]*d[0], -d1[0]*d[1], -d1[0]*d

[2]],

])

#SVD dekompozicija matrice M

U, D, V = np.linalg.svd(M)

#Poslednja kolona matrice V definishe trazheno projektivno

preslikavanje

P = V[-1]. reshape(3, 3).astype(np.float32)

P = P/P[2,2]

return P

pygame.init()

# ucitavanje slike za pygame (najlaksi nacin da korisnik izabere

tacke)
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slika = pygame.image.load(’zgrada2.jpeg’)

#ucitavanje slike za OpenCV. Da bi se koristile funkcije cv2.remap

() ili cv2.warpPerspective (), slika mora biti predstavljena kao

numpy array

slika1 = cv2.imread(’zgrada2.jpeg’)

width = slika.get_width ()

height = slika.get_height ()

#pravljenje prozora koji ima sliku kao pozadini tako da korisnik

moze klikom da izabere tjemena cetvorougla koji ce biti

"ispravljen"

prozor = pygame.display.set_mode ((width , height))

pygame.display.set_caption("Fotografija na kojoj treba izabrati 4

tacke")

prozor.blit(slika , (0,0))

#pravljenje nizova u koji ce biti smjestene koordinate tacaka koje

korisnik bira

run = True

i = 0

x = array.array(’i’, (0 for i in range (0,4)))

y = array.array(’i’, (0 for i in range (0,4)))

while run:

#biranje i pamcenje koordinata piksela

for dogadjaj in pygame.event.get():

if dogadjaj.type == pygame.QUIT:

run = False

if dogadjaj.type == pygame.MOUSEBUTTONDOWN:

pozicija = pygame.mouse.get_pos ()

pygame.draw.circle(prozor , [255, 0, 0], pozicija , 6, 0)

pygame.display.update ()

x[i], y[i] = pozicija

i = i+1

if i == 4: #ako su izabrane sve cetiri tacke:

poredjajTacke(x,y)

originali = np.float32 ([

(x[0], y[0]),

(x[1], y[1]),
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(x[2], y[2]),

(x[3], y[3]),

])

pronadjiSlike(x,y)

slike = np.float32 ([

(x[0], y[0]),

(x[1], y[1]),

(x[2], y[2]),

(x[3], y[3]),

])

M = naivniAlgoritam(originali , slike)

#Poredjenje matrica koje su rezultat dlt i naivnog algoritma. Za

cetiri para tacaka , matrice su identicne

print M

print dltAlgoritam(originali , slike)

M1 = inv(M) #ovo je matrica koja slika piksele nove

fotografije u piksele fotografije koju smo ucitali

#Treba jos samo izgenerisati novu fotografiju uz pomoc

dobijene matrice. To se moze uraditi pomocu ugradjene funkcije

#novaFotografija = cv2.warpPerspective(slika1 , M, (width ,

height), flags=cv2.INTER_LINEAR)

#cv2.imshow(’novaFotografija ’, novaFotografija)

#Medjutim , nije tesko ni "rucno" preslikati sve piksele

#pravimo "mrezu" za matricu piksela

indY , indX = np.indices ((height , width), dtype=np.float32)

#svaki piksel predstavimo homogenim koordinatama i stavimo ih

u matricu tako da je jedan piksel jedna kolona

matricaPiksela = np.array ([indX.ravel(), indY.ravel (), np.

ones_like(indX).ravel ()])

preslikaniPikseli = M1.dot(matricaPiksela)

# dijelimo poslednjom koordinatom , tj. vracamo homogene

koordinate u euklidske i pravimo dva niza piksela: x i y

koordinata

mapX , mapY = preslikaniPikseli [:-1]/ preslikaniPikseli [-1]

#ponovo vracamo u matricni oblik

mapX = mapX.reshape(height , width).astype(np.float32)

mapY = mapY.reshape(height , width).astype(np.float32)

novaFotografija = cv2.remap(slika1 , mapX , mapY , cv2.
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INTER_LINEAR)

cv2.circle(novaFotografija , (x[0],y[0]), 6, (0,0,255), -1)

cv2.circle(novaFotografija , (x[1],y[1]), 6, (0,0,255), -1)

cv2.circle(novaFotografija , (x[2],y[2]), 6, (0,0,255), -1)

cv2.circle(novaFotografija , (x[3],y[3]), 6, (0,0,255), -1)

cv2.imshow(’novaFotografija.png’, novaFotografija)

cv2.waitKey (0)

cv2.destroyAllWindows ()

run = False

pygame.display.update ()

pygame.quit()
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9 Zak	uqak

Kao xto se u radu moglo proqitati, projektivna distorzija nastaje kao
posledica centralnog projektova�a trodimenzionalnih objekata na ravan
fotografije. Za turiste i fotografe amatere, ona ne predstav	a nikakav
problem. Me�utim postoje situacije kada ju je neophodno otkoloniti.

To je mogu�e uqiniti na dva naqina: mehaniqki i softverski.
Mehaniqko otkla�a�e kao rezultat ima fotografiju ve�eg kvaliteta,

ali se posti�e zahva	uju�i posebnim fotoaparatima ili objektivima.
Ako je fotografija ve� naprav	ena sa distorzijom, mo�e da se sof-

tverski obradi i ukloni distorzija, ali se tada gubi na kvalitetu foto-
grafije.

Softversko otkla�ane distorzije teme	i se na rezultatima projekti-
vne geometrije. Ideja je prona�i projektivno preslikava�e koje povezuje
objekat kakav vidimo na fotografiji (qesto malo iskriv	en) i isti taj
objekat u stvarnosti.

Postoji vixe algoritama za pronala�e�e projektivnog preslikava�a.
U radu su izlo�eni naivni i DLT algoritam. Naivni algoritam je qisto
geometrijske prirode. Prima qetiri para taqaka (jer taqno toliko pa-
rova jedinstveno odre�uje projektivno preslikava�e) i daje potpuno taqan
rezultat.

Za razliku od naivnog, DLT algoritam je algebarske prirode. �egova
prednost je u tome xto mo�e da odredi preslikava�e i ako su data vixe od
qetiri para taqaka, ali samim tim, jav	a se odre�ena grexka. Za otkla�a-
�e distorzije, ova grexka ne pravi primjetan problem (xto je i prikazano
u radu), ali radi ve�e preciznosti, mo�e se izvrxiti normalizacija DLT
algoritma.

Da bi se jasno razumjela izlo�ena tema, potrebno je poznava�e osnova
projektivne geometrije. Zainteresovani za ovu oblast najvixe deta	a mogu
prona�i u k�izi [3].
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