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YBO

Caeoriirra IUTATAIN3AIMjA TOBEIA je 10 Tora Aa 00pajIa mojaraka momohy
padyHapa 0Oy/ie cacTaBHU MO KUBOTa CKOPO cBakor nojeaunna. Ob6pana auru-
taguux dpororpaduja, ocum u3 3adaBe u paIu JIUIHOT 330BO/bCTBA, UM OPOjHE
npumjere. Ha mpumjep, momohy aBuje dpororpaduje Hekor objekra, moryhe je
PEKOHCTPYHUCATHA HET'OB IOJI0XKA] U JUMEH3HU]E.

Ca pasBojem pauyHapcke rpaduke, pacre u norpeda 3a epUKACHUjUM Me-
Togama obpazge dororpaduja. OAroBopu u pjernerma 33 CBA MUTAHA Y PATY-
HapCTBY ¥ IPOrDAMUPAby Hajla3e Ce Y PA3JINIUTUM MATEMATHUYKAM JHUCITUTIIIH-
nama. Komkperno, obpaga ¢ororpaduja u nmujesa ob1acT padyHAPCKOr BHIA
TEeMeJbU Ce Ha NeOMETPHjU, & IEHTPAJTHO MJECTO 3ay3UMa IPOjEeKTUBHA reoMe-
TpHja.

TpoarMeH3UOHAIIHN CBHjeT TTOCMATPaH KPO3 00jeKTHB ryOn YnTaBy jeany In-
MEH3HU]jy ¥ 3aTO Cy IpeIMeTH y Ta/bUHN CBE MarbW U MarbH, TapajeIHoOCT ce ryou,
nemoryhe je n3mjepuru gayxuny u ci. Unak, npojeKTuBHa reoMeTpHja MOXKeE J1a
OfITOHETHE W 00jaCHHM MHOIO TOra. lema paja je OTKIamame IMPOjeKTUBHE IH-
cropauje. To mompasymmujeBa W3BHjECHO ,HcCHpaBsbame” aujena ¢ororpaduje
KaKO OW OHa M3TJIeJaIa BjepOIOCTOjHMU]E.

IIpBe nBuje riraBe mpencTaB/bajy yBOA W MOTHBAIHjy 3a paa. Ty je obja-
IIIEHO I1ITA je TO IPOjeKTUBHA JIUCTOP3Uja W IITA je MATeMaTUIKH Mojes ¢o-
rToanapara (kamepe).

Tpeha u gerBpTa ri1aBa cy mocsehene MPOjeKTUBHOj T€OMETPH)U U TPOjeKTH-
BHUM I[IPECIUKABABUMA PABHU. 3aTUM Cy JIETAJbHO OLUCAHU HEKH AJTOPUTMHU
3a ofpehuBame MPOjEKTUBHOT MPECTNKABAHA.

Cenma ritaBa maje objarmeme Kako je Moryhe OTKJIOHUTH TPOjeKTUBHY IIH-
cropaujy (Mexanwdku u cOdTBEPCKH), IOK je HA CAMOM KPajy H3JI0XKeH KOJ
mporpaMa Koju OTKJIaiba OBY BPCTY AUCTOP3Hje ca mpou3BosbHE (poTorpaduje.

OBOM TIPUJIUKOM >KEJIUM 3 Ce 3aXBaJUM CBOM MeHTopy, mpod. ap Cphany
Byxkmuposuhy m unanosuma komucuje, ap Tujanm Illykwmmosuh u ap Becuu
Mapunkosuh. CBojuM KOMEHTapUMa U CyreCTHjaMa OHU Cy IOMOIJIN IIPU N3Pa/IN
OBOI' paJia ¥ YYUHUJIH I'a JHEIIIUM U OO/bUM.



1 Aobepamnuje Ha dpororpacdmjama

IMpumkom dororpaducama moryhe je ma mohe 10 HEKUX HEKEIHEHUX PE3YJI-
Ttara. Jbyouremsu dororpaduje cycpehy ce ca pasHuMm mpodIeMUMa KOje Mpo-
u3BOhaun KaMepa cBe ycmjernrauje mpesasmiase. Oncrymnama OHOTa IITO BUINMO
oz npusopa Ha dororpaduju Haszusajy ce abepauje (1ar. aberare - omiryrarn)
unu pucropsuje (sar. distorsio - uckpusibemwe, uzonadewe). OHa yriaBHOM
HACTAjy W3 ONTHYIUX PA3jora, HIp. 300r JOMIKAX WK MOTPEIIHO IOCTAB/HEHUX
counBa. Takee abepamuje ce 3aTO U HA3UBAjy ONTHUUYKE abeparmje.

Hexke ox mux cy:

e Xpowmarcka abepamuja (aucropsuja 60ja)
o Kowma abeparmja

e Bypacra mucropsuja

e Jacrywacra gucrop3uja.

() Xpomarcka abeparmja

Cnuka 1: TIpumjepu gucropsuje ua dororpadujama (www.nikon.rs)

Xpomarcka n KoMa abepariuja HacTajy 300r ocoOnHa MpeiaMamba CBjeT/IOCTH
JIOK Ha 6ypacTy M jacTydacTy AUCTOP3H]jy (pajujasiHe TUCTOP3HUje) yTHYIe HCKIbY-
YMBO KBaJMTET coumBa. llpuMjepm HEKUX O/ CITIOMEHYTHX abepalnja MOTYy ce
BUjeTH Ha cauny 1.



CBe 0Be HENPABUIHOCTU MOTY JIa €€ OTKJIOHE CODTBEPCKU WK KOpUIINemheM
mocebHuX momaraka. Ocum Tora, JaHAC Ce MPOU3BOIE JOBOBHO 100pU 00jeKTUBHI
Ja onTudke abeparyje Ha ¢ororpadujama Oyay y HOTIIYHOCTH HEIPUMjETHE.

1.1 TIpojekTuBHaA guUcTOp3Uja

Ocum onruuke, TpuaukoM ¢ororpaducama jaBba ¢ U MPOjeKTUBHA JIH-
cropauja. Ona Hema Be3e ca counBuMa Tj. ontukoM. Hacraje kaga censop Koju
upuMa cBjersiocHe 3pake (uiu panuje buiM) Huje napaseial PaBHU Y KOjoj ce
Hajasu objekar kKoju dpororpacduniemo (ciauka 2).

OBa mojaBa ce 030M/bHO pa3MaTpa jOIr O pPeHecaHce. ¥ CIAUKAPCTBY je O
Taja Mo3HaTa Kao mpecnekTuBa. lIpumjeheHo je ga ce y /byICKOM BHIHOM IOJbY
TPOAUMEH3UOHAJIHU CBHjET KOjU HAC OKPY:KYyje He IMOHAIa M0 MPABUIUMA €y-
KJIAJICKE TeoMeTpuje, Beh mpeaMeTu u3Iuieiajy CBe MAamW MITO Cy JIa/bU Ol OKa
nocMarpada. Ilapasente mpee (HIOp. MUHE) MOTY 13 C€ CUjEKy Ha XOPU3OHTY.

Y MUTAMMA TAKo Y3AAHO Tamk JAKO.
4 TY3E Y TEKAE HU3 OEPA3 MOAAKO.
04 TPYAM CE MOTMX BEMAH Ofak CTEOPW.
44 Y HHMA AYWA NPE POKA W3TOPMA!

10 Fonkmy CEETY MAABAH Tt MOTYLAM —
WTO FPOMORHMK HHMTAM Ad HA TYARY MYLAM 2

N N BYPA JAKLIWR

Cruxka 2: Tlpumjep npojektupHe mucropauje. [IpaBoyrana miaoua na dororpa-
duju HEMa OOJIMK MPABOYTAOHMKA.

Kana dororpadmumemo Hexn objekar, a paBaH y KOjoj ce OH HATA3W HHje Ma-
pasenna pasuu oroanapara (ceHszopa), kejbeHa pasas fie ce Ha pasan (HOTo-
rpaduje IpecaInKaTi HEKUM IPOJeKTHUBHUM IpeciankaBameM. Jlakie, ma 6ucmo
MOTJIM J]a TOBOPWUMO O OTKJIAMAMy MPOjeKTUBHE JUCTOP3Uje, TTPBO CE€ MOPAMO
YIO3HATH Ca TEOMETPHjOM KOja O0jallmhaBa HEHO HACTajame. 3aro he y Ha-
pPeIHUM TMONIAB/FUMA OUTH PHjedr O MEHTPATHO] MPOJEKIHjU W IPOjeKTHBHO]
TeOMeTPHjH.



2 llenTpaJjHa mpojekiimja Kao Moaes dporoara-
para

Jomr on maBHMHA, JBYAM Cy TPUMjETHIN Ja Y MPAYHO] TPOCTOPHjU MOXKE T
ce BU/IM CJIMKA HEKOT MPEIMeTa U3 CIOJbAIHOCTH. 10 ce JeraBa yKOIUKO KPo3
MaJIy PYIly YHyTpa Jonupy csjersocuu 3paru. MehyTum, cimka mpegmera mpo-
jeKroBaHOI Ha Taj HA4YMH je 3aporupana 3a 180° (1j. upeaMer BUAUMO OKPEHYT
Haomavke) u nocTa nejacua (cauka 3). Iozuaro je ga cy o Kunesu youuau jour
npuje Bure o7 3500 rogura. Kacuuje je Ta npocropuja y EBponn mpo3Bana kKa-
Mepa onckypa (jar. camera obscura - mpauna coba). IIperede naname ¢do-
Torpaduje HacTaie Cy yIpaBo 3axBasbyjyim MpadHOj KOMOPH y K0jOj Cy moMohy
pas3Hux POTOOCjEeT/HPUBAX CYICTAHITN 3a0UbEKEHN ,,OTUCIIA~ CIIOJHHOT CBUjETA.

Cumka 3: Kamepa ouckypa (www.wikipedia.org)

OBaj denomen npe/craBiba Hajje JHOCTABHUjU OOIHMK (HOTOAIIAPATA U HABUBA
ce jour u muux0J Mojen (pinehole - urmnaacra pymna). 1o Tom npunnuny byH-
KIIWOHUIILY U CaBpeMeHu (OTOAMAPATHA CAMO IITO j€ OJABHO MPAYHA KyTHja 3a-
MUjeeHa KOMIIJIEKCHIjOM alapaTrypoM, a yMjecTo MpocTe ,pyIuiie” CBjeTIocT
ya3u KPO3 YUTAB HU3 MOCEOHO MM3ajHHPAHIX COINBA, 11 je CJINKA MHOTO JaCHH]ja,
¥ BjepOJIOCTOjHH]A.

CBu doroamaparu, 1104eB 0, KaMepe OICKype Ia J0 JIaHAC, KA0 U JbYJICKO
OKO, (DYHKIIMOHWINTY MO jeTHOCTABHOM MATEMATHYKOM Momeny. llocmarpanu
peaMer ce Ha ceH30p (HekaJa 3uj MpadyHe cobe) IMPEeHOCH IEeHTPAJIHOM IIPO-
JEKIIMjoOM Kao IITO je IpUKa3aHo Ha cauiu 4.

Hedununuja 1. Hexa je 3adama pasan © u mawka C ean we. Ilenmpanna
npojexyuja je npeciurasarbe xoje ceaxy mauky npocmopa A # C cauka y
mauwky A’ paenu T maxo da sascu A’ = x CA. Taura C nasusa ce uenmap
npojexyuje, a pasaH T NPOJEKUUJCKE PABAH.

Hamomena 1. Cumbos X u3 npemzodne depunuyuje je o3nara 3a npecjex dea
zeomempuiera 06jexma (Y KOHKPEMHOM CAYHAJY, NPECIER NPAGE U PASHU,).

[enTpanna mpojexnuja HEUje MPOjEKTUBHO MPECIUKABAE, HUje YaK HU OH-
jexknmja. Mehyrum, y HEKUM CHEIUjaJHUM CJIy9ajeBUMa, OHA WMa, CBE OCOOMHE



PABAH ®OTOrPADUJE

Cmuka 4: Ilenrpasna mnpojekimja kao momen ¢doroanapara (Hartley R.,
Zisserman A.)

[IPOjeKTHBHOI' IIpec/InKaBama. bair Tu ciyvajeBu fie HaM O6uTn OCeOHO 3HAYA-
JHU jep ce MpOojeKTUBHA JTUCTOP3HUja, KAO M HEHO OTKJIAabhalbhe, TEME/bU YIIPABO
HA BUMA.

O TpOjeKTUBHOj TEOMETPHjU U TPOJEKTUBHUM TTPECTHKABAmBUMa he OuTu BuIie
pujeun y riiaBama 3 u 4. 3acas je TOBOJHHO 3HATH /1 CYy MPOjEKTUBHA, TPECIIN-
KaBama OujeKIrje KOoje IyBajy KOJUHEAPHOCT.

U \\

Cauka 5: Henrpanna npojekiuja jenne pasuu (Hartley R., Zisserman A.)

VKOJIMKO TIOCMATPAMO PECTPUKIIA]Y MEHTPATHE TPOjeKIrje HA jeIHy PaBaH



[IPOCTOPA, TO IIPECTUKABALE jeCTe IPOjeKTUBHO. JeIMHCTBEHO IIPOjEKTUBHO IIpe-
CITUKaBarh€ TOBE3yje YeTUPHU KOIJIaHAPHE TadKe MPOCTOpA M MCTE Te TadKe Ha,
dororpaduju (ciuka 5).

Taxkolje, ako yerupu Tauke npocropa (He MOpajy 6GUTH KOIJIAHADHE) PeCIu-
KaMO IEHTPAJTHOM ITPOJEKITNjOM Ca MCTHM IIEHTPOM HA JIBUj€ PAa3IMYUTE PABHU
(camka 6), Mmoxke ce nponaliu HPOjEKTUBHO LIpec/uKaBamwe usMely Tux ciuka.

Cmuka 6: /Isuje menTpanane mpojekimje ca uctum nenrpom (Hartley R.,
Zisserman A.)

OBa uumbeHNIa ce KOPUCTH TPUIMKOM TpaB/bemha nanopama. Ilenrap ¢o-
ToamaparTa ce He MHjeba, IPAaBU Ce HEKOIUKO (pororpaduja A0K poTupamo (o-
roanapar (Tako Ja Cy IPOJeKLUjCKe DABHU PA3JIMYUTE). 3aT0 CE CBAKE JABUjE
cycjenue dpororpaduje MOry HaI0Be3aTH TOMONY MPOjeKTUBHUX MPECTUKABAA.

Yak ¥ akO MPOMUJEHMMO IeHTap HeHTpaJsHe npojeknuje (nerarap doroana-
para), aju [OCMaTpaMoO Tadyke Koje jecy KomiaHaphe, usmelhy Tako qo6ujeHux
CJIMKA [IOHOBO MOCTOjU IPOJEKTHBHO Hpeciukapamwe (ciuka 7). OBo je mocie-
JIUIIA YUE-EHUIIE J1A je KOMIIO3UIMja JBa MPOjeKTUBHA IIPECTUKABAA IIPOjEKTH-
BHO TIPECTMKABAIHE.

Ose uumbeHUIle Cy 3HAYAJHE 32 KOMIjYTEPCKU BUi (€Hr. computer vision)
jep je ca TpOjeKTUBHUM TPECINKaBAhIMa MHOTO JIAKITIE PAJIUTH HETO Ca IEHTPa-
JTHOM TIPOjEeKIIAjOM.
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Camka 7: Coyuaj kaza ce dororpaduine ucra pasan u3 jsa uenrpa (Hartley
R., Zisserman A.)

3 Teomerpuja npojeKTUBHE paBHU

Kako he y oBoMm pajay Outw pujedn 0 OTKJIambamy TPOjeKTUBHE AUCTOP3WH]E,
moTpebHO je yBecTn HeKe OCHOBHE MIOjMOBE MPOjeKTUBHE reoMeTpHje.

IIpojekTuBHy paBan MOXKEMO Ja CXBATHMO HA BUIIE HAYUHA. JedaH Of HUX
je moMohy XOMOTEHUX KOODINHATA.

3.1 Xomorene KoopauHaTe

Hedununuja 2. Peaara npojexkmusna pasar RP? je ckyn mavara obauxa
(x1: @9 : x3), 2dje cy x1, T2 U T3 peasnu Opojeeu Maxeu 0a HUCY UCTROBPEMEHO
ceu wynaa. To jecm,

RP? = { (21 : 22 : 23) |21, 20,73 € R, 2} + 23 + 23 #0} .

Jlakje, Tadke IpOjeKTHBHE PABHHU 3aIIUCYjeMO oMoy Tpu Koopanaare. Taduku
A(zq : zo : x3) onroBapa BEKTOp A= (21, z2, T3) KOju 30BEMO BEKTOP IIPEJICTA-
BHUK Tauke A.

IIpaBy mpojekTrBHE PABHU MPEICTAB/HAMO jeTHATHHOM

p:axy + brs + cxs = 0.

Hene koopaunare cy ypehena Tpoja [a: b : ¢]. Bekrop p = (a,b,c) je Be-
KTOP MPeJICTABHUK IIpaBe p.

Byayhu na p = (a,b,¢) u § = (aa,ab,ac), (e # 0) upeicrasibajy ucru
BEKTOP, 3aK/bY9yjeMO 1a KOOPIUHATE TpaBe HUCY jeAUHCTBeHe. MHOMKemeM Ko-
OpIMHATA CKAJIAPOM PA3JIUYIATUM OJ] Hyse 1o0uheMo BHUIle IpeCcTaBbarba jeIHe
nucre mpase. 300r TOra oBe KOOpIWHATE HA3WBAMO XOMOT€He KOOpAuHAaTe.



Anasiorno, cBe 0BO Baxku U 3a Tadke, 1j. Tauky A(xy : To : T3) MOKEMO
zamucaru M Kao A(axy : axy @ qrg) TIPW YeMy je « MPOW3BOJbAH peajiaH Opoj
PA3JIUIUT OJI HyJIe.

Y npojekTuBHOoj reomerpuju (Kao u y aduHO] U eyKIUACKO]), Tauka A he
IIPUIIAJIATU TIPABOj P aKO U CaMO aKO HheHe KOOp/MHATe 33JI0BOJhaBajy je/IHa-
quny npase. OQIHOC TadyKe U IPABE MOYXKEMO MCIUTATH U [IOMONY HUXOBUX Be-
KTOpa MpeJCTaBHuKa (KopucTehn cKajapHu MpOU3BOI) O YeMy ToBopu cieneha
TeopeMa.

—

Teopema 1. Heka cy p u A sexmopu mpedcmashuyu npase p u mavke A,
pedom. Taurxa A npunada npaeoj p aKo U camo KO GAHCU

P A=A p=0. (1)

Zloxas. Heka je jennaumna npase p : axry + brs + cxs = 0, a Tavka nma KOOPIu-
nare A(z : y : z). akme, BekTopu npeacraBHuily cy garu ca p = (a,b,c), a
A = (z,y, z). Tauka A hie npumagaTy 1aTOj MPABOj AKO U CAMO aKO BaXKH

ax + by +cz=0.

Bekropcku 3ammcano, TO je ynpaso p'- A=0. Takobhe Baxku u p'- A= /_f;ﬁ
300I KOMYTATUBHOCTH CKAJIADHOI 1POM3BOxa. JacHo je aa jepmaxkocr (1) ue
3aBHCH OJ] BEKTODA TpeJCTaBHUKA jep je (ap) - (BAT) = af(p- /T), TaKo IIa je
TBpheme TOKA3aHO. U

Kopucrehu BekTOpe mpecTaBHUKE, MOXKEMO OAPEJIUTH TPABY KOja CAAPIKU
JBHje 3ajJlaTe TavKe, KAa0 U IPECcjeK JBUje mpase.

Teopema 2. Bexmop npedcmashuk npase p xoja cadpocu mauxe A u B dam
jecap=AXx B.

Hamomena 2. Cumbos X je y 080M CAYHAJY 03HAKA 34 BEKMOPCKU NPOU3EOJ.

Joxas. (Teomerpujcku) IIpasa p cagpxu tauke A u B na mopa na Gyze 7 A=0
up-B =0. To 3Hauu ja je BeKTOp P HOpMaJIaH U Ha BeKTOp A u Ha BekrOop B.
3aTo P’ u jecTe BEKTOPCKU MPOU3BO, BeKTopa A u B. O

Hoxas. (Anrebapckn) Tpaskumo BekTop p = (a, b, ¢) 3a Koju Baxkn
Tal + Yob+ 2,¢ =0 (2)

xpa + ypb+ zpc =0 (3)

upu uemy je A = (ZTa,Ya,2a), @ B = (b, yp, 2p). Jenuauune (2) u (3) upen-
CTaB/bAjy yCJIOB Jla JaTe Tadke MPUNAIAjy TpaBoj p. Kama pujermmmmo cucrem
(2)-(3) mobuhiemo BekTOp P, & caMuM TUM M KoopauHaTe Tpase p. Cucrem nMa
Tpu Henosuare (a, b u ¢), a camo apuje jexnauune. Mehyrum, To Huje npobaem



jep BeKTOp UpeACTaBHUK HpaBe (Kao U Tavke) HUje jeJMHCTBEH.
Kpennmo casta 1a pjentaBaMo CHCTEM.
Lo+ Yob+ 24¢ =10 -
Tpa + Ypb + zpc =0 JJr

Taa+ Yab+ zgqc =10

(yb—xbya> b+ (zb— xbza>c=O
Ty Ty

TvbYa — Talb
La2b — ThZa

OpaBze je ako W3padyHATH 114 je ¢ = -b. Barum ce, y3 Mayo

. . YvZa — Ya?b
pauyna, mobuje na je a = ——— - b. Tako cMO HAILIKM YATABY KJIACy Be-
Tagzh — Tpzg
YvZa — Ya b TpYa — Talb

-b, b, b), beR.
Tazh — Tphig Tazh — Tpig

Qukcupamem O6MI0 KOr peasiHor Opoja b, mobuhiemMo jesan BEKTOP MPEICTABHUK
Hallle IIpaBe. 3roIHO je y3eTu b = X2z, — Ta2p. Laja mpaBa p UMa KOODIUHATE
[YaZb — YbZa : TvZa — TaZb : Talb — TbYa)-

KTOpa [PEeJICTABHUKA IIpaBe p: p =

Ca npyre cTpame, U3padyHajMO MITA je BEKTOPCKM TTPOM3BOJ, A x B.

Lo Ya Ra| = (yazb - ybza)i + (1‘1722@ - Jjazb)j + (%Zlb - xbya)k
b Yp 2b

Hakne, A X B = (Ya2b — YbZas ToZa — LaZb, Tals — TpYa)s & TO jeCTE€ BEKTOD
npecTaBHUK Tpase p. U3 cBera HapemeHor cujenu na je p = A x B, mro je
TpedaIo TOKA3ATH.

O
Ha ncru nagnn mozxke ce gokasaru u ciaeaeha Teopema.

Teopema 3. Hexa cy eexmopu P u § 6€KMOPU NPEICMASHUUYU NPAGUL P U
pedom. Hexa je A mauka npecjexa osux npasuzr. Tada easrcu: A =p X ¢.

Hamomena 3. /3 nasedene meopeme ce jacho 6udu 3aGwimo ce Uucma 03HaAKa
KOPUCTU 30 8EKMOPCKU NPOU3B00 U MPECjer 2e0MEMPUJCKUL 00jeKama.

Caza 3namo ma Haljemo mpecjek mpaBux u mpaBy onpeheny mBujema Tadrama
kopucrehu BekTopcku mpoussoa. OHO IMTO je BaKHO mpuMjeTuTu (Kao mocie-
JIUIly OPETXOJHE TeopeMe) je a ce y IPOjeKTHBHOj PABHU CBAaKe JBHjE IPaBe
CHjeKy.
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3.2 IIpommpena acdbuna paBan

XoMOreHnM KOOpZMHATAMA MOYKEMO MPEJICTABUTH 1 Tadke acdpure papan. Ha
npumjep, tauka A(x,y) uma xomorene koopaunare A(x : y : 1), anu oxgrosapa

joj m 6uso koja ypehena Tpojra (z1 : x2 : X3) 3a KOjy BaXKW 1a je & = Ly
T3

x
Y= =2, IIpaBa y aduHoj paBHU
T3

prar+by+c=0
uMa XOMoreHe KoopauHare [a : b : c].

IIpumjep 1. Jama je npasa p : 3z + 2y — 2 = 0 u mauxa A(0,1) y adunoj
pasnu. Hahu wuzose romozene xoopduname u noxasamu da maukae A npunada
npasoj p.

Pjewere. Ilpasa p uma xomorene koopaunare [3:2: —2], a rauka A (0:1:1).
IMowro je 3-04+2-1+4 (—2) -1 =0, gara Tauka upunajia 1Upasoj p. A

JacHo je ma cBakoj Tauku aduHe paBHU OArOBapa HEKA TAYKA MPOjEKTHUBHE
paBuu (KMCTO BaxKu ¥ 3a npase), anu 00pHYyTO He Baxku. [IpojekTMBHUX Tauaka
uma suie. IIpojekrusue tauke obsnuka X (1 : o : 0) He MOry za ce 3aumury
abunnM Koopaunatama. Hbux HazwBamo 6GeckoHadHO Jgajsieke Tauke. Cpe
OHE TPUTIAJIAjy UCTOj NPaBOj MPOjeKTUBHE paBHu p : x3 = 0 (IpaBoj ca KOOpau-
Hatama [0 : 0 : 1]). HasuBamo je GeckoHauHo pasneka npasa. Kao Hu Tadke
Ol KOjUX je CAdhibeHa, HU by HE MOXKEMO MPEICTABUTH y a(UHO] PABHH.

IIpumjep 2. Odpedumu npecjex npasux p:x1 —x3 =0 u q: x1 + 223 = 0.

Pjewere. Tlpecjek mpaBux y mpOjeKTUBHO] paBHU oxpeljyjemo momohy BekTO-
PCKOT TIPOU3BO/Ia IBUXOBUX BEKTOpa Ipejacrasauka. p= (1,0,—1), a
qd=(1,0,2).

i j ok
1 0 -1|=0-i—3-j+0-k
10 2

JlakJjie, mpaBe p U ¢ CHUjeKy ce y Tauyku A duju je BEKTOP MPeJICTaBHUK
A =(0,-3,0), 1j. A(0:—3:0).
Ako nocmarpamo Jare nmpase y adpuHO] paBHU, jaCHO je JIa Cy OHe MapaJiesiHe
(oGje cy napasiesine y ocu).
prx=1
q:x=-—2

SHaun, BLUXOB pecjek y aduHOj PABHU HE IOCTOjH, AJU Y [POIIUPEHO]j adu-
HOj paBHH, TO je GeckoHauHo masieka Tauka A(0: —3: 0). A

Cama Moxkemo 3aMuciauTu adpuHy PaBaH U jeJHYy W3JBOjeHy MpaBy Koja joj
He npunaja (beckonadno paseka upasa). To je jour jeman HauyumH aa pasymu-
JEMO TPOjEKTUBHY paBaH: KAO Mpormpeny adury paBan. Vmak, y mpormpeHo]
acduHoj paBHU, OECKOHAYHO JAJIEKE TadKe Cy Jpyraduje, u3aBOjeHe, TOK CY Yy
[IPOjEeKTUBHO] PABHU CBE Tavke (Kao U IIPABE) PABHOIPABHE.
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IIpumjep 3. Odpehusarve nenosnamoz mjemena.

Ilonekas je moTpebHO Ja 3HAMO KOOpAUHATE TjeMeHa Heke (purype Koje ce Ha
dororpaduju He Bugau. Ha mpumjep, T0O je KOpucHO mpu 31D PEKOHCTPYUCAHY
objekra momohy dororpaduja. Ha ciunu 8 (a) npukasana je KOIKa K0joj ce
jesHo Tjeme He BuIy (3AKJIOEEHO je OCTATKOM KOIIKe). YKOJIUKO je OTPeGHO Ja
3HAMO KOODIHMHATE TOT TjeMeHa, MOXKEeMO WX OJPEIUTH y3 IMOMON 3aKOHA KOjU
BaxKe y IPOjEKTUBHO] NeOMeTPHjuU.

.

(a) Cnuka 1 (www.archdaily.com) (6) Cnuka 2

Cnuka 8: OapehuBame KooparHATA TjeMeHA KOIKE

Ciuka 8 (6) mpecraB/ba UIyCTPAIK]y Uieje Ha KOjU HAYMH TO MOYXKEMO ypa-
gutu. HazoBmMmo mmaBe smHHBje p u ¢, 3ejleHe S U ¢, HEMO3HATY IJIABY JIMHU)Y
r, a 3eJeHy u. XOMOreHe KOODAWHATE MPABUX P,(q,S U t JAKO je U3PadyHATH
jep BUAMMO TjeMeHa Kolke Koja ux oapelyjy (ma camum TUM MOXKEMO 1a O4u-
TAMO HbUXOBE KOOpAMHATE), a Kopucrehn BeKTOpCcKu nMponsBoa. Y KOHKPETHOM
ciyuajy (cnuka 8), Te koopauHare cy ciaenehe:

pl154 : —48 : —33222]

q[143 : —29 : —47149]
s[95 : 81 : —34431]
£[106 : 62 : —49478)].

Ilo pjemema hemo nohu 3axBaspyjyhu dumbeHUIN 12 CE TIPABE P, ¢ U T CUJEKY
y UCTOj TA4YKW jep Cy y CTBAPHOCTH HapasiesiHe (Ja cy KOjuM ciaydajeM 6uiie
napaJente u Ha ¢pororpaduju CBAKaKo Ou ce cjekse y ucToj 66CKOHATHO JATEKO]
rauku). IIpecjek upaBux p U ¢ HAJA3UMO KAO BEKTOPCKU IIPOU3BOJL HUXOBUX
BEKTOPA, MPE/ICTABHUKA.
Px§=A=(—1299714, —2510200, —2398)

Kako caza 31amM0 Koop/mHaTe JBuje Tadke npase r (Tadka A u jenHo tjeme
KOIIKe KOje Ce BH/IH), JI00UjaMO U HeHe KOODIMHATE.

r[2411882 : —827308 : —441221126]
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Ha ncru nagnna nobujamMo u KOOpAUHATE IIPABE U.
u[—1732812 : —1430852 : 646186724]

Tpaxkena Tauka M je mpecjek MpaBUX r U U U UMa KOODIMHATE
M(238 : 162 : 1), 1j. na dororpaduju joj oarosapa MUKCEI ca KOOpAMHATAMA
(238,162).

Hamnomena 4. Bydyhy da cee Hasedeno 6ascu u 3a mayke u npase Yy eykiudcro]
PABHU, YMIECNO UPA3Ga ,, NPOWUPEHG APUHG PABaH”, MOXHCE CE KOPUCTNUMY U
LTMPOWUPEHA eYKAUICKE Pasan”.

3.3 Ckyn npaBux U PaBHHU y €YKJINACKOM IIPOCTOPY

Bynyhu na Tadke y mpojeKTMBHOj paBHHU 3aIucyjeMo TOMONy Tpu KOOpPIu-
HaTe, MOYKeMO J1a X 3aMUII/baMo ¥ Kao MpaMeH mpasux mpoctopa R3 koje mpo-
Jla3e Kpo3 KoopauuaTau noderak (ciuka 9). Tana 6u npase npojekTuBHE DaBHU
MOIJIE JIa ce BHJEe Kao paBHu npocropa R? koje cajpzke KOOPAMHATHH HOYETAK.
Pasan x5 = 0, 1j. 0,0, pasan, upejcras/ba 6ECKOHAYHO JAJIEKY lIpaBy, & CBE
mpaBe Koje joj mpuraiajy OeCKOHAYHO TajIeKe TauKe.

Ay

OeCKOHAaYHO
AadeKa TadvKa

x

Cimka 9: Ilpase m paBHEH eyKJIMJICKOT TPOCTOPa KA0 MOJE] TAadaKa W IPaBHX
upojekrusne pasuu (Hartley R., Zisserman A.)

3.4 AkcmoMaTCKH IIPUCTYyN

IIpojekTuBHA paBaH MOXKe Ce yBECTH U CXBATUTH U YUCTO akcnomarcku. IIpo-
JEeKTHBHA paBaH je ompeheHa caMO yCJIOBHMA [a IBHje TadKe oapehyjy TadHo
jelHy TpaBy W & Ce CBAKe JIBUje MpaBe CHjeKy y jeJIMHCTBEHO] Taduku (TO je
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[JIABHA DA3JMKA Yy OJHOCY HA eykjuicky pasan). Ilorpebuo je jowr camo o-
0e30ujenuTn 1A Oyae HeJAereHepucana. 3aTo Ce YBOIW W AKCHOMA KOja Kayke J1a,
[IOCTOje YeTUPU TAYKE y OMIITEM 10JI0Ka]y (Bumjeru nedbununujy 4).

WNako wa mpBu moryien ajesyje Aa OBAKBAM 3aCHUBAEM HUIITA HUjE PEIEHO
¥ TPEU3UPAHO, OBe TPU AKCHOME MNOTIYHO AeMUHUIINY MPOjEKTUBHY DaBaH O
KOjOj je 6mio pujedn y IPeTXOAHUM IIOT/IaB/hUMA.

4 IIpojekTuBHA IpecIMKaBamkba paBHU

Hedbununuja 3. IIpojexkmusro npecaukasarse je bujexuuja npojexmucte
pasru RP? na cebe (uau mexy opyay npojexmueny pasam) npu “emy ce KoAu-
HeapHe Mavke CAUKAJY Y KOAUHeapHe MadKe.

3aro ce MoxKe mpeacTaBuTH moMohy 3 X 3 marpure P koja je perymapHa, Tj.
det(P) # 0. Tauka A(zy : 2 : x3) cauka ce y tauxky A'(a) : 2l @ a%) Ha crenehin
Ha4UH:

' P11 P12 P13 T
AMay | = P21 P22 po3 T2 (4)
Ty P31 P32 P33/ \73

mro kpahie 3amucyjemo AA’ = PA. TIpu Tome je A € R\ {0} nmpounssosman 6poj
KOjU yKa3yje Ha TO Ja Cy KOODAWHATE XOMOTEHE.

Bynyhu na cy npojekTrBHA IpecnKaBama je JHO3HATHO oapeheHa pery IapHuM
3 X 3 Marpuiama, jacHo je Ja OHA YMHE I'PYIY Y OJHOCY HA OIEePAIHjy KOMIIO-
3unuje upeciukasawa (jep marpuue Koje ux oapeljyjy dune rpyuy y oxHocy Ha
MHOYKEIHe MATPHUIA). 300r TOra 3HAMO U Ja je KOMIO3WIMja, JIBa MPOjeKTUBHA
TIPeCINKAaBaMba POjeKTUBHO IPECTUKABAE.

ITomrro je mpojeKTUBHO mpeciuKaBame P Oujexija, yBUjeK MOCTOjU HHBEP-
3HO mpecsukaBambe () umja je mMarpuma @ = P~'. Taxo ma Baxku AA = QA’.

ITpojexTuBHUM MpecIuKaBameM (MOMONY HeroBe MaTpHUIle) MOKEMO MPEC/In-
KaTH U IpaBe IPOJEKTUBHE PABHU. Y KOJIUKO Tauka A npunaza npasoj p (A € p),
Baxkuhe m A’ € p', npm gemy je A’ comka tauke A, p’ cimka mpase p mpwm Tpe-
cnukaBamwy P.

Bnaun, A’ = PA. 3namo ga je ATp =0 (jep A npunasa nmpasoj p) Kao u jaa
saku (A)Tp’ = 0. Ogasae umamo 1a je

_ AT, _ —1 AT, _ NT  p—1\T
0=A"p=(PA) ' p=(A)"(P") p
Hakne, p' = (P~1)Tp, mro je dbopmyna mpeciukapama npase.
30or xomorenoctu, marpunia P u AP nedbwunurry ucto mpecimkaBame. 10
3HAYM Ja je caMo ocaM ejieMeHara marpuie P neszapucuo. Iomro BekTop npe-
CTaBHUK TadKe KMMa JBa MeljycOOHO He3aBUCHA €JIEeMEHTa, CIUjeau J1a Cy IIO-

TpeOHA YETHPU Tapa TA4YaKa 13 OUCMO OIPEIVIN MATPHUILYy TPOjEKTUBHOT TIPe-
CIINKABamA.
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Hedbununuja 4. Yemupu maywke npojexmuene pasny ¢y Y ONUWINEM TLOAO-
aHcajy axo mehy ruma He NOCMoju HU jedHa MPOJKG KONUHEAPHUL MAYAKA.

Teopema 4. (Ocnosna meopema npojexmusne zeomempuje) [locmoju npojexmu-
610 npecaurasare F xoje wemupu mauxe A, B,C, D xoje cy y onwmem noso-
orcagy caura pedom y mawke A', B’ C" u D' (maxohe y onwmem noaosicagy).

Zlokas. okazahemo mpBO [1a TOCTOjU MPOJEKTUBHO MPECINKABAKHE KOje CJINKA
6azue Tauke Ap(1:0:0),B9(0:1:0),Co(0:0:1),Dp(1:1:1)y gerupu gare
radke A(ay : ag @ az),B(by : by : b3),C(c1 : c2 : ¢3) u D(dy : da : d3). Heka cy

o, 8 1 v peannn 6pOjeBH PA3IHYNTH Of HyJIe TAKBH 13 BAXKH
D =oaA+pB+~C.

OBakBu OpojeBM TIOCTOje jep Cy JaTe TadKe y OIIITEM TOJ0XKajy Ta Ccy |
CBaKa, TPW BEKTOPA MPEICTaBHUKA MelycOoOHO jmHeapHO He3aBHCHA. 1parkeHo
npeciaukapamwe P uma marpuny P = (aA 8B 'yC) .

Sawucra,
aa; Bb yer 1 aag a1
PAy= [ aay Pby ~yeo 0l =(aas | =a | as
aasz  Bby  yes 0 aas as

Iakie, A jecre ciuka 6a3ne tauke Ajy.
Crmuno ce mokaxe u 1a ¢y B u C ciuke tavaka By u Cy pemgoM.
IIpoBjepumo cama mta je ciuka tadke Dy.

aa;  Pby ey 1 aay + Bby +vep dy
aas  Bby e 1| = | aaz+ Bbs+yce | = | do
aaz  Bbs  yes 1 aaz + Bbs + ez ds

Ha ucru nauun mozkemo ja nponaljemo npecinkabame () Koje 6a3He Tadke
cmkay A, B',C' n D' pegom.

Konauno, TpaskeHO mpecinKapame F' je KOMIO3UIHja IpecanKaBama P! o
Q, a merosa MaTpuIa jeTHaka je QP 1. O

IIpumjep 4. Odpedumu cauky xeadpama ABCD npu npojexmuerom npecau-

2 00
rkasary 3adamom mampuyom P = |0 2 0. Tjemena keadpama umajy
0 1 1

caedehie koopduname: A(0,1), B(0,0), C(1,0), D(1,1).

Pjewerve. Jla 6ucmMo oapenuin CIUKY KBaJIpaTa, MOBOJHHO j€ HMPECTUKATH Fhe-
TOBa TjeMeHa. 3aTO WX je MOTPeOHO MpeaCcTaBh XOMOreHNM KoopauHaTama. [lo-
TPaskKUMO MPBO CJIUKY Tadke A.

2 00 0 0
0 2 0 11 =12
0 1 1 1 2
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Caza 3namo 1 je wena cauka tauka A'(0: 2 :2) = (0:1:1). 3uaum,
Tauka A ce mpecaukaia y cebe. Jlako ce mobmje ma mCTO BaXKu 33 Tauke B u
D. Pbuxose ciuke cy oue came: B'(0:0: 1), a D'(1:1:1). Ciouka Tauke C
6uhie C'(2:0:1). Hakune, kBagpar ABCD ce npeciaukao y npaBoyrjid Tpame3
A'B'C'D'. A

W3 ngaror mpuMjepa ce BUAM Ja IPOjEKTHBHA, IIPECIUKABAIbA HE TyBajy Iy-
JKUHE HUTHU yriiose (IITO je CIy4aj Ca eyKJIUACKUM), T4 9aK HU MapajieTHOCT.
Jenune mHBapujaHTe MPOjEKTUBHUX IPECINKABAKHA Cy KOJIMHEAPHOCT M KOHKY-
penrHocr. Ciuka KBajpara MoxKe 6uru Tpanes (uiu G110 KOju Jpyro 4eTBOpo-
yrao), a IPOU3BOJbAH YETBOPOYTa0 C& MOXKE IIPECJIUKATH y KBAJPAT.

5 Adwuna npecankaBama

Kao wmro je Beh HaromenyTo, IpojeKTUBHA IIPeC/IuKaBamba dune rpyny. Aduna
npecjmKaBama Cy noiryna ose rpyme. Jlakie, cBako aduHO NPECTUKABAE
MOYKE Ce TPEJCTABUTHU KA0 TMPOJEKTUBHO TOK OOPHYTO HE BAYKW.

VY ommrrem caydajy, adbWHO MPECIUKABabe je 00ImnKa:

(1) (o o) () + () e 0

Fbume ce Tauka M (x,y) canka y Tauky M'(z',y’). IlpecinkaBame MOXKEMO
3anucaru u Ha cieielin Hayne (Kpafie):

M =A-M+hb.

Komone marpune A jecy civke Ga3HUX BEKTOPA, a BEKTOP KOJIOHA b je CIuKa
KOOPAWHATHOT ITIOYETKA.
[Ipukazano y XOMOr€HUM KOOPAUHATAMA, ADUHO ITPECINKABAE U3TJIEIA OBAKO:

/
zh ain a2 b\ [
/
A Ty = as1 429 b2 o . (5)
xh 0 0 1 T3

Teopema 5. Hexa je npojexmueno npecaurasarve P 3adamo ceojom mampuyom

P11 P12 DPi3
P=|pa p2 ps]|. (6)
P31 P32 P33

ITpasa p odpehena nocaedrwom epcmom mampuue P (p[ps1 : D32 : Pas])ce cauka
y becxonauno dasexy npasy xh = 0.

Pjewere. Jennaunna npase p je p31x1 + p3axa + p3zxs = 0, a u3 dbopmyse
npeciukaBama (4) UMaMO Ja BayKu:

/
Ty = P31%1 + P32%2 + P33T3.
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Hakmne, 3a cBe Tauke A(zy : xo : T3) Koje mpunazaajy npasoj p tpeha koop-
nuHara cinke A’ 6uhe jemnaka Hysn, 1j. x4 = 0. To 3Haum na ce cBaka Tadka
mpaBe p CJNKa y OECKOHAYHO JAJIEKy Ta4Ky I1a Ce MpaBa p CIUKa y OECKOHATHO
Jlaeko mpaBy x5 = 0. A

Anasorso ce gokasyje u obpar oBor TBphema: Ja IpaBa Koja ce IPOjeKTH-
BHUM IIpeciukaBambeM (6) ciuka y 6eCKOHAYHO JaJieKy OPaBy UMa KOODIUHATE
[P31 * P32 1p33]-

U3 ceera masenenor u jexnaunue (5) 3aK/bydyjeMo 1a cy adbuna mpeciuka-
Bakba, 3AMPABO MOATPYIIA MPOjEKTUBHUX TPECINKABAHA KOja OECKOHATHO JAJIEKY
npaBy z3 = (0 cIuKajy y my camy.

Besa u3meljy mpojekTuBHEX 1 apUHUX IPECTUKABAbHa je BayKHA jep MOJAIN
ca KOjuMa paaumMo (HIp. IIHUKCEeJU HPUIMKOM 00paje aururainux dororpaduja)
PHjeTKO KaJ WMajy XOMOTeHe KOODIWHATE.

3aTo je m00pO IIITO MOXKEMO [1a, TPEBOIUMO KOOpAnHATE W3 aBUHUX Yy XOMO-
reHe W OOPHYTO Ka0O W Ja KOPUCTHUMO MPECIUKABAKA KOja Cy Y TOM TPEHYTKY
nozecuuja (adbuHa WiM MPOjeKTUBHA).

Aduna npecinkaBamwa (3a pa3iuKy 0 IPOJEKTUBHUX) YyBajy HAPaJIEJIHOCT,
Tj. TapajesHe MMpaBe ce IhUMa CJUKA]y y mapajentne mnpase. Tako je cimka
KBaJIpara npu adUHOM MpeCcInKaBamby YBUjEK TmapajesorpaM (aau 3aTo He Mopa
Ourn mpasoyryiu). Baxku u ga ce 3a cBaka JBa Tpoyriia Moxke nahu adwunOo
pec/iuKaBame (TUM OpUje TPOJEKTUBHO) KOje CJIUKA jelaH y APYyTH.

6 AJaropurmu 3a oapehuBame NpojeKTUBHOT Mpe-
CJIMKaBawa

36or came Teme oBor paja (a W yommTe y padyHapckoj rpaduim) oape-
bhuBame MpPOjeKTUBHOT MPECINKABaba 3ay3uMa K/by4IHO MjecTo. IlocToju Buime
ajropuraMa 1moMoly KOjuX 0J1a3uMO 0 MATPHUIE [IPOjeKTUBHOI IIPEC/IUKABA-
wa. [loITo je MpOjeKTUBHO MPEeCINKABamke OApeheHo ca YeTHpH Mapa Tavaka,
MPUPOJIHO je [1a MOCTOju ajJropuTaM Koju ce 6a3umpa Ha OBOj IHEHEHUIIN.

6.1 HawBHEU anroputamMm

OCHOBHU ¥ HAJUHTYUTHBHUJU AJITOPUTAM 33 OfpehuBambe MPOjeKTUBHOT TIpe-
CIIMKABaba HA3WBA Ce HAWBHU AJTOPUTAM.

Nneja je na pyHKO@ja OIpuMU 9€TUPH IApa TAYAKa Y OIIITEM IIOJIOXKA]Y
(opuruHanm u caMKe), & Kao U3J1a3 BPaTH MATPHILY MPECINKaBaba KOje je IhiMa
onpebeno. Kako ocHOBHA TeopeMa MPOjeKTUBHE M€OMETPHje TBPAY I MOCTOjU
OBaKBO TIpeCINKaBambe, IheH JT0KA3 jecTe aJrOpUTaM 3a MPOHAJayKeme UCTOT.
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Hawusuu amropuram:

1. CBaky o1 yHHjeTHX TavaKa MPeJICTABUTH MOMONY XOMOTeHUX KOODIHHATA

2. Barauke A, B,C u D (opurunasnu) nponahu peaste 6pojese «, 5 u y Tako
J1a BaxKu

D =aA+ BB+1C (7)
3. ®opmuparn marpuny P = (eA B ~C)
4. 3a rauke A, B',C’ u D’ (cauke) nponahu peasnne 6pojese o, 5’ u v’ tako
na saxu D' = o’ A" + 8'B' ++'C’
5. ®opmuparu marpuny Q = (/A" /B’ +'C’)

6. Msznaszua marpuna uma obauk QP L.

Jla oBaj ajropuTaM Jaje KeJbeHW Pe3yJTaT, TapaHTyje HaM JI0Ka3 TeopeMe
4. Jemuno ocraje nurame: Kako Hajnakiie nponaliu 6pojese «, 8 u vy (Ha ucru
HauuH ce nporanaze u o', 8 u v')? HapaBHO, MOKEMO PHJEITUTH CUCTEM jeTHA-
quna (FaycoBoM meromom wim nomohy merepmunanTh), aau je y sBehnmu mpo-
TPaAMCKUX je3WKa /IaJIeKO jeTHOCTABHIje KOPUCTUTH MATPHUIIE U UXOBE OCOOHHE.
U3 jennauune (7) BUAmMo 1a BaxKu

dy a1 by «
D=|dy])=|az b2 ¢ B
ds az bz c3 Y

Jlakjie, BEKTOP KOJIOHA KOja CAAPKU TparkeHe KoedHIujeHTe ce 100uja Ha,
caenehu nagun:

o d1
Bl=M"]d
v ds
al b1 C1
raje je M = |as by co | mMarpuma uumje cy KOJIOHE XOMOTEHE KOODIWHATE
a3 bz c3

tagaka A, B u C.

6.2 DLT anroputam

HeKa,zLa, U3 MIPAKTUYIHUX Pa3JI0ra, KOPUCTUMO BHUIIE O YCTHUPHU IIapa TadaKa
3a onpehuBame MPOjeKTUBHOT MPECTUKABAIHA.

To cymrruncku 3Ha4m Ja Tpeba Jla PUjeliuMo IpejleTepMUHUCAH cucreM (cu-
CTeM KOjU WMa BUINE jeJHaunHa HEro Hemo3uarux). Masa je BjepoBarnoha ma
Cy Ta4yKe KOje KOPUCTUMO U3abpaHe JOBOJHHO MPEINU3HO U /14 CBU MapoBu (OpH-
PHHAJIM U CJIMKe) JeUHHUIILY jeHO UCTO MPOJeKTUBHO MPECIUKABAE. 3alpaBo,
y mpakcu Hajuemlie n Hucy, 1j. AA, # PA; 3a cBako ¢ = 1,...,n. 3aro ce
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KOpucre pazjuuure Merozue Koje upubsiuzkuo (najbosse moryhe) najy pjeinere
TPAYKEHOT CUCTEMA.

JlakJie, HEMO3HATY Cy €JIEMEHTHU MATPUIIE IPOjEeK TABHOT MIPECNKABAA, (EbUX
JIeBer, 07 KOjUX je 0CaM HE3aBHCHO), & MMAMO BUIIE Ol YeTUPH ITapa TAYaKa IITO
3HAYM BUIIE OJf OCAM jeHAYMHA KOoje Tpeba j1a Oymy 3a710BosbeHe. JeaHo o1 pje-
uietba oBor upobsiema gaje DLT anropurawm (eur. direct linear trans formation)
KOjU Cce HemocpemHo ociama ua SV D nekommosurujy marpuie. Craenehie TBp-
Deme urpa BaxkHy yJIOry y pa3yMHUje€Bamby OBOT AJITOPUTMA.

Teopema 6. Hexa cy A(zy : xo : x3) u A'(2) : o @ a%) , f # 0 odzosa-
pajyfie mavke npojekmuenoe NPecAUKa8ara PasHy wuja je mampuya P = (p;;).

Tada eexmop (pi1,p12, P13, P21, P22, P23, P31, P32, P33) 3000606460 TOMOZEHU CU-
cmem parza 2 wuja je mMmampuya:

0 0 0 —zhey —xhwy —zhws whry  whre  xhas
zhr / / 0 0 0 o ., o .
3 1 l‘31‘2 333.1:3 xlxl 331332 $1I3
(8)

Hokas reopeme Moske ce mpoHalin y npesentaiyju [1].

T I AT I AT
0 —z5A THA
h AT 0T —z) AT

Kanma oBo 3HaMO, eleMeHTe MaTpHUIle TpecaInKaBama 100nheMo Kao pjeremne
cucrema ojapefenor mapoBuma Tadaka koje kopucrumo. QOwum he obpaszoBaru

MaTpHILY

Marpuny (8) xpakhe 3amucyjemo (

M,
Mo
M = A (9)
M,
IIpu Tome je
M = 07 _37;314? wip A
to Al 0f ol AT

Mmarpuna oznpehena jenHom Kopecnofenuujom A; <> A, Mebhyrum, Kao mro je
Bell HarJIaIeHo, y Npakcu OBaj CUCTEM YeCTO HeMa pjerere (OCHM HyJia pjere-
wa). 3aro ce y DLT anropurmy kopuctu SV D nekoMnosuiuja MaTrpuie Koja
arebapcKuM METOIaMa /1aje BEKTOP HAjIPUOIUKHUAJU PjeIlerby .

6.2.1 SV D mekoMmosuiigja MaTpPHUILE

SV D nekomnomnosunmja (enr. singular value decomposition) je pa3siara-
e MPOM3BOJHbHE MATPHUIIE HA TMPOU3BOJ TPU MATPHUIE KOje MMajy crerududna
ceojcrBa. Hamme, Baxku cnenehe:

Hexka je M marpuma ¢popmara n X m. Taga mocroju jeuHCTBEHO IIPEICTAB-
Jbarbe

M =UDV".
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IIpu Tome je U marpuna dpopmara n X m, V oproronajira Marpumna popma-
Ta m X m, a D aujaronasna marpura GopMara m X m W HEHE IWjarOHATHE
BPHUjeIHOCTH Cy TO3UTHBHE U copTupane omaaajyhe. domarno, U je TakBa m1a
Baxu ||[Uz| = ||z|| 3a npoussoman BekTOp .

OBa nmekomnosunuja uMa OpojHe MpuMjeHe, a u3dMeljy ocrajgor KOpUCTU ce u
3a oznpehuBame NPUOIMKHOD Pjelleha CUCTEMA JUHEAPHUX jeqHAYNHA.

Y 0BOM KOHKDPETHOM CJIyd4ajy, 3a onpehuBame Marpuiie P MpojeKTUBHOT TIpe-
CIMKABAIHA, TOTPEOHO je OIPEIUTH PjElIerhe CUCTEMA,

P11
P12
P13
P21
M|pa]| =0 (10)
b23
P31
P32
b33

unu kpahe Mp = 0, rgje je M marpuna 3azara jeqnauusom (9). Hysa Bekrop
jecre pjerierme, aiy HUje Ol BAXKHOCTU Yy OBOM CJIy4ajy (Hysia Marpuiia He ojpe-
hyje uu jenno npojekruBHo npeciukapamwe). Cucrem MoxKe Ja UMA JeUMHCTBEHO
pjewemse, anu (kao wro je sBeh pedeHo) To yriaBuoMm nuje ciaydaj. Taua noky-
maBamMo Ja Hahemo TpuOIMKHO pjerieme cucrema. Ilurame ocraje mta 3HAYMH
TO ,,IPUOIMKHO” 7

Ajrebapcku mocmarpaHo, TO 6M OHJIO pjelleme 3a Koje je HOpMa BEeKTOpa
Mp najmamwa, 1j. Tpaxuliemo p 3a koje dyukuuja || Mpl|| gocruxe MmuHuMyM.

Bekrop KOJIOHY p 4YuHE €JeMEHTH MATPUIE IPOJEKTUBHOL IPECIUKABAIHA.
CamuM TuM, cKajMpame He yTude Ha pe3yarar (p u Ap nedunucalhie ucro mpe-
CJIMKABAIbE). 3aTO MOXKEMO CMaTpaTd ha Baxku ||p|| = 1.

Baxsamyjyhu SV D nexommosuriuju, marpuily M MOKEMO 3amucaTé Kao
UDVT. Tana npobiem onpehupama MEHEMYyMa HOCTaje 3HATHO Jakmm. Ilomro
je |UDVTp|| = ||IDVTp|, |Mp| = | DVTp||. Oznauumo x = VTp. Kaxo saxku
IVTp|l = |lp|l = 1 (V je oproromanma), nobujamo na je ||x|| = 1.

Octaje na nHaljemo x 3a koje ce goctuxke MunuMyM || Dz|. Mehyrum, D je au-
jaroHaJIHA MATPHUIIA Ca OMa/ajyNuM [1rujarOHaJTHIM BPHjeIHOCTAMA, A TPAYKEHN
MUHUMYM 33I0BO/baBA BEKTOP

=0 000000 1.

Marpuna V je oproromanna u 3aro, ga 6m Baxkuio VIp = x, p Mopa 1a
Oyze 1moceamba KOaoHa Marpuie V.

Hakie, pjerieme p Koje MUHUMEU3Yje anredapcky rpemky cucrema (10) je
nocyiema Konona marpune V (M = UDVT).
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6.2.2 AJaropuram

DLT anropuram mpuMa n mMapoBa Tadaka Kao yia3, a Kao m3aa3 Bpaha ma-
TPHUILYy TPOjEeKTUBHOT MPECTUKABADA.

DLT anropuram:
1. Ceaky o yHHjeTHX Tadaka MpeJCTaBATH MOMONy XOMOreHHX KOODIMHATA,
2. 3a caku map (opurmHam w camKa) onpemutw 2 X 9 marpumy (8)

3. Ox rako mobujenux marpuna dpopmuparu marpuiy M dopmara 2n x 9.
To je marpuma cucrema KOju pjermaBaMo

4. Oppenutu SV D nekommnosurujy marpuie M

5. Op nocnentbe Kojione marpuue V Hanpasuru Marpuily ¢popmara 3 X 3. To
je Mmarpuria P TpaykKeHOr MPOjeKTUBHOT TTPECTNKABATHA.

6.2.3 Ausarebapcka m reomerpujcka rpemka

DLT anropuram nuje reomerpujcke mnpupozge. OH je HAIPAB/bEH TAKO 1A
cvamu anrebapcky rpemky (rj. Hopmy ||[Mp||) npu pjemraBamy npenerepmuHu-
CAHOT CHUCTEMA.

Csaka of kopecnozierija A; < Al Koje KopucTnMo 3a oxpehuBarbe Mpo-
JEKTUBHOI IPEC/IMKaBaba (AKO MMa BHUINE OJ] YeTHPH Mapa Tadaka) JOIPUHOCH
mopacry rpelike pjeriema koje hemo gobutu. 3aTO CBAKO] KOPECIOHICHIUU
0JIrOBapa BEKTOD mapimjasHe rpemke €;. Hopma oBor BeKTOpa Ha3uBa ce ajare-
6apcko pacrojame.

o —ai AT 2, AT 2
g PA =Nl = | (L T )

[Tapuujajse rpeuike gopyuHOCE alredbapCcKoj rPemInm CUCTeMa, YUju je Be-
KTOp € = Mp.

D dag(45, PA) = lal® = |Mp]* = [le]

Bynyhu na ce 6aBuMO TeOMETPHjCKHM IPOOTIEMOM, MOKE Ce TIOCTABUTH IIH-
Tame 3amTo je DLT anropuraM HampaB/beH TAKO J1a MUHUMHU3Yje aaredapcko,
a He reOMeTPHjCKO pacrojame. Hmak, ucrmocraBba ce /13 MEeTO/E KOje CMAmbyjy
anrebapcKy rperky, y3 oarosapajyhe Hopmaausaiuje, 1ajy Beoma, 106po pjere-
we. OcuMm Tora, BeJINKa TPEIHOCT je IITO Ce HhUMAa JT00HU]a jeJMHCTBEHO Djeliehe,
a camu ajaropurmu cy ebukacuau (Majse cioxenocru). Ha npumjep, agropuram
koju oznpehyje SV D nekomnosuuujy marpune 3a norpebe DLT anropurma (Tj.
KaJla HUje HEeOlXOJHO u3padyHaru marpuily U) je JiMHeapHe CJI0XKEHOCTH.

IonarHo, anrebapcka U TeOMETPHjCKA TPEIKA Cy Ha M3BUjECTAH HAYWH TIO-
Be3aHe ITO HUje TEIKO W3PAUyHATH. | €OMEeTpHjCcKa IpermKa mpeicTaB/ba, 30up
KBaJIpaTa pacTojama cBuX maposa tadaka (A}, PA;). Jlakie, oHa U3HOCH

21



> d(A, PA;).
i

Osnaunmo ca A} n A; JlaTy CIMKY TaduKe M CIUKY Tadke J00HjeHe Ipeciiu-
kaBameM P koje je pesyarar DLT amropurma (A = PA;), pexom.
Tana je

I AT I AT
duty (A, H ( . _xi?:,FAz' xi2AiT> H H < 13%2 + T 3) ‘ _
alg o =
i34, 0 iy A TigTy — Ty Ty
_ T o7 2 P o0 T2
= \/( TigTip + TinTis)? + (Tigiy — T 2i3)% (11)

Ca spyre crpate, reOMETPHJCKO PACTOjarbe JIATOo je ca:

/ 7\ 2 / 7\ 2
1) L2 Ta2

AN
d(Ai’ Ai) - / 7 / 7
xX,; x! xX,; x!

i3 i3 %3 i3

(12)
IIpuMjeTHMO Ja CMO XOMOTreHe KOOPIMHATE MOPAJIH 3aIIUCATH KAO eyKIHICKE
(acdbune) ma 6ucMo U3padyHa M €yKIMICKO PACTOjarbe.

U3 jennauuna (11) u (12) pobujamo Be3y reomerpujckor u aiarebapckor pa-
CTOjarba.

(AL, AL) = darg (A}, AL) [ (252ls)

OsBa aBa pacrojama Guhe jerHaka ako je zj; = xi; = 1. MoxkeMmo mpermo-
CTABUTH 113 je Tj; = 1 jep je TO yoOudajeHO mpeacTaBjbaibe Tadke (KOoja HUje
Geckonauno maneka). Ca npyre crpane, x4 Gulie jenHaxko 1 ako je mpecauKaBa-
Be 00JInKa,

P11 P12 P13
P=pa p22 pos
0 0 1

Hakmne, y cryuajy adbunnx npecinkasama paBHz, anrebapcka Ipeika jeiHa-
Ka je TeOMETPUJCKOj jep je MCIymheH yCIOB Xjg = X = 1.

6.2.4 HopmaausoBanu DT amropuram

Bazxna kapakTepucTuKa CBAKOI AJTOPUTMA je FherOBO MOHAIIAKE [IPU MAaJIo]
MPOMj€eHH yIa3HUX BeJuduHa. Y CIy4dajy oapehuBarma MPOjeKTUBHOT IPECIUKaA-
Balba [IOCTABJbA CE IIUTAME: IITa Ne Ce IOroJuTH aKO Ce HA HEKM HAYMH IPO-
MHjeHe Tadke Koje kopuctnmo? Ha mpumjep, ako mocMarpamo MCTe TadKe aju
y ApPYyTOM KOODJWHATHOM cucTeMy. Iam ako mpUMjeHMMO HEKY TPOjeKTHBHY
TpancdOopMaInjy Ha yIa3He mapoBe Tadaka. Buso 6w m100po kama O6u marTpuie
nobujene DLT anropuTMoM MpHje W HAKOH HEKE O HABEJEHUX IIPOMjeHa Ouire
ucre win 6ap Ha HEKW HAYUH moe3ane. Mehyrum, To Huje cayqaj. DLT anro-
putam Ouhie WHBapHjaHTaH y OAHOCY HA W300Op Tavdaka jeInHO aKO Ce TTPEeTXOIHO
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yPaJy HOPMAJIU3AIMjd UCTUX.

Asropuram 3a HOpManm3aImjy Tadaka je ciemehu:

1.
2.

4.

N3pauyHaTu TexkuInTe cucTeMa Tadaka (aduno)

TpaHCIMpaTH TEKWINTE y KOOPINHATHH TOYETaK (MATPUILy TPAHCTIAIN]je
o3uaunMo ca ()

[IpuMjernTr XOMOTETHjy TAaKO /1a TPOCjedHa YAAJbEHOCT TaYKe 071 KOOPIH-
HATHOT HoueTKa Gyae v/2 (MaTpuIy xoMoTeTHje o3HaINMO ca S)

Marpuma T = SG je maruita HOpMAJIU3AIHMje TAIAKA.

Ocuwm o ynun D LT agropuram CTaOUIHUjUM, HOPMAJIA3AIN]a TAYaKa, CMar-
Bbyje 1 HyMEPUUIKY T'DEITKY KOja Ce jaB/hba MPUIUKOM PAdyHA.

Jakne, ymjecro DLT amropurma, MOKEMO KOPUCTHTH W HOPMAJTA30BAHHI
DLT anropuraM KOju mMa W3BjeCHE MPETHOCTH:

1.

ovok W

6.

Ogpenuru marpuny T HOpMasu3anuje Tadaka (OpUrHHAJIN )
Oxpenuru marpuiy T’ HOpMasu3almje Tadaka, (CIuKe)
HopwmanusoBaTu opuruHajHe TadyKe A = TA;,i=1,...,n
Hopwmasm3oBaru ciivke Tavaka X; =T'A,i=1,...,n

Oppemurn D LT anropuT™MoM MaTpPHUILy P xopucrehin HOpMaIU30BaHe TauKe
A;u Al

MarTpuma TpazKkeHOr IpeciInKaBama nobuja ce kao P = T/~ 1 PT.

Baxno je mamoMeHyTH ma, YKOJWKO Cy yJIa3 TadHO YETHPHU Tapa TadaKa,
DLT n nopmanuzoBanu D LT ajaroputam Jajy UCTH Pe3yATaT KaO HAUBHU aJITO-
putam. Y TOM CIydYajy je MATpuUIa MPOjeKTHBHOT MpeCInkaBama P jemHosHa-
qHO onpehena Tum naposuma tadaka. 1o ject, sBaxu AA, = PA; 3a cBako

ie{1,2,3,4}.

23



7 OrtkiIamame MPOjeKTUBHE /INCTOP3Uje

Kao mTo je Beh peueHo, mpojeKTHBHA
JUCTOp3HMja HACTaje Kaaa oca (oroamapara
HUje HOpMaJjHA Ha paBaH KoOjy ¢dororpa-
dumemo. To ce memasa 360r Hemperu-
suoctu Qororpacda, amm um uU3 OIpaBIA-
HHX PAa3Jiora. Ha npuwmjep, ma ne 6m
JOIJIO JIO TPOjeKTUBHE JIUCTOpP3Wje Kaja
dororpadunremo BuCOKy rpabheBunHy, OMIO
OM HEOIXOAHO Ja Ce 3HAYAJHO VIAJHHIMO
ol mwe, mWTo Hekala Huje moryhe (cuuka
10). Heouxonuo je maso uckocuru Go-
Toamapar ma Ouw mwmjesa rpaheBuna Omia
wa dororpaduju um TamA u3LJIEIA 13 CE
OHA CyzKaBa Of IHa Ka BpXy (Kabiba mep-
CIIEKTHUBA). Y apxwTekTypu OBO UECTO
MpeCTaB/ba HEe3aHEMapP/buB IpobieM U He-
OTNXONTHO je OTKJIOHNTH TPOjeKTUBHY JIH-
cropaujy ca dororpaduje (ako Beh uwmje
moryhe nanpasutu ¢gororpadujy 6e3 aucro-
p3uje).

Cmuka 10: Ilpumjep mpojexkTu-
Bue gucropsuje (Oaueepa 2Ku-
sanogult)

Orkilamame MPOJeKTUBHE JIUCTOP3Uje KOPUCTE U AIJIMKAIMje Ha MOOUTHIM
TenedOHNMa KOje CIyXKe 3a ,CKeHupame’ TOKyMeHTa, Tj. mpeBoherme (hoTo-
rpaduja Hanpasbeanx MobusHuM tesedoroM y pdf daji (ciuka 11). Uzmebhy
ocranux MoanduKanmja Koje m3spire Ha Gororpaduju, 00aBe3HO je W OTKIa-
akbe JucTop3uje aa 6u JIOKYyMEHT 3aucTa MMao ODJIMK [IPABOyraoHUKa (Kao y

CTBAPHOCTH).
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(a) IIpuje obpame (6) Hakon o6paze

Ciuka 11: Mobumaun
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OBe MOOHIIHE AIJIMKALM]Ee OTKJIAbAjy POJEKTUBHY IUCTOP3Ujy cO(TBEpCK.
MebhyTum, moryhe je n MexaHWdKM OTKJIOHWTH OBY BDCTY Aucrop3uje. Taunm-
je, mocToju mocebHa (HOTO-OMpeMa KOja CAyKHU [a J0 IMPOjeKTUBHE IUCTOP3Hje
yoITe u He 1ohe.

7.1 OTkaamame JUCTOP3Uje MEXaHUYIKHI

Bparumo ce ma mpobsiem 300r KOra je W OCMHUII/bEH HAYHH 33 MEXaHHIKO
OTKJIahathe IIPOJeKTUBHE JIUCTOP3Uje.

¢ororpaduja
ormeH oToanapar

Cnuka 12: Kako nacraje npojekruBHa mucropsuja (www.f — stop.com)

ITorpe6uo je dororpaducarn rpaleuny 3uavajuo Burny o Hac. Kama Ou-
CMO Ce JIOBOJHHO yIaJbU/IN OJI Bhe, CBe Ou Omio m00po u dpororpaduja O6u oarona-
paja cTBapHOCTH, annu TO Hajuemre Huje moryhe. Ilmpokoyraonu objeKTHBH Cy
o Beuke nomohu. 3axBasbyjyhu muma, moryhe je dhororpaducaru mujesy rpa-
bheBuHy maxko crojuMo jako 6sm3y me. Mnak, yriiaBao je moTpeOHO MAaJIO HATHY TH
doroamapar yuazan. Tama oca anapara Buiie Hehe OUTH HOPMAJIHA HA TPEIHY
dacany u rpaljesuna he na dororpaduju Outr Mame uau Buile 1edOpPMUCAHA,
jasulie ce npojexkTuBHa nucropsuja (ciauka 12).

o,

¢ororpacdpuja N coTorpadpuja

noMjepeH 00jexTUR
(a) Hemormiyna dororpadmnja (6) ®orTorpadmja 6e3 mucropsuje

Ciomka 13: Orkiamame 1ucTop3uje MeXaHnIKu
(www. f — stop.com)

Ako nokymamo ja u3bjeraiemo mnojaBy aucropsuje, Ha ¢gpororpaduju ie buru
BUJJbUB CAMO MIpU3eMHE Ju0 3rpaje (cauka 13 (a)).
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Buo 6u naeanno, Kama 6MCMO MOLIK /13 MTOAUTHEMO O0jEKTHUB, a Ja PaBaH
ceH30pa ocTaHe napaJesHa pasuu rpahesune Kojy dororpadmuremo. Barr To n
jecre MeXaHUYKO pjelierse 3a OBy BpcTy aucrop3uje (cauka 13 (6)).

Jorm oz cpenuue mpornTor Bujeka, mpou3Bohjaun oro-onpeme Cy Kpenpasin
objeKTHBe KOju Cy MOIJIM Ja ce moMjepajy Ha oxpehene naumne. Hajmupwuje je
Nikon nnacupao 00jeKTUB KOjU MOZKE /13, OTKJIOHU IPOJEKTUBHY TUCTOP3U]Y jEP
uma mMoryhHocT momjepaiba rope-gosbe (enrst. shift lens). Beh 1973. romune
Canon 1paBu 00J€KTUB KOjU MOXKE U JIa Ce TIoMjepa u porupa (eur. tilt — shift
lenses). Poramnuja o0jekTrBa moMazke Ko, UCTOBpeMEHOr (oKycupamba objekara
KOJU Cy HA Pa3IUIUTOM OJicTojamy of ¢doroanapara. OBu 00jeKTHUBU HAZUBA]Y

Ciuka 14: Shift o6jektus u view doroanapar (www.f — stop.com)

ce jomr u PC objekTuBHU 01 €HIJIECKOT perspective correction. OcuM HUX, MO-
croje oroanaparu (large format view camera) kojuma noceban 06jeKTUB HIje
norpebaH jep mMajy MOryhHOCT moMjeparma W POTHpama PaBHH y KOjOj ce Ha-
aasu ceuszop (eur. film plane). PC objexrus u view Qoroanapar HpUKA3aHU
cy Ha caunm 14.

(a) O6w=an objexktus  (6) PC o6jekTus

Cnuka 15: @ororpaduja ca u 6e3 gucropsuje (www.wikipedia.org)

[Ipuwmjep dororpaduje caumibene 6e3 PC objektuBa u ucror npusopa (o-
TOrpaduCcaHOr y3 KOPUITHEme OBOT 00jEeKTHBA MOYKE Ce BHUIjeTH Ha, caunm 15.
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7.2 Orkaamame gucTop3uje copTBEPCKHU

IIpojekTuBHA AuCTOp3Uja ca AUTHTAJHUX (GOTOrpaduja MOKE Ce YKIOHUTH
u codrBepcku. [Iporpam ce 3acHHUBa Ha MPOjEKTUBHOj T€OMETPHJH WU MPEIH-
3HHje, TPOJEKTUBHOM IIPECTUKABADY .

®ororpaduja n oapehena paBan mpocTopa Koju cmo ¢dpororpaducaiu cy mo-
BE3aHM jeIMHCTBEHUM TPOJEKTUBHUM IpecIuKaBameM. 1o je mocaeantia [u-
BHEHUIIE Ta je TIeHTPaJIHa TPOjeKInja jeqHe PaBHU MPOjeKTUBHO TMPECTUKABATHE
(ciuka 5, rmasa 2). lakiie, npobsem ce cBoau Ha ciegehe: morpebHO je oape-
JUTHU OBO [IPECTUKABAIHE U OH/IA FbUMe ITUKCEJI 10 IIMKCET MPECIUKATH JUTUTATHY
dororpadujy. Tako nobujamo dororpadujy 6e3 aucropsuje.

© FotograFija na kojoj treba izabrati 4 tacke

novaFotografija.png

Ll i
lE’J.‘:"-i'!/ﬁ“ *xé

L
(2

(6) Uzma3

Cauka 16: Orkiamare nucropauje cobreepcku (kopuiifieHa ciauka je npeysera
ca www.istockphoto.com)

Ocraje jorm camo muTame KAKO OIPEINUTH MOTPEOHO MPOjEKTUBHO MPECIHKA-
Bambe.
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HosospHO je Ha dororpaduju m3adpaTu IeTHPU TAIKE KOj€ y CTBAPHOCTH
mpecTaBsbajy mpaBoyraouuk. Ha dororpaduju one ompelyjy Heku mpomsso-
JbaH derBopoyrao. Tux ocam Tauaka (TjemMena uerBopoyria Ha gororpaduju
U OPABOYIaOHUKA y CTBAPHOCTH) jeJHO3HAYHO Ooapelyjy NPOjeKTUBHO HPEecJiu-
KaBame. HawBHu ajropumram omwucyje MOCTYIMaK KaKO O OBHX Tad4aka 100m-
jaMo MaTpuIly mpecjukaBama. LTakohe, morpebra je m oarosapajyha dyHkIimja
Koja oxmpeljyje KoopawHaTe TjeMeHa MPaBOYTraoHWKa. Ty MOYKEMO MCKOPUCTUTH
U OJHOC JIy’KUHE W IMUPUHE MCTOr Y CTBAPHOCTH (HIP. aKO C€ paju O HEKOj
rpaljeBunu, OBaj OJHOC je MO3HAT).

VYKOJIMKO ce W3 HEKOT' Pa3JI0ora KOPUCTHU BUIIE O Y€TUPH MaPa Ta4aKa, Mpo-
JEKTHUBHO IIPECTUKABaIbe ce MOxKe ompeauTu nmomohy D LT anropurma wim, jort
6osbe, HopMmanu3oBanor D LT aaropurMma.

Ocraje jomn npeciukaTu CBaku mukcea (y XOMOr€HMM KOOpAMHATaMa jep je
MaTpUIA IPEC/IUKaBaba yBujek dpopmara 3 X 3) u rako dopmuparu HOBY GHoTO-
rpadujy. Mehyrum, y npakcu ce He pajau Tako Beli ynpaBo cynporHo. 3a cBaKu
nukcesn Hose dororpaduje (KOjy Kpeupamo) TParKUMO MUKCEJI KOjU My OIrO-
Bapa Ha ynaasuoj ¢ororpaduju. To ce mocTuzke y3 momoh muBep3a m00ujeHOr
MTPOjeKTUBHOT TpecanKaBama. VnBep3 he yBujek mocrojaTu jep cy mMpojeKTHBHA
npecankaBama Oumjekimje. Jlakie, KOpUCTH C€ TAKO3BAHO ODPHYTO MAIMUPAFHE
(enr. reverse pizel mapping). Ouo je moroxHo jep uma oxpelfjene npemnocTu y
OJIHOCY Ha [WPEKTHO Manwpame. Hanmve, IPUINKOM [TUPEKTHOr IMPECINKABAHA
NUKCeJIa, T00ujeHe KOOpANHATE HEe MOPAjy yBHjeK OUTH I[jeJOOpOjHE BPHjeIHO-
cru (a KOOpAUHATE TIHKCEIa jecy Ijesobpojue). 360r Tora Ha u3aas3uoj dpororpa-
duju moxxe OuTH HEODOjEHUX TUKCEJA, PA3HUX MPEKJIANAkHA U HETPABUIHOCTH.
Mehytum, Kaga ce Kopuctu 0OPpyHYTO Mamupame, 10 TOra He noja3u. boju ce
jenan mo jeman nukces usiasHe gpororpaduje. Axko ompeheHoMm mmkcemy oaro-
Bapa HEKU Ca KOODJMHATAMA y JELUMAaJIHOM 3anucy (KOju 3alpaBo He II0CTOjHU)
Ha ysia3Hoj dororpaduju, BPIIN Ce WHTEPNOIANN]a 00ja CyCjeIHUX THKCEIa U
TaKO J00Mja JOBOJBHO m00Ap pe3ysTart.

JacHo je ma ce MpUINKOM OTKJIamamka IPOjeKTUBHE JUCTOP3Hje HA OBA] HAUNH
ryom Ha KBasguTery (ororpaduje, anu je Ta MaHa 3aHEMAPJbUBA Y OJHOCY HA
BEJIUKY IPUMjeHy M KOPHUCT KOjy CO(PTBEPCKO OTKIAMAILE MTUCTOP3Hje MPYrKa.
Ca pmpyre crpaHe, MEXaHHUYKO OTKJIAMBABE JUCTOP3Uje HE yTUYe HA KBAJUATET
dororpaduje jep ce aucrop3uja OTKIOHA TpHuje (poTorpaducama.

8 IIporpam 3a oTKJlamame JUCTOP3Uje

Y oBOM mOIJIABJBY JIAT j€ KO HPOrpamMa KOju OTKJIAkha [POJEKTUBHY JUCTO-
p3ujy. Konx je mucan y mporpamckom je3uky Python.

Kaza ce mporpam mokpere, otBapa ce Pygame mpo3op ca dpororpadujom ca
Koje oTKamamo aucrop3njy. KopucHuk camo Tpeba ma m3abepe IeTHpPH TadKe
y OLIITEM I0JIOXKA]y KOje y cTBapHOCTH 06pa3yjy npasoyraoHuk (a Ha ¢dhoro-
rpacduju, 3601 IPOjEKTUBHE JIUCTOP3Uje, HEKU IIPOU3BOJbaH YeTBopoyrao). IIpo-
rpaMm 3aTUM W3TeHepwuine u mpukaxke Gpororpadujy Ha K0joj je MTPOjJeKTUBHA, 1~
CTOpP3Wja OTKJIOImEHA, Tj. n3abpaHe Tayke HA u3Ja3HO] (pororpaduju cy 3aucra
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TjeMEeHa 1IPABOYIAOHUKA.

VY komy je kopuiiheH HAWBHU aJTOPUTAM 33 OJpehuBame TPOjeKTUBHOT TIpe-
caukaBama. Mako je mmrmiementupan u D LT anroputam, HAUBHU je WIYCTPa-
TUBHHjX 300T CBOje TeoMeTpHujcke mpupome. lIporpam mopenu pe3yarare OBa
JBa aJIOPUTMA M MOXKE€ Ce BHUJIjETH Jla OHU JIajy UCTY MAaTPUILy HPOjEeKTUBHOL
upec/iukaBamwa. PasiiMka MOXKe Ja Ce 10jaBU TeK y LIECTO] AeuuMaiiyn (CJuKa

17).

user@akina:~/Desktop/Master$ python otklanjanjeDistorzije.py
[[ 2.49067236e+00 -2.62100896e-02 -1.97841694e+02]

[ 1.00383777e+00 1.71136237e+00 -3.05805887e+02]

[ 2.44324191e-03 -6.31568424e-05 1.00000000e+00]]

[[ 2.49067235e+00 -2.62100883e-02 -1.97841705e+02]

[

[ 1.00383782e+00 1.71136248e+00 -3.05805878e+02]
[ 2.4432418%9e-03 -6.31568400e-05 1.00000000e+00]]
s

er@Makina:~/Desktop/Masters ||

Cuka 17: Pesysrar nausuor u DLT anropurma (3a yerupu napa radaka)

Y oubnmorenn OpenCV-Python, xoja cayxu crnenujasno 3a mpodeme KOMIT)y-
TepcKor BUza, nocroju dgyukuuja cv2.getPerspectiveTransform() koja pauyna
MATPHILY MPOjEKTHBHOI MPECIHKABaMbha 3a YHHjeTe KOODJIUHATE YETHPH Mapa
ragaka. OBa dyHKIHja Jaje UCTYy MATPHUILy NPECIUKaBama KAo U (QyHKIHja
naivniAlgoritam() koja je kopuwliena y osom uporpamy.

OpenCV nyam n dbyskuujy cv2.warpPerspective() koja 3a dororpadunjy
u marpunyy (yna3) npasu ¢ororpadujy Koja je CauKa yjaa3He IpH JAaTOM IIpe-
cnukaBamwy. OBa dyHKIHja HEje KopumiheHa y mporpamy fa Ou ce HArIachuiaa
BaXKHOCT OOpHyTOr Mamupama. MehyTum, HE IpOIEC MpecinKaBamba MTHKCETa
HEje 00aB/b€H y MOTIyHOCTH. 10 OM MOApPa3yMHUjeBAIO W OJAOUD U HMILIE-
MEHTaIMjy WHTeproJamnuje koje he uHajoo/se ompemuTn 0Ojy MUKCENa KOju He-
Majy KOHKDETAH OPUTHHAJ. 3aTO je, HAKOH OApehuBama KOOPJAMHATA MTHKCEIA
momohy mHBep3a MaTpuIile TpeC/InKaBama, ynorpujed/bena yrpahjena dyukimja
cv2.remap() koja Tpancdopmuine ynaszuy ¢gororpadujy momohy maie mpecsu-
KaHUX IUKCesa. YHyTap Te pyHKirje 00aBibajy ce cBe moTpedHe HHTEPIIOJIAII]e
U allpoKcUMalluje.

Pesynrar pajsa oBor mporpaMma MoKe ce BHUjeTH Ha cauiu 16.

IIIto ce Tmue BpemeHa TOTPEOHOT 34 padyHAmE MATPHUIIE TPOJEKTUBHOT TIpe-
cnukaBama, DLT je yHEKOMMKO OpKH Of HAMBHOI AJTOPUTMA, MOK HAjOOHH
pesynrar naje dyukuuja cv2.getPerspectiveTransform(). Asu cBe 1ok ce paau
ca 4eTHpy [apa Tadaka, O TOj pas3jminu HeMa norpede Boauru padyna. Ha caurm
18 ce Buam ma ce m mocsae mpuMjene anroputama 1000 myTa, He yIITEIW BHIIIE
on 0,67 cexynmm.

29



user@akina:~/Desktop/Master$ python mjerenjeVremena.py

DLT algoritam se izvrsi za 0.000982999801636 sekundi

Naivni algoritam se izvrsi za 0.00077486038208 sekundi

Ugradjena funkcija cv2.getPerspectiveTransform se izvrsi za 0.000107049942017
sekundi

user@akina:~/Desktop/Master$ python mjerenjeVremenal®@@Cetvorki.py

DLT algoritam se 1000 puta izvrsi za 0.547763347626 sekundi

Naivni algoritam se 1000 puta izvrsi za 0.712215662003 sekundi

Ugradjena funkcija cv2.getPerspectiveTransform se 1000 puta izvrsi za 0.04973
12545776 sekundi

Cuuka 18: Topebheme Bpemena u3BplaBama, ajiropurama

Mozxke ce mokaszaru u Koauka je rpemka DLT anropurma IpPUMjEmEeHOr Ha
BUINIE O] YeTUPH Tapa tadaka. Ha caurnum 19 cy mpukasame marpuie 100ujeHe
HAUBHUM JIrOpuTMOM (KOjU IpUMa YeTupwu mmapa Tadaka) u DLT ajaropurMom
(koju je paamo ca join JoAaTHa YeTUPU Mapa).

user@Makina:~/Desktop/Master$S python dlt8paroval.py

2.74839616e+00 -2.09614020e-02 -2.42809402e+02]
1.11482334e+00  1.89127445e+00 -3.51486084e+02]
2.77290307e-03  3.35132318e-05 1.00000000e+00]]

2.41208499e+00 -1.31049497e-01 -1.64630822e+02]
9.45711340e-01  1.56227884e+00 -2.70173874e+02]
2.42086531e-03 -2.88641734e-04 1.00000000e+00]]

Crauka 19: Marpure nobujene Hansaum u D LT aaropurmom

WNako DLT anropuram mpasu ofpeljeHy rpeimiky, OHa HE yTHYE JIPACTUIHO
Ha OTKJIamarbe TPOjeKTUBHE JUCTOP3Uje MTO ce MOXKe BuAjeTn Ha cauru 20.
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Cuka 20: Uznazua dororpaduja npu ynorpebu nausuor (aujeso) u DLT anro-
pUTMa KOjU [IPMMA OCaM [APOBa Tadaka (J4ecHO)

Y HACTaBKYy CJiidje/ iy MOMEHYTH KO/I.

8.1 Kong

#Zbog polozaja fotoaparata u odnosu na ono sto fotografisemo
nekada dolazi do nastajanja projektivne distorzije. Npr. list
papira pravougaonog oblika na fotografiji moze da ima oblik
trapeza. Ova distorzija moze da se otkloni softverski. Sledeci
kod definise program koji radi upravo to. Na pocetku se ucitava

proizvoljna fotografija. Korisnik bira tjemena cetvorougla
koji je u stvarnosti pravougaonik, ali je na fotografiji
deformisan. Program pronalazi matricu projektivnog
preslikavanja koje ce izabrani cetvorougao vratiti u
pravougaonik. Zatim se pronadjeno preslikavanje primjenjuje na
pocetnu fotografiju. Tacnije, koristi se inverzno preslikavanje

(slika pravougaonik u cetvorougao) da za svaki piksel nove
fotografije pronadje onaj koji joj odgovara na fotografiji koji

obradjujemo. Krajnji izlaz je nova fotografija mna kojoj je
uklonjena projektivna distorzija.

import pygame

from pygame.locals import *
import array

import cv2

import numpy

import numpy as np

from numpy import matrix
from numpy.linalg import inv
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#Funkcija koja mijenja mjesta dva clama i u x i u y-nizu. Tj.
mijenja mjesta dvije tacke.
def zamijeni(x,y,i,j):

poml = x[i]
pom2 = y[il]
x[i]l = x[j]
y[il = y[j]
x[j] = poml
y[jl = pom2

#Korisnik moze da izabere tjemena redom kojim on zeli. Ova funkcija
ih sortira: gornje lijevo tjeme je prvo (x_0,y_0), a ostala
idu redom u direktnom smjeru. Ovdje je bitno kako izgleda
koordinatni sistem pygame prozora. Pocetak (0,0) je gornji
lijevi ugao. Desno je pozitivan smjer x-ose, a dolje pozitivan
smjer y-ose.
def poredjajTacke(x,y):

if x[1] + y[1] < x[0] + y[o0]:
zamijeni(x,y,0,1)

if x[2] + y[2] < x[0] + y[o0]:
zamijeni(x,y,0,2)

if x[3] + y[3] < x[0] + y[o0]:
zamijeni(x,y,0,3)

if x[2] < x[1]:
zamijeni(x,y,2,1)

if x[3] < x[1]:
zamijeni(x,y,3,1)

if y[3] > y[2]:
zamijeni(x,y,2,3)

#0va funkcija odredjuje dimenzije pravougaonika u koji ce biti
preslikan izabrani cetvorougao.
def dimenzije(x,y):
duzina = (abs(x[0]-x[3]) + abs(x[1]-x[2]))/2
visina = (abs(y[0]l-y[1]) + abs(y[3]1-yl[2]))/2

return duzina, visina

#Funkcija koja odredjuje koordinate tjemena pravougaonika.
def pronadjiSlike(x,y):

d, v = dimenzije(x,y)

pom = (x[1] + x[0])/2

x[0] = pom

pom = (y[3] + yl[o0])/2
y[0] = pom
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x[1] = x[0]

y[1] = y[0] + v
x[2] = x[0] + d
y[2] = yI[1]
x[3] = x[2]
y[3] = yl[o]

#Algoritam koji pronalazi matricu projektivnog preslikavanja (Data
su cetiri para tacaka). Radi isto sto i ugradjena funkcija cv2.
getPerspectiveTransform(). Ideja je pronaci preslikavanje
baznih tacaka u "originale" i preslikavanje baznih tacaka u
"slike". Preslikavanje "originala" u "slike" je neka vrsta
kompozicije ova dva preslikavanja.

def naivniAlgoritam(originali, slike):

P1 = preslikavanjeBaznihTacaka(originali)
P2 = preslikavanjeBaznihTacaka(slike)

M = P2*inv(P1)

M = M/M[2,2]

return M

#Funkcija koja projektivno preslikava cetiri bazne tacke u cetiri
zadate tacke.
def preslikavanjeBaznihTacaka(tacke):

#pravljenje homogonih koordinata za zadate tacke
al = numpy.append(tacke[0], 1)
bl = numpy.append(tacke[1], 1)
cl numpy . append (tacke [2], 1)
d1 numpy . append (tacke [3], 1)

#bazne tacke

a = np.array([1, 0, 0])
b = np.array ([0, 1, 0])
¢ = np.array ([0, 0, 1])
d = np.array([1, 1, 1])

#0dredjivanje preslikavanja. Trazimo matricu P za koju vazi: Pa =
k_1a_1, Pb = k_2b_1, Pc = k_3c_1 i Pd = k_4d_1 pri cemu su k_i
realni koeficijenti. Odakle slijedi da (bazne tacke su tako i

izabrane) prva kolona matrice P ima oblik k_la_1, druga k_2b_1,
a treca k_3c_1. Sada samo treba mnaci k_1, k_2 i k_3. To nije
problem jer imamo i cetvrtu tacku - d_1. Posto je Pd = d_1
(mozemo uzeti da je k_4=1) mora da vazi da je d_1 = k_la_1 +
k_2b_1 + k_3c_1. Tj. d_1 = koef*A gdje je koef vektor kolona
(program je vidi kao matricu) koja sadrzi koeficijente, a A
matrica kojoj su kolone koordinate tacaka a_1, b_1 i c_1. sada
je lako naci koeficijente, a samim tim i matricu preslikavanja.
A = np.matrix([al, bl, cl1]).transpose ()

koef = np.dot(inv(A), di1)
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P = np.matrix ([koef [0,0]*al, koef [0,1]1*bl, koef [0,2]*c1]).
transpose ()

return P

def dltAlgoritam(originali, slike):

#pravljenje homogonih koordinata za zadate tacke
a = numpy.append(originali[0], 1)
b = numpy.append(originali[1], 1)
¢ = numpy.append(originali[2], 1)
d = numpy.append(originalil[3], 1)

al = numpy.append(slike[0], 1)
bl = numpy.append(slike[1], 1)
cl = numpy.append(slike[2], 1)
dl = numpy.append(slike[3], 1)

M = np.matrix ([
[0, 0, 0, -a[0], -al1]l, -al2], ail[1l*al[0], all1l*al[1]l, aill[llxa

Ei%%i, al1], al[2], 0, 0, O, -a1[0]l*al[0], -a1[0]l*al[1], -al[0]*a
Eg{]é, 0, -b[0], -b[1], -b[2], b1 [1]1*b[0], bi1[1]*b[1], b1[1]*Db
Ei%%i, b[1], b[2], 0, O, 0, -b1[0]I*b[0], -b1[0]*b[1], -b1[0]l*Db
Ei],]é, 0, -cf0], -c[1], -cl[2], c1l[1l1#*c[0], cil1l*cl1], cil1l%c
Ei][]o]’, 11, 2], 0, 0, 0, -c1[0]*c[0], -c1[0]*c[1], -ci[0]*c
531,16, 0, -d[0], -d[1], -d[2], d1[11#d[0], di[11#d[1], di[11%d
Eij[}]’, 1], dar21, 0, 0, 0, -d1[01#d[0], -d1[01*d[1], -d1[0]*d
211,

n

#SVD dekompozicija matrice M
U, D, V = np.linalg.svd(M)

#Poslednja kolona matrice V definishe trazheno projektivno
preslikavanje

P = V[-1].reshape(3, 3).astype(np.float32)

P P/P[2,2]

return P

pygame.init ()

# ucitavanje slike za pygame (najlaksi nacin da korisnik izabere
tacke)
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slika = pygame.image.load(’zgrada2. jpeg’)

#ucitavanje slike za OpenCV. Da bi se koristile funkcije cv2.remap
() ili cv2.warpPerspective(), slika mora biti predstavljena kao
numpy array

slikal = cv2.imread(’zgrada2. jpeg’)

width = slika.get_width ()
height = slika.get_height ()

#pravljenje prozora koji ima sliku kao pozadini tako da korisnik
moze klikom da izabere tjemena cetvorougla koji ce biti
"ispravljen"

prozor = pygame.display.set_mode((width, height))

pygame .display.set_caption("Fotografija na kojoj treba izabrati 4
tacke")

prozor.blit(slika, (0,0))

#pravljenje nizova u koji ce biti smjestene koordinate tacaka koje
korisnik bira

run = True
i=20
x = array.array(’i’, (0 for i in range (0,4)))

y = array.array(’i’, (0 for i in range(0,4)))

while run:

#biranje i pamcenje koordinata piksela
for dogadjaj in pygame.event.get():

if dogadjaj.type == pygame.QUIT:
run = False

if dogadjaj.type == pygame.MOUSEBUTTONDOWN:
pozicija = pygame.mouse.get_pos ()

pygame.draw.circle(prozor, [265, 0, 0], pozicija, 6, 0)
pygame .display.update ()
x[i]l, y[il = pozicija

i = i+1

if i == 4: #ako su izabrane sve cetiri tacke:
poredjajTacke(x,y)
originali = np.float32([

(x[0], yl[o0l),
(x[11, y[11),
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(x[2]1, y[2]),
(x[3], y[31),
Dl

pronadjiSlike(x,y)

slike = np.float32([
(x[0]1, yl[ol),
(x[1], y[11),
(x[2], y[21),
(x[3], y[31),

D

M = naivniAlgoritam(originali, slike)

#Poredjenje matrica koje su rezultat dlt i naivnog algoritma. Za
cetiri para tacaka, matrice su identicne
print M
print dltAlgoritam(originali, slike)

M1 = inv(M) #ovo je matrica koja slika piksele nove
fotografije u piksele fotografije koju smo ucitali

#Treba jos samo izgenerisati novu fotografiju uz pomoc
dobijene matrice. To se moze uraditi pomocu ugradjene funkcije

#novaFotografija = cv2.warpPerspective(slikal, M, (width,
height), flags=cv2.INTER_LINEAR)
#cv2.imshow (’novaFotografija’, novaFotografija)

#Medjutim, nije tesko ni "rucno" preslikati sve piksele

#pravimo "mrezu" za matricu piksela
indY, indX = np.indices ((height, width), dtype=np.float32)

#svaki piksel predstavimo homogenim koordinatama i stavimo ih
u matricu tako da je jedan piksel jedna kolona

matricaPiksela = np.array([indX.ravel(), indY.ravel(), np.
ones_like (indX) .ravel ()])

preslikaniPikseli = M1.dot(matricaPiksela)

# dijelimo poslednjom koordinatom, tj. vracamo homogene
koordinate u euklidske i pravimo dva niza piksela: x i y
koordinata

mapX, mapY = preslikaniPikseli[:-1]/preslikaniPikseli[-1]

#ponovo vracamo u matricni oblik

mapX = mapX.reshape(height, width).astype(np.float32)

mapY = mapY.reshape(height, width).astype(np.float32)

novaFotografija = cv2.remap(slikal, mapX, mapY, cv2.
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INTER_LINEAR)

cv2.circle(novaFotografija
cv2.circle(novaFotografija
cv2.circle(novaFotografija
cv2.circle(novaFotografija

s

s

(x[0],
(x[1],
(x[2],
(x[3],

cv2.imshow (’novaFotografija.png’,

cv2.waitKey (0)
cv2.destroyAllWindows ()
run = False

pygame.display.update ()

pygame . quit ()
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novaFotografija)



9 3akspydak

Kao 1m1To ce y pajgy MOTJIO TPOYUTATH, MPOjeKTUBHA JIUCTOP3Uja HACTAje Kao
TTOCJIE/IATIA, IIEHTPAJIHOT TTPOjeKTOBAA TPOINMEH3NOHAIHIX 00jeKaTa Ha, paBaH
dororpaduje. 3a Typucre u dpororpade amarepe, OHA HE MPEICTAB/bA, HUKAKAB
npobaem. Mehytum mocroje curyariuje Kaga jy je HEOIXOTHO OTKOJIOHUTH.

To je moryhe yununTHu Ha 1Ba HAYNHA: MEXAHUYIKH U COPTBEPCKH.

MexaHrYKO OTKJIambambhe Kao pedyarar uma (ororpadujy Beher kBaaurera,
am ce mocTuke 3axBasbyjyhn mocebHuM doroamaparnmMa Ui 00jeKTUBUMA.

Axko je dororpaduja el HampaBbeHa Ca JUCTOP3UjOM, MOXKE Ia Ce COd-
TBEPCKH 00PaJ¥ M YKJIOHH AUCTOP3Mja, add Ce TaJa IyOM Ha KBAJIHTETY (POTO-
rpadumuje.

CodrBepcko oTKIIabaHe JTUCTOP3Uje TEeMEJbU Ce HA PE3YITATUMA [POjeKTH-
BHe reomerpuje. eja je mponahin mpojeKTUBHO MpecIMKaBarme Koje MOBe3yje
objekar kKakaB BuauMO Ha dororpaduju (4ecTo Maao UCKPUB/LEH) U UCTHU Taj
objekar y CTBaApHOCTH.

ITocToju Burie anropurama 3a MPOHATIAXKEHHE TTPOJeKTUBHOT ITPECTUKABAbA.
VY pany cy uznoxenu Hausau u DLT anropuram. Hawmsuu anropuram je ducro
reoMerpujcke mpupoge. Ilpuma derupm mapa Tadaka (jep TAYHO TOJUKO Ta-
POBa jeIMHCTBEHO Oapelyje MPOjeKTUBHO MPEeCIuKaBabe) U J1aje MOTIYHO TadaH
pe3yiTar.

3a pazmuky on mamsaor, D LT anropuram je anrebapcke mpupoje. Hberosa
[IPE/IHOCT je y TOMeE IIITO MO2KE JIa OJIPE/IN [IPECINKABALE U AKO Cy JATa BUIIIE O
YETUDPH [1aPA TAYAKA, AJIM CAMUM THUM, jaBiba ce ojapehena rpenika. 3a OTKIamba-
e IUCTOP3Uje, OBA TPEIIKa He NPABU IpUMjeTad mpob/eM (IITo je u NPUKA3aHO
y pajy), anu pajau Behe nNperusHoCTH, MOKE Ce U3BPIUTU HOpMasu3anuja DLT
aJIropuTMa.

Jla 6u ce jacHO pa3ymMmjesa M3JI0KeHA TeMa, MOTPEOHO je MO3HABamhe OCHOBA
[IPOjeKTUBHE TreoMeTprje. 3aMHTEPECOBAHU 33 OBY O0JIACT HAJBUIIIE JI€TATbA MOTY
npoHahin y xmwu3n [3].
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