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YBoa

[[IBapu-IIukoBa Jiema je KJacudaH pe3y/aTaT KOMILIEKCHE aHAJIH3€e ca MHOrobpo-
jaum npumenama. [Ipumena [IIBapr-ITukose jieme Ha anasmTrde (PyHKIM]je KOje CJIUKAJY
JeIMHUYIHU JUCK y cebe, OCBPT Ha XUIePOOIUUIKY TeOMETPHU]y Ha jeJMHUIHOM JUCKY U

[ToenkapeoB auck cy Teme odopaherne y oBoMm pay.

Y 1pBOj r1aBM je jloKa3aHa BeoMa OMTHA TeopeMa, MPUHIMIA MaKCUMyMa MOJLyJIa,
a y apyroj IlIBaproBa JeMa Koje IpeacTaB/bajy BeoMa OUTHe pe3yaTare W K/bydHe
Jokase u3 kojux ciaeau llpapi-Ilukosa mema. Tpeha rnasa canpzxu cam jgokas Isapii-
[TukoBe JjieMe Kao U IeHe HOCAe/uIle U IpuMeHe. Y 9eTBPTO] IJIaBu je TeMa Xuiepoo.in-
YKa TeOMeTpHuja Ha jeJJMHUIHOM JuCcKY, [loeHkapeoB auck Mojes1, Kao U XHIepOOInIKO
pacrojame namelhy ragaka. Takohe, y 0BOj 1yiaBu KpaTak OCBPT Ha METPHUKE U yBOheme
[loenkapeoBe MeTpHKe WU XUIMEPOOJIHIKE METPHKE, KAO U OJHOC eYKJIHICKOT U XHIIep-

OOJIMYKOT pacTojarba.

Pan nma nma 3a 1k J1a MOKazke 7a aHa J uTHYIKe PYHKIHje He moBehaBajy Xumnep-

O0JIMYKO pacTojarbe Koje je Ha IMPUPOoJaH HAUMH J1e(PUHACAHO HA je JUHUIHOM JHCKY.



IIpuHIIMUT MakcuMyMa MOIYJIa

TEOPEMA 1.1 (ITpurnun makcumyma). Heka je u : Q@ — R xapmonmjcka ¢pyHkmnmja,
e je Q C C obaacr. Ako mocroju koncranra M taxsa ja je u(z) < M, 3a cBako

z € (), oma je u koncranra Ha §) mmm u(z) < M 3a cBako z € Q.

Ako je u Henpekmaaa Ha O0f) u () orpaHuYeH, OHAA U JOCTHXKe MakcaMyM Ha Of).
7

U R
o

()

CaukKa 1

JIOKA3. Heka je tauka 2y € (), u byHKIHja ¥ TOj TAYKU JTOCTHZKE MAKCHMYM Tj.
u(zp) = M, mommro je 2 obract (0TBOpEH 1 MOBe3aH CKym) mocToju ro > 0 u B(zy,ro) C

() Tako J1a Baxku npema KommnjeBoj uuTerpaanoj gpopMy/aIn BaxKu:

2

1 .
u(zo) = o I u(zo + pe'?)do.

0

27

13 rora he caemurn 3= [ (u(z0) — u(zo + pe?))dd = 0. Kako je speanoct nrerpasa

0
jeHaKa HYJIU, a TOJUHTErPAJTHA BPeTHOCT Belia WJTH je/THaKA OJ1 HyJle, MOYKeMO 3aK/by IUTH

J1a BaXKH:

u(z0) = u(zo + pe), 0<60<2m, 3acBako p, 0 < p < 7.
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

Ha ocnoBy rtora, ako je u(zg) = M, onna nocroju nocroju o > 0, Tako na u(z) = M,
3a CBAKO 2z 3a KOje BaXKH |z — zo| < ro. AKo mocmarpamo ckyn A = {z € Qlu(z) = M},
3a TakaB CKyIl CMO HOKa3aJju jaa Mopa 6uru orBopeH. I[Tocmarpajmo ckyn B = {z €
Q| u(z) < M}, ga u MOXKEMO HEINTO 3aK/bYIUTH y BE3W €a THM JIa JH je OTBOPEH
i 3aTBoper. Kako 3HaMo fa je cKyn B 3ampaBo WHBep3HA camka cKyna (—oo, M) Tj.
B={2€Q|u(z) < M} = u((—o0, M)), cnenu ma je ckyn B orsopen ckym(Gulie

1

OTBOpeH TomTo je ckyn (—oo, M) orBopen a dyHkunja v~ Henpekugna). Obmact €

MOZKEMO MPEJCTABATH KA0 YHH]Y JIBA CKYTIA
Q={ze€Qlulz)=M}U{zeQu(z) < M}

[Tomrro 3raMO 718 je obtacT {2 OTBOPEH U MOBE3aH CKYI, a YCIEeJTH CMO JIa Ta MPeICTABIMO

Kao yHY]y JiBa OTBOPEHA JUCYHKTHA CKyna u 3Hamo ja je A # ((zg € A), ciequ na je
{z€Q|u(z< M)=0.

Ha ocnosy nperxoamor, Buaumo jga Baxkn ) = {z € Q | u(z) = M} 1j. w = M na Q.
Tume cMo J0KazaIu Ja YKOJHUKO MOCTOjU Tauka y {1 v K0joj ce JOCTUKEe MAKCUMYM, Ja
nara PyHKINja MOpa OUTU KOHCTAHTHA.

Joxaxkumo apyru jeo reopeme. Kako je Q - orpanunuen, onjga 02 u Q cy KoMIakTi,
na HempeKuJHa DYHKIHja U HA BUMa JOCTHXKe MakcuMyM. Tpeba ma mokazkemo j1a cy
TH MAKCHMyMH Ha OBUM KOMIAKTHMA jejHaku. 3Hamo ja saxu 0 C Q na he 6urn:

n%%x(u(z)) < mﬁax(u(z)).

MebyTum, mpema npBoM ey JI0Ka3a TeopeMe, BHJAETN CMO JIa e MAKCHMYM He
Mozke poctrhu Ha ) 3aTo mTo Ou y cynpoTrHOM, (pryHKIMja Ouna koucranTHa. CaMum

THM jacHO je Ja MaKCUMyM Mopa Outu Ha 2. O

Jorr jemmom Tpeba HAOMEHYTH Ja YV TPETXOMHO] TeopeMu, (bYHKIHje ca KOjuM
paauMo UMajy KOJOMeH CKYT peagHux opojeBa. Ciemeha Teopema mokasyje Ja CJIUIHO
Baxku M 3a PYHKIHMje KOje 3a KOJOMEH UMajy CKYIl KOMILJIEKCHUX OpojeBa.

TEOPEMA 1.2 (MpuHmmn MaKCUMyMa mozysa). Heka je
f:+ Q — C xapmonnmjcka ¢ynknuja u 2 C C obsact. Ako mocroju korcranra M
raxsa ga je |u(z)] < M 3a cako z € ), onga je f rxomncranra ma §) min |u(z)| < M 3a

cBakKo z € €.

Axko je f menpekmana ma 0f) m §) orpammdeH, oHIa OCTHZKE MaKCHMVM Ha
2

002.

JIOKA3. Neka je rauka zp € () taksBa ma Baxku |f(z9)] = M. Taza moxkemo

3aIMCaTH BpeJHOCT (PYHKIIMje y TAUKH 2o Kao f(zo) = ¢'*M 3a mero a € R. ITocmarpajmo
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

bynkuujy g(z) = e f(z). @yuknuja g je xapmonujcka 1a je onda Re(g(z)) je peasnno

xapMoHujcka ¢pyHKIuja. IIpumernmo na 3a Ty HyHKIH]Y BaxKu:
Re(ef(2)) < | Re(e ™ F()] < [ f(2)] = | £(2)] < M.

Kako ¢dynknmja goctuke MAaKCUMYM y HEKOj Taduku Ha (), MOKEMO 3aKJ/byYHTH, Ha
OCHOBY TIpeTXojiHe Teopeme ja Baxku Re(e ' f(z)) = Re(M) = M 3a cpaxo z € €.

Oyuxunjy g(z) = ¢ f(2) MozKeMO 3anuCaTH KAO:
e f(2) = Re(ef(2)) +iTm(e ' f(2)) = M +idm(e " f(2))

e f () =1f(2)] <M = Jm(ef(2)) =0

Bugumo ma je dynxumja g(z) = ¢ '*f(z) = M 3a cBako z € ) 3aIpaBo KOHCTAHTHA
dbynknuja, na onga dynknujy f moxkemo samucaru kao f(z) = Me ' uume cmo
JIOKa3ajd Ja je KoHcranTHa. Jlokas ma dyHKIHja IUCTUKE MAKCUMYM Ha TDAHHIIH

006JIaCTH je NCTH KA0 y MPETXOAHO] TEOPEMHU. ]

Hanomena. Axo je Q C C oonact u f : 2 — C xonomopdHa pyHKIHja, OHIA je
f w xapMonujcka (HpyHKIMja, 1A MPUHIAI MaKCHUMyMa MOJYJa BaXKH 3a XOJOMOpdhHe
dyuximje.
IMocneaunA 1.1 (Ilpunnun muanmyma mojyaa). Heka je Q C C obnact u pynkiuja
f xomomoppra ma Q u f(z) # 0 3a cBako z € Q). Ako |f| gocruzke q0KaHH MHHEMYM

v HEKoj Taukw a € §), Taga je f KoHCcTaHTHA DYHKIH]A.

JTOKA3. Tlomro je f # 0y 1o je dyuknmja % xomoMopdHa Ha (), Ma Ha By MOYKEMO

npuMmenuTu [Ipunnun MmakcuMmyma MOJIyJIa, OJIaK/je JUPEKTHO CJen TBpheme. U

IIPUMEP 1.1. Heka je Q oburact, D jenuunann guck tako ga D C € u Heka je
dbyukmja [ xomomopgua n mHekoncranTaa Ha ). IIpernocrasumvo jom ga je |f(z)| =r

3a cBako z € (). Jlokazatn na taga ¢pyaknuja [ uma 6ap jeany Hyay y D.

JTOKA3. Ako je r = 0, 6ulie Ha ocHOBY mpuHIHMIA MakcuMym™a moxyaa |f| = 0 na
neaom D, mTo ce TPOTUBH YCIOBUMA JaTUM y TpuMepy ((DbyHKIMja je HEeKOHCTAHTHA).
Tako ma r mopa Ouwru Belie ox Hyne. Ha ocHOBY mpuHIHIA MaKCHMyMa MOJYJIA,
makcumyM of | f| je 7. Ako dynkuja wema nysray D, onja je dbyukimja % X0J10MOphHA,
Ha (), Ma W 3a By BayKU IPUHIKI MaKCHMyMa MOIYJIa KOjU ce JOCTHXKe 3a |z| = 1,
71 jeHaK je %, Tako na je m muHuMyM ¢yaknuje f takohe r. U3 Tora moxkemo 1a
3akspyauMo sa je |f(z)] = r 3a cBako z € . Ha ocHoBy Teopeme 0 OTBOPEHOM
IpeCINKaBaby, MOYKEMO 3aK/by IUTH 4 je f KoHcTanTHa Ha (). 300T TeopemMe O je TMHOCTH

aHanuTuuke PpyHkimje, f je KoncrantHa Ha 1ejaom . Kako je To y KOHTPaIUKIUjH Ca
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

HIPETIOCTABKOM, JI0Ja3UMO 10 3aK/by4dKa 1a he ¢pyHKmuja f mmaru 6ap jeaHy HyJIy Ha

JEJIMHUIHOM JTUCKY. U



I[MITBapmoBa jgema

TEOPEMA 2.1 (IlIsapuosa siema). Heka je f : D — D xonomoppua ¢yaKuja, rie
jeD={z€eC||lz| <1} mBaxn f(0) =0. Onzga je

|f(2)] < |z|, 3acBako |z| < 1.

Jennaxocr Bazkn 3a mexo z € D\{0} ako u camo ako je f(z) = ¢“z 3a meko a € R, 1.

¢yurmuja [ je poranmja uuju je merrap rauka 0.

JTOKA3. Tlocmarpajmo dyukuujy g(z) = f(;) y Hekoj Tadku z rie je z # 0.

®yuknuja g je amanurunaka Ha D\{0}. ITocmarpajMo MakiopeHos pa3soj dyHKIHje

f(2) y Taukm z = 0. Y yciaoBy reopeme nam je naro ga f(0) = 0. Baxwuhe:

f(z) = f’(O)z—l—@zQ—H ce= zf’(O)—l—@zz—i-- =z (f’(O) + @z +-- ) = zh(z2).

[Tocmarpajmo dbyuknujy h(z) = f/(0) + %z +---. Oyukiuja h he 6utn aHaTUTHYIKA
wa D. Kako cy dynknuje h(z) = g(z) na D, 1o crequ ga je g(z) anamurnaka wa D.

[Tocmarpajmo dbyuknujy g va Hekom aucky D(0, 7).

C

)\
D)

(¢
S

CJIUKA 2

3a cBe Tauke Ha IpaHuUNy Tj. |z| = r 3a Moayo dyHKIHje g Baxulie:

IRECIRTCPY

I

l9(2)

Ba |z| < r, |g(z)| nMa MakcEMyM Ha |z| = 7 IpeMa MPHHIUIY MAaKCyMyMa MOJy/Ia. 3a

2| < r Baxn |g(z)| < 1. Axo y3memo ga r Texu 17 1j. lim [g(2)] < lim £ =1 3a
r—1- r—1—

|z| < 1. Ha ocnoBy rora Buaumo ga saxu|f(z)| < |z| 3a cBako |z| < 1.

Tpeba ma mokaxkemo apyru meo teopeme. Heka je zp Tauka TakBa Ja BaxKu |zg| < 1
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

f(zZ)’ BH/IMO Ja Baxku |g(zg)| =

20 7 01 [ f(20)] = |20]. Tocmarpajyhn pynxuujy g =
1. Kaxko je mocTuriia MakCUMyM y HEKOj TAUKY jeTUHHIHOT JHCKa, IpeMa MPUHIHAITY
MakcuMyMa MojiyJia, pyHKIM]a g je Koncranta. Mojyo dbyuknuje je 1, na onja MOKeMO
sammcarn ¢(z) = ¢'. U3 Tora mame caeam ga je f = ¢z 1j. dbynkmmja f je poranuja,

TO je n Tpebajo JOKa3aTH. Il

ITocaeaunA 2.1. Csaku xogomopgpuu ayromopguzam va D koju pukcupa Hyy je

poranuja.

JIOKA3. Heka je ¢pyukmnuja f : D — D xonomopdun ayromopduzam n BaxKu j1a je
f(0) = 0. Hdokaxumo na osa ¢ynknuja Mopa 6utu poranuja. DyHkimja 3a10B0/HaBA
yeaose HIBaprose seme ma he Bakurtn |f(2)| < |z| 3a cBako 2, U3 jeIUHUYHOr AUCKA
Tj. |2| < 1. Kako je dyukmuja f ayromopdusam, onaa MOCTOjH U HHBep3HA (DYHKIIH]jA
f7':D — D 3a kojy Baxu f~(0) = 0. Caga upumenumo [IBapuosy jemy u na f~*

HIOIITO 3a/10BOJbaBa TpazkeHe ycijose. /lobujamo:
7N w)] < wlsa w] <1, w= f(z)

2l < |f() = [f(2) = |2],  sacBako 2z, |z[ <1

Ha ocnoy IlIBaprioBe Jeme, MOMITO BayKW MPETXOMHA jeTHAKOCT, T0KA3aJId CMO 4

dyuknuja f Mopa OuTH poTaImja. U

[Teomerpujcku riepano, [IBapiosa jema TBpau ako uMaMo (DyHKIH]Y KOja JIMCK
CTIWKA y JUCK, TPU YeMy ce MEeHTap CJAWKa Yy IeHTap, Ja Ta (pyHIIHja je WIN POTAIluja

WJIN je CJAKa CBake Tadyke OJIMKa IEHTPY Y OAHOCY Ha Ty CaMy TadKYy.
YBeanmo byHKIM]Y Koja he HAM OUTH OJ BEJIMKOT 3HAYAja yV Ja/beM paJly.

Hexka je 3a #exko dukcupano o € :

Hedurummmo K = 0. 3a oBy dyuKImjy Baxknhe ciaegeha Teopema.

TEOPEMA 2.2. @yrknnja ¢, je 1 —1 npecinkapame koje comka guck D ra D, canka
K na K u a ciuka y 0. Huseps pyukiuje ¢, je pyHKIUja ©_,, U BaXKu:

1

'(0) =1 — |a|? ' (a) = ———.
©a(0) lal®,  ¥(a) PE

JIOKA3. ®OyHKIHja @, je XomoMopdHa y ]D)\{%} HOIITO % ne npunaga D. Jupekraom
IpoBepoM JobujaMo ga cy dpynkmnuje 1 — 1.




Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

Z— W o w+ «
w = — W—O2W=2—Q, 2z= —.
1 —az 1+ aw

Ha ocHOBY 0BHX jeTHAKOCTH 3aKJBYUYj€MO J1a CY Qq U P, WHBEP3HE (DYHKIH]E.

Tpeba ma mokazxkemo Ja je CIUKa jeIMHUIHE KPYKHHUIE Takohe je TMHuIHA KPY KHHUTIA.

Heka je t € R,z = ¢ € R. Onja paxu:

¢ — o et —a
eale)l = |+ | = | x| =1
(3aro mro |z| = |Z| Baxku 3a cBako z € C).

Hoxkazanu cmo ma Baxku ¢,(z) € K, ucro he Baxutn u 3a ¢_, ma Jg0KazyjemMo

jemnaxoct ¢, (K) =K.

Kaxko je o (D) CDu ¢_(D) C D Baxu ¢u(¢_a) C pa(D), a cavum Tum Bazku
uD C ¢,(D) kao u jeanakocr ¢, (D) = D. Hahumo uzsog dyukuuje @, .

, l—aa+a(z—a) l—-aa+aa—aa 1—|af
¢ (1 —a«a)? (1 —a@«a)? (1 —aa)?
Kaja 3amenumMo BpejHOoCTH Y U3BOAY (PYyHKIHUjE J00MjaMO 12 BazKH:

1
/ 0 — 1 _ 2 / - -
©(0) lal*s wala) = 7= a2

U
TEOPEMA 2.3. ['pyna ayromopuzama je JHHHIHOT JUCKA (Y OJHOCY HA KOMITO3HIH]Y
dbyukmmja) je obimka

Authol(D) = {Z — eia (

Z_—io) | 0<a<2nm, |z0|<1}.
1—"22

JIOKA3.
<) Oynkngja f(z) = ei“% je ayromopduszam koju npecaukasa D na D, ciaean us

IIPETXOJIHE TeopeMe.

=) OGpuyTo, Heka je dyukuja f raksa aa Baxku f € Autpy (D).

hofog

CJIuKA 3
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

Hedunnimumo dyukuuje g : D — D u h : D — D rako ga je h(w) = S
97'(2) = 2%, te ¢y zp,wo € D. Hamomennvo ma paxn g(2) = {525 Ha OCHOBY

nperxomre teopeme. Cama mocMmarpajmo GyHKIHUjy h o f o g Koja je xomomopdHm

ayToMopdu3aM jeIMHUIHOT IUCKA KOju (PUKCHPA HYJIY Tj. BaXKu:

(ho fog)(0) = (h(f(2)) = h(wo) =0

[Ipema nocyemunu IlIBaprose Jieme, BUIEMO Ja HMOCMaTpaHa (pYHKIMja MOpa OUTH

poranuja (ayromopduszam Koju (puKcHpa HyIy) Tj. MOXKEMO je 3alicaTu Kao:

ho fog(é) = ¢ je porarmja 32 Hexo a € R.

z2—20

Kako je g(§) = z Baxuhe £ = 2% ua jasbe he nperxoina jeasaxocr mohu na ce

HaIluIne Kao.
zZ— 20

h(f(z)) = ¢

[Tormro dyHknMja h nva wHBEpP3(HA OCHOBY MpeTXo/He Teopeme), hbyHkImja f he n3rrexarn:

1—%Zz

foy=nt (e i) o Ao
1—Z%yz 1 —ww Z TR0
+ wgpe —

— 20k
N3zabepemo jenuucrseno zg y D rako ga f(29) = wo = 0, na je

flz)=¢"

Z— 20

1—%z

g

TEOPEMA 2.4 ([Tudepennujasnna sep3uja [lIsaprose jgeme). Heka je nara xomomopgua
¢yuknmja f : D — D rako ga axkn f(0) = 0. Omga je|f'(0)| < 1. Jemmakocr he

Ba’KHTH aKO U CaMO ako je ¢pyuknuja f poramumja.

JTOKA3. Beh cmo gokazanu ga he upu osum yesosuma Baxkuru | f(2)| < |z|. Tocmarpajmo

IPBU U3BOJ JaTe DYHKIWjE v HYIH.

iy 2250y 1)

z—0 z

i )

z—0 |z|

<1

1'(0)] =

2z—0 z2—0

Ako je |f'(0)| = 1, onxa je anasmruuka dbynkuuja g(z) = @, u Baxku g(0) = f(0),
na je |g(0)] = 1. Tomro dbysrnuja |g| mocruzke MakKCUMyM y HEKO] TA4KH yHyTap
JEJMHUYHOr JIMCKA,IIpeMa IPUHIMIY MaKCHMyMa MOJYJa, ¢ je KOHCTaHTHa Ha D), a

takobhe u |g| je korcranTHa Ha D), ma BaKu MOIYO 07 g jenHAK 1 Ha IEJOM jeJHHHIHOM

mucky Tj. 6uhie |g(2)| = 1 mTo mame Boam Tome ma dbymknmja g(z) = ¢ ma oHma
bynknujaf(z) = ze'*. Tume cmo gokasaiu ja y ciaydajy jeanakocru |f/(0)] = 1
dyukImja f Mopa OUTH POTAIH]A. O
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IIPUMEP 2.1. Oxpernrnu cBe (pyukmuje f Hempexmare ma D u xomomoppre ma D ca
cojeroM | f(2)] =1 3a z € OD.

JIOKA3. JeuHo oj peniema je cBakako koHcranTHa gyukiuja f(z) = a 3a |a] = 1.

[Torpaxkumo jipyra pemema. lIpermnocrsumo ja yHKIMja HUje KOHCTaHTHA, Y
JEJIHOM OJI HPETXOJHUX MPHMEpa CMO IOKa3aJ/d Ja OHa MOpa UMaTH Oap jejHy HYJIY
Ha jeuHIIHOM jucKy. O3HAYUMO Ca 21, 2, . . . , 2y, HYJIE HA JeTHHUYIHOM JUCKY (EHXOB
6poj Mopa OGuth KoHadaH y cymnporHoMm fie dyukiuja 6utu f = 0). I[Tocmarpajamo

dynknujy

9(z) = %
=1 1 —Ziz

Oyuknuja je xomomopdua Ha D n Hema Hyaa y ). AKo IpHMEHHMO TeOpeMmy
Koja BaxkM 3a YHKIHM]Y @, 3akmydyjemo ma |g(z)] = 1 3a |z| = 1. Dyukmmja g je
KOHCTaHTHA (3aT0 IITO HEMA HYJa HA JeJMHUIHOM JMCKY, IIOMEHYTH IPUMED) U BAZKH
g(z) = C 3a cBako z € D. 36or yciaoBa natux y upumepy suaumo aa |C| = 1. Jobumn

cMO J1a 32 PYHKIIHje KOje 33/10BOJhaBajy OBE yCJIOBE BayKu

= zZ— Z;
fey =c]]—=—. O
P 1—7%;2

TEOPEMA 2.5 ([5],[4, ctp. 77|). Hexka je f : D — D xapmonujcka ¢pyHKnuja TAKBa
ga Baxkn f(0) = 0. Omnzga je

4
lf(2)] < - arctan |z|, 3a cako z € D.

OBa HejeJHAKOCT je HajoUITpHja MPOIeHa 3a CBaKy TadKy jeaHmdHor jgucka z € 1.

TEOPEMA 2.6 (|6, Teopema 1|). Heka je f : D — D xapmonnjcka ¢pynkmuja. Tajga
BazKu: | 5
1— |7
&= 1P

TEOPEMA 2.7 ([15, Teopema 6]). Heka je u: D — (—1,1) xapmonmjcka cpyrkiuja

4
f(0)| < —arctan|z|, 3a cBako z € D.
m

rakpa Ja je u(0) = b m a = tan Zﬁ Taza je

4 a— |z 4 a+|z

— arctan A < u(z) < —arctan J, 3a cBako z € D.
T 1 —alz| T 1+ alz|

OBa HejeTHAKOCT je OHITpa 3a CBaKy TadKy jeauHHIHOT gucka D.

TEOPEMA 2.8 ([Tpunuun cybopaunanuje). Heka cy f, g xosiomopgue pyHKIHje je JHHTTHOT
gucka Dy mexy mpocro nosezany obaacr Q0 u f(0) = ¢(0). Tlpermocrasumo j1a je g
1-1m f(D) C g(D), raza Baxkn
[f(0)] < 1¢'(0)] u f(T,) C g(U,)
12



Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

rreje0<r<1,0,={zcC||z| <r}.

JOKA3. IlomTo je g npeciukaBame 1—1 oHO je y cTBapu KOHMOPMHO IPECTUKABAIHE
jemmananor aucka D wa g(ID). Heka je h umBeps ox g. Tazxa je h o f xomomopduo
mpecaukaBatbe jeamauaaor gucka Dy cebe u (h o f)(0) = 0 momro je f(0) = ¢(0).

Kopucrehu IIBaprioBy jiemy 3ak/bydyjeMo jia BayKu:
(hof)

. "0

Kako je (ho f)(0) = g,go), 1h B
Qukcupajmo meko r Tako 0 < r < 1. Hekaje z € U, 1j. |z| <7ru f(2) = w, w € f(U,).

(0)] <1wum|(ho f)(2)] < |z| 3a cBako z € D.
)

u3 upse nejegnakoctu hemo goburn |f/(0)] < |¢'(0)].

13 npyre HejeiHaKOCTH JTI0OHjaMO J1a BazKH

((ho ) <[z, [h(w)] <[z, [p(w)] <7

[Tomrro je f(D) C g(D) mocToju HEeKo 21 Tako Ma z; = ¢~ (w) u3a 0 21 Baxu [g~ (w)| <
r1j. |z1] < ruajez € U, Tume ecvmo jgobun paje w € g(U,) uahe 6urn f(U,) C g(U,)

IITO je ¥ TpedaIo JI0KA3aTH.

g

13



[MTsapn-IIukoBa gema

TEOPEMA 3.1 (IlIsapu-IlukoBa nema). Heka je yuknmja f: D — D anamurnuka,

OH/TA BAa’KH

1— 2
1f'(2)] < %ﬁjy, 3a cBako z € D
Kao u
f(Zﬂ—_f(ZQ) > L_Zz ,  3a CBaKo z1, 29 € D.
1= f(z2)f(z1)] 11222

JenqrakocT Baxku y HeKUM TaukaMa jequauaaor gucka D), ako u camo ako je f xosmomopgam

ayromopcuzam jeauaudaHor jgucka 1.

JTOKA3. ledunumumo dyukuuje g : D — D u h: D — D rako ga je h(w) = 2=20

1—wow

ugl(z) = 22, rae ¢y 20,wyg € D. Hanomennmo pa saxu g(z) = % Caza

nocMaTpajMo pyuknujy ho fog koja je xomomopduu ayromopdusam je IMHHIHOT JTUCKA

koju durcupa uyay 1j. Baxu (ho fog)(0) = (h(f(z)) = h(wy) = 0. Tlpumennmo

hofog

Ciuka 4

[IBaprosy gemy Ha dynkuujy ho fog. Jlokasaam ¢cMo 1a MOLYO NPBOT U3BOAA Y HYJIH

Mopa O6uTH Mamby Wid jenHax jegan tj. [(ho fog)(0)] < 1.

Kaja nspauynamo u3zBoj, oBe cjioxkene gynkiuje Bujgehemo j1a Baxku

R (f(9(0)))f'(9(0))g'(0)] < 1. Ha ocuoBy ga/ber padyHa, Kako ¢MO JAedUHHCATH

dbynkmuje f u g nobuhemo nejeauaxoct |h' (wo)||f'(20)]l¢g'(0)| < 1. Barum, kama uspadyHamo

npBe u3Boje GYHKIHjA h ¥ Tauku wy ¥ PYHKIHUjEe g Y HYJIH, JT00HjaMO J1a BarKu:
Tl < 1

14



Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

[Tomro ce Tauke wy U 2y HajAa3e y jeJIMHUYHOM JIUCKY, Ouhe ‘1—|100\2’ = 1_‘1”()'2 Kao u
11— |20/*| = 1—|20]*. 36or Tora nmpeTxoHa HejeIHAKOCT Ce CBOIU Ha Tiw\f’(zo)](l -

|20|%) < 1. Tla u3 nperxoAHOr CJieJu IPBa HejeJHAKOCT KOjy je Tpebaso jJoKa3aru

1— 2
ol < T
Hanomena:
z=g(§) = f_j;oof,
J(6) = (1+%68) = (E+20)%0 _ 1+%06 = EZ— 2% _ 1— |z’
(1 +Z0f)? (14 Zp&)? (1+2)2
/ , 1
9O =1 |2 W)l = ;.

[IpoBepumo 1miTa ce jgoraha ako 3a HEKY TAa4Ky BayKd JeTHAKOCT. Y3MHUMO HEKY TaudKy
Zp TAKO JIa BayKM JeJHAKOCT, OHJA O1 TO 3HaYMJI0 Ja Mopa Baxutu u [(ho fog)(0)] =
1. Omnzma he Baxkurum ma je dyukmuja h o f o g xosmomopduu ayromopduzam Ha D
koju durcupa 0. 13 Tora he cieanru na nocmarpana GyHKIHja MOpa OUTH poTaluja
L onpa je pynknuja f
jennaxa f =h7'o(ho fog)og ' rj. f=h"loeog™. Kaxo cy cee Tpu dynxuuje

(ho fog)(&) = ¢@¢. Kako moctoje unpepsue gyuxmuje h™t u g~

XOJIOMOPGhHE ayTOMOP(MU3MH jJeJIUHHIHOT TUCKA, TO he OUTH M IHUXOBA KOMIIO3UIIH]A
Tj. f je xomomopduu ayromopduzam Ha . pyra HejegaakocT Teopeme Takohe ciiean
u3 [lIBapiose neme. IlocmaTpamo ucty pynknujy aedpuHICaAHy y TPBOM JIeJIy TeOpeMe,

kaja npumenumo IlIBaprosy Jjiemy, godmwhemo cienehy HejeaHAKOCT:
[ho foglg™ ()] <lg~"(2)I.

[Tomro cmo kopucruau unsepsny dyukuujy, saxkuhe |ho f(z)| < [¢71(2)], a kaua
dbyuknmjy f, 6uhie |h(w)| < |¢g7'(z)|. Ha ocuoBy nedunnuuje opux dbynkmmja h u g,

cJIesIn Heje THAKOCT
Z— 20

‘w—wo

1— Wow 1— Zo%z
Tauke w u wy cy y crBapu cauke dynknuje f 1j. f(z0) = wo u f(z) = w ma nobujamo

Jla BayKW Jpyra HejeTHAKOCT OBe TeopeMe

£(2) = f(z0)
1= o) f(2)

Ako y nperxoiHOM BaxKu jeqHakocT onja he Baxurnu u jeanaxkoct y |ho fog(g71(2))| <

zZ— 20

< , 34 CBakKe JBe Tadke zg,z € .

1—302’

|g71(2)| ma je mpema IIsapuosoj emu ho f o g xomomopdun ayromopdusam na D koju
dbukcupa 0. Kaxo hemo gyukuujy f mohu zanucaru kao f = h™to (ho fog)og™,

3aKJ/bYUYjeMoO JIa OHa MOpa OuTH Xo10MOopdHU ayToMopdu3am jeauandno aucka . [
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

IMocnaeauuA 3.1. Heka je f : D — D xomomopguo npeciukapame u z € D. Tazga je

O] - | 7O+ 1]
o = YOS ok

JIOKA3. TIpBo npumerumMo ja 3a HeKO a u b BaxKu:

a—1b 2_ (a—b)(a—0b) |a*+ [b> —ab—ba
1—ba|  [1—ba]?2 11 — bal?
_ g (= al)( - [bP)
|1 — bal?
o (L=la)( —[b]*)
B (1 — lal|o])?
_ (la] —[p])?
(1= lallp])*’
ma je
a—b la| — 1]
1—ba| — |1—la||b]|
Axo nmpumenumo IIsapu-lIlukoBy jiemy 3a 21 = 2 u 2 = 0, 106Hja ce:
610
1—f(2)f(0)
Kazma nmpmvmenumo mobujeny mejemnakoct ysumajyhu ma je a = f(z), b = f(0), mobuja
ce:
IOl |60 _10]
L=[fIFON ™ |1 = f(2)f(0)|
U3 yera he Baxkuru:
/(=) ' .
1- !f Hf I

13 oBe HejeJHAKOCTH 3aKJBYUyjEMO Jla BayKNU:

(2] = [FO)] < [z] = 2] (2)I]F(0)];
Kao H
1FO)] = 1£(2)] < 2] = [=l[f (2)I[ £ (0)].
Kombunyjyhu oBe jiBe HejeiHAKOCTH, JI00MjaMO J1a BayKU TParkeHa HejeTHAKOCT. Il

ITpuMEP 3.1. Xosomopgno npeciukapamwe [ : D — D koje muje maenrurer moxe

HMaTH HajBHIIE jeTHY (DHKCHY TadKy.

JIOKA3. llpeTrnoctaBUMO CyHnpoOTHO, Tj. Ja TpecIHKaBalbe UMa JIBe Pa3IuduTe
durcue Tauke a,b € D. Jledpunummmo pyukmujy F = ¢, o fp_, Koja je XomoMopdHO

IpecInKaBame Kao KOMIIO3UIN]a TAaKBUX (PYHKINja U CIUKA jeJUWHUIHHU JIUCK y cebe.
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

Kako Baxu:

F(0) = (a0 fp-a)(0) = (va © f)(a) = pa(a) = 0,

oHyia ce Moxke npumenntu [IBapiosa gema. Kako je F(pq(a)) = (w0 f)(b) = pu(b) #
0, jep a # b, 6uhe |F(p,)| = |pa]. OBa dynxmuja je poranmja j. F(z) = ¢?, § € R
u Hexo z € D. Ilomro je f(pa(b)) = @a(b), dynknmja je mmenrurer ma je ¢ = 1.
Buhe ¢, 0 fop_, = idp. Tla moxemo 3akmpyunTn ja je f = ¢_, 0 @,, na he f outn

WJICHTHTET, TITO je V KOHTPAIUKIIAU ca YCJIOBUMA ITpUMepa. U
TEOPEMA 3.2. 3a xo1oMOpgpHY DYHKIH]Y
f:D0,r) - D(O0,R), r>0, R>0

u 3a z,w € D(0,r) Baxu:

f(z) — f(w) 2Rr
z—w = |r? —wz|
HOKA3. Vaummo mponssosbie z,w € D(0,7) n wexa je z; = 2, wy = %. Crean
z1,wy € D, Jledununmumo dyukuujy g(&) = f(]’f). Taga je g : D — D xosomopdua
dyHKIIja Ka0 KOMIIO3HIMja TaKBUX, 1a npuMenoM [IBapi-llukose jgeme pobujamo:
9(z1) —g(wr) | | z1—wn
1 — g(wy) f(w:) 1 =iz
W3 npeTxogHor ciemu:
f2) = fw)| _ | z—w
1 [/ r2 —wz|’
R2

1 BazKu:

‘ﬂ@—fww:fﬁﬂ—&%ﬁl

z—w |r? — w2
a KaKO MMaMO:
fw)f(z) Lf(w)[lf ()]
1-— R2 <1+ T < 2,
TO CJIeJId TparkKeHa je/IHaKOCT. O

TEOPEMA 3.3. Heka je f : D — D xomomopdua pyakmnuja u f(0) = 0. Taza je

[S(O)] + |z]

f(2)] < MW

3a cBe z € D.
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

JoKA3. Tejiopos pa3soj dyuxuuje f Ha jenunuanom aucky je f(z) =D o a,z".
Tana je ap = f(0) = 0 u a; = f'(0). Pyuknmja g(z) = > -, je xomoMopdHa Ha
JeIMHIYHOM JTUCKY jep je mpejcTaB/beHa CTelneHuM pegoM u Baxku f(z) = zg(z) 3a cBe
z € D. Kakoje g(z) = @ 3acee z € D\{0} u g(0) = f'(0), npumenom LIBapmose eme
nobujamo aa je |g(z)| < 1 3a cee z € D. Hajupe, npernocraBumo ja Baxu |g(zp)| = 1
3a HeKo 2y € D Tana he y [lIBaprosoj memu BazkuTu jeqHakoct na he dyHknuja f outu
poramuja, Tj. Baxuhe f(z) = z¢'* 3a ce z € D u nexo a € R. Cneau

'] + |2] /' (0)] + |2

f(2)] = %] =|z| =z ‘
[f(2)] = |e2] = [2] = [2| 1+ [eo]|2] L+ [f(0)|]]

= ||

3a cBe 2z € D, Tj. JOKa3mWJIn CMO TeOpeMmy.

Ako mpernocrasumo ga je |g(z)] < 1 3a cBe, omna je g : D — D xomomopdua
dbyHKITja, Ta TpuMeHoM nocaeaune 3.1 mobujamo:

9O + 121 _ 11O + 2|
L+ 19Ozl 1+ 17(0)]l=|

l9(2)] <
3a ce z € D.

Crennjanno, 3a z € D\{0} Baxu:

‘f(z) < |f"(0)] + ||

z | T 14 1f(0)]|2]

A F(0)] + |2
1f(2)] < |dw-

JenHakocT hie BaXKUTH U y HYJIH, TOMTO Cy TaJa W JieBa U JeCHa CTpaHa jeJHaKe HYJIH,

ITa je 3aBpITHO ca THUM JIOKa3aHa TeopeMa. U
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XwunepboJsmika reoMeTpuja Ha jeJJMHUITHOM JUCKY

1. IloenmkapeoB ONCK MOOeJI

VY oBor norsiasby pazmarpaheMo camo 0coOMHE OCHOBHUX MeOMETPHjCKUX MOjMOBaA
U pesialyja y Mojies1y Xunepooandke reoMeTpuje, KOHKPeTHO Y IJIAHUMETPUJU. Y MOJICTY
xunepboTMIKe reoMeTprje BaxKe CBe akcHmoMe XHUIOePTOBOT CHCTeMa aKCUOMa Kao U

akcrmoMa JIob6adeBCKOT.

Axkcuoma Jlobagesckor: Tloctoje mpaBa a m Tauka A BaH mpaBe @ TaKo Jia y HUMa
oapehenoj paBHu Kpo3 Tauky A mpoJiaze JBe pasjidduTe IpaBe d) U ap KOje ca MPaBOM

a HEMAJy 3ajeITHIIYKHX TadaKa.

Youumo y eyKJIHICKO] paBHH KpYyT k KOju heMo 3BaTW alCOITHH KPYT WM CaMO
amcoyiyra. CBaky TadkKy KOja IPHUIAJIA YHYTPAIIHBOCTA TOT Kpyra k, He padyHajyhu u
Tadyke camor Kpyra, 3sahemo H Tadukama. H-npaBa je oHaj KpyI' WM IIpaBa KOJH je
oproronaJjan Ha k, TadHuje, ,JipaBe’ y OBOM MOJEIY Cy OTBOPEHe TeTHUBe KOje CaJIprKe
MeHTap KPyra U OTBODEHW JIYKOBW KPYTOBa HOPDMAJIHW Ha mocMaTpanu. llperusnmje,
neka je [ kpyr oproronaJsan Ha Kpyr k. Tama npecek Kpyra [ ca yHYTpPallmbOCTH
Kpyra k jgaje oTBOpeH JIyK, KOjU IpeacTaB/ba ,apaBy”’ y IloeHKapeoBOM JIHCK MOJEIY,
JIOK je mpaBa p OTBOpPEHA TETUBA KOja CAJIPKU IEHTap MOCMATpPAHOr Kpyra W Takobhe

npecTaBba ,paBy” v IloeHKapeoBoM IUCK MOIEIY.

CJIUKA 5

JdEenHUNIA 4.1. Qyuknuja p je merpuka Ha obiacra € D ako je p(z) > 0 3a
cee z € Qup € C*Q). V onnocy Ha MeTpuky p, Jay>KHHA BeKTOpa v y Tauykd 2 € §)

jemnaka je |v|,. = p(z)|v], nge je |v| cramnapana(eykingcka)yxiHa BeKTOpa L.
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

Takobe, myxuna zenpekuaHo gudepeHnujine Kpuse v : [a,b] — € jecre gara ca
L(v) = J"f 1Y ()] pyydt. Hyxuna neo mo meo mempekuano audepeHnujabu/IHe KPHBe
jecre cyMa JyKUHA HEHUX HENPEKHIHO JudpepeHujaduInux aeaosa. [Ipumerumo ma
je: \

() = [ PO @t = [ p(=)]dz]

Pacrojame m3Mmehy Tauaka zp,2z; € (2, y OJHOCY Ha METPHUKY p, TedUHHIIEMO Ko
d,(z0,21) = inf, [,(y), npm demy ce HaBegeHn mHGUMYM y3UMa IO CBHM €0 IO [€0
HenpekuHo audepennujabuwiauM Kpusama vy : [0, 1] — Q TakBum na je y(0) = zo u

v(1) = z1.

a.p)—— 1)

CJIUKA 6

JE®MHUIINIA 4.2. 3a garn ckyn X ¢ynkmmja d @ X x X — [0,00) HaswBa ce

marpukom Ha X, a (X, d) MeTpUYKIM IIPOCTOPOM AKO je

(1) d(z,y) =02z =y
(2) d(z,y) = d(y,x) 3a cee z,y € X
(3) d(z,y) < d(z, z)(z,y) 3a cee x,y,2 € X

[Tokaxxumo na je (€2,d,) merpumuku mnpocrop. Oxmax nmo JedHHHUIUH BayKu
dy(z0,21) = 0 u d,(20,20) = 0 3a cBe 20,21 € . Hexka je d,(29,21) = 0 3a neke
20, 21 € () ¥ MpeTmocTaBUMO Ja je 2y # 2. Tama mocroju € > 0 Tako na je D(zg,€) C 2
u 21 ¢ D(zo,€). 3arBopen muck D[z, €] je KoMmakTan cKym Tako na QyHKIHja p Ha
beMy JOCTHZKE CBOj MHHHMYM M = Milp[,p > 0 Ilo gedunnnuju je d,(20,21) =
inf. L p(z)|dz|, To mocToju meo mo aeo HempekuaHO andepeHIHjabuIHA KpUBa 7
[0,1] = €, v(0) = 2, ¥(1) = 2 raksa na je inf, L p(z)|dz| < me. U3 tora pasme
caenn

> > >
me > L p(2)|dz| > LﬂD[zo,e] p(2)|dz| > anD[ZM |dz| > me

Hobunn cmo kourpamukimjy momrto () D[z, €] npencraBba ge0 KpuBe caapKaH y

3aTBOpeHoM JHCKy D[z, €]. IIpema Tome, axo je d,(zo, z1) = 0 Mopa 6uTH 2 = 2.
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

Ba meo no meo Henpekuauy kpuy 7y : [0,1] — Q, v(0) = 2o u y(1) = 2z; medunuIEMO
v Ht) = v(1—t). Tamaje v~ ' :[0,1] — Q meo no aeo HenpekumHo MUdepeHTUjabIIHA

kpusa 1 7 (0) = 21, 771(1) = 29. Ocum Tora, Baxu u:

B =f01 p(v‘(ﬂ)\(v‘)’(ﬂ!dt:f;p(v(l—t))!( "(1-t)|dt = f p(Y(NIY' (8)ds = 1,(7)

Tume pobujamo 1a BazKH:
dp(z0,21) = inf 1, (7) = inf 1, (y7) = dp(21.20)
v

Heka cy v : [0,1] — €, 5 :[0,1] — © aeo no neo wenpkuao gudepeHnujabuine Kpuse
takse 7a je v(0) = 2z, 7(1) = 2o u B(0) = 22, S(1) = 21 TAE €Y 20, 21, 22 TPOUZBOHHO
omabpane Tauke u3 (). Jledunumumo ae0 1mo 1e0 HempekuaHO AuepeHIujabuIHy
kpuBy « : [0, 1] — Q wa ciaeaelin navun

B(2t) zatel0,3]
a(t) = )
y(2t —1)3ate [3,1]

3a kpuBy a Baxkn «(0) = zp , (1) = zo. Tame ciaenn

d,(20,21) < j pla (t)|dt =

N

Jq

pWMMﬂmmm+prm—mwm—nwm—n:

[T oD ()lds + [ p(B(s)IB()lds = 1(7) +1,(6)
Kana npehemo xa nadumyme no csum xpusnm 7y u [ gobujamo d,(z, 21) < d,(20, 22) +
d,(22,21).
AeovHNTINIA 4.3. Heka cy )y, $2y obstacta u py, po METPHKE HA HHMAa, THM DPEJIOM.
3a xomomopgrO, bujekTrBHO HpecaukaBame [ 1 () — ()y Kaxkemo ja je m3oMerpuja
mapoBa (1, p1) 1 (Qs, p2) axo Bazku p1(z) = (f*p2)(2) 3a cBe z € 4, rae je (f*p2) =
p2(f (2))If'(2)]-
JIEMA 4.1. Axko je f msomerpuja maposa (Qq,p1) 1 (Qa, p2), g H30MeTpHja MAPOBA
(Qo, po) 1 (3, p3), Taga je f o g msomerpuja maposa (21, p1), (s, p3).

JIOKA3. Youumo ja he npecaukaBame f o g 6Gutu xo0MOpHHO U OMjEKTUBHO KO

KOMITO3UIIMja TAKBUX. 3a MPOU3BOJBHO 2 € ()] BaxKH:
((go f) p3)(2) = ps((g o f)(2)l(g e f) ()] =
p3(g(FNG (FDI ()] = p2(f (DI ()] = pr(2)

Hakme, cienn nokas jgeme na je g o f mzomerpuja naposa (21, p1), (23, ps3) O

JE®UHULINIA 4.4. 3a merpuky p(z) = TP Ha JjeamamaroM gucky D kazkemo Ja

1- |z
je IlonnkapeoBa ujan xunepboJIHIKa METPHKA.
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Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

JIEMA 4.2. Heka je p [Tonukapeoba merpuka Ha jequauaaoMm gucky D m h € Aut(D).
Tazxa je h mzomerpuja maposa (D, p) u (D, p).

JTOKA3. @yukuuja h € Aut(D),na camumM THM 3HAMO J1a MOpa ocTojard o i a € D

TakBu 13 je h(z) = e *£=% 3a ce z € D. @ynkuuja h je xosomopdua u GujexTuBHA.
Bazku
2 1—|al?
h* = h h, = - .
(°0)(:) = o) = | b
Bakmpyuuan cmo ga je (h*p)(z) = p(z) 3a cee z € D. Ilpema Tome, h je 3aumcra
m3omerpuja naposa (D, p) u (D, p). O

[TocmaTpajmo cajia neky hyuknujy h Koja je xosomopdHu ayToMopdu3aM je JMHuIHOT
jgucka Dy cebe h: D — D, h € Aut(D). 2Kenumo na nokazxemo ja je h xuiepoo/iuuka
m3omerprja Tj. d,(h(z1), h(z2)) = d,(21, 22) 3a OpoU3BOBHE [Be TauKe 21,22 € D.
Heka je nara Heka KpuBa 7y Je0 1O JeO HENPEKUJHO jaupepennujaduina Takpa Ja
v :[0,1] = D, v(0) = 21, ¥(1) = z2.Heka je I' = h oy kpusa, takohe [eo 1moj, 1e0
HENPEKHTHO JudepeHInjabuina u meHy XUnepooJndKy JIyKUHY MOYKEMO U3padyHaTH

Kao:

2 2 ,
I,(I') = L 1_—|w|2|dw| = IO WW (t)]dt.

[lIomro je h ayromopduzam na [ Baxkwuhe jeamakoct y Ilpapi-lIlukoBoj nemu Tj.

W@l 1
I=[h(v@)I?2 — 1= ()

1 2 . ) e 2 ) _ 2 i
| oG EE P OO @l = [ ash Ol = | Tzl

Y3MUMO UH(MDUMYM 110 CBUM KPUBHM 7Y

. ITa je ce uperxojna jeJHAKOCT CBOJIM HA!

inf |dw| = mffl ||2|dz] d,(21, 22).

v Jhoy 1 — |w|2
Buamo n1a je (hov)(0) = h(z1), (hov)(1) = h(z). Heka je C' : [0,1] — D neka meo 1o
1eo HerpekuTHO nudepennnjabuina Kpusa Tako ga Baxu C(0) = h(z), C(1) = h(z2).
Onga je no gebunnnuju d(h(z), h(z2)) = infe [, ﬁ\dwl. [Tomro je h o "camo
jenna Bpcra" C onmga he ouTn:
{hoy [7[0,1] = D,7(0) = 21,7(1) = 22} C{C [ €= [0,1] = D, C(0) = h(z1), C(1) = h(z2)}

Kako je undumyM 1o MameM CKYILy Behin oHjia BaKu:

inf |dw| > mfj 1—|2|dw| = d(h(z1), h(z2))).

¥ hoy 1— |w|2
Hobunn cmo fa je d,(z1, 22) = d,(h(z1), h(22)). Ann nomrro je h ayromopdusam oHIA

mvamo 1 h~! xoju je Takohe ayromopdmzam jemummanor qucka D, A~ : D — D ma he
et dy(h(z1), h(z2)) > dy(h (h(z0), A (A(z2))) 1. dy(z1,22) = dy(h(z1), h(z2)) -
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OHO 1ITO MOZKEMO 3aK/bYy YU TH HA, OCHOBY IIPETXOIHOT je jia X0, 10MOphHE ayToMOpdu3MI

0 fo gL 1)

CIUKA 7

JeIMHUIHOT JUCKA IYBa]y XUIEePOOJUUIKY Ty KHUHY.
Yamumo na je f usomerpuja maposa (21, p1), (Q2,p2). Axko je v : [a,b] — i meo
0 JIe0 HeNmpeKuaHo andepeHIujaduaIna Kpusa, o3Haunmmo f*y = fo~. Tana je

f*y : [a,b] — Qo Takobe, geo nmo jgeo HenpexuaHo audepennnjabuiHa Kpuba. Baxn:

)= | @zl = [ (PN Gz = [ pow)ldw] = [ palw)ldu] = 1,,(f)

13 IIPETXOJHOI, MO2K€ C€ 3aKJ/bYy4UTHU Jla BazKH

dpl(’ZO? z) = igf Lo, () = }I*l’fy lpz(f*'y) = dp, (f(20), f(21))

Y crBapu, Baxkulie d,, (20,21) = d,,(f(20), f(#21)) 3a cBe 29,21 € €. Ocum Tora 3a
cse z € O saxuhe py(2)|(f7) f(2)] = pi(2)
crenu pi (f~H(w))|(f7) (w))] = pa(w)

usomeTprja naposa (1, p1), (2, p2).

1 3 = p2(f(z)). Ha ocuoBy Tora

f/
3a cBe w € (ly, TaKo Je je IpecauKaBame [ !

[TocMaTpajMo jeIMHUYHA JUCK U Y3MHMO HeKy Tadky 2o € . Heka je zy = roe'®,

CJIUKA 8
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v [0,70) > Du t — tel.
7o ) ro 7o
Eykimacka gyxuna kpuse v je: [(v) = [|dz] = [|d(te?)| = [|e%|dt = [ dt =
5 0 0 0
ro < 1

Xunepbonndka JTyKUHA KPUBE 7Y:

2ldz| P 2ld(te®)| ¢ 2dt
l - = - =
o(7) ) 1— |22 Ofl_|teleo| Il—tz

0

CJ/IUKA 9
JIEMA 4.3. 3a npoussipao onabpane tadxe 2,21 € D Baxn dy(zp, 21) = In %,
e je p IlomakapeoBa MeTpnka Ha jeqmHAIHOM JUCKY 1.
JIOKA3. Axo je zyp = 2 1ama je d,(20,21) = 0 u |p,(20)] = 0 ma TpusmjamHO

cleM jeTHAKOCT. 3aro heMo NMpeTmocTaBUTH Ja je zgp # 21. llpeciaukasame ¢,

jecte ayromopdusam jeanHUYHOT ancKa D, ma mpuMeHOM TPeTXOIHOT cTaBa g00MjaMo
dy(20,21) = dyp(920(20)s P20 (21)) = d,(0, 95 (21)). Poranmja f: 2z — e~iar99=0(=) paxohe
je jeman ayromopduzaMm jeauaudHor jaucka [, Tako ja je:

dp(0, 920 (21)) = dp(0, €790 E) o, (21)) = (0, 24 (21)])

113 mperxoanor mobujamo d,(zo, z1) = d,(0, |¢s(21)]) = d,(0,7), tae je r = ¢, (21)].
Heka je v : [0, 1] — D npoussosbHO onabpana, €0 1o Je0 HenpeKuHO Audepeninjaduna
kpuBa, TakBa 1a je v(0) = 0 u y(1) = r. Neka je a« = Re(y) u f = Im(y) 1j.
v(t) = at) +ip(t) 3a cee t € [0,1]. Cienn ga je «(0) =0 un a(l) = r. Tana je:

W) = [ el = [ el = [ 2 s [ O — )
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Ciauka 10

Heka je dbyurmmja «; maobujena moaundukarujom QGYHKIHje «, TaKO ITITO je «p Ha
HHTepBaJIUMa onajiamba (GYHKIHje o KOHCTAHTHO jeJHaka BpeaHocTu (YHKIHUjE o Y
[IOYETHOj TAYKHU IIOCMATPAHOT HHTEPBAJIA ONa/jama. Ban naTrepBa/ia onagama hyHKIH]je
«, dbyakinmje oy 1 « cy jeanake. Caza je oy pacryha dyukimja ap(0) = 0, ai(1) = 7.

[Tpema ToMe BaxKu:

L 204(1) r 147
lp(’V) = lp(a> P lp(al) = jo #Wdt = jo T 52d =1In T

IIpenackom Ha HHGHEMYM 110 CBEM KPHBHM 7y gobujamo na Baxu d,(0,7) > In 1” Ca
apyre crpaie, nocmarpajmo kpusy I' @ [0, 1] — D nedunucany ca I'(t) = rt. Ba>1<1/1
I'0) =0wu I'(1) = r, Tako ma je:

d,(0,7) < 1,(T) = f01—12_rlr(<)) _for1_32d —lnli—:

1+r -1 1+]pzq (21)]
-r 1—[pzy(21)]

g

Hobujamo na Bazxku d,(0,r) = In £ onnocno d,(zg, z1) = d,(0,7) = In

[a,0] ¥ / v(b)

Cauka 11

25



Macrep pas: IIsapi-llukosa jiema n npumene

TEOPEMA 4.1. Heka je f : D — D xomomopguo npecimkaBame u p IlomakapeoBa
MeTpuka. Tanga Baxkm:

(a)(f*p)(z) < p(2) 3a cee z € D.

(6)L,(f *7v) < 1,(7)) 3a cBaKy Jeo 1mo jeo HENPeKHuHO JH(pePEeHIHjabIIHY KPHBY 7
0,1 > D

(m)d,(f(z0), f(z1)) < d,(20,21) 3a cBe zg, 21 € D.

JTOKA3. (a)llo3HaTo HaM je Ja BayKu

e =N = AL 2,
(Fo)(:) = oI () = T < Ty = )

3a cBe z € D ,ipu veny cMmo y rope Hasejienoj nejepnakoctu Kopuctuan IIsapr-ITukosy

JIeMy.

(6)3a mpou3BOWKHY €0 O J1e0 HempekuaHo andepennujabuiny kpupy v : [0,1] — D

uu%w:kymwdzﬁmmwmvw@MﬂMﬁz
J o)1 R)ldz] = jq*mmww
Ako nckopuernmo Jieo nof (a) mobujamo L,(f * p) < f p)(2)|dz| = 1,(7).

(m)Heka je zg, 21 € Du~y : [0,1] — D geo no jeo wenpernaao audepernnjabuiHa Kpusa
taksa 12 Baxku Y(0) = 2o u y(1) = z; . Tamaje fxvy:[0,1] — D aeo no meo HempeKuHO
mudepennujabunna kpusa, npu aemy je (f*v)(0) = f(z0) u (f*v)(1) = f(21). Cnean
d,(f(20), f(21)) < L, (f*7y) < 1,(7). [Ipesackom Ha nHGUMYM [0 CBUM TAaKBUM KPUBAMA
v mobuhemo d,(f(z0), f(21)) < d,(20,21). O

JIEMA 4.4. 3a aBe tauke zy,z € D moxkemo nahm ayromopgpuzam h na D, takas ga

je h(z0) = 0 u h(z) je peaJro.

JIOKA3. Kako h mopa Outu xosioMopdHHE ayToMopduzaMm jeauHuamor aucka D

3HaMO Ja he Outn obimka h(z) = eiaf__—%oz, rae je h € Aut(D). Vamumo na je a =

—arg {2 llpu rako usabpanom h Oulie h(z) = 0 xao u argh(z) = 0 1j. cruka h(z)

he 6utn peasina BpeJHOCT. U

TEOPEMA 4.2. 3a 6ujio koje jBe tauke 2y, 21 € D, 29 # 2, OTBOpEH JIyK Kpyra Koju
CcaJIpIKH Tadke zy H 2| H HopMaJaH je Ha S je jequncrsen myT amjom hemo naTerpammjoM

nahn xunepbosimuko pacrojame uzmely jare jBe Tadke.

JIOKA3. ¥Y3mumo GyukIujy h nedpunucany Kao y HpeTXoiLHO] JIEeMH, YOUUMO KPyT
C koju je HopMasan Ha S u canpzku Tauke zp, z € D. Kako he dynknuja camkaru gare
TadKe y HyJy W HEKy peajHy BpeIHOCT, Tajga he cauka h(C' ND) 6utu aujamerap Ha

peaJHoj ocu (mommTo KoMbOpHO IpecInKaBame dyBa yiose). Kako fie 6urn d, (2o, 2) =
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¢ oD =29’ C

Ciuka 12

d,(h(2), h(2)) Tume cMo JOKa3aau 13 je Taj OTBOPEH JIyK KpUBa IO KOjOj BPIINMO

UHTerpalujy npu padyHamkby XUIepOOIMIKOr pacTojama. U

[us paga je 610 j1a MOKazKeMO KaKo aHAJIUTHYKE (DYHKIHMje YTUIY Ha XUTePOOTHIKO
pacrojame u3Mehy JiBe Tadyke Tj. Ja yHOPeJIUMO XUIEepOOJTHIKO pacTojambe u3Mehy jase
TavyKe jeJIMHUYHOI JIMCKA Ca XUEePOOJIMYKUM pacrojaimbe u3Mehy CJnKa TUX Tadaka Hpu
YeMy UX HPEeCJUKaBaMO aHAJIATUYKUM PYHKIHjaMa jeguaudanor aucka D ma cebe. Beh

CMO TO JIOKA3aJI1 &/l UCTAKHUMO JOIII JeTHOM PE3YJTaT CjegehoM TeoOpeMOM.

TEOPEMA 4.3. Anamntmuko npeciaukaBame f : D — D je mam ayromopguzam
Koju je mzomerpuja (4yBa XHIepOOJIHIKY METPHKY) HJIH HHje ayToMOppH3aM KOoju je

KOHTPAaKIHja.

Axo je pynknmja f: D — D onza je d,(f(20), f(21)) < d,(20,21) 3a cBako 25,21 € D
Jernakoct Bazkm 3a 6WI0 Koju map zg # z1 ako u camo ako f € Aut(D).
d,(f(20), f(21)) = dp(20,21) 3a cBaKo zy, 21 € D ako f € Aut(D)

d,(f(20), f(#z1)) < d,(20,21) 3acBaKo zy,z € D aro f ¢ Aut(D)

J1oKA3. Xunepbommuxo pacrojame d,(f(z0), f(21)) m3mehy Tagaxa f(zp) u f(21)

TPazKUMO Kao WHMPUMYM ojapeleHOr HHTerpaJja mo CBUM KpUBaMa YHje CY OBO IOYEeTHA

" Kpajiba Tadka. Y MPeTX0JHO] TEOPEeMH CMO TOKa3aJiu Jia ¢ OBa] WH(PUMYM JIOCTHIKE

1 Ja ce XUMepOOInUIKa IYKIUHA MOXKE PpadyHaTH Kao f 12_"'1;”"2. ITa he BaxkurTu:
foy
2ldw| — 2[f'(2)]]d=|

dp(f(20), f(21)) :M L=l ) TR

Y nperxoarom u3zpazy npema [Isapu-IIukosoj jiemu je:
211" (2)lld=| _ _2ldz|

JT-[FEE = T-T:P

27
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Ciauka 13

13 oBora MoxKeMO 3aK/BYUYUTH Ja ako He Baxku jeanakocT y Ilapr-IlukoBoj memu
taga he Baxurn d,(f(20), f(21)) < d,(20, 21), camo Tpeba HATIOMEHYTH [ aKO He BayKH
jennaxkoct onja ¢gpyuknuja f auje xosmomopduu ayromopduszam jeauHuaHOr gucka D.
AKo jesiHaKOCT BayK¥ 3a HEKHU Iap Tadaka zg U 21, 29 7 21, KO U CaAMO aKo:
2|f'(2)lld=| _  2ld|
JIFEE ~) TP

1j. ua ocuoBy IIIBapr-ITukose sieme je f € Aut(D). O

2. Xunepboamyka MeTpUKa Ha IPOCTO MOBe3aHUM ObOJIacTIMa

TEOPEMA 4.4 (Pumanoba teopema, |17, Teopema 14.8|). Cpaka mpocro mopeszana
obs1act () y KOMILTIEKCHO] paBHH (pa3JIHIATA O] IeJie KOMILIEKCHE DABHH ) je KOH(OPMHO

€KBHBAJICHTHA, jeJuHIIHOM JuCKY D.

PumanoBa TeopeMa HaMm oMoryhaBa MpeHeceMo XUTepOOJINIKY MeTPUKY je IMHTIHOT

JINCKa Ha CBAaKy MPOCTO TOBe3aHy 00JacT Koja je MpaBh MOJCKYT KOMILJIEKCHE DaBHH.

JAeounHUIUIA 4.5. Heka je ¢pyurmnmja f koH(pOPpMHO TpecmKaBame IPOCTO MOBE3AHE
obiacta ) mHa jeqmumann quck D.  Omga xumepbomdky MeTpuKy po(z)|dz| ma Q

JrechuaIIIIeMO
pa(z) = p(f(2)|f'(2)I.

[Iokazaliemo ja je MeTpuKa pq He3aBUCHO 01 u3b6opa Koundopmue dyakimje f
f:Q — D, 1j. na 3aBucu camo oz obaactu §2. IIpermocraBumo onga 1a je pynknuja f
KOH(OPMHO IIPeCcIMKaBaibe MPOCTO MoBe3aHe obyactu (2 Ha jeaunuanu guck D. Ommga
je ckym cBux koudopmHEX npecimkaBama () Ha D gar ca ho f, roe je dpyuknuja h

koja mpunaga Aut(D). Ceaku xoudopmun ayromopdusam h jenumnmanor aucka D je
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xurepOOJIMYKa U30METPHja, TaKO Ja 3a cBako w y D Baxu:

p(w) = p(h(w))[W (w)].

Ako y3memo na je dyrknmja g = ho f, w = f(z) mobujamo caenehe:

p(g(2)lg ()| = p(R(F)DIR' (F DI ()] = p(f (DI (2)]-

13 oBora 3ak/pyuyjemo ja xumepboandka MeTpuka pq Ha () Hehe 3aBucuTu o u3bopa
KoH(pOpPMHOT TpecaukaBama f : 1 — . XumepOoJHYKO pacTojame pg Ha TPOCTO
moBe3anoj obmactu {2 Koja je mpaBu MOACKYT KOMILIEKCHE PAaBHU MOKe ce J1edUHucaTH
Ha 7Ba HaunHa. MorkeMmo ra neduHHCATH ITPEKO XUIepOOJUIKe METPHUKE jeTMHHIHOD
mucka Kao do(z,w) = d,(f(2), f(w)) 3a Hexo koudbopMHO npeciukasame [ : Q — D),
a Beh cmo mokazasu ga ono Hehe 3aBucutu o m3bopa dyuknuje f. Jpyru nadwun
neduHucamba OBOI XUIIEPOOJIMYKOr pacTojarba Ou OHO MPEKO XUIEepOOJHYKe Iy zKHHE
KPHBE 7Y JI€0 10 JIe0 HeIPEKUAHO AudpepeHIinjadbmIHe Koja cuaja Tadke 2, w'y €2, y3umajyhn
BuXxoB HHGUMYM Tj. do(z, w) = inf, J;/ pa(z)|dz]. Ose aBe nedununuje cy eKBUBAJCHTHE.
Cymrruna mperxonue gedunumnuje je ma ce cse ocobmrae [lomakapeoBor mauck momesna
npenoce, 6€3 OUTHUX [IPOMeHa, Ha MPOCTO ToBe3aHe 0OJIACTH KOje CY IIPaBH MOICKYIIOBH
KoMmILIeKCcHe paBaH. AKO je [ : () — DD kordopMHO npecmKaBame, OHIa je f n3oMmerpuja
XUIepOoJIHIKe MEeTpHKe B XHIepboaudkor pacrojama Ha 2 u . Cueneha Teopema je
JUPEKTHA TTOCJIeINIa TPeTXoAHe JedUHUINje TaKo Ja NeMo HheH J10Ka3 W30CTaBUTH.
TEOPEMA 4.5 (|3, Teopema 6.3]). Heka cy ; u y npocro nosezane obractu koje

cy npasu nojckynosu Komiiekcue pasun C, u neka je f konopmHO npecsimkapame

Q1 Ha §2y. Taza je f xumepbomiKa H30METPHja, TAKO J1a 3a CBaKO z y §)y BazKm:

pa, (f(2)If'(2)] = pa, (2),
H 3a CBaKo z,w € (1

dﬂz(f(z)’ f(’ll))) = dQl(va)'

[IpumeTuMo J1a aKo je <y Je0 IO Je0 HeIPeKuIHO AudepeHInjabuiHa KpuBa y
)y onga u3z jpedununuje Baxu lo,(f oy) = lo, (7). Ilperxogua reopeme TBpaM Ja
cBaku eneMenT on Aut(2), rpyna koudopmunx uzomopdusama Ha €, je Xunepboanuka

N30MeTpHja.

TEOPEMA 4.6 (IlIsapr-ITukosa sema 3a npocro nosesane obstacr, |3, Teopema 6.4]).
Heka cy Q; m Qs npocro noseszamne obJtacTH Koje Cy IPaBH HOJCKYIIOBH KOMILICKCHE
pasau C, u neka je f xomomopgro npecimkaBame 2y Ha ()y. Taxa je mim

(a) [ je xumepbosmika KOHTPAKIHja Tj. 3a CBAKO z H W y Sy, BayKH:

pas(f(2), f(w)) <da,(z,w)  pa,(f(2))If(2)] < pay(2),
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ujin
(6)f je xunepbosmika uzomerpuja 1j. f je KoHpopMHO npecinkaBame () Ha Qo U 3a

cBako z ww y ) BaxKmu:
po, (f(2), f(w)) = da,(z,w)  pa,(f(2)If'(2)] = pa,(2)-

JToKA3. Kako cmo Bel Jokazaim nperxoHOM TeopeMoM Ja Bazku TBpheme oz (6),
noTpebHO je camo mokasaTu Jeo Teopeme 1mof (a). Heke je f: Q; — Qo xomomopdHO
pecanKaBarbe Koje Hije Oujexinja. Y3MUMO HeKY Tadky 2o v {21 u Heka je wy = f(zp).
BatuM KoHCTpyumemo GYHKIM)Y h Koja je xomomopdHa OWjeKInja HA jeTUHUIHOM
qucky D, u xomomopduy bujernujy g : 21 — (2. OBe KOHCTPYKITHje MOYKEMO H3BPIITHTH
tako ma je h(0) = zp u g(z0) = wo = f(20). Cama MoKeMO & KOHCTPYHIIEMO HEKY
nosy dyuxuujy k = (gh)~' fh. Tazna je k xomomopdua dyHKIMja jeMHUYHOr JUCKA
D na ce6e u Baxu k(0) = 0 nomro je k(0) = b= (g7 (f(R(0)))) = h (g7 (f(20)))) =
h= (g7 (wo)) = h™'(z9) = 0. Tpeba nanomenyTu na k auje KoubopMHE Hu30MOpdHI3aM
jenuuumanor gucka D wmade 6m dynknuja f Omra xomomopdua Oujekiumja. Ilpema

HIsaprosoj jgemu Baxku fa |k'(0)] < 1. 113 tora hemo nobutu cienelie:

et | S RODAO) 1 f/(RO)A(O0) | ['(20)
KOl =|=Z5@ | = oo = 7] <
Kaxko he u3 Tora Baxxurn
pa, (f(20))|f'(20)] < pa,(9(20))1g (20)] = pay (20)-
A camum tum Bazku u po, (f(2), f(w)) < dg, (2, w). O
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