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Óâîä

Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà jå êëàñè÷àí ðåçóëòàò êîìïëåêñíå àíàëèçå ñà ìíîãîáðî-

jíèì ïðèìåíàìà. ÏðèìåíàØâàðö-Ïèêîâå ëåìå íà àíàëèòè÷å ôóíêöèjå êîjå ñëèêàjó

jåäèíè÷íè äèñê ó ñåáå, îñâðò íà õèïåðáîëè÷êó ãåîìåòðèjó íà jåäèíè÷íîì äèñêó è

Ïîåíêàðåîâ äèñê ñó òåìå îáðà¢åíå ó îâîì ðàäó.

Ó ïðâîj ãëàâè jå äîêàçàíà âåîìà áèòíà òåîðåìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëà,

à ó äðóãîj Øâàðöîâà ëåìà êîjå ïðåäñòàâ§àjó âåîìà áèòíå ðåçóëòàòå è ê§ó÷íå

äîêàçå èç êîjèõ ñëåäèØâàðö-Ïèêîâà ëåìà. Òðå£à ãëàâà ñàäðæè ñàì äîêàç Øâàðö-

Ïèêîâå ëåìå êàî è »åíå ïîñëåäèöå è ïðèìåíå. Ó ÷åòâðòîj ãëàâè jå òåìà õèïåðáîëè-

÷êà ãåîìåòðèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó, Ïîåíêàðåîâ äèñê ìîäåë, êàî è õèïåðáîëè÷êî

ðàñòîjà»å èçìå¢ó òà÷àêà. Òàêî¢å, ó îâîj ãëàâè êðàòàê îñâðò íà ìåòðèêå è óâî¢å»å

Ïîåíêàðåîâå ìåòðèêå èëè õèïåðáîëè÷êå ìåòðèêå, êàî è îäíîñ åóêëèäñêîã è õèïåð-

áîëè÷êîã ðàñòîjà»à.

Ðàä èìà èìà çà öè§ äà ïîêàæå äà àíàëèòè÷êå ôóíêöèjå íå ïîâå£àâàjó õèïåð-

áîëè÷êî ðàñòîjà»å êîjå jå íà ïðèðîäàí íà÷èí äåôèíèñàíî íà jåäèíè÷íîì äèñêó.
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1

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëà

Òåîðåìà 1.1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Íåêà jå u : Ω→ R õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà,

ãäå jå Ω ⊂ C îáëàñò. Àêî ïîñòîjè êîíñòàíòà M òàêâà äà jå u(z) ≤ M , çà ñâàêî

z ∈ Ω, îíäà jå u êîíñòàíòà íà Ω èëè u(z) < M çà ñâàêî z ∈ Ω.

Àêî jå u íåïðåêèäíà íà ∂Ω è Ω îãðàíè÷åí, îíäà u äîñòèæå ìàêñèìóì íà ∂Ω.

Ñëèêà 1

Äîêàç. Íåêà jå òà÷êà z0 ∈ Ω, è ôóíêöèjà ó òîj òà÷êè äîñòèæå ìàêñèìóì òj.

u(z0) = M , ïîøòî jå Ω îáëàñò (îòâîðåí è ïîâåçàí ñêóï) ïîñòîjè r0 > 0 è B(z0, r0) ⊂
Ω òàêî äà âàæè ïðåìà Êîøèjåâîj èíòåãðàëíîj ôîðìóëè âàæè:

u(z0) =
1

2π

2πw

0

u(z0 + ρeiθ)dθ.

Èç òîãà £å ñëåäèòè 1
2π

2πr
0

(u(z0) − u(z0 + ρeiθ))dθ = 0. Êàêî jå âðåäíîñò èòåãðàëà

jåäíàêà íóëè, à ïîäèíòåãðàëíà âðåäíîñò âå£à èëè jåäíàêà îä íóëå, ìîæåìî çàê§ó÷èòè

äà âàæè:

u(z0) = u(z0 + ρeiθ), 0 ≤ θ < 2π, çà ñâàêî ρ, 0 < ρ < r0.
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Íà îñíîâó òîãà, àêî jå u(z0) = M , îíäà ïîñòîjè ïîñòîjè r0 > 0, òàêî äà u(z) = M ,

çà ñâàêî z çà êîjå âàæè |z− z0| < r0. Àêî ïîñìàòðàìî ñêóï A = {z ∈ Ω|u(z) = M},
çà òàêàâ ñêóï ñìî ïîêàçàëè äà ìîðà áèòè îòâîðåí. Ïîñìàòðàjìî ñêóï B = {z ∈
Ω | u(z) < M}, äà ëè ìîæåìî íåøòî çàê§ó÷èòè ó âåçè ñà òèì äà ëè jå îòâîðåí

èëè çàòâîðåí. Êàêî çíàìî äà jå ñêóï B çàïðàâî èíâåðçíà ñëèêà ñêóïà (−∞,M) òj.

B = {z ∈ Ω | u(z) < M} = u−1((−∞,M)), ñëåäè äà jå ñêóï B îòâîðåí ñêóï(áè£å

îòâîðåí ïîøòî jå ñêóï (−∞,M) îòâîðåí à ôóíêöèjà u−1 íåïðåêèäíà). Îáëàñò Ω

ìîæåìî ïðåäñòàâèòè êàî óíèjó äâà ñêóïà

Ω = {z ∈ Ω | u(z) = M} ∪ {z ∈ Ω | u(z) < M}.

Ïîøòî çíàìî äà jå îáëàñò Ω îòâîðåí è ïîâåçàí ñêóï, à óñïåëè ñìî äà ãà ïðåäñòàâèìî

êàî óíójó äâà îòâîðåíà äèñóíêòíà ñêóïà è çíàìî äà jå A 6= ∅(z0 ∈ A), ñëåäè äà jå

{z ∈ Ω | u(z < M) = ∅.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, âèäèìî äà âàæè Ω = {z ∈ Ω | u(z) = M} òj. u ≡ M íà Ω.

Òèìå ñìî äîêàçàëè äà óêîëèêî ïîñòîjè òà÷êà ó Ω ó êîjîj ñå äîñòèæå ìàêñèìóì, äà

äàòà ôóíêöèjà ìîðà áèòè êîíñòàíòíà.

Äîêàæèìî äðóãè äåî òåîðåìå. Êàêî jå Ω - îãðàíè÷åí, îíäà ∂Ω è Ω ñó êîìïàêòè,

ïà íåïðåêèäíà ôóíêöèjà u íà »èìà äîñòèæå ìàêñèìóì. Òðåáà äà äîêàæåìî äà ñó

òè ìàêñèìóìè íà îâèì êîìïàêòèìà jåäíàêè. Çíàìî äà âàæè ∂Ω ⊆ Ω ïà £å áèòè:

max
∂Ω

(u(z)) ≤ max
Ω

(u(z)).

Ìå¢óòèì, ïðåìà ïðâîì äåëó äîêàçà òåîðåìå, âèäåëè ñìî äà ñå ìàêñèìóì íå

ìîæå äîñòè£è íà Ω çàòî øòî áè ó ñóïðîòíîì, ôóíêöèjà áèëà êîíñòàíòíà. Ñàìèì

òèì jàñíî jå äà ìàêñèìóì ìîðà áèòè íà Ω. �

Jîø jåäíîì òðåáà íàïîìåíóòè äà ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè, ôóíêöèjå ñà êîjèì

ðàäèìî èìàjó êîäîìåí ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà. Ñëåäå£à òåîðåìà ïîêàçójå äà ñëè÷íî

âàæè è çà ôóíêöèjå êîjå çà êîäîìåí èìàjó ñêóï êîìïëåêñíèõ áðîjåâà.

Òåîðåìà 1.2 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëà). Íåêà jå

f : Ω → C õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà è Ω ⊂ C îáëàñò. Àêî ïîñòîjè êîíñòàíòà M

òàêâà äà jå |u(z)| ≤M çà ñâàêî z ∈ Ω, îíäà jå f êîíñòàíòà íà Ω èëè |u(z)| < M çà

ñâàêî z ∈ Ω.

Àêî jå f íåïðåêèäíà íà ∂Ω è Ω îãðàíè÷åí, îíäà |f | äîñòèæå ìàêñèìóì íà

∂Ω.

Äîêàç. Neka je òà÷êà z0 ∈ Ω òàêâà äà âàæè |f(z0)| = M . Òàäà ìîæåìî

çàïèñàòè âðåäíîñò ôóíêöèjå ó òà÷êè z0 êàî f(z0) = eiαM çà íåêî α ∈ R. Ïîñìàòðàjìî
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ôóíêöèjó g(z) = e−iαf(z). Ôóíêöèjà g jå õàðìîíèjñêà ïà jå onda Re(g(z)) jå ðåàëíî

õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà. Ïðèìåòèìî äà çà òó ôóíêöèjó âàæè:

Re(e−iαf(z)) ≤ |Re(e−iαf(z))| ≤ |e−iαf(z)| = |f(z)| ≤M.

Êàêî ôóíêöèjà äîñòèæå ìàêñèìóì ó íåêîj òà÷êè íà Ω, ìîæåìî çàê§ó÷èòè, íà

îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå äà âàæè Re(e−iαf(z0)) = Re(M) = M çà ñâàêî z ∈ Ω.

Ôóíêöèjó g(z) = e−iαf(z) ìîæåìî çàïèñàòè êàî:

e−iαf(z) = Re(e−iαf(z)) + i Im(e−iαf(z)) = M + i Im(e−iαf(z))

|e−iαf(z)| = |f(z)| ≤M ⇒ Im(e−iαf(z)) = 0

Âèäèìî äà jå ôóíêöèjà g(z) = e−iαf(z) = M çà ñâàêî z ∈ Ω çàïðàâî êîíñòàíòíà

ôóíêöèjà, ïà îíäà ôóíêöèjó f ìîæåìî çàïèñàòè êàî f(z) = Me−iα ÷èìå ñìî

äîêàçàëè äà jå êîíñòàíòíà. Äîêàç äà ôóíêöèjà äèñòèæå ìàêñèìóì íà ãðàíèöè

îáëàñòè jå èñòè êàî ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè. �

Íàïîìåíà. Àêî jå Ω ⊂ C îáëàñò è f : Ω → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà, îíäà jå

f è õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà, ïà ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëà âàæè çà õîëîìîðôíå

ôóíêöèjå.

Ïîñëåäèöà 1.1 (Ïðèíöèï ìèíèìóìà ìîäóëà). Íåêà jå Ω ⊂ C îáëàñò è ôóíêöèjà

f õîëîìîðôíà íà Ω è f(z) 6= 0 çà ñâàêî z ∈ Ω. Àêî |f | äîñòèæå ëîêàíè ìèíèìóì

ó íåêîj òà÷êè a ∈ Ω, òàäà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

Äîêàç. Ïîøòî jå f 6= 0 ó òî jå ôóíêöèjà 1
f
õîëîìîðôíà íà Ω, ïà íà »ó ìîæåìî

ïðèìåíèòè Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëà, îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè òâð¢å»å. �

Ïðèìåð 1.1. Íåêà jå Ω îáëàñò, D jåäèíè÷íè äèñê òàêî äà D ⊂ Ω è íåêà jå

ôóíêöèjà f õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà íà Ω. Ïðåòïîñòàâèìî jîø äà jå |f(z)| = r

çà ñâàêî z ∈ Ω. Äîêàçàòè äà òàäà ôóíêöèjà f èìà áàð jåäíó íóëó ó D.

Äîêàç. Àêî jå r = 0, áè£å íà îñíîâó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëà |f | = 0 íà

öåëîì D, øòî ñå ïðîòèâè óñëîâèìà äàòèì ó ïðèìåðó(ôóíêöèjà jå íåêîíñòàíòíà).

Òàêî äà r ìîðà áèòè âå£å îä íóëå. Íà îñíîâó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëà,

ìàêñèìóì îä |f | jå r. Àêî ôóíêèjà íåìà íóëà ó D, îíäà jå ôóíêöèjà 1
f
õîëîìîðôíà

íà Ω, ïà è çà »ó âàæè ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëà êîjè ñå äîñòèæå çà |z| = 1,

è jåäíàê jå 1
r
, òàêî äà jå è ìèíèìóì ôóíêöèjå f òàêî¢å r. Èç òîãà ìîæåìî äà

çàê§ó÷èìî äà jå |f(z)| = r çà ñâàêî z ∈ D. Íà îñíîâó òåîðåìå î îòâîðåíîì

ïðåñëèêàâà»ó, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå f êîíñòàíòíà íà Ω. Çáîã òåîðåìå î jåäèíîñòè

àíàëèòè÷êå ôóíêöèjå, f jå êîíñòàíòíà íà öåëîì D. Êàêî jå òî ó êîíòðàäèêöèjè ñà

6



Ìàñòåð ðàä: Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà è ïðèìåíå

ïðåòïîñòàâêîì, äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà £å ôóíêöèjà f èìàòè áàð jåäíó íóëó íà

jåäèíè÷íîì äèñêó. �
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2

Øâàðöîâà ëåìà

Òåîðåìà 2.1 (Øâàðöîâà ëåìà). Íåêà jå f : D → D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà, ãäå

jå D = {z ∈ C||z| < 1} è âàæè f(0) = 0. Îíäà jå

|f(z)| ≤ |z|, çà ñâàêî |z| < 1.

Jåäíàêîñò âàæè çà íåêî z ∈ D\{0} àêî è ñàìî àêî jå f(z) = eiαz çà íåêî α ∈ R, òj.
ôóíêöèjà f jå ðîòàöèjà ÷èjè jå öåíòàð òà÷êà 0.

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó g(z) = f(z)
z

ó íåêîj òà÷êè z ãäå jå z 6= 0.

Ôóíêöèjà g jå àíàëèòè÷êà íà D\{0}. Ïîñìàòðàjìî Ìàêëîðåíîâ ðàçâîj ôóíêöèjå

f(z) ó òà÷êè z = 0. Ó óñëîâó òåîðåìå íàì jå äàòî äà f(0) = 0. Âàæè£å:

f(z) = f ′(0)z+
f ′′(0)

2!
z2+· · · = zf ′(0)+

f ′′(0)

2!
z2+· · · = z

(
f ′(0) +

f ′′(0)

2!
z + · · ·

)
= zh(z).

Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó h(z) = f ′(0) + f ′′(0)
2!
z+ · · · . Ôóíêöèjà h £å áèòè àíàëèòè÷êà

íà D. Êàêî ñó ôóíêöèjå h(z) = g(z) íà D, òî ñëåäè äà jå g(z) àíàëèòè÷êà íà D.
Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó g íà íåêîì äèñêó D(0, r).

Ñëèêà 2

Çà ñâå òà÷êå íà ãðàíèöè òj. |z| = r çà ìîäóî ôóíêöèjå g âàæè£å:

|g(z)| = |f(z)

z
| = |f(z)|

|z|
≤ 1

r
.

Çà |z| ≤ r, |g(z)| èìà ìàêñèìóì íà |z| = r ïðåìà ïðèíöèïó ìàêñóìóìà ìîäóëà. Çà

|z| ≤ r âàæè |g(z)| ≤ 1
r
. Àêî óçìåìî äà r òåæè 1− òj. lim

r→1−
|g(z)| ≤ lim

r→1−

1
r

= 1 çà

|z| < 1. Íà îñíîâó òîãà âèäèìî äà âàæè|f(z)| ≤ |z| çà ñâàêî |z| < 1.

Òðåáà äà äîêàæåìî äðóãè äåî òåîðåìå. Íåêà jå z0 òà÷êà òàêâà äà âàæè |z0| < 1
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z0 6= 0 è |f(z0)| = |z0|. Ïîñìàòðàjó£è ôóíêöèjó g = f(z)
z
, âèäèìî äà âàæè |g(z0)| =

1. Êàêî jå äîñòèãëà ìàêñèìóì ó íåêîj òà÷êó jåäèíè÷íîã äèñêà, ïðåìà ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà ìîäóëà, ôóíêöèjà g jå êîíñòàíòà. Ìîäóî ôóíêöèjå jå 1, ïà îíäà ìîæåìî

çàïèñàòè g(z) = eiα. Èç òîãà äà§å ñëåäè äà jå f = eiαz òj. ôóíêöèjà f jå ðîòàöèjà,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ïîñëåäèöà 2.1. Ñâàêè õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì íà D êîjè ôèêñèðà íóëó jå

ðîòàöèjà.

Äîêàç. Íåêà jå ôóíêöèjà f : D→ D õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì è âàæè äà jå

f(0) = 0. Äîêàæèìî äà îâà ôóíêöèjà ìîðà áèòè ðîòàöèjà. Ôóíêöèjà çàäîâî§àâà

óñëîâå Øâàðöîâå ëåìå ïà £å âàæèòè |f(z)| ≤ |z| çà ñâàêî z, èç jåäèíè÷íîã äèñêà
òj. |z| < 1. Êàêî jå ôóíêöèjà f àóòîìîðôèçàì, îíäà ïîñòîjè è èíâåðçíà ôóíêöèjà

f−1 : D → D çà êîjó âàæè f−1(0) = 0. Ñàäà ïðèìåíèìî Øâàðöîâó ëåìó è íà f−1

ïîøòî çàäîâî§àâà òðàæåíå óñëîâå. Äîáèjàìî:

|f−1(w)| ≤ |w| çà |w| < 1, w = f(z)

|z| ≤ |f(z)| ⇒ |f(z)| = |z|, çà ñâàêî z, |z| < 1

Íà îñíîâó Øâàðöîâå ëåìå, ïîøòî âàæè ïðåòõîäíà jåäíàêîñò, äîêàçàëè ñìî äà

ôóíêöèjà f ìîðà áèòè ðîòàöèjà. �

Ãåîìåòðèjñêè ãëåäàíî, Øâàðöîâà ëåìà òâðäè àêî èìàìî ôóíêöèjó êîjà äèñê

ñëèêà ó äèñê, ïðè ÷åìó ñå öåíòàð ñëèêà ó öåíòàð, äà òà ôóíöèjà jå èëè ðîòàöèjà

èëè jå ñëèêà ñâàêå òà÷êå áëèæà öåíòðó ó îäíîñó íà òó ñàìó òà÷êó.

Óâåäèìî ôóíêöèjó êîjà £å íàì áèòè îä âåëèêîã çíà÷àjà ó äà§åì ðàäó.

Íåêà jå çà íåêî ôèêñèðàíî α ∈ D:

ϕα(z) =
z − α
1− αz

.

Äåôèíèøèìî K = ∂D. Çà îâó ôóíêöèjó âàæè£å ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Ôóíêöèjà ϕα jå 1− 1 ïðåñëèêàâà»å êîjå ñëèêà äèñê D íà D, ñëèêà
K íà K è a ñëèêà ó 0. Èíâåðç ôóíêöèjå ϕα jå ôóíêöèjà ϕ−α è âàæè:

ϕ′α(0) = 1− |a|2, ϕ′α(a) =
1

1− |a|2
.

Äîêàç. Ôóíêöèjà ϕα jå õîëîìîðôíà ó D\{ 1
a
} ïîøòî 1

a
íå ïðèïàäà D. Äèðåêòíîì

ïðîâåðîì äîáèjàìî äà ñó ôóíêöèjå 1− 1.

ϕα(z) =
z − α
1− αz

, ϕα(z) = w,

9



Ìàñòåð ðàä: Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà è ïðèìåíå

w =
z − α
1− αz

w − αzw = z − α, z =
w + α

1 + αw
.

Íà îñíîâó îâèõ jåäíàêîñòè çàê§ó÷ójåìî äà ñó ϕα è ϕ−α èíâåðçíå ôóíêöèjå.

Òðåáà äà äîêàæåìî äà jå ñëèêà jåäèíè÷íå êðóæíèöå òàêî¢å jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

Íåêà jå t ∈ R, z = eit ∈ R. Îíäà âàæè:

|ϕα(z)| =
∣∣∣∣ eit − α1− αeit

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ eit − αe−it − α

∣∣∣∣ = 1

(çàòî øòî |z| = |z| âàæè çà ñâàêî z ∈ C).

Äîêàçàëè ñìî äà âàæè ϕα(z) ∈ K, èñòî £å âàæèòè è çà ϕ−α ïà äîêàçójåìî

jåäíàêîñò ϕα(K) = K.

Êàêî jå ϕα(D) ⊆ D è ϕ−α(D) ⊆ D âàæè ϕα(ϕ−α) ⊆ ϕα(D), à ñàìèì òèì âàæè

è D ⊆ ϕα(D) êàî è jåäíàêîñò ϕα(D) = D. Íà¢èìî èçâîä ôóíêöèjå ϕα.

ϕ′α(z) =
1− αα + α(z − α)

(1− αα)2
=

1− αα + αα− αα
(1− αα)2

=
1− |α|2

(1− αα)2

Êàäà çàìåíèìî âðåäíîñòè ó èçâîäó ôóíêöèjå äîáèjàìî äà âàæè:

ϕ′α(0) = 1− |a|2, ϕ′α(a) =
1

1− |a|2

�

Òåîðåìà 2.3. Ãðóïà àóòîìîðôèçàìà jåäèíè÷íîã äèñêà (ó îäíîñó íà êîìïîçèöèjó

ôóíêöèjà) jå îáëèêà

Authol(D) =

{
z 7→ eiα

(
z − z0

1− z0z

)
| 0 ≤ α < 2π, |z0| < 1

}
.

Äîêàç.

⇐) Ôóíêöèjà f(z) = eiα z−z0
1−z0z jå àóòîìîðôèçàì êîjè ïðåñëèêàâà D íà D, ñëåäè èç

ïðåòõîäíå òåîðåìå.

⇒) Îáðíóòî, íåêà jå ôóíêöèjà f òàêâà äà âàæè f ∈ Authol(D).

Ñëèêà 3
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Äåôèíèøèìî ôóíêöèjå g : D → D è h : D → D òàêî äà jå h(w) = w−w0

1−w0w
è

g−1(z) = z−z0
1−z0z , ãäå ñó z0, w0 ∈ D. Íàïîìåíèìî äà âàæè g(z) = z+z0

1+z0z
íà îñíîâó

ïðåòõîäíå òåîðåìå. Ñàäà ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó h ◦ f ◦ g êîjà jå õîëîìîðôíè

àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà êîjè ôèêñèðà íóëó òj. âàæè:

(h ◦ f ◦ g)(0) = (h(f(z0)) = h(w0) = 0

Ïðåìà ïîñëåäèöè Øâàðöîâå ëåìå, âèäèìî äà ïîñìàòðàíà ôóíêöèjà ìîðà áèòè

ðîòàöèjà (àóòîìîðôèçàì êîjè ôèêñèðà íóëó) òj. ìîæåìî jå çàïèñàòè êàî:

h ◦ f ◦ g(ξ) = eiαξ jå ðîòàöèjà çà íåêî α ∈ R.

Êàêî jå g(ξ) = z âàæè£å ξ = z−z0
1−z0z ïà äà§å £å ïðåòõîäíà jåäíàêîñò ìî£è äà ñå

íàïèøå êàî:

h(f(z)) = eiα
z − z0

1− z0z
.

Ïîøòî ôóíêöèjà h èìà èíâåðç(íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå), ôóíêöèjà f £å èçãëåäàòè:

f(z) = h−1

(
eiα

z − z0

1− z0z

)
=

eiα
z − z0

1− z0z
+ w0

1 + w0eiα
z − z0

1− z0z

.

Èçàáåðåìî jåäèíñòâåíî z0 ó D òàêî äà f(z0) = w0 = 0, ïà jå

f(z) = eiα
z − z0

1− z0z
.

�

Òåîðåìà 2.4 (Äèôåðåíöèjàëíà âåðçèjàØâàðöîâå ëåìå). Íåêà jå äàòà õîëîìîðôíà

ôóíêöèjà f : D → D òàêî äà âàæè f(0) = 0. Îíäà jå|f ′(0)| ≤ 1. Jåäíàêîñò £å

âàæèòè àêî è ñàìî àêî jå ôóíêöèjà f ðîòàöèjà.

Äîêàç. Âå£ ñìî äîêàçàëè äà £å ïðè îâèì óñëîâèìà âàæèòè |f(z)| ≤ |z|. Ïîñìàòðàjìî
ïðâè èçâîä äàòå ôóíêöèjå ó íóëè.

|f ′(0)| =
∣∣∣∣limz→0

f(z)− f(0)

z − 0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣limz→0

f(z)

z

∣∣∣∣ = lim
z→0

|f(z)|
|z|

≤ 1.

Àêî jå |f ′(0)| = 1, îíäà jå àíàëèòè÷êà ôóíêöèjà g(z) = f(z)
z
, è âàæè g(0) = f ′(0),

ïà jå |g(0)| = 1. Ïîøòî ôóíêöèjà |g| äîñòèæå ìàêñèìóì ó íåêîj òà÷êè óíóòàð

jåäèíè÷íîã äèñêà,ïðåìà ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëà, g jå êîíñòàíòíà íà D, à
òàêî¢å è |g| jå êîíñòàíòíà íà D, ïà âàæè ìîäóî îä g jåäíàê 1 íà öåëîì jåäèíè÷íîì

äèñêó òj. áè£å |g(z)| = 1 øòî äà§å âîäè òîìå äà ôóíêöèjà g(z) = eiα ïà îíäà

ôóíêöèjàf(z) = zeiα. Òèìå ñìî äîêàçàëè äà ó ñëó÷àjó jåäíàêîñòè |f ′(0)| = 1

ôóíêöèjà f ìîðà áèòè ðîòàöèjà. �
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Ïðèìåð 2.1. Îäðåäèòè ñâå ôóíêöèjå f íåïðåêèäíå íà D è õîëîìîðôíå íà D ñà

ñâîjñòâîì |f(z)| = 1 çà z ∈ ∂D.

Äîêàç. Jåäíî îä ðåøå»à jå ñâàêàêî êîíñòàíòíà ôóíêöèjà f(z) = a çà |a| = 1.

Ïîòðàæèìî äðóãà ðåøå»à. Ïðåòïîñòâèìî äà ôóíêöèjà íèjå êîíñòàíòíà, ó

jåäíîì îä ïðåòõîäíèõ ïðèìåðà ñìî ïîêàçàëè äà îíà ìîðà èìàòè áàð jåäíó íóëó

íà jåäèíè÷íîì äèñêó. Îçíà÷èìî ñà z1, z2, . . . , zm íóëå íà jåäèíè÷íîì äèñêó (»èõîâ

áðîj ìîðà áèòè êîíà÷àí ó ñóïðîòíîì £å ôóíêöèjà áèòè f ≡ 0). Ïîñìàòðàjàìî

ôóíêöèjó

g(z) =
f(z)

m∏
i=1

z − zi
1− ziz

.

Ôóíêöèjà jå õîëîìîðôíà íà D è íåìà íóëà ó D. Àêî ïðèìåíèìî òåîðåìó

êîjà âàæè çà ôóíêöèjó ϕα çàê§ó÷ójåìî äà |g(z)| = 1 çà |z| = 1. Ôóíêöèjà g jå

êîíñòàíòíà (çàòî øòî íåìà íóëà íà jåäèíè÷íîì äèñêó, ïîìåíóòè ïðèìåð) è âàæè

g(z) = C çà ñâàêî z ∈ D. Çáîã óñëîâà äàòèõ ó ïðèìåðó âèäèìî äà |C| = 1. Äîáèëè

ñìî äà çà ôóíêöèjå êîjå çàäîâî§àâàjó îâå óñëîâå âàæè

f(z) = C
m∏
i=1

z − zi
1− ziz

. �

Òåîðåìà 2.5 ([5],[4, ñòð. 77]). Íåêà jå f : D → D õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà òàêâà

äà âàæè f(0) = 0. Îíäà jå

|f(z)| ≤ 4

π
arctan |z|, çà ñâàêî z ∈ D.

Îâà íåjåäíàêîñò jå íàjîøòðèjà ïðîöåíà çà ñâàêó òà÷êó jåäíè÷íîã äèñêà z ∈ D.

Òåîðåìà 2.6 ([6, Tåîðåìà 1]). Íåêà jå f : D → D õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà. Òàäà

âàæè: ∣∣∣f(z)− 1− |z|2

1 + |z|2
f(0)

∣∣∣ ≤ 4

π
arctan |z|, çà ñâàêî z ∈ D.

Òåîðåìà 2.7 ([15, Tåîðåìà 6]). Íåêà jå u : D → (−1, 1) õàðìîíèjñêà ôóíêöèjà

òàêâà äà jå u(0) = b è a = tan
bπ

4
. Òàäà jå

4

π
arctan

a− |z|
1− a|z|

≤ u(z) ≤ 4

π
arctan

a+ |z|
1 + a|z|

, çà ñâàêî z ∈ D.

Îâà íåjåäíàêîñò jå îøòðà çà ñâàêó òà÷êó jåäèíè÷íîã äèñêà D.

Òåîðåìà 2.8 (Ïðèíöèï ñóáîðäèíàöèjå). Íåêà ñó f, g õîëîìîðôíå ôóíêöèjå jåäèíè÷íîã

äèñêà D ó íåêó ïðîñòî ïîâåçàíó îáëàñò Ω è f(0) = g(0). Ïðåòïîñòàâèìî äà jå g

1− 1 è f(D) ⊂ g(D), òàäà âàæè

|f ′(0)| ≤ |g′(0)| è f(Ur) ⊂ g(Ur)

12
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ãäå jå 0 < r < 1 , Ur = {z ∈ C | |z| ≤ r}.

Äîêàç. Ïîøòî jå g ïðåñëèêàâà»å 1−1 îíî jå ó ñòâàðè êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å

jåäèíè÷íîã äèñêà D íà g(D). Íåêà jå h èíâåðç îä g. Òàäà jå h ◦ f õîëîìîðôíî

ïðåñëèêàâà»å jåäèíè÷íîã äèñêà D ó ñåáå è (h ◦ f)(0) = 0 ïîøòî jå f(0) = g(0).

Êîðèñòå£è Øâàðöîâó ëåìó çàê§ó÷ójåìî äà âàæè:

(h ◦ f)′(0)| ≤ 1 è |(h ◦ f)(z)| ≤ |z| çà ñâàêî z ∈ D.

Êàêî jå (h ◦ f)′(0) = f ′(0)
g′(0)

, èç ïðâå íåjåäíàêîñòè £åìî äîáèòè |f ′(0)| ≤ |g′(0)|.
Ôèêñèðàjìî íåêî r òàêî 0 < r < 1. Íåêà jå z ∈ Ur òj. |z| ≤ r è f(z) = w, w ∈ f(Ur).

Èç äðóãå íåjåäíàêîñòè äîáèjàìî äà âàæè

|(h ◦ f)(z)| ≤ |z|, |h(w)| ≤ |z|, |h(w)| ≤ r.

Ïîøòî jå f(D) ⊂ g(D) ïîñòîjè íåêî z1 òàêî äà z1 = g−1(w) è çà òî z1 âàæè |g−1(w)| ≤
r òj. |z1| ≤ r ïà jå z1 ∈ Ur.Òèìå ñìî äîáèëè äà jå w ∈ g(Ur) ïà £å áèòè f(Ur) ⊂ g(Ur)

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

�
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3

Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà

Òåîðåìà 3.1 (Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà). Íåêà jå ôóíêöèjà f : D → D àíàëèòè÷êà,

îíäà âàæè

|f ′(z)| ≤ 1− |f(z)|2

1− |z|2
, çà ñâàêî z ∈ D

êàî è ∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z2)f(z1)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣∣ , çà ñâàêî z1, z2 ∈ D.

Jåäíàêîñò âàæè ó íåêèì òà÷êàìà jåäèíè÷íîã äèñêà D, àêî è ñàìî àêî jå f õîëîìîðôíè
àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà D.

Äîêàç. Äåôèíèøèìî ôóíêöèjå g : D→ D è h : D→ D òàêî äà jå h(w) = w−w0

1−w0w

è g−1(z) = z−z0
1−z0z , ãäå ñó z0, w0 ∈ D. Íàïîìåíèìî äà âàæè g(z) = z+z0

1+z0z
. Ñàäà

ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó h◦f ◦g êîjà jå õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà

êîjè ôèêñèðà íóëó òj. âàæè (h ◦ f ◦ g)(0) = (h(f(z0)) = h(w0) = 0. Ïðèìåíèìî

Ñëèêà 4

Øâàðöîâó ëåìó íà ôóíêöèjó h◦f ◦g. Äîêàçàëè ñìî äà ìîäóî ïðâîã èçâîäà ó íóëè
ìîðà áèòè ìà»è èëè jåäíàê jåäàí òj. |(h ◦ f ◦ g)′(0)| ≤ 1.

Êàäà èçðà÷óíàìî èçâîä îâå ñëîæåíå ôóíêöèjå âèäå£åìî äà âàæè

|h′(f(g(0)))f ′(g(0))g′(0)| ≤ 1. Íà îñíîâó äà§åã ðà÷óíà, êàêî ñìî äåôèíèñàëè

ôóíêöèjå f è g äîáè£åìî íåjåäíàêîñò |h′(w0)||f ′(z0)||g′(0)| ≤ 1. Çàòèì, êàäà èçðà÷óíàìî

ïðâå èçâîäå ôóíêöèjà h ó òà÷êè w0 è ôóíêöèjå g ó íóëè, äîáèjàìî äà âàæè:

| 1

1− |w0|2
||f ′(z0)||1− |z0|2| ≤ 1.

14
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Ïîøòî ñå òà÷êå w0 è z0 íàëàçå ó jåäèíè÷íîì äèñêó, áè£å | 1
1−|w0|2 | = 1

1−|w0|2 êàî è

|1−|z0|2| = 1−|z0|2. Çáîã òîãà ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò ñå ñâîäè íà 1
1−|w0|2 |f

′(z0)|(1−
|z0|2) ≤ 1. Ïà èç ïðåòõîäíîã ñëåäè ïðâà íåjåäíàêîñò êîjó jå òðåáàëî äîêàçàòè

|f ′(z0)| ≤ 1− |w0|2

1− |z0|2
.

Íàïîìåíà:

z = g(ξ) =
ξ + z0

1 + z0ξ
,

g′(ξ) =
(1 + z0ξ)− (ξ + z0)z0

(1 + z0ξ)2
=

1 + z0ξ − ξz0 − z0z0

(1 + z0ξ)2
=

1− |z0|2

(1 + z0ξ)2
,

|g′(0)| = 1− |z0|2 |h′(w0)| = 1

1− |w0|2
.

Ïðîâåðèìî øòà ñå äîãà¢à àêî çà íåêó òà÷êó âàæè jåäíàêîñò. Óçìèìî íåêó òà÷êó

z0 òàêî äà âàæè jåäíàêîñò, îíäà áè òî çíà÷èëî äà ìîðà âàæèòè è |(h ◦ f ◦ g)′(0)| =
1. Îíäà £å âàæèòè äà jå ôóíêöèjà h ◦ f ◦ g õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì íà D
êîjè ôèêñèðà 0. Èç òîãà £å ñëåäèòè äà ïîñìàòðàíà ôóíêöèjà ìîðà áèòè ðîòàöèjà

(h◦ f ◦ g)(ξ) = eiαξ. Êàêî ïîñòîjå èíâåðçíå ôóíêöèjå h−1 è g−1, îíäà jå ôóíêöèjà f

jåäíàêà f = h−1 ◦ (h ◦ f ◦ g) ◦ g−1 òj. f = h−1 ◦ eiαξ ◦ g−1. Êàêî ñó ñâå òðè ôóíêöèjå

õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçìè jåäèíè÷íîã äèñêà, òî £å áèòè è »èõîâà êîìïîçèöèjà

òj. f jå õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì íà D. Äðóãà íåjåäíàêîñò òåîðåìå òàêî¢å ñëåäè
èç Øâàðöîâå ëåìå. Ïîñìàòðàìî èñòó ôóíêöèjó äåôèíèñàíó ó ïðâîì äåëó òåîðåìå,

êàäà ïðèìåíèìî Øâàðöîâó ëåìó, äîáè£åìî ñëåäå£ó íåjåäíàêîñò:

|h ◦ f ◦ g(g−1(z))| ≤ |g−1(z)|.

Ïîøòî ñìî êîðèñòèëè èíâåðçíó ôóíêöèjó, âàæè£å |h ◦ f(z)| ≤ |g−1(z)|, à êàäà

ôóíêöèjó f , áè£å |h(w)| ≤ |g−1(z)|. Íà îñíîâó äåôèíèöèjå îâèõ ôóíêöèjà h è g,

ñëåäè íåjåäíàêîñò ∣∣∣∣ w − w0

1− w0w

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ z − z0

1− z0z

∣∣∣∣ .
Òà÷êå w è w0 ñó ó ñòâàðè ñëèêå ôóíêöèjå f òj. f(z0) = w0 è f(z) = w ïà äîáèjàìî

äà âàæè äðóãà íåjåäíàêîñò îâå òåîðåìå∣∣∣∣∣ f(z)− f(z0)

1− f(z0)f(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − z0

1− z0z

∣∣∣∣ , çà ñâàêå äâå òà÷êå z0, z ∈ D.

Àêî ó ïðåòõîäíîì âàæè jåäíàêîñò îíäà £å âàæèòè è jåäíàêîñò ó |h◦f ◦g(g−1(z))| ≤
|g−1(z)| ïà jå ïðåìà Øâàðöîâîj ëåìè h◦f ◦g õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì íà D êîjè

ôèêñèðà 0. Êàêî £åìî ôóíêöèjó f ìî£è çàïèñàòè kao f = h−1 ◦ (h ◦ f ◦ g) ◦ g−1,

çàê§ó÷ójåìî äà îíà ìîðà áèòè õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íî äèñêà D. �
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Ïîñëåäèöà 3.1. Íåêà jå f : D→ D õîëîìîðôíî ïðåñëèêàâà»å è z ∈ D. Òàäà jå

|f(0)| − |z|
1− |f(0)||z|

≤ |f(z)| ≤ |f(0)|+ |z|
1 + |f(0)||z|

Äîêàç. Ïðâî ïðèìåòèìî äà çà íåêî a è b âàæè:∣∣∣∣ a− b1− ba

∣∣∣∣2 =
(a− b)(a− b)
|1− ba|2

=
|a|2 + |b|2 − ab− ba

|1− ba|2

= 1− (1− |a|2)(1− |b|2)

|1− ba|2

≥ 1− (1− |a|2)(1− |b|2)

(1− |a||b|)2

=
(|a| − |b|)2

(1− |a||b|)2
,

ïà jå ∣∣∣∣ a− b1− ba

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ |a| − |b|1− |a||b|

∣∣∣∣ .
Àêî ïðèìåíèìî Øâàðö-Ïèêîâó ëåìó çà z1 = z è z2 = 0, äîáèjà ñå:∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|
Êàäà ïðèìåíèìî äîáèjåíó íåjåäíàêîñò óçèìàjó£è äà jå a = f(z), b = f(0), äîáèjà

ñå: ∣∣∣∣ |f(z)| − |f(0)|
1− |f(z)||f(0)|

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|
Èç ÷åãà £å âàæèòè: ∣∣∣∣ |f(z)| − |f(0)|

1− |f(z)||f(0)|

∣∣∣∣ ≤ |z|.
Èç îâå íåjåäíàêîñòè çàê§ó÷ójåìî äà âàæè:

|f(z)| − |f(0)| ≤ |z| − |z||f(z)||f(0)|,

êàî è

|f(0)| − |f(z)| ≤ |z| − |z||f(z)||f(0)|.

Êîìáèíójó£è îâå äâå íåjåäíàêîñòè, äîáèjàìî äà âàæè òðàæåíà íåjåäíàêîñò. �

Ïðèìåð 3.1. Õîëîìîðôíî ïðåñëèêàâà»å f : D → D êîjå íèjå èäåíòèòåò ìîæå

èìàòè íàjâèøå jåäíó ôèêñíó òà÷êó.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, òj. äà ïðåñëèêàâà»å èìà äâå ðàçëè÷èòå

ôèêñíå òà÷êå a, b ∈ D. Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó F = ϕa ◦ fϕ−a êîjà jå õîëîìîðôíî
ïðåñëèêàâà»å êàî êîìïîçèöèjà òàêâèõ ôóíêöèjà è ñëèêà jåäèíè÷íè äèñê ó ñåáå.
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Êàêî âàæè:

F (0) = (ϕa ◦ fϕ−a)(0) = (ϕa ◦ f)(a) = ϕa(a) = 0,

îíäà ñå ìîæå ïðèìåíèòè Øâàðöîâà ëåìà. Kako je F (ϕa(a)) = (ϕa ◦ f)(b) = ϕa(b) 6=
0, jåð a 6= b, áè£å |F (ϕa)| = |ϕa|. Îâà ôóíêöèjà jå ðîòàöèjà òj. F (z) = eiθ, θ ∈ R
è íåêî z ∈ D. Ïîøòî jå f(ϕa(b)) = ϕa(b), ôóíêöèjà jå èäåíòèòåò ïà jå eiθ = 1.

Áè£å ϕa ◦ f ◦ ϕ−a = idD. Ïà ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå f = ϕ−a ◦ ϕa, ïà £å f áèòè

èäåíòèòåò, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà óñëîâèìà ïðèìåðà. �

Òåîðåìà 3.2. Çà õîëîìîðôíó ôóíêöèjó

f : D(0, r)→ D(0, R), r > 0, R > 0

è çà z, w ∈ D(0, r) âàæè: ∣∣∣∣f(z)− f(w)

z − w

∣∣∣∣ ≤ 2Rr

|r2 − wz|
.

Äîêàç. Óçìèìî ïðîèçâî§íå z, w ∈ D(0, r) è íåêà jå z1 = z
r
, w1 = w

r
. Ñëåäè

z1, w1 ∈ D. Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó g(ξ) = f(rξ)
R

. Òàäà jå g : D → D õîëîìîðôíà

ôóíêöèjà êàî êîìïîçèöèjà òàêâèõ, ïà ïðèìåíîì Øâàðö-Ïèêîâå ëåìå äîáèjàìî:∣∣∣∣∣ g(z1)− g(w1)

1− g(w1)f(w1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ z1 − w1

1− w1z1

∣∣∣∣ .
Èç ïðåòõîäíîã ñëåäè: ∣∣∣∣∣f(z)− f(w)

1− f(w)f(z)
R2

∣∣∣∣∣ = Rr

∣∣∣∣ z − wr2 − wz

∣∣∣∣ ,
è âàæè: ∣∣∣∣f(z)− f(w)

z − w

∣∣∣∣ =
Rr|1− f(w)f(z)

R2 |
|r2 − wz|

,

à êàêî èìàìî: ∣∣∣∣∣1− f(w)f(z)

R2

∣∣∣∣∣ ≤ 1 +
|f(w)||f(z)|

R2
≤ 2,

òî ñëåäè òðàæåíà jåäíàêîñò. �

Òåîðåìà 3.3. Íåêà jå f : D→ D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è f(0) = 0. Òàäà jå

|f(z)| ≤ |z| |f
′(0)|+ |z|

1 + |f ′(0)||z|

çà ñâå z ∈ D.
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Äîêàç. Òåjëîðîâ ðàçâîj ôóíêöèjå f íà jåäèíè÷íîì äèñêó jå f(z) =
∑∞

n=0 anz
n.

Òàäà jå a0 = f(0) = 0 è a1 = f ′(0). Ôóíêöèjà g(z) =
∑∞

n=1 jå õîëîìîðôíà íà

jåäèíè÷íîì äèñêó jåð jå ïðåäñòàâ§åíà ñòåïåíèì ðåäîì è âàæè f(z) = zg(z) çà ñâå

z ∈ D. Êàêî jå g(z) = f(z)
z

çà ñâå z ∈ D\{0} è g(0) = f ′(0), ïðèìåíîìØâàðöîâå ëåìå

äîáèjàìî äà jå |g(z)| ≤ 1 çà ñâå z ∈ D. Íàjïðå, ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè |g(z0)| = 1

çà íåêî z0 ∈ D òàäà £å ó Øâàðöîâîj ëåìè âàæèòè jåäíàêîñò ïà £å ôóíêöèjà f áèòè

ðîòàöèjà, òj. âàæè£å f(z) = zeiα çà ñâå z ∈ D è íåêî α ∈ R. Ñëåäè

|f(z)| = |eiαz| = |z| = |z|
∣∣∣∣ |eiα|+ |z|1 + |eiα||z|

∣∣∣∣ = |z| |f
′(0)|+ |z|

1 + |f ′(0)||z|
çà ñâå z ∈ D, òj. äîêàçèëè ñìî òåîðåìó.

Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà jå |g(z)| < 1 çà ñâå, îíäà jå g : D → D õîëîìîðôíà

ôóíêöèjà, ïà ïðèìåíîì ïîñëåäèöå 3.1 äîáèjàìî:

|g(z)| ≤ |g(0)|+ |z|
1 + |g(0)||z|

=
|f ′(0)|+ |z|
1 + |f ′(0)||z|

çà ñâå z ∈ D.

Ñïåöèjàëíî, çà z ∈ D\{0} âàæè:∣∣∣∣f(z)

z

∣∣∣∣ ≤ |f ′(0)|+ |z|
1 + |f ′(0)||z|

,

îäíîñíî

|f(z)| ≤ |z| |f
′(0)|+ |z|

1 + |f ′(0)||z|
.

Jåäíàêîñò £å âàæèòè è ó íóëè, ïîøòî ñó òàäà è ëåâà è äåñíà ñòðàíà jåäíàêå íóëè,

ïà jå çàâðøíî ñà òèì äîêàçàíà òåîðåìà. �
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4

Õèïåðáîëè÷êà ãåîìåòðèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó

1. Ïîåíêàðåîâ äèñê ìîäåë

Ó îâîã ïîãëàâ§ó ðàçìàòðà£åìî ñàìî îñîáèíå îñíîâíèõ ãåîìåòðèjñêèõ ïîjìîâà

è ðåëàöèjà ó ìîäåëó õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå,êîíêðåòíî ó ïëàíèìåòðèjè. ó ìîäåëó

õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå âàæå ñâå àêñèîìå Õèëáåðòîâîã ñèñòåìà àêñèîìà êàî è

àêñèîìà Ëîáà÷åâñêîã.

Àêñèîìà Ëîáà÷åâñêîã: Ïîñòîjå ïðàâà a è òà÷êà A âàí ïðàâå a òàêî äà ó »èìà

îäðå¢åíîj ðàâíè êðîç òà÷êó A ïðîëàçå äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå a1 è a2 êîjå ñà ïðàâîì

a íåìàjó çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà.

Óî÷èìî ó åóêëèäñêîj ðàâíè êðóã k êîjè £åìî çâàòè àïñîëòíè êðóã èëè ñàìî

àïñîëóòà. Ñâàêó òà÷êó êîjà ïðèïàäà óíóòðàø»îñòè òîã êðóãà k, íå ðà÷óíàjó£è è

òà÷êå ñàìîã êðóãà, çâà£åìî H òà÷êàìà. H-ïðàâà jå îíàj êðóã èëè ïðàâà êîjè jå

îðòîãîíàëàí íà k, òà÷íèjå, ½ïðàâå� ó îâîì ìîäåëó ñó îòâîðåíå òåòèâå êîjå ñàäðæå

öåíòàð êðóãà è îòâîðåíè ëóêîâè êðóãîâà íîðìàëíè íà ïîñìàòðàíè. Ïðåöèçíèjå,

íåêà jå l êðóã îðòîãîíàëàí íà êðóã k. Òàäà ïðåñåê êðóãà l ñà óíóòðàø»îñòè

êðóãà k äàjå îòâîðåí ëóê, êîjè ïðåäñòàâ§à ½ïðàâó� ó Ïîåíêàðåîâîì äèñê ìîäåëó,

äîê jå ïðàâà p îòâîðåíà òåòèâà êîjà ñàäðæè öåíòàð ïîñìàòðàíîã êðóãà è òàêî¢å

ïðåäñòàâ§à ½ïðàâó� ó Ïîåíêàðåîâîì äèñê ìîäåëó.

Ñëèêà 5

Äåôèíèöèjà 4.1. Ôóíêöèjà ρ jå ìåòðèêà íà îáëàñòè Ω ∈ D àêî jå ρ(z) > 0 çà

ñâå z ∈ Ω è ρ ∈ C2(Ω). Ó îäíîñó íà ìåòðèêó ρ, äóæèíà âåêòîðà υ ó òà÷êè z ∈ Ω

jåäíàêà jå |υ|ρ,z = ρ(z)|υ|, ãäå jå |υ| ñòàíäàðäíà(åóêëèäñêà)äóæèíà âåêòîðà υ.
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Òàêî¢å, äóæèíà íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjëíå êðèâå γ : [a, b]→ Ω jåñòå äàòà ñà

lρ(γ) =
r b
a
|γ′(t)|ρ,γ(t)dt. Äóæèíà äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíå êðèâå

jåñòå ñóìà äóæèíà »åíèõ íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíèõ äåëîâà. Ïðèìåòèìî äà

jå:

lρ(γ) =
w b

a
ρ(γ(t))|γ′(t)|dt =

w
γ
ρ(z)|dz|

Ðàñòîjà»å èçìå¢ó òà÷àêà z0, z1 ∈ Ω, ó îäíîñó íà ìåòðèêó ρ, äåôèíèøåìî êàî

dρ(z0, z1) = infγ lρ(γ), ïðè ÷åìó ñå íàâåäåíè èíôèìóì óçèìà ïî ñâèì äåî ïî äåî

íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíèì êðèâàìà γ : [0, 1] → Ω òàêâèì äà jå γ(0) = z0 è

γ(1) = z1.

Ñëèêà 6

Äåôèíèöèjà 4.2. Çà äàòè ñêóï X ôóíêöèjà d : X × X → [0,∞) íàçèâà ñå

ìàòðèêîì íà X, à (X, d) ìåòðè÷êèì ïðîñòîðîì àêî jå

(1) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y

(2) d(x, y) = d(y, x) çà ñâå x, y ∈ X
(3) d(x, y) ≤ d(x, z)(.z, y) çà ñâå x, y, z ∈ X

Ïîêàæèìî äà jå (Ω, dρ) ìåòðè÷êè ïðîñòîð. Îäìàõ ïî äåôèíèöèjè âàæè

dρ(z0, z1) > 0 è dρ(z0, z0) = 0 çà ñâå z0, z1 ∈ Ω. Íåêà jå dρ(z0, z1) = 0 çà íåêå

z0, z1 ∈ Ω è ïðåòïîñòàâèìî äà jå z0 6= z1. Òàäà ïîñòîjè ε > 0 òàêî äà jå D(z0, ε) ⊂ Ω

è z1 /∈ D(z0, ε). Çàòâîðåí äèñê D[z0, ε] jå êîìïàêòàí ñêóï òàêî äà ôóíêöèjà ρ íà

»åìó äîñòèæå ñâîj ìèíèìóì m = minD[z0,ε] ρ > 0 Ïî äåôèíèöèjè jå dρ(z0, z1) =

infγ
r
γ
ρ(z)|dz|, òî ïîñòîjè äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà γ :

[0, 1] → Ω, γ(0) = z0, γ(1) = z1 òàêâà äà jå infγ
r
γ
ρ(z)|dz| < mε. Èç òîãà äà§å

ñëåäè

mε >
w
γ
ρ(z)|dz| >

w
γ
⋂
D[z0,ε]

ρ(z)|dz| > m
w
γ
⋂
D[z0,ε]

|dz| ≥ mε

Äîáèëè ñìî êîíòðàäèêöèjó ïîøòî γ
⋂
D[z0, ε] ïðåäñòàâ§à äåî êðèâå ñàäðæàí ó

çàòâîðåíîì äèñêó D[z0, ε]. Ïðåìà òîìå, àêî jå dρ(z0, z1) = 0 ìîðà áèòè z0 = z1.
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Çà äåî ïî äåî íåïðåêèäíó êðèâó γ : [0, 1] → Ω, γ(0) = z0 è γ(1) = z1 äåôèíèøåìî

γ−1(t) = γ(1− t). Òàäà jå γ−1 : [0, 1]→ Ω äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà

êðèâà è γ−1(0) = z1, γ
−1(1) = z0. Îñèì òîãà, âàæè è:

lρ(γ
−) =

w 1

0
ρ(γ−(t))|(γ−)′(t)|dt =

w 1

0
ρ(γ(1−t))|(γ′(1−t)|dt =

w 1

0
ρ(γ(s))|γ′(s)|ds = lρ(γ)

Òèìå äîáèjàìî äà âàæè:

dρ(z0, z1) = inf
γ
lρ(γ) = inf

γ−
lρ(γ

−) = dρ(z1.z0)

Íåêà ñó γ : [0, 1]→ Ω, β : [0, 1]→ Ω äåî ïî äåî íåïðêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíå êðèâå

òàêâå äà jå γ(0) = z0, γ(1) = z2 è β(0) = z2, β(1) = z1 ãäå ñó z0, z1, z2 ïðîèçâî§íî

îäàáðàíå òà÷êå èç Ω. Äåôèíèøèìî äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíó

êðèâó α : [0, 1]→ Ω íà ñëåäå£è íà÷èí

α(t) =

{
β(2t) çà t ∈ [0, 1

2
]

γ(2t− 1) çà t ∈ [1
2
, 1]

Çà êðèâó α âàæè α(0) = z0 , α(1) = z2. Äà§å ñëåäè

dρ(z0, z1) ≤ lρ(α) =
w 1

0
ρ(α(t))|α′(t)|dt =

w 1
2

0
ρ(γ(2t))|γ′(2t)|(2dt) +

w 1

1
2

ρ(β(2t− 1))|β′(2t− 1)|d(2t− 1) =

w 1

0
ρ(γ(s))|γ′(s)|ds+

w 1

0
ρ(β(s))|β′(s)|ds = lρ(γ) + lρ(β)

Êàäà ïðå¢åìî íà èíôèìóìå ïî ñâèì êðèâèì γ è β äîáèjàìî dρ(z0, z1) ≤ dρ(z0, z2)+

dρ(z2, z1).

Äåôèíèöèjà 4.3. Íåêà ñó Ω1,Ω2 îáëàñòè è ρ1, ρ2 ìåòðèêå íà »èìà, òèì ðåäîì.

Çà õîëîìîðôíî, áèjåêòèâíî ïðåñëèêàâà»å f : Ω1 → Ω2 êàæåìî äà jå èçîìåòðèjà

ïàðîâà (Ω1, ρ1) è (Ω2, ρ2) àêî âàæè ρ1(z) = (f ∗ρ2)(z) çà ñâå z ∈ Ω1, ãäå jå (f ∗ρ2) =

ρ2(f(z))|f ′(z)|.

Ëåìà 4.1. Àêî jå f èçîìåòðèjà ïàðîâà (Ω1, ρ1) è (Ω2, ρ2), g èçîìåòðèjà ïàðîâà

(Ω2, ρ2) è (Ω3, ρ3), òàäà jå f ◦ g èçîìåòðèjà ïàðîâà (Ω1, ρ1), (Ω3, ρ3).

Äîêàç. Óî÷èìî äà £å ïðåñëèêàâà»å f ◦ g áèòè õîëîìîðôíî è áèjåêòèâíî êàî

êîìïîçèöèjà òàêâèõ. Çà ïðîèçâî§íî z ∈ Ω1 âàæè:

((g ◦ f)∗ρ3)(z) = ρ3((g ◦ f)(z))|(g ◦ f)′(z)| =

ρ3(g(f(z)))|g′(f(z))||f ′(z)| = ρ2(f(z))|f ′(z)| = ρ1(z)

Äàêëå, ñëåäè äîêàç ëåìå äà jå g ◦ f èçîìåòðèjà ïàðîâà (Ω1, ρ1), (Ω3, ρ3) �

Äåôèíèöèjà 4.4. Çà ìåòðèêó ρ(z) = 2
1−|z|2 íà jåäèíè÷íîì äèñêó D êàæåìî äà

jå Ïîèíêàðåîâà èëè õèïåðáîëè÷êà ìåòðèêà.
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Ëåìà 4.2. Íåêà jå ρ Ïîèíêàðåîâà ìåòðèêà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D è h ∈ Aut(D).

Òàäà jå h èçîìåòðèjà ïàðîâà (D, ρ) è (D, ρ).

Äîêàç. Ôóíêöèjà h ∈ Aut(D),ïà ñàìèì òèì çíàìî äà ìîðà ïîñòîjàòè α è a ∈ D
òàêâè äà jå h(z) = eiα z−a

1−az çà ñâå z ∈ D. Ôóíêöèjà h jå õîëîìîðôíà è áèjåêòèâíà.

Âàæè

(h∗ρ)(z) = ρ(h(z))|h′(z)| = 2

1− |eiα z−a
1−az |2

·
∣∣ 1− |a|2

(1− az)2

∣∣
Çàê§ó÷èëè ñìî äà jå (h∗ρ)(z) = ρ(z) çà ñâå z ∈ D. Ïðåìà òîìå, h jå çàèñòà

èçîìåòðèjà ïàðîâà (D, ρ) è (D, ρ). �

Ïîñìàòðàjìî ñàäà íåêó ôóíêöèjó h êîjà jå õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã

äèñêà D ó ñåáå h : D→ D , h ∈ Aut(D). Æåëèìî äà ïîêàæåìî äà jå h õèïåðáîëè÷êà

èçîìåòðèjà òj. dρ(h(z1), h(z2)) = dρ(z1, z2) çà ïðîèçâî§íå äâå òà÷êå z1, z2 ∈ D.
Íåêà jå äàòà íåêà êðèâà γ äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà òàêâà äà

γ : [0, 1] → D, γ(0) = z1, γ(1) = z2.Íåêà jå Γ = h ◦ γ êðèâà, òàêî¢å äåî ïîä äåî

íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà è »åíó õèïåðáîëè÷êó äóæèíó ìîæåìî èçðà÷óíàòè

êàî:

lρ(Γ) =
w

Γ

2

1− |w|2
|dw| =

w 1

0

2

1− |Γ(t)|2
|Γ′(t)|dt.

Ïîøòî jå h àóòîìîðôèçàì íà D âàæè£å jåäíàêîñò ó Øâàðö-Ïèêîâîj ëåìè òj.
|h′(γ(t))|

1−|h(γ(t))|2 = 1
1−|γ(t)|2 . Ïà jå ñå ïðåòõîäíà jåäíàêîñò ñâîäè íà:

w 1

0

2

1− |h(γ(t))|2
|h′(γ(t))||γ′(t)|dt =

w 1

0

2

1− |γ(t)|2
|γ′(t)|dt =

w
γ

2

1− |z|2
|dz|

Óçìèìî èíôèìóì ïî ñâèì êðèâèì γ

inf
γ

w
h◦γ

2

1− |w|2
|dw| = inf

γ

w
γ

2

1− |z|2
|dz| = dρ(z1, z2).

Çíàìî äà jå (h ◦ γ)(0) = h(z1), (h ◦ γ)(1) = h(z2). Íåêà jå C : [0, 1]→ D íåêà äåî ïî

äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà òàêî äà âàæè C(0) = h(z1), C(1) = h(z2).

Îíäà jå ïî äåôèíèöèjè d(h(z1), h(z2)) = infC
r
C

2
1−|w|2 |dw|. Ïîøòî jå h ◦ γ "ñàìî

jåäíà âðñòà" C îíäà £å áèòè:

{h◦γ | γ[0, 1]→ D, γ(0) = z1, γ(1) = z2} ⊂ {C | C : [0, 1]→ D, C(0) = h(z1), C(1) = h(z2)}

Êàêî jå èíôèìóì ïî ìà»åì ñêóïó âå£è îíäà âàæè:

inf
γ

w
h◦γ

2

1− |w|2
|dw| > inf

C

w
C

2

1− |w|2
|dw| = d(h(z1), h(z2))).

Äîáèëè ñìî äà jå dρ(z1, z2) > dρ(h(z1), h(z2)). Àëè ïîøòî jå h àóòîìîðôèçàì îíäà

èìàìî è h−1 êîjè jå òàêî¢å àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà D, h−1 : D→ D ïà £å

áèòè è dρ(h(z1), h(z2)) > dρ(h
−1(h(z1)), h−1(h(z2))) òj. dρ(z1, z2) = dρ(h(z1), h(z2)) .
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Îíî øòî ìîæåìî çàê§ó÷èòè íà îñíîâó ïðåòõîäíîã jå äà õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçìè
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jåäèíè÷íîã äèñêà ÷óâàjó õèïåðáîëè÷êó äóæèíó.

Óçìèìî äà jå f èçîìåòðèjà ïàðîâà (Ω1, ρ1), (Ω2, ρ2). Àêî jå γ : [a, b] → Ω1 äåî

ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà, îçíà÷èìî f ∗γ = f ◦ γ. Òàäà jå

f ∗γ : [a, b]→ Ω2 òàêî¢å, äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà. Âàæè:

lρ1(γ) =
w
γ
ρ1(z)|dz| =

w
γ
ρ2(f(z))|f ′(z)||dz| =

w
f◦γ

ρ2(w)|dw| =
w
f∗γ

ρ2(w)|dw| = lρ2(f
∗γ)

Èç ïðåòõîäíîã, ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà âàæè

dρ1(z0, z1) = inf
γ
lρ1(γ) = inf

f∗γ
lρ2(f

∗γ) = dρ2(f(z0), f(z1))

Ó ñòâàðè, âàæè£å dρ1(z0, z1) = dρ2(f(z0), f(z1)) çà ñâå z0, z1 ∈ Ω1. Îñèì òîãà çà

ñâå z ∈ Ω1 âàæè£å ρ1(z)|(f−1)′f(z)| = ρ1(z) 1
|f ′(z)| = ρ2(f(z)). Íà îñíîâó òîãà

ñëåäè ρ1(f−1(w))|(f−1)′(w))| = ρ2(w) çà ñâå w ∈ Ω2, òàêî äå jå ïðåñëèêàâà»å f−1

èçîìåòðèjà ïàðîâà (Ω1, ρ1), (Ω2, ρ2).

Ïîñìàòðàjìî jåäèíè÷íè äèñê è óçìèìî íåêó òà÷êó z0 ∈ D. Íåêà jå z0 = r0e
iθ0 ,

Ñëèêà 8
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γ : [0, r0]→ D è t→ teiθ.

Åóêëèäñêà äóæèíà êðèâå γ je: l(γ) =
r
γ

|dz| =
r0r
0

|d(teiθ)| =
r0r
0

|eiθ0|dt =
r0r
0

dt =

r0 < 1

Õèïåðáîëè÷êà äóæèíà êðèâå γ:

lρ(γ) =
w

γ

2|dz|
1− |z|2

=

r0w

0

2|d(teiθ0)|
1− |teiθ0|

=

r0w

0

2dt

1− t2
=

=

r0w

0

(
1

1− t
+

1

1 + t

)
dt = ln

1 + t

1− t
|r00 = ln

1 + r0

1− r0

Ñëèêà 9

Ëåìà 4.3. Çà ïðîèçâ§íî îäàáðàíå òà÷êå z0, z1 ∈ D âàæè dρ(z0, z1) = ln
1+|ϕz0 (z1)|
1−|ϕz0 (z1)| ,

ãäå jå ρ Ïîèíêàðåîâà ìåòðèêà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D.

Äîêàç. Àêî jå z0 = z1 òàäà jå dρ(z0, z1) = 0 è |ϕz0(z0)| = 0 ïà òðèâèjàëíî

ñëåäè jåäíàêîñò. Çàòî £åìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå z0 6= z1. Ïðåñëèêàâà»å ϕz0

jåñòå àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà D, ïà ïðèìåíîì ïðåòõîäíîã ñòàâà äîáèjàìî

dρ(z0, z1) = dρ(ϕz0(z0), ϕz0(z1)) = dρ(0, ϕz0(z1)). Ðîòàöèjà f : z → e−iargϕz0(z1) òàêî¢å

jå jåäàí àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà D, òàêî äà jå:

dρ(0, ϕz0(z1)) = dρ(0, e
−iargϕz0 (z1)ϕz0(z1)) = dρ(0, |ϕz0(z1)|)

Èç ïðåòõîäíîã äîáèjàìî dρ(z0, z1) = dρ(0, |ϕz0(z1)|) = dρ(0, r), ãäå jå r = |ϕz0(z1)|.
Íåêà jå γ : [0, 1]→ D ïðîèçâî§íî îäàáðàíà, äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà

êðèâà, òàêâà äà jå γ(0) = 0 è γ(1) = r. Neka je α = Re(γ) è β = Im(γ) òj.

γ(t) = α(t) + iβ(t) çà ñâå t ∈ [0, 1]. Ñëåäè äà jå α(0) = 0 è α(1) = r. Òàäà jå:

lρ(γ) =
w
γ
ρ(z)|dz| =

w
γ

2

1− |z|2
|dz| =

w 1

0

2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2

dt >
w 1

0

2|α′(t)|
1− α(t)2

dt = lρ(α)
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Íåêà jå ôóíêöèjà α1 äîáèjåíà ìîäèôèêàöèjîì ôóíêöèjå α, òàêî øòî jå α1 íà

èíòåðâàëèìà îïàäà»à ôóíêöèjå α êîíñòàíòíî jåäíàêà âðåäíîñòè ôóíêöèjå α ó

ïî÷åòíîj òà÷êè ïîñìàòðàíîã èíòåðâàëà îïàäà»à. Âàí èíòåðâàëà îïàäà»à ôóíêöèjå

α, ôóíêöèjå α1 è α ñó jåäíàêå. Ñàäà jå α1 ðàñòó£à ôóíêöèjà α1(0) = 0, α1(1) = r.

Ïðåìà òîìå âàæè:

lρ(γ) > lρ(α) > lρ(α1) =
w 1

0

2α′1(t)

1− α1(t)2
dt =

w r

0

2

1− s2
ds = ln

1 + r

1− r

Ïðåëàñêîì íà èíôèìóì ïî ñâèì êðèâèì γ äîáèjàìî äà âàæè dρ(0, r) > ln 1+r
1−r . Ñà

äðóãå ñòðàíå, ïîñìàòðàjìî êðèâó Γ : [0, 1] → D äåôèíèñàíó ñà Γ(t) = rt. Âàæè

Γ(0) = 0 è Γ(1) = r, òàêî äà jå:

dρ(0, r) ≤ lρ(Γ) =
w 1

0

2Γ′(t)

1− Γ(t)2
=

w r

0

2

1− s2
ds = ln

1 + r

1− r

Äîáèjàìî äà âàæè dρ(0, r) = ln 1+r
1−r îäíîñíî dρ(z0, z1) = dρ(0, r) = ln 1+r

1−r = ln
1+|ϕz0 (z1)|
1−|ϕz0 (z1)| .

�

Ñëèêà 11
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Òåîðåìà 4.1. Íåêà jå f : D → D õîëîìîðôíî ïðåñëèêàâà»å è ρ Ïîèíêàðåîâà

ìåòðèêà. Òàäà âàæè:

(à)(f ∗ρ)(z) ≤ ρ(z) çà ñâå z ∈ D.
(á)lρ(f ∗ γ) ≤ lρ(γ)) çà ñâàêó äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíó êðèâó γ :

[0, 1]→ D
(ö)dρ(f(z0), f(z1)) ≤ dρ(z0, z1) çà ñâå z0, z1 ∈ D.

Äîêàç. (à)Ïîçíàòî íàì jå äà âàæè

(f ∗ρ)(z) = ρ(f(z))|f ′(z)| = 2|f ′(z)|
1− |f(z)|2

≤ 2

1− |z|2
= ρ(z)

çà ñâå z ∈ D ,ïðè ÷åíó ñìî ó ãîðå íàâåäåíîj íåjåäíàêîñòè êîðèñòèëèØâàðö-Ïèêîâó

ëåìó.

(á)Çà ïðîèçâî»íó äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíó êðèâó γ : [0, 1] → D
âàæè:

lρ(f ∗ γ) =
w
f∗γ

ρ(z)|dz| =
w 1

0
ρ(f(γ(t)))|f ′(γ(t))||γ′(t)|dt =

w
γ
ρ(f(z))|f ′(z)||dz| =

w
γ
(f ∗ ρ)(z)|dz|

Àêî èñêîðèñòèìî äåî ïîä (à) äîáèjàìî lρ(f ∗ ρ) ≤
r
γ
(f ∗ ρ)(z)|dz| = lρ(γ).

(ö)Íåêà jå z0, z1 ∈ D è γ : [0, 1]→ D äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà

òàêâà äà âàæè γ(0) = z0 è γ(1) = z1 . Òàäà jå f ∗γ : [0, 1]→ D äåî ïî äåî íåïðåêèäíî

äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà, ïðè ÷åìó jå (f ∗ γ)(0) = f(z0) è (f ∗ γ)(1) = f(z1). Ñëåäè

dρ(f(z0), f(z1)) ≤ lρ(f ∗γ) ≤ lρ(γ). Ïðåëàñêîì íà èíôèìóì ïî ñâèì òàêâèì êðèâàìà

γ äîáè£åìî dρ(f(z0), f(z1)) ≤ dρ(z0, z1). �

Ëåìà 4.4. Çà äâå òà÷êå z0, z ∈ D ìîæåìî íà£è àóòîìîðôèçàì h íà D, òàêàâ äà
jå h(z0) = 0 è h(z) jå ðåàëíî.

Äîêàç. Êàêî h ìîðà áèòè õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷ìîã äèñêà D
çíàìî äà £å áèòè îáëèêà h(z) = eiα z−z0

1−z0z , ãäå jå h ∈ Aut(D). Óçìèìî äà jå α =

− arg z−z0
1−z0z . Ïðè òàêî èçàáðàíîì h áè£å h(z0) = 0 êàî è arg h(z) = 0 òj. ñëèêà h(z)

£å áèòè ðåàëíà âðåäíîñò. �

Òåîðåìà 4.2. Çà áèëî êîjå äâå òà÷êå z0, z1 ∈ D, z0 6= z1 îòâîðåí ëóê êðóãà êîjè

ñàäðæè òà÷êå z0 è z1 è íîðìàëàí jå íà S
1 jå jåäèíñòâåí ïóò ÷èjîì £åìî èíòåãðàöèjîì

íà£è õèïåðáîëè÷êî ðàñòîjà»å èçìå¢ó äàòå äâå òà÷êå.

Äîêàç. Óçìèìî ôóíêöèjó h äåôèíèñàíó êàî ó ïðåòõîäíîj ëåìè, óî÷èìî êðóã

C êîjè jå íîðìàëàí íà S1 è ñàäðæè òà÷êå z0, z ∈ D. Êàêî £å ôóíêöèjà ñëèêàòè äàòå
òà÷êå ó íóëó è íåêó ðåàëíó âðåäíîñò, òàäà £å ñëèêà h(C ∩ D) áèòè äèjàìåòàð íà

ðåàëíîj îñè (ïîøòî êîìôîðíî ïðåñëèêàâà»å ÷óâà óãëîâå). Êàêî £å áèòè dρ(z0, z) =
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dρ(h(z0), h(z)) Òèìå ñìî äîêàçàëè äà jå òàj îòâîðåí ëóê êðèâà ïî êîjîj âðøèìî

èíòåãðàöèjó ïðè ðà÷óíà»ó õèïåðáîëè÷êîã ðàñòîjà»à. �

Öè§ ðàäà jå áèî äà ïîêàæåìî êàêî àíàëèòè÷êå ôóíêöèjå óòè÷ó íà õèïåðáîëè÷êî

ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâå òà÷êå òj. äà óïîðåäèìî õèïåðáîëè÷êî ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâå

òà÷êå jåäèíè÷íîã äèñêà ñà õèåðáîëè÷êèì ðàñòîjà»å èçìå¢ó ñëèêà òèõ òà÷àêà ïðè

÷åìó èõ ïðåñëèêàâàìî àíàëèòè÷êèì ôóíêöèjàìà jåäèíè÷íîã äèñêà D íà ñåáå. Âå£

ñìî òî äîêàçàëè àëè èñòàêíèìî jîø jåäíîì ðåçóëòàò ñëåäå£îì òåîðåìîì.

Òåîðåìà 4.3. Àíàëèòè÷êî ïðåñëèêàâà»å f : D → D jå èëè àóòîìîðôèçàì

êîjè jå èçîìåòðèjà (÷óâà õèïåðáîëè÷êó ìåòðèêó) èëè íèjå àóòîìîðôèçàì êîjè jå

êîíòðàêöèjà.

Àêî jå ôóíêöèjà f : D→ D îíäà jå dρ(f(z0), f(z1)) ≤ dρ(z0, z1) çà ñâàêî z0, z1 ∈ D

Jåäíàêîñò âàæè çà áèëî êîjè ïàð z0 6= z1 àêî è ñàìî àêî f ∈ Aut(D).

dρ(f(z0), f(z1)) = dρ(z0, z1) çà ñâàêî z0, z1 ∈ D àêî f ∈ Aut(D)

dρ(f(z0), f(z1)) < dρ(z0, z1) çà ñâàêî z0, z1 ∈ D àêî f /∈ Aut(D)

Äîêàç. Õèïåðáîëè÷êî ðàñòîjà»å dρ(f(z0), f(z1)) èçìå¢ó òà÷àêà f(z0) è f(z1)

òðàæèìî êàî èíôèìóì îäðå¢åíîã èíòåãðàëà ïî ñâèì êðèâàìà ÷èjå ñó îâî ïî÷åòíà

è êðàj»à òà÷êà. Ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè ñìî ïîêàçàëè äà ñå îâàj èíôèìóì äîñòèæå

è äà ñå õèïåðáîëè÷êà äóæèíà ìîæå ðà÷óíàòè êàî
r
f◦γ

2|dw|
1−|w|2 . Ïà £å âàæèòè:

dρ(f(z0), f(z1)) =
w

f◦γ

2|dw|
1− |w|2

=
w

γ

2|f ′(z)||dz|
1− |f(z)|2

.

Ó ïðåòõîäíîì èçðàçó ïðåìà Øâàðö-Ïèêîâîj ëåìè jå:
w

γ

2|f ′(z)||dz|
1− |f(z)|2

≤
w

γ

2|dz|
1− |z|2

= dρ(z0, z1),
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Ñëèêà 13

Èç îâîãà ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà àêî íå âàæè jåäíàêîñò ó Øâàðö-Ïèêîâîj ëåìè

òàäà £å âàæèòè dρ(f(z0), f(z1)) < dρ(z0, z1), ñàìî òðåáà íàïîìåíóòè äà àêî íå âàæè

jåäíàêîñò îíäà ôóíêöèjà f íèjå õîëîìîðôíè àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà D.
Àêî jåäíàêîñò âàæè çà íåêè ïàð òà÷àêà z0 è z1, z0 6= z1, àêî è ñàìî àêî:

w

γ

2|f ′(z)||dz|
1− |f(z)|2

=
w

γ

2|dz|
1− |z|2

.

òj. íà îñíîâó Øâàðö-Ïèêîâå ëåìå jå f ∈ Aut(D). �

2. Õèïåðáîëè÷êà ìåòðèêà íà ïðîñòî ïîâåçàíèì îáëàñòèìà

Òåîðåìà 4.4 (Ðèìàíîâà òåîðåìà, [17, Òåîðåìà 14.8]). Ñâàêà ïðîñòî ïîâåçàíà

îáëàñò Ω ó êîìïëåêñíîj ðàâíè (ðàçëè÷èòà îä öåëå êîìïëåêñíå ðàâíè ) jå êîíôîðìíî

åêâèâàëåíòíà jåäèíè÷íîì äèñêó D.

Ðèìàíîâà òåîðåìà íàì îìîãó£àâà ïðåíåñåìî õèïåðáîëè÷êó ìåòðèêó jåäèíè÷íîã

äèñêà íà ñâàêó ïðîñòî ïîâåçàíó îáëàñò êîjà jå ïðàâè ïîäñêóï êîìïëåêñíå ðàâíè.

Äåôèíèöèjà 4.5. Íåêà jå ôóíêöèjà f êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å ïðîñòî ïîâåçàíå

îáëàñòè Ω íà jåäèíè÷íè äèñê D. Îíäà õèïåðáîëè÷êó ìåòðèêó ρΩ(z)|dz| íà Ω

äåôèíèøåìî

ρΩ(z) = ρ(f(z))|f ′(z)|.

Ïîêàçà£åìî äà jå ìåòðèêà ρΩ íåçàâèñíî îä èçáîðà êîíôîðìíå ôóíêöèjå f ,

f : Ω→ D, òj. äà çàâèñè ñàìî îä îáëàñòè Ω. Ïðåòïîñòàâèìî îíäà äà jå ôóíêöèjà f

êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å ïðîñòî ïîâåçàíå îáëàñòè Ω íà jåäèíè÷íè äèñê D. Îíäà
jå ñêóï ñâèõ êîíôîðìíèõ ïðåñëèêàâà»à Ω íà D äàò ñà h ◦ f , ãäå jå ôóíêöèjà h
êîjà ïðèïàäà Aut(D). Ñâàêè êîíôîðìíè àóòîìîðôèçàì h jåäèíè÷íîã äèñêà D jå
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õèïåðáîëè÷êà èçîìåòðèjà, òàêî äà çà ñâàêî w ó D âàæè:

ρ(w) = ρ(h(w))|h′(w)|.

Àêî óçìåìî äà jå ôóíêöèjà g = h ◦ f , w = f(z) äîáèjàìî ñëåäå£å:

ρ(g(z))|g′(z)| = ρ(h(f(z)))|h′(f(z))||f ′(z)| = ρ(f(z))|f ′(z)|.

Èç îâîãà çàê§ó÷ójåìî äà õèïåðáîëè÷êà ìåòðèêà ρΩ íà Ω íå£å çàâèñèòè îä èçáîðà

êîíôîðìíîã ïðåñëèêàâà»à f : Ω → D. Õèïåðáîëè÷êî ðàñòîjà»å ρΩ íà ïðîñòî

ïîâåçàíîj îáëàñòè Ω êîjà jå ïðàâè ïîäñêóï êîìïëåêñíå ðàâíè ìîæå ñå äåôèíèñàòè

íà äâà íà÷èíà. Ìîæåìî ãà äåôèíèñàòè ïðåêî õèïåðáîëè÷êå ìåòðèêå jåäèíè÷íîã

äèñêà êàî dΩ(z, w) = dρ(f(z), f(w)) çà íåêî êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å f : Ω → D,
à âå£ ñìî ïîêàçàëè äà îíî íå£å çàâèñèòè îä èçáîðà ôóíêöèjå f . Äðóãè íà÷èí

äåôèíèñà»à îâîã õèïåðáîëè÷êîã ðàñòîjà»à áè áèî ïðåêî õèïåðáîëè÷êå äóæèíå

êðèâå γ äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíå êîjà ñïàjà òà÷êå z, w ó Ω, óçèìàjó£è

»èõîâ èíôèìóì òj. dΩ(z, w) = infγ
r
γ
ρΩ(z)|dz|. Îâå äâå äåôèíèöèjå ñó åêâèâàëåíòíå.

Ñóøòèíà ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå jå äà ñå ñâå îñîáèíå Ïîèíêàðåîâîã äèñê ìîäåëà

ïðåíîñå, áåç áèòíèõ ïðîìåíà, íà ïðîñòî ïîâåçàíå îáëàñòè êîjå ñó ïðàâè ïîäñêóïîâè

êîìïëåêñíå ðàâíè. Àêî jå f : Ω→ D êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å, îíäà jå f èçîìåòðèjà

õèïåðáîëè÷êå ìåòðèêå è õèïåðáîëè÷êîã ðàñòîjà»à íà Ω è D. Ñëåäå£à òåîðåìà jå
äèðåêòíà ïîñëåäèöà ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå òàêî äà £åìî »åí äîêàç èçîñòàâèòè.

Òåîðåìà 4.5 ([3, Òåîðåìà 6.3]). Íåêà ñó Ω1 è Ω2 ïðîñòî ïîâåçàíå îáëàñòè êîjå

ñó ïðàâè ïîäñêóïîâè êîìïëåêñíå ðàâíè C, è íåêà jå f êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å

Ω1 íà Ω2. Òàäà jå f õèïåðáîëè÷êà èçîìåòðèjà, òàêî äà çà ñâàêî z ó Ω1 âàæè:

ρΩ2(f(z))|f ′(z)| = ρΩ1(z),

è çà ñâàêî z, w ∈ Ω1

dΩ2(f(z), f(w)) = dΩ1(z, w).

Ïðèìåòèìî äà àêî jå γ äåî ïî äåî íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà êðèâà ó

Ω1 îíäà èç äåôèíèöèjå âàæè lΩ2(f ◦ γ) = lΩ1(γ). Ïðåòõîäíà òåîðåìå òâðäè äà

ñâàêè åëåìåíò îä Aut(Ω), ãðóïà êîíôîðìíèõ èçîìîðôèçàìà íà Ω, jå õèïåðáîëè÷êà

èçîìåòðèjà.

Òåîðåìà 4.6 (Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà çà ïðîñòî ïîâåçàíå îáëàñòè, [3, Òåîðåìà 6.4]).

Íåêà ñó Ω1 è Ω2 ïðîñòî ïîâåçàíå îáëàñòè êîjå ñó ïðàâè ïîäñêóïîâè êîìïëåêñíå

ðàâíè C, è íåêà jå f õîëîìîðôíî ïðåñëèêàâà»å Ω1 íà Ω2. òàäà jå èëè

(à) f jå õèïåðáîëè÷êà êîíòðàêöèjà òj. çà ñâàêî z è w ó Ω1,âàæè:

ρΩ2(f(z), f(w)) < dΩ1(z, w) ρΩ2(f(z))|f ′(z)| < ρΩ1(z),
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èëè

(á)f jå õèïåðáîëè÷êà èçîìåòðèjà òj. f jå êîíôîðìíî ïðåñëèêàâà»å Ω1 íà Ω2 è çà

ñâàêî z è w ó Ω1 âàæè:

ρΩ2(f(z), f(w)) = dΩ1(z, w) ρΩ2(f(z))|f ′(z)| = ρΩ1(z).

Äîêàç. Êàêî ñìî âå£ äîêàçàëè ïðåòõîäíîì òåîðåìîì äà âàæè òâð¢å»å ïîä (á),

ïîòðåáíî jå ñàìî äîêàçàòè äåî òåîðåìå ïîä (à). Íåêå jå f : Ω1 → Ω2 õîëîìîðôíî

ïðåñëèêàâà»å êîjå íèjå áèjåêöèjà. Óçìèìî íåêó òà÷êó z0 ó Ω1 è íåêà jå w0 = f(z0).

Çàòèì êîíñòðóèøåìî ôóíêöèjó h êîjà jå õîëîìîðôíà áèjåêöèjà íà jåäèíè÷íîì

äèñêó D, è õîëîìîðôíó áèjåêöèjó g : Ω1 → Ω2. Îâå êîíñòðóêöèjå ìîæåìî èçâðøèòè

òàêî äà jå h(0) = z0 è g(z0) = w0 = f(z0). Ñàäà ìîæåìî äà êîíñòðóèøåìî íåêó

íîâó ôóíêöèjó k = (gh)−1fh. Òàäà jå k õîëîìîðôíà ôóíêöèjà jåäèíè÷íîã äèñêà

D íà ñåáå è âàæè k(0) = 0 ïîøòî jå k(0) = h−1(g−1(f(h(0)))) = h−1(g−1(f(z0)))) =

h−1(g−1(w0)) = h−1(z0) = 0. Òðåáà íàïîìåíóòè äà k íèjå êîíôîðìíè èçîìîðôèçàì

jåäèíè÷íîã äèñêà D èíà÷å áè ôóíêöèjà f áèëà õîëîìîðôíà áèjåêöèjà. Ïðåìà

Øâàðöîâîj ëåìè âàæè äà |k′(0)| < 1. Èç òîãà £åìî äîáèòè ñëåäå£å:

|k′(0)| =
∣∣∣f ′(h(0))h′(0)

gh′(0)

∣∣∣ =
∣∣∣f ′(h(0))h′(0)

g′(h(0))h′(0)

∣∣∣ =
∣∣∣f ′(z0)

g′(z0)

∣∣∣ < 1.

Êàêî £å èç òîãà âàæèòè

ρΩ2(f(z0))|f ′(z0)| < ρΩ2(g(z0))|g′(z0)| = ρΩ1(z0).

À ñàìèì òèì âàæè è ρΩ2(f(z), f(w)) < dΩ1(z, w). �
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