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PREDGOVOR

Ova knjiga je namenjena studentima astronomije sa ciljem
da im olak$a savladjivanje nastavnog programa iz predmeta Matemati-
¢ka obrada astronomskih posmatranja. Neka poglavlja su izloZena i
malo Sire nego Sto pomenuti program nalaZe. Autor je imao u vidu da
se u prakti€¢nom radu astronoma oseda stalna potreba za knjigama ove
vrste i-da su one u literaturi vrlo retke, pa je Zeleo da malim poveda-
njem obima knjigu ucini korisnom i za svr3ene astronome koji se bave
obradom posmatranja.

Citaoc ¢e lako uoliti da se koncepcija ove knjige razlikuje
od koncepcija drugih knjiga u kojima se izlaZu ista poglavlja matemati=-
ke. Za to postoji specifiCan razlog, Naime, nastava iz predmeta Mate-
maticka obrada astronomskih posmatranja ima prevashodni cilj da stu~
denti astronomije nauce kako se praktic¢no koriste matematicke metode,
a ne da svoju paZnju usmere ka izucavanju teorije tih metoda. Zbog to~
ga su u ovoj knjizi date samo neizbeZne teorijske osnove, najce3ée bez
uobidajenih matematickih dokazivanja. Citaoc koga ta dokazivanja inte-
resuju upuéuje se na odgovarajucu literaturu,

Ova knjiga se i po sadrZaju razlikuje od ostalih specijali=~
zovanih udZbenika matematike, Poglavlja koja su u njoj obradjena pri-
padaju razlicitim oblastima, a njihov izbor je izvrSen tako da odgovara-
ju programu nastave iz predmeta Matematicka obrada astronomskih pos-
matranja i najéeséim potrebama astronoma prakticara. Dakle, ova knji~
ga nije koncipirana kao uobifajeni udZbenik matematike, niti kao strucni
priruénik, veé kao knjiga koja je i jedno i drugo. Razume se, sa ovakv~
om koncepcijom neizbeZno su izgubljeni poznati kvaliteti i jedne, i druge
vrste knjiga. Medjutim, ako je ideja autora da primenu matemati¢kih me-
toda pribliZi ditaocu makar i delimi¢no ostvarena, ta cena nema nikakav
znacaj.

Primerima koji su detaljno razradjeni autor je Zeleo da udi-
ni jasnijom primenu nekih metoda koje se desto koriste u praksi, U mno-
gim paragrafima primeri nedostaju, Sto je diktirano unapred odredjenim
obimom knjige, ali se oni mogu naéi u drugim matematic¢kim udZbenicima,

Autor je zahvalan dr Zoranu Ivkovi¢u i dr Jovanu Simovlje-
vi¢u, profesorima Prirodno~-matematifkog fakulteta u Beogradu, zbog
dragocene strucne pomodi i saveta koji su nesumnjivo pomogli da se pobo~
lj$a kvalitet ove knjige.

Beograd, 1978. Autor
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GLAVA I

OSNOVI NUMERICKE ANALIZE

1. ZAOKRUGLJIVANJE BROJEVA. OPSTA FORMULA ZA GRESKU.

1z posmatranja ponekad dobija:.o brojeve sa vide decimala
nego 3to nam je potrebno za neki ralun ili pak sa vi%e decimala nego Sto
sa instrumentom date tacnosti objektivno moZemo da pe <tignemo, Napri-
mer, trenutke posmatranja zvezda moZ¥emo registrovati sa tafno3cu od
hiljaditog ili desetohiljaditog dela sekunde, a zbog broinih uticaja koji
umanjuju taénost instrumenta moZemo verovati da su nam tek deseti i
stoti delovi sekunde ta&ni. Jasno je da u takvim sluc¢ajevima nema smisla
uzimati u obzir decimale viSega reda. Zbog toga vriimo zaokrugljivanje
brojeva koje se sastoji u tome da se izvestan broj cifara sa desne stranc
zameni nulom ili, ako se radi o decimalama, da se odbaci. Naprimer,
broj 17231 se zaokrugljuje na 17230, ako nas interesuje tadnost do dese-
tica, na 17200, ako nas interesuje tafnost do stotina, itd. Broj 12,54341

se zaokrugljuje na 12,5434, na 12,543, na 12,54, itd.

Prilikom zaokrugljivanja &esto je neizbesno da se poslednja
cifra sa desne strane popravi za jedinicu. Ako, naprimer, broj 18576
zaokrugljujemo na desetice pisac¢emo 18580, jer je broj 18576 bli¥i 1859
nego broju 18570, odnosno greska koja se &ini zaokrugljavanjem u.. popra-
vku poslednje cifre koja ostaje je manja. Ako bismo taj isti broj zaokrug~
ljivali na stotine, dobili bismo broj 18600, na hiljade - broj 19000, itd.
Iz istih razloga, ako bisino zaokrugljavali broj 112,68789 dobili bi=mo

<y
brojeve: 113,6879, 113,638, 113,69 itd.



Ako je deo koji se prilikom zaokrugljavanja odbacuje, od-
nosno, zamenjuje nulom, manji od 0,5 jedinica poslednje decimale (ci-
fre ) koja ostaje, popravka te decimale ( cifre ) se ne vri. Ako je
vedi - popravka se vr¥i. Naprimer, broj 12,553 se zaokrugljuje na
12,55 jer je deo koji se odbacuje 0,003, a on je manji od 0,5 x 0,01 =
=0,005. Dalje, isti broj zaokrugljujemo na 12,6, jer je 0.053 vede od
0.5x0.1=0,05, itd.

Neodredjena situacija nastaje kada je deo koji se odbacuje
jednak 0,5 jedinica poslednje cifre koja ostaje. Bilo da tu cifru popra-
vimo, bilo da je ne popravimo, greska zaokrugljavanja e biti jednaka
po apsolutnoj vrednosti, Da ta stvar ne bi ostala neodredjena, postig-
nut je dogovor da se parne cifre ne popravljaju, a da se neparne pop-
ravljaju. Naprimer, brojevi 3,245 i 6,275 se zaokrugljuju na 3,24 i
6,28.

Rezultati dobijeni posle nekih rafunskih operacija sa prib-
li%nim brojevima sadrZe gre3ke Cija velilina zavisi od vrste radunskih
radnji i teZina koje imaju pribli¥ni brojevi. Naprimer, ako j< broj
Z=X+Y, a gredke brojeva X i Y se nalaze u granicama tE i+E_, gre-
Ska broja Z bi¢e neko E koje zadovoljavia nejednalinu IE lﬁlE |+ |E )

Medjutim, greska broja z’ = 100X+Y bice [E} 141oo|E |+|Ey;

Neka su pribliZni brojevi Xq9XgyesasX ¢ije su greke
b s ’ v .
Ax)=x] - Xgs DXp=Xj eXgyeae, OAX =X) - X ( x’1 - ta¢ne vrednosti )
argumenti neke funkcije y=f(x1,x2, seesX ) Simbolom f, kao i kod
opdte definicije funkcije, oznaden je neki skup operacija koje treba iz-
vrsiti sa brojevima X, da bi se dobio broj y. Ako bismo te iste operacije
izvrsili sa brOJev1ma x dobili bismo neki broj y’ = f(xl ’ x2 3 oeeey X ') .
Razliku y’ - y moZemo smatrati prirastajem funkcije kada se argumenti

promene za AX . Pretpostavimo da se ona moZe razviti u Tejlorov red:
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. a f
f(xl,xz,...,x )—f(x1,X2,...,x )+——1‘Ax +—dé_2 AXy +eoot
2
f 3 f 2 éf
+ Ax +——3 Ax AX; AX+ o0

axn n ai 1 axlaxz 1 2

. _of < . R
Izvodl-s;(— ,e+e Se racunaju za pribliZzne vrednosti ar-
gumenta: xl,xz, eee ,xn.

Prirastaji Axi su &esto dovoljno mali, a izvodi drugog
i videg reda funkcije y=f (xl,xz, ceesX ) neveliki tako da se pro-
2
izvodi _Jf mogu zanemariti, U takvim sluajevima,

AX. AX . ,e0.
aXi aXJ 1 ]

gornja granica greske je pribliZno jednaka:

= g—lla— Ax, (1)

Da bismo znali sa koliko cifara treba racunati funkciju y,
potrebno je da se prethodno izraduna Ey' Ako, naprimer, utvrdimo
da je greska Ey reda velifine 0.001, nema nikakvog opravdanja da y
rafunamo sa viSe od Cetiri decimale.

U literaturi ¢emc ponekad proditati da se pojedine veli-
Zine daju sa tadno3éu koja naizgled nema nikakvog smisla, jer je tac-
nost posmatranja tih veli¢ina daleko manja, Naprimer, rektascenzija

srednjeg sunca prema Njukombu je jednaka:

o (1) ~18" 38™ 455836 + 236555 36049 d + 070929 T> (2)
u kojoj je T vreme izraZeno u julijanskim stoledima (36525 srednjih
dana ) koje je proteklo od trenutka t0=1900. godina, O, januar, 12h sve-
tskog vremena (dan juliizncke periode to=241 5020,0 ) do datog trenu-~
tka t, a d predstavlja istl taj interval izraZen u srednjim suncanim da~
nima,

Drugi i tredi ¢lan sa desne strane poslednie jednadline da-

ti su sa tadno&lu koja je ."d nekoliko redi velidiie veda od tacnosti naj-

savremenijih posmatranja. Pitanje koje se nameZe jor da li to ima smisla?



Ako bi drugi ¢lan bio dat na tri decimale ili ako bismo
odbacili poslednjih pet decimala, prilikom rafunanja o (t) za t=1975.
godina, 1, april, Oh svetskog vremena ( dan julijanske periode:
t=244 2503.5 ) gre¥ka drugoga &lana bi bilaz E2=O,SOOO 36049 (244
2503,5-241 5020,0) = 9,5908. Ako se Zeli pribliZno ista tanost svih
&lanova poslednje jednadine, 5to je jedino logi¢no, njeni koeficijenti
moraju imati razliitu ta¢nost, jer su im "teZine" ( 1,d,T2) razlidite,

Pitanje koje se moZe postaviti je do kog datuma ée greska
drugog ¢lana jednaine {2) ostati u granicama ¥ O,SOOOS, koliko iz~
nosi i tadnost prvog &lana?

Odgovor na to pitanje se nalazi vrlo jednostavno, Posto
je poslednja decimala koeficijenta uz d netacna za najvise¥ 0,000 000
003, potrebno je da bude ispunjen uslov: OfOOO 000 005- déO,SOOOS.
Rezultat je: ds 105 dana. Drugim relima, sve do trenutka t=241
5020, 0+100 000=341 5020,0 ta¢nost drugoga Clana ¢e ostati u granica-
ma od ¥ 0,5000.5.

U matemati¢kom smislu, gornja diskusija o ta¢nosti drugo-
ga ¢lana je iscrpljena. Medjutim, prakticar se mora jo$ upitati kako da
obezbedi tako veliku ta¢nost koeficijenata uz d iuz T2,

Ako se posmatranja obavljaju viSe godina i ako su masovna,
moze se postiéi zadovoljavajuéa tacnost. Pretpostavimo da su nam poz-
nate rektascenzije Sunca sa tafnoséu od samo 10.5001, ali u trenucima
it koje deli razmak od, recimo, 10 godina ( 3652,5 dana). Ako se
zanemari tredi &lan jednadine (2), koeficijent uz d se moZe nadi iz
relacije: k= (0’\2 - 0\1) /3652,5. Posto je gre3ka brojitelja po apsolut-
noj vrednosti manja ili jednaka 0,5002, greska k de biti manja od
0;002/3652,5=0,°000 0005. Dakle, u datom slu€aju i te kako ima smisla
da se koeficijent uz d raduna sa 6 decimala,

Cesto je neophodno da se oceni tacnost koju treba obezbedi-

ti kod argumenata X da bi se dobila unapred zadata taénost funkcije y.
U izrazu za E_ poznate su "teZine" P%-il i sama greska
y 1139x,

E . Jasno je da se postavljeni zadatak ne moZe reSiti bez dopunskih
y
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uslova. Ako se niSta nezna o medjusobnim odnosima Ax, najlogic¢=
nije je da se podje od toga da je doprinos svakoga ¢lana P Ax istis
P1 I Ax1 | = Ey/n. Iz ove relacije moZemo lako odrediti gornju grani-
cu Axi gre3ke svakog od argumenata.

‘Zadatak ovoga tipa reSavamo svaki put kada koristimo
’ta’lblicu u kojoj je data funkcija y=f (x) sa ciljem da odredimo argume-
nt x, Ako koristimo tablicu trigonometrijskih funkcija, tablicu loga=-
ritama, itd., moramo voditi rafuna o tome da se ove funkcije daju sa
jednim brojem decimala u $irim intervalima argumenta, a da tacnost
argumenta neprekidno varira, Ako je, naprimer, tgx dat sa 5 decima~
la za xl=1o izax =71°, tacnost Xy i Xy odredjenih iz tgx neée bitzi
ista. Po formuli za gre$ku nalazimo Ey=sec x E 5 Paje E =E cos X

Posto je y dato sa 5 decimala, Ey=0 000 005, pa je Ex =O OOO 005 =
1
+0,999696 = 0,000 005 radijana ili 103, a Ex =0, 000 005-0,105 994 =

=0,000 00053 radijana ili 011, 2



2, VERIZNI (LANCANI) RAZLOMCI

Izraz oblika:

b1
R - a,* a.+b
172
::12+b3
&3

naziva se veriZni ili lanc¢ani razlomak, Skradeno, on se zapisuje u

+ooe

obliku: R= fao;bl/al,bzlaz, «..]. ObiZni razlomci: ao/l, bk/ak

(k=1,2,...) nazivaju se karikama lananog razlomka,

Lancani razlomak moZe biti konacan ili beskonaZan. Ko-
nacni razlomak od n karlka se zapisuje kao: [a ; b /ak] , a beskona~
¢ni sa [ a ,b/a.k] .

Konaéni lancani razlomci mogu da se transformi%u u obi&ne
na taj nacin 3to se iduéi s desna postepeno obave naznalena sabiranja

i delenja. Naprimer, prilikom re$avanja razlomkas

1
rmy_
S
2+3
5
. . o . 5,9 13 13 35 - 35 100
redosled racunskih radnji je sledeéi: 2+-5-=,? 7: =13 ,5-;»-1—3- =13

3,200 39,39 239 | 239 100 , 100 578
*713 77100 * “*100 100 * 700 = 239 * “*239 239 °

Kada se govori o beskona¢nim lananim radomeima znada-
jno pitanje (kao i kod redova) je pitanje njihove konvergencije.

Uzmimo, naprimer, beskonacni razlomak ['ao; b1 / a,
b2/a2, ...] 1iposmatrajmo njegov konani deo Rn= [ao ;bl/al, ceey
bn/an] . Kao 8to smo napred pokazali, Rn se moZe predstaviti u obliku

obi¢nog razlomka : Rn=Pn/Qn (n=1,2,3,...). Ako posmatramo niz:



Pn/Qn (n=1,2,3,...) &ijije lnlino‘lf’n/Qn jednak nekoj kona&noj vred=-
nosti, kaZe se da je veriZni razlomak Rn konvergentan,

Prema Ko$ijevom kriterijumu nizs P1/Q1, P2/Q2,‘ R
konvergentan ako je za svaki ceo pozitivni broj k ispunjen uslovs

l E‘ - E‘.‘ l <€ ,
gde je € mali pozitivni broj.

Ovaj uslov ne mora biti ispunjen i za svako n, veé pofev
od nekog ny N .

Prilikom ispitivanja konvergencije lanfanih razlomaka
primenjuju se pravila konvergencije nizova. Ovde o njima neéemo go-
voriti,

Znacaj lanfanih razlomaka je narodito u tome 3to se neke
funkcije mogu razlagati u lantane, razlomke i odredjivanje vrednosti
tih funkcija svesti na reSavanje veriZnih razlomaka. Na taj na¥in se
mogu dobiti reSenja koja je teSko postiéi drugim metodama.

Neka je R (x) racionalna funkcija oblikas

2 n
] a°+a1x+a2x +.0 .+8.nx
Rx)= - .

2 n
bo+b1x+b2x +ao .+bnx

R(x) se moZe predstaviti u obliku:

a
o
R(x) = b°+xR1(x) ’

gde je R (x) definisano jednadinoms
(a, b -b a1)+(a b, -b a2)x+...+(a b -b a )x

=
Rl(x)u o
a +a8.X+ .00 +8X
o 1 n
n
C +C_ X+.4e4+C_X
o 1 n
= 3
n
4 +8,X+t.e.+8 X
o 1 n

Nastavljajudi ovaj postupak, Rl( x ) predstavljamo u
obliku:
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C

")
1() a~°+xR2(x) -

gde je Rz(x) jednakos
n

d°+d1x+. cetd X
Rz(x)- ! itd,

c°+c1x+...+cnx

Na taj nadin dobijamo:
%
R(x)= b +xc
o o
a+x d
o o
C +x 0000
o

1z izloZenog postupka logika formiranja koeficijenata c -
di se jasno vidi,

U Teorijskoj astronomiji je poznata Hanzenova metoda od«
redjivanja odnosa povriine sektora izmedju dva radijus potega planete
i povr$ine trougla obrazovanog tim radijus-potezima i duZi koja spaja
njihove vrhove. Ako se pomenuti odnos povrsina predstavi u obliku:

y= 1+v »
gde je ¥ mali pozitivni broj koji treba odrediti, i ako se tako dobijeno
y stavi u poznatu Gausovu jednainu, posle zanemarivanja ¢lanova Il

reda po ¥ , dolazi se do izraza:

11 10
v (1+35V) =5 h

Obiéno se gornja jednafina reSava preko brzo konvergent-

nog veriZnog razlomkas

10, 10
N - 9 9
1 .,.- , 11 10
1+ 10“( 1+10-9—h
11 10
1+T(-)'-9-h

1+..-00000

Jasno je da se razlomak razvija tako $to se umesto ¥

stavlja:
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Pn/Qn (n=1,2,3,...) &ijije lnlino‘lf’n/Qn jednak nekoj kona&noj vred=-
nosti, kaZe se da je veriZni razlomak Rn konvergentan,

Prema Ko$ijevom kriterijumu nizs P1/Q1, P2/Q2,‘ cee je
konvergentan ako je za svaki ceo pozitivni broj k ispunjen uslovs

l E‘ - E‘.‘ l <€
Qn+k Qn ’
gde je € mali pozitivni broj.

A Ovaj uslov ne mora biti ispunjen i za svako n, veé pofev
od nekog n# N€ .

Prilikom ispitivanja konvergencije lanfanih razlomaka
primenjuju se pravila konvergencije nizova. Ovde o njima neéemo go-
voriti,

Znacaj lanfanih razlomaka je narodito u tome 3to se neke
funkcije mogu razlagati u lantane, razlomke i odredjivanje vrednosti
tih funkcija svesti na reSavanje veriZnih razlomaka. Na taj na¥in se
mogu dobiti reSenja koja je teSko postiéi drugim metodama.

Neka je R (x) racionalna funkcija oblikas

2 n
a +a,X+8,X +e..+8 X
1 2 n

R(x) =

2 n
bo+b1x+b2x +.. .+bnx
R(x) se moZe predstaviti u obliku:
%
R(x) = 7,
b°+xR1( x)

gde je Rl(x) definisano jednalinom: n

(aobl-boal) + (aobz-boaz) X+ooot (aobn-boan) x -

Rl(x)= o
a +a.X+ 400 +8aX
o 1 n
n
C +C_ X+.4e4+C_X
o 1 n
= 3
n
4 +8,X+t.e.+8 X
o 1 n

Nastavljajudi ovaj postupak, Rl( x ) predstavljamo u
obliku:
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C

")
1() a~°+xR2(x) -

gde je Rz(x) jednakos

d°+d1x+. eotd o
Rz(x)- ! itd,

c°+c1x+...+cnx

Na taj nadin dobijamo:
%
R(x)= b +xc
o o
a+x d
o o
C +x 0000
o

1z izloZenog postupka logika formiranja koeficijenata c -
di se jasno vidi,

U Teorijskoj astronomiji je poznata Hanzenova metoda od«
redjivanja odnosa povriine sektora izmedju dva radijus potega planete
i povr$ine trougla obrazovanog tim radijus-potezima i duZi koja spaja
njihove vrhove. Ako se pomenuti odnos povrsina predstavi u obliku:

y= 1+v »
gde je ¥ mali pozitivni broj koji treba odrediti, i ako se tako dobijeno
y stavi u poznatu Gausovu jednainu, posle zanemarivanja ¢lanova Il

reda po ¥ , dolazi se do izraza:

11 10
v (1+35V) =5 h

Obiéno se gornja jednafina reSava preko brzo konvergent-

nog veriZnog razlomkas

10, 10
N - 9 9
1 .,.- , 11 10
1+ 10“( 1+10-9—h
11 10
1+T(-)'-9-h

1+..-00000

Jasno je da se razlomak razvija tako $to se umesto ¥

stavlja:
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10
=h
9

11
1+E-V

Do reSenja Hanzenove jednafine se dolazi uzimajuéi

da je ispod poslednje razlomacke crte veriZnog razlomka jedinica.
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3. PRIBLIZNO RESAVANJE ALGEBARSKIH 1
TRANSCEDENTNIH JEDNACINA.,
OPSTE ODREDBE,

Poznato je da su op3te metode egzaktnog reSavanja jedna-
¢ina primenljive na vrlo mali broj tipova jednadina, a da se u praksi
sredemo sa problemom reSavanja i onih tipova jednadina na koje se ne
mogu primeniti poznata opSta pravila. Cak ni kod obi&nih polinoma pe-
tog i viSeg stepena nismo u stanju da odredimo nule u svim mogudéim
slucajevima, Prinudjeni smo da svaki konkretni slu€aj posebno analizi-
ramo i traZimo da li koeficijenti polinoma ispunjavaju odredjene poseb-
ne uslove na osnovi kojih bismo mogli da odredimo nule,

Osim nepostojanja op3tih pravila za reSavanje svih mogu-
¢ih jednacdina koje sredemo u praksi, metode pribliZnog reSavanja su
interesantne i zbog toga Sto se ponekad do pribliZnih reSenja zadovo-
ljavajuée talnosti dolazi brzo i lako, Osim toga, koeficijenti jednacdina
mogu da predstavljaju rezultate dobijene iz posmatranja - brojeve koji
sadrZe greSke -, pa prilikom reSavanja takvih jednadina isterivanje ne-
kakve visoke tadnosti nema mnogo smisla.

Tehnika iznalaZenja realnih nula funkcije y=f (x), definisa-
ne u intervalu [a,b] , sadrZi dve etape. U prvoj etapi se odredjuju bli-
Ze okoline nula, a u drugoj etapi vrii se postepeno pribliZavanje vred-
nostima nula. Ovde se pretpostavlja da se nule mogu razdvojiti. To zna~
¢i da u jednoj kona&no maloj okolini [ & , B] ne postoje dve ili vi¥e nula.

U matematickoj analizi je poznata teorema po kojoj ako nep-
rekidna funkcija y=f({x) ima suprotne znake u tackama Xy = & g Xy= P,
u intervalu [& , p] nalazi se bar jedna nula date funkcije. Neka je
f(§) =<0, pri Zemu je E e[t, p] . Ako je uintervalu [ ,B] f (x)
stalno rastuéa ili stalno opadajué¢a funkcija, £ je jedina nula u tom in=-

tervalu. Ovaj uslov demo izraZavati nejednainamas: f’(x)> 0 ili f’( x)0,
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:/fx svako x €fet, B] .

Prakti¢na primena gornjih teorema podinje analizom
znakova f(x) za niz vrednosti argumenta, Neka su: Xy9Xgpeeas
ees X (x1=a, xnub) vrednosti argumenta za koje radunamo f (xl),
f(xz) RS X)) . Nije znacajno da li su X, ekvidistantne vred-
’nosti ili nisu, ali ako se nezna niSta bliZe o rasporedu nula, naj-

prirodnije je da X, predstavljaju ekvidistantne vrednosti,

Slededi korak je uporedjenje znakova f(xl) if (X5)

ke1)
suprotni, to je signal da se u intervalu [xk’xk+1] nalazi bar jedna

f(xé’) i f(XS) , itd, Cim se utvrdi da su znaci f(xk) i f(x

nula, Ako smo identifikovali podintervale u kojima se nalaze sve
nule f(x), prva etapa racunanja je zavr3ena.,

U drugoj etapi, u kojoj se postiZe odredjivanje bliZih
okolina nula, primenjuju se razliite metode od kojih ¢emo ukrat-
ko izloZiti pet: graficku, metodu delenja bliZe okoline na jednake
podintervale, metodu tetiva, metodu tangenti i metodu iteracije ( su-
kcesivnih aproksimacija).

Pre nego 3to izloZimo svaku od pomenutih metoda, pa-
Znju Citaoca skredemo na to da je ocena talnosti odredjivanja nule
prema kriterijumu koliko je f{x) blizu nule nepravilna. Kod spo-
ro rastucih funkcija u 3iroj okolini tadne vrednosti nule x= € ,f (x)
je-blisko nuli, Kad bi f(x) bila brzo rastuca funkcija u okolini
x= £ , sa malim odstupanjem od & dobili bismo f(x) koje znatno
odstupa od nule.

Za ocenu taénosti pribliZne nule X bolje je koristiti

kriterijum koji sledi iz LagranZove teoreme;
’
f(g) - f(Xo) = (g = Xo)f o
gde jen e [ xo,g] .

Posto je f(g) =0, to je:

xo-€=’£9(_x‘o_) (1)
()
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Izvod f’()]) se procenjuje ili se procenjuju granice u
kojima se on nalazi, pa se pomolu jednacine (1) odredjuju granice

mogucih odstupanja x od E .

3.1. GRAFICKA METODA PRIBLIZNOG RESAVANJA JEDNACINA

Ako se f(x)=0 moZe predstaviti u oblikus

g(x)=h(x),
gde su g(x) i h(x) dve funkcije koje se mogu jednostavno graficki
predstaviti, nule funkcije f(x) se mogu odrediti kao apscise tataka
preseka linije y=g(x) i linije y=h(x ). Kao primer, uzecemo Keple=
rovu jednacinus

E = M + esinE .

Kao 3to znamo, problem re3avanja ove jednacine sastoji
se u tome da se za dato M i dato e nadje E koje zadovoljava tu jed-
nainu. Ako gornju jednadinu razlo¥imo na g(E)=E i h(E)=
=M+esinE, presek prave y=E i sinusoide y=M+esinE imace apscisu
Eo koja predstavlja pribliZno reSenje Keplerove jednadine (vidi sli-

kual).

4

Meeg —— ————g — — — — — — — — o — — — — — — — — —
hE)=M+e sinE
6 E
M
i
M-e . _ - - Lo o S
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3.2, METODA DEOBE NA JEDNAKE PODINTERVALE

Ako su & iB granice intervala za koje je
f(@) f(P) « O, odnosno, za koje f(x)ima suprotne znake, u
intervalu[& , B] se nalazi bar jedna nula f(x). Da bismo na-
8li taCnije reSenje, interval {& ,p] delimo na dva jednaka dela
2—"-'—‘é—-) i f(p). Ako su prve

2 % + B
< oo +
dve raznoznacne, nula se nalazi u intervalu(o , —--—2———). Pos-

1 analiziramo znake f(a), f{(

tupak deobe poslednjeg podintervala se nastavlja na isti nadin i
tako sve viSe suZava okolina prave nule £ . To se radi sve do-

tle dok se ne postigne potrebni stepen talnosti.

3.3. METODA TETIVA

Ako su f(R*) i f(p) dve raznozna&ne vrednosti f(x),
nula funkcije se moZe pribliZno odrediti ako se umesto deobe in-
tervalal® , Blna dva jednaka dela izvr3i deoba na delove koji su

proporcionalni f{X) i f(B) (vidi sliku 2):

A y=f(x)
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X - f(p
B -x; RERENTS) :

Ustvari, iz ove jednaline se odredjuje x, - prva prib-

1
!itna vrednost nule,

Kada smo odredili x; analiziramo znake f(xl) , £ ()
i F(P). U drugoj aproksimaciji "delimo" onaj podinterval na ¢ijim

granicama f (x) ima suprotne znake. Neka je to podinterval

,xll . Taénija vrednost nule X, se odredjuje iz relacije:
X, - Ok f ()
2 = itd
= , .
xl-x2 f (xl)

Ako je okolina nule x= & dovoljno mala, luk krive AB
¢ se skoro poklopiti sa tetivom AB, pa ée i njihovi preseci sa
x-0osom biti blizu,

Relativno lako moZe da se dokaZe da ovaj postupak,
kao i prethodni, vodi ka re3enjima koja konvergiraju ka 3 *

Ta se Cinjenica matematicki iskazuje relacijoms

Ix, - El<lx _, ~El,

gde je x pribliZna nula odredjena u n-toj deobi intervala [ , Bl .

3.4. METODA TANGENTI ( NJUTNOVA METCDA )

Ako je x; poznata pribliZna vrednost nule neprekidne
funkeije fx) ¢ijiizvodi £7(x) i F?7(x )ne menjaju znak na celom
intervalu [* , B} u kome se nalazi prava nula £ , slededu tacniju
virednost nule moZemo odrediti pomoéu Tejlorovog reda u kome ¢erms

zanemariti drugi i viSe stepene Ax = £ - X s

il Y ~ ? = -
fkt,)—f(x1+ Ax)~f(x1)+ Axlf (x4) 0. (2)

" Demidovid B. P, Ma o LA, , Osnovi vicislitelnoj matematiki,
Moskva, 1966,
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1z poslednje jednafine odredjujemo prvu popravku:
Axy = = £(x)) /f’(xl) .

Sa datim Xy i Axl nalazimo ta&niju vrednost nule Xyt

?

Xy =X+ Axl X3 f(xl) /£ (xl) .

U sledeéoj aproksimaciji, umesto X u jednadinu (2)
stavljamo Xpt

f(xy) + Ax, £ (x,)=0
i odatle dobijamo drugu popravku sz i odgovarajucu vrednost
nule x3:

axy == £ [ F1(xy) .

x:3 =X, + sz .

Izmedju resenja u n-toj i(n+1)-oj aproksimaciji posto=
ji relacijas

14

xn+1 uxn-f(xn) /f (xn) .

. Dokaz da niz: Xy9Xogeees teZi ka tacnoj vrednosti
nule <&itaoc ¢e nadi u citiranoj knjizi Demidovica-Marona i u dru-
gim kursevima Numericke analize,

Geometrijski, gornja metoda predstavlja nalaZenje

preseka x~ose i tangenti krive y=f (x) u ta¢kama MI’M2’ o

&ije su apscise re3enja iz prethodnih aproksimacija ( vidi sliku 3).

l\Y
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Ako u tadci Ml’ ¢ija je apscisa X

nost nule~, konstrui$emo tangentu, ta ¢e tangenta presedi x-osu u

~prva pribliZzna vred-

tacci Xy koja se nalazi izmedju talaka x. i § {ako f(x) ispunjava

1
uslove koji su napred definisani ), Dalje, ako u tadci M2, Cija je ap-

scisa x,, konstrui$emo novu tangentu, presek te tangente i x-ose ce

’
biti nek20 x3 koje je jo3 blize £ . Ponavljanjem gornjeg postupka pri-
bliZidemo se tadnoj vrednosti do granica zadate taénosti.

Jednalina tangente u nekoj tacci Mi’ ¢ije su koordinate
X ify x) jes

y-f(xi) = (X=X,) £7( x,)

Ako ovu jednadinu uporedimo sa jednadinom (2)videdemo
da i jednadina (2) predstavlja isto: jednacinu tangente. Po tome je

metoda i dobila ime,
3.5. METODA ITERACTE (SUKCESIVNIH APROKSIMACIHA)

Ako se radi o funkcijama jedne nezavisno promenljive,
ova metoda je primenljiva samo u slufajevima kada su, pored nepre-
kidnosti i ograniéenosti, ispunjena jo3 i sledeta dva uslova:

1. Jednadina f(x)=0 moZe da se napiSe i u obliku:

x= P(x);

2. U okolini realne nule x= E prvi izvod je, po apsolut-
noj vrednosti manji od jedinice:
/
| P(x)|«1.
Pretpostavimo da je X neka vrednost argumenta koja

priblizno zadovoljava jednadinu f (x)=0. Stavljajuéi da je:

X = (P(Xo) ’
X2= L{D(Xl),

a1 T ¢ (xn) ’

dobiéemo talnija refenja pomenute jednaline, Da je to talno vidi se
iz slededih relacija:

2 Matemati¢ka obrada astronomskih posmatranja
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£ = P(E)
X, = ‘F(xo)

Exy = PPy =(E -x) P 5 e, k]

S obzirom da je | P’ ( 7)0)| & 1, ako uzmemo apsolut=-
ne vrednosti leve i desne strane poslednje jednaline dolazimo do sle-

dede relacije:
LE -x;) €18 ~x [,

odnosno, ako posmatramo n-tu i(n+l}-vu iteraciju dobijamos:
l g -Xn+1| LlE -an ¢

Poslednjom nejednadinom se iskazuje &injenica da reSenja
konvergiraju ka pravej vrednosti nule.

Metoda iteracija ima Siroku primenu u astronomiji. Nave-
$éemo samo dva primera.

1. Nulu poznate Keplerove jednaline, koju odredjujemo
svaki put kada za dati trenutak t racunamo poloZaj planete na putanji,
nalazimo na slededi nadins

- u prvoj aproksimaciji uzimamo da je E1=M=2-J,I-.E(t-to) H

- u drugoj aproksimacijis EZ-M+e sin El H

~ u n-toj aproksimacijis En-M+e sin En-l .

Broj aproksimacija zavisi od tanosti € > O sa kojom rafu-

namo E. Radun je zavrSen onda kada je | En - En 1| € .

2, Drugi primer je rafunanje vremenskog izjednacenja
koje, kao 3to je poznato, ima dve komponente: "izjednacenje sredista

-7 1 i "svodjenje na ekvator'- Y o
Prva od njih je definisana jednacinom:

¥ =Ll=) = @M= (W +V) =M~ V a2esinV+ 3/4 ezsinZV-. oesl3)
gde je L longituda srednjeg ekliptickog sunca,cw ~longituda perigeja,
b ~-longituda pravog Sunca, e ~ ekscentricitet Zemljine putanje oko

Sunca i € - nagib ekliptike u odnosu na ekvator,
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Pomodéu Njukombovih formulag
L=279%41 4804 + 12960276813 T + 17089 T2 i

> =261°13715%0 + 6189703 T + 1963 T2+00012 TS
raunamo L i W, a zatim i MaLacu .
U prvoj aproksimaciji ( jednadina 3) uzimamo da
je: v1=M’
2
u drugoj aproksimacijiz v',=M+2esin v~ 34 e
SIN 2V, + seeee
1 2
w trecoj aproksimacijis Y3-M+2esin V,- 3/4 e
sin2V2+....,itd. ‘ 5
Sa v, iz poslednje aproksimacije racunamo ",:‘:"'1“" e
)\o= W+ Y i )"2 . Poslednja veli€ina je data jednaéinom:

2 . . 6 .,
Y] ,=tg %st A- 1/2 tg4§Z sind ) + 1/6 tg\-ismG A.o....

Vremensko izjednadenje " bides N=7,+ 7]2 .

2*

UL U D @ ™ ILUEIU CRALPLINAT U VWA I W LG ST LI E e
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4. INTERPOLACIJA

Prilikom kori3éenja astronomskih efemerida i drugih
tablica imamo &estu potrebu da polazeéi od tabli¢nih vrednosti fun-
kcije y=f (x) odredimo i vrednosti koje nisu date u tablici. Zavis-
no od taénosti koja je neophodna, kao i od oblika funkcije koja je
data, y=f (x) se obifno zamenjuje polinomom P (x) odredjenog ste-
pena ili, ako se radi o periodi¢nim funkcijama, trigonometrijskim
polinomom, ali tako da vrednosti polinoma za argumente iz tablice
budu jednake utablienim odgovarajué¢im vrednostima funkcije:
yi=f(xi) =P (_xi) . Nije obavezno da P (x) bude polinom, To, u
principu, moZe da bude i neka funkcija ¢ija se vrednost za dato x
rafuna jednostavnije i lakSe nego vrednost f(x).

Gornji postupak je poznat pod imenom interpolacija.

Tacke &ije su koordinate: (xo,yo) , (xl,yl) yeeesoy
{ X sY,) date u tablici, a koje demo kori\stiti prilikom radunanja ko~

eficijenata interpolacionog polinoma, nazivaju se ¢vorovi interpcla-

cije. Posle ove definicije moZemo redi da interpolacjona kriva
prelazi kroz &vorove interpclacije.
Pre nego #to predjenio na izlagarje konkretnih nietoda

interpolacije, paZnju Citaoca skredemo na dve stvari:

1. Ako je data slededa tablica ekvidistantnih argumenata
xi(e};vidistantan znafi da se nalazi na istoj distanci, a u konkretnom

slu€aju to znadi da jes X=X =const. za svako i) ,odgovarajuc¢ih

i-1
vrednosti funkcije 5 i razliks prvog, drugeg, ... reda:

UL U D @ ™ ILUEIU CRALPLINAT U VWA I W LG ST LI E e
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x y
[o] (o] Ayo )
X y AY
1 1 Ayl ) o A3y°
Xy Y AYg 3
AYy 5 Ay
5 ° Ay, 2 A3y2
X6 Y A3 3
AY A%y
. 4 2 3
L - Ay, 3
« y : : Ay,
n-4 “n-4 . :
N v A yn-4 A2y .
n-3 “n-3 n-4 3
Ay, .3 A2 Ay
*na2 Yna2 yn-3 A3
AY,.o A2 Yn-3
Xn-l yn-l yn-2
Ay, 4
Xn yl'l

pokazademo da izmedju yj i razlika reda k - Akyi -'postoji linearna

veza u kojoj figuriSu koeficijenti binomne formule (a--b)k

ga, indeks j uz prvo y sa desne strane jednak je zbiru gornjeg i

k
donjeg indeksa razlike A yi(yk+i) , a svaki slededi indeks je manji

od prethodnog za jedinicu, Ovo pravilo se moZe dokazati metodom

matematicke indukcije, Mi ¢emo samo ilustrovati njegovu ta&nost na

nekoliko slededih primera;
Ay°=y1'yo
AY1=Y5=y;
Ay,=y4=y,
2
Ay,= AY = BY =Y,-2y+Y
2
D7Yy= AYy- AV =Y5-2y,ty,
3 2 2
B Yo A7y - Ay =y -3y ,+3y,-y,

S eses 000 000000000000
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Prema pomenutom pravilu, izraz za razliku A4y3 dobi~
&emo na sledeéi nading
_ &)' koeficijenti binomne formule Cetvrtog stepena sa
naizmeni&no promenljivim znakom su:
1, <4, 6 4, 1
b) indeks uz prvo y bide j=4+3=7, pa sada moZemo
A tho napisati 1zraz za A 33
' A Y= 1-y7-4y6+6y5-4y4+1y3

Za indeksiranje koje je druklije od onoga koje smo usvo-
jili prilikom formiranja nase tablice promenic¢e se samo onaj deo pra-

vila koji se odnosi na nacin formiranja indeksa uz Yie

2. Druga &injenica na koju skredemo paZnju Citaoca je
da su razlike n<toga reda algebarskog polinoma n-tog stepena P(x)
datog za ekvidistantne argumente konstantne,

Neka je:

P(x) -a.]'lxn+an lx".1+. costa xta .

Ako su X, i xl-x°+h (h=const.) dve tabli¢ne vrednosti
argumenta moZemo pisatis

«P(x ) =a_X +a xn'1+ +a.X _+a
Yo o no nel'o " 71% "o’

n Nel
yl-P‘.xl) 'anxl"an-lxl +oe .+alxl+a =

: n n-l1
-a‘n(xo+h) a4 (xo+h) +oouta( x°+h) +a_.

Razlika Ayonyl-yo je definisana slededim izrazom:
A yo.an[ (x°+h)n.x2] +an_1f (x _+h) n"1-7301"1] oot
ta, { (x°+h) -x°]
.- koji se moZe napisati i u obliku:
: n-2

. ! . nel
Ay =na x h+bn_2x° +, ..+b° .

S eses 000 000000000000
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Dakle, razlika Ayo, kao i sve ostale razlike prvoga
reda, predstavljaju polinome(n-I~-og stepena.

Ako na isti nadin odredimo Ayys 2 zatim i Azyo, do=-
bidemo izraz:

2 2 n.2 n-3
Py yo=ann(n-1) h x, +c X THeeeC .

n-3
Nastavljajuéi ovaj postupak do razlika reda k uverice-
mo se da jes

k n<k Nekal

k
A y°=ann(n-1)(n-2) ves (n=k+1) b x, +dn_k_1x +.. .+do=
n
k n-k nekel
=a_ [J h X, +dn_k_1x +o0 .+do.

Posle gornjih relacija je jasno da ¢e razlika Anyo bitis

An yo-ann!hn-const. (1)

Teorema koju smo napred citirali je time dokazana. Ta-
kodje, vaZi i obrnuta teorema: ako su razlike n-toga reda konstant-
ne, funkcija na koju se one odnose je polinom n-tog stepena.

Prilikom odredjivanja stepena polinoma kojim ¢emo inter-
polovati datu funkciju poslednja teorema igra presudnu ulogu. Ako
imamo jednu konkretnu tablicu yiaf (xi) , pr;i korak u ispitivanju te
funkcije treba da bude radunanje razlika A Yie Ako tom prilikom uo~
&imo da su razlike m-tog reda skoro konstantne (strogo uzevsi, one
ée biti konstantne samo ako je f (x) polinom ) normalno je da se opre-
delimo za interpolaciju polinomom m~tog stepena.

U teoriji interpolacije znalajno mesto pripada dvema
Vajer§trasovim* teoremamas

1. Teorema: Za svaku funkciju yaf(x) koja je neprekid-
na u intervalu [a,b] moZe se odrediti odgovarajuci polinom P (x) ta-
kav da za svako xe[a,b] razlika f(x) =P (x) po apsolutnoj vrednosti

ne bude veéa od nekog unapred zadatog X : |f(x) ~P(x)l< M .

*
Veierstrass K. (1815-1897 ) nemacki matematicar .
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2. Teorema: za svaku periodié¢nu funkciju sa periodom
2JC koja je neprekidna u intervalu [a,b] moZe se odrediti trigono-
metrijski polinom Q (x) takav da je: | f(x) -Q (x)| & N, za svako
x ¢ [a,b] , gde je, kao i u prethodnoj teoremi, Xy mali pozitivni

broj koji je unapred zadat.

4.1, GREGORI-NJUTNOV OBRAZAC
(I NJUTNOV OBRAZAC)

Oblik interpolacionog polinoma je slededi:

P(x) =a +a; (x-xo) +a, (x -xl)(x-xoy Foosot

+a (x-xn_l)(x-xn_z) cevs ('x-xo) (2)

Koeficijente a, (i=0,1,2,...,n) odredjujemo iz slede~
¢ih n+l uslova:

yo=‘f(xo) =P xo) ’
y1=P(xl)’
y2=P( xz)’
yn=P ( Xn) .

Imajuéi u vidu da jes x =x°+h, X=X +h=xo+2h,

1 271
x3=xo+3h, PR 4 n=xo+nh i stavljajuéi u jedna&ini (2) umesto x

sledede vrednostis XgrXpseeo X, dobijamo:

yo=P( xo) =a_ (svi Clanovi osim prvog sadrZe &inioc
X=X _, pa se anuliraju ) ,

yl=P(x =ao+a1(x1-xo) =a_+a h, itd.

17 1

Iz poslednje jednadine sledi da je:

a=(y1-v,) /h = Ay, /n.

Veierstrass K, {1815-1897 ) nemacki matematicar.
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4.2, 1L NJUTNOV OBRAZAC
(NJUTNOV OBRAZAC SA UZLAZNIM RAZLIKAMA)

Umesto polinoma (2 ) koristi se polinom oblika:

P(x) -a°+a1(x'-xn) +a, (x-xn)(x-xn_l) +evoeot

"'an ‘x-xn) (x-xn-l) LN NN (x-xl‘) (4)
Koeficijenti a8 58 ,000,8  se odredjuju iz uslova:
Y n-P( XD =3

y n-l'P( *he1) magray (X 1=%)

yn-' 2-?( xn_ 2) -a°+a1 { xn. 2-xn)(xn- 27X, 1) ’

0000000000000 00000s 00000t s es IR BIOOIETDY

Yo

+nn(x°-xn)(x°-xn_1) coe (xo-xl) .

oot XX ¥y (XX WX =X, P ook

Imajuéi u vidu da jes x -xn--h, x -xn=-2h, itd.,,

n-1 Ne2

dolazimo do slededih izraza za a;:

a =
o™ Yn?

a syn'yn-l - AYyq

1 h h ’

2
yn-2y n-1"¥n.2 AYyo

= ’
21 n? 21 n°

a,=

3; +3 s 3
In"Vn 12" Yn1 - AYn.3
3 31 1o

a.= » itd.

3 3k

Prema tome, polinom (4) je odredjen relacijom:

a4y, AVn.p
P(x)-yn-a--!-‘-il-l—l- (x-‘xn)-p -—!-;352- (x-xn)(x-xn_l) toaoot

n
. A Y,; (=X ) X=X 1) eeen (X=X)) (5)
nth
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Razlike koje figuri3u u polinomu (5) se u datoj Semi
stepenasto penju, pa se zbog toga ovaj obrazac i naziva Njutnov

obrazac sa uzlaznim razlikama.

Jasno je da se ovaj obrazac ne moZe koristiti ako se
x nalazi na pofetku tablice.

Da bi se sa 5to manjim stepenom polinoma ( prema to-
me, sa $to manjim radunskim poslom ) postigla ¥to veca ta&nost,
u 1 Njutnovoj formuli se za X, i X, uzimaju one dve tabli¢ne vred-
nosti argumenta izmedju kojih se nalazi x za koje rafunamo P(x).

U 1I Njutnovoj formuli x je izmedju x i x .
n ‘n-l
4.3. GAUSOVE, BESELOVA 1 STIRLINGOVA FORMULA

Sve ove formule su poznate kao formule sa srediSnjim
razlikama. Da bismo pojednostavili izlaganje obrazaca saini¢emo
novu 3emu sa indeksiranjem koje ¢e se razlikovati od onoga koje smo

usvojili prilikom izvodjenja 1 i 1I Njutnove formule, Pomenuta Sema je:

X,y
-4 -4
AY_4 2
X . ¥ AY
-3 7.3 -4 3
AY 3 2 AY 4 4
X o Yo AY_3 3 AY_4
1Y AY.2 Aty
3 -3
AY_l 2 Ay_z
%% Yo Ay-1 3 AY.2
Ayo 2 A Y_l 4
3 N Ay, 3 AYa
Avq 2 AV, 4
2 Y2 Ay 3 Ay,
X, ¥ Ay
3 3 2
A Y3
X

eso e e s e s s

-----
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Prvi Gausov obrazac se izvodi polazeéi od polinoma

oblika:

P(x)=a0+al(x-xc) +a2(x-xo) (x—xl) +a3(x-x_1) (x-xo) .
-(x-x1)+a4(x-x_1) (x-x°§ (x-xl)(x-x2)+ ceee +
+a2n_1(x-x_n+1) (x-x_m_z) ves (x-xl) .o .(x-xn_l) +

tag X=X | VX o) e (xex ) (6)

Na isti naCin kao i prilikom izvodjenja Njutnovih obrazaca dolazi-

mo do slededih opStih formula za koeficijente P(x):

2k
A Y

a 2K

2k 20t h

2k-1
A Y kel

a =
(2k-1) 1 h2K-1

2k-1

gde je k-=0,1,2,....

Posle smene:
q=(x-x°) /h

P(x) se moZe izraziti u obliku:

-1y 2 1) -1
P(x)=y0+q Ayo+%!g——) Ay 1 +ﬂ-—%-§9—)- A3 +

Y1

(g+Dq(g-1(q-2) 4
+ Y o+

VA AY p+eee. (7

Jedna¢ina (7) se naziva I Gausova formula. U njoj figu-

ridu samo centralne razlike : Ayo, Azy_l, Asy_l, AAy D3

Na sli¢an nadin dobija se i 1l Gausova formula koja sa-

¥ ) 2 3 4 6
drZi centralne razlike: Ay-l’ Ay-l’ A Y_os AY 5 Asy-3’ Ay-3’ e

-----
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Ona glasi:

2 1 -1
P(x)=y°+qu_1'+(9%9 AY 4+ +3! Asy_2+..... (8)

Op3ti izrazi za ¢lanove polinoma (7) i (8) su:
a) 1 Gausova formula:

(q+n-1) (g+n-2).... (g-n+1) 2n-1
(2n-1) ! Y _nel?

(sa razlikama neparnog reda)

(gq+n-1)(g+n-2)....(q-n) 2n
(2n)! A Y n?

(sa razlikama parnog reda)

b) 1I Gausova formula:

(q+n-1)(q+n-2)...(q-n+1) 2n-1
(2n-1)! A Yon’

(sa razlikama neparnog reda)

(g+n)(g+n-1)...(q-n+1) 2n
(2n)! Ay

(sa razlikama parnog reda).

Stirlingova formula se moZe izvesti direktno iz Gauso-

vih ako se uzme srednja vrednost tih formula:

Ay 4*AY, 2 213
P(x)=y +q—F—— +-%!—— Ay g+ -9-%'———
3 3
AY o+ B8y 2 2_12
5 1 +Q(2! )A4y_2+.... (9)

Opsti izrazi za &lanove Stirlingove formule su:

a) sa razlikama neparnog reda:

2 2.2 ,2 2 2 2n- 2n-
fa*-1%>2) - [ D) 14" IY_n‘f N 1y_ml

{2n-1)! 2 H
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b) sa razlikama parnog reda:

2( 2-1 )(q -22)... [q2- (n-1)2] 2n

(2n)! AV,

Kao Sto vidimo iz prethodnih izraza, Gausovi polinomi
2n-tog stepena sadrZe 2n+1 koeficijent a,, pa, razume se, za njiho-

vo odredjivanje treba imati 2n+]1 &vor.

Beselova formula moZe da se izvede iz Il Gausove.

Neka sudata 2n+2 ekvidistantna &vora i to za argumente:

X1t Xgre e e e X g Ako za poletne vrednosti u Gausovoj

x
-n n+l
formuli uzmemo x; iy i iskoristimo &vorove (x1+k,y1+k) (k=0,t 1,

+2,...,tn) formula ée glasiti:

2 -1)(q-
P(x)=y,+(a-1) Ay, +-1‘29,-—1-)- Ay, +9ﬂ-§1%(9ﬁ A3y_l+.... (10)

Medjutim, ako za pocetne uslove uzmemo X i Yo dobidemo:

P(x)=.y°+qu 1* (s'i'Tl'L‘1 2 Y. +(3+—1-?;'(ﬂ) Asy_2+ ...... . (1)

Razlike u koeficijentima koji mnoZe Ar Y poticu otuda
8to je: x- (x_+h) x-x
) o

1
’ = Q-
q = h = h = h -1 = q 1

Srednja vrednost polinoma (10)i(11), posle elementarnih

transformacija, moZe da se predstavi u obliku:

2 2
Ay_1+ A yo

1 1 -1)
P(x)= §(y°+y1) +(q- 5) Ay + 3-‘-3_-— 5 S (12)
Opsti izrazi za ¢lanove Beselove formule su:
a) sa razlikama parnog reda: 2n . g“
9a(q-1){q+1)(q-2)(g+2) ... (g-n){g+n-1) A Yo Y _nsl .
2n ! 2 ’

b) sa razlikama neparnog reda:

q- %) a(q-1a+1)(g-2)(q+2) - .- (¢-ma#n-1) 5,
(2n+1) ! ATy




-31-

Posle izlaganja razli&itih interpolacionih formula namece
se sledede pitanje: koje su prednosti jedne od njih u odnosu na drugu?
Detaljnijom analizom interpolacionih formula dolazi se do zakljufka da
je za | q}40.25 najcelishodnije primenjivati Stirlingovu formulu, a za
0.25<(q}£0.75 - Beselovu formulu: Njutnovi obrasci su jedino reSenje

za interpolaciju na samim krajevima tablice,

4.4. LAGRANZOVA FORMULA INTERPOLACIJE
ZA NEEKVIDISTANTNE ARGUMENTE

1z niza objektivnih razloga astronomska posmatranja se u
vedini sluajeva obavljaju tako da srednje epohe posmatranja dele ne-
jednaki intervali vremena. Sama ta &injenica je dovoljna da pokaZe ka-
ko je interpolacija sa neekvidistantnim argumentima raunski posao za
koji u praksi postoji esta potreba.

Pretpostavimo da u intervalu [a,b) imamo n+l Svor:

( X 1Y) (x1 ’ yl) yeeaosf X yn) . lzvodjenje LagranZove formule svodi
se na odredjivanje koeficijenata interpolacionog polinoma:

P(x)=a° ( x-xl)(x-xz). co (X)) +
+ al(x-xo)(x-xz). .o (x-xn) +
+ az(x-xo) (x-xl)(x-xs). . .(x-xn) LEXE
A (XX )(XXg)e 00 (XX 1) (13)
Ako u jednalini (13) stavljamo redom:
y0=P(x3 =a (xo-xl)(xo-xz) oo (xo-xn) ’
y1=P(x1) =a, (xl -xo)(xl-xz). oo (xl-xn) ’
yn=P(xn) =an( xn-xo)(xn-xl) P (xn-xn_l)
moZemo lako odrediti sve koeficijente a,.

Kad se reSenja poslednjih jednadina zamene u jednadini

(13) dobija se slededi izraz za P(x):
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(x-x)(x~%x,) ... (xX-X))
P(x)= 1 2 T

y_ o+
(xo-xl)(xo-xz) . .(xo-xn) o

+(x-)(o)(x-;\(z) cos (x-xn) s
(xl-xoj(xl-xz) - (xl-xn) 1

L R I I R R e R

+(x-x°)(x-xl) coe (x-xn_l) . -
(xn-xo)(xn-xl) e (xn-xn_l) n
MNn+1 (x)
= 0 . 14
12;5 x=%) 1 1) % )
gde je:
rlm_l(x):(x-xo)(x-xl) cee(xex y 1 (15)
n/m_l(xj) =(x],-xo)(xj-x1). . .(xj-xj_l)(xj-xj+1). .o
(xj-xn) (16)

U odnosu na prethodne formule, LagranZova je opstija.
Ona se moZe primeniti i u sluaju interpolacije sa ekvidistantnim
argumentima. Veoma je laka za programiranje, ali ako se obrada po-
dataka ne vrsi pomodu elektronskih rafunara, radun je glomazniji

nego kad se koriste Njutnove, Gausove, Beselova i Stirlingova for-

mula.

4.5, TACNOST INTERPOLACIJE
ALGEBARSKIM POLINOMIMA.

TACNOST LAGRANZOVE FORMULE

Neka je u(x) funkcija definisana relacijom:

u(x)= f(x) -P(x)~ k ﬂn+1(x) s

gde je f(x) tabli€no data funkcija, P(x)- LagranZov interpolacioni
polinom, k - konstanta koju éemo definisati malo kasnije i ﬂn+1(x) -

proizvod (n+1), reda ( jednalina 15).
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Primetimo da su X 1% X nule funkcije u(x)jer

1o
za ove vrednosti argumenta je: f(ii)= P(xi) i l'ln+1(xi)= 0.

Koeficijent k éemo odrediti tako da(n+2-ga nula u(x)
bude neko proizvoljno izabrano ¢ , ali tako da bude & ¢ X {i=1,2,
...,n) i £€[a,b] - intervala kome pripada svih n+1 &vorova.
Dakle, k odredjujemo iz jednaline:

f(E) -PlE) -k nmlté) =0. (17

Posto je £ 4 X, ﬂn+1(£)¥ 0., paje k odredjeno jed-

nadinom:
ke f(g) -Pg)
Mne1t€)d
Na granicama svakog podintervala: [xo,xl‘l ’ [xl,x2] ’
[xk, £1,(& ,xk+1] oo ,[xn_l,xr;] funkcija u(x) je jednaka nuli.

Ako pretpostavimo da je f(x) neprekidna u intervalufa,b] i da ima
neprekidne sve izvode do zakljuno (n+2)-og reda, i u{x)je nepre-
kidna i ima neprekidne izvode, pa se moZe primeniti Rolova teorema®
po kojoj izmedju dve nule funkcije u(x) mora da se nalazi bar jedna
nula funkcije u’(x). Pojto u(x) ima n+2 nule, u’(x) ée imati najma-
nje n+l nulu, u"(x)- najmanje n nula, itd. Najzad,(n+1)-vi izvod
u(x) imaée bar jednu nulu koju demo oznaditi sa N u(milf;) =0,
Posto je(n+l)-vi izvod polinoma P(x)=0, a(n+l)-vi izvod

I'ln+1(x) jednak(n+1) ! imademo relaciju:

u(n+l)(x)= fm”') )- kin+1) 1.

Posto je u(nf%) =0, iz poslednje relacije sledi:

Y e W (I 1)
(n+1)! nel

¢ A3 N8

() -PE) = (n+l1) ! n+1

%)

Smirnov V.L.: Kurs visSej matematiki, tom II,
Moskva, 1974., str. 149.

2 Matamatidka abrada astronomskih nosmatrania
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Posto je £ proizvoljno izabrani broj, razlidit od X5

umesto £ moZemo pisati x, pa poslednja relacija postaje:

(n+1)
fon N

ux)= f(x)-Px)= TYSIY

n+l (x}, ....(x#xi) (18)
Broj )’l zavisi od izbora x€[a,b] i moZe biti bilo kojt
" broj intervala [a,b] , ukljudujuli i x;.

Ako je poznat analiticki izraz za f(x) , ocena greske

u(x) vrii se majorizacijom f(rt+y]1)) . Neka je:

A = max f(n+])(x) , xela,bl.

Gredka u(x) mora zadovoljiti nejednalinu:
A
u(x)%{:i)—! ”n+1 (x). (19)

4.6. TACNOST NJUTNOVIH, STIRLINGOVE 1
BESELOVE FORMULE

Jednadina (18) moZe da se primeni i na druge interpola-

cione formule.
X-X

g o
Stavljajudi PP odnosno X-x_ = cih, X=Xy =X=X ) -

S{x=x) = hig -1), X=X, = hig-2), ..., X-x_ = h(q-n), greska za

[ Njutnovu formulu ée biti:

oo+l qla-D(g-2). .. (g-n) (n+D
u{x)=h i) | f op - (207
X-X
Za 11 Njutnovu formulu, posle smene q= o L dobijamo
izraz:
on+l gigrli(gr2)...(q+n) (n+1)
u(x)=h (nrD) 1 0P (21)

. n+1
Ako pretpostavimo da su razlike A "y konstantne u
granicama tadnosti sa kojom radimo i ako je h dovoljno malo, bide

zadovoljena relacija: el
(m+1) y
f A Yo
RAEES 2ol
h
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pa se ostaci za 11 II Njutnovu formulu mogu izradunati pomoéu sle-

deéih pribliZnih izraza:

uyla-(g-2). . .(g-m) An+1

)1 Yy 1 (22 [ Njutnovu formulu) (22)

_qg+1(q+2)...(g+n) n+1
s (arD ! A

Yy (za I Njutnovu formulu) (23)

Ako se za Stirlingov obrazac koriste razlike reda 2n ,

ostatak se moZe izraCunati na sli¢an na€in kao i u prethodnim formu-
lama, polazeéi od jednaline:

f(2?+1)

u(x)=f(x)—P(x)=(2rl-:in))T (x-xo) (x-xl) (x-x_l) .. .Lx-xn) (x-x_n) .

Ova jednacina je dobijena od jednaine (18), s tom raz-
likom $to je ﬂn+1(x) definisano tako da njegove nule budu za sledede

vy X yeee, X .

vrednosti x: x , X 5o
-n’ T-n+l o n

Posto je x-xo=qh, x-x1=h(q-1), x-x_1=h(q+1) yoeeay

x-xn=h(q-n),(x-x I)1=h(q+n), poslednji izraz za u(x) postaje:

h2n+1 f(2(n+§l) 2

2.2 .2 2 2
w1 e -1 -2 (g (24)

Ako neznamo analiticki izraz za f(x), a h je dovoljno

malo moZemo staviti da je:

2n+1 2n+1
f(z(nﬁ:)u" % A Y bt A Y n

b
h 2n+1

pa se pribliZna vrednost ostatka dobija iz relacije:

2n+1y §n+1y
-t} -n 2.2 2.2 2 2
2@n+1) ! alq -1(q -2...(q -n7)  (25)

u(x)ss

Ostatak Beselove formule koja sadrZi razlike (2n+1),reda

priblizno je jednak:
h2n+2 f(21_1+2)

2 2 2 .2 2 2
u(x)= (Zor2)1 alg™-17(q -2 .. (q -0 [q- D] 267

3*
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Ovu formulu neéemo dokazivati. Citaoc koji je za taj
‘dokaz zainteresovan moZe ga nadéi u raznim kursevima numericke
analize”

Ta&nost interpolacije ne zavisi samo od stepena inter- .
polacionog polinoma, veé i od rasporeda Evorova u intervalula,b].
Velifina u{x)(jednadina 18) zavisi od proizvoda dva &inioca:

: fm('-yll)) , na koji se ne moZe uticati, i od ﬂn+1(x) , koji zavisi samo
od izbora &vorova interpolacije. Kad se radi bez nekih odredjenih
kriterijuma, pomenuti izbor &vorova moZe da bude nepovoljan i da

uzrokuje veliku greSku u(x) . Dobrim rasporedom ¢vorova moZe

se postidi da r|n+1 (x)bude vrlo malo.

Problemom minimizacije )
n+l

ruski matematiéar CebiSev. On je dokazao da se optimalni izbor

bavio se i redio ga

&vorova postiZe ako se x, odrede iz relacije:

xi = %(a+b)+ %(b-a) Ci ’ (27)
gde je (’i jednako:
2i+1 .
g, = -cos 55T, (i-0,1,2,...,n) (28)

Ako se X, odrede iz gornjih relacija, biée zadovolje-

na nejednadina:

l nn+ 1( x)l £2 LEZTE)

n+l

AXko se analiziraju jednadine (27) i (28) dolazi se do
zakljucka da se u optimalnom rasporedu &vorovi zgudnjavaju idudi
ka granicama intervala [a,b].

Ako je analitifki izraz za f(x) nepoznat, stroga ocena
greske interpolacionog polinoma nije moguéa. Odstupanja polinoma
od f(x) u intervalima izmedju &vorova mogu da budu i vrlo velika,
bez obzira na gustinu &vorova. Da bi ocena gresSke bila koliko toli-
ko valjana, kriva y=f(x) treba da bude relativno glatka, bez "eks-
cesnih” varijacija izmedju &vorova. Kada kaZemo "relativno glatka"
mislimo na to da je gustina &vorova takva da se u intervalu interpola-

cije f(x) dobro aproksimira polinomom.

*) Berezin 1. S.-Zitkov N.P.: Numerika analiza. prevod s
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4.7. INTERPOLACIJA TRIGONOMETRIJSKIM
POLINOMIMA

Ako funkcija f(t) koja nam je zadata tabelarno na inter-
valu [a,b] ima osobinu: f(a)=f(b) ona se formalno moZe smatrati
periodi¢nom sa periodom P=b-a. Da bismo uprostili izlaganje inter-
polacije trigonometrijskim polinomima smatraéemo da je izvr3ena
smena: Xx= ng- t , tako da je dobijena funkcija f(x) koja je periodi-
&na sa periodom P=27 .

Da bi se postigla veda tacnost, periodifne funkcije se
interpoluju trigonometrijskim, a ne algebarskim polinomima.

Neka je dato 2n+1 &vorova: (xo,yo), (xl,yl) s ceeee,

(xzn,yzn) koji pripadaju intervalu [0,27] i neka je Tn(x) polinom
oblika:

n
T (¥)=a_+ kz_‘l a, coskx+b, sinkx . (29)

Razume se, pretpostavljamo da Tn(x) zadovoljava os-
novni uslov interpolacije:

Tn(xi)=f(xi), (i=0,1,2,...,2n).

Uslovi iz kojih se odredjuju koeficijenti a’k’bk su:
f(xo) =a°+z a.kcoskxo + bksinkx0 ,

f(xl) =a_ +Z za_kcoskx1 + bksinkxl,
f Xon =a, +Z akcosx2n + bksinx2n .

Ako jednalinu (29) pridruZimo poslednjem sistemu
i leve strane svih tih jednadina pomnoZimo sa z=1 dobijamo sistem
koji se formalno moZe smatrati sistemom algebarskih linearnih homo-

genih jednacina po nepoznatim z,a ,a uz koje su koeficije-

1,bl yooo
nti: 1, coskx, sinkx, coskxo, sinkxo, «4.,COSX

f(xl), oo, flx

sinx Tn(x), f(xo) s

2n’ 2n’
21)1 . Za taj sistem moZemo sigurno tvrditi da ima netri-
vijalna reSenja (svi ay i bk nisu jednaki nuli ), jer veé znamo da

IICL LIl Lo ol o m L ALINUY LN 4 L o o AVULILATI EWMINQ QILQALILG e MLEVYWVWL I
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"nepoznata" uz koeficijente Tn(x), f(xo) , f(xl) yeosy f(xzn) jednaka

-1. Posledica toga je da determinanta sistema:

Tix) 1 cosx sinx. .. cosnx sinnx
n
f(x) 1 COSX SINX . . cosnx sinnx
) o o o
D =
f(x, ) 1 cosx sinx,, .. COSNx sinnx
Xop 2n 2n 2n 2n

mora biti jednaka nuli. Ako D razvijemo po elementima prve kolone

dobidemo jednacinu:
T OB -FxN | -Fx DAL fg By -fx) By =0

Po3to determinante Ai imaju istu strukturu kao i A ,

posle skradivanja koja su oligledna, dobija se jednalina:

2n . . :
TnLX)= Z f(xi) sml/2(x—xo) sml/2(x—x1) ..... 51n1/2(x-xi_1) .
i=1 sm1/2(xi—xo) sm1/2(xi-x1) ... sinl/2 (xi-xi_l)
) sinl/2 (x—xi+l) ... sinl/2 (x-xzn) (30)
sinl/2 (xi-le) - sml/2(xi—x2r2

Sa desne strane jednacine imamo trigonometrijski poli-

nom u obliku zbira proizvoda od 2n <inilaca oblika sin1/2(x-xk)

fO(i) , gde je n2n proizvod 2n &inila-

ca oblika sin1/2(xi—xk), (k?éil;l-zn

koji se mnoZe koeficijentima

Ovaj polinom predstavlja formulu koja se moZe primeni-
ti béz obzira na to da li je f(x) parna ili neparna funkcija i bez obzi-
ra na to da li su argumenti X ekvidistantni ili nisu.

U slucajevima kada su X ekvidistantni koriste se Seme
koje omoguéuju da se brZe i lak3e izradunaju koeficijenti a i bk' Te
Seme se daju i analiziraju u okviru harmonijske analize. Mi se u ovom
kursu neédemo na njima zadrzavati, jer je upotreba elektronskih radu-
nara danas vrlo raSirena, a programiranje opstih formula jednostavnije

od programiranja Sema. Citaoc koji nije u moguénosti da koristi jedan

K N

IICL LIl Lo ol o m L ALINUY LN 4 L o o AVULILATI EWMINQ QILQALILG e MLEVYWVWL I
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od takvih ralunara, u raznim kursevima numericke analize® moze
naé¢i jednostavne $eme pomodu kojih se moZe raCunati i sa malim sto-
nim radunarima ( $ema 12 ordinata, $ema 24 ordinate, itd.)

Ako je f(x) parna funkcija zadata u intervalu (0,20t}
normalno je da za osnovni sistem interpolacionih funkcija uzmemo sa-
mo parne funkcije: 1,cosx,cos2x,...,cosnx.

Neka su na poluintervalu [0,7C}dati &vorovi: (xo,yo) ,

(x1 AEPFERD ,(xn,yn) . Zadatak koji reSavamo je odredjivanje koefici-

jenata polinoma Tn(x) koji ispunjava uslove:

Tn(xi)= Tn(—xi)= f(xi) , (i=0,1.2,...,n)

Kad se u izrazu za Tn(x) grupisu ¢lanovi uz f(xi) iuz

f(-xi) i kad se izvr$e transformacije:

sinl/?_(x—xk) sinl /2 (x+x 1/2{cosx, ~cosx) i

K- "

sinl/2(xi-x].)sm1/2(xi+xj) = 1/2(cosxj - cosxi)

za Tn(x) se dobija izraz:

n (cosx-cosx ){(cosx-cosx,)...(cosx-cosx,
i-

)
1 1
T (x)= z f(x)) .
n iTo i (cosxi-cosxo) (cosxi—cosxl) . .(cosxi—cosxi_l)

(cosx-cosx. Y..... (cosx-cosx )
it n

(31)

(cosx, -cosx, .)....(cosX,-cOsX )
1 1 1 n

+1)
Ako je f(x) neparna funkcija koristi se osobina:
Tn(xi)= -Tn(—xi) , pa se posle grupisanja ¢lanova uz suprotne g

dolazi do izraza:

sinx(cosx-cosx,)(cosx-cosx,)...(cosx-cosx. .}
n 1 2 i-1
T (x)= Zf{x,) - .
n . i’ sinx {cosx. -cosx, )(cosx. -cosx,) .....
i=1 i i 1 i 2
(cosx-coOsX, l). ...{(cosx-cosx )
. 1+ n (32\1
(cosx. -cosx. YCOSX -COSX. .) vvsne (cosx.-cosx )
i i-1 i i+1 i n

* Berezin 1. S.-Zitkov N, P.: Numeri¢ka analiza, Beograd,
1963, Vitaker E.-Robinson G.: Telaj numericke matema-
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Ako paZljivije proudimo izraze (30) - (32) uveridemo
se u to da prakti¢na primena tih formula zahteva obiman raunski
posao, Ako raspolaZemo nekim od savremenih kompjutera proble-

mi te vrste ne predstavljaju nedto zbog cega se treba zabrinuti.



5. INVERZNA INTERPOLACIJA

Inverznom interpolacijom se naziva postupak odredjiva-
nja argumenta x koji odgovara zadatoj vrednosti funkcije f(x) na os-
novu tabli€no datih yk=f(x.k) . Jedan primer inverzne interpolacije je
odredjivanje razlike izmedju svetskog i efemeridskog vremena iz po-
smatranja Meseca, Sunca i planeta.

Vremenska jedinica koja sluZ?i kao argument u Nebeskoj
mehanici je & priori konstantna. Dogadjaji koji se predvidjaju (misli
se na odredjene vrednosti koordinata nebeskih tela ) obeleZavaju tre-
nutke jedne ravnomerne skale vremena. S druge strane, vreme koje
"&gitamo" poématrajuéi zvezde - svetsko vreme UTO koje se popravlja
za kretanje polova i za sezonske neravnomernosti Zemljine rotacije
te se dobija svetsko vreme UT2 - je definisano na bazi Zemljine rota-
cije koja nije ravnomerna. Drugim refima, trajanje jednog Zemljinog
obrta, koje se uzima za osnovﬁu jedinicu, nije konstantno, pa ni vre-
menska skala koju &ine takve jedinice nece biti ravnomerna( jednak
broj jedinica uzetih u razli&itim oblastima te skale ne predstavlja vre-
menski interval istog trajanja). Uprkos tome, posmatranja Sunca i
planeta iz drugih razloga vr3e se u sistemu svetskog vremena.

Pretpostavimo da smo u trenutku t sistema svetskog vre-
mena UT2 iz posmatranja odredili longitudu Meseca )‘o' 1z ranijih po-
smatranja odredjene su diferencijalne promene koordinata 1 njihovom
integracijom na osnovi zakona Njutnove mehanike odredjene te koordi-
nate za godine koje dolaze, pa i za nekoliko trenutaka te pre i posle to.
Neka su A efemeridske (utabliene) longitude Meseca. Potrebno je da
se u efemeridskoj skali vremena ET odredi trenutak Te koji odgovara
efemeridskoj longitudi Le jedna]soj posmatranoj longitudi AQ koja, u
opstem sluaju, nije jednaka nijednoj utabli¢enoj vrednosti. Pretposta-
vimo da smo taj trenutak odredili. Razlika Te-to potide otuda Sto istom
dogadjaju (istom trenutku), koji predstavlja dati iznos posmatrane lon-

gitude, odgovaraju dva &itanja u dve skale vremena koje se ne poklapa-
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Kada su argumenti ekvidistantni, u praksi se najlesde
koriste sledeée dve metode inverzne interpolacije: metoda iteraci-
je i metoda inverzije reda.

Pretpostavimo da se data vrednost funkcije y=f(x)nala-

zi izmedju sledede dve tabli¢ne: y =f(xo) i y1=f(x1) ida su nam po-
znati koeficijenti I N]utEove formule:
' A, AY, 1)
Y=Y *1TTh (x- xJ+ " h2 (x-xo)(x—x1\+ s YT AY +-9-(9——A Yot

Poslednja jednadina se moZe napisati i u obliku:

y-y -1 2
e eV AT, L g,
[o] AyO

Osnovni zadatak inverzne interpolacije je reden ako se
odredi vrednost q koja zadovoljava poslednju jednadinu.

Prvi uslov za primenu metode iteracije u cilju odredjiva-
nja q je ispunjen. Da bi reSenja konvergirala ka tanoj vrednosti,
potrebno je da bude ispunjen i uslov: |P ‘(Q)l«l. U velikom broju slu-
Cajeva oba uslova su ispunjena.

U prvoj aproksimaciji se uzima:

Y,

q, AY, ’

u drugoj aproksimaciji:

1y A2
RN ) AvY, Py
ql— Ayo 21 Ayo c o= q'O .

U m-toj aproksimaciji je:
U 1) -

Kada se postigne da razlika U 9m_1 bude u granicama

potrebne tafnosti, argument x se odredjuje iz relacije:
x=X _+q_h.
o Im

Metoda iteracije se koristi na sli¥an nadin i kada su u

pitanju druge formule: Stirlingova, Beselova, itd.

=y - o
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Neka je dat konvergentan red oblika:
2 3
y=a_+a,X+a,x +a3x Foono (1)

Za odredjivanje x koje zadovoljava poslednju jedna-

ginu moZe se primeniti metoda inverzije reda.

Desnu stranu jednadine (1) smatraéemo Maklorenovim
redom koji odgovara razvoju funkcije y=f(x). Isto tako, pretpostavi-
éemo da se inverzijom funkcije y=f(x) dobija funkcija x=(P( y) koja se

u okolini tacke Y=y, moZe razviti u Tejlorov red:

Y-Yq (y y‘)

X=X _+77 ‘P(y V¢ 57— <?"(y

gde je Yo vrednost.y za x=0: Yo=2y"

Ako drugi ¢lan sa desne strane poslednje jednacine pom-
noZimo i podelimo sa ajs treéi ¢lan pomnoZimo i podelimo sa ai‘ ,
itd., a imamo u vidu da su xo,(P’( yo)/l! , CP"(yo) /2!,.... konstante,
ta jednafina se moZe napisati u obliku:

3

y-a

x=C +C °+CY 0-1 }+
o al 2| a ay

Ako u izrazu (1) umesto x piSemo desnu stranu posled-

njega reda dobié¢emo:

2
y-a y-a
y=a +a,{C +C °+CK N
o 1} o 1 a 2+ a
1 1
y-a 2 2
+a2{C°+C1 -]+C2X' ao + .. } +
1
y-a y-a
+a,{ C +C c’+Ci 2 +} ... (2)
3l o 1 a; 2 a,
y-a

Ako uvedemo smenu: E= © red (2) ée postati:

1
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£=(co+c1§ +C, 52+...) +

a
2 2 2
+Tl( C°+CIE +CE T+ ) 4

a
3 2 3
+q(C°+le +CZE +...) %+, (3

MoZemo smatrati da poslednji izraz predstavlja jed-
nakost dva polinoma po & , pa se izjednalavanjem koeficijenata
uz iste stepene & mogu odrediti konstante Ci'

Izjednadenjem nezavisnih &lanova s leve i s desne
strane dobijamo:

a
0=C +——2- C2+—:-3- Cg+ -
° Y |
a a
c(1-2c +=3 2,
) a. o a o
1 1
Jedno reSenje poslednje jednaline je C°=O. Pretpo-
stavka da bi izraz u zagradi mogao biti nula otpada jer se radi o
beskonanom redu. Naime, tra¥i se egzaktno reSenje, a ne rede-

nje koje bi obezbedilo da red konvergira nuli.

Ako u izraz (3) stavimo C°=O dobid¢emo:

E =(C1§ +C252+ cel)

a
2 2 2
+-;1(CIE +C25 +...) T+,
Izjednacenjem koeficijenata uz E se dobija:
C. =1,

1
pa je:

E «(§+C,E 2+c3f_; S s

a
2 2 3 2
+-a—1(E+C2E +C3£+...) oo

Iz poslednje relacije moZemo formirati jedna&ine za

odredjivanje ostalih Ci:

———y - o -



O=C2+—a_2
1
a a
0=C _+2C 2 + =2 , itd.
3 2 ay a,

S obzirom da se konstante Ci izraZavaju preko a,
interpolacioni polinom ( Njutnov, Beselov i bilo koji drugi) se
prethodno dovede na oblik Maklorenovog reda, pa se potom ra-
¢unaju Ci' Primera radi, uzmimo Gregori-Njutnov obrazac do
razlika IV reda:

Ay, Ay A3y
Y=y *a 1T 2 +q(@-1) 5= +a@-1q-2) —— T

Grupisanjem &lanova uz iste stepene q dobija se:

2
AY Ayo 2
y=y°+q(Ay°- 2 )+ q(

3 3
Ay AYO) 3Ayo
2z /*4 7§ T

+a, q+ 2 3
= & +8,q+a,q +a,q

gde je:
8o’ 2 3
AY, AY,
17 Ay, 2 *73 ¢
2 3
AYs BV
8272 "~ "2 |
3
Ay,
a3= -z -
Sa poznatim a,,81,8, i a3 vriimo inverziju po nepoz-
natoj q:
y-a y-a 2 y-a 3
a= °+CZE—-—°] +C3h—o] +...
%1 1 1

Kada je poznato q koje odgovara datoj vrednosti fun-
kcije, nezavisno promenljiva x se dobija iz relacije: x=xo+qh.

Ukoliko se traZi x koje odgovara datoj vrednosti y,
a argumenti X, nisu ekvidistantni, koristi se LagranZov polinom

u kome funkciju treba zameniti nezavisno promenljivom, a umesto
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nn+1 (¥
X= 3 .
go (.Y'yk) n n+l (yk)

Inverzna interpolacija moZe da se primeni i u cilju
odredjivanja pribliZnih vrednosti nula funkcije y=f(x), 3to u
praksi ima veliki znadaj. Ovaj zadatak se reSava tako §to se in-
verznom interpolacijom odredjuje ar.gument X koji odgovara

vrednosti f(xo) =0,
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6. NUMERICKO DIFERENCIRANJE

Ako je potrebno da se na osnovi tabli¢no zadate funkci-
je. y=f(x), &iji nam je analiti¢ki izraz nepoznat, odrede izvodi, pri-
stupa se tkz. numerickom diferenciranju. Ono se praktikuje i kada
je analiti¢ki izraz poznat, ali nepodesan za lako racunanje izvoda.

Princip ove metode sastoji se u tome da se f(x) zameni
interpolacionim polinomom P(x) i odrede izvodi P’(x), P"(x),....

Ako je poznata greska interpolacije:

u(x) = f(x) - P(xy ,
gredka izvoda se odredjuje diferenciranjem leve i desne strane po-
slednje jednacline:

w(x) = £(x)- P(x)

Posebno treba naglasiti Cinjenicu da bliskost f(x) i
P(x) u nekoj tadci x=x_ ne garantuje uvek da ée f’(xo) biti blisko

P x) ilidace f'f(xo) biti blisko P"(xo) (vidi sliku 1) ,

Y=P(x)
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Dobri rezultati se postiZu samo onda kada je kriva y=f(x) dovoljno

glatka. Kada govorimo o interpolaciji, inverznoj interpolaciji, nu-

meri¢kom diferenciranju i numerickoj integraciji implicitno pretpo-
stavljamo da y=f(x) predstavlja glatku krivu ili krivu koja se moZe
podeliti na konacan broj glatkih segmenata koji se sa zadovoljavaju-
4om taéno¥éu mogu predstaviti polinomima Pl(x) , Pz(x), itd

(slika 2) .

Ay~

Sl. 2.

Konkretna formula pomoéu koje se racuna numericka
vrednost izvoda zavisi od izbora interpolacionog polinoma.
Za 1 Njutnov obrazac:
~ q(q-1) ,2 qfg9-1(g-2) 3
Y=y +q Ay + T A Yo 3! A Ygheoeo (D

X-X
. « o - S
u kome je, kao 3to znamo, q= 5 prvi izvod se dobija iz rela-
N *
cije:

-



ili konkretno:

2
, 2q-1 2. 3q°-6q+2
y(x)=%[Ay°+ 1 7%y 4 9 22at A3yo+...] )

1zraz za drugi izvod ée biti:

y- [Averta) Ny ] @

Kao i u sluaju interpolacije, X (figuriSe u q) pred-
stavlja onu tabli¢nu vrednost argumenta koja je najbliZa i manja od
datog x.

Ako se izvod raduna za neku tabli€¢nu vrednost argume-

nta, izrazi za izvode su jo$ jednostavniji. Ako u izraze za izvode

(x,
stavimo X=X i q=0, dobidemo:
R | VR O P S I
Y"(X8=;12-[A2yo - [\3yo + ] , itd.
Ocena greske izvoda vr8i se preko izvoda funkeije u (1
u(q)- 1nml qlg-1) (&11;21)) .!. .. (g-n) f(nip%!)) ’ X

o] %

d
(n+1)'{ (ml) a;[qm-l)(qi)---(q—néj +

d 1
+q(a-1(q-2) ... (a-m) T futt/];

Ako se radi o tabli¢noj vrednosti argumenta (x=xo)
poslednja jednadina postaje:

w'(x) =(-1) (“(* N
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Poslednja jednafina je dobijena vodedi raduna o tome

da je:
d
;ﬁ[qkq-l)(q-% cee (q-n):] -0 " -1n! .

Ako je analiti¢ki izraz za f(x) nepoznat, a h dovo-

1jno malo, ocena greSke se moZe dobiti i bez fm("'yl, smatrajuéi

da je:

n+l
f(n(er,l; ~ A [}
h ntl °
Dakle, pribliZni izraz za greS$ku prvog izvoda {e bi-
ti: n n+l
’ DA Y, .
OEFT (4
Na sli¢an nadin odredjuju se greSke izvoda viSega
reda.

U sludaju kad je interpolacioni obrazac Stirlingov,

prvi i drugi izvod se raunaju pomodu relacija:

2
L1 2 -1
Y (x)= H (AY_l/Z + QAY_1+ 32 A3Y_3/2 +

2¢°-q 4
+r AY ) ()

2
" 1,2 3 6g -1 ,4
Y(x=h_2(Ay-1+‘1Ay-3/2+—gi2_—Ay-2+"') : 6

Gornje veze su dobijene posle smena:

AY_l/z = %(Ay-l + Ayo) i

3
Asy-s/z - %(Asy-z‘” Ny_1)-

Ako racunamo izvode u slucaju ekvidistantnih argume-
nata postoji moguénost da se raunanje tabli€nih razlika Aky1 iz-
begne. To je narodito interesantno ako se raun obavlja na elektro-
nskom radunaru.

Ako podjemo od LagranZovog polinoma:

(x,



(x)
n+1
P(x) g(x x)n’n_,_l(xi) yi ]

U kome je:

nn+1(x)= (x-xo)(x-xl). . .(x-xn) =

- (q-1(q-2) . .. (g-n) b} i
M e D=0 xQ G -x ) e (- DOG-x; ) (x-x ) =

= b iE-IXG-2) . eL 161D(2). L L L [ tn- 1))

- DR i (o)

mozZemo lako dokazati da je:
n (—1)
Y= PGI= qlq-1)...(g- H)Z m .

Diferenciranjem po q, a zatim po x dobija se sledeéa

formula za y’(x):

o

1 & ( 1)n i
y'(x)= & i 9(9-1). . .(q-n)
b g"é it(a-1)!  Yidq (a-1) (7

Primera radi, izracunaéemo prvi izvod polazeéi od

Lagrangova polinoma drugog reda:

P(x)= y La-D(a-2) - y; afa- 2+ 3 3y aq-1) -

Izvod ovog polinoma po x d&e biti:

, iri 1
P’(x)= hl:2 yo(2q—3)—y1(2q-2)+ 5 y2(2q—13

Ako je x jednako nekoj tabli¢noj vrednosti, poslednja
jednadina se jo3 pojednostavljuje:

yx) = -;H(—Syo +AY) - ¥p), za X=X

Y’(X1)= 2% ( -yo+y2) » zax=x;
y’(x2)= Elg (y0—4y1+3y2) ;) za X=X, itd
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7. NUMERICKA INTEGRACIJA

Posto se primitivna funkcija moZe odrediti samo za re-
lativno mali broj tipova integranada, metode pribliZne integracije,
s obzirom na moguénosti njihove 3iroke primene, imaju zna&ajnu
ulogu. NumeriZka integracija se vr3i i onda kada je analitiZki izraz
za podintegralnu funkciju f(x) nepoznat, kada nema smisla ni govo-
riti o primitivnoj funkciji, ali kada je f(x) zadato tabli¢no. To je
veoma znalajno za eksperimentalna istraZivanja, jer najée¥ce se
posmatraju pojave &iji se tokovi ne mogu predstaviti poznatim ana-
liti¢kim izrazima.

Refavanje odredjenog jednostrukog integrala ili kvad-
ratura u intervalu [a,g vrii se na taj nadin 3to se podintegraina
funkcija. f(x) zameni interpolacionim polinomom P(x), a zatim se
integrali taj polinom:

b (b
fa f(x)dx { P()dx .
7.1. NJUTN-KOTESOVA FORMULA

Neka je tackama: X =2y X, Xoy eoey xn=b interval
[a,b] podeljen na n jednakih podintervala velifine h=(b-a)/n i
neka su poznate vrednosti yi=f(xi) neke neprekidne funkcije. Prib-
lifna vrednost integrala te funkcije u intervalu [a,b] moZe da se
izrauna na taj nain 5to se f(x) zameni LagranZovim polinomom.
ReSenje se moZe dobiti u obliku:
X

n

n
X, f(x) dx~1{:«o Aiyi ,

gde su Ai konstante koje ¢emo definisati malo kasnije.

—
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1z prethodnog paragrafa znamo da se u sludaju ekvidis-

tantnih argumenata LagranZov polinom moZe predstaviti u obliku:

n n-i

P(x) = Z (-1

1=0 il(n-i)! q-i

[n+1)
q

yi’

u kome je:

q[n+ﬂ= q(q-1(q-2) ... (g-n)
X=X

, dq=1—d}Tx ida je za

X=X, q=0, a za X=X_, q=n, integracijom po promenljivoj q dolazi-

Imajuéi u vidu da je q =

mo do sledeéih izraza:

X X4 .
f f Z 1) n-i q[n+ 1]

X Pdx = X, i i@ ——— y dx =
q-1 i

n n n-i
-1 1
_ Z -1 q|Zn+ 1
1=0

5 fm-1)!  q-1 i hdq-=
2 - 1)n—1 n q[n+1:|
[ ———— hy. (1)
= (n-1i)! —
i=0 il(n-i)! i -1 dq .
Posle smene:
-i m+1]
e -t n q
i (- o (2
o
dobija se jednadina koju je i trebalo dokazati.
Koeficijenti:
Ai
Ho=5
zovu se Kotesovi koeficijenti. Po5to je b-a=nh, Hi se definisu
formulom: n
n-i n+l
H = 1 61 f q[ !
i n dq . (3)

im-i)f ° “q-i

Konaéno, Njutn-Kotesov izraz za pribliZnu vrednost integrala ima
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b n
[ fx)dx (b-a)z H vy, - (4)
1=0

a

Ako analiziramo koeficijente Hi uveridemo se da imaju

sledede dve osobine:

n
1. ZH1=1 i
1=0

Prva osobina mo¥e da se iskoristi za kontrolu racuna-
nja Hi’ a druga omoguéuje da se ralunski posao svede skoro na po-

lovinu.
7.2. SIMPSONOVA FORMULA

Simpsonova formula se dobija direktno iz formula (3)1i

(4) za n=2, Na osnovi formule(3) Kotesovi koeficijenti Ho’ Hl 1 H2

sui 2 2
H - 1¢D qtq-1{q-2) da = 1
o= 2 012 J q 1%
2 2
H =-3 of qq-2)dq =3 1

Prema tome, izraz za traZeni integral Ce biti:

b 2
f f(x)dx = (b-a)z Hiyi =
a 1=0

il

nh(Hoy0 + Hlyl + H2y2) =

h
3 (v, + 4y +yp) )

Ako imamo na umu da je za n=2 polinom P(x) drugoga ste-

i a iadnadina (5) izraZava jednakost povrdina is-
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voroves (io,yo) ,(xl,'yl) i (xz,yz) omedjene jo§ x-osom i pravim
y=a i y=b,

Simpsonovo pravilo, koje se izraZava jednafinom (5),
leZi u osnovi jedne druge Simpsonove formule koja je mnogo op8ti-
ja.

Pretpostavimo da je broj ekvidistantnih ¢vorova u in-
tervalu [a,b] paran: n=2k. Ako formulu (5) primenimo redom na
svaka dva susedna elementarna intervala (granice integracije ée
bitis (xo, x2), (xz, X)) . .(x2k_2, x2k)) dobié¢emo slededu jedna-

&inus

b
h h
5[ f(x)dx s 3-(yo + 4y1 + y2)+ -3-(y2+4y3+y4) Foaeene
LYy 4
+* 3 Wk Wiy Y2

Grupisanjem &lanova sa istim koeficijentima i sabira -

njem graniénih ordinata dobija se op3ta Simpsonova formula koja

glasis
b h
éf f(x)dx= -3[(yo+y2k)+4(y1+y3+. . .+y2k_1) +2(y2+y4+. . .+y2k_2)]
Posle smena:
51=y1+y3+. . '+y2k-1 i
52=y2+y4+. . .+y2k_2 s

Simpsonova formula dobija sledeéi jednostavniji oblik:

b

h )
;[ f(x)dng(y°+y2k+4sl+252). (6)

Geometrijski gledano, Simpsonovim pravilom se postiZe
zamena krive y=f(x) lucima parabola koji su na slici 1 oznaleni

isprekidanim linijama,

(6)
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i
]
1
t
]
i
|
3 e Xg Xe X

0’( e

x

Nk A
PO I

S1. 1.

Pitanje ta&nosti, koje je za praktifara od velike vaZnosti,
diskutovademo polazeéi od jednadine (5) smatrajuéi da je ostatak R,

koji je definisan jednadinom:
X

2
h
R = ,Ef f(x)dx - 3(y0+4y1+y2) ,

o

funkcija elementarnog razmaka izmedju &vorova (h).
Poslednji izraz za R napisaéemo u malo druk&ijem obliku:
x.+h '

1
R{h) = j f(x)dx - %[f(xl -h)+ Af(xl) +f(x1+h)]. (N

xl-h

Ako je F(x) primitivna funkcija za f(x), R(h) se moZe pre-

dstaviti u obliku:

h
R(h)=F(x +h)-F (x; -b)- §[f(x1-h)+4f(x1) +f(x1+h>] .
Diferenciranjem po h dobijamo:

R’(h)=f(x, +h)+f(x, ~h)- l[ﬂx “h)+4E(x) +F(x +h)]- h[.f’(x -h)+
1 1 3t 1 1 3 1

(g h)
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Na jednostavan nalin moZe da se dokaZe da je tredi

izvod funkcije R(h) jednak:
h
199 = o - 199 - 22 -
R’’(h)= - 3 T; (xp+h) =77 (% h)] (8)
ili, na osnovu Lagraniove teoreme o srednjoj vrednosti:

gde je Ee[xl-h, x1+h] .

Osim toga, moZe se lako uociti da je:

R(0)= R’(O)= R?’(0).
Vradajuéi se unazad, tj. integraleéi R’’’(h) u granica-
ma od Odoh dobidemo:

h
J R 7t - R (- R7(0)= 0.

o
S obzirom na jednadinu (9), poslednji izraz se moZe

napisati u obliku:

R’’(h)= R?’(0)- %f tzfl(vg)) dt =
[o]
2 301v).
--5hr(E) - (10)

Nastavljajuéi integraciju drugog i prvog izvoda dodi-
éemo do sledeleg izraza za greSku:
5
h (IV)
R(h)= - N 7]6 [xl-h, x1+h] . (11)
Ako saberemo sve ostatke R(h), kojih ima k, dobidemo

ukupnu gresku opSte Simpsonove formule:
5
h 1V
R()- - 55 ; (m))
i

Posto je, po pretpostavci, f(x)neprekidna funkcija, u
intervalu [a,b] uvek se moZe nadi neko 7’0 koje zadovoljava rela-
cijus

av) &
f (7])-—2 (W%m)_
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S obzirom na poslednju konstataciju, R(h) se moZe do-
biti iz relacije:
5
kh” (IV)
R(h) = - 30 (Mo

ilis 4
R(h)= '—————<b'1"";]8 f(IV)( Vo) - (12)

1z poslednje jednaline je jasno da gredka zavisi od ve~
li¢ine intervala, od osobina funkcije (na koje se ne moZe uticati) i
od gusﬁne &vorova. Jasno je da sa povelanjem gustine ¢vorova f(x)
se bolje aproksimira parabolama drugog reda, pa je i gre8ka manja.
- Da bi se greska R(h) svela ispod nivoa nekog unapred zadatog Ro’
mora se izvrsiti odgovarajuéi izbor h. Taj izbor je mogué ako je

. , . (IV)
poznata gornja granica apsolutne vrednosti f (7]0) :

Q = max | f(Isz)l
x€&fa, bl

Pod gornjim uslovima odredjujemo h iz relacije:

h4
(b-a)m Q « Ro'

7.3. TRAPEZNO PRAVILO

Trapezno pravilo (ili trapezna formula), kao i Simpsonova, pre-
dstavlja specijalan sludaj Njutn-Kotesove. Za n=1 dobija se trapezna
formula:

1
x{ f(x)dxz}{oyo + Hlyl =

=%(yo+yl). (13)

Polazeéi od izraza:
X

1
R(h)= f f(x)dx - %[f(x 2+ flx + n)] ,
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koji dva puta diferenciramo, a zatim, kao i prilikom izvodjenja
izraza za gresku Simpsonove formule, izvr3imo integraciju, mo-

Zemo dokazati da je: 3

R(h) = -llﬁ-f’ ‘o - (14)

Opsta trapezna formula se dobija primenom relacije

(13) na svakom od n elementarnih intervala: [xo,xi] ’[xl’XZ] yoo

.. ’[xn-l’ xn] :

b h h h
J fogdx = 5(y_+y )+ Sy v+ e+ 3y, v (15)
a

Gre¥ka op3te trapezne formule predstavlja zbir gre3a-
ka na svim elementarnim intervalima. Za nju se dobija sledeéi
izraz:

2
- - S gy a6

u kome je ’y}oe[a,b] .

Tri formule numericke integracije koje smo izloZzili
(Njutn-Kotesova, Simpsonova i trapezna) nisu jedine, ali se u pra-
ksi najedée koriste, Kvalitet svake od njih zavisi od reda veliine
greske: R=R(hm), gde je m prirodni broj. Formula se smatra tac-
nijom ako je m veée. Tako, naprimer, Simpsonova formula(m=4)
se smatra tanijom od trapezne (m=2). Medjutim, od ovog pravila
postoje izuzetci, jer ta&nost numericke integracije u velikoj meri
zavisi i od rasporeda &vorova. Kada kriva y=f(x) nije dovoljno gla-
tka, integracija se mora vriti na vedem broju segmenata, kako apro-

ksimacija f(x) polinomom ne bi bila suvide gruba.
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7.4. GAUSOVA FORMULA

Ako se formulama koje smo napred izloZili ne moZe pos-
ti¢i zadpvoljavajuéa tafnost numericke integracije, treba pokusati
jo3 i sa Gausovom formulom koja se smatra najtaénijom, ali seu
praksi izbegava zvog vedeg obima rafunskog posla. Medjutim, savre-

‘meni raéunari nam omoguéuju da taj problem lako prevazidjemo.

Sustinska novina u Gausovom postupku numericke integ-
racije je odredjivanje rasporeda vrednosti argumenta koji iz datog
broja ordinata osigurava najtaniju vrednost integrala. Dakle, Gau-
sova metoda se ne odnosi na slucajeve ekvidistantnih vrednosti argu-
menta. Kao 3to demo kasnije videti, vrednosti argumenta su raspore-
djene po parovima koji su simetri¢ni u odnosu na sredinu intervala
integracije. ‘

Pretpostavimo da nam je postavljen zadatak da izraduna-

mo integral:
b
1= f foodx .
a

1z razloga koji ée postati evidentni kasnije, izvr3iéemo

smenu promenljive tako da granice integracije budu -11 1:

Iz ove smene sledi:

dx=t-’-—a-du i

2
1
b-a b-a a+b
-5 SR ue f R au -
1
b-a
=2— iJ. 8(\1)(111.

Pretpostavimo da se g(u) moZe razviti u Maklorenov red:

2
uta,u +...

g(u) = ao+a1 2

koji konvergira za svako u€f1,1] . Na osnovi ove pretpostavke moZe-

mo pisati:
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1 1
2
1'[ gwdu = {(ao+a1u+a2u +s0.)du =

a a
= 2(ac,+—2 =y, oo ) (17)

3 5
S druge strane, poslednji integral se moZe egzaktno
izraziti preko konadnog broja vrednosti g(ui) (i=1,2,...,n):

1 n
J gwdu- Cgmy, (18)
i-1

gde su Ci konstante koje treba odrediti. Takodje, treba odrediti
i u,. Dakle, broj nepoznatih iznosi 2n.
Uporedjenjem jednadina (17)1i (18) dolazimo do slede-

¢ih relacija:

a a
2 % k
2(a0+3 .,,_5_.,.,“+k+1)=Clg(u1)+C2g(u2)+....

+ Cng(un) =

2
= Cl(a°+a1u1 +agus .. )+

2
+ C2(a°+alu2+a2u2 o) + .

2
U +a U o+ ...)
n n

+ Cn(a°+a 2

1

(19)

Izjednadavanjem &lanova uz iste koeficijente a dolazimo

do slededeg sistema od 2n jednalina;

C1+C2+. ..+Cn =2

C1u1+C2u2+. . .+Cnun =0
2 2 2 2
C1u1‘+C2u2 +. '+Cnun =3

R N N A N RN

2n-2 2n-2 2n-2 2
Clu1 +C2u2 +a. .+Cnun =57
u2n-1+C u2n-1+ u2:1-1

171 2°2 " Tnn

(20

Ako smatramo da 2n-1 &lan reda dovoljno ta&no predsta-

vlja g(u), sistem (20)ima 2n jednalina sa 2n nepoznatih: Ci’ui
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Sistem (20) nije linearan, pa njegovo redavanje opStim
algebarskim metodama nije sasvim jednostavno. LeZandr je dokazao
da su u, nule polinoma definisanih jednacinama:

1 n

2%a1 dx

2 n
P (%)= (x"-1) ", (n=0,1,2,...)
Pn(x) se naziva LeZandrovim polinomom n-tog stepena.
On ima tu osobinu da su mu svi koreni realni i razli¢iti, Po3to su u,

nule LeZandrovog polinoma n-tog stepena, moZemo ih odrediti iz

relacije:
‘ 1 a 2 \n
- (uv"-1)" =0,
2"n! du
odnosno iz relacije:
n
d_ (21" -o. (21)
n
du

Primera radi, uzmimo da je n=3. Jednacina (21) ¢e posta-
ti:
3
d . (u2_1)3 -
du du

(u6-3u4+3u2-1) =0

Posle diferenciranja dobija se jednacina:

12Ou3-72u=0

iz koje sledi:

o
[aa=y
w

i}

1+
S

Vidimo da se obistinilo ono $to smo napred rekli o ras-
poredu vrednosti argumenta: U,y predstavlja sredinu intervala [-1, 1]
auy i ug &ine par vrednosti simetri¢nih u odnosu na sredinu interva-
la integracije.,

Kada se na gornji nafin odrede Upy Upy eve , U iza-
mene u prvih n jednalina sistema (20) , dobija se sistem od n line-

arnih jednadina sa n nepoznatih C,. U konkretnom primeru, ima‘emo
1

slededi sistem:
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C1+C2+C3=2

'\/gcl'scs"o

3 Sc .2

5C1*5C3=3-

ReSenja ovoga sistema su: C-C—-S- C—-8-
) & 17379 27 g

Na isti nadin dobijaju se i vrednosti date u tablici 1 koje smo

pozajmili iz citirane knjige Demidovi€a-Marona (str. 602) .

TABLICA 1.

Vrednosti argumenata w i konstanata Ci u Gausovoj formuli.

n i u. C

i i

4 1,4 0.861 13631  0.347 85484
2,3 0.339 98104 0.652 14516

5 1,5 0.906 17985 0.236 92688
2,4 0.538 46931 0..478 62868
3 0 0.568 88889

6 1,6  0.932 46951 0.171 32450
2,5 0.661 20939  0.360 76158
3,4 0.238 61919 0.467 91394

7 1,7 0.949 10791 0.129 48496
2,6 0.741 53119  0.279 70540
3,5 0.405 84515 0. 381 83006
4 0] 0.417 95918

8 1,8 0.960 28986 0.101 22854
2,7 0.796 66648  0.222 38104
3,6 0.525 53242 0..313 70664
4,5 0.183 43464 0.362 68378
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8. NUMERICKO RESAVANJE QBICNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Kao i u sludaju reSavanja odredjenog integrala, u mate-
matickoj analizi daju se re3enja op3teg integrala u konaénom obliku
samo za neke tipove diferencijalnih jednalina. Osim toga, teorijska
analiza ponekad daje ta re3enja u obliku koji je neupotrebljiv u pra-

kti&nim radovima. Naprimer, u obliku:

. pS .
y:log;+ sinx+ x .

iz kojega nismo u stanju da odredimo tadnu vrednost y zadato x .
Zbog ova dva razloga metode numerifke analize, kao daleko opStije
i prilagodljivije prakti€nim potrebama, imaju veliki znacaj. Njihova
opSta karakteristika i sutinska odlika je odredjivanje partikularnih
re3enja, a ne op$tih re¥enja diferencijalnih jednacina.
1z relativno velikog broja metoda numerickog reSavanja
diferencijalnih jednadina mi éemo izdvojiti samo tri: Ajlerovu, modi-
fikovanu Ajlerovu i metodu Runge-Kuta, jer se one najce3cée koriste

u praksi.
8.1. AJLEROVA METODA

Neka je data diferencijalna jednacina oblika:

Lt (1)

¢iji se partikularni integral traZi za date pocetne uslove: X=X i
Y=Yy Pretpostavimo da je y=g(x) partikularni integral date jedna-

gine za date uslove (slika 1)

Za x=x; priraétaj funkcije Ay=y1-yo se moZe izraziti
kao:

Ay=(x;-x,) &P,
gde je B ugao izmedju selice i x-ose. Ako je korak integracije

xl-x°=h dovoljno mali, bide:



d
Ay":‘,h(d_)%)o y

de indeks "o'" oznacava da se radi o izvodu za x=x_ i y=y . Taj
8 o Ly=y,
izvod racunamo stavljajudi na desnoj strani jednacine (1) X ume-

stox, i Yo umesto y:

d
(E‘E)o = f(xo’yo) *

Jasno je da sa datim podetnim uslovima moZemo izradu-

nati prvu sledecu vrednost partikularnog integrala:
Y1Vt AY =
sy bf(x ¥y (2)
Kada smo izracunali ¥q» zamove poletne uslove uzima-

mo x,, y; i racunamo y,:

d
vaovy Hax) b -
= yl + h‘f(xllyl) ’
y3=y2+hf(x2,y2) , itd.
U principu, opisanim postupkom mo¥e se izradunati ta-
blica yi(i=1,2, ...) koja predstavlja partikularno reSenje diferen-

cijalne jednadine dato diskretno, u vidu tablice.

5 Matemati&ka obrada astronomskih posmatranja
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Opisana metoda naziva se Ajlerova metoda.

Usled akumulacije greSaka ovaj jednostavni postupak
moZe nas odvesti daleko od ta&nih vrednosti, jer treba imati na
umu da-je svaki korak baziran na prethodnim rezultatima koji ved
sadrZe greske,

Znatno tadnija re3enja daje modifikovana Ajlerova
metoda.

U prvoj aproksimaciji, ¥1 koje éemo oznaditi sa Yi1°

se ratuna kao i u Ajlerovoj metodi:
- dy
Y1179 * h'dx) o’

Sa datim Y11 raduna se u prvoj aproksimaciji % za

kraj prvog koraka integracije:

(&), -

ax 17Y11) -

U drugoj aproksimaciji, Ao koje éemo oznaciti sa ¥y
se raduna po formuli:
Lrdyy L4
12 =%+ 30lgE) +&E) Ik (3)
o 11
Sustinska izmena u odnosu na prethodnu metodu sus
a) izvod (%) o zamenjuje srednjom vredno3éu izvoda na krajevima
koraka; b) y; se rafunaju metodom aproksimacija.
Vrednost izvoda u drugoj aproksimaciji se dobija iz je-
dnadine:
(QX =f(x
= 1Yi0) -
dx) 12 17712
U tredoj aproksimaciji vrednost y za kraj koraka se
raduna po formuli:
LMy (& .
y13_yo+2h[(dx) +(dx) ] ' (4)
o 12
Ovaj postupak se nastavlja sve dok se ne postigne dau

granicama ta¢nosti ne bude zadovoljen uslov:

Y1k = Y1k-1 *
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Konacna vrednost Yix? koju demo oznadliti sa ¥1s i X
se uzimaju za nove poletne uslove i tek sada racuna slededa tabli-
&na vrednost partikularnog integrala: Yo Na taj nalin moZemo iz-
radunati niz vrednosti ;e

MoZe se dokazati da modifikovana Ajlerova metoda da-

je tadnije rezultate od Ajlerove. Mi se u taj dokaz nedemo upustati.
8.2, METODA RUNGE-KUTA

Metoda Runge-Kuta, jednako kao i modifikovana Ajlero-
va, Cesto se koristi u praksi.

Ako podjemo od diferencijalne jednadine:

vy’ =f(x,¥)
i Zelimo da izracunamo ¥1s PO metodi Runge-Kuta moramo prethodno

izradunati sledeca Cetiri parametra:

pl = hf(xo’yo) ’

h Pl)
Py = bt 7, vt 3 ) (5)
P
h 2 .
Py = Ml 5, Yot 3 )

p4 = hf(xo+h, yo+p3) .

Ako paZljivije pogledamo gornje formule, videéemo da
je Py prirastaj funkcije od X=X do x=X; u prvoj aproksimaciji, da
je P, prira3taj funkcije u drugoj aproksimaciji radunat tako 3to se

umesto izvoda za poletak koraka (—X A uzima izvod za sredinu ko-

raka:
Py

7) , itd

d h
() - 50n,0 3 v

Prirastaj funkcije se raduna po formuli:
1 _
Ay:yl-yo = g(p1+2p2+2p3+p4). (0)

Kad znamo Ay, znamo i Yq» P& Xq iy, mozZemo uzell za
L
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Pokazacemo kako se metoda Runge-Kuta moZe primeniti
i u sludajevima kada refavamo sisteme diferencijalnih jedna&ina.
Neka je dat sistem:

dx
5 = f(xyy,t)
dt ’ N

d
T 8 (%)

i neka su podetni uslovis t-to, XaX i y=y, takodje dati, Po metodi
Runge-‘Kuta rafunamo slededih osam parametara:

'hf(xotyoyto)v ql'hS(x 'Y, to) y

Pl pl q
Pz"hf(xo" 2 ! }' +=5 2 ’t ""')1 qz'hS(x "'2 'Y "’2 't 2)

p4=hf(x +2,y+2.t +-), qz=he(x +3= »¥, +—,t +2)

pA-hf(xo+p3,yo+q3,t°+h) y q 4=hg(x°+p3, yo+q3,to+h) .

Analogno prethodnim sluajevima, h predstavlja korak
integracije: h=t-t°.

Prira3taji funkcija x i y se ralunaju po formulama:

1 .
Ax= z ( p1+2p2+2p3+p4 ) i
Ay = %( 9,+29,+2q4+q,) - S

Za sledeéi prirasStaj (od t=t, do tst,) za poletne uslo-

ve se uzima: x1=x°+4x y Y12t Ay i tl.lNastavljajuéi ovaj postu-
pak moZemo izrafunati dve tablice: jednu tablicu vrednosti x=x(t) i
tablicu vrednosti y=y{t).

Ako je u pitanju diferencijalna jedna&ina n-tog reda, te-
orijska analiza daje dokaze po kojima se njeno reSavanje moZe svesti
na reSavanje sistema od n diferencijalnih jednadina prvog reda, Ta-
kodje, moZe se postupiti i obrnuto: reSavanje sistema svesti na resa-

vanje jedne jednadine n-tog reda,
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Primery radi, uzmimo diferencijalnu jednaginu:

y" = f(x,y,¥") .

Smenom y’ Y1 dobijamo sistem od dve diferencijalne
jednaline prvog reda: '

dy _
ax " Y1’

dy1
I = f(x¥eyy).

Kao 3to smo videli u ovom paragrafu, metode numeric-
kog resavanja obi&nih diferencijalnih jedna&ina su dovoljno opste.
One se mogu primeniti i na sisteme diferencijalnih jednacina, odno-
sno, i na refavanje diferencijalnih jednafina viSega reda.

Metode koje smo izloZili u ovom paragrafu primenljive
su samo u sludajevima kada se diferencijalna jednafina moZe re3iti

po izvodu najviiega reda.
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GLAVA II

OSNOVI MATRICNE ALGEBRE

9. DEFINICIJE

Skup m n brojeva rasporedj enih u obliku jedne pravou-

gaone tablice kao 3to je:

a11 312 e aln’]
A- | %21 %22 %
Laml &2 " qmn

naziva se brojna matrica. Brojevi aij zovu se elementi matrice A.
Matrica A Sesto se skradeno zapisuje u obliku:
A =[aij] (i=1,2,...,m; j=1,2,... ,n)
ili
A= l:aij‘] mn
Ka¥e se da je matrica A tipa mxn . Ako je m=n, mat-

rica je kvadratna.

Kvadratna matrica oblika:

ol 11 0...0
A - 0 Aype 00
0 o &
nn
zove se dijagonalna. U sludaju kada je: d11= 0(22= cee= O(nn=1
matrica je jedinina. Oznalidemo je sa E:
1 0.... 0
0 1....0

E= . e
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10. ALGEBARSKE OPERACIJE SA MATRICAMA

Operacije sabiranja i oduzimanja izvode se samo sa
matricama istoga tipa.

Zbir (razlika) dve matrice A=[aij] i B= [bij] je mat-
rica C='[Cij] &iji elementi predstavljaju zbirove (razlike) eleme-
nata matrica A i B:

c..=a.thb..
ij ij ij

Proizvodom matrica A i B naziva se matrica C
&iji su elementi ik definisani relacijama:

ik =Zaij i - (1

j

Prema tome, mogu se mnoZiti samo one matrice kod ko-
. jih je ispunjen uslov: broj kolona u prvoj matrici jednak je broju
vrsta u drugoj matrici. Matrica C ¢e imati i vrsta (koliko i prva
s leva) i k kolona ( koliko ih ima druga}.

Radi jasnijeg shvatanja operacije mnoZenja pretposta-

vimo da je matrica A tipa 2x3, a matrica B tipa 3x4:

a7 25 33 by by by by
A = lay 3 3y B -|byy by, byy by
b b b b

31 32 33 34

Matrica C de imati i=2 vrste i k=4 kolone. Elementi

bi¢e definisani jednadinama:

C.
ik
cl1=a11b11+a.12b21+a13b31 , (i-1,k-1)
937821013 222023223533 ,(1=2,k=3)

b

€127311 12+312b22+a13b32 , (1=1,k=2)

itd.
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Mogu se lako dokazati sledece osobine proizvoda
matrica:
a) AB £ BeA

b) (A+B)JC = AC + BC

¢) C(A+B)=CA + CB.

Osobina pod a) ne vaZi za neke matrice. Naime, pos-
toje specii alni sluajevi kada je zakon komutacije primenljiv i na
proizvode matrica, U opStem slucaju, nije svejedno da li jednu
matricu mnoZimo drugom s leva ili s desna.

Ako u matrici A vrste i kolone izmenjaju mesta, do-

bide se takozvana transmnovana matrica:

8.11 6.21 PR aml
A= %12 %220 w2
81n 8n °** %mn

Relativno lako mogu se dokazati sledeée osobine tran-
sponovanih matricaz:

a) A"=(a") =A

B (A+B) =A' +B

c) Ako su elementi kvadratne matrice koji su simetri-
&ni u odnosu na glavnu dijagonalu uzajamno jednaki ( simetri¢na ma-
lrica ), transponovana matrica jednaka je osnovnoj.

d ABCD... -...D'C'B'A .

. . . . -1 .
Za datu matricu A tipa nxn inverzna matrica A je

ona koja zadovoljava relaciju:

A A-1=A-1A=E (jedini¢na matrica) .

Pitanje koje se namede je sledee: kako se odredjuju
elementi matrice A_l?

Pre nego 3to damo odgovor na postavljeno pitanje podse-
ti¢emo se nekih operacija i nekih definicija u vezi sa determinantama.

Ako u determinanti  koja odgovara kvadratnoj matrici

A tipa nxn ( A=detA ) izostavimo i-tu vrstu i j~-tu kolonu dobiéemo de-
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Yz A
aij' Oznacdidemo ga sa Dij'

Algebarski komplement elementa aij se definiSe na sle-

dedi nadin:
Dij=(-1)i+j D';j .
Kao 3to znamo, determinanta A se moZe razviti po ele-
mentima bilo koje vrste ili kolone na taj nacin 3to e se predstaviti
kao zbir proizvoda ai]. Dij . Naprimer, ako se razvoj vr3i po elemen-
tima prve vrste, moZemo pisati:

A -a;yDyjra o Dygreeitay Dy

Ako se, medjutim, saberu proizvodi elemenata jedne vr-
ste (kolone) a,; i algebarskih komplemenata elemenata neke druge

vrste (kolone) ij , rezultat je nula.

Ako u determinanti A elemente vrste i zamenimo broje-

vima: ¢ «++,c_ostavljajuéi sve ostalo nepromenjeno, dobiédemo
2’ 14 n ’

1’c
determinantu A’ koja se moZe razviti na slededi nadin:

A =c.D

1 11+c2D12+. . .+an

In

Ako su elementi < jednaki odgovarajuéim elementima
neke vrste k Ci=akj , A’ ¢e biti jednako nuli, jer ée odgovarajuéi
elementi vrsta i i k biti jednaki.

Ako umesto SN stavimo odgovarajuce A poslednja jed-

nacina postaje:

y =
A= P11ooP 12t o P10

Poslednjom jednaclinom dokazali smo gornje tvrdjenje.

Na isti nadin moZe se dokazati da ée i zbir proizvoda
elemenata jedne kolone i algebarskih komplemenata odgovarajucih
elemenata neke druge kolone biti jednak nuli.

Sada éemo se vratiti na pitanje inverzije date kvadratne
matrice.

Pretpostavili smo da je matrica A kvadratna tipa nxn,

Matricu &iji su elementi jednaki algebarskim komplementima eleme-

nata A AT AaSiAamn ca A e



11 D12' ‘ Dln
K‘ - D21 D22‘ : D2n
Dnl Dn2' . Dnn

Ako elemente matrice A podelimo sa A =detA, a zatim

tako dobijenu matricu transponujemo, dobi¢emo:

P11 P22 Put

A A A
Ag=

P1o Dot P

AN AN A

Dln 2n "’ _D_I_]_Il

A D A

Proizvod matrica A i Ay je matrica C Ciji elementi su
definisani jednafinom (1):
D12

D
11 —_— L D, +...+a

Cqq= -5+ £~—( D, . +a D
11781 7R A2 ) Y e TN T A 1Pttt 1n 1n)"

Izraz u zagradi jednak je A, pa je c11=1. Na isti nacin
se dokazuje da su i ostali elementi na glavnoj dijagonali jednaki jedi-
nici. Elementi van glavne dijagonale jednaki su nuli. To ¢emo pokaza-
ti samo na jednom primeru.

Element 12 jednak je:

D22+. cevag Dzn) .

Co o= —1-(a D, .+a
127 AYT11721 712

Kao 5to smo ranije pokazali, zbir u zagradi jednak je nuli,
jer predstavlja zbir proizvoda elemenata prve vrste i algebarskih kom-
plemenata koji odgovaraju elementima druge vrste.

Na osnovi gornjih dokaza zaklju¢ujemo da je Ao inverzna
matrica u odnosu na A, jer je:

A Ag=E,

Vrlo lako moZe da se dokaze da je i:
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Ne upudtajuéi se u dokaze navedéemo samo nekoliko
osnovnih osobina inverzne matrice.

1, Determinanta inverzne matrice jednaka je recip-
ro¥noj vrednosti determinante osnovne matrice,

2. Inverzna matrica proizvoda kvadratnih matrica
jednaka je proizvodu inverznih matrica &inilaca, ali u obrnutom
poretku:

(AB)'1 _Blah
3. Transponovana inverzna matrica jednaka je inver-

znoj matrici od transponovane:
-1y -1
(A7) =N
Ako su elementi matrice funkcije neke promenljive x
ili funkcije vi$e promenljivih, matrica se naziva funkcionalnom,
Kod funkcionalnih matrica defini3u se izvod i integral matrice i to:
1. Izvod matrice je matrica &iji svaki element predsta-
vlja izvod odgovarajueg elementa osnovne matrice.
2. Integral matrice je matrica &iji elementi predstavlja-

ju integrale odgovarajuéih elemenata osnovne matrice.
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GLAVA IIT

OSNOVI TEORIJE VEROVATNOCE I MATEMATICKE
STATISTIKE

11, OSNOVNI POJMOVI

Teorija verovatnoée je matematicka nauka koja izudava

zakonitosti u slufajnim pojavama. lzudavajuéi prirodu i drustvo cesto
se sredemo sa pojavama &iji se ishod ne moZe unapred odrediti, mada
za mnoge od njih poznajemo neke ( ali ne i sve) uslove koji ih odredju-

ju. Takve pojave nazivamo slucajnim pojavama.

U astronomiji i nekim drugim naukama bavimo se merenji-
ma rastojanja, uglova, brzina, temperatura, itd., a rezultati ponov-
ljenih merenja su razliditi uprkos tome $to se trudimo da uslovi posma-
tranja ostaju neizmenjeni i §to se posmatrana velifina ne menja u toku
jedne serije ponovljenih posmatranja ( eksperimenata). Ma koliko na-
stojali da u‘jednoj seriji posmatranja odrzimo iste uslove, u tome, stro-
go uzevsi, ne uspevamo jer, u opStem slucaju, i ne poznajemo sve us-
love koji odredjuju ishod ( rezultat) posmatranja, pa ih i ne moZemo odr-
Zati konstantnim,

Neka je () neprazan skup svih moguéih ishoda jedne serije
posmatranja i neka suco elementi toga skupa. Ako kod bacanja kocke
rezultatom smatramo broj tafkica sa gornje strane, bez obzira na broj
bacanja (eksperimenata) skup { ima samo 6 elemenata: 1,2,3,4,5,6 .
On je prebrojiv. Medjutim, ako izaberemo jedan konafan skup zvezda

i odredjujemo njihovu masu, izmedju najmanje moguée mase m. i najve-

1
ée moguée mase m, (koje se mogu unapred odrediti ) moZemo ocekivati

bilo koji rezultat. U ovom sludaju skup § je beskonadan.
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Beskona&ni skupovi (2 , kao 3to znamo, mogu biti nep-
rebrojivi (kao u poslednjem primeru) i prebrojivi. Jedan primer
prebrojivog beskona&nog skupa &ine brojevi zvezda koje treba pos-
matrati do identifikacije zvezde koja ima kolor indeks ( color index )
C1=0.36. Broj posmatranih zvezda do identifikacije pomenute zvez-
de moZe da ima bilo koji od ishoda: 0,1,2,... . Ako se ima u vi-
du beskonacnost vasione i ako se pretpostavi da se mogu posmatra-
ti beskonacéno daleke zvezde, broj elemenata skupa§2 je beskona-
can,

Slucajnim dogadjajem naziva se neki podskup skupa Q.

Pojavljivanje parnog broja pri bacanju kocke predstavlja sluajni
dogadjaj koji se realizuje svaki put kad je ishod jedan od elemenata
podskupa: {2,4,6}. Cesto se elementi skupa { nazivaju elementa-
rni dogadjaji,

Ako podskupovi A i B skupa {2 nemaju zajednikih eleme-

nata kaZe se da su uzajamno isklju&ivi (disjunktni), jer to zna&i da

realizacija jednoga od njih iskljuuje realizaciju drugoga.

Ako podskup B sadrZi sve elemente podskupa A kaZe se
da dogadjaj A implicira dogadjaj B. Drugim redima, ishodi podsku-
pa A predstavljaju jednovremeno pojavljivanje sludajnih dogadjaja A
i B. Primera radi, neka pri bacanju kocke pojavljivanje neparnog
broja predstavlja dogadjaj A: {1,3,5} , 4 pojavljivanje broja sa kojim
je deljivo 30 - dogadjaj B: {1,2,3,5,6}. Jasno je da A implicira B.

Izvestan (siguran) dogadjaj je onaj koji ¢e se u datoj

seriji posmatranja sigurno desiti. Ako traZimo zvezdu &ija je tempe-
ratura T veca od 200°K sigurno ¢emo je nadi, jer je kod svake zvez-
de T » 200°K. Siguran dogadjaj moZemo definisati kao skup §2.

Ako dogadjaj C predstavlja prazan podskup @ skupa O

naziva se nemogu¢ dogadjaj,

Pretpostavimo da se dogadjaj A realizuje samo onda kad

se ne realizuje dogadjaj A. Ka¥e sedasuA i A suprotni dogadjaji,

Pri bacanju kocke parni broj se pojavi samo onda kad se ne pojavi



Za podskup A se kaZe da predstavlja komplement pod-
skupabA ufd.

Ishodi jedne slufajne pojave ne moraju biti brojevi. Oni
mogu biti boje, slova, slike, itd. Svakom ishodu - svakom eleme-
ntu skupa Q) - moZe se pomodu neke funkcije X dodeliti realni broj

X (W), X(W)se naziva sluajna promenljiva,

Ako utvrdjujemo spektralnu klasu jednog skupa zvezda
elementi skupa@ su: {O B,A,F,.. } . Svakom ovom ishodu moZemo
2 2 2 .

X(B)= 37, (A) 5, d.,

pa ¢e slucajna promenljiva X imati sledece vrednostis 1 3 5 ..

dodeliti jedan broj, kao naprimer: X(0)=1

SluZajna promenljiva X (Ww)iz poslednjeg primera je

diskretnog tipa ( prekidna), jer ne moZe da ima svaku vrednost iz

zadatog intervala. Iz primera koji se odnosi na mase zvezda videli
smo da m moZe da ima bilo koju vrednost iz intervala[ml,mz] , pa

se ka¥e da je m kontinuirana( neprekidna) sluajna promenljiva,

Prilikom ponavljanja eksperimenta N puta u neizmenjenim
uslovima zapaZa se da odnos broja ishoda NA koji znade realizaciju
slu¢ajnog dogadjaja A i ukupnog broja ishoda N (fA = NA/N ), koji se

zove relativna ulestanost ili statisti€ka verovatnoda, sa povelanjem

broja N "teZi" nekom broju N koji se naziva verovatnoéa dogadjaja A.
Izraz "te%i" nema isti smisao kao u Matematickoj analizi.
Kad u Analizi kaZemo da x teZi ka x sa povelanjem n, to znadi da za
svako n 70 vaZi relacija: |xn - xolég , gde je £ proizvoljno mali 1
unapred zadati broj. Izmedju ufestanosti i verovatnoée, strogo uzevsi,
takav odnos ne postoji. Sa povelanjem broja ogleda razlika izmedju
brojeva fA i P, sene mora obavezno smanjiti, ali analogija sa priguSe-
nim oscilacijama postoji. Naprimer, ako 100 puta bacimo dinar moZe se
desiti da relativna udestanost lika bude 0.49, a da posle 110 bacanja
ona bude 0.48, Dakle, dalje od verovatnode pA=O.SO . Medjutim, oso-
bina "stabilizacije" relativne udestanosti pri povedanju broja eksperime-
nata je jedna od najizrazitijih zakonitosti u sludajnim pojavama. Svaj-
carski matematiar Jakov Bernuli (1654-1705) je dokazao da pri neog-
ranienom povedanju broja eksperimenata u stabilnim uslovima relati-

vna ulestanost nekoe dogadiaia ¢e se proizvoljno malo razlikovati od
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u tome 3to znajudi Py moZemo predvideti koliko puta ée se reali-
zovati dogadjaj A.

Verovatnoéu Py Cesto ne moZemo odrediti na osnovi
eksperimenata, $to je astronomima dobro poznato , veé na os-
novi razmatranja uslova koji odredjuju ishode pojave. Polazedi
od toga da su stranice kocke simetrifne u odnosu na centar teZe,
da se bacanjem kocke ne daje prednost jednom odredjenom ishodu,
itd., nalazimo da je svaki ishod jednako verovatan.

Pojam verovatnoée koji je napred dat nije matematicki
definisan (data definicija se vezuje za ime Mizesa } . U Teoriji
verovatnoce se daju sledele definicije:

1. Za prebrojiv skup{2 verovatnoéa je nenegativna
numericka funkcija P zadata na skupu&d tako da zbir verovatnoda
svih ishoda w bude:

ZP(L»): 1.
We L)

Verovatnoca dogadjaja A se definiSe pomodéu relacije:

P(A) = Z P (W).

WEA

Ako je ishoda neprebrojivo mnogo, verovatnoda se de-
finiSe kao funkcija nad skupom dogadjaja koja ima sledeée osobine:

1. P(A)»0,

2. P(EY)=1 (normiranost)

3. P\l{ Ak = Zk P(Ak) , ako su A, disjunktni.

k
Iz gornjih definicija sledi:

1. 0£P(A)«l

2, P(@)=0.

Za ishode @ koji predstavljaju realizaciju dogadjaja A
(W € A) se kaze da su povoljni za dogadjaj A. Ako su svi ishodi

W € A jednakoverovatni P(w)=1/n 1iuzajamno iskljuivi, verovat-

pu— . ‘. - j— .. L N oo - o e
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noéa dogadjaja A moZe se definisati kao odnos broja povoljnih
ishoda (n,) i broja svih moguéih ishoda (n): pA=nA/n. Ovo je

tzv, klasiéna definicija verovatnoéa koja je odrZiva samo ako

je skup Q prebrojiv i konadan.
Za skup 2, koji sadr¥i sve moguée ishode jedne

- slu€ajne pojave, koristiéemo i termin: potpuni (celi) skup ishoda

ili potpuni {(celi) skup elementarnih dogadjaja.

Verovatnoca P)predstavlja verovatnodu izvestnog

dogadjaja ili uslov normiranosti verovatnode,

12. TEOREME ZBIRA I PROIZVODA VEROVATNOCA.
NEZAVISNI DOGADJAJI. USLOVNA VEROVATNOCA.

Zbirom dogadjaja A,B,C,.... naziva se dogadjaj

W=AUBUC ... koji se realizuje samo onda kad se realizuje bar
jedan od dogadjaja A,B,C,... ili viSe njih zajedno (ako nisu uzaja-
mno iskljudivi). Primera radi, zamislimo da nasumice biramo zve-
zde i odredjujemo njihove temperature T{ Kelvinovim stepenima
Neka svi rezultati T€ [6000?1600001 predstavljaju dogadjaj A, a svi
rezultati T€[10000,20000°] - dogadjaj B. Svi ishodi Te[6000°20000°]
predstavljaju zbir dogadjaja A i B koji smo oznadili sa W. Jasno je
da se W realizuje kad je T€[6000;9000°] (dogadjaj A), T€[17000720000°]
(dogadjaj B) , Te[10000716000°l(dogadjaji A i B), itd.

U gornjem primeru dogadjaji A i B nisu uzajamno isklju-
divi,

Pretpostavimo da su A,B,C,... uzajamno iskljudivi do-
gadjaji. Dokazademo da je verovatnoéa zbira uzajamno isklju&ivih do-
gadjaja jednaka zbiru verovatnoda tih dogadjaja. Ova teorema se izra-

Zava na slededi nadin:



P(W)= P(AUBUC...)= P(A+PBM+P(O)+ ...

Radi jednostavnijeg dokaza teoreme posmatrademo dva
konaéna podskupa A i B jednog potpunog skupa{2 &iji su elementi
jednako verovatni ishodi, Neka A i B nemaju zajednickih elemenata.

Za dogadjaj W povoljno je n

A

Ai ng ishoda koji ¢ine podskup B. Iz klasic¢ne definicije verovatno-

ée sledis

ishoda koji Cine podskup

n,+n n
p(w). 22 LB,

N

n
=2 - P(A) P(B).

Dokaz ove teoreme se izvodi na isti nacdin i kada se ra-
di o zbiru viSe sludajnih dogadjaja.

Posto suprotni dogadjaji A i A &ine potpuni skup, s ob-
zirom na tecremu zbira verovatnoda vaZi relacija:

P() = P(AUA)= P(A}+ P(A)= 1.

Dogadjaji A i B su medjusobno nezavisni ako se verova-
tnoéa jednoga od njih ne menja (ne zavisi) bez obzira na drugi. Kada
kaZemo "bez obzira" podrazumevaiio da nije bitno da li se dogadjaj
realizovao ili nije i da 1li imamo neku informaciju o drugom dogadjaju
ili nemamo. Pojava lika, naprimer, u sedmom bacanju dinara je 1/2,
bez obzira da li se on pojavio 6 puta u prethodnih 6 bacanja ili nijeda-
nput i bez obzira da li mi znamo koliko puta se on pojavio u prethodnim
bacanjima.

Iz neke zatvorene kutije u kojoj se nalaze 2 bele i
3 crne kuglice istih dimenzija, iste teZine, iste povr3inske obrade,
itd. dva puta izvladimo po jednu kuglicu. Neka dogadjaj A predsta-
vlja izvlacenje bele kuglice u prvom, a dogadjaj B - izvlalenje bele
kuglice u drugom izvliadenju. Ako se posle prvog izvlalenja kuglica
vrad: u kutiju, verovatnoéa dogadjaja B je P(B)= 2/5, bez obzira
kakav je ishod prvog izvlialenja. A i B su nezavisni dogadjaji. Medju-
tim, ako se posle prvog izvlalenja kuglica ne vrada i ako znamo ishod
prvog izvlacenja, P(B) de zavisiti od tog ishoda. Ako je poznato da je
A realizoven, u kutiji su ostale 3 crne i 1 bela kuglica, pa je P(13}-1/4,
a ako nije realizovan,u kut«ji su ostale 2 bele i 2 crne kuglice, pa je

P(B)=1/2.
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Kad verovatnoda dogadjaja B zavisi od realizacije ili
nerealizacije {koja nam je poznata)dogadjaja A kaZe se da je B

zavisan od A. Verovatnola zavisnog dogadjaja ili uslovna verovat-

noéa se oznafava sa P(B/A)ili sa P(B/A), a &ita: "verovatnoéa B
pod uslovom A(A realizovan)ili "verovatnoda B pod uslovom A" (A
nije realizovan .

Nezavisnost dogadjaja A i B izraZava se slededim re-

lacijama:

P(A/B)= P(A/B)= P(A)ili

P(B/A)= P(B/A)= P(B).

Proizvodom dogadjaja A,B,C,... naziva se dogadjaj
W=ABC... &ija realizacija znali realizacijui A, 1 B, iC,... 000
Podskupovi A,B,C,... skupa {2 mogu da imaju zajedni&kih eleme-

nata. Svaki ishod iz njihovog zajednickog preseka predstavlja reali-

zaciju svih tih dogadjaja zajedno (vidi sliku 1).
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Verovatnoca proizvoda dva dogadjaja jednaka je proiz-
vodu verovatnoce jednoga od njih i uslovne verovatnode drugoga pod
oslovom da je prvi realizovan:

P(AB)= P(A) P(B/A) ili:

P(AB)= P(B) P(A/B).

Neka je: n-broj elemenata potpunog skupa jednakovero-
vatnih ishoda ), n

A
B" broj elemenata preseka podskupova A i B.

-broj elemenata podskupa A, nB-broj elemenata
podskupa B i n,
Verovatnoda dogadjaja W=AB iznosi:

P(AB)= nAB/n =(nA/n)(nAB/nA) = P(A) nAB/nA .

Pretpostavimo da je A realizovan. Kolika je verovatnoda

B?
Realizacija A podrazumeva bilo koji od n, ishoda podsku‘-%"'
pa A. Od tih n, ishoda za B je povoljno samo n,ps P2 je:
P(B/A)=n,p/n,.

Iz gornjih relacija sledi:

P(AB)= P(A) P(B/A).

Na isti naéin mogli smo dokazati da je:

P(AB)= P(B) P(A/B).

Ako su A i B nezavisni dogadjaji, vaZi relacija:

P(AB)= P(A) P(B).

U opstijem slucaju, dokazuje se da je:

P(ABCD...)=P(A) P(B/A) P(C/AB) P(D/ABC)....,
odnosno, za sludaj nezavisnih dogadjaja:

P(ABCD...) =P(A) P(B) P(C) P(D). ...

Broj P(D/ABC) predstavlja verovatnoéu dogadjaja D odre-
djenu pod uslovom da je dogadjaj W=ABC realizovan.

Na osnovi teoreme proizvoda dokazuje se i sledeée pravilo:
ako je dogadjaj A nezavisan u odnosu na dogadjaj B i dogadjaj B je ne-
zavisan od dogadjaja A.

Iz teoreme proizvoda sledi:

P(AB)= P(B) P(A/B) = P(B) P(A),

A . P — -~ 3 L
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P(AB)= P(A) P(B/A).

Po3to su leve strane poslednjih jednacina jednake, jedna-
ke su i desne:

P(A) P(B)= P{A) P(B/A).

Ova relacija je moguéa samo ako je:

P(B/A)= P(B),

§to izraZava nista drugo do nezavisnost B od A.
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13. FUNKCIJA RASPODELE I GUSTINA
RASPODELE VEROVATNOCE

Neka je Sx= {xl 1X)r Xy -} prebrojiv i potpun skup
ishoda slucajne promenljive X (skup realnih brojeva) i neka je
pi=P(xi) verovatnoda ishoda X, - Sa stanoviZta Teorije verovatno-
ée X je odredjeno ako je za svako X, € Sx poznato odgovarajude
P, ili, drugim redima, ako je poznat potpuni skup parova realnih

brojeva (Xi’Pi) . Tada se kaZe da je poznata raspodela verovat-

noce.

Raspodela verovatnoéa moZe da se di na razne nadine:

a) u obliku niza raspodele:

b) u obliku mnogougaonika raspodele (slika 1): na apscisnu osu

Dekartovog koordinatnog sistema nanose se vrednosti x,, amna
ordinatnu - odgovarajuée verovatnode P i tako dobijene tacke

spoje izlomljenom linojom.

//ﬂ\
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; Ako je X sludajna promenljiva neprekidnog tipa, predstav- 7
' Ljanje raspodele verovatnoéa na gornja dva nalina je nemogude. Uobi- |
&ajeno je da se posmatra verovatnoé¢a F(x) dogadjaja X <x , a ne ve- f
rovatnoda P(x)= P(X=x). S
Funkcija F(x)= P(X<x) predstavlja verovatnoéu da slucaj-

na promenljiva X ima neku vrednost iz intervala: (- % ,x). F(x) se na-

ziva funkcija raspodele verovatnole, integralna funkcija raspodele ili

integralni zakon raspodele verovatnole.

U praktiénom reSavanju razli¢itih zadataka esto se tra-
¥i verovatnoda da X ima neku vrednost iz intervala[& , P). Neka je
dogadjaj A realizovan kad je X<«p, dogadjaj B - kad je X< & i doga-
djaj C - kad je X€lat ,B) . Dogadjaji B i C su uzajamno iskljucivi, a
dogadjaj A predstavlja njihov zbir, pa je:

P(A)= P(B}+ PC)

ili, s obzirom na definiciju F(x):

F(P) = F@) + P(X£X<p).

Posto je X neprekidna sluajna promenljiva, verovatnoéa
da X ima neku odredjenu vrednost, recimo, X=O , je nula(to ¢emo
kasnije pokazati), pa P(*&X< BP)moZemo zameniti sa P{Ot £ X<P)ili
P (*¢X<P). Prema tome, poslednju jednadinu moZemo napisati u obli-

ku:
P(ALXEP) = F(P) - F(). (1

Kad kaemo da je verovatnoéa X=% (X - neprekidna slucaj-
na promenljiva) jednaka nuli, to ne znali da je taj dogadjaj nemogud.
Verovatnoda da brzina zvezde bude ta&no 30 km/sec jednaka je nuli,
jer, strogo uzev3di, nikada nismo u stanju da saznamo da li je taj doga-
djaj proizi¥ao ili nije. Zbog ogranicene preciznosti na$ih instrumenata
u stanju smo da odredimo samo granice uZeg ili Sireg

intervala u kome se nalazi pomenuta brzina, a to ne znali da ona ne mo-
""%e da bude i tano 30 km/sec.
Ako je u intervalu [ ,B} F(x) neprekidna funkcija, dokaz

: ?gornjeg tvrdjenja se lako izvodi:

P(X=%) = lim P(X £ X£P)- lim [F(P)- F@)]= 0.

.,



Verovatnoca da X ima neku vrednost izmedju x 1 x+ AX
je jednaka:

P(x£Xex+ Ax) = F(x+ ax)- F(x).

Srednja verovatnoéa na intervalu [x,x+ Ax] se dobija
deobom leve i desne strane poslednje jednaline sa velidinom interva-
la: Ax. Ako postoji:

F(x+ Ax) - F(x)
AX

lim
x>0

= f(x)’

kao ¥to znamo iz Analize, vaZi relacija:
F'(x)= f(x).

Funkcija f(x) se naziva gustina verovatnode. Ona predsta-

vlja verovatnodu da X pripada jedini€nom intervalu oko x. U uZoj oko-
lini dx broja x moZe se smatrati da je f(x)konstantno, pa proizvod f(x)dx
predstavlja verovatnodu da X pripada toj uzoj okolini ili, kako se druk-

&ije kaZe, f(x)dx predstavlja elementarnu verovatnoéu ili element vero-

vatnode,
Iz definicija F(x) 1 f(x) sledi:
B B
P(A¢X<P) =fF’(x)dx =f f(x)dx .
o] o d
S obzirom da je:
F(x)= P(Xe¢x)
ilis

F(x)= P( -004X ¢ x)
izmedju F(x)i f(x)vaZi relacija:
e o
E(x):_aaf fodx ./ 2>
Kriva linija koja graficki predstavlja funkciju y=t(x)>

(slika 2)naziva se kriva raspodele verovatnole,

Naveséemo nekoliko najvaZnijih osobina funkcije raspodele
i gustine raspodele verovatnoca i to:
'/@ F(x) je nenegativna i neopadajuéa funkcija x (slika 2).
Po definiciji,’F(x) predstavlja verovatnodu, pa je po prvoj osobini ve-
rovatnode (strana7g) F(x)2 O,
> X, moZemo pisati:

2 1
PIX 22 v VY= P(Xevw Y Pevw X2y )

Ako je x



{L Fix)

o
x1

S1.2.

Posto je P{xlé X ¢ x2)>/O, to je:

F(x.,) - F(xl) 20.

2
Dakle, za svako X52 Xl’ F(xz) 2 F(xl), odnosno F(x)je
neopadajuéa funkecija x.
b‘)ﬂ‘\)Kada x» -0 , F(x)»0, a kada x> +% , F(x)»1.
Ova osobina sledi direktno iz definicije F(x) i definici -

je verovatnode.

¢) Gustina raspodele f(x) je nenegativna funkcija x, Iz
Analize je poznato da izvod neopadajuce funkcije mora biti vedi ili
jednak nuli. Posto je F’(x)= f(x), f(x)> 0.
d) Integral funkcije f(x) u intervalu: (- o0, © ) iznosi:
(> =4
) wf f(xydx = 1.
Posto:

oo
ff(x)dx = P(-004X4&0®)
-~ o3

predstavlja verovatnodu izvestnog dogadjaja, to je pomenuti integral
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14. BROJNE KARAKTERISTIKE SLUCAJNIH
PROMENLJIVIH: MATEMATICKO OCEKIVAN]JE,
MODA, MEDIJANA, DISPERZIJA, MOMENTI,

Jedna od osnovnih karakteristika sluajne promenljive
je njen poloZaj na brojnoj osi: interval u kome se nalaze sve mogu-
ée vrednosti sluCajne promenljive i eventualno ona njena vrednost
oko koje se grupiu ti rezultati ili, pak, ona vrednost koja ima sre-
di3nji poloZaj. Srednja vrednost sludajne promenljive moZe da pre-
dstavlja korisnu informaciju o slu€ajnoj promenljivoj. U Teoriji ve-

rovatnode definisan je pojam matematiko olekivanje koje se druk-

&ije zove teorijska srednja vrednost shiajne promenljive,a koje

predstavlja pouzdaniju informaciju o poloZaju slucajne promenljive
na brojnoj osi.

Neka je X sluajna promenljiva diskretnog tipa zadata
na kona¢nom skupu Sx sa slededim elementima: {xl,xz, cos ,xn} ko-

jima odgovaraju verovatnoée: {p1 1Poyees ,pn} . Srednja aritmeticka

vrednost se definiSe pomodu relacije:
X PyHXpPote s ¥ X P ; x,P;

M (X)= +PL+ + = *
P +Pyte . 4Py 1Z:pi

Ako je Sx potpuni skup, i2pi=1, pa je:
i

M(X) se (pod gornjim uslovom)naziva matematicko oleki-
vanje. Prema tome, za datu diskretnu sluajnu promenljivu X sa kona-
&no mnogo ishoda, matematicko ofekivanje se definide kao zbir proiz-
voda svih ishoda i odgovarajudih verovatnoda.

U principu, srednja aritmetika vrednost i matematiZko
olekivanje su dva razlidita parametra, mada pri velikom broju merenja

srednja vrednost teZi matematickom ocekivanju.
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Logicki smisao srednje aritmeticke vrednosti videdemo
iz sledeleg primera:

Pretpostavimo da smo u toku jedne nodi na istom instru-
mentu i pod istim drugim uslovima (isti katalog, pribliZno isti mete-
oroloski uslovi, itd. ) posmatrali 5 grupa zvezda sa ciljem da odre-

dimo trenutnu Sirinu ch' Neka je u prvoj grupi bilo n. zvezda, u

1
drugoj n,, u treéoj LY itd. Neka su: (pl, "P2’ ceny (PS srednje Si-
rine po grupama. Pridajuéi jednak znafaj posmatranju svake zvezde,
srednju 3irinu za datu posmatrafku noé raCunamo po formuli:
b ? ] 9 s t
. P 1t ¢ gtee tQ ni+q> “1+1+' Pk n,fn:(P ng g NI
m R AR L

u kojoj su ‘;P’k girine dobijene iz posmatranja pojedinih zvezda.

Posto je:
._;l‘... ’ ’ ’
(Pl =nl((P R AP RTE ¢ 111)

ilis
_\p> [ ’
R R T L
zatim,

n, P, =9’ +(9’n¢2+"'+(P’n1+n9_ , itd.

ngl

izraz za th moZe se napisati u sledeé¢em obliku:

o n1‘91+n2<P2+...+n59’5 )
m n4n,t.. .+n15

Ako ukupan broj posmatranih zvezda uzmemo za jedinicu
( _ : . ! L) s
( Zk:nk-l ), a n,,n,,... zamenimo sa: n1~n1/2_11k , n) = nz/an, e
jednadlina (2) postaje:

CPm=ni(P1+né(:P2+...+nécP5= %n{( (Pk (3)

Sli¢nost izraza (1) i (3) je ofigledna. Po3to skup {“Pl}
nije potpuni, poslednja jednadina defini%e srednju aritmeti¢ku vred-

nost, a ne matematicko ofekivanje, kako bi se moglo zakljuditi na osno-
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Ako je: m=M(X), razlike x,~m, X,-m, ... predstavljaju
odstupanja pojedinih vrednosti X od konstante. Verovatnode tih odstu-
panja jednake su verovatnoéama odgovarajucih X Dizanjem na kvad-
rat svake od razlika x, -m dobidemo skup ishoda nove slucajne prome-
nljive za koju je raspodela verovatnoce ista kao i u slu¢aju promenlji-
ve X. Pomenutim algebarskim operacijama nisu promenjene verovat-
noée. Da bismo to lakSe shvatili razmotridemo primer bacanja kocke.

Sludajna veli¢ina X, koja predstavlja broj sa gornje stra-
ne moZe da ima sledece ishode: {1,2,3,4,5,6 }. Verovatnoéa svakoga
od tih ishoda je 1/6. Ako umesto X posmatramo sluajnu promenljivu
Y=X2, ona mo¥e imati sledede ishode: {1,4,9,16,25,36 } . Verovatno-
¢a bilo kog od ovih ishoda jednaka je koliéniku broja povoljnih i ukup-
nog broja rezultata, Dakle, jednaka je 1/6 ili, moZemo redi, jednaka
je verovatnoéi odgovarajuceg ishoda slucajne promenljige X.

‘ 2
Slu¢ajna promenljiva (X-m) moZe da ima sledede ishode:

2 2 2 2
(X-m) :(xl-m) ,(xz-m) gons (xn-m)
Py P Pn

Sa P;» kao i ranije, oznalili smo odgovarajuée verovat-

Disperzija slu€ajne promenljive X se definiSe kao matema-
< < , 2 . ) )
ti¢ko o&ekivanje (X-m) . Za promenljivu diskretnog tipa zadatu na ko-

naénom potpunom skupu Sx disperzija se izraZava jednacinom:

2 2 2
0 MiX )2 i pl(_xl—m) +p2(x2-m) +.. .+pn(xn-m)
= -m P Pyt 4D
ilis
Z‘p\x.-m)z
2 111
DX -2 = —=— =
6)( Z pi (
i

Navedéemo samo neke osobine matematiCkog ocekivanja i
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vz ;e (one koje emo koristiti u daljem izlaganju Teorije

ver..vatnole i Matematilke statistike).

a) MatematiCko ofekivanje neke konstante jednako
je toj konstanti:

M(k)= k .

b). Matemati&ko olekivanje zbira dve sluajne pro-
menljive jednako je zbiru matemati€kih o&ekivanja tih veli&ina.

Neka su X i Y dve sluajne promenljive sa kona&nim
potpunim skupovima ishoda:

X: xl,xz,...,xn Y: yl,yz,...,ym

b ’ ’
PP Py Py P Py Py

Kada X ima vrednost X Y moZe da ima bilo koju od
datih m vrednosti, Prema tome, sluajna promenljiva Z=X+Y ima
onoliko ishoda Ypliko se parova xi+yj moZe sastaviti od n ishoda

X i m ishoda Y. Taj broj je mn:

Z: X FY 3 X Y g e ey x1+ym;x2+y1 $Xg+Y s e e XotY s X +¥,

P11 Pp2 Pim P21 P2 Pom Pim
gde su Py verovatnodée zbirova x4y Verovatnoée Py predstav-
ljaju verovatnoce jednovremenog pojavljivanja X i A (proizvoda
dogadjaja). Prema tome, vaZiée jednadine:

pk1=P(xk) P(yl/xk)= P(yl) P(X_k/yl) .

Gornja Sema u kojoj su predstavijeni ishodi slufajne

promenljive Z=X+Y &esto se piSe i u obliku:

...............

n{"ml

Matemati¢ko ofekivanje sludajne promenljive Z, po de-

Finiciii irnAacie
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M(X+Y)= kz %(x,k+yl) Py -

Poslednja relacija moZe da se napi3e i u obliku:
M(X+Y)- kZP(xk) X, 12 Py, /) :L:P(yl) y1 %P{xk/vl)
ilis

M(X+Y)=ZP(xlgxk + ZP(yl) ¥, = MX)+ M(Y). (5)
k 1

Jedna&ina (5) je izvedena pod uslovimas

?P(yl/x,g =1 i
%P(xk/yl) =1,

Gornji uslovi predstavljaju verovatnoéu barem jednoga
ishoda 2} pod uslovom X i verovatnodu jednoga X pod uslovom \p
Po3to se u prvom slufaju sabiranje vri po svim moguéim indeksima
1, a u drugom slucaju po svim moguéim k i po3io se radi o potpunim
skupovima ishoda, pomenuti uslovi sy uvek ispunjeni.

Relacija (5) vaZi bez obzira da li su X i Y uzajamno
nezavisne slucajne promenljive,

c) Matematicko olekivanje proizv.ada nezavisnih sluca-
jnih veli€ina jednako je proizvodu ujihovih matematilkih o€ekivanja.

Proizvod X Y moZe imati slededih m n vrednosti:

XY : xlyl,xiyz,...,xly'm;ngl,xgyz,..., S md e XY

P11 Pip Pim P21 Poo Pon Pon

Poito su X 1 Y uzajamno nezavisni, pkl=P(xk) P(y)\,.

Matematicko olekivaije siuajne promenljive Z = XY bice:

™
MIXY)=2, 2,P(x. Py, %y, iliz
1 k 1’ k7!

M(XY) = Zp(xk) xk }1: P(y)) ¥, = MIX) M(Y) (6)
" _

d) Disperzija slucaine promerliive jednaka je razlici

izmedju matemati¢kog olekivanja rvadrata te slu€ajne velidine i
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Ako je X matematicko olekivanje X, disperzija D(X)

jednaka je:

D(X)= M(X-x ) —M(X -2X x +x§)=
= M(X2 2x M(X)+ M(x ) =
= M(X ) - 2x2+ x2 =
o o
2 2
= M(X")- X
ilis
D(X)= M(X ) [M(X)] (7)

Poslednja veza ima veliki prakti¢ni zna€aj, jer omogu-
¢uje racunanje D(X) i bez prethodnog raunanja razlika X -X i
njihovih kvadrata.

e) Disperzija konstante k jednaka je nulis

D(k)= 0

f) Disperzija zbira ili razlike dve nezavisne slu€ajne
promenljive jednaka je zbiru njihovih disperzija. Ako sluajne pro-
menljive nisu nezavisne, disperzija zbira jednaka je zbiru disper-

zija i dvostrukog korelacionog momenta ovih veli€ina. Definiciju ko-

relacionog momenta daéemo kasnije.
Posto je:
M{X+Y)= X 4V,

na osnovu jednadine (7) moZemo pisati:
D(X+Y)= M(X+Y)2 -[M(X+YJ]2 =

- M(X2)+ 2M(XY)+ M(Y2) -(x0+y°)2
ili: ‘
2, 2 )
D(X+Y)= M(X")- x) o+ MY v, + 2M(XY)-2xoyo.
Dakle:
D(X+Y)= D(X)+ D(Y)+ 2[M(XY)- xoyo]. (8)

Posto je matematicko ofekivanje konstante jednako kon-
stantl i po3to je matematicko olekivanje zbira ili razlike sluajnih
veli¢ina jednako zbiru, odnosno, razlici njihovih matematickih o&eki-

Vvania. vaygice cloedadoe ralamiias



M(XY)-xoyo=M(XY-xoy°)=M(XY-xoY-po+xoyo) =
=M[XlY-yc? -xo(Y-yo)] =M[(Y-yo)(x-xo)] .
Izraz:

nyzM[(X-xo) Y-y} (D

definide tzv. korelacioni moment sludajnih veliina X i Y.
Iz jednalina (8) i (9) proizilazi da je disperzija zbi-
ra jednaka:

DAX+Y)=DX)+D(Y)+ 2K . (10D
xy

Ako su X i Y uzajamno nezavisni, M(XY)=M(X)M(Y),
pa se jednadina (8) moZe napisati u obliku:

D(X+Y) =D(X)+D(Y)+2(x°yo-xoy°)

ilis
D(X+Y)=D{X)+D(Y). an
Na potpuno isti nacin moZe se dokazati da je:
D(X-Y):D(X)+D(Y)-2ny {12)
ili
D(X-Y)=D(X)+D(Y), 13

zavisno od toga da li su X i Y uzajamno zavisne ili nezavisne sluda-
jne promenljive.

g) Ako je U slu€ajna promenljiva definisana kao:

U = kX,
gde je k konstanta, a X slu€ajna promenljiva, disperzija U zadovo-

ljava relacije:

D(X) =Mk X - M2 kMx D - M KPRk M) - ).
S obzirom na jednadinu (7), izraz u poslednjoj velikoj
zagradi predstavlja disperziju X, pa moZemo pisati:
D(kX)= k2D(X) . (14)
h) Ako je W sluajna promenljiva definisana jednadinom:
W=aX+bY+cZ+...+k,
gde su a,b,c,... konstante, disperzija W moZe da se izraduna pomodu
Jednacine:
DOW)= a?D(X)+ b2D(Y)+ 2D(Z)+ . .. (15)
N 2 2 2



Poslednja jednadina implicira hipotezu o uzajamnoj
- :zavisnosti X,Y,Z,...

Neka je U funkcija nezavisno promenljivih slucajnih
veliina: X,Y,Z,... Cije su disperzije: 6;2(, sfr y Gi ves 3

U=f(X,Y,Z2,...).

Ako se f(X,Y,Z,...) moZe razviti u Maklorenov red:

203
U=f(xo’Yo’Zo"")+(X_X3(6X +LY_Y0) QY +(‘Z-Zo Z /+...

« o o o
izmedju disperzije 6’3 i disperzija nezavisno promenljivih vaZide
relacija:

+(i—)25'2+.... (16)

6_2_(_4_3_{_)2 2 +(_af_ 2
u 9K/ Cx *\37 /°y "5Z z

G

Oq\')

f
o
Ako su prirastaji drugog i viSeg reda mali i ako su
izvodi drugog i viSeg reda ogranicen:, poslednja relacija moZe da
posluZi za raCunanje ()‘u kad su poznate disperzije nezavisno pro-
menljivih.
i) Disperzija proizvoda -entriranih i nezavisnih slu-
¢ajnih promenljivih jednaka je preoizvodu njihovih disperzija.

Ako je X matematic¢ko odekivanje X, slufajna promen-

ljiva X-x0 naziva se centriranom shicajnom promenljivom.

Za dve uzajainno nezavisne sluCajne promenljive X 1 Y
vazi relacija:

D(XY)=D(X)D(Y)+[M(X)]2D(Y)+[M (Y)]ZD(X). a7

Neka je Z=XY nova slucajna promenljiva &ije je matema-
tic¢ko olekivanje M(Z):zo. Posto su, po pretpostavci, X 1 Y uzajam-
no nezavisni, z_=x_y , pa moZemo pisati slededu relaciju:

(o) [e o]
; oremo pis A
D(XY)=D(Z-2 )2 =MIXY-x_y )*=MXZY2)-2x v MXY)sx 252 -MX2YD) oxy2.
Q [oaNe] 0" 0 "0 [e iR o)

Posto su X i Y uzajamno nezavisne slucajne promenljive,
g2 L2 s . s
kvadrati X~ i Y~ su, takcdje, uzajamno nezavisne slucajne promen-

ljive. Polazedi od ove postavke, dolazimo do jednadina:



M&X2Y2) MxAMY?) )
M(XY)=xoyo ,
D(XY):M(XZ)M(YZ)-xiyg ,

D(X):M(Xz)-xi i

N

D(Y)-M(Y?)-y

[\CRe]

Zamenom M(X™) i M(Yz) u tredoj jednacdini odgovaraju-
éom desnom stranom poslednje dve jednacline dobijamo traZeni izraz
za D(XY):

2 2 22

D(XY)=[D(X )+ ] {D(Y)+y°] xyo=

-DOOD(V)+ MO DY)+ M) DIX).

Za centrirane sluajne promenljive X’ =X-xo iy’ -Y-yo
poslednja relacija ima oblik:

D(X’Y’)=D(X’)D(Y") , (18)
jer su matemati¢ka olekivanja centriranih sludajnih promenljivih je-
dnaka nuli.

Disperzija sluCajne promenljive ili srednje kvadratne

odstupanje je parametar koji karakteriSe rasipanje rezultata u odnosu
na matemati¢ko odekivanje. Drugim redima, ona je pokazatelj stepena
skoncentrisanosti rezultata oko matematic¢kog ocekivanja. Ako se radi
o merenjima, disperzija odraZava preciznost instrumenta kojim se meri,
stabilnost uslova merenja, kvalitet posmatraca, itd.

Umesto disperzije, rasipanje rezultata se CeSée karakte-
rise srednjom kvadratskom greSkom ili standardnom devijacijom:

Oy =m) .

Kao parametar koji predstavlja meru simetrije raspodele

slu€ajne promenljive u odnosu na matemati¢ko odekivanje sluZi asime-

trija. Ona se definiSe jednadinom:
3
= (X, -X .
O(a Zpl( T
i

Ukoliko su rezultati nekog eksperimenta simetriéni u odnosu

na x , tj. ako svakom pozitivnom rezultatu x, odgovara jedan negativni
o

i po apsolutnoj velidini jednak rezultat x]. , X &e biti blisko nuli.
a

7 Matematitka obrada astronomskih posmatianja
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Parametar Oka zavisi od jedinica u kojima se izraZavaju
rezultati x,, 5to oteZava uporedjenje simetri€nosti gustina raspode-
i

le. Zbog toga se Ee3de koristi koeficijent asimetrije koji se defini3e

relacijom:

A
B = —gi (19)
gx

Srednje odstupanje je karakteristika koja ima istu svrhu

kao i srednja kvadratska greska: da se njime izrazi koliko je rasipa-
nje rezultata u odnosu na matematicko o&ekivanje. Ono se definiSe
kao matemati¢ko olekivanje apsolutnog odstupanja od matematickog
olekivanja:

€ = M(lX-xol). (20)

é;( se zove jo$ i srednja greska.

Moda slufajne promenljive X je ona vrednost koja ima
najveéu verovatnoéu. Ako je X neprekidna promenljiva, sa normalnom
raspodelom, moda je apscisa maksimuma gustine verovatnode.

Medijana slucajne velicine X je neka vrednost L za koju
vazi sledela relacija:

P(X<L)= P(X>L).

Verovatnoéa da slufajna promenljiva ima neku vrednost
manju od medijane jednaka je verovatnoéi da ima neku vrednost vedu
od medijane. Ako je X promenljiva neprekidnog tipa, L je apscisa one
tacke &ija ordinata deli povr3inu izmedju x ose i krive gustine na
dva jednaka dela.

Matematicko olekivanje slucajne promenljive X-a, gde je

a neka konstanta, na nekom stepenu s naziva se inicijalni moment

slu¢ajne promenljive X (u odnosu na inicijalnu vrednost a ) reda s.
Ako X ima kona¢no mnogo ishoda, inicijalni moment se definiSe rela-
cijama:

mS=M(X—a)S: Zpi(xi-a)s ) (21)
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Ako se ne kaZe u odnosu na koju vrednost se daje
inicijalni moment, podrazumevaéemo da je a=0.

Inicijalni moment prvoga reda u odnosu na a=0 pre-
dstavlja matematiko odekivanje X.

Ako je inicijalna vrednost a jednaka matematikom
ocekivanju X moment se naziva centralnim, Dakle, centralni
moment reda s predstavlja matematicko olekivanje (X-xo)sz

s ]
(,(.S=M(X-xo) = Zpi(xi-xo) . (22)

1

1z definicije centralnog momenta sledi: (411=0, (02=62

U daljem izlaganju biée koridéen i termin osnovni

moment , recimo, reda s. On se definiSe pomodu relacije:

&s
Ve —— (23)
s S
U vezi sa momentima definisaédemo jo$ jedan pojam koji
¢ée nam biti kasnije potreban: pojam ekscesa. Kao Sto demo ilustro-

vati u paragrafu23 , eksces predstavlja meru zaobljenosti maksi-

muma krive gustine. RacCuna se pomodu jednacine:

=Y .
'Y_43

Za tzv, normalnu raspodelu (o kojoj ¢emo kasnije govo-
riti )} vaZe relacije: 5a=0, 'V'4=3, T-o.

Ako je baL 0, kriva gustine je strmija sa desne strane
(sa strane veéih vrednosti X), a ako je ]5a> 0, ona je strmija sa
leve strane. Dakle, parametar ba predstavlja meru iskoSenosti kri-
ve gustine.

Ako je Y<¢0, maksimum krive gustine je ravniji od mak-
simuma krive normalne gustine. Ako je V>0, maksimum je Ziljastiji.

Napomene koje su date u vezi sa parametrima ’Ba iy
vaZe za raspodele sli€ne normalnoj ( jednomodalne raspodele) .

Ako je X slu€ajna promenljiva neprekidnog tipa ¢1ji pot-
puni skup ishoda &ine vrednosti iz intervala [a,b] i &ija je gustina

verovatnoée f(x), matematic¢ko ocekivanje, disperzija i momenti se

defini3u relacijamas:
TR
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b
M(X)=x_= af x feodx , (24)
D(X)= 62=JP(X—X y2 feodx, (25)
3 o]
m =\/1D(x-a)S f(x)dx , (269
s a
(»b:jp(x-x)s fxydx , itd. 7N
5 Py o]

Drugim redima, sabiranje se zamenjuje integracijom i
umesto verovatnoda pi u ranije date izraze se stavlja f(x)- verova-
tnoda u talci.

S obzirom da svi ishodi pripadaju intervalu {a,b], vre-
dnosti parametara M(X), D(X), m_, s itd. se nede promeniti ako
umesto a i b granice integracije budu: - 00 i+ oo ., Dakle, ma-
tematicko olekivanje i disperzija se mogu definisati i sledeéim izra-
zima: oo

M(X)= fx feydx ,

-0

had “
BOO- foeex ) fo0dx
- 00 °©

Osobine ovih parametara koje smo dokazali za diskretnu
promenljivu vaZe i za neprekidnu. U to se moZemo lako uveriti slede-
éi isti put dokaza.

Ako je gix) jednozuedna i neprekidna funkcija od x de-
finisana u intervalu {a,b] . matemati&ko ofekivanje ove funkcije de
bitis b

Mgeoj= | goofeodx .

a

Verovatnoda da X ima neku vrednost u beskonadno malej

okolini tacke XX jednaka je vercvatnodi da g(x)ima neku vrednost

beskona¢no blisku g(xm) « tj. slufajna prouenljiva Z=g(x) ima isti
zakon raspodele verovatnode kao . X. Dd vie studi da je posladnia

relacija korektna.
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15. PONAVLJANJE OPITA I IZVODJENJE
FORMULE LAPLASA-GAUSA

Pretpostavimo da se jedan opit ponavlja n puta i da je
svaki njegov rezultat C nezavisan u odnosu na prethodne rezultate,
tj. da verovatnoda dogadjaja C u bilo kojem opitu ne zavisi od rezu-
Itata prethodnih opita. Primer: moneta se baca 100 puta. Verovat-
noca grba u 93 bacanju ne zavisi od toga koliko se puta on pojavio u
prethodna 92 bacanja.

Oznacimo sa C rezultat pojavljivanja datog dogadjaja i
sa C rezultat nepojavljivanja dogadjaja, a njihbve verovatnoée, respe-
ktivno, sa p i q. Jasno je da se dogadjaj mora pojaviti ili nepoja-
viti, C i C su dakle suprotni dogadjaji, pa je: p+q=1.

Dogadjaj C moZe se desiti k puta, ali u viZe razlifitih
redosleda. Naprimer, moZemo imati slededa dva redosleda:

c,c,c,c,c,C,c,c,C,...

PPQqQqpPqpPPDPgqg i

¢,c,c,c,c,c,6,C,c, ...

9 PPPQqQPqQaqp.

Verovatnoéa prvog redosleda, kao verovatnoca sloZenog
dogadjaja, jednaka je:

P(AD)=PpPaapqppq... =qu ’

a verovatnoéa drugoga:

k n-k
PAj=qPpPPqpPaqp... =pq .

Ukupan broj razligitih redosleda u kojima ée se C pojavi-
ti k puta jednak je broju nafina {(broju kombinacija) aa loje se k ele-
menata moZe rasporediti na n mesta. Po teoremi sabiranja verovatno-
éa, pojavljivanje C k puta ima verovatnodu jednaku zbiru verovatno-
éa svih moguéih redosleda:

P -Ck k n-k n! k n-k
k,n"nP 94 “Kn-ky! P 4
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Ako je n veliki broj, rafunanje faktorijela moZe se
uprostiti i umesto stroge formule koristiti pribliZnd formula Lapla-
sa-Gausa:

2
p .l _lexp_(;-ng)
npgq

Ova jednadina je izvedena kori¥éenjem pribliZne for-

mule Stirlinga za raunanje faktorijela:
m! 2% mTe ™Vm .



16. NORMALNI ZAKON RASHODELE VEROVATNOCE.
1ZVODJENJE FORMULE ~A GUSTINU VEROVATNOCE.,

U astronomskoj praksi, u fizici i drugim naukama najle-
8ée se analiziraju sludajne promenljive koje imaju tzv. normalnu

raspodelu verovatnoée. Cesto se kaZe da one slede normalni ili Gau-

sov _zakon raspodele verovatnode.

Rezultati na3ih merenja po pravilu su odredjeni dejstvom
velikog broja slucajnih uzroka. MoZe se smatrati da svaki rezultat
predstavlja "rezultantu" velikog broja elementarnih odstupanja. U
Teoriji verovatnoée dokazuje se teorema po kojoj zbir veéeg broja
slu¢ajnih promenljivih, koje se, u najopstijem sludaju, pokoravaju ra-
zli¢itim zakonima raspodele je slu€ajna promenljiva &iji je zakon ras-
podele blizak normalnom zakonu. To predstavlja objainjenje pojave da
vedina naSih merenja daje rezultate &ije verovatnoce i:*aju normalnu
raspodelu. Zbog izuzetno velikog znadaja normalnog zakona mi demo ga
izvesti, ali se pritom nedemo sluZiti strogim dokazom (pom.éu teoreme
Ljapunova), veé demo iskoristiti upro8éeni - Pirsonov .k

Pretpostavimo da su ispunjena slededa tri u-!

1. Odstupanje u sluajne promenljive X od n. - Snstans-
te a(u=X-a) je uzrokovano dejstvom n faktora od kojih - «ki daje jed-
no elementarno odstupanje +€ ili -€

2. Elementarna odstupanja € , koja su jednako 0. ..j:-lu-
tnoj velidini, su jednako verovatna, tj. P(+£) =P(-€) =;—' ;

3. Uzroci koji izazivaju elementarna odstupanja - . 0~
no nezavisni. To znadi da verovatnoéa da jedan odredjeni uzi sk «.;
odstupanje + & 1ili - £ ne zavisi od toga kakva odstupanja su dali dru-
gl uzroci.

Prva pretpostavka nema neko sustinsko znalenje za karak-
ter raspodele verovatnode, a znatno olak3ava izvodjenje izraza za nor-
malnu raspodelu. Medjutim, poslednje dve pretpostavke (one su zasno-

vane na iskustvu steCenom u mnogobrojnim eksperimentima ) bitno odre-

djuju karakter raspodele.
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Neka je svaki od k uzroka dao jedno odstupanje € ,
a svaki od preostalih n-k uzroka po jedno odstupanje - € . "Re-
zultantno" odstupanje u, koje éemo oznaditi sa e bide:

w =kE +n-I)(-€) =(2k-n)E

Verovatnoéa o moZe da se izrafuna po formuli za

- P, _ iz prethodnog paragrafa:
k,n n

p. . [l)
k,n " K (n-0)! 2

Verovatnodéa da ¢e k+1 uzrok dati po + £ ili verovat-
noéa ishoda:

W, 1= DE +@m-k-1) (-€) =(2k+2-n)€
bide:

- n!

1
Prri,n 45) TR Y

Oznadimo sa:

Au = Yeq Y s 2¢ i

u = l( +uw ) =Ck-n+1)E
2 %ke1 t Yk ’

Ako je € dovoljno malo, verovatnoda da slufajna pro-
menljiva u ima vrednost iz intervala ]'_u_k,u.k+1] je pribliZno jed-

naka srednjoj vrednosti Pk,n i Pk+1,n:

P-==(P

[T

k,n " Pk+1,n) ’

Srednja gustina verovatnode u datom intervalu je jedna-
ka:
Y = "Au

Po3to je Au konstantno, iz poslednje jednaline sledi da
je promena gustine Ay data izrazom:

AP
Au

AY =

Deobom poslednje dve jednaine nalazimo da prira¥taj

AP =Pk+1,n—]§<,n i priraStaj Ay zadovoljavaju relaciju:
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Ay AP
y P
1z prethodnih definicija P i AP sledi:,

AP _(1 )“ n! (n-2k-1)
N2/ (k+1) (n-k)! ’

p _(l) n+l n! (n+l)
2 (k+1)! (n-k)!.
Prema tome, relativni prirastaj gustine iznosis

Ay _,no2k-l (a-2k-DE: 2€
y n+l (n+1y g2

Da bismo na3li izraz za gustinu verovatnode sludajne pro-
menljive u, potrebno izvesti relaciju izmedju y i u.

Posto je (n-2k-1)E =-u i 2€ = Au, imademo:

dy _-u Au

¥ (n+DHE 2

Kada je n kona&no, ovo je pribliZna veza izmedjuyiu
i njihovih prirastaja. Ako n»oo , £+ 0, jer je w kona&no. Ako € ne-
bi teZilo nuli, odstupanja U bi bila beskonadno velika. Takvi sluca-
jevi nas ne interesuju.

Pored poslednje pretpostavke, ulini¢emo jo3 jednu: da
n+1) € 2 teZi kona&noj vrednosti 6 koja je razlidita od nule.

U graniénom sludaju, poslednja jednalina postaje:

dy -udu
y 62
Integracijom ove jednaline dobija se:
2
y = C exp -1—2
26
KonstantazC odredjuje se iz uslovas
o =
Jcets au-1.
- 00 265
Smenom: u?— = t poslednji integral postaje:
o4 2
-t
& —_ = 1.
C f e dt =1

- 00

1z Analize znamo da je poznati integral Ojlera-Puasona:
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I=fe dx=2f dx=f—,paje:
-00
[

2

t
fe’z dt = V21T .

Sada moZemo pisati:
c6v2 =1
ilis
C o
6varr

Prema tome, konalni izraz za gustinu verovatnoée norma.

Inog za.kona raspodele bide eV
‘71

\

oy W (1)

 Po¥to je u=X-a (a=const.), jednalina (1) se moZe napisa-

ti i u obliku:
2

1 X-a .
Yo P -T 3 (2)
: 26

Kao 3to je redeno, brojna iskustva iz raznih naucnih obla-
sti pokazuju da se greSke merenja najéedée pokoravaju normalnom za-
konu. U takvim slu€ajevima, ocena taénosti merenja i odredjivanje ve-
rovatnostnih parametara (kao $to ¢emo malo kasnije videti yne predsta-
vljaju ozbiljne probleme.

Ispitivanjem funkcije y dolazimo do zakljufka da njen tok

moZe da se grafiki predstavi kao 3to je Sematski pokazano na slici 1.

AY

|
0 a

1Z ANALLZE £11dllI0 Ud JE pULILaAll LTI al V)LiTlL A= uaswviia,
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. . . . 1
Kriva ima maksimum za X=a koji iz is = . -
a a a j nosi ymax G—Vaz—f— Sa uda

ljavanjem od a, funkcija y opada i asimptotsk'i teZi nuli. Kriva

ima dve prevojne talke &ije su apscise: u; , = te .
?

16.1. PQRAMETRI NORMALNOG ZAKONA: MATEMATICKO
OCEKIVANJE 1 DISPERZIJA SLUCAJNE PROMENLJIVE.
DISPERZIJA SREDNJE VREDNOSTL.

Matemati&ko oekivanje i disperzija neprekidne sluéajne

promenljive X koja ima normalnu raspodelu su definisani jednafinama:

00
_ 1 J‘ _(x-a)
MX)=X =5 <”x e , 52 dx i

] 2
2 1 j _2 _xea)
D(X)= S 6Ton ao(x-x) e 20,2 dx.

x-a . v Cx
Posle smene: t= prva jednacina se transformise u

2
sledeéu: o _ > 2
2. 672 -t a -t
- -1 dt=———— t {4 —=
M(X):—lz f(svz t+ade t Yoc o,,e dt+ -v-;,:e dt
gt - oo
- 2
t

2 - . -
Posle smene t =u prvi integral se svodi na - e

- 00
koji je jednak nuli. Drugi integral je poznati Ojler-Puasonov integral:
oo

2 ® 2
feta-2 [t a-VE
(o]

-0

Na osnovi poslednjih relacija moZemo pisati:

. a i
M(X)= ﬁ\lm a. (3)

Drugim redima, matematicko ofekivanje slu¢ajne promen-
ljive X predstavlja parametar a.

Poito je x=a, jednalina koja defini¥e disperziju postaje:

XK
2 2
D(X)= 20;___ f ?et at.
VT ¥y

Parcijalnom integracijom se dobija:
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52 7 2 52 20 7 2
D(X)=1/7_fﬁ 2te dt- —‘Er{-te_ ’ - fe't dt} .
- 00 -0 00

Prvi ¢lan u zagradi jednak je nuli, jer je:

1
tZ

. -1 . t ,
lim te = = lim—s- = lim = 0.

t-y 0O t+0 e to® 2t e

Prema tome, kona&ni izraz za disperziju bice:

2 > 2 2
2 6 f—t 6 . 2
= m— = ——\TT= 6§
D(X) 5 V-7t~aoe dt T W (4)

Dakle, moZemo tvrditi da parametar 6’2 u izrazu za
gustinu verovatno¢e normalne raspodele predstavlja disperziju
slu€ajne promenljive.

Pretpostavimo da raspolaZemo skupom od n vrednosti
sludajne promenljive X: {xl Xy oo ,xn} . Neka je X srednja vred-

nost ovoga skupa:

Ako na sluajan nafin (bez nekih odredjenih kriteriju-
ma) formiramo m podskupova X, (m sludajnih uzoraka), srednja
vrednost ;m ¢e sluCajno varirati od podskupd do podskupa.

U Teoriji verovatnole dokazuje se teorema koja glasi:
ako je X sluajna veliina koja se pokorava normalnom zakonu i X
je takodje sluajna promenljiva sa normalnom raspodelom verovat-
noée. Ovu teoremu nedemo dokazivati, veé je samo spominjemo
zbog toga Sto ée nam kasnije biti potrebna.

Ako X smatramo slu€ajnom promenljivom koja je funk-

cija XpoXoyee s X 4 S obzirom na relacije izvedene u paragrafu (14)
moZemo pisati:
- 2 1.2 1.2 1 2
D(x)= 6037 61 +—2—62 MERE Gn
n n n

gde je: 6% disperzija X u prvom uzorku, 65 - udrugom, itd.

Ako su disperzije oi medjusobno jednake, vaZiée rela-

cijas
62 né )
[o] 2 n !



u kojoj je 52 disperzija jednog (bilo kojeg) X, .

Ako je skup rezultata posmatranja Sx= {xi} nepotpun,
tadne vrednosti disperzije i matematitkog o&ekivanja se ne mogu
izracunati. Umesto njih dobijaju se ocene pomenutih parametara -
pribliZne vrednosti parametara.

~Srednja vrednost i srednje kvadratno odstupanje pred-
stavljaju korisne pokazatelje poloZaja sluCajne promenljive na bro-
jnoj osi i koherentnosti rezultata (skoncentrisanosti rezultata oko
srednje vrednosti). Pritom moraju biti ostvarena sledeéa dva us-
lova:

1. Matematicko olekivanje je konstanta, tj. ono se ne
menja u toku posmatranja.

2. Preciznost posmatranja se takodje ne menja u toku
posmatranja.

Ako je X sludajna promenljiva koja ima gausovsku ras-
podelu sa matemati¢kim odekivanjem xo=0 i disperzijom 62=1, gus -

tina verovatnode ée biti:
2

1 .
f(x):m' e 2, (5)
Ovaj oblik f(x) naziva se standardni oblik.
Za funkcije F(x), f(x), kao i za izvode fk( x)data je po-
sebna tablica (Tablica I). Tablice koje se odnose na standardni
oblik gustine mogu da se koriste i kad su: xo£0 i 52;4 1. Smenom:

X-x

£E-—%

(o]

dobija se sluajna promenljiva ¢ije je matematiZko olekivanje EO=O

i disperzija 612 = 1.

16.2. BAJESOVA TEOREMA. OCENA PARAMETARA
NORMALNOG ZAKONA.

Neka dogadjaj A moZe da proistekne posle realizacije

jedne od sledeé¢ih k hipoteza: {”1 H . ,Hk} , pri emu skup

PEEE
{Hk]; predstavlja celi skup uzajuci;o iskljudivih hipoteza, Verovatnode
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hipoteza oznaciéemo sa:{Pl,Pz, e ’Pk}’ a verovatnoée dogadjaja
A radunate pod pretpostavkama Hl’HZ’ v ’H'k (uslovne verovat-
noée ) oznafiéemo sa: PysPysceesPy

Kao $to znamo, verovatnoéa dogadjaja A pod uslovom
da je dqilo do ishoda H1 jednaka je:

P(HlA) =P(H1) P(A/Hl) =Plp1 .

Dogadjaji tipa HkA su ikljudivi jer su hipoteze isk-
lju®ive , pa je cela verovatnoéa dogadjaja A (bez obzira na hipote-

zu ) jednaka zbiru svih proizvoda Plpl:
A =
P sZPsps'

Razmotrimo slededi zadatak: dogadjaj A je proizisao.
Kolike su verovatnoée razli&itih hipoteza?

S obzirom na teoremu proizvoda verovatnoéa, vaZi re-
lacija:

P(AHD- P(A)P(H, /A).

1z prethodnih relacija sledi:
P(AHI) P(H.IA)
P(A) éPsps

P(HI/A) =

Poslednja jednadina moZe da se napide i u obliku:

p(Hl/A)=-k———— (teorema Bajesa) {6)

Verovatnoée Pk su verovatnoée hipoteza & priori, a
P(Hl/ A) su verovatnoée hipoteza & posteriori.

Primer: neka se u zatvorenoj kutiji nalaze crne i bele
kuglice (istih dimenzija, iste teZine, itd.). Znamo da ih ima 5.
O sadrZaju kutije moZemo &initi sledee jednako verovatne hipoteze
(jednako verovatne jer nemamo nikakvih drugih informacija iz kojih

bi sledilo da je jedna hipoteza verovatnija od druge):
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le 4 bele i 1 crna ( verovatnoéa bele kuglice p;= 5 ) ,
H2: 3 bele i 2 crne (verovatnoéa bele kuglice p2=.§ ,
}-[3 2 bele i 3 crne (verovatnoéa bele kuglice p3=5 ),

4: 1 bela i 4 crne (verovatnoéa bele kuglice p4=§ ).

Do bpita‘ svaka od 4 hipoteze ima verovatnoéu % :
1
P =3 E) ol
P1PoPaPpz

Pretpostavimo da smo izvukli jednu kuglicu i da je ona

bela. Po formuli (6) verovatnoée hipoteza & posteriori su:

14
4 5 4
P o) TS T T o
4)¥5°5°5°5

-

P(H,/bela) - =5
P(H,/bela) = == i
(3 ea):lo i
P(H4/be1a) =15

Pretpostavimo da raspolaZemo sluajnim uzorkom ( pod -
skupom ishoda koji su na slu€ajan na€in izdvojeni iz potpunog skupa)
od k ishoda sluajne promenljive X koja ima normalnu raspodelu i
gije je matematifko ofekivanje a. Pitanje koje ima veliki prakti&ni
znadaj je sledede: koji od datih rezultata ili od rezultata koji nisu
dati ali koji se mogu odrediti na osnovu datih, najmanje odstupa od a?

Za veli¢inu a moZemo &initi razne hipoteZ'g: da je jed-
nako nekom a nekom a,, itd. Ako je {'xi} pomenuti sluajni uzorak,
za svaku hipotezu o a dobija se odgovarajuéi skup odstupanja

Sk xk-a (k=1,2,3,...). Verovatnoéa da odstupanje 8 ima neku

vrednost iz intervala [ 8 (S + A&] odredjena je relacijom:
2

3
P(gk]‘ S« axj+A§>)=Pk(8'=Sg/aj)=d-% e 262

b



gde je 6’2 disperzija za koju se pretpostavlja da je poznata.
Verovatnoda celoga podskupa { gkj} je verovatnola

proizvoda dogadjaja i moZe se izracunati po formuli:
2

> 8
k AB k 21 S
P(a:sl, 52, ceey tSk/a].): ﬂ Pi—_-(m) exp-— 3
i=1 2 G
Verovatnoéa P je jednaka verovatnodi da pod pretposta-

vkom a=a, na%a merenja daju podskup rezultata {xi}. Prema tome,

poslednja jednadina se moZe napisati i u obliku:

5 x ay2
P(Xx yeer X /a) 6_—_fz=)exp i%:’r-

Po3to ne raspolaZemo nikakvim informacijama o verova-
tnoéama pojedinih hipoteza, najlogi¢nije je da ih & priori smatramo
jednako verovatnim. Njihove verovatnoée & posteriori su proporcio-
nalne uslovnim verovatnod¢ama dogadjaja A { u Bajesovoj formuli

iy Psps su konstante , pa ée vaZiti relacija:

Vorp B

P(aj/xl,xz,. cX)= C(G'{'Z_

Poslednja jednafina jasno izraZava zavisnost verovat-

noée P od a].. Ta verovatnoda je najveda ako je:

k
S(a)= Z (xs-a)2 = minimum.

Posto je:

1 k
a=']: Zx (7)

zaklju¢ujemo da najvedu verovatnolu ima ona hipoteza o a po kojoj
je to a jednako srednjoj vrednosti datih slu®ajnih rezultatas a=x .
Drugim redima, ako raspolaZemoe podskupom {xi}, najverovainije je
da matematicko olekivanje sluc¢ajne promenljive X iznosi koliko i

srednja vrednost za dati uzorak,
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Pretpostavimo sada da ni § nije poznato. U tom sluda-

ju, moZemo smatrati da verovatnoéa P zavisi od dva uslova:
S(a)

A & exp - Sta
20T 26

’

P(X:xl,xz, v ,xn/a,G):(

tj. da je funkcija dve nezavisno promenljive: a i 6 .

1z jednalina:

S(a)= kZ(xk-a)Z - %[(xk—i)+(§-a)]2 -

=7_,(xk_i)2 + n(X-a)°
k

sledi da je: Z 5
AR AT T
P(X=X1,X2,...,X /8’6)— - (3] exp————T——— ¢
n Yem/ Nw 26

{ 1 (a-)‘()z

L) e exp - 2

vor & 206
Yn -

Pretpostavimo da su sve hipoteze o a (-®¢ a 400) jedna-
ko verovatne. Da bismo na3li najverovatnije 6 pomnoZiédemo levu i
desnu stranu poslednje jednacine sa da i izvrsidemo integraciju po
promenljivoj a u granicama: -0o ,%0 . Imajuéi na umu teoremu zbira
verovatnoda, jasno nam je da e leva strana novodobijene jednadine
predstavljati verovatnodu datog skupa {Xi} pri svim mogudim hipote-
zama o a i sa datom hipotezom o &(prilikom pomenute integracije sma-
tra se O =const.). Sa desne strane integrali se samo drugi ¢inioc u
velikoj zagradi, jer jedino on sadrZi promenljivu a.

Posto je%’x srednja kvadratska greSka srednje vredno-
sti (Xx), drugi &inioc predstavlja gustinu verovatnoée sluajne prome-
nljive x koja ima normalnu raspodelu verovatnoée. Zbog toga ¢e inte-
gral date funkcije  granicama: - 0o , 0c biti jednak jedinici.

Imajuéi u vidu analiticki oblik integranda, jasno je da
se integracijom po promenljivoi a i integracijom po promenljivoj X
dobija isti rezultat. Prema tome, moZemo pisati:

8 Matematicka obrada astronomskih pusrictranja
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P(X=x) )%y, .00, X /6) (

AE) V2T -n+l

S
6 Hrexp - —=5—
7w An 262 '

gde je:

n
Z(xx)

Sa leve strane pretposlednje jednaline izostavljen je
uslov a, jer verovatnoda datoga niza X, posle integracije ne zavi-

si vise od a.
Verovatnoéa date hipoteze o 6§, po Bajesovoj teore-

mi, moZe da se izracuna pomodéu relacije:

o -ntl S
P(G/xl,xl,...,xn) =C’& exp - —

26

u kojoj je C’ konstanta.
Da bismo na$li maksimum funkcije P=P(6) logaritmo-

vaéemo poslednju jednalinu:
InP =(1-n)In€ L= +1InC’,

26°

Diferenciranjem dobijamo:
S
= —_— + —— dF
(1- n) + P

dpP £z . .
1z uslova 5 =0 nadidemo apscise ekstremuma funkcije

P(6):

ilis

n _2
2, (%) (8)
1



- 115 -

Stavljajuéi tako dobijeno 6 u izraz za drugi izvod
funkcije P, dolazimo do zakljucka da je taj izvod negativan, od-

nosno, da P(G) ima maksimum za & dobijeno iz jednaine (38):

a%p 2’
2 = —
a6 3

0.

gi=

Jednadina (8) ima veliki praktiéni znacaj. Ona omo-
guéuje da na osnovi rezultata kojima raspolaZemo ( koji ne ¢ine
potpuni skup)odredimo najverovatniju vrednost disperzije. Na
osnovi datog slucajnog uzorka{xi} zakljuéujemo da je najvero-
vatnija hipoteza da disperzija 6 ima vrednost jednaku desnoj
strani jednaline (8).

Da bismo teorijsku vrednost disperzije 6§ 2 razlikova-
li od najverovatnije vrednosti(ocene disperzije) , ovu noslednju
éemo oznaditi sa s

MoZemo smatrati da 52 predstavlja slucajnu promen-
1jivu, jer od jednog do drugog sluajnog uzorka ono varira na
sludajan naéin. Dakle, 52 ima i odredjeni zakon raspodele vero-
vatnoée, pa se mogu definisati poznate brojne karakteristike kao
3to su: matematiko ofekivanje, disperzija, itd.

Ako se 52 ratuna po formuli (8) moZe se dokazati da
je matematicko olekivanj e*

M(52)=62 (9)

i to bez obzira na zakon raspodele sluca;ne nromenljive X.

*
Hudson ]J.D.: STATISTICS, Geneva 1964.(ruski
prevod, str. 72.)
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U slu€a;u normalne rascodele, vaZi relacija:

2 2

2 ) - iy 2
u kojoj je 6’5 disperzija sludajne promenljive s .

Na kraju ovoga paragrafa navcirenudemo jos i to da
u sludaju normalie raspodele verovatnode izn.cdju srednje kvad-
ratske gra¥ke 6 i srednje greSke £ postoji sledeca pribliina

¥

veza !
2 .
8-:’6'\‘7? - 0.79788 &
ilie

6"&'8“] %— = 1.25331 €,

Mitropoljskij A.K.: TEUNIKA STATISTICESKIH VICI-
SLENi], Moskva, 1951, str. 113.
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17. PRIPREMA POSMATRACKOG MATERIALA
ZA OBRADU. SEPERDOVE POPRAVKE.

Posmatracki materijal koji tretiramo u statistidkom smis-
lu najCe3ée sadrZi veliki broj podataka. Radunske operacije sa veli-
kim brojem podataka predstavljaju glomazan posao koji se ponekad
moZe izbeéi. Pretpostavimo da raspolaemo skupom brojeva Sx={x1,
Xpgene ,xn} , gde je n veliki broj, Cesto ée se desiti da su pojedini
X medjusobno jednaki (reéidemo da se neko xj pojavljuje nj puta), pa
umesto da tretiramo svaki element skupa S tretirademo elemente sku-
pa S’ = {x. x, ces ,xk} kojima odgovaraju ucestanostl {1 1 k}
Ako i skup S’ sadrZi veliki broj elemenata S moZemo uredltl po ras-
tuéim X formlratl podskupove (klase) koji nemaju zajedni&kih ele-

menata (ovaj postupak je poznat kao razbijanje skupa) i za svaki ta-

kav podskup izradunati srednju vrednost koju éemo oznaditi sa Xk
(k=1,2,...) . Udaljem izlaganju smatrademo da Xk predstavlijaju sred-
nje vrednosti po klasama, a n odgovarajuée brojeve elemenata u njima.

Broj klasa zavisi od disperzije rezultata, od obima posma-
traCkog materijala, od tacnosti radunanja, itd. Obi¢no se formira 10-15
klasa.

Razvrstavanje posmatrakog n.laterijala po klasama, ra -
cunanje sredniih vrednosti Xk i odgovarajuéih uéestanosti n nazvali
smo uredjivanje ili sredjivanje posmatralkog materijala za statistiku
obradu.

Sa datim Xk i n radunaju se momenti na sledeéi na&in

(videti paragraf 14 , jednaline 21-27):

N
= Z; —:—k— (Xk—a)s ,
k=
N
= ™
=k§i o Koo
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N

nk =.8
- —(x, -X)" ,
(u'skgln k

6'=V?U_2 ’

v =ﬁ9 itd.
S 65

Prilikom radunanja momenata vi§ega reda moZe se de-
siti da su proizvodi n.kXi veliki brojevi, nepogodni za prakti¢no
rafunanje. Umesto Xk mogu se tretirati odstupanja od nekog broja
Xo (koga smo nazvali inicijalna vrednost) koji se bira tako da od-
stuvanja X = X, -X  budu 3to manja. Obi&no se za X uzima ne-

C ko o
ki broj koji je blizu op¥te srednje vrednosti. Veli€ina odstupanja

zavisi od jedinica u kojima su izraZeni X, , pa i ona mogu da bu-
s kP g
du veliki brojevi. Zbog toga se moZe uliniti jo5 jedna zamena slu-
&ajne promenljive X

X, -
Ek *x k Xo
" h h !

gde je h tzv. srednja velifina klase koja se dobija kad se razlika

izmedju najveée i najmanje vrednosti Xk podeli brojem klasa:

X - X .
max min

N

S obzirom da broj klasa N nije suviSe veliki, odstupa-

nja Xk-XO izra¥ena u jedinicama h nisu veliki brojevi, Razlika
X -X . je jednaka Nh ili N jedinica, pa ¢e najveée razlike
max ~min
X. -X biti blizu N/2.
k o

Posle uvodjenja gornjih smena nameée se sledece pi-
tanje: kako se radunaju momenti slucajne nromenlji.ve X=&X1,X2, v
. ’Xk } kad su poznati momenti slu€ajne promenljive E = El’ EZ’
., & L ?

Polazeéi od poznatih definicija moZemo pisati:



ko1 ko h ko1 kKo
1 —
=T{(X'Xo)
ilis
i=x°+hE , (D
‘LI g:_nh(g _E)s %[Xk-xo_x_xo]s Ty B
S o] n k St h h n
N X -X1s N
o) i g N YD M RS S
k=1 h’ k=1 h
ilis
-hS
4"s_h g (2)
c'a-s/yaz - h2 (/.é =h 6
& S
v, - =7 - = - v/ (2)
6S Fe's s
itg.

Jednatine (1), (2) i (3) omoguéuju da se sa P 7natim
momentima sluajne promenljive & lako izradunaju momenti sludaj-
ne.promenljive X,

Ako je broj elemenata skupa Sx mali, a $irina kl. 3q

(razlika izmedju brojeva koji predstavljaju granice klasa) velika,
momenti m's' y @.; i V; koji se radunaju iz neposrednih posmatra-
nja(xi) i momenti m_, “'s i ‘\(; - raunati sa srednjim vrednosti-
ma po klasama(Xi) - mogu da se znafajno razlikuju. Razlike mome-
nata su uzrokovane time ¥to se relativne uestanosti nk/n odnose
na srednje vrednosti nezavisno promenljive,

Iz originalnih podataka (xi) inicijalni moment m_ u

odnosu na inicijalnu vrednost a=0 se rauna po formuli:
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n
YIS
. i’

i=l

B

m" =
s
a iz osrednjenih podataka:
Ny
m-3 X x .
Tl

Razlike izmedju m's' i m_ mogu da dostignu znacajne

i *
1Znose ¢
e |
N
my =My =772
(4
m' =m —}-lim
37 4 1
m" =m }—13 m +—7 h4 itd
A 27 240 ' ’

Ako je poznata neprekidna funkcija gustina f(x), teorij-

ska vrednost momenta m_ se raduna iz relacije:

o
m; = f x> fe) dx ,

- 00
dok se praktina ocena m_ sa srednjim vrednostima Xk raduna po-

moéu jednadine:

Izmedju m's' i m radunatih pomoéu poslednje dve jedna-

&ine postoje razlike definisane relacijama 4 ili:

*
Trumpler J.R. and Weaver F.H.: Statistical Astronomy,
University California Press, Berkeley, 1953,
str. 191 - 193.



i s
[ h2

m2=m2-+-1—%
[ h "

Mg =M, +5— my (5)
[ h2 _j oo

Mg =Myt . m2.* 30

12
mk+___. K(k-Dm!'_ '+72_ k-D(k-2Xk-3) mpt 4.

3t 2 Izmedju momenata g's' i (-bs vaZe iste relacije kao i
izmedjum" im .
s s
Popravke momenata m_ i 8’5 koje treba primeniti da

bi se oni redukovali na vrednosti koje odgovaraju originalnim po-

dacima ki su poznate pod imenom Seperdove popravke. Za njihovu

primenu moraju da budu ispunjeni odredjeni uslovi. Citaoca koji
Zeli da se sa tim detaljnije upozna upuéujemo na knjigu: Kendall
G.M. and Stuart A.: The Advanced Theory of Statistics, vol. 1,
London, 1962 ( ruski prevod str. 111-113). Praktiéno, éeperdove
popravke omoguéuju da se izradunaju tadnije vrednosti momenata
ako funkcija gustine f(x) ima dodir sa x-osom vi¥ega reda. Za ra-
spodele sa beskona&nim granicama uslov je da f(x) opada tako da
na granicama konaénog intervala bude bliska nuli ( kao, naprimer,
f(x) normalnog zakona).

Da bismo imali predstavu o veli&ini éeperdovih poprav-
ki navedéemo sledeée podatk: : ako je h=0.496 , popravka '\}—(:2
je oko 1%, a ako je har0.4 & popravka yz je reda 1%. Zbog ogra-
nienosti posmatrafkog materijala grefke momenata Eesto premasuju
velifinu éeperdovih popravki, pa njihovo rafunanje nema smisla.

Medjutim, ako su 3irine klasa velike, njih ne treba zanemariti.

* Mitropoljskij A.K.: Tehnika statisti&eskih vicislenij,
Moskva, 1961, str, 72.
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18. GRUBE GRESKE

U toku posmatranja moZe da dodje do skokovite promene
uslova kéji utiu na rezultate, pa se, kao posledica toga, mogu poja-
viti i rezultati koji grubo odstupaju od ostalih, Medjutim, takvi rezu-
ltati se ne smeju proizvoljno eliminisati i zaklju&ci "Stimovati"., Mi
moramo nastojati da budemo 3to objektivniji. To éemo postiéi ako
znamo sa kolikim rizikom odbacujemo neko posmatranje ili neki rezu-
ltat posmatranja, odnosno, mi moramo znati sa kojom verovatnoéom
oni predstavljaju grube grefke. Ovo pitanje moZe da se i druklije fo-
rmulife i to: u kojim granicama, odredjenim sa unapred zadatim ve-
rovatnoéama, se nalaze rezultati &ija odstupanja od srednje ili neke
izravnate vrednosti mogu da se smatraju posledicom normalnog slu-
Zajnog kolebanja uslova koje je karakteristi€no za dati skup rezulta-
ta ( koje se izraZava srednjom kvadratnom gredkomé) ? Ako su zada-
te verovatnoée male, rezultati van odgovarajuéih granica su malo ve-
rovatni, pa se mogu smatrati posledicom grubih poremedaja uslova
posmatranja.

Neka je X slufajna promenljiva koja ima normalnu raspo-
delu verovatnode, matemati&ko oekivanje mx=0 i disperziju 62;1.
Verovatnoéa da de se neki rezultat nalaziti u granicama - &, a)

jednaka je: 2
& X

P(-d‘X<“).—}:—f e 2dX=F(d)-F(-u).
V2T Zo
Po¥to je podintegralna funkcija parna, gornja jedna&ina

se moZe napisati i u oblikus

2
o X
2 7
P(-AEXK)u— | e dx = 2¢ﬁ)= @)-F(O

Ako tra¥imo verovatnoéu da X ima neku vrednost iz in-

tervala (-1, 1] pomoéu Tablice I nalazimo 1 -0.34134, pa je
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P(-1&£ X4 1)=0.68268. Ako je X =2, P(-24X ¢« 2)=0.95450.
Znali, sa verovatnodom P=O..95 ili P=95% o&ekujemo da de re-
zultat posmatranja biti u granicama od T2 jedinice ili u gra-
nicama od Y26 (ako promenljiva nije svedena na standardni
oblik). Ovo pravilo se zove "pravilo dve sigme"”. U astronomskoj
praksi kao granice normalnih odstupanja smatraju se: t2561
36 .

Kada su u datom skupu {xi} identifikovane grube gre-
§ke, svi parametri koji karakteriu dati skup moraju se ponovo
izradunati.

Intervali u kojima se odstupanja smatraju normalnim

(ne predstavljaju grube greske) zovu se intervali nouzdanosti

ili intervali poverenja.

Ako je slu€ajna nromenljiva X neprekidnog tipa odredji-
vanje granica intervala pouzdanosti na nafin koji je napred opisan
nije moguce jer u bilo kojim granicama broj ishoda je beskona&no
veliki,

Pretpostavimo da raspolaZemo sa podskupovima Sx od
konaénog broja elemenata. Verovatnoéa P’ da u intervalima (- oo ,-% )
i (ot ,00) nema nijednog rezultata zavisi od broja elemenata datog
podskupa. Sa poveéanjem broja elemenata, P! se smanjuje. Napri-
mer, vela je verovatnoéa da ¢e se u podskupu od 1000 elemenata
nadi bar jedan koji pripada intervalu (- 00 ,-X },nego u podskupu
od svega 10 elemenata.

Ameri&ki matematiar Sovene je predloZio sledeéi kri-
terijum za odredjivanje granica intervala pouzdanosti* :

1

' —_—
1-P'aPe o
ilie
2n-1
1-Py 2n '’

gde je n broj elemenata podskupa Sx’ a P - verovatnoda da inter-

vali (-00, -®) j{0k ©) sadrfe elemente Sx (bar jedan element) .

* o
Cebotarev A.C.: Sposob najmensih kvadratov i osno-
vi teorii verojatnostej, Moskva, 1958,
str R2D
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Osnovanost ovoga kriterijuma je u €injenici da sa pove-
daniem n statistiCka verovatnoda teZi teorijskoj. Proizvod nP pre-
dstavlja broj elemenata datoga podskupa koji pripadaju intervalima
(-0 ,-A)i(&r, 00),

Ako grubu gre¥ku defini§emo kao odstupanje koje je ne-
moguée ukoliko su svi rezultati homogeni, odnosno, ukoliko .u toku
xﬁérenja nije dolazilo do sporadi&nih skokovitih promena uslova od ko-
jih zavise rezultati merenja, ona se moZe identifikovati na osnovu re-
lacije:

nP = 0.

Po3to proizvod nP , u opStem slucaju, nije ceo broj,

a, s druge strane, broj pojavljivanja ili nepojavljivanja nekog rezul-
tata nije decimalan, nP se zaokrugljuje na najbliZi ceo broj. Zbog
toga se smatra da neko odstupanje predstavlja grubu gresku ako nje-

gova verovatnoéa P zadovoljava relaciju:

nP £ 0.5 =%
ilis
1
L o
P T 2n

U graniénom slu&aju, Po = 5
Odrediv3i grani¢nu verovatnoéu P0 i znajuéi zakon ras-
podele verovatnoée slu€ajne promenljive F(x), moZemo lako odrediti
granice normalnih odstupanja: Ta o predstavlja argument funkcije
F(x) odredjen iz uslova F(d)= Po'
Iz citirane knjige Cebotareva pozajmili smo Tablicu 1
u kojoj su za izvestan broj vrednosti n date granice‘d za standar-

dnu normalnu rasvodelu:

TABLICA 1.

Granice intervala pouzdanosti po kriterijumu Sovene
n ok n o n o n fo 8

3 1.38 11 2.00 19 2.22 40 2.49
4 1.53 12 2.03 20 2.24 50 2.58
5 1.55 13 2.07 21 2,26 75 2.71
6 1.73 14 2.10 22 2.28 100 2.81
7 1.80 15 2.13 23 2.30 200 3.02
8 1.86 16 2.15 24 2.31 500 3.29
9 1,92 17 2,17 25 2.33
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Taénost odredjivanja rektascenzija zvezda na savremenim
meridijanskim' instrumentima se krede od O?OlS secd do O20sec§>*
Pretpostavimo da ova druga vrednost karakterije preciznost nageg in-
strumenta i pretpostavimo da smo jednu ekvatorsku zvezdu posmatrali
11 puta. U datom podskupu jedan rezultat odstupa od srednje vrednosti
za u=0°042. Da li taj rezultat sadr¥i grubu gresku?

Uz pomo¢ Tablice 1 za n=11 nalazimo & -2, 00. To znad&i
da je maksimalno normalno odstupanje Uax =2.00 x 07020 secd -

= 0. 040 Prema tome, pomenuti rezultat sadr¥i grubu gregku.

Kriterijum Sovene je strog. Skredemo paZnju &itaoca na

to da postoje i blaZi kriterijumi ( naprimer, kriterijum §arlijea‘ koji

je objasnjen citiranoj u knjizi éebotareva) .

*
Djurovié D.: Bull. Obs. Astron. Beograd, 127, 1976.
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19, METODA NAJMAN]JIH KVADRATA. .
APROKSIMACIJA POSMATRAN]JA OBICNIM
1 ORTOGONA LNIM POLINOMIMA.

Neka je{ yi} (i-1,2,...,n) skup rezultata posmatranja
sludajne promenljive y koja je funkcija od x i parametara: a,b,c,...
koje treba odrediti. Analiticki, ta beza se izraZava jednainom:

‘ y = Y(x: a,b,c,...)

Nevoznati parametri a,b,c,... mogu se odrediti raz-
nim metodama, ali u tom cilju se najée3ce koristi princip najmanjih
kvadrata ili metoda najmanjih kvadrata koja je zasnovana na tom
principu. Razlog za najEe3ce kori¥éenje principa najmanjih kvadra-
ta leZi u njegovom verovatnostnom opravdanju. Naime, francuski ma-
tematicar Leiandrr je pokazao da u slu€aju kada gredke merenja ima-
ju normalnu raspodelu, parametri a,b,c,... odredjeni metodom najma-
njih kvadrata imaju najveée moguée verovatnode. Drugim reima, naj-
verovatnije vrednosti a,b,c,... dobijaju se iz uslova:

U= Z[yi - $(x;: a,b,c, .. 5) 2 . min.

i

Princip najmanjih kvadrata je op3ti matematicki princip.
Cesto se njegova primena pogre3no uslovijava normalnom raspodelom.
Medjutim, on se moZe primeniti i kada greZke merenja imaju druk&iju
raspodelu, ali se ne sme zaboraviti da u tim slu€ajevima a,b,c,...
mogu odstupati od najverovatnijih vrednosti.

Funkcija U zavisi od promenljivih a,b,c,... (po¥to &ini-
mo razne hipoteze o iznosima a,b,c,..., smatrademo ih nezavisno

promenljivim veli¢inama), pa se minimum funkcije U odredjuje iz uslo-

va?l
Y U _
3~ 35 =% 9%—:0,....

[
Legendre A. M., 1752 - 1797 .
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ili iz jednadina:
n 9
z [yi - 'P(xi: a,b,c,..)] (5;)1 =0,
i=1

n

é[)’i - ¥(x;: a,b,c, .. )](Q_b)i =0, itd.

Indeks "i" znali da se izvodi odnose na dato X,
Poslednjih jedna&ina ima onoliko koliko i nepoznatih,
Zovu se normalne jednadine. Jedna&ine oblika:

vizY- ¢(xi:a,b,c,...)

zovu se jednadine gre3aka ili uslovne jednadine.

Ako je Y(x: a,b,c,.. +) linearna funkcija a,b,c,.... i
normalne jednadine su linearne jednaline tih parametara, pa je nji-
hovo re3avanje jednostavno. Ako nisu linearne, primenjuje se pos-
tupak "linearizacije” na koji demo se kasnije osvrnuti.

Ako iz nekih teorijskih razmatranja neznamo oblik funk-
cije y=\(x: a,b,c,..y, 3to je vrlo est sluCaj u praksi, na osnovu
analize grafikona ili tabli&nih razlika posmatranih vrednosti, odredju-
jemo funkeiju koja ée se na najbolji moguéi nadin prilagoditi datom
rasporedu tafaka Ql (xi,yi) ili datim tabli¢nim iznosima funkecije.

Osnovni nedostatak metode najmanjih kvadrata je u tome
8to smo najledée nrisiljeni da subjektivno odredjujemo funkciju

Jy(x: a,b,c ). U odnosu na dati analitiki oblik funkcije odredjujemo
a,b,c,... tako da zbir kvadrata greSaka ( koje se zovu jo¥ i rezidui )
bude minimalan. U odnosu na neku drugu funkciju, taj minimum neée
biti isti, nede ni koeficienti a,b,c,... biti isti. Neke druge metode,
kao, naprimer, metoda Vitakera-Robinsona-Vondraka* nemaju taj
nedostatak, ali, naZalost, nisu slobodne od drugih nedostataka. Do
danas nije pronadjena metods optimalne aproksimacije posmatranja

dovoljno on3ta i dovoljno objasnjena sa aspekata teorije verovatnode.

* Vondrak J. 1969 : Bulletin of The Astronomical
Institutes of Czechoslovakia,
20. 6. .
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Aproksimacije {yi} polinomima i trigonometrijskim
‘inkcijama su vrlo Ceste u astronomskoj praksi. Nave3éemo dva
primera:

1. Razlike svetskog vremena UT1 i svetskog koordini-
ranog vremena UTC ( koje se dobija linearnom transformacijom a-
tomskog vremena A3) sadr¥e sekularni &lan, koji se predsfavlja
polinomom, i periodiéne varijacije koje imaju sezonske i plimske
komponente (izazvane deformacijama Zemlj e pod dejstvom privia&-
nih sila Sunca i Meseca). Na intervalima do nekoliko godina
UT1-UTC se dovoljno ta&no moZe predstaviti jednadinom:

UT1-UTC =a+bt+ct2+d sin2ftrecos 2 t+fsindRt+gcosimt,

gde je t vremeu godinama ralunato od neke inicijale epohe
t°=0.

2. Sistematske gretke A%, nekog kataloga predstavlja-
ju se zbirom nezavisnog &lana (ne zavisi od k) i dve "harmonike":

= i 0. i “ d
Ap(u a1+blsm +c1cos°(+dlsm2 +e1c052

Pod izrazom: "aproksimirati" podrazumeva se pred-
stavljanje datog skupa { yi} jednim drugim skupom {?1} dobijenim
rafunskim putem ili pak predstavljanje funkcijom y=ix:a,b,c,..)
%iji su parametri odredjeni na neki na&in na osnovu datih y;

Kada se iz teorijskih razmatranja nezna tacan oblik
funkcije y=\P(x: a,b,c,...) &esto se aproksimaéija posmatranja vr-
3i polinomima. .

Pretpostavimo da {yi} aproksimiramo polinomom reda r:

y=90+91x+92x2+. . ,+err

Rezultati na¥ih merenja ¥, sadrZe greske Ci’ pa e
jednafine gre3aka biti:

2 r
El=y1—(90+91xl+92x1+. . .+9rx1 ),

2 T
€2=y2 -(90+91x2+82x2+. .. +er2) y

...............................



Ako uvedemo sledede oznake za matrice:

E1 71 eo
& Y2 %1
E = ) Y = ’ 9 =

£n Yn er
2 T
1 Xy ' X Xy
2 r

1 bd b x
A - 2 2 2
1 X x2 .e xr
n n n

jednaline greaka se saZeto predstavljaju u obliku:
E: Y - AQ
Ako su g’ i 6’ transponovane matrice u odnosu na

€ i 0, zbir kvadrata greSaka se izraZava u obliku:

n
S=3 E2-€'e =(Y-A0) (Y-£0) 5
i=1 SY'Y-0'A'Y-Y/AG+O' A’ AD .

Po¥to je Y' A® matrica koja ima samo jedan element ona
je jednaka transponovanoj: Y'A620'A’Y, pa jednalina za S postaje:

S=Y'Y-20'A'Y+08'A'AB ..... ' I

Ako S diferenciramo po svakom Gi i te parcijalne izvode
izjednalimo s nulom, dobi¢emo sistem normalnih jednadina:

S2A'Y+A' AB+B' A’ A=O
ilis

S2ATY+2AT AO=0 .

1z poslednje jednacine sledi:

(A’A)O = A'Y, (2)
pa se reSenja normalnih jednadina, koja demo oznaliti sa ] , dobija-
ju iz relacijes:

d-armytary. 3)

Jedna&ina (3)dobijena je mnoZenjem s leva matricom

-1
(A’ A)

9 Matematicka obrada astronomskih posmatranja
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Ako izracunate vrednosti 6i stavimo u jednadine gre-
&aka umesto Gi, moZemo izralunati greske Ei i minimalni zbir nji-
hovih kvadrata koji éemo oznadliti sa R (da bismo ga razlikovali od
zbira kvadrata gre$aka u opStem sluaju). Za R éemo izvesti izraz
koji omoguéuje da se ono izraduna bez prethodnog radunanja rezidua
uslovnih jednaZina. Polazedi od definicije R, moZemo pisati jednafine:

R=(Y-AB) (Y-A B)=Y'Y-2Y'AB+8' A’ AB -

=Y'Y-2Y! A(A'A)‘lA'Y+Y' A(A'A)'lA'A(A'A)'lA' Y.
Of&igledno, poslednja jednacina je dobijena posle zamene
8 sa desnom stranom jednaline (3) u izrazu za R.
Po3to je (A'A)-lA’A jedinina matrica (mnoZenjem neke
matrice jedini¢nom ne menja se vrednost te matrice), izraz za R se
moZe jo5 uprostiti:

R=Y’Y-Y'A A’A -1

A'Y ..
ili, posle zamene sa O :

R=Y'Y-Y/AB %)

Posto je 6 linearna funkcija od Y (jednacina 3 ) izme-
dju disperzija IO) i D(Y) vaZi relacija:

DB)-(A’A) ArDIAr ) TAr ]! .

Ovu relaciju lak3e éemo shvatiti ako se posluZimo slede-
éim prostim razmatranjem:

Neka je Z slufajna promenljiva koja je linearna funkcija
n stulajnih promenljivih ¥i

Z = k1Y1+k2Y2+. . .+knYn .

U matriénoj formi, ova jednalina moZe da se napiSe:

Z = KXY,
gde su K i Y matrice definisane na sledeéi nacin:
- '
K_lkl,kz,...,knl Y _lYl,Yz,...,Ynl.
) 2
Ako je: D(Yl) =D(Y2) =. .. =D(Yn)= Gy ,

D(Z)- 6}2, Zk12 ili, u matriénoj formi:

D(Z)= KK’ 6° = K 6°K' ,
y y

jer je proizvod KK’ matrica od jednog jedincg eiementa.
T g} g
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Izraz za D(é\) moZe se napisati u obliku:
D(6)- 6§(A'A)’1 Ara~lar-1a0yr, \
Posto jeé(A’)-lA’ =E, poslednja jednafina se moZe jo¥
uprostiti:
D(§)=6}2,(A’A)'1 (5)
Poslednja jednadina se koristi za ocenu ta&nosti koefi-
cijenata 6, odnosno, za ocenu taénosti racunatih vrednosti posma-
trane funkcije (tadnosti prognoze). l
Bez dokaza naveSéemo da se najverovatnija vrednost
6}2, moZe izradunati pomoéu jednaline:

2
6° - R/(n-p),
v /(n-p)

gde je p=r+l broj nepoznatih parametara koji se rafunaju metodom
najmanjih kvadrata.

Prilikom aproksimacija polinomima jedan od problema
sustinskog znalaja je izbor stepena polinoma. Cilj aproksimacije
je eliminacija sludajnih gre$aka. Potrebno je odrediti najmanji ste-
pen polinoma kojim se postiZe taj osnovni cilj. Za to ne postoji ne-
ki op3ti kriterijum. U praksi se stepen polinoma r postepeno pove-
¢ava i racunaju odgovarajuée disperzije 65( r). Sa povedanjem r ,

6_(r) ée opadati, ali samo dok r ne postane jednako nekom r,

y %
Za optimalan stepen polinoma T, usvaja se minimum funkcije 6y(r)
ili ono r od kojega 65(1*) polinje da stagnira. Naravno, ovde se
misli na najbliZe celobrojne vrednosti r.

Ukoliko je stepen polinoma veliki, rafunanje nepoznatih
sa varijabilnim r (da bi se dobila funkcija 65(1‘)) predstavlja gloma-
zan rafunski posao, jer se za svako r mora radunati matrica A’A
u kojoj se x javlja na stepenu 2r. Da bi se smanjio uticaj greSaka
zaokrugljivanja koje mogu dodéi do izraZaja zbog stepenovanja velikim
izloZiocima, mora se obezbediti dovoljan broj decimala, 3to takodje
oteZava ra&unski posao.

U sludajevima kada iz nekih teorijskih razmatranja ili

prethodnih analiza nije poznat stepen aproksimirajuéeg polinoma,
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pogodnije su aproksimacije ortogonalnim polinomima ili polinomima
Cebieva. Kao 5to éemo videti kasnije, matrica sistema A’A ne mo-
ra se cela radunati za svako povedanje r.
Pretpostavimo da smo funkciju y(x) za koju imamo skup
rezultata {yi} aproksimirali polinomom:
' y(x)=Ko+K1G1(x)+K2G2
u kome svako G]. (x) predstavlja polinom reda j oblika:

oo+ .. +K G ... (6)

j-1 i
G.(x)=k, +k.. x +...+k . X T+x .,
§%97 Njot 5 ji-1
Ako se koeficijenti kjo’kjl’ ... odrede iz uslova:
Z.G(xd Gx =0, (b))
kaZe se da su polinomi Gi(x) i Gj (x) ortogonalni. Ukupan broj jedna-

gina za odredjivanje kji (i=0,1,2,... j-1) jej:
Zi:Go(xi) Gj(xi)= 0
Z)Gl(m G,00 =0 (7)

1

Ako se ima u vidu jednafina (6) jasno je da se podra-

zumeva da je: Go(x)= 1.
Matrica sistema normalnih jednacdina je:
2
Zi'Go(xi) Zi’Go(xi)Gl(xi) .. %Go(xi)Gr(xi)
2
B'B - Ei:Gl(xi)Go(xi) z{ Gl(xi). .. El;Gl(xi) Gr (x))

1z definicije ortogonalnih polinoma sleduje da su svi

nedijagonalni elementi matrice B’ B jednaki nuli, pa jes



2
;Go(xi) 0 0
2
0 ZGl(X) .. 0
B'B = i
0 0... zi'Gr(xi)

B’B predstavlja kvadratnu matricu dimenzija (r+1)x(r+1).

Ako stepen polinoma povelamo za jedinicu,y na glavnoj
dijagonali éemo imati samo jedan novi element. Nova matrica siste-
ma normalnih jednafina bie:

B'B 0

Ocigledno je da povelanje stepena polinoma za jedinicu

« . . 2
iziskuje rafunanje samo jednog elementa: ZGr+1

nanja cele matrice sistema koje bi bilo neizbe¥no kod obi&nih poli-

(x,), umesto radu-

noma.

QOdredjivanje koeficijenata polinoma Gj(x) podrazumeva
reSavanje sistema od j linearnih jednafina sa j nepoznatih: k].1
(1=0,1,...,3-1). Broj takvih sistema jednak je broju polinoma (r).
Medjutim, ovaj glomazni ralunski posao moZe se obaviti po znatno

kraéem postupku. To se postiZe ako umesto Gj(x)koristimo ortonor -

mirane polinome Qj(x) na koje se moZe primeniti Forsajtova rekuren-
tna formula.

Neka je:

y(x)=ono(x)+ lel(x)+ R wrQr(x) . &
Pretpostavimo da polinomi %(x):

AX)= q. +q.X+...+q..X
Q‘J( ) qJO q]]. q]]

j

i punjavaju uslov ortogonalnosti i uslov normirancsti koji se definise

kao:

2
'Z:le(xi) = 1.



Rekurentna Forsajtova for'mulza?'r glasi:

lQJ.(x):xQ'j_l X - % Qj_l(x)- TQj-ZLx) 9
Konstante ﬂ i ¥ se odredjuju iz jedna¥ina:

2 ,
RN
-~ =in%_1(xi\%_2(xi) -
1

Konstanta A odredjuje se iz uslova normiranosti.
Ako levu i desnu stranu jednafine (9) dignemo na kvadrat, a obzi-
rom na pomenuti uslov normiranosti, dobi¢emo jednalinu pomodéu

koje se odredjuje A
2 Z[x 0P Q_109-Y Q. )

Proizvod: %_1(xi)Qj_2(xi) uizrazu za | , u opStem slu-
Zaju, nije jednak nuli. To moZe da unese izvestnu zabunu. Zbog toga
istiCemo da uslov ortogonalnosti nameée da zbir takvih proizvoda za
sve date X, bude jednak nuli, a ne svaki pojedinaéni sabirak. Osim
toga, ako je zbir proizvoda Q] 1(x) % 2(x )i ]ednak nuli, zbir proiz-
voda X, QJ 1(x\% 2(x ) ne mora da bude jednak nuli.

Kada se jedanput odrede konstante ?) YT i A, radunanje
polinoma Qj(x) je vrlo jednostavno ( jednafina 9). To se radi na
sledeéi nalin:

1z uslova normiranosti prvo se izracuna Qo(x)= Yo'

& 2 22
Z’ Qo(xi)= Z qoo =
i=1 i=1

iliz
%o ° r
1z uslova ortogonalnosti i uslova normiranosti odredjuju

se koeficijenti q 10 i 41 polinoma Ql(x)ﬁ

ZQ(x)Qn(X)=-— Z,(q1 +q.,%)=0 i

*
Hudson J.D. 1964 : STATISTICS, Geneva, str. 161-164
(ruski prevod)
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3 2 2
'21 Q (%) =(aqyg*ayy*) =1
1=

Posle toga, radunaju se lﬁ LT iA . Qz(x)se dobija
iz jednaline (9) .

Parametri ﬁ y ¥ i zavise od j, pa se rafunaju
za svako j22,

Polinomi viSega reda { j23) se, takodje, rafunaju
pomoéu jednaline (9) .

Metodom najmanjih kvadrata dobijaju se sledede vredno-

sti koeficijenata G, *

J
1

Ova jednadina je dobijena mnoZenjem jedna&ine (8) od-
govarajuéim Qj(x) i sabiranjem po svim raspoloZivim Y- Imajudi u
vidu uslov ortogonalnosti, izvodjenje datog izraza za (::Dj je vrlo
jednostavno.

Sto se tife statisti&kih ocena parametara, lako se doka-
zuju sledeée relacije:

1. Zbir kvadrata rezidua uslovnih jednadina pri aprok-

simaciji ortogonalnim polinomima do reda r je:
2 ~2
R =2,y - A
v i j

2. Disperzija y :
R
2 r

8 " T+ D)

Ako se stepen polinoma poveéa za jedinicu, vaZiée sle-
dele relacije:

C‘Jr+1 = yiQr+1(xi) '

R R G52
el " e "%

2 Rr+1

6y )

Vrednosti funkeije y(x) raunate pomodu jednacine (8)
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posle zamene Co]. sa &\)j predstavljaju skup rezultata 3;1 2 ?(xi\
nove slufajne promenljive 9()(). Ako bismo 6\)] raunali iz vide
sluZajnih uzoraka, za svako j dobili bismo skup slu€ajnih
ishoda &\)J., a samim tim i za svako X dobili bismo skup slucaj-
nih vrednosti gr\i;})(xi) . Pouzdanost aproksimacije karakterile
se disperzijom D[y(x)] :

r

2 2
D[y(x)] = 6y ;Z;:o Q] (x) .

Za bilo koje x iz oblasti definisanosti y(x) moZemo
odrediti odgovarajuée D[y(x)] koje se Eesto naziva gre¥ka prog-
noze.

U sluajevima kada uslovne jednadine nisu linearne
u odnosu na nepoznate parametre moZe se desiti da je odgovara-
juéi sistem normalnih jednadina nere$iv. U takvim sludajevima se
pristupa "linearizaciji" uslovnih jednaéina.‘

Pretpostavimo da VA predstavljaju posmatrane vredno-
sti funkcije y koja zavisi od k nepoznatih parametara 9]. :

y = y(el,ez, “es ,Gk) .

Pretpostavimo jo¥ da se u okolini y°=y(ei,e§, cees ,9;)
y moZe razviti u Tejlorov red. é’; su poznate pribliZne vrednosti
e. .

) o

Uzimajuéi u obzir samo &lanove prvoga reda po ej-ej ,

moZemo napisati slededu relaciju:
k )
o) CH P

Kao §to se vidi, Ay, su linearne funkcije Gj, pa se BJ.
mogu izrafunati metodom najmanjih kvadrata. Naravno, dobijaju se
pribliZne vrednosti nepoznatih, jer su u Tejlorovom redu zanemareni
Elanovi viSega reda razlika 9].-9]‘o .

Rezultati iz prve aproksimacije koriste se kao inicijalne
vrednosti u drugoj. Popravke Ay, U drugoj aproksimaciji predsta-
vljaju razlike yi-y’i , gde je y’1 2 y(el' ,92’ yoos ,9-1'(), a Qj' - rezul-
tati iz prve aproksimacije. Osim toga, u uslovnim jednaCinama se

o L . CAVA? o Lame e 8 samenieni sa  8°
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b
koristi izvod(—éaéz) u kome su 6]. zamenjeni sa Gj’ .

Iterativni postupak se sprovodi dok razlike nepoznatih iz posled-
nje i pretposlednje aproksimacije ne postanu zanemarljive. Na-
Zalost, dosta &esto se dogadja da opisani postupak ne daje kon-
vergentna reSenja. Neki autori su pokazali da se odredjenom mo-
difikacijom iterativnog postupka postiZe konvergentnost u dovol;j-
no opstim uslovima. Citaoce koji se za taj problem vi3e interesuju
upuéujemo na rad: Hartley H.O. : Technometrics,3, 269, 1961 .
U okviru ovoga kursa u to neéemo ulaziti.

U bibliotekama savremenih elektronskih radunara
mogu se nadi gotovi programi za inverziju matrice, pa &ak i pro-
grami za aproksimaciju ortogonalnim i ortonormiranim polinomima.
Tada je primena matri¢nog racuna veoma pogodna. Medjutim, ako
se radi pomoéu malih radunara na kojima se ne moZe programirati
i ako su sistemi normalnih jednalina relativno mali, upotreba Gau-
sovih algoritama moZe znatno olak3ati posao.

Pretpostavimo da jednaline gre3aka sadrZe samo tri

nepoznate:
€1 = a1x+b1y+clz+f1
&".2 = a2x+b2y+c22+f2

g = amx+bny+cnz+fn

gde su x,y, i z nezavisno promenljive koje treba odrediti iz posma-
tranja funkcije f, a El’ 52, cen, Qn gre¥ke posmatranja.

Ako dignemo na kvadrat leve i desne strane gornjih
jednaclina i saberemo ih dobidemo:

S = Z Eiz = Z(aix+biy+ciz+fi) 2

i i

Veoma lako se dokazuje da ée parcijalni izvodi S po

x,y i z, koji predstavljaju normalne jednaline, bitis

2
x Zai Yo aibi+zz a.c.+ > aifi =0

2
x3, biai+yz bi +zY bici +7 bifi =0
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2
x Zcia}i + chibi + chi + Zcifi =0

I kada je broj nepoznatih veéi,iz gornjeg primera jasna
je logika formiranja normalnih jednadina.
Ako upotrebimo Gausove oznake za zbirove, poslednji
sistem se pi%e u obliku:
v 1aa) x +[ably +{aclz +[afl= O
[ablx +[bb] v +[bc]z +[bf}= O (11)
[ad x +[bdy +[cd z +[cfl= O

Za nepoznatu x iz prve jednacine nalazimo:

~ [ab]l [ac] faf]
=Y Taa] ~ ° [aal faal (12

Zamenom x u drugoj i treéoj jednadini sistema (11) do-
bijaju se sledeée dve jednaline:
[bb-1] y +[bec-1] z +[bfe1] =01
[be-1] v +fcce1] z +[cf1] = O 13
u kojima nove oznake predstavljaju:
[bb-1] =[bY] ~[ab][ab}/[ad],
[be-1] =[bc] -[atl{ac) /[ad],
[ bf. 1) =[bf]-[ab][af)/[ad],
[cc-1j={cd) -[ac)lad) /faa] i
(cf1)=TcfI-lad[af) /[aq].
Ako prvu jedna&inu sistema (13) re”imo vo y, dobi¢emo:
y = -z[be-1]/bb.1] -[bf-1] /[bb-1T . (14
Zamenom u drugoj jednadini sistema (13) dobija se jedna-
¢ina sa jednom nepoznatom:

{cce2] z + [cf2) =0,

odnosno:
-

z = -[cf 2] [ [cc 2). (13)
Simboli [cc+2) il[cf-2] predstavljajus
[ce-2] = [ce-1] -[be [JIbe-1) /[bb-1] i
[cf-2] = [cf-1] - [be-1] [bf-1] /Tbb-1] .
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Simbolicke oznake koje smo gore uveli su proste i jed-

noobrazne. Poznate su pod imenom Gausovi algoritmi. U op3tem slu-

€aju, algoritam predstavlja skradenu oznaku nekog skupa operacija.

Svaki algoritam koji smo uveli moZe da se rastavi na
dva sabirka sastavljena od algoritama &iji je red za jedinicu niZi.
Prvi sabirak.je isti kao i algoritam koji se rastavlja, samo za jedi-
nicu niZeg reda. bDrugi &lan je razlomak &iji je imenitelj kvadratni
koeficijent poslednje iskljuene nepoznate. Kvadratni koeficijenti uz
nepoznatu y, naprimer, su: [bb}, [bb-1], [ bb 2], itd. Brojitelj je
proizvod dva algoritma: slovna oznaka prvog je sastavljena od prvog
slova imenitelja i prvog slova algoritma koji se razlaZe, a slovna
oznaka drugog &inioca je sastavljena od drugog slova imenitelja i
drugog slova algoritma koji se razlaZe. Tako, navrimer, ako bismo
imali sistem uslovnih jednadina sa Cetiri nepoznate u kome su di koe-
ficijenti uz detvrtu nepoznatu, algoritam [df-3] bi se razvio na sle-
dedi nalin:
prvi &lan - isti algoritam niZeg reda: [df-2] ;
imenitelj drugog sabirka je kvadratni koeficijent uz tredu nepoznatu:
{cec 27
brojitelj &ini proizvod algoritama drugog reda ¢ije oznake su sastav-
ljene od slova cc i df : [cd.2] i [cf2].

Prilikom sastavljanja i reSavanja normalnih jednadina
na svakom koraku mora se kontrolisati taénost rafuna. Jedan od nadi-
na da se to postigne izloZi¢emo u narednim redovima.

Neka je:

a1+b1+c 1+f1 =Sy

MnoZenjem gornjih jednafina respektivno sa a ,a

Anye. -
1772 n
a zatim sabiranjem dobija se jednacina:
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[aa]+[abl+lac] +[afl=[as] .
Na slian nalin, posle mnoZenja sa bl’b2’ . ’bn’ od-

nosno, sac <€ s dobijaju se i jednaline:

17C27
[ abl+[bbl+bcl+{bfl-Tbs] i

facl+(bcl+{cc) +[cfl=[cs].
’ Poslednje tri jednaline sluZe kao kontrola sastavlja-
nja normalnih jednadina.

ReSavanje normalnih jednadina moZe se vriiti po slede-
éoj Semi koja sadrZi nekoliko etapa:

~ Etapa No 1:

Sadr%i dve linije: u prvoj liniji su koeficijenti prve normalne jed-
naline, u drugoj proizvodi tih koeficijenata i -1/raa):
faal {abl fac) [ af] Lasl
-1 -fabl/{ad) 4ac) faal +aflfeal -lad /faa).
U poslednjoj koloni su kontrolni koeficijenti. Jasno je da zbir prva
Zetiri koeficijenta na svakoj liniji mora biti jednak petom.

Etapa No 2 :

Ova etana sadrZi 4 linije. U prvoj liniji su koeficijen-
ti druge normalne jednaline bez nrvoga. U drugoj liniji su proizvodi
drugog koeficijenta prve normalne jednaline i odgovarajuéih &lanova
druge linije iz prve etape. Zbirovi &lanova ove dve linije predstavlja-
ju algoritme prvoga reda. Oni se mnoZe reciproénom vrednodéu prvo-
ga od njih sa promenjenim znakom i tako dobijeni rezultati upisuju na

Zetvrtoj liniji. Sematski, druga etapa izgleda:

[ bb] [ be] [ bf] [bs]
-lab]{abl /Taa] -[abllacl /[aa] -[abl[af}/[aa] -labl{as) /{aa)
(bb-1] [be.1] [bf-1] [bs-13
-1 -[be-17/[bb-1] ~-[bf+11/[bb.11  -[bs.1}/[bb-1j.

Etapa No 3 :

Ova etapa moZe da se Sematski predstavi sa 5 linija. U
prvoj su koeficijenti trede normalne jednaline bez prva dva, u drugoj
su proizvodi treéeg koeficijenta prve normalne jednacine i odgovara-
jué¢ih &lanova na drugoj liniji u prvoj etapi. Na tredoj liniji su proizvo-

di [be-1] i odgovarajuéih Elanova na poslednjoj liniji prethodne etape.
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Zbirovi koeficijenata u istim kolonama na ove tri linije predstavljaju
algoritme drugoga reda. Ovi algoritmi se upisuju u etvrtoj vrsti,

Petu vrstu ili petu liniju &ine proizvodi koeficijenata Cetvrte linije i
recipro€ne vrednosti prvoga od njih sa promenjenim znakom. Semat-

ski, ova etapa se moZe predstaviti kao:

[cc] . LCefl [cs]
-[acIlacl/Taa] -[ac) [afl/[aal -Taci[af1/ [aa]
-[be- Ulbe 11/bb-1] -[be-13{bf-13 /Ibb-11  -[be. 1](bs-1]/[bb-1]
{ec 2] [cf-2] Ccs-2]
-1 -[cf-21 /[cc. 2] -fcs-2}/pec- 2]

Iz gornjeg primera je jasno koje bismo koeficijente radu-
nali u Cetvrtoj i svakoj narednoj etapi. Ako se radi o sistemu od sve-
ga tri normalne jednadine, gornja Sema sadr¥i sve elemente koji su
neophodni za raunanje nepoznatih.

Nepoznate x,y i z se raunaju iz jednadina 15, 14 i

12 i to prvo z, zatim y i najzad x.

Kontrola dobijenih vrednosti za nepoznate je takodje jed-
nostavna kao i kontrola rafuna u $emi koju smo pokazali. Kontrola ra-
¢unanja u gornjoj Semi je zasnovana na &injenici da su zbirovi koefi-
cijenata na poslednje dve linije jednaki koeficijentu u poslednjoj koloni.

Neka su £ , )] i ; nove promenljive koje zadovoljavaju

uslove:
x=§+1,
y=)]+1i
z=g+1.

Ako u prvu normalnu jedna&inu umesto X,y iz stavimo de-
sne strane noslednjih jednalina dobidemos:
[aa]é +[ab]7] +[ac]l +{[aa]+[ab]+[aq +Caﬂ} =0.
Ocigledno, &lan u velikoj zagradi jednak je [as] .
Ako zamenu izvriimo u sve tri normalne jednadine, dobidemo slededéi
sistem jednadina:
[ad] & +lably +[ac]$ +[as] =
[abl & +[bb] ) +[bc] & +[bs]
[aclg +fchY, +{cc]§ +fcs] =

1§

0
0
0

(16)
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Uporedjujuéi sisteme 11 i 16 vidimo da se ne-
poznate g 1Y) i & mogu jednostavno izralunati zamenjujudi [af]
sa [as],[bf] sa [bg] i [cf] salcs]. Ako se koristi data 3ema Ga-
usovih algoritama, pri raEunanjug R i G brojeve iz pretpos-
lednje kolone treba zameniti brojevima sa iste linije poslednje ko-
lone.

Kada izradunamo x,y,ZzZ, E M i g proveravamo da
li su zadovoljene relacije: x = £ +1, y = + 1 iz=8+1.

Za re$avanje sistema normalnih jednadina koriste se

i Kramerove formule:

«
u
FU
v/
~

u kojima D predstavija determinantu sistema, a Dx’ Dy i DZ deter-
minante uz nepoznate. Kao ¥to znamo, one se dobijaju kada se od-
govarajuéa kolona u D ( prva za x, druga za y i treda za z) zameni
kolonom &iji su elementi nezavisni &lanovi normalnih jednaina.
Koriiéenje determinanti za reSavanje sistema normal-
nih jednadina je pogodno i zbog jednostavnog odredjivanja disperzija

. 2 2., 2
nepoznatih: 6, 6,1 62 .

Neka je 6? = 63 disperzija posmatrane funkcije:

si -$e2/ (n-p) ,
gde je p broj nepoznatih (u konkretnom primeru, p=3).

Rezidui E.l dobijaju se posle zamene radunatih vrednosti
x, yiz uuslovnim jednainama.

U kursevima u kojima se obradjuje metoda najmanjih kva-

»* . . ..
drata’ dokazuju se sledele relacije:

* Séigolev B.M.: Matematileskaya obrabotka nabljudenij,
str. 264-270, Moskva, 1960.



- 143 -

2 11 2
6x= D Go’
D
2 22 2
6,-—5 6,
D
2 33 2
G-zz D 6o ’

u kojima Dll’ D22 i D33 predstavljaju algebarske komplemente, res-
pektivno, prvog, drugog i tre¢eg dijagonalnog elementa determinan-
te D,

Ako se koristi data Sema Gausovih algoritama, dokazuje
se da je (. Citaoc se upuéuje na pomenuti kurs éc’igoleva) :

6--62/[cc2].

Promenom redosleda nepoznatih lako se dobijaju jo3 dve relacije ko-
je omoguéuju radunanje 6}2’ i 6)2( . Naprimer, ako uslovne jednadi-
ne napiSemo u obliku:

ciz+aix+biy+fi= Ei
vazZiée relacija: 2

2 o
6y “Cbb- 2]

Kao $to znamo, [bb-2] se mo¥e razviti kao:
[bb2]=bb-1]] - [ab-1][ab ] /[aa-1] ,
gde je:

fcallcal fad Lad]
[aa-1] = [aa]——-—EC—c—_r- = lad] - e

Na nadin koji je ranije opisan dobijaju se i ostali algoritmi,
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ZADATAK

U Tablici 1 date su srednje koordinate zvezda spektra-
Inog tipa 0. PoloZaji ovih zvezda su i grafi¢ki predstavljeni na sli-
ci 1.

Pretpostavljajuéi da su odstupanja zvezda spektralnog
tipa O od galaktikog ekvatora slulajna, izrafunati njegov nagib u
odnosu na nebeski ekvator 1 i rektascenziju uzlaznog évora A .

Ako su O(m i Bm ekvatorske koordinate tatke Z koja se
nalazi na galakti&kom ekvatoru (slika 2) , vaZi relacija:

sin Oﬂm-A = ctgl tg Sm’ odnosno:

tg Bmstgl sin(O(m-A) .

Zbog toga Eto se nepoznata A nalazi u argumentu sinusa,
"posmatrana" funkcija tg am nije linearna u odnosu na nepoznate tgl
iA.

Pomodéu slike 1 nalazimo prvu poletnu vrednost A, kao
vrednost argumenta za koju je funkcija jednaka nuli:

A_-6"5-97%5
ilis

a,-18% -277%5,
zavisno od toga da li se radi o uzlaznom ili silaznom &voru( posle
uzlaznog &vora sa porastom S rastei X .

Ako sa AA oznalimo popravku Ao, polazna jednadina se
moZ¥e transformisati na sledeéi nadin:

tg Bm=tg1 sin(olm-Ao- AA)=

atgl[sin(X_-A ) cos AA-cos(et -A) sin AAl=
~ tgl sin(okm-Ao) -AA 1gl cos(o(m-Ao) .

Do poslednje jednadine do3li smo "linearizacijom™ ta¢ne
veze i to stavljajuéis

cosAA=-1 i

sin AA =AA .

Smenama:
tg 8
sin O(m' Ao)

Z,
1

X,
1

13

L2
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v, = cos(okm—Ao) ,

a=tgl i

b=-AAtgl
dobijaju se "jednaline posmatranja" oblika:

zi=axi+byi+ g - .

" Radun smo obavili uzimajuéi da je Ao=97.5 (silazni

&vor )i to po Semi:

z, X, . X. X, X.Y. Y. X.Z.
1 1 y1 11 lyl ylyl 11

1 1.536 -0.958 0.287 0.917764 -0.274946 0.082369 -1.471488
2 0.722 -0.476 0.879 0.226576 -0.418404 0.772641 -0.343672

Yi% S XS5 Yi%
1 0.440832 -2.207 2.114306 -0.633409
2 0.634638 -0.319 0.151844 -0.280401

.........................................

Zbirovi po kolonama iznose:
£2]=-5.301, [x]=-1.941, [y]=-1.215, [x =6.095121, [ xy] = 0.653407,
[ yy]1=9.902845, [xz] =-11.072453, [ yZ] =-0. 299546, [s]=6.027,
[xs]=17.820981 i [ys]=10.855798.
ReZenja normalnih jednafina demo traZiti koristeéi Semu
Gausovih algoritama:
b f=-z s

a
6.095121 0.653407 11.072453 17.820981
-1.000 000 -0.107202 -1.816609 -2.923811

9.902845 0.299546 10.855798
-0.070046 -1.186985 -1.910445
9.832799 - 0.887439 8.945353
~1.000000 0.090253  -0.909746

Nenoznate a i b i kontrolne nepoznate nalazimo na sle-

deéi nadin:

b a y] E
0.090253 -1.816609 -0.909747 -2.923811
-0.107202 b +0.097527
-1.826284 -2.826284

Kontrola je: a- £ -1.000 000 i b-‘f, -1.000 000.
ReSenja koja smo traZili su:

- v
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tgl = -1.826284 (1--61297) i
AA =0.049419 radijana - 0°189.
Rektascenzija silaznog &vora i nagib su:
A -6" 4™,

- 61°17!8.

1z podataka datih u knjizi: Zonn V. i Rudnickij X,: ZVE-
ZDNAJA ASTRONOMIJA, Moskva, 1959., date su sledeée vrednosti:

A-6" 4™

- 62%5

U slededoj aproksimaciji za A usvaja se vrednost iz pre-
thodne (A =6 41“%) i ceo rafun se Donavl]a na isti nadin. S obzirom
da radna hipoteza implicira da gustina zvezda spektralnog tipa 0 opada
eksponencijalno i to sa kvadratom daljine od galakti¢kog ekvatora
(tj. da su odstupanja od galakti¢kog ekvatora gausovska) netadna,

isterivanje visoke taénosti racunanja A i I nema smisla.

TABLICA 1

Ekvatorske koordinate zvezda spektralnog tipa O
epoha: 1900.0 . ; 5

HD }?‘m m
108 - 16691  1.512 56793
17638-37022 4.603 35.84
37043 -47839 6.317 7.36
48099 -57061 6.981 -15.75
60848 -73882 7.904 -30.94
76536 -92740 10.088 -56.48
92809 -95435 10. 746 -59.11
96548 -115473 11.862  -61.53
117297 -136488 14.119  -61.51
137603 -153233 16.428  -47.76
152270 -158860 17.059  -39.80
159176 -165688 17.845 -28.93
165763 -184738 18.457 -14.01
186943 -192103 19.963 28.66
192163 -206267 20.541 41.39
208320 -219460 22.352 53.89

A i Sm su srednje vrednosti X i 8 10 uzastonnih
zvezda spiska 12031 je dat u knjizi: Atanasijevié I. i Milogradov-Tu-
rin J.: IZABRANA POGLAVLJA IZ ZVEZDANE ASTRONOMIE

(praktikum za studente Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu).
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Pomenuti spisak je saCinjen na osnovi radova Cecilia Payne Gapo¥kin:
"STARS OF HiGH LUMINOSITY" (New York and London, 1939), As-
trophysical Journa!, 67, 1962. i Henry Draver Catalogue HD .

U kolenama HD dati su brojevi orve i noslednje zvezde

pomenutog spiska no HD catalogu.

sl. 2
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ZADATAK

U Tablici 2 data su sistematska odstupanja Asdneko—
liko kataloga u odnosu na srednji katalog koji je iz njih izveden.

Metodom najmanjih kvadrata aproksimirati A§( pozna-
tom relacijom:

A80(= a sin® + b cos® + ¢ sin 2K + d cos 20X

Podaci koji se odnose na ovaj zadatak su pozajmljeni
iz rada Zverjeva M.S. i PoloZenceva D.D. 1957 : Trudy 12-0j as-
trometrifeskoj konferenciji SSSR, Leningrad, str. 156-164.

TABLICA 2,
Sistematska odstupanja Agd {epoha: 1950.0) u odnosu na

srednji sistem .deklinccija. Jedinica: 001,

Kiev Kazan Vroclav Loskve l.mzar  Golosejev Odesa
h 1942 2500
.5 -19 11 10 7 4 7 -2
1.5 ~ 7 6 -1 8 12 1 -7
2.5 - 4 3 14 -6 ~10 ¢ 4
565 -7 -1 23 2 -8 -4 -4
4,5 9 4 -2 15 - -12 4
5.5 7 -1 29 -7 10 2 -9
0.5 -11 6 =12 Z G 6 8
7.5 1 -3 =31 38 -1 0 -3
8.5 -1 12 -14 1 6 - 4
9.5 -3 -2 =21 11 2z - 8 -1
10.5 9 8 -54 15 o 1 14
11.5 1 -9 17 24 =15 -12 - 8
12.5 10 - 4 5 5 ~-13 -15 14
12.5 18 -11 10 -21 =11 15 2
4.5 -~14 3 12 5 2 -6 ¢
15.5 4 -4 -2 ¢ - 3 9 -2
16.5 18 9 4 -13 -15 4 - 7
17.5 11 -11 - 4 14 =13 3 -1
18.5 3 -14 19 -14 8 15 -13
19,5 -6 e 11 -10 11 -1 -3
20.5 9 -1 6 -14 10 -1 -11
2l.5 7 -3 8 -9 1 -5 -1
2245 7 -4 -4 -20 14 1 4
2%.5 =27 4 -11 - 4 17 15 8
* 9 Z9 * o0 fqa g = - 6
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Rezultati su slededi:

a b c d (3
Kiev -01038 -0V'059 -07001 -0v037 *+01035
Kazan + 38 + 20 + 1 + 9 22
1942
Vroclav - 65 + 65 + 107 - 33 57
Moskva + 92 - 77 - 14 - 12 L4
‘Kazan - 21 + 42 - 97 + 44 38
1950
Golosejev -34 + 26 + 12 - 13 26
Odesa + 27 - 20 - 5 + 38 22

U Tablici 2 data je i srednja kvadratska greska jedne
tabli¢ne vrednosti 6 .,

19.1. APROKSIMACIJA POSMATRAN]JA
NEJEDNAKE TACNOST!

Izu€avanja dugoperiodiénih fenomena kao 8to su: precesi-
ja, nutacija, kretanja dvojnih zvezda, pomracdenja, itd. dovode nas
u situaciju da koristimo posmatranja koje dele dosta dugi intervali
vremena i koja se, iz razumljivih razloga, razlikuju po tafnosti. O-
sim toga, poznato je da se posmatranja mnogih pojava vr$e simultano
na vie opservatorija instrumentima ija preciznost nije jednaka. Ja-
sno je da tretiranje ovakvih nehomogenih podataka namede potrebu
uvodjenja teZina. Uzedemo jedan primer da bismo to ilustrovali.

Neka je izvrSeno n, posmatranja slucajne veli¢ine X iz ko-

1
jib je za njenu najverovatniju vrednost dobijen rezultat x,. Neka dru-

1
ga, treéa,... r-ta serija posmatranja sadrze nz,ns, cees pojedi-
nacnih rezultata i neka su x2,x3, cees X, najverovatnije vrgdnosti X po
serijama,., Dalje, pretpostavimo da je svako pojedinacno posmatranje
iste taénosti koja se moZe reprezentovati disperzijom 6'2.

Na osnovu ranije dokazanih relacija, disperzije srednjih

vrednosti po grupama’ ( disperzije xl,xz, ceenX ) bide:

* Strogo uzevsi, ne radi se o disperzijama, veé o pribliZ-
nim vrednostima disperzije raCunate po uzorcima ili, ka-
ko se drukcije kaZe, radi se o ocenama disperzije.



- 151 -

2
6i=;5k— (k=1,2,...,r).

2 . i .

Posto 6 k lma razlidite vrednosti od grupe do grupe,
X se ne mogu smatrati jednako taénim.

U opStem slucaju, tafnost rezultata ne zavisi samo od
broja posmatranja Ty veé i od preciznosti instrumenta kojim je
dobijena data serija rezultata, od stabilnosti uslova posmatranja,
od zalaganja i biolo$kih kvaliteta posmatrada, itd.

Pri obradi posmatranja nejednake tadnosti veoma je
udobno uvodjenje pojama teZine - broja obrnuto proporcionalnog
disperzijis 2

P c

="y !
k G 2
k
gde je ¢ proizvoljan pozitivni broj.
2 . 2.

Fiktivni ili realni rezultat &ije je Gk jednako ¢” ima

teZinu jednaku jedinici. Zbog toga se kaZe da to Gk predstavlja

srednju grefku jedinice teZine.

Izmedju srednjih vrednosti X i rezultata neposrednih

posmatranja xi' postoje relacije:

n
n,x =Z x!
171 . i
1=1
n4+n2.
n.x, = 'S° x’
%2 2, %o
1=n1+1
n
!
X = x]
" nznl+1 i
r
de je n=n_+n.+...+n_ .
gae ) 1772 r

Opsta srednja vrednost ili, kao $to smo ranije videli,
najverovatnija vrednost matemati¢kog olekivanja slucajne promen-
ljive X jednaka je:

-1
Xe={xJ+x) 4. +x) x4 ex] +o.04x ) =
n'"1 72 n, ‘ng+l TN, n

=(ny X 0 X k. 40X ) /(nl+n2+. So+n ).
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Ako je 62 disperzija sludajne velidine X, disperzije

srednjih vrednosti X bide:
2 2 ,

6= 6 / n 17)

S obzirom na definiciju teZine, iz poslednje jednadine
sledi:

2, 2

n= 0/ 0y =Py

pa se najverovatnija vrednost X dobija iz formule:

x=Zpx, /2w =
i i

= Zpixi I PP (18)
i

Srednja vrednost x se ne bi promenila ako bismo svaku
od teZina Dy pomnoZili nekim brojem q. Drugim refima, za racunanje
srednje teZinske vrednosti X, kako se ona druk&ije zove, nije neop-

L . « 2

hodno da se zna kolika je srednja kvadratska gre$ka &

Kao 3to smo rekli, te¥ine se mogu izrafunati po formuli:

2 2
= 6
p=¢ / 6,
- 2 o pigs . o

u kojoj konstanta ¢~ moZe biti proizvoljna i, prema tome, ne mora
imati bilo kakve veze sa posmatranjima. Medjutim, u praksi se 2%
rafunaju druk&ije. O tome éemo govoriti malo kasnije.

U vezi sa srednjom teZinskom vredno3éu, naveséemo

samo jednu vaZnu relaciju:
n
Z Pk gk = Oy
k=1

gde je Sk = X% .
Dokaz ove relacije je vrlo jednostavan:

%pk8k=§pk(xk-§)=§£pkxk-p§=pY-pY=0-

Ako znamo srednju gredku jedinice teZine i zbir teZina
Py moZemo izradunati srednju kvadratsku greSku op3te srednje vred-
nosti i to na slededi nacin:

izraz za X moZemo napisati u oblikus
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X = plxl/p + p2x2/p + ... prxr/p .
Imajuéi u vidu odgovarajuéu teoremu paragrafa 14,

jasno je da srednja kvadratska greska 6')—( zadovoljava relaciju:
2 2 2 2 2 2 2
6i=61(pl/p) + 62(p2/p) F Gr(pr/p) .

S obzirom na 17 , poslednja jednalina postaje:

2 2 2 2 2 2 2

62 = 6 fo (py/0) + 6 /py(pyfe) +-t @ I (v./9)"

Dakle, 6322 se jednostavno rafuna i to pomoéu jednaline:
2 2

6;( =6 /P (19)

Da bi se reprezentovala tanost rezultata X, koji imaju
razliite te¥ine najnormalnije je da se to &ini pomodu nekog parame-
tra koji se odnosi na jedinicu teZine. Takav parametar je srednja
gre¥ka jedinice teZine. Osvrnuéemo se na problem njenog odredjiva-
nja i to: a) kada su date srednje kvadratske gredke Gi i odgovarajuée
teZine D3 b) kada su date samo teZine D,

Ako raspolaZemo sa 61 i P, U principu, srednju gresku
jedini&ne te¥ine & moZemo odrediti iz bilo koje od relacija:

2, 2 .
p,=6/6;, (i-1,2,...,1)

Zbog ogranienog broja podataka iz kojih se radunaju,
o, su pogre¥ni za neke iznose. Zbog toga se od svih moguéih iznosa
6° izraduna najverovatnija vrednost - srednja vrednost rezultata
dobijenih iz gornjih jednalina:
r
62 - Z P, Giz/r. (20)
i=1
Medjutim, ako su poznate samo teZine P 62 se adredju-
je iz relacije:
& =Zp1812/(r-1), (20°)
u kojoj, kao i ralnije, 81 predstavljaju odstupanja X, od srednje vre-
dnosti: 51=xi-¥ . Sa datim x; ip moZe se izrafunati x.

Dokazademo relaciju 20"
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Posmatrajmo niz: E1=x1ﬁ1, €2=x2ﬁ§2, ceey €r=xr—ﬁir.
Skup{ El} sastavljen je od rezultata jednake ta&nosti jer

su srednje kvadratske greske fi jednake:

12 2
6,] =P1 61 s
2 2
62‘-‘?2 62 [
2 2
6r=v.6,

1z definicije teZina p, = 62/ 612 proizilazi da su proiz-
vodi D, 6i2 jednaki nekoj konstanti 62. Dakle, svako 632 = 62, odno-
sno svako 61 = xiﬁi ima jediniénu teZinu.

Srednja kvadratska grefka jednoga Ei ili jednog rezul-
tata jediniéne teiirr}e bice: .

s Z: Z‘ (gt ‘E ) ’

- r-

gde je 5 srednja vrednost E i

Poslednju jednadinu moZemo transformisati na slededi
nadin:

(r-1)62 =Z'EiZ' 2% Z§i+ r -éz .
i i
Poito je: ZEI = rg , bide:
(r-062-2¢2-rE?,
i
ili, posle zamene éi u prvom ¢lanu sa desne strane sa xi-Jf)'i :
(r-l)(?2 - Zpixf- rg 2 . (21)
1

S druge strane, ako kvadriramo gi’ pomnoZimo sa p,
1

odgovarajuée kvadrate i sve ih saberemo, dobiédemo:

Zy 512 - 2y ("i'?‘)z =

2 2
=Z'pixi -pX . (22)

1
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. i 2
Ako u jednalini 21 Z P, zamenimo odgovarajuéim
i

izrazom iz jednaline 22 , dobilemo:

2 2 -2 - 2
(r-16 =Zpi&i+px -rg
ilis !
2
-2
2 ? P 8i p§2 - rg
6 - r-1 + r-1 (23)

Dokazademo da je drugi &lan sa desne strane poslednje
jednaline zanemarljiv kada je r relativno veliko. Inade, kada su
. . < 1
skupovi {xi} mali nema smisla ra&unati & .

1z definicija imamo:

£ - Zxfr i

x=7xp, /P
i

Ako je p_ srednja vrednost skupa { pi} (pm-p/r) , moZe-
mo pisati jednaCine:

rZ %P
i

S| <9

e, Z%VP
1

2Py

1

o, % PP %

Ako ne postoji sistematska zavisnost izmedju P; i X, t.
ako vedim x, ne odgovaraju i vece teZine ;s i akou skupu{pi} nema
elemenata koji su mnogo veéi od svih ostalih ili od veéine ostalih,
bide Zixipigzij RS

Poito je: Zi,xipizz X+ P_D; 1 koli&nik X/E =1/~{Fm ,

odnosno, ?/g -Yr/p . Posle o&igledne transformacije nalazimo da
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PX =~ rg 2 ,
pa se zanemarivanjem drugog &lana sa desne strane jednafine 23
za 62 dobija izraz. 20’ koji je i trebalo dokazati.

U ovom paragrafu smo videli da su proizvodi X ﬁi
Jednake ta€nosti. Kada se radi o nejednakoj ta&nosti kod tkz. pos-
rednih odredjivanja nepoznatih ili o posmatranjima funkcija i odre-
«djivanjima nepoznatih parametara tih funkcija, postupa se na slian
naéin kao i kod neposrednih odredjivanja.

Neka posmatrana funkcija fi ima teZinu D;- KaZe seda i
odgovarajuéa jednalina gre3aka:

Ei=aix+biY+CiZ+fi
ima teZinu D;- Ako leve i desne strane svih uslovnih jedna&ina pom-
noZimo odgovarajucéim —{Ei dobidemo novi sistem uslovnih jedna&ina

jednakih teZina:
’ S - ’ v ’ ’
81 = El-q Py =8y x+b1 y+c1 z+f1

4

b - - ? b b 3
5 = €2ﬁ2 = 612)(+b2y+c2 z+f2 (24)

............................

Koeficijentis ai' , bi’ , ci’ i fi’ dobijeni su mnoZenjem ai’bi’
1 iD. 7= - .
S fi sa p; : ay ualfﬁl, a, azﬁz, .
Sistem 24 re3ava se, kao i ranije, pri uslovu:
2 )
S’ = Zei = min,
odnosno: !
S’ = Zpi Eiz = min,
i
Odgovarajuc¢e normalne jednaline ée biti:
{paa] x +[pab]y +[pad z +{paf] = O
(pab]x +[pbb]y +[pbd] z +[pbf)= O 25)
[pac)x +[pbc)y +[peclz +[pcfl= O .
Dokazuje se da rezultati X, ?, Z dobijeni reSavanjem
jednalina 25 predstavljaju najverovatnije vrednosti nepoznatih para-
metara x,y,z. U taj dokaz mi nedemo ulaziti. Citaoca upudéujemo na

citirani kurs Séigoleva.
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20. LANCANA METODA

U astronomiji i nekim drugim naukama (navrimer,u geo-
deziji) pojave se posmatraju u ciklusima koji ponekad traju i viSe
godina. U toku duZih vremenskih perioda uslovi posmatranja mogu da
se &ak 1 drastiéno promene. Menjaju se posmatrali, menjaju se me-
teoroloski uslovi, instrumenti se mehanicki habaju, menja se sastav
posmatranih zvezda, pa prema tome i greSke njihovih koordinata, itd.
Zbog pomenutih i drugih uzroka mi nismo u stanju da rezultate pos-
matranja date velifine izrazimo u odnosu na jedan jedinstveni koor-
dinatni po&etak - nulpunkt.

Uzmimo primer odredjivanja geografske Sirine na datoj
opservatoriji. Da bi se iz posmatranja mogli odrediti polugodisnji,
godi3nji i Cendlerov &lan ( kao 3to znamo, njegova perioda je Pa
22 1.2 godina) neophodno je vrditi sistematska posmatranja najmanje
6 godina, koliko iznosi najkraéi ciklus u kome se periode pomenutih
&lanova sadrZe ceo broj puta. Kao 5to éemo videti u paragrafu 30
ovaj uslov je neophodan da bi se oni mogli tacno razdvojiti.

U rezultatima posmatranja pomenuti ¢lanovi ¢e biti izme-
njeni ( "deformisani'), jer se posmatrane Sirine ne odnose na isti ko-
ordinatni sistem. Usled gre3aka sopstvenih kretanja zvezda menjaju
se grelke njihovih deklinacija tako da poslednje godine sistem dekli-
nacija fakti€ki nije isti kao i prve godine. Tome doprinose i gregke
astronomskih konstanata koje se koriste u radunu prividnog poloZaja.
Sistematske greSke instrumenta koje imaju sezonski karakter uzro-
kovadée nevnolarne periodiéne varijacije Sirina koje e interferovati sa
polarnim promenama. Mogli bismo nabrojiti jo§ mnogo uzroka koji
menjaju nulpunkt, ali smatramo da su navedeni primeri dovoljno ilu-

strativni,
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Da bi se redio ili bar ublaZio problem konzerviranja
jednog sistema u kome izra¥avamo rezultate, posmatranja se obav-
ljaju lan€anom metodom.

Lan¢ana metoda podrazumeva da su posmatranja obav-
ljena tako da se prema nulpunktu na koji se odnose svi rezultati
mogu svrstati u izvestan broj skupova realnih brojeva Ai (i=1,2,...

"..,n) takvih da u svakom skupu Ai postoji podskup‘){:i ¢iji eleme-
nti predstavljaju rezultate posmatranja jedne ili vige nepoznatih na
koje se odnose i rezultati nekog podskupa .7&1_1 skupa Ai-l (ovi
rezultati su izraZeni u odnosu na drugi nulpunkt), a elementi jednog
drugog podskupa J‘:’i skupa Ai predstavljaju rezultate merenja jedne
ili viSe nepoznatih na koje se odnose i elementi nekog podskupa -7‘:1_'_1

skupa Ai+1' éematski, skupovi A_k mogu da se predstave kao na

slici 1.

A FATA R Ashs AN  As

S1. 1.

Neka su 1ij elementi skupa Ai koji predstavljaju rezulta-
te posmatranja sluajne velifine X dobijeni u i-toj seriji posmatranja.
Svaki od ovih rezultata se sastoji od tri komponente: prva je pomera-
nje nulpunkta posmatranja P1 u odnosu na onaj koji smo usvojili po de-
finiciji, druga komponenta je prava vrednost sludajne veliine X, ili
vrednost u odnosu na teorijski nulpunkt i to bez sludajne i sistematske

gredke i tre¢a komponenta je sluajna gre¥ka merenja sij .
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Za prvu seriju posmatranja ( &ine je elementi skupa A1

moZemo sastaviti slededi sistem jednalina:
Pyt € = by
Pyt 5= 0
i ves (1)

Rezultati druge serije posmatranja ( skup Az)zadovolja-

vaju jednadine:
Pptxg* E23 = 825

P2+xs+1+ €2s+1 = 025+1

Pt Eg = by (2)

Pttt ot = Goicet

.......................

Vidimo da se prvih k-s+1 elemenata skupa A2 i isto to-

liko elemenata skupa A1 odnosi na merenja istih nepoznatih: XX g0
Xy

Rezultati skupa A3 zadovoljide treéi sistem u kome e
izvestan broj jednadina sadrZati nepoznate: XX 11Xy

Ako sve gornje sisteme (kojih ima n ) sastavimo, dobi-
édemo jedan sistem (sistem 1) od N jednaina sa M nepoznatih xi(MLN)
i n nepoznatih PJ :

Pyxpr € =8

Pyt €150,

------------------
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Prexer €y - Plk (1)
PZ-"XS+ 62 625

..................

Bez obzira na to da li je M+n4N ili je M+n> N,
sistem I je neodredjen. U to se moZemo uveriti na sledeéi nalin:
pretpostavimo da su sve greske Eij jednake nuli i da su nam poz-
nateé vrednosti Pi i x], koje zadovoljavaju sve jednaline sistema.
Ako od P, oduzmemo proizvoljnu vrednost APi i dodamo je odgova-
rajudim xj( pl’ = Pi - APi ) x].’ = xj+ APi) sistem ée opet biti zado-
voljaq 1 sa novim vrednostima nepoznatih: pl’ , xj’

Za dobijanje jednoznadénih redenja, kao §to demo kas-
rije videti, potrebna su jo8 dva dopunska uslova od kojih jedan de-
finiSe nulpunkt.

Sistem I moZe da se re3ava na dva nadina: a) redukci-
jom svih posmatranja na jedan jedinstveni nulpunkt; b) eliminaci-~
jom nepoznatih Pi koja se postiZe formiranjem uzastopnih razlika
jednadina koje se odnose na isto nepoznato P.

Uzmimo , naprimer, da smo za opsti nulpunkt izabrali
bad Pl Eliminacijom zajednickih nepoznatih x]. kojima odgovaraju
elementi eij i €i+ 1j
razlike: P2- Pl , 93- e,..., P - Pn-l'

Primera radi, videcemo kako se rauna Pz- Pl . Imaju-

skupova Ai i Ai+1 (i=1,2,...,n-1) odredjuju se

éi u vidu sisteme 1 i 2, moZemo pisati jednadine:
P Pt & &, =bp- €,
- £ - = -
P Pt S Baet ™ bourm bonn (3)

...................................
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Ako saberemo leve i desne strane gornjih jedna&ina i

podelimo ih njihovim ukupnim brojem (k-s+1) dobiéemo:
1 k
R o ISR - . (E . E
FJ2 Pl k-s+1 EZ [ eZi lli ( 2i 1i)J

Ako je broj jednalina sa zajedni¢kom nepoznatom P2- Pl

dovoljno veliki, sa zadovoljavajuéom ta¥no3éu se moZe usvojiti da je:

1 k g
- A~ o E; G- b= my
poznata velilina.

Na isti na&in dobijaju se i ostale razlike P1

+1_P"

1
Dakle, moZe se formirati sistem jednadina:

Py P =my
Py~ Fp = my

............. (4)
Po ey = ™ni1
Ako tadnost posmatranja i broj zajednifkih nepoznatih
varira od jednog do drugog para serija, podrazumeva se da teZine
jednalina sistema 4 nisu jednake. Radi jednostavnijeg izlaganja
osnovnih operacija mi ¢emo pretpostaviti da su pomenute teZine je-
dinicne.

ReSenje sistema 4 su:

A=A
B=f+rm
P3= Pl+m1+m2 (5)

Zamenom Pk (k1) iz sistema I desnom stranom odgova-
rajuée jedna&ine poslednjeg sistema, umesto sistema I dobi¢emo novi

sistem u kome su sva posmatranja izraZena u odnosu na nulpunkt Pl

11 Matematika obrada astronomskih posmatranja
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Voovoelaa be caae (od jedan uslov izkkoga bi se mogao

. - . ~ B
clitl Lan Coveviousloy e Lios et - = .
odregiti s L usle LUiv Ko or Z ( Eéi €11) O
1=28
s ) . N . A\ . :
Stk rtrensiuskili pesmatraija se a priori zna

da varijacijc ralog

“ue syt serony i narakter ili se na datom in-

tervalu nezuvisno pic

weatjive ta kelebanja mogu aproksimirati ne-
kom sinusoidom. Zbog toga sz posmatradki ciklusi biraju tako da

“ bude zadovoljen uslov:

Zh-o.

Sabiranjem levih strana jednalina sistema 5 dobija-

mo: 0
. o i} i
ié AR P1+(n 1)m1+(n 2)m2+. coetm o
ili, s obzirom na poslednji uslov:
1 n-1
Ph=-13 :Lj:l (n-kjmy .

Te je jedan od nadina da se definie nulpunkt u odnosu
na koga se izriZavaju sve nepoznate. U opStem sludaju, definicija
nulpunsic zavis. od karaktera pojave i uslova posmatranja.

Driiga od pomenute dve metode za reSavanje sistema I
sastoji se u postupnoj eliminaciji svih Pi'

Poizedl od jedna¥ina nosmatranja mo¥emo formirati
razlike riepozaatit . - . st iz Jene v odnosu na isti nulpunkt i na

taj nacin dob..s ol o Listers,

Xg=¥ v ij}l"l’,"
s
s A e
JTEEanT 23 (6)
. L s AP
CALT e T M1
. \ p
gde su ¥4 t Crin
kil
Civ. Lo S
Do oam ~< jer se za neke raz-
i E o Ctormivaiu e “ida. C01e slulaj sa nepoz-
VU D B retonnad ke soriiang b ordednostavnosti,
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pretpostaviéemo da je svaka gornja razlika veé pomnoZena kvadrat-
nim korenom odgovarajuée teZine i da, prema tome, svaka od njih
ima jediniénu teZinu.

Sistem 6 moZe se napisati i u obliku:

X, - X

1 1

=%y - (A€, + A£’12)

X

2

X3 =%y -(B€;, + B8 )-(86,5 + 88 (7)

Xy =%y - (A€ o Aelz)-(A€23+ A€23)-. = (B8 gt AfM_l

Sabiranjem levih i desnih strana gornjih jednadina i deo-

bom sa M dobijamo:

M
1 M-1 M-2
™ iz='1 5 xX- "M‘(A812+AP12)' T( A§3+A€23) B

1
w3t 8y gt Ay 1) =
M-1

1
XM él(M-f) (AErr+1+A€rr+1) :

Pretpostavljajuéi da je:
M

1

™ Z’ Xi = xm
i=1

poznata veliina, i da je:

1
M Z’ (M-r) AErr'+1 =0,
r=1
moZemo jednoznaéno odrediti L
s
Xl = Xm + ﬁ' rz,l (M-T)Aerr+1 .

Uslov da je X poznato definiSe nulpunkt, jer kada zna-
mo X, pomocu jednadina 7 radunamc i ostale X, uistom sistcmu,
Razumljivo je da ée slucajne grefke posmatranja AEij biti sadrZane
u nepoznatim X, jer se pii reSavanju sistema 7 pretpostavlja da

su zbirovi AEij jednaki nuli. Obilno se posmatranja jedne nepozuate
11%



x, ponavljaju viSe puta i prilikom sastavljanja jednalina sistema A
1
uzimaju srednje vrednosti rezultata. Kada je broj posmatranja do-
voljno veliki, nivo sluajnih gre$aka je zanemarljiv u odnosu na
sistematske varijacije tipa Pi'
Srednja kvadratska greska nepoznate X odredjuje se
*
iz relacije 2
- 2 M-1)" -1 2
6 = —=F—= © 4
x 12(M-1) A
fee G sreie S vt 0, -G Gy -
8de je Opp srednja kvadratska greSka razlike: Aei el i vl
Radi provere stabilnosti reSenja, posmatracki ciklus

se obi¢no zavr$ava ponovnim odredjivanjem nepoznate x, ili ponov-

1
nim odredjivanjem nekeliko nepoznatih. U prvom slucaju, sistemu

6 dodaje se jo§ i jednalina:

s
= e * M
Ako je x1=x1’ , zbir levih strana svih jednadina sistema

6 i poslednje jednaline jednak je nuli. Medjutim, Eesto se deSava

da je taj zbir jednak nekom S # O koje se zove gre3ka zatvaranja

ciklusa ili greZka vezivanja. U slulajevima kada ona nije zanemar-
BRAS
zp,

gde suPi teZine pojedinih jednaclina, a zatim se racunaju nepoznate

1jiva, od desnih strana jednafina 6 oduzima se Aeij=

x;-

Objadnjenje greSke zatvaranja je u slededem:

Epohe posmatranja nepoznate x u seriji 1 1 seriji
2 , u op8tem slufaju, se ne poklapaju. Za te nepoznate se pretpo-
stavlja da su stabilne od serije do serije. Medjutim, moZe se desiti
da hipoteza o njihovoj stabilnosti, strogo uzev$i, nije realna. S dru-
ge strane, moguée je da u jednoj seriji postoje male promene Pk'
Zbog toga unutar sistema dolazi do rezidua ¥oji nemaju sluajni ka-
rakter i koji daju S, kao konadni vezuitet. Osim toga, i pretposta-
vka o medjusobnoj kompenzaciji . rorstavanju ) slu€ajnih gredaka

cesto nije ispumnjena.

¥ 4 . ; . . i . ..
Nemirc A.A ¢ Trud 17.; us romeiri€eskoj konferencii
38SE, Toapicsvod 170 ape, 705,100,
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Akoje S =0 to jo3 uvek ne znadi da su reSenja siste-
ma korektna. Rezidui koji imaju sistematski karakter mogu i da se
uzajamno poniSte u toku jednog posmatralkog ciklusa. Ako je S 0O
to samo znaci da se ne iskljuuje hipoteza o korektnosti reSenja, a
ako je S 40, ta se hipoteza nasigurno iskljuduje.

U astronomiji ima mnogo primera primene lanfane meto-
de. Nave3éemo samo jednu od njih: metodu pulkovskog astronoma
Nemira*,'koja je namenjena za odredjivanje rektascenzija zvezda iz
posmatranja ¢asovnih sluZbi opremljenih pasaZnim instrumentom,

Pretpostavimo da raspolaZemo popravkama ( stanjima) &a-
sovnika dobijenim iz posmatranja N grupa zvezda u toku n posmatrad-
kih noéi. Grupe su nepromenljivog sastava, a posmatranja se obav-
ljaju lan¢anom metodom. Izvestnog broja noéi posmatraju se grupe
No 1 i No 2, zatim se grupa No 1 napulta i posmatraju grupe No 2
i No 3, i tako redom dok se ne isposmatraju sve grupe posmatralkog
programa. Nastoji se da svaka grupa bude posmatrana jednak broj
puta i, osim toga, jednak broj puta sa prethodnom i slededom grupom.

Neka je Ci’j stanje Casovnika iz posmatranja zvezde i u
toku noéi j. Ci’j sadrzZi dve sistematske greSke: jedna je greSka rek-
tascenzije A(xi, a druga - greska zbog netacnog azimuta. Gre¥ka azi-
muta AA], moZe da se smatra konstantom za datu grupu i za datu pos-
matracku noé j.

Poznati Majerov obrazac mo¥e da se napiSe u obliku:

Ci,‘ =’ -T .-N. B -R secd . -MA' + £, =

) 1) 1 1" 1j 11 1) ij

= O+ A - [Ti],+Ni 2 ij+Mi(Aij+ AAJ,) g =
= Cij+ AO\i.Mi AAJ.+ gij , (8)

gde je aij tadna prividna rektascenzija, Aij - tadan azimur,

Cij - tano stanje Casovnika, o(’i],

- prividna rektascenzija radunaia

polazedi od srednje rektascenzije osnovnog kataloga, A’. - azimut
1}

radunat u sistemu osnovnog kataloga ( radunanje A’ij biée obja3Znjeno

kasnije), Ti‘

i - registrovani trenutak prolaza zvezde kroz ravan bez
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kolimacije, E)ij - nagib obrtne ose instrumenta, eij - greSka pos-
matranja i R - konstanta koja sadrZi nekoliko uticaja: dnevnu abe-
raciju, $irinu kontakta mikrometra, itd.

Ako je zvezda i posmatrana jo3 i u toku noéi j+1,

poznato je stanje asovnika Ci’j . Prema tome, razlika stanja

+1

zanoéi j i j+1 iznosis

Ci+17Cij *Cij017C4p) -My{ AAj+1' AAS - (9

Nepoznate su: X”C1j+1'cij (hod Easovnika) i y=AAj+1-
- AAJ, ‘(razlika greSaka azimuta). Prva nepoznata je nezavisna od
greSaka kataloga.

1z posmatranja zvezda koje su zajednic¢ke za noéi j i
j+1 formira se sistem uslovnih jednaina 9 i metodom najmanjih
kvadrata odrede nepoznate. Neka su el i m, redenja toga siste-

ma. Za n posmatrafkih noéi moZemo formirati jo¥ dva sistema

jednadina:

Cc,.-C « 0

C4-Cy = L, AA4-AA, - m,

..... (10) an
CaCa1” en-l AAn“AAn-l R |

gde su: C1'C2’ v ,Cn stanja Casovnika ( nezavisna od osnov-
nog kataloga ), a {A A,y DAL, ..., AAn} gretke azimuta (zavisne

od Al)(i osnovnog kataloga) .

Sistemi 10 i 11 se re$avaju uz dva dopunska uslova:

Zci =C i (12)

i o
ZaA, - 34
i

Ako teZine nepoznatih nisu jednake, umesto prostih

Sl B

srednjih vrednosti treba uzeti srednje teZinske vrednosti.

*
* Nemiro A.A.: Izv, Glav. Astron. Obs. Pulkovo,
107 10077
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Za C0 se obi¢no uzima srednje stanje fasovnika za ceo
posmatradki ciklus radunato samo iz zenitskih'zvezda ( zadajuci Co
mi odredjujemo nulpunkt u ednosu na koji izraZavamo Ci , a SA je
srednje svodjenje na apsoluini azimut,

Na paralelu Becgrada i na severnijim opservatorijama
za raCunanje azimuta mogu se koristiti ekvatorske i severne zvezde

od kojih se jedan manji procenat posmatra i u donjoj kulminaciji, Iz

posmatranja severnih i ekvatorskih zvezda u gornjoj kulms

¢unaju se azimuti Ai’j :

A? - Ug-4
U Mp-My 7
o~ N ;
gde je U = O(i’j - T‘_], - N, pyj-R spc é;. Indeks "E" se cdnosi

na ekvatorske, a indal: “N" na severne zvazde.
Azimut Ai’j sadrZi sistematsku grefku kcja je uzreiovana

greskom tipa Acxa osnovnog katalega,

lz posmatranja severrih zverda ' gornis, « wdoriced kal.
minaciji (podrazumeva se da jedue 1 dv e pripada. tinei svel o ¥ed
deklinacijskoj zoni ) rauna se kvaziapselnini azimut (- monc- - -4
greske tipa Ao(a on je nezavisan od ktaioga oii nije v~ s o] vadae
Ka 09 : Uy -2

A" - N °N

ij MN-MI’\] '

U, i M!, se odnose na donju kulminaciju.

N N
A]T' sadrZe velike sludajne greske {slike zv~»da koin .o
posmatraju blizu horizonta su nemirne i rasplinrvte y zhog kuih s

primenjuju u preliminarnoj redukciji posmatranja i sadrze sistems :a
gredku AA, koja poti€e od greske M kataloga. Podis jedan posmava-
¢ki ciklus traje ceo broj godina (obidno 1-3 godine; * « %2 v
A Ay moZe aproksimirati zbirom:

AAy =§i:( a, sin ko + bk cos kx|

(u kome se za gornju granicu k uzima obifno k=2 ili k-4, o

Al -~ A

i ]’ , koju smo oznadili sa

dnost razlika BAU -
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nezavisna od greSaka tipa Ao&

Sa poznatim Co i 8A reSavaju se jednaline (12)1 (13),
a zatim i jedna&ine (10) i (11) . Po¥to je broj posmatranja u jed-
nom ciklusu veliki, popravka 8A d¢e imati zanemarljivo malu kom-
ponentu koja se moZe objasniti sluCajnim greskama. Iz svega 3to
smo napred rekli proizilazi da ¢e popravka azimuta §A biti uzroko-

: ‘}ana samo greSkama AMy osnovnog kataloga, koja je sadrZana u Ai’j .

Inace, Ai’j ne sadrZe gre$ku AAy jer se za njihovo odredjivanje
koriste zvezde bliske po X ,

Stanja Casovnika Ci i azimuti Aij=Ai,j - AA]. koje smo na
opisani nadin izraunali su nezavisni u odnosu na osnovni katalog.

U jedna&ini 8 nepoznate su Ao{ i 613 Ako svaku zve-
zdu posmatramo vife puta i uzmemo srednju vrednost levih i desnih

strana jednadina tipa 8 dobidemo:

1 1<
&= T Z_‘,l(c’ +MiAA].)--f-j_Zi £~

—.

k
s
Z“i(cij -Gy v My A4y,

gde je K broj posmatranja date zvezde.

Poslednja jednalina predstavlja dokaz da se popravke
rektascenzija zvezda koje su posmatrane lancanom metodom mogu
odrediti nezavisno od slu€ajnih greSaka i sistematskih gresaka Ao&i

Ao(s osnovnog kataloga.
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ZADATAK:

U Tablici 1 koja je sastavljena od podataka objavljenih
u publikaciji: RAPPORT ANNUEL POUR 1969. Medjunarodnog biroa
za vreme ( Bureau International de 1’Heure ili skraéeno: BIH) date
su trenutne Sirine C% opservatorije u Otavi po grupama posmatranih
zvezda: 1,2,...8.

Posmatranja koja su data predstavljaju rezultate dela je-
dnogodi$njeg posmatrackog ciklusa realizovanog na fotografskoj zeni-
tskoj tubi PZT .

Posmatranja su grupisana po parovima susednih grupa
posmatranih istih nodi.

1.andanom metodom odrediti sistematska odstupanja grupa

u odnosu na srednji sistem koji se definiSe pomocu uslova:

8
Z AkPk =0
k=1

gde je AY X sistematsko odstupanje Zirine dobijene iz posmatranja

grupe sa rednim brojem k.

TABLICA 1.
A‘~P1= (Pi - 45023’ za opservatoriju Otava. Godina posma-

tranja: 1969.

. ki 1 2 j 2 3 4
1 371280 379315 6 374309 37u273 371200
2 229 459 7 355 493 390
3 369 380 8 357 385 160
4 400 354 9 396 310 256
5 411 319 10 320 345 381
11k: 4 5 5 6
11 390 278 16 370 49
12 160 320 17 490 412
13 256 307 18 488 4312
14 381 388 19 420 310
15 258 397 20 408 323

k: (3) 7 7 8
21 384 540 26 464 530
22 517 583 27 497 383
23 558 580 28 518 469
24 539 417 29 383 409
25k 463 58; 30 388 508

3] 381 423
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32 270 300
33 408 520
34 380 350
35 464 398
NAPOMENA: U toku noéi j=6-10 posmatrane su 3 gru-
pe: 2,3,4.
' Realna je pretpostavka da u toku posmatranja grupe k
i grupe k+1 u toku iste nodi j sistematska greska poznata pod ime-
nom "greSka noéi" ostaje konstantna i da su odstupanja posmatranih
Sirina AP, od tane vrednosti uzrokovana uglavnom greskama dekli-
nacija i gre3kama koje zavise od deklinacija ( greSka obrta i druge).
Posto se sastav grupa ne menja, moZe se smatrati da su greke 3i-
rina koje zavise od zvezda konstantne.
Posto su u toku nodi j=1,2,,..,5 posmatrane grupe
N°1 iN®2 , za svaku od ovih noéi moZemo sastaviti dve jednacine:
Pl +(ﬂ + €11 = 37280 i

P+ P, + € -37ma1s.  (2ai-1)

Dakle, sa promenom grupe menja se i nulpunkt Pk'
Za j=2 imaéemo relacije:

P+ ¥+ &, -37v229,

P, + P, + €y, = 377459,

za j=3:
E - "
P+ CPS * Y3 377369 ,
PZ + <~P3 + 523 = 37380 , itd.

Ako formiramo razlike jednadina koje sadrZe iste nepoz-
nate CP]. dobidemo:

Cr- B+ § - § =035

Py - P+ €5y - €55 =00230

Po- Pyt €23 - 813 = 0vo1l,...

Broj jednadina u kojima figuri¥e P2 - Pl jednak je broju
nodi u toku kojih su posmatrane grupe Nol i N02 ( u konkretnom sluda-

ju, on je jednak pet).
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Posmatranja druge i trede grupe omogucuju da se na isti
nadin sastavi pet jednacina sa nepoznatom P3 - 'PZ i tako redom do
sistema Koji sadrZe P8 - P7 i Pl - P8 .

Srednje vrednosti levih i desnih strana pomenutih sis-
tema pribliZno su jednake ( termin "pribliZno" je upotrebljen zbog
pretpostavke da se sludajne greSke uzajamno ponistavaju):

Po - Pl 0028 ( 31)
P3 - Py = 18 (21)

P4 " PS = - 84 (-81)

es - Py= 49 (52)

Ps-Ps= - 4804

P7-Pg= 8 (1)

pg-Py= 10 (13)

1" 98 = - 2 (1).

Kada bi bilo taéno da sistematske gredke koje zavise od

i

sastava grupa ne variraju u toku vremena, poslednji sistem jednali-
na bi bio korektan. U tom sluaju, zbir levih strana jednak je nuli,
pa bi i zbir desnih strana trebao da bude jednak nuli, De facto, taj
zbir iznosi S=-0"021 (dakle, postoji greSka zatvaranja). U mate-
mati€kom smislu, bilo bi korektno da se poslednji sistem jednacina

piSe u obliku:

P2 - Pl 07028

P3 - pL= 18

P, - 9'3 =-  84,...
jer se, strogo uzev$i, nulpunkt menja posmatranjem iste grupe zvez-
da u raznim epohama. Srednji trenutak posmatranja grupe k sa gru-
pom k-1 i srednji trenutak posmatranja grupe k sa grupom k+l se
razlikuju, pa ¢emo za grupu k imati dva nulpunkta: Pk 1 P{(

Kao §to smo rekli, S se raspodeljuje na sve jednacine
srazmerno njihovim teZinama. Po3to u datom zadatku o teZinama nije
niSta refeno, a broj sirovih posmatranja iz kojih rezultira svaka od
njih je isti, uzimamo da su teZine jednake i desnim stranama oduzi-
mamo iznos S/8=-0"003. Na taj nalin smo dobili brojeve date u za-

aradama  Pasle tooa. moremo formirati sledeéi sistem jednadina:
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PL= P
P, = P + 07031

P = Py + 0031 + 0%021 = £, + 0v052
P, = Py +0v052 - 0"081 = Pl - 0v029

P = Py - 01029 + 01059 = P, + 01023
Pg = Py + 01023 - 07045 - P, - 01022

P, = P, - 02022 + 01011 - Pl - 07011
Pg = P, - 0v011 + 01013 = P1 + 07002,
' 8
Pod uslovom: Z Pk = 0 iz poslednjeg sistema dobi-
k=1

jamo (sabiranjem levih i desnih strana jednadina) :

0=8 P1+O'.'031+O'.'052-O'.'029+O'.'023-O'.'022-O‘.'011+O'.'002
ilis

Pl = - 0V046/8= - 07006,

Sada je veoma jednostavno da se izradunaju i ostali Pi:
Pz=-0'.'006+0'.'031=0'.'025, P3=+O‘.'046, 94=-0'.'035, P5=+O'.'017,
Pg=-0r028, P7=-o'.'017 i P8=-o'.'oo4.

Popravljajuéi posmatrane Sirine CPj za odgovarajuée
f]) dobijamo $irine izraZene u odnosu na jedan jedini nulpunkt:
<P11= P+ & =371280- P1=37.286,

CP12= (P1+ 621=37. 315- P2=37. 290,...

Zadatak smo mogli re§iti i na taj nadin ¥to bismo za ne-
ko Pk’ recimo, Pl uzeli proizvoljnu vrednost, naprimer P1=O.
Uslov: Z Pk=0 je ekvivalentan uslovu: Z‘A‘Pk=0, jer
A(Pk 1 ne predstavljaju druge do grefke $irina zbog varijacija nul-
punkta,
Zadatak smo mogli re3iti i na drugi nafin. Eliminacijom
Pk koja se postiZe formiranjem razlika onih jednadina koje se odnose
na posmatranja iste grupe zvezda raznih nodi:
(Pz- (P1+ 512— Ell = 37V229-37'280,
¢, - ?1 +€5n" 621 = 37V459-37'315,
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gPs - CPZ + 513 - 312 = 379369 - 37v229,
(‘;3 -G+ 523 - 622 = 37'380 - 37V459,...

Nepoznata ch+l- (P] se javlja u dve jednaline. Sred-
nja vrednost njihovih levih i desnih strana daje jednu jednadinu

sistema:

?2 - ‘f’lz 01046,

(.FS - f{>2f~\- 0U030,...

Re3avanje poslednjeg sistema jednaclina je veoma pro-
sto ako se zada uslov koji definiSe nulpunkt ( ili, Sto je ekvivalen-
tno, ako se zada bar jedno ka) .

Polazeéi od poslednjeg sistema, sve Sirine mozZemo

izraziti, naprimer, preko P

1
P -9
4’2 = cP1 + 01046,

¢4 - P, + 01030 - cf’l + 07046 # 07030, . ..

Ako odredimo (P1 iz poslednjeg sistema dobidemo i

ostale (Pk'



21. IZRAVNANJE POSMATRANJA METODOM
KLIZECE SREDNJE VREDNOSTI

Amplitude pojava koje posmatramo Cesto su male u odno-
'su na disperzije rezultata, pa je analiza njihovog toka dosta oteXana.
Da bismo odredili analiticki izraz kojim se pojava moZe aproksimira-
ti (naprimer, metodom najmanjih kvadrata) poZeljno je da se umanji
uticaj slucajnih gre$aka posmatranja. Nekada je to i neophodno. Osim
toga, Cesto nije ni potrebno da se zna pomenuti analiti¢ki izraz, veé
je dovoljno da se posmatrane vrednosti funkcije samo "odiste" od slu-
¢ajnih greSaka. U tom cilju koriste se razliite metode od kojih éemo
spomenuti samo dve: metodu klizede srednje vrednosti i metodu pros-
tog osrednjavanja procesa u odredjenim intervalima nezavisno prome-
nljive. Ova poslednja je toliko jednostavna da nema potrebe da se na
njoj zadrZzavamo. Spomenuéemo samo to da postoje dve njene varija-
nte. U jednoj se rezultati grupisu tako da teZine srednjih vrednosti
budu jednake ili bar pribliZno jednake, a u drugoj je cilj da se dobi-
ju ekvidistantne srednje vrednosti, bez obzira na teZine (osrednja-
vanje se vrii na jednakim intervalima nezavisno promenljive) .

Prostim osrednjavanjem se smanjuje gustina podataka, pa
se zbog toga mora voditi racuna da li se u intervalima izmedju srednjih
vrednosti dogadjaju neka kolebanja fenomena koji proucavamo koja ne
smemo "izravnati'. Ako je gustina sirovih rezultata ( neizravnatih re-
zultata ) dovoljna da se identifikuju sva kolebanja koja nas interesuju,
ova metoda je pogodna iz slededeg razloga: ako su sirovi rezultati
uzajamno nezavisni i njihove srednje vrednosti su takodje medjusobno
nezavisne, pa propagacija ( prostiranje) greSaka sirovih rezultata
ne postoji ( sa problemom propagacije gre3aka upoznademo se kad bu-
demo izlagali metodu klizeée srednje vrednosti). Medjutim, ako je
gustina osnovnih podataka nedovoljna ili ako Zelimo da pratimo tok po-

jave sa korakom koji je manji od intervala osrednjavanja moZemo da

koriatimg metodn klizade aradni- - - - d-~ 2
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Pretpostavimo da je funkcija ¥=y(x) zadata na skupu
Sy: { Y11¥gsenes yn}. uredjenom po rastuéim vrednostima argumenta:
{.\:1 Xy e ,xn} . Radi jednostavnijeg izlaganja metode, pretposta-
vimo da su yi,ekvidistantne vrednosti funkcije y=y(x).

Ako se u elementarnim intervalima [xi,xi+1’j funkcija ne
menja ili se menja linearno, svaki rezultat neposrednog posmatranja
Y. moZe da se transformife u y;=1/2 (yr+yr-1) kome odgovara neza-
visno promenljiva x’r=1/2 (xr+xr_1). Na taj nain se neée odstupiti
od pravog toka pojave, ali ée slufajne greske da se uzajamno kom-
penzuju.,

Iz datog primera vidimo da je skala xr’_ "skliznula" u od-
nosu na skalu x_za polovinu elementarnog intervala.

Ako izvrSimo jo¥ jedno izravnanje - izravnanje niza y;—

dobidemo novi niz vrednosti funkcije Y=y{x):

+ X
r

Nastavimo li dalje sa izravnanjem dobidemo nove nizove

u kojima se izravnate vrednosti funkcije izraZavaju preko posmatranih
uz koje su koeficijenti Njutnovog binoma reda k, jednakog redu izra-
vnanja,pomnoieni konstantom C=1/2k. Indeks prvog sabirka u zagradi
jednak je indeksu odgovarajuée izravnate vrednosti, a idudi udesno in-
deksi opadaju za jedinicu. Primera radi, uzmimo da y4 predstavlja
skup izravnatih vrednosti IV reda. Ispred zagrade ce biti koeficijent
1/2 =1/16, a koeficijenti Njutnova binoma IV reda su: 1,4,6,4,1.

4
Prema tome, izraz za y_ ¢e biti:
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4 1
Yr=16 ( yr+4yr-1+6yr-2+4yr-3+yr-4) ’ (1)

Za r=7, naprimer, gornja jednalina postaje:
4 1
Yo = 16(y7+4y6+6y5+4y4+y3) .

’ Neka sirova posmatranja Y koja figuridu u izrazu za

y74 nalazimo i u izrazima za y5 » Yg o y8 i yg4 , pa izravnate
vrednosti nisu uzajamno nezavisne Cak i kad su sirovi rezultati
uzajamno nezavisni. Ako posmatranje y7, naprimer, ima relativno ve-
liku slu€ajnu gresku € ona moZe bitno uticati na sve izravnate

7

vrednosti od Y7 do yq - KaZe se da se gre¥ka €7 prostire pre-
ko svih vrednosti y od G do ¥i1°

Propagacija greSaka posmatranja predstavlja osnovni
nedostatak metode klizede srednje vrednosti,

Sto se ti&e izbora najvi$eg reda izravnanja, ne pos-
toji neko op3te pravilo pomodéu kojega bismo mogli da ga odredimo.
Red izravnanja zavisi od nivoa sluCajnih gre$aka, od amplitude po-
jave, od karaktera pojave, itd, Skredemo paZnju &itaocu da se sa
povedéanjem reda izravnanja Sire intervali koje%krivaju neposred-
na posmatranja ( broj ¢lanova razvijenog Njutnovog binoma se pove-
éava sa povedanjem reda binoma) .

Ako funkcija y=y(x) nije linearna na intervalima osred-
njavanja, sa Sirenjem intervala sve viSe dolazi do izraZaja odstu-
panje izravnatih od odgovarajuéih tacnih vrednosti funkcije.

Neka na slici 1. kriva [ realno predstavlja y-y(x).
Ako pretpostavimo da su sluajne greSke zanemarljivo male, izrav-
nanjem prvoga reda dobi¢emo izlomljenu liniju 6’1, a izravnanjem
drugoga reda - izlomljenu liniju 52, itd. Kao 3to se sa slike vidi,
sistematsko odstupanje £2 do £ moZe biti vede nego sistematsko od-
stupanje [1 od f Ovo ée postati jasno kada u paragrafu 29 bude-
mo izloZili teorijske osnove transformacija tipa T Y), jer jednaclina
(1) i ne predstavlja ni3ta drugo do jednu varijantu pomenutih trans-

formacija.



- 177 -

Si. 1.

k
U metodi koju smo napred opisali y; smo zamenjivali
k-

srednjom vrednoSéu para: yik_1 i yi—ll . Ponavljanjem izravnanja
do odredjenog reda smanjuje se nivo slu€ajnih gredaka, ali se pri-
tom zao¥trava jedan drugi problem: sa povedanjem reda izravnanja
te¥ine neposrednih posmatranja postaju sve disparatnije ( raznoli-
kije) . Posmatranje sa relativno velikom sluajnom gredkom u jednom
trenutku se mno?i sa najvedim moguéim koeficijentom, pa se moZe
desiti da sluajne gre$ke ostalih posmatranja ne mogu da kompenzuju
slufajnu gresku pomenutog posmatranja. Ovaj problem moZe da se

izbegne na taj nacin 8to se ne ide na poveéanje reda izravnjanja,

veé na pro¥irenje intervala izravnanja (intervala osrednjavanja) .

12 Matematidka obrada astroncuikih posmatranja
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Umesto rafunanja srednjih vrednosti parova i ponavljanja postupka
vi¥e puta, u prvom izravnanju se startuje sa vedim brojem sirovih

rezultata, recimo, sa pet:

?

1
r g(yr-2+yr-l+yr+yr+1+yr+2) (2

Y

lzravnanje sirovih posmatranja pomoéu jednacina tipa
(2) predstavljaju slufajeve transformacija s, © kojima ¢emo govo-
riti u paragrafu 28,

Kada se ocenjuje taCnost izravnatih vrednosti y; ili

k x o
y._ ne sme se zaboraviti Cinjenica da susedne vrednosti nisu me-

r
djusobno nezavisne. Ako skup {y’r} razloZimo na dva podskupa:

_ ’ ’ ’ ; _ ’ ’ ’ Sa_
Sl—{yl’y3""’y25-v1} i s, -{yz,yA,...,yzs} formalno moZe
mo da ih tretiramo kao da se oni odnose na dve sluajne promenlji-

ve: Y1 i Y2. Kao 5to znamo, disperzija razlike Yl-Y2 je jednaka:

D(Y;-Y,)= DIYD + D(Y,) - 2K -

= 2D(Y) - 2Kyy. (3)

Ocenu korelacionog momenta moZemo dobiti pomodu rela-
cije:

K =

1
Yy S

5
I3 3 hovd ’ g
2 (9,1 - F(5%; - 5)
i=1
u kojoj ?1 predstavlja srednju vrednost y; sa neparnim indeksima,
a ?2 - srednju vrednost y; sa parnim indeksima.
Ako su promene y=y(x) na elementarnim intervalima zane-

marljivo male, ili, pak, ako se one prethodno elimini3u, iz razlika

i R N | Y ’ 0 5 f
uzastopnih vrednosti: YY1 s Y4 Y30 Vg Vg osoeeo mozZe se_@bltl
pribliZna vrednost D(Yl-YZ) :

1S 2
_ = s
DYy - Y= T L (v - ¥ 9)
i=1
Sa poancatim va i D(Yl—Y()) lako odredjujemo D(Y)(je-

dnadina 3).
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U astronomiji su poznati neki posebni slucajevi metode
klized¢e srednje vrednosti od kojih éemo pomenuti samo dva: metodu
"klizedeg teZi¥ta" trougla i metodu "klizedeg te¥i%ta" petougaonika.

Prva se izraZava jednadinom:

’ 2 ’
(yr-1+yr+yr+1) i

W

Yp =

a druga se izraZava jednadinom (2).

Metoda klizede srednje vrednosti se ne primenjuje sa-
mo u cilju izravnanja posmatranja, veé i u cilju eliminacije nekih
nepoZeljnih sistematskih komponenti. Kao primer moZe da posluZi
poznata metoda Orlova za racunanje tzv. srednje geografske $iri-
ne posmatracke stanice.

Po definiciji, srednja Sirina ne sadr¥i polugodi%nji,
godi3nji , Cendlerov &lan ( perioda Px1.2 godina) i Kimurin z-&lan.
Pretpostavimo da je z-&lan eliminisan i da su ¥irine (Pt (indeks t
oznalava trenutak na koji se odnosi dato P) date za deseti deo go -

dine pocev od nekog inicijalnog trenutka t=0 . Poluzbirovi:

1
u =3 % +Prs)
ne sadrZe godi¥nji &lan jer QPt i CPt+5 deli 6 meseci. S druge stra-

ne, poluzbirovi:

1
we =g (upu g) =

14 ¢p .
== + + + |
4( t q3t+5 t+6 QPt+] 3/
ne sadr¥e Cendlerov ¢lan, jer se epohe u, i U o5 razitkuyu za 0.6
T
godina, odnosno, za polovinu Cendlerove periode,

Srednja vrednost od 5 uzastopnih w,_ ne sadri ni polu-

godidnji ¢lan, pa, prema tome, ona predstavija scednju Sirinu:

4
1
(Pm= 20 EO( q’)t+ Cpt+5+ cPt+6+ 11 )
Kulikov K. A.: Izmenjaemost Sirot i dolsc:, Mo Shve,

1962, , str. 198-204



za epohu tm=7.5. Ako se trenutak t poveda za 0.1 godine, dobi-
demo srednju Sirinu za trenutak tm=8.5, itd. Srednja vrednost
prve dve Sirine predstavljade srednju $irinu za tm=8.0.

Gornji primer ilustruje jedan slucaj klizede srednje
vrednosti - siudaj u kome se sirovi rezultati ne uzimaju redom,

veé sa preskokom od 5 elementarnih intervala,
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22. UPOREDJENJE TEORIJSKE I EMPIR]JSKE
RASPODELE VEROVATNOCE.
KRITERIJUMI SAGLASNOSTI.

U paragrafu 16 je redeno da greske merenja najéesée
imaju normalnu raspodelu. Medjutim, to saznanje nas ne oslobadja
od obaveze da rezultate nasih posmatranja redovno podvrgnemo nekom
testu na osnovu koga bismo proverili da li oni zaista imaju normalnu
ili neku drugu raspodelu.

U vezi sa pitanjem analize raspodele mogu se resavati
slededa tri zadatka:

a) Uporedjenje sasvim odredjenog zakona raspodele F(x)
sa empirijskom raspodelom;

b) Odredjivanje parametara zakona raspodele F(x), &ijt
analitic¢ki oblik ( klasa funkcija) je sasvim izvestan, na osnovu rezu-
ltata eksperimenta. Zadatak ovoga tipa refavali smo u paragrafu 16

( jednaline 7 i 8).

¢) Odredjivanje i oblika funkcije raspodele F{x), i para-
metara ove funkcije.

Razrada kriterijuma za proveru hipoteza o saglasnosti
rezultata posmatranja i datih teorijskih raspodela verovatnode pred-
stavlja jedan od vaZnih zadataka Matematike statistike. Pomenuti

kriterijumi zovu se kriterijumi saglasnosti,

Neka je D neka mera odstupanja empirijske funkcije ras-
podele F’(x) od teorijske F(x). Mera D se mo¥e definisati na raz-
ne nadine i tako dobiti razni kriterijumi saglasnosti.

Pretpostavimo da je neka odredjena hipoteza o raspodeli
F(x) talna. Tada se mo¥e nadi i zakon raspodele slucajne promen-
ljive D.

Neka je £70 verovatnoda da ée D biti vede od DO:

P( D> Do) =€ . Ako znamo zakon raspodele slu¢ajne promenljive D,

sa poznatom verovatnodom £ moZemo lako odrediti D . Ako je €
o ]
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toliko malo da P(D» Do) = £ predstavlja verové.tnoéu prakti&no
nemoguéeg dogadjaja, a desi se da je D, odredjeno iz uporedjenja
hipoteti&ne i empirijske raspodele, vede od Do’ to znali da je do-
3lo do pojave nemogucéeg dogadjaja. To takodje znaci da je pretpo-
stavka F(x) uzrokovala praktiéno nemogué dogadjaj. U takvom
slufaju se kaZe da hipoteza nije u saglasnosti sa rezultatima eks-
perimenta, pa je treba odbaciti. Skreé¢emo paZnju &itaoca da uslov
D« Do ne predstavlja dokaz da je F(x) pravi zakon raspodele,
veé predstavlja dokaz da hipoteza F(x) nije u suprotnosti sa rezu-
ltatima éksperimenta.

Do se naziva granica znadajnosti, a proizvoljno iza b-

rani pozitivni broj € - nivo znadajnosti.
22.1. PIRSONOV ‘)(,2 KRITER[JUM

Neka je skup rezultata eksperimenta { xi} uredjen po
rastuéim x; (i=1,2,...,n) i neka su 51,82, ces ’Sr podskupovi
toga skupa koji nemaju zajednickih elemenata. Ako je n, broj eleme-
nata podskupa Si’ ni/n predstavlja statisti¢ku verovatnoéu da slu-
Zajna promenljiva X, &iji su nam neki ishodi poznati, pripada Si'
Posto su elementi osnovnog skupa S pre razlaganja na podskupove
bili uredjeni po rastuéim X ni/n predstavlja prirastaj empirijske
funkcije raspodele na podskupu Si' Ako sa P; oznalimo teorijsku
verovatnoéu ( koju rafunamo sa pretpostavljenim zakonom raspodele)
da X pripada podskupu Si’ Pirsonova® mera D se defini3e na sle-

deéi nadin:

2 L 4 et 2
p-%, -2 F(5 - ) (1)
i=1 fi
ilie
2 5 (nl-—npi)
%r'lzél Py

*
Pearson Karl, 1857-1936, engleski matematiar i

filozof.
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Xi je sluCajna promenljiva sa r stepeni slobode.
Jednaka je zbiru kvadrata r nezavisnih sludajnih.promenljivih
od kojih svaka ima normalnu raspodelu, sa matematickim odekiva-
njem m=0 idisperzijom o’2=1. Raspodelu Xz proudio je Pirson.

Gustina verovatnode ove slufajne promenljive je jednaka:

Fo1.x
1 2 .
fr(x)= —E——— x e za x>0 i
2
2 (%)
fr(x) =0 zax 40

gde je _P(x) poznata gama funkcija ( Tablica Il u prilozima) . Kao

Sto se zna, ona se definiSe pomodu integrala:
” x-1
-1 -u
r(x) = f u e du.
o

Pirson je dokazao teor'emuvt po kojoj, bez obzira na ob-
lik hipoteti¢ne funkcije raspodele F(x) sluajne promenljive X, kada
broj elemenata n teZi beskonacnosti veli¢ina D, definisana pomoéu
jednaline 1 , teZi ka xz sa r-1 stepenom slobode. Mi nedemo ula-
ziti u dokaz Pirsonove teoreme, niti u izvodjenje zakona raspodele,

% 2, veé demo samo objasniti kako se ti dokazi koriste u reSavanju
zadataka koje smo napred formulisali,

Sa brojem £ koji se unapred zada i koji je toliko mali
da se dogadjaj sa verovatnolom P(X)=€ smatra praktino nemoguéim,
u tablici raspodele Xz (Tablica Il u prilozima) sa argumentima r-1
i £ nadje odgovarajuée XZE . S druge strane, posmatracki materijal
se uredi i raspodeli po podskupovima Si’ za svaki podskup se izracu-
naju teorijska i statisti€ka verovatnoda P i ni/n i, najzad, pomoéu
jednadine 1 1izradluna se Xz. Ako se desi da je X2=D‘7 Xez , to
znaci da se desio nemogué dogadjaj, odnosno, to znadi da je hipoteza
F (x) dovela do nemoguéeg dogadjaja, pa je treba odbaciti. U sludaju

) 2 2
da je % ¢ XE , hipoteza je prihvatljiva.

Kramer G.: Matematileskije metodi statistiki, Moskva,

1948.
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Prilikom formiranja podskupova Si ne postoji neko opste
pravilo odredjivanja granica podskupova ili broja elemenata u njima.
Kriterijum Pirsona daje dobre rezultate u svim sludajevima kada je
ispunjen uslov:

np, > 10, (i=1,2,...., r).

Granice podskupova Si ne moraju biti ekvidistantne.

22.2. XRITER]JUM KOLMOGOROVA

Kriterijum Kolmogorova se odnosi samo na neprekidne
sludajne veli¢ine. Kao mera saglasnosti hipoteti¢ne teorijske i em-
pirijske raspodele sluZi moduo najveée razlike F’(x) i F(x):

D = sup|F(x) - F(ol .

Kolmogorov je dokazao da kada broj elemenata n %

. . e
vaZe sledele relacije : oo . 212 5
P(E D% x)=(1- 2 D%, zax»0i (2)
k=-00
-1, za x<0.

Leva strana gornjih jednadina predstavlja verovatnodu
ispunjenja uslova:vn D x. Za izvestan broj vrednosti argumenta
A =vA D u Tablici 1 date su verovatnode P(X) radunate pomo-
éu date jednacdine.

TABLICA 1.

Verovatnoée P(X) na osnovi teoreme Kolmogorova

A P(N) Y P ) N P (A
0.0 1.000 0.7 0.711 1.4 0.040
0.1 1.000 0.8 0.544 1.5 0.022
0.2 1.000 0.9 0.393 1.6 0.012
0.3 1.000 1.0 0.270 1.7 0.006
0.4 0.997 1.1 0.178 1.8 0.003
0.5 0.964 1.2 0.112 1.9 0.002
0.6 0.864 1.3 0.068 2.0 0.001

* Kovalenko I.N., Filipova A.A.: Teorija verojatnostei i
matematieskoj statistiki, Moskva, 1973.

1948.



- 185 -

Ralunska Sema za primenu kriterijuma Kolmogorova je
vrlo prosta. Ra&unaju se integralne funkcije raspodele Fl{x)1i F(x,
a zatim i A =R sup| F’(x)- F(x)|. Potsedamo &itaoca da F’('xo) pre-
dstavlja zbir svih relativnih u¢estanosti ni/n do argumenta X (za
sve X £ XO) . Sa argumentom A u Tablici 1 nalazimo odgovarajuce
P(\). Ako je P(A) vrlo malo, to znali da je proizi$ao malo verova-
tan dogadjaj, odnosno, to znadi da hipoteza F(x) i rezultati eksperi-
menta nisu u saglasnosti.

Za razliku od kriterijuma Pirsona, kriterijum Kolmogo-
rova ne treba primenjivati u slu€ajevima kada se parametri F(x)odre-
djuju iz eksperimentalnih podataka, veé samo onda kada je F(x) odre-
djeno na neki drugi na&in. Ukoliko se ovo pravilo ne postuje, krite-
rijum Kolmogorova daje osetno vede iznose P(A) nego $to oni fakticki
jesu, pa se rizikuje da se usvoji i neka hipotéza koju bi trebalo odba-

citi.
22.3. KRITERIJUM MIZESA

Pretpostavimo da je funkcija raspodele F(x)odredjena i
da treba da se ona uporedi sa empirijskom funkcijom raspodele. Kao
meru saglasnosti hipoteze i rezultata eksperimenta Mizes je predlozio

2
kriterijum o ( videti knjigu Kovalenko-Filipova koju smo citirali) :
oo

D - [ [Fa- Fogl® d Foo

-0

Ako se rezultati urede po rastudim vrednostima : X) 4 Xp4

LXgee £X G5~ se moZe izralunati pomodu jednaéine*:
n 2
2 1 1 s=r. 2k-1
s - — = [y - I (3)
2 n k 2n
12n k=1

Smirnov je dokazao da je ved pri n» 40 raspodela sluca-

2
ine promenljive n<J veoma bliska granicnoj raspodeli (zans>m).

Smirnov N.V. i Dunin-Barkovskij [.V.: Kurs teoriji
verojatnostej 1 matematiCeskoj statistiki, Moskva, 1963,
~ty ')RO
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Ta graniéna raspodela neée biti ovde obja3njena.

Raspodela co2 ne zavisi od tipa F(x). To znadi da kri-
terijum ima op$tu primenu.

U Tablici 2, koja je pozajmljena iz pomenute knjige

Smirnova-Barkovskog, date su verovatnode:

2
P{nw >z ) =€ .

Racunska Sema za primenu kriterijuma Mizesa je slededa:

Skup {xi} uredi se po rastuéim x; i pomocu jednadine
(3 izraduna G, a zatim ncoz. Sa zadatim nivoom znadajnosti £
(naprimer, &€= 0.01) u Tablici 2 nalazimo odgovarajuée Zo. 01 =
= 0.7435 . Ako je ncu27 zg to znadi da je do3lo do pojave malo

verovatnog dogadjaja, pa se hipoteza F(x) odbacuje.

TABLICA 2,

Granica znadajnosti po kriterijumu Mizesa.

€ Ze I3 Ze
0.50 0.1184 0.05 0.4614
0.40 0.1467 0.03 0.5489
0.30 0.1843 0.02 0.6198
0.20 0.2412 0.01 0.7435
0.10 0.3473 0.001 1.1679

Kriterijum Mizesa ili kriterijum Q)Z ima nekoliko prei-
mué stava u odnosu na Pirsonov & 2 kriterijum. Prvo, kriterijum Mi-
zesa potpunije koristi informacije $to ih sadrZe neposredna merenja.
Drugo, raspodela w2 brze teZi svom granicnom slucaju ( kada broj ele-

2
menata no)nego X raspodela.

~ty RN
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ZADATAK

U Tablici 3. data je raspodela apsolutne zvezdane veli-
Zine M za 4755 sjajnijih zvezda Galaksije i raspodela M za 1342 zve-
zda spektralnih tipova izmedju G8 i K7 (ukljucujudujuéi i granice).

Ispitati da li su ove raspodele normalne. ) spitivanje iz-
vr§iti pomoéu Pirsonovog i Mizesovog kriterijuma .

Podaci koji su dati u Tablici 3 su pozajmljeni iz knjige:
Trumpler R.]. and Weaver H.F.: STATISTICAL ASTRONOMY, Uni-

versity California Press, 1953.

TABLICA 3.
Raspodela zvezdane velifine M sjajnijih zvezda Galaksi-

je(M - visuelna apsolutna velilina) .

M, M, M, n; (opsti skup) n; (podskup G8-K7)
- -6 - i -
-6 -5 55 37 2
-5 -4 -4.5 125 27
-4 =3 -3.5 216 46
-3 =2 -2.5 225 232
-2 =1 ~1l.5 426 121
-1 0 -0,5 1020 278
O 1l 0.5 1205 534
1 2 1.5 694 147
2 3 2.5 387 82
3 4 3.5 255 25
4 5 4.5 80 0
5 6 5.5 40 16
6 7 6.5 29 23
7 8 7.5 9 9
4755 1342

Da bismo re$ili postavljeni zadatak polazimo od hipoteze
da su date empirijske raspodele normalne i rac¢unamo odgovarajuce pa-
rametre normalnog zakona (disperziju i matematicko ocekivanje) . Po-
§to su nam date granice intervala kojima pripada M, kao osnovne poda-
tke uzedemo sredine tih intervala (3-cda kolona). Podatke koji se od-
nose na prvi interval ¢emo odbaciti jer je leva granica otvorena i, sem

toga, udestanost je veoma mala.
~ty RN
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Srednje vrednosti zvezdanih veli¢ina su:

M- 4;48 (37x-5.5+125x-4.5+...49x7.5)= 0.233 i
W -5  2x-5.5427%-4.5+. . .49x7.5)- 0.291.

Standardne devijacije d¢emo rafunati pomodu jednacine:

10
2 —2
(N-1) s = 2; niMzi - NM7,
u kojoj je N =2ni . =

Rezultati su slededis

52=—-1— x 20883 - 1.0002 x 0,054 = 4,3449 (za opsti
4747
skup ) ,
,2 1
§' e ——=— x 4957.5 - 1.0007 x 0.085 = 3.6121 (za podskup
1341 G8-K7
)
. Da bismo mogli da koristimo Tablicu I granice M moramo

svesti na standardni oblik:
M. - M
M = ——
i s
Osim gornje transformacije, spoji¢emo prva dva i posled-
nja Cetiri intervala (‘sa ciljem da u svakom intervalu bude dovoljan broj
elemenata) . Granice novih intervala su date u prvim dvema tablicama
koje slede
Da bismo pomoéu Tablice I odredili teorijske verovatnole
p; za granice svakog intervala ¢emo odrediti vrednost funkcije verovat-

noé¢e F(M). Po3to F(x) nije dato za negativne vrednosti argumenta, po-

sluridemo se slededim relacijama:

X -X X X
FOo= [ fteydt - [ tmde s [ rwdt < Fe-xe2 {0 R0t -
-X o]

) -
= F(-x)+ 2F(x)- 2F(0)
ilis

F(-x)= 2F(0)- F(x) = 1 - F(x).
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Tako, naprimer, F(-3.00)= 1 - F(3.00)= 1-0.999 = 0.001.

Teorijska verovatnoda da slucajna promenljiva M pripada

intervalu [ M

17

M2') je jednaka:

P = F(M2)— F(Ml)

Teorijske ucestanosti ﬁi se dobijaju mnoZenjem p, sa
1

ukupnim brojem ishoda sluCajne promenljive: ﬁi=Npi.

Radunanje neophodnih parametara za data dva skupa zvez-

da pokazano je pomoclu slededih tabela:

. " 1t 11 F i1t F n) - (ni-ﬁi) 2
I 0N My My n; (113) (1 By "‘ﬁ;"‘
-6 =4 -3,00 -2.04 162 0,001 0,021 0.020 99.0 47.,2%
-4 -3 2,04 -1.,55 216 0,021 0,061 0.040 189.9 3.59
-3 -2 -1.55 -1.07 225 0.061 0.142 0.081 384.6 66.23
-2 -1 -1.07 -0.59 426 0.142 0,278 0,136 645.7 74.75
-1 0 -0.59 -0.11 1020 0.278 0,45 0,178 845,1 36,20
0 1 -0.11 0.37 1205 0.45 0,644 0,188 892.6 109.34
1 2 0.37 0.85 694 0.644 0.802 0.158 750.2 4,21
2 3 0.85 1.33 387 0,802 0.908 0,106 503.%3 26,87
3 4 1.33 1.81 255 0,908 (.95 0,057 270.6 0.90
4 8 1.81 3.73 158 0,965 1,000 0,035 166.2 0.40
269,74
. . ' oy ' — -2 -
I‘il M2 Mi’ M'g' ng F(Mi) :.‘(M‘g) 1 o, (ni—ni) /a4
-6 -4 -3,31 ~2.,26 29 0,000 0,012 ©0.012 16.1 10.34
-4 -3 2,26 -1.73 46 0,012 0,042 0,030 40.3 0.81
-3 -2 ~1.73 -1l.21 32 0.042 0,113 0,071 95,3 42,05
-2 -1 -1.,21 -0.68 121 0,113 0,248 0.135 181.2 20.00
-1 0 -0.68 -0.15 278 0.248 O0.440 0,192 257.7 1.60
O 1 -0.,15 0.37 534 0,440 0.644 0,204 273.8 247,28
1 2 0.37 0.90 147 0.644 0,816 0,172 230.8 30.43
2 3 0,90 1.43 82 0.816 0.924 0.108 144.9 27.30
3 4 1.43 1.95 25 0.924 0,974 0.050 67.1 26.41
4 8 1.95 4.06 48 0,974 1,000 0,026 34.9 4,92
411,14

Sa verovatnoé¢om P=0.

u Tablici 111 nalazimo:

znadi da se desio docad;a;

2

X - 16.919.

05 i brojem stepeni slobode r-1-9

2 9 2 2
Posto je u obu sludaju X~ - i};;(ni—lli) /ni>'>'\,P , to

koji Je protivredan osnoviim podacitua. Lo
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toga je dovela hipoteza da su date empirijske raspodele normalne,
pa je treba odbaciti. Drugim recima, raspodela zvezdane velifine
M nije gausovska.

Isti zadatak ¢emo resiti pomoéu Mizesovog kriterijuma.
Da bismo izradunali Co2 i Nc:.)2 moramo, kao i u prethodnom sluéaju,
«intervlale M zameniti sredisnjim vrednostima.

Formula 3 paragrafa 22 nije direktno primenljiva,
pa ¢emo je transformisati,

S obzirom da je broj N u jednom i drugom sludaju veliki,
prvi ¢lan sa desne strane jednadine 3 d¢emo zanemariti. Prema to-
me, formula koju ¢emo koristiti jes

2

Z [rou - 2]

2

N N2
-3 Ay - Lz mmyys B

4 i N i

=1 4N

Za datih 10 intervala M poslednja jednadina postaje:

10
Nw- 3 n B R(EMr )2(21 1)+ F(M; )}‘_, (2i-1)+
k=1 i=N+1

1 X 2

oot FIMY) Ef (2i- 1)] —-2— Z 2i-1)°,
i=N+1 i=1

k

gde je Nk=2 n .
i=1
Poslednji izraz se moZe jo§ uprostitis

NCO ~E- 2(21 l) + anF (M")- N ZF(M )2(21 1),
1

gde je:

€2=Nk i
Zl:Nk +1
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Imajuéi u vidu da je:

& (2 142 1)
%(21 (4, /+1)——————2— G- By £ 1)
_l
N 2 N(4N _1)
2i-1)
ze

traZena relac1]a e bitis

10
2 4N
N = < kZ o, F (Mk Z(?z 0-16+ € -1) Flmyy
U Semama koje slede drugl ¢lan sa desne strane posled-

nje jednacine obeleZen je sa A, a tredi sa B.

oW ¥R 4 4 :
-De -2.52 0.006 1 162 0.0 157.5
-3. -1.79 0.037 163 278 0.3 4315.7
-1.5 -0.8%2 0.20%5 604 1029 17.6 14113%2.1
-0.35 0,363 1030 2049 134.4 1139660.0

0.13 0.552 2050 3254  367.2 3527343 .4
0.61 0.729 32255 3948 387.4 3643679.0
1.09 0.862 3949 4335 287.6 2763159,1
1.57 0.942 4336 4590 226.3 2143874,2

[@AXeRosiN ROAN, IF SANNE VY i B 3
1
OV OO PPWUN
.
o\ ©

1 O 2,77 0.997 4591  4Phg  157.1  1470997.7
1580 14855268
kM weo R €l A A B

1 -5.0 -2.78 0.003 1 29 0.0 2.5
2 -3,5 -2.00 0.023 30 75 0.0 110.0
3 -2.5 -~1.47 0,071 76 107 0.2 413%.5

4 -1,5 -0.94 0.17% 108 228 3.7 7053,1
> -0.5 -0.42 0.33 229 506  31.6 68765,5
& 0.5 0,11 0.584 507 1040 158.0  449106.3

7 1.5 0.e4 0.739 1041 1187  80.3 = 241925.7

8 2.5 1.16 0.877 1188 1269 63.1  176620.8

9 3.5 1.69 0.954 1270 1204  22.8 61127.6
10 6.0 3.00 0.999 1295 1342  47.9  126401.5

408 1131527

1z gornjih podataka dobili smo sledede vrednosti Nco s

NOJZ _ {1583 + 1580 - 14855268/4748 = 34.2 (za op3ti skup)
h 447 + 408 - 1131527/1342 = 11.8 (za podskup G8-K7)

2
Dobijene vrednosti N ¢ su vede od zg iz Tablice 2

Cak i kad je £ =0.001. Prema tome, hipoteza o normalnoj raspodeli
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23. P:PROKSIMACI]A EMPIRJSKE RASPODELE VEROVATNOCE
SARLIJEOVIM FUNKCIJAMA TIPA A 1PIRSONOVIM FUNK-
CUJAMA TIPA I-VIIL

U paragrafu 16 videli smo, kako se odredjuju najverovat-
nije vrednosti parametara funkcije gustine f(x) matematicko o&eki-
vanje i disperzija u sluajevima kada se zna da je zakon raspodele
verovatnode normalni zakon. U ovome paragrafu videdemo kako se u
opstijem slufaju odredjuje zakon raspodele - u slucaju kada analiti-
&ki izraz za f(x) nije poznat,

Pretpostavimo da empirijska gustina raspodele f*(x) ima
sli¢nost sa funkcijom f(x) normalnog zakona. MoZe se desiti da je
kriva y=f (x) nesimetriéna u odnosu na pravu y=1., gde je L moda, da
ima %iri ili uZi maksimum, itd., ali neka sli¢nost izmedju fixy 1 f*(x)
ipak postoji. Naprimer, postojanje samo jednog maksimuma ( jedno-
modalna kriva), asimptotsko pribliZavanje ka x-osi sa udaljavanjem
od mode, itd. U takvim sluajevima aproksimacija empirijske raspo-
dele éarlijeovom funkcijom tipa A daje vrlo dobre rezultate:

N '\( ..3 Y__-10
3 4
£, ()= 0= ——63 £ (x>+———-244 O 3f5(x)+... (1)

k
gde je f(x) gustina normalne raspodele, f (x) njen izvod reda k 1
'\f]'< - osnovni moment reda k.
Najéedée, zadovoljavajuéa tafnost aproksimacije postiZe
se samo sa prva tri Clana jednacine 1 :
Vioa Vo3
fA(x)= f(x)-6— f Y (x)+ A f(xy . (2)
Radunanje momenata reda viSeg od Cetvrtog najéesle se
izbegava jer greSke momenata rastu sa rastom njihovoga reda.
Funkcija f{x) i njeni izvodi dati su u Tablici I u prilo-

zima.
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- Da bismo bolje shvatili znaenje drugog i tredeg &lana
sa desne strane jednaCina 1 1 2 iz citirane knjige Mitropo-
1yskog pozajmili smo slike 1 i 2 i Tablice 1 i 2 koje prezen-
tiramo u ovom paragrafu. I ostale slike i Tablice koje ¢e nam po-
susl. ia lak8e shvatimo problem aproksimacije empirijske raspo-
dele »u pozajmljene iz iste knjige.

U Tablici 1 data je duZzina vlakna d tri vrste pamuka
[,1L, 1T merene prilikom nekih industrijskih ispitivanja i odgova-
rajuce ueéstanostixﬁ. Ti rezultati su i grafifki predstavljeni na
slict 1, Uporedjenjes koeficijenta asimetrije ﬁ , koji je dat u Tab-
lici ', sa izgledomn odgovarajuée krive na slici 1 vrlo ilustrati-

v ukazuje na smisac parametra ﬂ .

TABLICA 1.

n,

J
d mm 1 11 111
9 15 9 0
12 65 27 14

5 195 49 2

16 338 85 33
21 268 156 39
24 101 UL 49
27 17 A o
30 i FR5 1
23 43 105
36 10 132
3¢ 1 163
LY 153
45 9L
48 38
51 7

B L0150 S0LE33 0 L0, 00




r
i

P ‘\\\!

,/\/ B( \
0 S L- v NI A_‘:\Ls.,,« —wd
6 12 18 24 30 ERTRE S A

SlL. 1.

U Tablici 2 imna slici 2 dati su rezultati odredjivanja
brzine svetlosti Vj | s -varajuée ulestanostin . Zbog oStrijeg ma-
]
ksimuma empirijske raspodele u odnosu na krivu normalne gustine,

eksces Y - 1.075.

TABLICA 7

Rezultati merenja brrive - i vt V=209 000 + ¢ km/sec.
C o
]
725 A
735 10
745 3z
755 270
765 658
775 1095
785 506
795 152
805 n; 63
815 4 32
825 ’ 12
|
1000
800}
600+
40C-
2

299000+ 7>
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Dakle, posle datih definicija parametara P i T i posle
datih primera, postalo nam je jasnije koje vrste "poremeéaja' no-
rmalne raspodele izraZavaju drugi i treéi &lan sa desne strane
jednadina 1 i 2.

U Tablici 3 ina slici 3 date su radijalne brzine
zvezda u intervalu rektascenzija izmedju & = 17h40m i =18hl+0m
i intervalu deklinacija izmedju 8:20o i B =400. 1z ovih podataka
izradunata je funkcija fA(x) koja je na slici 3 predstavljena
krivom a. Funkcija f(x) je predstavljena krivom b. O&igledno je
da se kriva a bolje prilagodjava histogramu koji odgovara em-

pirijskoj raspodeli nego kriva b.

TABLICA 3.
Radijalne brzine zvezda u zonis 17h40mé,~ok & 18h40m,
20% & ¢ 40°,

v km/sec n:i nf(x) an(x)
- 75 1 0.1 0.7
- 65 2 0.5 1.7
- 55 2 2.1 2.2
- 45 2 6.5 2.3
-35 8 13.6 9.1
- 25 24 19.3 22.6
- 15 26 18.5 25.0
-5 11 12.1 12.7
5 2 5.4 2.7
15 1 1.6 0.4
25 1 0.3 0.4
+ 7
24 3 ’_.‘i- "
20t AT~
16 /\

2

V Km/sek
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Kada empirijska raspodela znatnije odstupa od normalne,
zadovoljavajuéa ta€nost aproksimacije moZe da se postigne pomocu
Pirsonovih funkcija tipa I-VII, Teoriju Pirsonovih funkcija i nekih
drugih funkcija koje se koriste u istom cilju &itaoc moZe da upozna

pomoéu citirane knjige Kendala-Stjuarta . Mi se na toj teoriji ne-

- ¢éemo zadrZavati.

Tip funkcije bira se prema vrednosti parametras

s+2
"= 16 s+1 ’
gde je: 2
.. 6 (VA' 'V3 -1)
- 2
3'V3 - 2\24—6

1z posmatrackih podataka prvo se izradunaju momenti '\/'3
i %, aposletoga s i M .
TP 1
Ako je H<¢0, aproksimacija se vr¥i funkcijom tipa I koja

se definife izrazoms:

foo= £ o(1+ ?"I) ql( 1- ?";)qz (3)

Oblast odredjenosti fI(x) je: - Zlcx < ‘)2 . Zbog priro-
de funkcije gustine u obzir uzimamo samo nenegativne vrednosti
fI(X)’ pa se pojam "oblast odredjenosti" razlikuje od pojma "oblast
definisanosti",

Znalenja pojedinih parametara i7 jednad¢ine 3 su:

x predstavlja odstupanje sludajne promenljive X od mode L

izraZeno u jedinicama srednje veliine klase:

w
Kendall M, G. and St AL : The Advanced Theory of
Statistics, tome i, ¢ RS AW
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Moda L se raluna pomocu jednz”: ie:

6V3 512
-2 5-2

<

L =

Takozvani raspon raspodele é’ = €1+ @2, koji ée nam biti

kasnije potreban, definie se pomodu izrazas

.26+ (1-20
ilie

p_5t
=72

Pomoéni parametar t se rafuna iz:

t :'J‘\(g(s+2)2 + 16(s+1) .

Eksponenti q; 1 q,, granice €1 i p2 i konstanta fI,O se
raunaju pomoéu jednacinas

9 s

1 + 3
qZ} ) 5[‘5‘)'S(S+2) t ]
-
17 s-2

o,

149 b [s)
1,0 " p (5_2)5-2 |"‘(q1+1)|'"(q2+1)

cde je r( s) poznata gama funkcija ( Tablica 1y .

Momenti 'V3 i ‘V4 se odnose na sludajnu promenl;
a ne na promenljivu x. Osim toga, 6 je imenovana velicina
16 je u jedinicama u kojima je izraZeno X).

Eksponenti 9 iq, moraju da budu vedi od -1. Zavi-:
od njihovih iznosa razlikujemo tri slulaja:

1. qy5 997 o,

2. qlLO, 9,7 0, ili q2(_0, ql>O i

3. a9 0.
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U svakom od gornja tri sludaja razlikujemo podsludaje-

B S A 3

Sludaj 1 ( slika 4):

a) q > 1, q271 ( kriva a)

b O<q1<1, q,>1 ( kriva b)
Q) q1>1,O<q2<1 (kriva ¢)

d) 0<¢qel, 0cq,el (kriva d)

fl(X)
a
X
fl(x) -1, (4] [, fl(x)
b [4
-4, 0 G * 0 x
fe(x)
d
X
0
S1.4.

Sludaj 2 (slika 5):

Jednacina 3 ima drukdiji obliks

-q q
X 1 X 2
fI(xps fI,O(1+e_1) (1-'2; )

U sludaju 2 razlikujemo sledeée podslulajeve:
a) -1<q1L 0, 9> 1 (kriva a)

b —1<q14 o, 0<q2< 1 (kriva b)

D q7 1, —1<q2<0 (krivac) i

d) O<q1< 1, -1 <q2/.0 (kriva d) .



Slugaj 3 (slika 5):

Za negativne 9 i 45 jednadina 3 ima ohii¥
-q =q
X 1 X 2
fe= . (1+5) 1-—
I(X) I,O( 81 ( 62 )

U ovom sludaju nema tzv. podsludajeva. Dak
-le Q< 0 i -1 4q,¢ 0 dobija se funkcija fI (x) preds:

krivom e na slici 5.

Tii 1

Ako je: ®=0, ¥ =0 1i ‘\,"4 < 3 aproksimacija ¢

3

funkcijom tipa Il koja predstavlja specijalan slucaj f(x):

1
2 4

=1y 0 (1 - 773

=) . (3)



Kriva koja predstavlja fn(x) je simetric¢na u odnosu na

'
U poslednjoj jednacini x,q i 2 su definisani na slededi

X-X
X ==7 ,
2
3 - \/‘4

Oblast odredjenosti fli(x) jer - 1o x ¢ A
Ako je V‘4 = 1.8, q=0. Za sve v441.8, qt 0, pa fH(x)
-ma obliks
2 ~4
fooa=f (1. =
1= 11,0( '[/2)
Kriva a na slici 6 predstavlja fH(x) kada je q» O, a

v.va b - kada je q «0.

Sl G,
fII’O S€¢ racuna pomocu jednacine:
e 1 [(2g+2)
1,0 -2
? 2 q+1 ? rl 2( q+1)

Poslednja jednadina se dobija kad se u izraz za f.j 5
.,\

/
stavis q] :qz:q i pl:: €2:£ .
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TIP Il :

Akoje =t jednacina aproksimirajude krive je:

P
. X px
f111‘””111,0(1+ el) exp - 2 s

Oblast odredjenosti je: - e_L RS CI

Pojedine oznake iz gornje jédnaéine imaju sledela zna-
cenla:

x = X-L {razlikuje se od x iz prethodna dva tipa) ,

4

p=—x -1
2
Y3

b

2 ¥
8126(7' T)
3

— v
L:X-—szl-—3 i
1 p+l
£ - P

0 - el eP P(p+1)

Zavisno od vrednosti parametara p i €1 razlikujemo Sest
stucayes s tipa HI kojit su graficki predstavijeni na slici 7:
1. p>1, €1> 0 (kviva a) .
Zop> 1, 0
1
3. 0<pel, €l> 0 (krivac),

< 0 (kriva by,

L. 0<pet, €1<o (kriva d),
1

Lo-lepeO, (1> O (krivae) 1

G -1ape, 6140 {kriva f).
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£ (x) folx)
JZK —b
»ale x
r /\—z
[ fix) fulx)
7 4
sl. 7.
TIP 1V:

Parametar )¢ se nalazi u granicama: 0 <X < 1, a aproksi -

macija vrsi funkcijoms:
2 3 (s 2)

X
fIV(x)= fIV,O(h 82) €xp - z arc tgé .

Oblast odredjenosti fIV'(x) jes -00 < x<00 ,
Nepoznate iz poslednje jednal#me su definisane na sledeéi
nadin:
s(s+2) ‘V'3

- 1
) 2 21=
z =Q— , gde je Q =[-16(s+1)- V3(s+2)]2 .

g
e=—4— Q, i

+

e _L_1
IV,0 ¢ G¢(s,2)
z je suprotan znaku uz V3.

»*
Funkcija G(s,z) je definisama izrazom :

Znak uz

Pearson K: Tables for Statisticians and Rjometricians, str. 1XXXI,
Cambridge University Press. o 1931.



G(s,z) =e —  d 6 ,
s
o sin ©

Ako je -s veliko, G(s,z) se moZe aproksimirati izra-

zom.:

. 1l-s
G(s,z)= ,-iﬂt (cos (b)

2
exp{(bstgq) +121s - C_O_S___Q}

3s

u kome je tg@:-% .

U Tablici 1V dati su desetni logaritmi funkcije G (s,z) .
Ovu tablicu smo pozajmili iz citirane knjige Mitropoljskog.

Ako su tabliéne razlike log G (s,z) suviSe velike, treba
koristiti neke druge tablice, npr. Tables for Statisticians and Bio-
metricians koje smo citirali u kojima su dati i logaritmi funkcije

H{s,z) definisane relacijom:

ez¢(cos(j))1-s

Tabli¢ne razlike log H(s,z) su manje,

G(s,z) =

H(s,z)

Funkcija fi,(x) je predstavljena krivom a na slici 8.

f,(x) £, (x)

X a b

[N

oLy x o Lx , x
f"(X) fulx)

N\—c d

] )

] i

e ]

{ ¥ x { x x
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TIP V.

Za N=1 aproksimacija se vrsi funkcijom:
_ -p
fV(x)_ fV,OX exp{g_} . (9)

Promenljiva x mora da se nalazi u granicama:

0¢x <o . Konstante p i ’r} su definisane relacijama:

8+4-\) 4t V3

P=4+ ———m
3
Y3

"N =6 (p-2) (p-3) .
Znak korena u izrazu za p je suprotan znaku V's.
Promenljiva x i konstanta fV 0 predstavljajus

b

xX-X+-l— i

" Th

fv(x) je predstavljeno krivom b na slici 8,

TIP VI

Ako se ¥ nalazi u granicama: 1 « % < 00 , aproksimacija

empirijske raspodele se vrii funkefjom oblika:
q9; -q
1 2

fVI(x) = fVI,O(x-e) X (10)

fV.I(x) je neogranicena s desne strane, ali je s leve stra-
ne ogranicena pravom x= ¢. Drugim refima, oblast odredjenosti
fVI(x) je: e £ X 2,

Ako je Q> O funkcija ima jedan maksimum, a ako je q; ¢ 0,
kriva koja je predstavlja 1i&i na hiperbolu.

Parametri 4 9 i Z su definisani jednainama:
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B l[s(s+2)f
T2

: (s-z)] i

42
/.8t

==5 .

Promenljiva x i konstanta fVI o %e racunaju iz relacija:
!

oxx Wt
~ h 'q2-q1-2
qz-ql-l
¢ e F(qz)
V1,0

Kriva ¢ na slici 8 predstavlja fVI(x) za q» 0, a
kriva d - za qlLO.

TIPVIL:

Ako je: % =0, V3=O i ‘\2) 3 aproksimirajuéa funkcija je:
-q
e
0= fVH’O(1+ 2’2) . (1D
Oblast odredjenostis -00< x <00 .

Parametri poslednje jednafine i promenljiva x su defi-

nisani na sledeéi nacin:

L XL
- S=,
5 v4-9
g = >0,
2(V4-3)
( 24
4 .
:6 e— 1
V4‘3
; 1 [

VIL,L0 = 7  T(e-1/2)[(1/2) °

1 L T
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Funkcija gustine normalne raspodele je specijalan sludaj

familije krivih tipa VII. Za % =0, ‘V3=O i ‘VZF=3 dobijamo:

2 2
fo(x)=f e /26 y
VII VIIO
gde je:

1
fv11,o 6 Voo

ZADATAK

Ispitati da li se raspodela apsolutne zvezdane veli¢ine M
sjajnijih zvezda Galaksije( Tablica 3, stranica187)moZe aproksimira-
ti Sarlijeovom funkcijom tipa A.

U zadatku koji smo re3ili u paragrafu 22 nasli smo da sre-
dnja vrednost apsolutne zvezdane velifine M i srednja kvadratska
gredka s iznose:

M =0.233 i

s = 2,085,

Prvi korak u redavanju ovoga zadatka je svodjenje sluajne

promenljive na standardni oblik:

Mk - 0.233
k=~ 2,085 '

X

S obzirom da je standardno odstupanje nove promenljive
s_ =1, osnovni momenti jednaki su centralnim:
x
v, = ("'I' (r=1,2,...)
Izravnate (aproksimirajuée) ulestanosti po intervalima Mk
racdunad¢emo pomodu jednacine:

’

0
M= T

u kojoj je sa n obeleZen ukupni broj osnovnih podataka ( n=4748) .
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Funkcija fA(xk) predstaﬂa gustinu verovatnode ili verovamodu
da slu®ajna promenljiva pripada jedini¢nom intervalu oko Xy

Prema tome, broj n f je radunati broj elemenata datoga sku-

AR
pa {x} kojipripadaju pomenutom jedini¢nom intervalu, Posto je
$=2,085 zvezdanih velifina uzeto za jedinicu, n fA( xk) je broj ele-
menata u intervalu od 2,085 zvezdanih veli€ina., Po3to veli&ine da-
tih intervala Mk iz Tablice 3 iznose 1 zvezdanu velilinu, ule-
stanosti po intervalima Mk se dobijaju deobom n.fA( xk) sa 2.085.

Racdun nepoznatih koeficijenata jednadine 1 izvrsi¢emo

po Semi koja je niZe data.

oo Ty Xy nkxi nkxﬁ T(x) £ix £Mx, )
5.5 37 -2.750 - 769.5 @il16.1 0.00909 0.11410 -0,13473
4.5 125 -2,270 -1462.1 ##319.1 0.03034 0.14826 -0.04141
-%.5 216 -1.790 -1238.8 4217.5 0.0803%8 0,02937 -0,47893
-2.5 225 -1.310 - 505.8 662.6 0.16915 -0,28449 -Q.73606
-1.5 426 -0.831 - 244.,5 20%,1 0.28265 -0.54207 -0.18624
-0.5 1020 -0.%52 - 44.5 15,7 0.37497 -0.37960 0.85189
0.5 1205 0,128 2.5 0.3 0.39647 0.15111 1.14823
1.5 694 0.608 156.0 94.8 0.33161 0.53%032 0.32064
2.5 287 1.087 497.1 540.% 0.22097 0.42677 -0.59510
3.5 255 1.567 981l.2 2537.5 0.11687 0.09972 -0.66655
4.5 B0 2.047 686.2 1404.6 0.04909 -0.11960 -0.22502
5.5 40 2.526 644.7 4628.5 0.,01642 ~0,14022 0.08912
6.5 29 3,006 787.7 4367.8 0.00435 -0.07898 0.13%247
7.5 9 3.485 380.9 1327.6 0.00092 -0,02931 0.07140
v, -3
_NZ m v oy 1 =
8 ) T () 1y £y () s

0.00052  0,00%77
0.00067 -0.,00116
0.00013 -0,01341

-0.00128 -0.02062

~0.00245 -0,00522

-0,00171  0.02386
0.00068 0.03216
0.00240  0,00898
C.00197 -0.01667
0.00045 -0,01867

-0.00054  ~0,00630

-0.00063  0,00250

-0.00036  0.00371

-0.00013  0.00200

30,5 0.01409 32.1
68.0 0.03553% 80.9
152.8 0.07516 171.2
%335.%3  0.,14581  %32.0
626.2 0.25834  588.%
904.3  0.39035 888.9
977.6  0.43552  991.8
78l.1 0.36206 824.5
469.,7  0.21537  490.h4
224k,6 0,09331 212.5
96.2 0.03448 78.5
41.7 0,01551 35.3
17.5 0.,00838 19.1
6.4 0,00388 8.8

1 4721.9 1.00134 4754.3
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Na kraju 11. i 13. kolone dati su zbirovi tabli¢nih vre -
dnosti rA(xk) i fA(xk) podeljeni sa 2.035. S obzirom da oni pred-
stavljaju verovatnoée da M bude manje od 7.5 zvezdanih velidina,
ovi brojevi treba da budu bliski jedinici.

Izraz kojim aproksimiramo gustinu verovatnode je:
£, (0= F00+ 0.00452 £ (x)+ 002801 £ (x).

Empirijske i teorijske udestanosti predstavijene su na

slict 9 krivim aib, respektivno,

51.9,
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Poslednji korak u re$avanju postavljenog zadatka je is-
pitivanje da li su odstupanja empirijske raspodele od-aproksimira-.
juée raspodele statisti¢ki znadajna ili nisu, U tom cilju koristili
smo Pirsonov kriterijum. Za Xz smo dobili sledeéi rezultat: % 2:
-283.1.

Sa verovatnodom P=0.05 i brojem stepeni slobode ¥'=13
u Tablici IIT nalazimo X§=22.362. Posto jeX2> XIZ)’ hipoteza da
FA( x) predstavlja gustinu verovatnoce nije saglasna sa osnovnim
podacima. S obzirom da je broj pomenutih podataka prilié¢no veliki
ima smisla da se izraCunaju i momenti petoga reda. Stoga, uzedemo
jos i slededi ¢lan funkcije fA(x) :
VS -10 ’V‘3

v
130 7 (x).

1
fA(x):. ff&(x)-

Peti izvod funkcije f(x) smo uzeli iz jedne tablice pozaj-
mljene iz citirane knjige Mitropoljskog.

Rezultati koje smo dobili za fj\(x) dati su u pretposled-
njoj koloni Seme (u poslednjoj su odgovarajuce ucestanosti )., Nova
vrednost Xz je 237.5. Prema tome, ni sa momentima petoga reda
nismo postigli zadovoljavajudu aproksimaciju.

Posto elementarni interval h siudajne promenljive X ni-
je mali(h=1), moZe se pretpostaviti da neta¢nost momenata predsta-
vlja uzrok zbog kojega se data empirijska raspodela ne moZe aprok-
simirati Sarlijeovom funkcijom tipa A, Zbog toga je neophodno da se
momenti koji figuriSu u toj funkeciji preracunaju,

Primenom Seperdovih popravki ( paragraf 17 , jednaline

4)dobili smo sledeée tadnije vrednosti momenata:

U -
uy =

|

FF
I
(@)
@]
Q
(@)

s; :'f‘u.; = 0.957
* 1 ¥ . -
(4,3 - <,¢,3 -7 ﬁ = -0.027148-0,25 x 0,000= -0.027148

* 7 ) _ oy e
942 + 1—26 = 3.672178-0.5 x 0.01°3%5,
+0.029167 - 3,200

14 Matenalitka sbrada astrenamskib posmatranja
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y, - 20:027148
0.957

= - 0.030974

- S248I2 3 g66821,
0.957

Sa talnijim vrednostima momenata V*i VZ dobili smo
’fz ) k0]e u odnosu na f (x) manje odstupa od emplrljske raspo-
dele, ali suita odstupan]a suvise velika ( 'X/ =268.0) da bismo
2 A(x) mogli prihvatiti kao zakon raspodele slu¢ajne promenljive M.

U odnosu na funkciju gustine normalne raspodele f(x)
X2=295. Bez obzira na to §to nije postignuta zadovoljavajuca tac-
nost aproksimacije empirijske raspodele, primecuje se smanjiva-
nje Xz sa svakim korakom u cilju poveéanja taCnosti. Ako rezi-
miramo gornje rezultate moZemo ih prikazati u vidu sledece tab-
lice koja sadrZi oznaku aproksimirajude funkcije i odgovarajuéu
vrednost )(, s 5
F(X)eeovonsecasssoancanns 2?)('5
fA(x)................... 283
F ) veveonsssnnnseannss 208

A

fA(x)................... 238.
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U Tablici 4 date su vrednosti slu€ajne promenljive X i

odgovarajude ucestanosti nj. Potrebno je da se data empirijska

raspodela verovatnoée aproksimira nekom Pirsonovom funkcijom

tipa 1-VIIL,
TABLICA 4
_F 2 73 2%

Xj n; X% Xs X nj(XS X) nj(XB X) nj(Xj X)
20 11 -6 -4.087 183%.7%9 ~750.944 3069.11.
25 93 -5 -3,087 886.250 -2735.846 8445, 562
30 163 -4 -2.,087 709.958  -1481.683 3092.275%
55 178 o, -1.087 210.319 - 228.618 248.503
40 176 -2 -0.,087 l.332 - 0.116 (O R
45 132 -1 0.913 110,031 100,458 91.713
50 100 0 1.913% 365,957 700,076 1339.240
55 67 1 2,913 5684533 1656.140 4824,3%23
60 40 2 2.913% 612.463 2396.568 9377.760
65 24 3 4.913 579302 2846,112 13982,952
70 12 4 5.913 419,563 2480,868 14669 .400
75 3 5 6,913 1434369 991.104 6851.490
80 1 6 7913 62.616 495,477 3920,71C
_ 4853.432  6469.596  69913.¢
L= -1.913 6= 2.203

fo= 4.853432 'V'B = 0.605

@-3= 6.469596 V% = 0.366

("'L]_=69.915061 Vy = 2.968

Radi lakSeg racunanja momenata i ostalik p: = . =
jima smo napred govorili, izvriidemo slededu sri:0u pro. o
Y X-50

5

Radun momienata je obavljei p~ semi koja je data 1. ™«

4, 1z poslednjih podataka sledi:

6(2,968 - 0.366 - 1)

$ =3X0.366-2 x 2.968+6

0.366 x 10,2722

16 x 9.272

- 8.272,

= - 0.260
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S obzirom na to da je ) negativno, aproksimirajuca
funkcija je tipa L.
Ostali parametri imaju sledede vrednosti:

2,203 x 0.605 x 10,272

L=-1913 - 5% 6275 = - 3.004,
t=13.674

£=_2_-_2_Q§.2i_1i6_7_é' - 15.062,

a7 1.256

1 - 0.605 y _

0,2 (6.272 + 8.272 x 10.272 x T3 g7~ ) _{5'016
el . 1.2566)( é?.ZOGZ - 3.016
f _5:016x 15.062 15 046

2 6.272

Za racunanje fI 0 bi¢e nam potrebne vrednosti gama fun-
b
kcije koje se ne nalaze u Tablici 1I. Zbog toga cemo se posluZiti
Stirlingovom formulom:

1 29r
3+xlnx+21n =

1
In (x)= -x +75~ -
12x 360x

Pomodéu poslednie formule dobili smo rezultate date u sle-

dedoj Semi:

- 1n 15.062 = - 2.712
5.016 1n 5.016 = 8.0%9
1.256 1n 1.256 = 0.286

~6.272 1n  6.272 = -11.516

1n (8.272 = 9.079

- 1n  (6.016 = - 4.815

- 1n (2.256 = - 0.128

ln £ g = - 1.717
1.0 = 0.179%.

Prema tome, aproksimirajuéa funkcija gustine verovatno-
e je:
o 1.6 N 5.016
- c A I P, S
£00= 0.1796(1+5 . (1-7575)

RO
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Promenljiva x iz poslednje jednacine predstavija:

X'-L X'43.004 4. . .
x = = = TS - X143.004,

lzravnate udestanosti nj:n fI(xj) radunamo na slededi

X
X,j Al=l+g:-61{-6 A2=l—m qlln.Al q21nA2 fI(X) .

~2.996 - - - - -

-1.9% 0.338 1.166 ~1.362 0,770 0.0993  99.3
~0.99 0.670 1.082 -0.503 0.395 0.1612 161.2
0.004 1.001 1.000 0.001 0.000 0.1798 179.8
1.004 1.333 0.917 0.361 - 0,435 0.1668 166.8
2.004 1.664 0.834 0.640 - 0.911 0.1370 137.0
3.004 1.99 0.751 0.868 - 1.4%6 0.1018 101.8
4.004 2.328 0.668 1.061 - 2.024 0.0686  68.6
5.004 2,659 0.585 1.228 - 2.689 0.0417  41.7
6.004 2,991 0.502 1.376 - 3.457 0.0224  22.4
7.007 3.322 0.419 1.508 - 4.363 0.0103 1
8.004 3,654 0.336 1.628 - 5.471  0.0038

9.004 3.985 0.253 1.7%6 - 6.894  0.0010

Podrazumeva se da Xj predstavlja sredine intervala, pa,
prema tome, prva vrednost X]. je sredina intervala[17.5, 22.5], a
odgovarajuéa vrednost %, - sredina intervala [-3.496, -2.496].
Empirijska u€estanost n].=11 se odnosi na ceo poslednji interval. Pos-
to funkcija fILx) nije definisana za x < - ?1 = - 3.016, velidina prvog
intervala je: -2.496+43,016 = 0.520 jedinica. Teorijsku ucestanost
u ovom "okrnjenom" intervalu ¢emo izracunati linearno interpolujuci

fI(X) na granicama tog intervala i mnoZeéi odgovarajuce nj sa 0,520:
1
fI(x)= §[f1( -3.016)+ fI (-2.496)] = 0,0253.

U jediniénom intervalu &ija je sredina x= %—(-3.016-2.496) =
= - 2.756 srednja uestanost bi bila 25,3, Po3to je prvi interval
0.520 jedinica, teorijska ufestanost je: 0.520 x 25.3 = 13.2.

Na slici lgkruiiéima su predstavljene posmatrane ucesta-
nosti nj, a neprekidnom linijom - aproksimirajude ucestanosti n]..

Na zakon verovatnode koji smo dobili na gornji nacin treba
primeniti neki od kriterijuma koje smo opisali u 22-om paragrafu i oce-

niti da 1li je postignuta zadovoljavajuéa taénost aproksimacije.

¥ Slika 10 i podaci n, ,X1 su pozajmljeni iz citirane knjige Mitropoljskog
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2/, IDENTIFIKACTJA SISTEMA™ SKIH GRESAKA.
ABEQOV KRITERIJUM.

U ovom paragrafu ¢emo razmatrati najé¢eséi slucaj u as-
tronomskoj praksi: sludajni uzorak S = {Xi} predstavlja deo gau-
sovske populacije. Pitanje na koje treba nadi odgovor je: da li su
elementi X, uzajamno nezavisni ili, Sto je ekvivalentno, da li ele-
menti X, sadrZe sistematske greske?

Ako postoje gregke koje se ponavljaju u vise X onda ti
X nisu uzajamno nezavisni, pa se pitanje uzajamne nezavisnosti re-
zultata poistoveduje sa pitanjem egzistencije sistematskih gre3aka.

Neka je Y (n-broj elemenata skupa S) definisano

jednadinom:

n-
E 1+1
Y(n) = n ’

(x.-X)
i1

gde je X srednja vrednost X,

Polazedi od hipoteze da je zakon raspodele sluiuin pro-
menljive X (&iji su nam ishodi X poznati) normalni zakon, noZe se
doéi do zakona raspodele slufajne promenljive Y ido verc.neie
P(Y ¢ Yo) , gde je 'Yo neka granica izabrana tako da P bude viio
malo,

U knjizi Halda* je pokazano da za n%20 Y(n) predat o
lja sludajnu promenljivu sa normalnom raspodelom, Matematicko oce-
kivanje M [Y(n)] i disperzija D ('Y(n)} su:

M [Y(n)} =
p Yy - n-2

(n-1) (n+1)

¥
Hald A.: Statistical Theory with Engineering Applications,
New York, 1952,
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Ako se desi da je ’Y(n) <'Yc‘)(n) hipoteza o uzajamnoj neza-
Ny x; se odbacuje.

Zany 20 Yo(n) se raduna po formuli:.

u
'Y‘o(n)= 1+ 4

5=
'J 0.5(1
n+0.5(1+u q)

& za n & 20 ono je dato u Tablici 1

U poslednoj jednacini uq predstavlja kvantil reda q
standardne normalne raspodele.
Kvantil reda q je granica uq odredjena verovatnoéom da

slu€ajna promenljiva X bude manja od uq:
P(X<u) =gq.
q q

Za standardnu normalnu raspodelu uq je dato u Tablici VI,

Ako se traZi uq za q € 0.5 vaZi relacija:

TABLICA 1.
Vrednosti ’Y‘o(n) .

P: 0.05 0.0l 0.001
n
4 0.390 0.313 0.295
5 410 269 208
6 445 281 182
7 468 %07 185
8 491 331 202
9 512 354 221
10 531 376 541
11 548 396 260
12 564 414 278
13 578 431 295
14 591 it 311
15 603 4l 327
16 614 455 341
17 624 487 355
18 633 499 368
19 642 510 381

20 650 520 293
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ZADATAK:

U Tablici 2 data su sistematska odstupanja posnatranih
geografskih Zirina vaSingtonske opservatorije od medjunarodnog si-

stema "sistem BIH 1968" koja smo racunali po formuli:

RFi= §oi- cPO—XBIHCOS.}\ —YB[H sinA

U gornjoj jednadini (Pl i C% predstavlijaju tfrenutnu i ini-
cijalnu Sirinu, a XBIH i YBIH pravougle koordinate pola koje je

objavio BIH u cirkularima D

TABLICA 2

Sistematska odstupanja RFi vasingtonske opservatorije,

D] - julijanski datum,

DJ RP, i) RF
2439489 . 5+
17 0u3L 745 0u3%
49 29 778 26
72 22 806 21
104 14 836 13.
137 26 867 16
164 30 896 26
1567196 29 1969 921 31
el 45 959 41
45 986 52
to 52 1017 5%
31 h5 1047 27
344 38 1079 35
369 57
385 40 1115 32
414 30 1141 20
441 24 1174 17
470 20 1201 %
49 29 1231
1968422 2 1970 155 28
561 34 1290 33
592 35 1322 52
620 45 1349 39
649 41 1376 38
679 41 1416 el
715 39 1439 34

Da li odstupanja d, = RFi-RFo (RFO-srednja vrednost RF,L)

sadrie sistematske komponente ili su &isto sluajnog karaktera?
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Radun obaviti odvojeno za dva intervala: 1957-1968 i
1969-1970.
Za zbirove kvadrata koji figuriSu u izrazu za Y(n) do-

bili smo sledeée iznose:

2
2
interval iZ(RFi-RFO) Zi:(RFi+ 1~RF)
1967-1968 012031 010847
1969-1970 . 2849 .1631

Na osnovi gornjih vrednosti, statistika Y(n) ée bitis

1 "
=5 0v0847
Yoy - : -0.204 i (1967-1968)
-22— 0r2031
: 1 "
g 0v1631
Yiny - z - 0.280. (1969-1970)
2? 0Vv2849

Posto je u oba sluaja n>»20, moramo radunati 'X‘o(n)

Uzmimo da je q=0.05. Sa argumentom 1-q u Tablici VI nalazimo:

uO.OS:_uO.95:—1'64485' Dalji radun se obavlja po Semi:
l+u2 = 3.706
q
n+0.5(1+u2)=(26.853  (1967-1968)
9 125.853  (1969-1970)

T ={1-O.317=O.683
1-0.324-0.676

Kao &to vidimo, u oba sludaja je: Y{n) L 'X\O {(n). Iz te
Cinjenice sledi zakljucak da odstupanja RFi-RFO nisu sludajnog
karaktera. Do istog zakljucka mogli smo dodi i na osnovu analize
grafika RFi { stika 1) koji nam daje prve i najgrublje informacije
o karakteru pojave. Medjutim, treba imati u vidu da su amplitude
sistematskih komponenti Cesto male u odnosu na slucajne greske i
da se grubom analizom grafikona moZe dodi do pogrednog uvere-

nja da pomenute komponente ne postoje. 1J takvim slucajevima pre-

e
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25, ISPITIVANJE HOMOGENOSTI REZULTATA.
STUDENTOV, FISEROV I VILKOKSONOV
KRITERIJUM.

Radi tadnijeg odredjivanja zakona u prirodnim pojavama
astronomi koriste posmatranja koja se obavljaju na raznim opserva-
torijama, razli¢itim instrumentima i u razli¢itim epohama. Prilikom
jednovremenog statistic¢kog tretiranja posmatradkog materijala koji
je tako sakupljen analiza njegove homogenosti predstavlja obavezu
koja se ne sme ignorisati.

Pitanje homogenosti moZe biti aktuelno i kad se radi o
posmatranjima na jednom instrumentu i na jednoj opservatoriji., Kad
posmatracke serije pokrivaju duZe vremenske intervale mogucée su
promene instrumentskih konstanata, promene meteoroloskih uslova,
itd.,

Kada govorimo o homogenosti mislimo na to da razliciti
uzorci pripadaju jednoj statisti¢koj populaciji, odnosno, da imaju
isti zakon raspodele, Kad se zna da skupovi SX ={Xi} i Sy ={yi}
imaju normalnu raspodelu, postavlja se pitanje da li su parametri
te raspodele (matematitko ofekivanje i disperzija) jednaki u jednom
i drugom sluaju. Poto, po pravilu, ne znamo parametre raspodele,
veé njihove ocene dobijene po uzorcima, zadatak koji treba resiti je
da li razlike srednjih vrednosti X-5 ili pak razlike srednjih kvadrat-
skih greSaka sx-sy imaju sludajan ili sistematski karakter. Ako utvr-
dimo da su razlike x-y i sx-sy sluajne, to je znak da se rezultati
X i yi» 28 koje se pretpostavlja da imaju normalnu raspodelu, mogu
smatrati homogenim, odnosno, da su delovi jednog jedinog statistic-
ckog skupa.

U praksi se &esto zadovoljavamo da homogenost rezultata
ocenjujemo samo sa aspekta jednakosti matematickih olekivanja ili

samg sa aspekta jednakosti disperzija.
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Neka sludajna velifina X ( ¢iji ishodi &ine Sx) ima
novimalnu raspodelu sa matemati¢kim oekivanjem M (X)=m
i disperzijom D{(X)= 6)2( koji su poznati. To ¢emo zapisivati
u oblikus X~ G(mx, 6:)2() ( G(— po Gausu) . Iz elemenata Sx
moZemo odrediti ocene X i s .

Pitanje koje postavijamo je sledede: da li je pri hipo-
tezi 110: M (x) = mrasiin. )Z-mx statisticki znalajna, odnosno,
da ti je verovatnoca hipoteze Ho toliko mala da se ona mora od-
baciti?

Uvedimo novu promenljivu z:

(X - m Hm
“ - &

X

gde je n broj elemenata skupa Sx.

Kao 5to smo rekli u paragrafu 15 za slucajnu promusi-
1jivu X"'G(mx, Gi) se dokazuje teorema po kojoj je matemati-
&ko olekivanje sluajne velid¢ine x takodje jednako m\((g_sobina
centriranosti ). 1z ove teoreme 1 teorema koje smo izlezili u pa-
ragratn 4 sleduje da je z~ G(0,1). Imajuéi ovo u vidu, iz tabli-
cu =tandardne normalne raspodele mogli bismo naéi verovatnolu
7 koje smo izracunali po poglednjoj formuli. Ako bi se pokazalo
da je ta verovatnoéa suviSe mala, hipoteza HO je malo verovatna,

pa bi se morala odbaciti kao nesaglasna sa eksperimentalnim poda-

cimd.
Umesto z posmatrajmo promenljivu t definisanu rela-
clijom: 9
(X-m )¥n (i-mx){fi s
x -
t = . - : — =B i1 .
X X 6';

S predstavlja ocenu 6'X dobijenu iz SX.
Posto je B=z, brojitelj ima raspodelu G(0,1). Sto sc ti-
Ce sludajne velidine 1, dokazuje se  da je ona proporcicuaina

o) *
XW .t #~1 . Prema tome, t je koli¢nik dve slucajne promenljive

~ D.}.: Statistics, Geneéve, 1904,
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¢1j: su zakoni raspodele poznati, pa se na osnovi poznatih teorema,
koje neCemo u ovome kursu izvoditi, dolazi do zakona raspodele t,

Taj zakon glasiz

n
t2 T2
2t)= C(1+ =) ,
gde konstanta C zavisi samo od broja elemenata skupa Sx:
n-2 ,
5 !

P em— 23

U Tablici V date su granice tp kao i verovatnode da,
pri datom broju stepeni slobode V=n-1, velifina t po apsolutnoj
vrednosti predje tp. Jasno je da su ti rezultati dobijeni pomodu
gustine verovatnodéa g(t).

Promenljivu t prvi je definisao i odredio njen zakon
raspodele g(t) Student, pa se po njemu zakon raspodele g(t) zo-

ve Studentov zakon.

Sada ¢emo videti kako se zakon raspodele t moZe prakti-
¢no iskoristiti za ispitivanje homogenosti skupova Sx i Sy sa as-
pekta jednakosti matematickih ofekivanja.

Neka je Y~ G (my, 6'}2,) pri Cemu se pretpostavlja da je

2 2

6 =6 = 62. Zelimo da proverimo hipotezu H.: m =m .
X v x Yy

1
Ako je n broj elemenata skupa Sx i m-broj elemenata
- . = 2
skupa Sy, disperzije slu€ajnih veli¢ina X iy bice: & /n i 62/m

Kada bi 6 bilo poznato, mogli bismo izradunati:

w

 _®-3 -3

4D(>‘<-y‘) -/—62/n+ 627;1 .
Razlika slu€ajnih veli¢ina X i ¥, koje imaju normalnu
raspodelu, podeljena konstantom '\} D (X-¥) je takodje normalno
raspodeljena slu€ajna veli€ina: w~ G(0,1) . Dakle, provera hipo-
teza Hl se svodi na ispitivanje da 1i je w siudajno razliito od
nule ili nije. Ako datom w odgolvara mala verovatnoda, hipoteza
Hl se odbacuje kao malo verovatan dogadjaj. Naprotiv, ako je ta

verovatnoda velika smatra seda S i S predsiavijain dva uzork
N L
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jednog statistiCkog skupa.
Kada obradjujemo naSa posmatranja disperzija 62 je po
pravilu nepoznata. Umesto nje koristi se ocena:

=2 2
2 2-X) + 2(y-F)

S =

m+n-2

a umesto statistic¢kog kriterijuma w koristi se t’:

X-3
th = e (2)
'J_; /n+ s /m

Slucajna veli¢ind u imenitelju poslednjeg razlomka ima
2 2 . .
raspodelu XN-Z = Xm+n—2' Broj stepen21 slobode A=m+n-2 ,
Sto se ti¢e izraza za ocenu 6 , on se dobija iz slede-
¢éih razmatranja:

Neka je M. matematicko olekivanje zbira kvadrata Xk-;:

1
& 2
M1=M{2(xk-§) } .
k=1
Razvijajuéi kvadrat i primenjujuéi poznata pravila, dola-
zimo do relacija:
2 2
M1 =M{Zxk}— nM{x }:
2 =2
:ZM{xk} - nM{x } .

Posto je:

Dix} M(XZ} - [MLX)]Z ,

M{x?} - p{x}e (MOOP .
Ako poslednju relaciju primenimo na sludajne velicine X
i X dobijamo:

2 2 2 2

M{x}:ﬁ' +m:62/n+m ,
o] X X

2 2 2
M{X } =6 +m .
Prema tome, M1 je jednakos

n . .
Ml = Z(m? + 6‘2) - n(mi + 62/11) =(n-1) 62 .
Tt
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Na isti nadin se dokazuje da je i:
m 2 2

M, = M{ 2, (%) }:(m—l) 6
k=1

Matematicko ofekivanje dva gornja zbira kvadrata jednako

je zbiru njihovih matematickih o&ekivanja:

2
M =M1 * M2 =(m+n-2)6"°,

~2
Ako su m i n dovoljno veliki brojevi, zbirovi Z(xk—x) i
Z(yk-'}?)z su bliski odgovarajuéim matemati¢kim olekivanjima M

M

1 i
90 @

2B + S (357 me(men-2) 67
ilig

) 2(2xk—3(")2 + Z(yk-'}_r)zz (m+n-2) 52,
gde je s =6 . Poslednja jednacina predstavlja izraz koji je i tre-
balo dokazati.

Racunska Sema za primenu Studentovog kriterijuma je sle-

deda:

1. Proveri sedali Xi Y imaju normalnu raspodelu sa jed-
nakim disperzijama (provera hipoteze o jednakosti dis-
perzija bile izloZena kasnije ) ;

2. Ralunaju se 52 it

3. Sa argumentom (n+m-2) i datim t' nalazimo odgovaraju-
éu verovatnoéu P ( Tablica V) .~

Ako je P malo, razlika X-y se ne moZe smatrati sludajnom.

Ovaj test se moZe i druklije formulisati, Unapred se zada mala vero-
vatnola P=g , toliko mala da se dogadjaj sa takvom verovatnod¢om sma-
tra prakti¢no nemoguc¢im. Sa datim ¥ i t' nalazimo tabliéni iznos tp.
Ako je t' iz eksperimenta vede od tp ( po apsolutnoj vrednosti), to
znaci da se dogodilo skoro "neverovatan" dogadjaj, odnosno, to znadi
da je hipoteza Hl dovela do skoro nemoguéeg dogadjaja, pa je treba

odbaciti.
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Osnovni nedostatak Studentovog kriterijuma je njegova
primenljivost samo na sludajne veli¢ine sa normalnom raspodelom.
Medjutim, moguée je da se u praksi sretnemo i sa slu€ajnim veli-
Zinama koje nisu gausovske,

U redavanju zadataka koji se odnose na provere hipote-

¥*
za tipa H, moZe se primeniti kriterijum Vilkoksona ( po Wilcoxonu).

1
U odnosu na Studentov kriterijum on ima tri znacajne prednosti:

1. MoZe da se primeni i na populacije koje nemaju nor-
malnu raspodelu;

2, Osetljiviji je od Studentovog kriterijuma ( manje su
$anse da se odbaci dobra ili usvoji pogredna hipoteza) 1

3. MoYe da se primeni i na skupove u kojima je broj ele-
menata relativno mali,

QOd svih rezultata sadrZanih u skupovima SX i Sy sadini
se jedan skup S uredjen po rastué¢im vrednostima. Svakom elemen-

tu skupa S odgovara odredjeni redni broj idu¢i od manjih ka vedim

brojevima . Taj broj éemo zvati rangom elementa, Neka je RX zbir
rangova svih elemenata skupa Sx’ a R - zbir rangova svih elemena-
y
ta skupa S . Ako ne postoji sistematska devijacija X u odnosu na i
y
oéekuje se da Ce Rx biti pribliZno jednako Ry' Po3to su to dve slu-
Zajne promenljive moguéa su njihova razilaZenja Cak i kad su Sx iS5
skupovi homogenih rezultata. Na osnovi ispitivanja raspodele zbira
rangova mogu se definisati granice R . iR u kojima se moraju
min max
nalaziti Rx i Ry ukoliko su rezultati homogeni. Naravno, te granice
zavise od verovatnoéda. R_. iR su definisani jednadinama ( pri Le
min max

uslovu: n <m):
R _ (ntm+1) n-1 u / T ( nym+1) \a-
min 2 T T1-q 12 ’

R . (n+m+1) n-R

ma ’

*Aivazian S.: StatistiCeskoje isledovanije zavisimoste],
Moskva, 1970.

15 Matemati¢ka obrada astoonomskih posmatranja
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gde je u, q kvantil standardne normalne raspodele reda 1-q
{Tablica VI).
Ako samo jedna od veli&ina Rx i Ry ne pripada inter-
valu (R_. ,R ) hipoteza o homogenosti skupova S i S se
min’ max x Ty
odbacuje.

Primetimo da figurisanje &lana u , koji se odnosi

na normalnu raspodelu, ne ogranilava prin}exgu kriterijuma na
populacije koje nisu gausovske.

Tehnika radunanja je slededa:

1. Unapred se izabere broj q toliko mali da se dogadjaj
sa verovatnodom q prakti€no iskljufuje. Sa argumentom 1-q na-

lazimo u Tablici VI odgovarajuée u, , a zatim po datim formula-

1-q
ma racunamo Rmin i Rmax

2, Formiramo S i radunamo Rx i Ry. U ovoj etapi ra-
c¢unanja mogude je da element X, bude jednak elementu i i da nas-
tane mala zabuna kod rangiranja elemenata. U toj situaciji se pos-
tupa na slededi nadins X i i ( i ako ima jo§ elemenata jednakih
x ) se stave na odgovarajué¢e mesto u skupu S u bilo kom redosle-
du. Svakom jedrakom elementu se dodeli rang jednak srednjoj vre-
dnosti rangova onih mesta u nizu koja oni zauzimaju, Uzmimo sle-
dedi primer:

Sx : 10,34,13,18,10,3,6,8

Sy + 8,10,7,6,11,5

5:35w7uw11131834
R: 1 2 35355 6.56,5 9 9 9 11 12 13 14
Idué¢i redom za svaki broj skupa SX i skupa Sy traZimo
odgovarajudi rang R i tako dobijamo:
Rx= 9+14+12+13+9+1+3.5+6.5 = 68.0 i
Ry = 6.5+9+5+3.5+11+2 = 37.0
Za q=0.05 u Tablici VI nalazimo ul_q=1.645. Sa datim

uy raCunamo R . (uzimajuéi da je n=6, m=8):
-q min
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R . =31.8,
min
a posle toga 1 Rmax:
R =58.2
max

Posto Rx ne pripada intervalu(R )}, hipoteza o

. 4R
min’ max
homogenosti se odbacuje kao nesaglasna sa podacima.

Kada je broj elemenata u brojnijem skupu m manji od
25, umesto radunanja R _. iR pomodu datih formula treba ko-

min = max
ristiti TablicuVi| .

Za gornji primer u-Tablici VII nalazimo: Rmin=31’
Rmax=59'o' Zakljuéak o nehomogenosti sledi i na osnovi ovih rezu-
ltata.

Kada je potrebno ispitati da 1li razlika ocena disperzije
dve sludajne veli¢ine sa normalnom raspodelom ima slu€ajni kara-
kter (zbog gre$aka tih ocena koje su posledica ogranilenosti posma-

trafkog materijala ) ili je rezultat nehomogenosti, moZe se primeniti

FiSerov kriterijum,

2 2
Hipoteza koju proveravamo je: 6 = Gy = 62

Posto se implicitno pretpostavlja da su elementi skupova

Sx i. Sy medjusobno nezavisni, s, i s predstavljaju dve nezavisne

y
ocene 6 .
. .2 2
Pretpostavimo da je s_» .
Y 2 2
Umesto pozitivne razlike s, S FiSer je analizirao

zakon raspodele slucajne veli¢ineF = s"x/s"- .

2 2

Ranije smo ved rekli da je S§(/ 6 ~ Xn 1:Ln-l). Po-
v 2 -
sto je @ konstant, to jei siwxlz1 1:(n-]). Po istoj logici, s;)'rw
5 -
Xm_lz(m-]). Dakle, reSavanje problema raspodele F  svodi se na
reSavanje problema raspodele koli¢nika dve slucajne velicine ¢iji
su zakoni raspodele poznati. Tako se dolazi do relacije po kojoj je
gustina verovatnoée sluc¢ajne promenljive F jednaka:
X
C,F
h (g_-') - 1 (6)
(n'# +m’ )F

gde je:

n’=n-1

m? =m-=1

-
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K=n’/2-1,

’

B=(em’) /2,
C,= P(E,)(m')i (n')z.' [FG—') P(I‘;“:)] .

{(s) j gama funkcija.

Za koriséenje funkcije raspodele h(F)prakti&no je

. sastaviti tablicu kao 5to je Tablica VIII, Sa argumentima \)1=n-1
i 'v2=m-1 (vaZno je drZati se pravila da je n broj elemenata
iz kojih se raduna brojitelj, a m - broj elemenata iz kojih se ra-
Zuna imenitelj ) i malom verovatnoéom Q nalazimo tabli¢nu vre-

dnost 9:: Ako je F koje smo izracunali iz posmatranja:

F - Lo® 5 Roen]

vecde od 9'; to znaci da je hipoteza 6’x= 6'y dovela do pojave malo
verovatnog dogadjaja, odnosno, da je nesaglasna sa posmatranjima,

PaZnju &itaoca skredemo na injenicu da osetljivost Fi-
Serovog kriterijuma &esto ne zadovoljava prakti€ne potrebe. To
é¢emo najbolje ilustrovati jednim primerom.

Neka je ‘v1=12 i 1)2=13. Za Q=0,01 u Tablici VIII na-
lazimo "}’t=3. 96= 4. Da bisr1210 odbzacﬂi hipotezu o jednakosti di;-—
p;rzija potrebno je da bude S 45y. Jasno je da ovakav odnos Sy i
5y i intuitivno dovodi do zakljucka o nehomogenosti, Mi znamo da
se ne treba oslanjati na intuiciju, makar ne suvide, pogotovu kada
je broj elemenata iz kojih se radunaju ocene disperzija mali. Medju-
tim,i kada su m i n relativno veliki, recimo, 50,60, ostaje Cinje-
nica da se hipoteza o homogenosti odbacuje kada je si' 2-3 puta
veleod s .

Yy

Kada je broj podataka dovoljno veliki skupovi Sx i Sy se
"razbiju'" na podskupove na sluajan nadin ili neki neslucajan nacin
ali za koji se zna da ne ‘utiée nas_, Aodnosno, S_ . ZaASV":‘lki takav
podskup i izraCuna se s;, odnosno s . Ako razlike s;--s1 imaju si-
stematski karakterj to_je znak da se hipoteza 6'x = 65, mora odbaciti,
ak i kad odnos s;/ s; 2| nije toliko veliki koliko bi bilo potrebno

~m TN mramtrat it Aari 1Ml
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Raspodela F ima jo$ jednu znacajnu primenu. Pomodu nje
se moZe oceniti da li su nepoznate koje se racunaju metodom najma-
njih k adrata slu€ajno razlidite od nule ili nisu, Takva ocena se Ce-
sto zahteva kad se aproksimacija vrsi polinomima. Ako smo izralu-
nali koeficijente polinoma reda r postavlja se pitanje da li bi poli-
nom reda r+l bolje aproksimirao posmatranja. Ako je koeficijent uz
stepen r+l sluajno razlicit od nule ili je nula, uvelanje stepena po-
linoma nema smisla,

Pretpostavimo da sludajna promenljiva € , ¢ije neke vred-
nosti predstavljaju rezidui uslovnih jednadina, ima normalnu raspo-
delu: € ~ G(O,G’)2 . Na osnovu jednadine 10 paragrafa 17 vidi-
mo da nepoznate (T)J. predstavljaju linearne kombinacije neposrednih
posmatranja i , pa prema tome i @, imaju normalnu raspodelu* :
.~ G (a) © ) Ako je co] 0 sledi Co] ~ 62X1 Posto je 6 naj-

J
ces8le nepoznato, umesto njega koristi se ocena disperzije:

2

ZE.

A2 i
6 = "

(ako je r stepen aproksimirajudeg polinoma, p=r+l). S obzirom i

na ovu pretpostavku relacije koje nas interesuju su:

& % o

82 &d, W

Sa zadatom malom verovatnoéom P i brojem V:n-p u

Tablici VIII nalazimo odgovarajuée 9'-1 y - Akoje (u /6 > f}'
b
hipoteza da je co]. =0 je protivrecna osnovnim podacuna. U pI‘Oth—

nom, ona se usvaja.

*
Hudson D.]., 1970, str. 166 - ruski prevod.

~m TN mramtrat it Aari 1Ml
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se moZe oceniti da li su nepoznate koje se racunaju metodom najma-
njih k adrata slu€ajno razlidite od nule ili nisu, Takva ocena se Ce-
sto zahteva kad se aproksimacija vrsi polinomima. Ako smo izralu-
nali koeficijente polinoma reda r postavlja se pitanje da li bi poli-
nom reda r+l bolje aproksimirao posmatranja. Ako je koeficijent uz
stepen r+l sluajno razlicit od nule ili je nula, uvelanje stepena po-
linoma nema smisla,

Pretpostavimo da sludajna promenljiva € , ¢ije neke vred-
nosti predstavljaju rezidui uslovnih jednadina, ima normalnu raspo-
delu: € ~ G(O,G’)2 . Na osnovu jednadine 10 paragrafa 17 vidi-
mo da nepoznate (T)J. predstavljaju linearne kombinacije neposrednih
posmatranja i , pa prema tome i @, imaju normalnu raspodelu* :
.~ G (a) © ) Ako je co] 0 sledi Co] ~ 62X1 Posto je 6 naj-

J
ces8le nepoznato, umesto njega koristi se ocena disperzije:

2

ZE.

A2 i
6 = "

(ako je r stepen aproksimirajudeg polinoma, p=r+l). S obzirom i

na ovu pretpostavku relacije koje nas interesuju su:

& % o

82 &d, W

Sa zadatom malom verovatnoéom P i brojem V:n-p u

Tablici VIII nalazimo odgovarajuée 9'-1 y - Akoje (u /6 > f}'
b
hipoteza da je co]. =0 je protivrecna osnovnim podacuna. U pI‘Oth—

nom, ona se usvaja.

*
Hudson D.]., 1970, str. 166 - ruski prevod.

~m TN mramtrat it Aari 1Ml



- 230 -

ZADATAK

Koristedi podatke iz Tablice 2 na stranici 217 ispi-
tati da li odstupanja RFi iz perioda 1967-1968 imaju sistematsku
" devijaciju u odnosu na RF, iz perioda 1969-1970.

Re3avanje postavljenog zadatka se formuliSe kao ispiti-
~vanje homogenosti RFi’ Zbog toga $to odstupanje Sirine Va§ingto-
na od sistema "BIH 1968" predstavlja funkciju vremena { slika 1

na stranici 219, primena Studentovog kriterijuma je iskljucena,
Medjutim, za primenu Vilkoksonovog kriterijuma sistematska pro-
mena RF u funkciji vremena ne predstavlja ogranienje.

Prvi korak u reSavanju gornjeg zadatka je formiranje
jednog skupa ( od rezidua RFi za data dva perioda) i njegovo ure-
djivanje po rastué¢im vrednostima slu€ajne promenljive RF. Da bi-
smo znali kom podskupu pripada dati element, pored svakoga od
njih ¢emo staviti broj 1, ako pripada periodu 1967-1968, ili broj 2,
ako pripada periodu 1969-1970. Na osnovu pomenute Tablice 2 opi-
sanim postupkom smo dobili Tablicu 1,

TABLICA 1.

/ ! /

RFi Ri Rl RFl Rl Ri RFl Ri Rl
13 2 1 1 30 1 18 19 39 1 35 35.5
14 1 2 2 30 1 19 19 39 2 36 25.5
16 2 3 3 30 2 20 19 40 1l 37 37
17 2 4 4 31 2 21 21 4] 1 38 %39.5
20 1 5 5.5 32 1 22 22.5 4] 1 39 %9.5
20 2 6 5.5 32 2 23 2245 41 2 40 39.5
21 2 7 7.5 33 2 24 24.5 41 2 41 39.5
22 1 9 9 34 1 26 27 45 1 43 43
24 1 10 10 34 1 27 27 45 1 44 43
26 1 11 12 3 2 28 27 46 1 45 45
26 2 12 12 35 1 29 29.5 52 1 46 4
26 2 13 12 35 2 30 29.5 52 2 47 un
28 2 14 14 37 1 31 31.5 52 2 48 47
29 1 15 16 37 2 32 31l.5 53 2 49 49
20 1 16 16 38 1 33 33,5

29 1 17 16 38 2 34 33245
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U poslednjoj tablici R’ predstavlja redni Lroj elementa u uredjenom
skupu, a R - rang elementa.
Neka je Rl zbir R za prvi, a R2 ~ za drugi podskup. Re-
zultati su slededi:
Rl = 668.0
R, =557.0.
Neka je nivo rizika & =0.05. Po3to je broj elemenata
brojnijeg pbdskupa m=25 ne moramo raclunati Rm'n’ veé demo nje-
govu vrednost uzeti iz Tablice VII: Za n=24 i m=25 nalazimo:
Rmin = 517.
Gornja medja je:
Rmax =(25+24+1)24 - 517 = 683.
Posto se i Rl, i R2 nalaze izmedju gornje i donje medje
( Rl’RZ G(Rmin’Rmax)) moZemo smatrati da RFi iz perioda 1967-1968.
nisu sistematski varirali u odnosu na RFi iz perioda 1969-1970. Ka-
Ye se da dati posmatradki instrument ( u konkretnom sluaju, PZT)
iz godine u godinu reprodukuje iste sistematske gres "nstrumenti
koji ispunjavaju taj uslov smatraju se kvalitetnim.,

Sa stanoviSta Matematicke statistike, dva uzc: Sva pod-
skupa ) predstavljaju delove iste populacije.
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ZADATAK

U Tablici 2 ina slici 1 stranice 233 i 234 data je
veza izmedju mase ¢ i apsolutnog sjaja (Mbol - bolometrijska
zvezdana velidina ) visuelnih dvojnih zvezda i to za komponentu
Ai komponentu B. Ovi podaci su uzeti iz knjige: STRAND K, A

- BASIC ASTRONOMICAL DATA, THE UNIVERSITY OF CHICAGO
PRESS, 1963.

Ispitati da li za obe komponente vaZi ista relacija izme-

dju M i Mbol ili se radi o dve razlilite relacije.
Na slici 1 tacke se odnose na komponentu A, a krsti-
¢1i na komponentu B,

Uz pomod slike 1 zakljudujemo da y=-M predstavlja

linearnu funkciju x=log M (aproksimativno)s >l
y=ax+b,

Da bismo resili postavljeni zadatak, prvo éemo metodom
najmanjih kvadrata odrediti a i b za data dva podskupa yi( jedan
se odnosi na komponentu A, drugi - na komponentu B), standardne
devijacije ovih koeficijenata, a zatim ¢emo primenom FiSerovog
kriterijuma ustanoviti da li su razlike nepoznatih za dva podskupa
sluCajno razlidite od nule ili nisu.

Posto su odstupanja Mbol B komponenata zvezda N° 9i
N° 10 relativno velika ( 3to se vidi na slici 1) neéemo ih uzeti
u obzir prilikom reSavanja zadatka koji se odnosi na komponente B,

Normalne jednacine de bitis

[xx} a+[x]b ~[xyl=
txJa+ nb -[Lyl=0

Racunanje koeficijenata normalnih jednadina ¢emo obaviti

5NN NS 5% ay Yy Yty
1 12 144 46 552 -28 -336 -9 37 9
2 =22 484 55 21210 -76 1672 16 62 -7
3 -6 36 46 -276 -51 306 4 50 -4

M A R I I R A I I N I S R O I TP S

S -302 32620 216641846 ~2502 T4144
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TABLICA 2

Veza izmedju mase M i bolometrijske zvezdane ve-
lidine Hbol visuelnih dvojnih zvezda. Mbol Jje izraZeno u deseti
delovima zvezdane velidine.

~N° ' Ime po logM Mbol
ADS/BD
A B A B A B

1 6l 3062 0.12 0.28 46 53
2 520 395 - 22 - 22 55 56
3 671 Cas. - 6 - 27 46 74
4 %865 A2%229 - 44 - 44 75 76
5 -127501 Cet - 47 ~ 47 46 46
6 3093 Eri BC - 36 - 71 108 104
7 3841 Aur 33 28 1 2
8 Ross6l4 - 85 -1.10 111 130
9 5423 ,8irius 33 2 12 111
lo 6251, Procyon. 25 - 19 26 126
11 6420 9 Pup - 25 - 23 47 52
12 6650 Cnc AB 0 - 7 45 48
13 2114 UMa BC - 47 - 47 83 84
14 +4271956 ZKuiper =~ 19 - 35 25 54
15 7284 3121 - 21 - 19 63 64
16 -29°3651 Vel 11 lo 31 36
17 8630 Vir 7 5 25 35
18 8804 Com 15 16 37 37
19 9051 1785 - 15 - 1le 65 68
20 -60°5483 Cen 2 - 5 43 o4
21 9352 Hu 575 - 2l - 33 71 72
22 9413 Boo - 8 - 14 54 69
2% 9617 Grb - 18 - 23 4o 49
24 9716 0 298 -~ 11 - 11 58 60
25 9909 Sco AB 18 18 28 28
26 10075 2052 - 29 - 29 62 63
27 10157 Her 5 - 11 29 55
28 -8° 4352 Kuiper - 34 - 34 87 87
29 +45 2505 Kuiper - 56 - 56 88 91
20 -34 11626 lield 4 - 11 - 27 65 71
31 10598 2173 25 25 45 46
32 10660 26lra 3 - 6 44 66
) 11046 70 Oph - 5 - 18 55 68
34 11077 99 Her 7 - 16 40 68
35 11871 648 29 17 39 29
%6 12889 2576 - 9 - 9 63 64
37 14773 Equ 20 18 29 40
28 014787 Cyg 9 - 6 22 48
39 ~58°7893 283 1 1 73 73
40 15972 Kru 60 -~ 59 - 80 96 106

41 17175 85 Peg -0.09 -0.12 52 73
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Podaci koji su dati u gornjoj Semi odnose se na kompo-
nentu A.
Data §ema je jasnija ako se ima u vidu i1 kontrola koefi-
cijenata normalnih jednacina koja se sprovodi pomodu relacija:
[xx] +[x) -ILxyl =0xs]
[x}+ n ~[yl=1s]l.
Posto su gornje relacije zadovoljene, normalne jedna-
&ine su:
32620 a - 382 b = - 41846
- 382a+ 41b= 2166,
Resavanje ovih jedna¢ina pomoéu Kramerovih formula

vrii se na slededi nacin:

32620 - 382

D=| "8 1| - 1191496,
-41846 - 382

D, =1 2166 1] = - 888 274,
32620 - 41846

Dy =‘- 382 2166 | = 54 669 748,

a=Da/D = -0.746, b=Db/D = 45.9.

Prema tome, za komponentu A traZena relacija e biti:

M, = - 0.746 log M+ 45.9

Da nebi bilo zabune, skredemo paZnju Citaoca da je Mbol
izra’eno u desetim delovima zvezdane veliine, a 1ogJA u stotim
delovima ( jer smo ih tako izraZavali u Semi koja je data) .

Kontrolne nepoznateg i dobijamo ako u normalnim

jednadinama [ xy] zamenimo sa[xs), a[y] sa [s]. Rezultati su

slededi:
74144 - 382
D |74 1= 2 084 140,
32620 741441 53 292 232,

Dy =} 382 - 2502
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£- Dy /D =1.749, ¥ =Dy /D = -44.7.
Kontrolne jednacine su:y) +b=45.9-44.7=1.2i
£ +a=1.749-0,746=1,003. Odstupanja desnih strana poslednjih
jednacina od jedinice su posledica zaokrugljivanja. MoZemo sma-
trati da smo dati sistem uslovnih jednadina tadno re8ili.

Zbir kvadrata rezidua E‘i=yi-3;i =y - axi-b iznosi:
2

s £ = 6889,

i

pa je srednja kvadratska greska jednog "posmatranja" jednaka:

= 2
12;4161 6889 .
= 155 - - 13.

Standardne devijacije koeficijenata dobijamo iz relacija:

2 2
6a= S, Dll/D = 169+ 41 : 1 191 496 = 0.005 815;

6 -0.076 i 62-6°D, /D =169 32620 : 1 191 496 = 4.63;
a b o 22

+
6b=-2.2.

Na potpuno isti nacin za komponentu B dobijamo:
a) normalne jednadine:

46520 a - 682 b = - 64687

- 682 a+ 39b= 2429;

b) nepoznate:

a=-0.642
b= 51.1;

¢) standardne devijacijes
6, - 13
6, - to.070
61 = 2.4,

Kada smo izracunali a i b i njihove standardne devija-
cije postavlja se pitanje: da li su razlike 4a= a(A)- a(B) i

Ab= b(A)- B(B) sludajno razliite od nule ili nisu?
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Ako sa GA

varajuéih razlika, na osnovi poznate relacije moZemo pisati:

6,.- 1V 658+ 6(B)

a i SAb oznacimo standardne devijacije odgo-

U

¥ 0.103

o km 6km -
6ap = -V 61(A) +6,(B) = I 3.3,

Ako sa ¥1 oznalimo prvu, a sa Yo - drugu funkciju y,

I

vaZide sledeée relacije:
y2 = - 0.642 X + 51.1,
vy =- 0.746 x + 45.9 i

Ay = yl-y2=(-0.746+0.642)x +(45.9-51.1)=-0,104x + 5.2
+ +
-0.103 - 3.3

ReZenje postavljenog zadatka svodi se na ispitivanje koefi
cijenata poslednje jednadine u smislu da li su oni sluajno razi
giti od nule .

Na osnovi jednadine 3, paragrafa 19, ai b sudve slu-
Zajne promenljive koje imaju raspodele verovatnole istoga tipa kao i

Ei=yi-§i, jer su oni linearne funkcije "posmatranih” vrednosti funk-
cije y. Ako a i b imaju normalnu raspodelu, iz istog razloga ée i
Aa i Ab imati normalnu raspodelu,

Standardnu devijaciju razlike Ay odredjujemo iz relacije:

12 2 2 2
6, -6, (A)+ 6 (B)=26_=338; g/ =*18

Statisti¢ki parametar F (FiZerov kriterijum) ima slede-

ée vrednostiz
2 2 )
‘}'Lv - 4a"/ 6l =0.003 i

g’ - Ab%/ 6’02 - 0.083.
1
Po3to je broj osnovnih podataka n=39, broj stepeni slobode
¥ =39.2-37. Sa verovatnoéom P=0,05, sa ’vl=1 i V=37 u

Tablici VIII nalazimo: 9; 37 = 4.1, Dakle, hipotezada su Aa i
b
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Ab  sluajno razliditi od nule je saglasna sa osnovnim podacima.
Dakle, izmedju mase i apsolutnog sjaja visuelnih dvojnih zvezda
postoji jedna jedinstvena relacija ( jedna i za A, i za B komponen-

tu). Za tu relaciju moZemo usvojitis

M, = - 0.6% log M + 48.5.

Koeficijenti poslednje jednacine predstavljaju srednje

vrednosti za dva data podskupa.
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26, ELEMENTARNA TEORIJA XORELACHE,
KOEFICJENT KORELACIJE I KORELACIONI ODNOS.

Dve sluajne promenljive X 1 Y mogu da imaju izvestan
broj zajednidkih uzroka, ali svaka od njih moZe biti odredjena joS$ i
drugim sludajnim faktorima. Zavisno od toga koliki je relativni udeo
zajedni&kih &inilaca u formiranju svakog datog para rezultata (xk,yk)
veza izmedju X i Y e biti manje ili viSe intenzivna.

Kada govorimo o parovima rezultata (xk,yk) imamo na
umu da su oni u izvestnom smislu odgovarajuéi (korespondentni): od-
nose se na istu epohu posmatranja, imaju isti poloZaj u prostoru, do-
bijeni su pri jednoj vrednosti trede promenljive, itd.

U opStem sludaju, jednoj vrednosti X moZe da odgovara
viSe vrednosti Y i obrnuto. Medjutim, radi jednostavnijeg izlaganja

teorije korelacije mi éemo tretirati samo parove (x a iz prime-

ERAIE
ra koji éemo navesti uveriéemo se da izloZena teorija vaZi i u opStem
slucaju.

Ako zajednidki faktori koji odredjuju kakav ¢e biti ishod
sludajnog dogadjaja imaju relativno znacajan udeo u odnosu na druge,
nezajednike uzroke , X i Y neée biti uzajamno nezavisne Cak i kad se

pouzdano zna da izmedju njih ne postoji funkcionalna veza. KaZe se da

X 1 Y predstavljaju dve uzajamno korelisane sludajne promenljive ili

se kaZe da izmedju X i Y postoji korelaciona veza ili korelacija.

Ako u jednom Dekartovom koordinatnom sistemu ucrtamo
tacke Pk(xk,yk) one ¢ée u sludaju nezavisnosti ravnomerno ispunjavati
xQOy ravan (slika 1), a u slulaju postojanja korelacione veze one ée
se kondenzovati oko neke linije (slika 2). ‘

Kad smo govorili o posrednim merenjima, odstupanja ta-
caka od odredjenih linija (grafikona odgovarajuéih funkcionalnih veza)
bila su uzrokovana samo sludajnim grefkama posmatranja. Da nije tih

greSaka, jedno] vrednosti X bi odgovarala sasvim odredjena vrednost
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Yie? U takvoj Semi uzajamne zavisnosti jedna promenljiva ( naprimer,
X ) ne sadr?i gredke-posmatranja ili su te gre$ke zanemarljivo male.
Drugim refima, ona praktiéno nije slu¢ajna promenljiva.

Medjutim, zavisnost moZe da postoji 1 izmedju slucajnih
promenljivih, Odstupanja tacaka Pk od linije nisu posledica samo
sluéajnih gredaka prisutnih u X i Yo ved su ona u manjoj ili veéoj

" meri uzrokovana i faktorima koji nisu zajednicki., U tome se ogleda
suStinska razlika izmedju funkcionalne i korelacione veze. U granic-
nom sluaju, kao 3to éemo kasnije videti, funkcionalna veza predstav-
lja granicni sludaj korelacione veze.

Posmatrajmo tzv. redukovane slucajne promenljive:

X-m
X’ - Xy
6
Y -m
Yy o —Y
6 ?
y

2
gde su m i my matematicka olekivanja, a 6)2( i 5‘y - disperzije X i
Y. Disperzije promenljivih X’ i Y’ su jediniéne: D(X’) = D(YY-1, a
matemati&ka o&ekivanja su jednaka nuli: M(X’)= M(Y’) = 0,

Na osnovu jedne teoreme paragrafa 14 moZemo pisati:

Y
A
5oL
. . . [ ]
L ) * 5 ¢
.....'. y

>

ST 1
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v

1

S1. 2,

DX Y- D(x)+ DIV 2K i
sty +
D(X’=Y)=2(1° ny)

Korelacioni moment redukovanih centriranih sluc¢ajnih ve-

li¢ina zove se koeficijent korelacije ny .
Izmedju ny i ny postoji slededa veza:
: It
) ny Gxey
Vrednost korelacionog momenta ny zavisi od izbora jed -
nica u kojima se izraZavaju promenljive. Medjutim, koeficijent korzia
cije je neimenovan broj i mnogo pagodniji za izraZavanje stepena medji-
sobne zavisnosti X i Y.
Posto su D(X’+Y?) i D(X’-Y”) pozitivni brojevi, 1+ f{)\ '
1- ny su, takodje, pozitivni. Drugim refima, moraju biti zadovo!jen
nejednadine:
-1 & Px & 1.,
Kada je ny=1 ili ny=—1 ?

16 Matematidka obrada astronomskih posmatranja



- 242 -

Iz relacije 1 sledi da pri uslovu: ny=1 mora biti
ispunjen i uslov: D(X’-Y’}= 0. Polazeéi od definicije disperzije,
zakljuujemo da X’-Y’ mora biti konstanta: X’-Y’=C. S druge
strane, matematifko o&ekivanje X’-Y’ zadovoljava uslove: M(X’-Y’)=
= M(C) ili M(X’) - M(Y") = M(C). Po3sto su M(X” i M(Y’) jednaki nuli,

“sledi da je C=0. Dakle, iz uslova ny=1 sledi:

X'-Y’ =0,

X-m Y-m
x ¥ ,

6x Gy

Y=m +E‘Z(X-m) (2)
y 6x X

Znadi, kada je ny=1 izmedju X i Y postoji linearna fu-
nk cionalna veza. Isti zakljuak proizilazi kada se podje od uslova

ny=_1'

Ako je ny=0 to ne predstavlja dokaz da su X i Y medju-
sobno nezavisni. lzmedju njih moZe postojati ¢ak i funkcionalna veza.
To se moZe proveriti ako se, naprimer, uzme Y=aX2, izracunaju ekvi-
distantne vrednosti Yi u nekom intervalu {-L,L) i izraduna ny.
Samo kad se i priori zna da izmedju X i Y moZe postojati linearna i
nijedna druga veza, a utvrdi se da je ny veoma malo, sme se govo-
riti o tome da su X i Y medjusobno nezavisne. Drugim recima, ny se
koristi samo kao mera linearne zavisnosti. Jedno je sigurno: ako je ny
blisko jedinici, X i Y nisu nezavisne.

Pretpostavimo da nam je postavlijen zadatak da metodom
najmanjih kvadrata odredimo koeficijente prave Y=aX+b:

S(a,b)= 2,(yi-axi-b)2 = min

Iz uslove}:

95/3a =0 103S/db=0
nalazimo koeficijente a i bs

p Gy/ 6,

a

il

b my -me Gy/ €
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A
Racunate vrednosti Y, koje éemo oznaliti sa Y, date su

jednaéinom:" 5
Y-my+ —G-f(x-mx). (3
Na sli¢an nadin se pokazuje da je:
?(-m;?%(Y-my). (4)

U koordinatnom sistemu XOY poslednje dve jednadine pre-
dstavljaju jednaline pravih koje se seku u tadci P(mx,my), a koje se
Zovu prave regresije.

Ako je ny- b | prave regresije e se poklopiti.

Pretpostavimo da imamo konkretan skup parova (Xk’ Yy
koji ne predstavlja celu grupu parova (u praksi je ovaj sluaj najéeié
i da smo pontocu jednadina:

-x- 'Zpi*i/ZPi’

2 =2
Sx -Zpi(xi'x) /(n-l)-’
2 -2 .
¢ -Telty D,
~ LPXxNy;-y)
sxsyz Pi

izradunali a .

U gornjim jedna€inama p; i pi’ su teZine x; iy, aP, te-
Zine parova ( X0¥,) e

Kada smo izra&unali a prvo pitanje koje se namede je:
da li dobijeni rezultat predstavlja slufajno odstupanje od nule ( zbog
ograni€enog broja podataka) ili on objektivno ukazuje na zavisnost
izmedju sludajnih promenljivih ?

Raspodelu koeficijenta korelacije 'fs izmedju promenlji-
vih koje se pokoravaju normalnom zakonu ispitivao je Pirson. On je
Pokazao da pri velikom broju parova ?) sledi normalni zakon raspo-

dele sa matematikim o&ekivanjem M( §) i disperzijom 6 2( ’fﬁ) :
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Ako n nije veliki broj, odstupanja od normalnog zakona

nisu zanemarljiva. Medjutim, promenljiva:

AL
-3

vrlo dobro sledi Studentov zakon raspodele sa n-2 stepena slobode,

ali pod uslovom da vaZi hipoteza: P=0. Ovu ¢injenicu éemo iskoris-
titi na slededi nadinz:

Pretpostavimo da izmedju X i Y nema kofelacije, tj., da
je dobijeni rezultat slu€ajno razli¢it od nule. Sa malom vepdvatnoéom
p i sa n-2, kao argumentima, u Tablici V naluiﬁo odgovaraj’uc’e té.
Ako je radunato t vece od tp to znadi da je proxz1§ao skoro nemogud
dogadjaj. Dakle, hipoteza P=O je dovela do takvog dogadjaja, pa je
ona malo verovatna, odnosno, nesaglasna sa rezultatima éksperime-
nata. Drugim relima, objektivnije je smatrati da 'ﬁ‘nije sludajno raz-
li¢ito od nule, ili da je ono posledica uzajamne zavisnosti X i Y.

Ako izmedju slu€ajnih promenljivih postoji bilo kakva ko-
relaciona veza (linearna ili nelinearna ) intenzitet te veze moZe da

se okarakteriSe pomodu korelacionog odnosa - parametrakoga je

definisao Pirson:

2 62(Y/X)
MK =1 g T

6 (Y)

2
2 67(X/Y)
7] (X/Y) =1 _..._2..._.. .

67(X)

ilis

U poslednjim jednainama 62(Y/X) i "62(X/Y) pred-

stavljaju tzv uslovne disperzije,

Pretpostavimo da smo skup S_- {xk} uredili po rastuéim
vrednostima i ceo interval na kome je zadzto X podelili na izvestan

broj podintervala koji se ne preklapejv, + +* s¢ "dodiruju". Za svak:
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7

od tih péliintef\fala moiexﬁo izradunati srednju vrednost —S;k’ koju
¢emo oznafiti sa y{x). Ukoliko postoji korelaciona veza izmedju
XiY, jasno je da ée srednje vrednosti ’ik u podskupovima skupa
Sx imati sistematsku promzenu u funkcijzi od x.

Disperzije 6 (Y/X) i 67(Y)su definiaane relacijama:

62(Y/%)- MLY-5%0)%
62(Y)- M(Y-my)z .
Sa xny oznafeno je matematicko ofekivanje Y., Pri radu-

2 . « .
nanju 7‘, umesto my. koristi se opSta srednja vrednosts

7 - P Y,
2P

/ 2 62 . 2 .

Ako je 6 (Y/X)= 6(Y), korelacioni odnos ] (Y/X) je

jednak nuli. Taj sludaj nastaje kad je:
2 - 2
M(Y-my) = MIY-3(X)]
ili kada ocena disperzije, dobijena iz odstupanja _yi—}, hude jedna-
ka srednjoj vrednosti uslovnih disperzija. To znaci da je:

J(X)= ¥ = const.

U tom sluéaju‘, kriva y=y{X), koja se zove kriva regresije,

predstavlja horizontalnu pravu liniju,

Ako je 62(Y/X)= 0, 7’2(Y/X)= 1. U ovom slucaju sve ta-
&ke P47 leZe na jednoj liniji - na liniji y=y(X). Izmedju X i Y po-
stoji funkcionalna veza.

1z definicije korelacionog odnosa je jasno da u opstem
sluaju ﬁ(Y/X) nije jednako 7]2(),(\/Y) .

Sto se tige raspodele Y] (radunata vrednost M), ako X 1Y

A

imaju normalnu raspodelu i raspodela “I) je bliska normalnoj ili, bolje
je redi, teZi normalnoj kada se broj parova-poveéava. Matematicko
ocekivanje i disperzija poslednje promenljive su:

MO =N i

2,3y (1-9%)2
6" - =
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Ako je broj n relativno mali (manji od 100)promenljivas

A
Ml ¥n-2
1-9 2
brZe teZi svom grani&nom sluaju - promenljivoj t koja ima Studen-

t
1

tovu raspodelu. To zna&i da se statistika zna&ajnost ?1 moZe oce-
‘niti pomocu Tablice V i to na nain na koji se ona ocenjuje kad jeu
pitanju ’t\

Na kraju izlaganja osnova teorije korelacije napominje-
mo da u svim slu€ajevima korelacioni odnos ima apsolutnu vrednost

*
vecdu od apsolutne vrednosti koeficijenta korelacije .

* Smirnov i Dunin-Barkovskij: Kurs teoriji verojatnoste;j
i matematiCeskoj statistiki, Moskva, 1965, str, 323.
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ZADATAK

U Tablici 1. data je raspodela ugla ekscentricnosti
{ =sine i nagiba putanjske ravni i 1729 prvih numerisanih ma-
lih planeta., Ovi podaci su pozajmljeni iz magistarskog rada Z.Xne-
¥evid¢a koji je odbranjen na Prirodno-matematickom fakultetu u Be-
ogradu 1976. godine.
Date vrednosti i i \Ppredstavljaju sredine dvoste-

penih intervala.

TABLICA 1,
Raspodela i i ¥ za 1729 asteroida.

v, 1° 3° 52 7° 9 1° 13° 152 1P 19° »n

1° 4 20 13 21 26 17 4 1 3 1 110
3 14 24 44 S0 44 43 21 6 3 1 250
5 4 37 43 54 52 51 18 10 6 3 278
7 8 2% 23 42 40 37 22 11 6 1 214
9 5 28 53 30 37 18 33 11 6 1 222
11 5 23 50 38 23 26 20 8 6 2 201
13 4 15 18 24 23 26 18 13 3 - 144
15 6 8 20 3 16 18 7 12 3 3 127
17 2 4 10 5 9 7 11 2 5 1 56
9 - 6 9 6 8 6 5 3 1 3 47
21 2 4 4 4 6 2 5 4 3 - 34
23 - 1 02 3 2 2 4 4 2 1 2
25° 2 - - 4 7 2 7 2 1 25

n’' 54 196 289 311 290 260 170 92 49 18 1729

Ispitati da li su i i ¢ dve uzajamno nezavisne slu-
¢ajne promenljive.,
Na3u analizu é¢emo zapoleti posmatranjem grafika fu-
nkcija n=f(i) in’=f’(y) (slika 3) , gde je n broj planetoida
(astero‘ipda) u datom intervalu i, a n’-broj planetoida u datom inter-
valu ¢ .,

Na osnovu grube informacije koju nam daje grafik
zaklju€ujemo da postoji sli€nost date dve krive. Drugim recima,
raspodele promenljivih i i ¥ su medjusobno sli¢ne. Medjutim, mi ne
ispitujemo korelaciju izmedju n i n’, veé korelaciju izmedju argu-

Mmenata tih funkcija. Medjusobna sliénost raspodela i i 4/ i njihova



g0k
200F .

100}

1 I 1 1 1 1

L
1 3 5 7 9 n 131 1719 21 3 5

S1. 3.

sli¢nost sa normalnom raspodelom su od znadaja za re$enje ovoga
zadatka iz jednog drugog razloga: u zadatku e se primenjivati fo-
rmule koje imaju odredjeni smisao samo u sluajevima kada su ras-
podele normalne ili kada od normalne raspodele ne odstupaju dras-
tiéno.

Tablica 1. predstavlja saZetu formu prikazivanja
osnovnih podataka. Ona se moZe "razviti" i podaci predstaviti u
obliku na koji smo viSe navikli: u obliku tablice sa dve kolone. U
prvoj koloni bismo ispisivali i, a u drugoj odgovarajude &IJ . Tako
bi tablica imala 2 kolone i 1729 vrsta ( za i=l bismo napisali 110
odgovarajuéih vrednosti lP ito: 4 puta \p =1, 20 puta ¥ =3, 13 pu-
ta YP=5,.. -)

Uslovne srednje vrednosti se radunaju kao, napri-
mer, za i=1:

¢1=111‘6 (4 x 1420 x 3+13 x 5+21 x 7426 x 9+17 x 11+

+4 x 13+1 x 1543 x 17+1 x 19) = 7.58

Dakle, svako \l/ se pomnoZi odgovarajuéom ufestano-
§én njk koja je data u vrsti kojoj pripada dato i{vrsta j). Za ralu-

nanje uslovnih srednjih vrednostii (1) svako i se mnoZi odgovara-
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juéim 1'1k (iz kolone kojoj prlpada W za koje se racuna data uslovna
srednja vredhost ).

Na opisani nacin dobili smo sledede rezultate:

I Sk Y he Sy by
1° 834 7.58 15° 1089 8.57
3 1958 7.83 17 534 9.54
5 2280 8.20 19 427 9.09
7 1828 8.54 21 314 9.24
9 1810 8.15 23 239 11.38

11 1603 7.98 25 303 12.12

13 1280 8.89

O S &

1° 440 8.15 11° 2212 8.51

3 1604 8.18 13 - 1696 9.98

5 2553 8.83 15 1124 12.22

7 2597 8.35 17 551 11.24

9 2400 8.28 19 224 12.44

U gornjim tabelama S, i S} su zbirovi n].k\l.l i

Myl

Op3te srednje vrednosti izraCunademo tako $to éemo

sabrati sve Sk’ odnosno, Sl’( i podeliti ukupnim brojem asteroidas

( 834+1958+...+303) = 8.386 i

¢ 1729

( 440+1604+. . .+224) = 8.907.

1729

. 2
" Opste disperzije 6~ i &'~ i uslovne disperzije €

) 12 < .
i g racunaé¢emo po formulama:

(N-1)62 = Z]: %njk;(\b ',“4—/)2 = ZJ% ik 7 2.

(N-1) 6

2 Zz,nlk(i-?)z = ZZn.k i2 - N-i_2 ,
kj? kj?
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(n-1) €’ Z_',nkw v)? }En’.k.pz-nj‘.ﬁf,
’Rj‘“j‘l‘.jz’

(n-1) €2 ; a5 ’zj‘“jkiz'“k‘f'
l=Rk'“le?

U gornjim jednadinama nJ. predstavlja zbir njk u vrsti
j» my - zbir U koloni k i N - zbir svih L (N=1729).

Prvo ¢emo racunati zbirove Rk i R"(, a potom ¢emo
njihovim sabiranjem dobiti zbirove koji figuriSu u jednaZinama za
opite disperzije,

Rezultati su slededéis

-2 -2 -2 <2

i R. n  Ren¥° i R n ©  R.-n. -
' i by Rpemdy i Rpong g0 Rien

L2

1° 7830 110 57.46 1509 15° 11551 127 73.44 2224
3 18674 250 61.31 3346 17 6224 56 91,01 1127
5 22550 278 67.24 3857 19 4839 47 82.63 955
7 18862 214 72.93 3255 21 3674 34 85.38 771
9 18374 222 66.42 3629 23 3125 21 129.50 406

1115969 201 63.68 3169 25 4041 25 146.89 369
1313608 144 79.03 2228

'] -.-2 ’ -92 ’ '.'2
e B ™ Ty Rpemdy W Ry m iy Reemiy
1° 5118 54 66.42 1531  11° 27044 260 72.42 8215
3 18588 196 66.91 5474 13 21986 170 99.60 5054
5 29457 289 77.97 6924 15 17516 92 149.33 3778
7 29575 311 69.72 7892 17 8305 49126.34 2114
9 28642 290 68.56 8760 19 3658 18154.75 872

Za uslovne disperzije € 2 i ¢ 2 mogli bismo usvo-
jiti srednje vrednosti C’.2, odnosno €'k2 , ali bismo morali da vodi-
mo rafuna o &injenici da njihova ta&nost nije jednaka. Drugim re&i-
ma, morali bismo u radun srednjih vrednosti uvesti te¥ine. Da bismo
to izbegli koristicemo jednadine:



2 1 -2 1 .
N ZE R.-n.tb. “{729-13 x 26845 = 15.64 i
g2 Xnk nkik —-23--10 x 50614 = 29.44.

U poslednje dve tabele nalaze se i rezultati potreb-
ni za racunanje opitih disperzija. Sabiranjem Rj i Rl" dobijamot
>R =149321 i

> )

)
Zki = 1898890
k

Prema tome, opite disperzije e bitis

6. ﬁlfg(149321-17z9 x 8.386%) « 16.0469 i

12 1 2
6 - 77755 (189889-1729 x 8.907" )= 30.5089.
Racun korelacionog momenta K obaviéemo pomoéu re-
lacije:

NK -4 ?%njk(‘b-@)( i) §§njk"’ i

=Q-i ‘T’ .
Da bismo izra&unali sumu Q potrebno je da se svako njk
pomnoZi odgovarajuéim ij i \]lk (iiz vrste, a Q iz kolone u &ijem
se preseku nalazi dato njk) i zatim saberu svi ti proizvodi. Zbog lak-
Se kontrole rafunanja preporudujemo da se prvo izracunaju zbirovi
pomenutih proizvoda bilo po vrstama, bilo po kolonama i posle toga

oni saberu, Mi smo ih radunali po vrstama i dobili smo sledede rezul-

tate?

i Q i Q
1° 834 15° 16335
3 5874 17 9078
5 11400 *19 8113
7 127% 21 659%
9 16290 23 5497
1 17633 25 7575
13 16640
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1z poslednje jednaéiné i poslednje tabele sledi:
1 -
X “1725 (134659 - 1729 x 8.907 x 8.386) = 3.188.

Koeficijent korelacije Pi korelacioni‘kodnosi n(\[l/i)
i T}(l/\P) su jednakis '

K 3.188 '
P68 “Z.01x535z - 0.144,

,
T)(k11/1)=w/1.L2 A1 B8 5160

05
‘/1 1/ - ngs

Iz gornjih rezultata vidimo da su zadov01] ene poznate

ne]ednakost1-|ﬂ<‘q(¢'/1 ' 1]P|<)’) /)

‘7

R

Il
]

) (/) 0.187.

W)
iy
il

6/2

Kada se dobiju brojne vrednosti P ili n neophodno
je izvrSiti ispitivanje njihove statisti€ke znalajnosti, Ima dosta pri-
mera gde se sluajne promenljive smatraju uzajamno nezavisnim ako
je P ili Y} manje od 0.5 ili se, pak, govori o "slaboj" korelaciji iz-
medju njih. Ovakve ocene "od oka" su neosnovane. Ako je broj poz-
natih ishoda veliki i disperzije male, vrednosti P ili 7] ne moraju
biti veliki pa da objektivno odraze uzajamnu zavisnost slu€ajnih pro-
menljivih,

Kao 3to smo rekli, za objektivnu ocenu statistifke zna-

cajnosti pi M moZemo koristiti Studentovu raspodelu:
% _ 0.144 + 1727
N1-0.144 °
2 0.160% 0.16041727 . .
= = 6.824 za M(Y/D) i
T 0,160 2 '

4 _ 0.1871777

e e YA =8.053 za nli/{)
1 1- 0.1872 Y]

- 6.047 ,

Sa verovatnodom P=0,05 i brojem stepeni slobode

¥'=1727 u Tablici V nalazimo t =1.95996. Posto je: T 7t i tl > tP’
verovatnoda takvih dogadja]a, radunata pod pretpostavkom da su i
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i uzajamno nezavisne slucajne promenljive, je svega 0.05, polaz-
na hipoteza ( nezavisnost i i V) je protivredna osnovnim podacima.
Drugim redima, moZemo smatratida i i Y nisu uzajamno nezavi-

sne sludajne promenljive.
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GLAVA IV

METODE FILTRIRANJA POSMATRANJA

27. OSNOVNE DEFINICHE

Mnoge pojave koje astronomi posmatraju imaju periodini
karakter ( promene sjaja promenljivih zvezda, ciklusi Sunfeve aktiv-
nosti, planetska kretanja oko zvezda i rotacije, precesija, nutacija
itd.,) pa je problem identifikacije i odredjivanja periodi¢nih kompone-
nti iz posmatranja od izuzetno velike vaZnosti, Naprimer, periodiéne
promene gravitacionog polja oko Zemlje, koje su posledice kretanja
Meseca oko Zemlje i kretanja Zemlje oko Sunca, uzrokuju deforma-
cije zemaljskog globusa i Citav spektar ubrzahja u rotaciji Zemlje,
Odgovor Zemlje na dejstvo spoljasnje sile, odnosno, reakcija Zemlje,
¢e se ogledati u spektru tih ubrzanja. lzgled spektra zavisi od unu-
trasnje strukture Zemlje kao tela. Posmatrajuéi rotaciju i razla?uéi
ugaonu brzinu rotacije na komponente astronomi dolaze do infornﬁici-
ja o fizickim karakteristikama unutrasnjih slojeva planete.

Mnogobrojni drugi primeri, jednako kao i prethodni, ukazu-

ju na osobitu vaZnost metoda razlaganja poliharmonijskih procesa -

procesa koji sadrie komponente koje se mogu opisati sinusoidama.
Pretpostavimo da raspolaZemo nizom ekvidistantnih vredno-

sti funkcije y(x) zadate u obliku tablice:
Yopr Y pogreeee Y10 Yor Yy Yoo y3' serr Yoy Yr

s X

X . X X X X X X X
-r -l'-l, LA ] _1, O, 19 2, 3) see o I'-l’ r

i da funkcija ytx) sadrZi nepoznat broj &lanova oblikas

S (X)= 8, sinw, x+b, cos@, x = A, si(w, x + ‘4‘k) ,
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gije su amplitude, A, faze “)k i ugaone brzine @, takodje nepoz-

nate. Clanovi sk(x) nazivaju se elementarne sinusoide ili harmoni-

jski &lanovi.

U brojnim radovima gredke posmatranja y(x) su to-
liko velike da se grafi¢kim predstavljanjem rezultata i analizom
grafikona moZe doéi do pogrednog zakljucka o odsustvu harmonij-
skih ¢lanova i onda kada oni objektivno postoje. Medjutim, ako niz
{ yi} sadrZi dovoljno veliki broj elemenata, kao §to éemo kasnije
videti, postoji moguénost medjusobne kompenzacije greiaka posma-
tranja i izdvajanja harmonijskih &lanova &ije su amplitude za red
velidine i viSe ispod nivoa gredaka posmatranja.

Funkcija y(x) moZe biti zadata i u obliku neprekid-
nog zapisa nekog registrujuéeg aparata.

Pretpostavimo da funkcija y(x)sadrZi samo harmonij-
ske Clanove, &iji ¢emo zbir oznaditi sa s(x), i greske u(x). Drugim
reima, ytx) ne sadrZi ( pored ostalih) sekularni &lan &ija je po-
java u rezultatima posmatranja vrlo ¢esta.

U metodama filtriranja posmatranja za s(x) se kori-
sti termin korisni signal, a za u(x) - smetnja ili Sum. Jasno je da su
ovi termini, kao i jo3 neki koje ¢emo koristiti u ovom paragrafu,
pozajm‘ieni iz elektrotehnike.

Funkciju stx) predstavijamo izrazom:
k

S$(Xx) = ,Z=:1 a]. smwjx + bj coswjx (1)

Svaka elementarna sinusoida sadrZi tri nepoznata
parametra: aj’bj i wj. Prema tome, ukupan broj nepoznatih u jed-
naini 1 iznosi 3k, Kada bi k bilo poznato i kada bi u(x) bilo je-
dnako nuli za svako x, za odredjivanjé 3k nepoznatih parametara, u
principu, bilo bi dovoljno 3k rezultata ;e Jedinu teskoéu moglo bi da
pPredstavlja radunanje w]., jer je oligledno da je s(x) transcedentna
funkcija wj. Pocev od LagranZa objavljen je niz radova u kojima
se nude re$enja za gornji problem. Ta resenja su dosta sloZena, ali

to nije jedini razlog zbog kojega su korisnici tih metoda ( praktidari)
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bili prinudj eni da 'Fraie reSenja u Eijoj osnovi leZi jedan drugi
pristup. Uslovda je k poznato i uslov da je u(x)=0 ogrania-
vaju primenu ovih metoda na relativno mali broj sludajeva.
Osnovna ideja novijih istraZivanja harmonijskih &la-
nova sastoji se u tome da se y(x) transformiSe u neko yl(x) tako
" da se pojacaju amplitude jednih, a prigu3e amplitude drugih harmo-
nijskih ¢lanova i $uma. Drugim reima, cilj je da se postigne se-

lektivna transformacija . funkcije. y(x) . Ovaj problem ne treba

identifikovati sa problemom razvoja s(x) u Furijeov red.

Potsetimo se da svako y(x) koje u intervalu xe[a,b]
zadovoljava DiriSleove uslov; (Dirichelet P.G. L.,nemacki matema-
ticar francuskog porekla ) moZe da se razvije u Furijeov red sas-
tavljen od harmonijskih ¢lanova &ije su periode celobrojni delovi

intervala [a,b] koji se zove osnovna perioda.

Medjutim, kada reSavamo problem identifikacije har-
monijskih ¢lanova, osnovna perioda, u op3tem slucaju, nema nikak-
vu fizi¢ku vezu sa periodama komponenata y(x) , niti su, pak, nji-
hove periode u nekakvpj medjusobnoj vezi.

Svaka selektivna transformacija predstavlja filter
kroz koji se propudta signal y(x) { ulazni signal ) da bi se dobila .
transformisana funkcija yl(x) {izlazni signal).

PredloZeno je mnogo metoda filtriranja posmatranja,
ali sve one mogu da se svrstaju u dve klase: linearne i nelinearne

transformacije.

Razlic¢ite transformacije su razlifito efikasne, Cilj

svakog istraZivaca je da za odredjenu vrstu istraZivanja poliharmo-

nijske funkcije nadje najoptimalniju transformaciju.

Dirisleovi uslovi su: 1. y(x) je neprekidna u interva-
lu [a,b} ili ima konadan broj prekida; 2. u svakoj ta-
&ci prekida x=c, y(x) ima dve kona&ne vrednosti: y

kada x>c, iy, kada x+c ; 3) interval[a,b] moZe

da se podeli na podintervale u kojima je y(x) monoto-
na.
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Pretpostavimo da reSavamo zadatak koji se sastoji u
izolaciji odredjenog harmonijskog ¢lanas S],(X): Ajsin(w jx+ \Ilj). Ova
sinusoida predstavlja korisni signal, a sve ostalo su smetnje. Najo-
ptimalnija transformacija je ona koja u transformisanoj funkciji osta-
vlja samo korisni signal. Kao mera u kojoj je postignuto ovo idealno

reSenje sluZi srednja kvadratska greSka € koja se definide na sle-

deéi nading
L
2 1 f 1 2
€ = 3T J [y(x)-sj(x)] dx .

Najoptimalnijom transformacijom se smatra ona za koju
2
je £ = minimum.
Pretpostavlja se da je y(x) integrabilna u intervalu

I-L,L] .
U sludaju diskretno zadate funkcije, integracija se

zamehjuje sabiranjem.

17 Matematitka obrada astronomskih posmatranja
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28. ELEMENTARNE TRANSFORMACIE

U skupu Sy= {yi} od 2r+l elemenata, koji su uredje-

_ni po rastuéim vrednostima ( ovakve skupove ¢emo nazivati i imeni-
ma: serija i niz ), uvodimo bilo koje Y ili, radi jednostavnijeg pisa-
nja formula loje demo izvesti, uo&imo neko Yo i m vrednosti levo i

desno od njega. Taj deo niza od 2m+1 &lanova je:

y_m7Y_m_1

yee ey Y l’y ’y].’ "yy l’y
Neka je R definisano jednadinom:

R =k y +kl(y +y1)+k2(y 2+y2)+...+k (y m m)
ili:

1717272

gde je: Yi=y Y8 koeficijenti k., izabrani tako da Rm sadrZi kom-

R_kY+kY+kY+..+kY, (1)

ponente iz uskog dijapazona perioda T;g ili, u idealnom sludaju,
sadrZi samo onu komponentu koju Zelimo da izolujemo.

Ako za svako yi( i+m £ r) po formuli 1 izraéunan'lo
odgovarajuée Rm dobidemo jedan drugi niz brojeva koji je nastao li-
nearnom transformacijom prvoga niza.

S obzirom na to da Rm sadrZi sabirke od Yom do Ym?
kaZe se da je Rm linearna transformacija reda m.

Da bismo istakli selektivnost gornje transformacije uze-
éemo da je 3um u(x)=0 ida je:
y(xy=asin{co x+$) +a’ sin (e’ x+ ) +a''sin(eo"x+ § ")+. .. (2)

Zbir ordinata y(x) koje odgovaraju apscisama X -m i

x°+m je:

ym+y_m=2acoswm sin (wx _+ ¥)+2a’cos w’'m sin( co’xo+ ¢+ ... 13)
Ako uporedo sa poslednjom jednadinom posmatramo i

jednadinu:

y,=a sin(wxo+\k)+a’sin(co’xo+ YH+... ,

koja izraZava odgovarajuéu vrednost netransformisane funkcije, uo-
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¢i¢emo da u transformisanom nizu 3 faze elementarnih sinusoida
ostaju nepromenjene, a amplitude su redukovane za razliite iznose
( zavisno od ¢):

okm=2 cos Gom, okl’n=2cos w’'m, 0(1'1'1=2C°s w'm,... (4)
Zbir y o m moZe da se predstavi i u oblikus

- - ; 0 s ’ ’ ’
Y=Y ¥V Hpa sinleox + V)+ * alsin(@’'x + )+ ..., (3)

Ako broju m dajemo vrednosti: 1,2,3,... , pomocu
jednadine 3 ’ dobidemo sve &lanove koji se nalaze s desne strane je-
dnacine 1 . U tom sludaju, grupisanjem &lanova sa istim argumentom
pod sinusom, izraz za Rm postaje:

Rm=(ko+k1 Hypte .+km0(m) a sin(cox _+ ¥)+

+(ko+k10( i+....+kmo(r’n) a’sin(w’xo+ Yy+ ... (5)

Iz jednaline 5 sledi da su amplitude transformisanih
sinusoida jednake proizvodima amplituda netransformisanih sinusoida
i brojeva:

Pm=ko+k1 ol 1t kmo( m’
s _ ’ ’
Pm _k°+klo(1 + ...+kmo(m s seee

koji se zovu amplitudni multiplikatori.

Transformacije tipa 3 su selektivne jer amplitudni
multiplikatori: o(m, O(I’n’ ... nisumedjusobno jednaki, veé zavise
od ugaone brzine: @, w’,... .

Ako u pretposlednjoj jednadini umesto O(j stavimo
2cosje  dobidemos:

Pm=k°+2k1cosco +2k2c0526.> +2k3c053&) too. ‘+2kmcosmw =

m
=k +2 g_;l k _cos(sw). (6)

Formalno gledajudi, poslednja jednadina predstavlja

razvoj parne funkcije Pm u Furijeov red kod koga su svi &lanovi
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ranga vi§eg od m jednaki nuli. Ako skup multiplikatora:
{ P’ Pr’n’ . } (koji se &esto naziva filter ) predstavlja diskret-

no zadatu parnu funkciju p= P) koja ispunjava Dirisleove uslo-

ve, iz teorije Furijeovih redova sledi:

/4
k =g%6f cos (sw) dw . 7

Prema tome, dati filter je definisan ako je data funkcijd o pw)

( _funkcija selektivnosti ). Kriva linija koja predstavlja p =plw)zove

se kriva selektivnosti,

U ovome paragrafu osvrnuéemo se samo na elementa-

rne transformacije. ili tzv., proste kombinacije ordinata - transfor-

macije tipa 1 u lojima koeficijenti: ko’kl’ o ’km imaju samo jed-
nu od sledeée tri vrednosti: -1,0,1 . Najprostije elementarne tra-
nsformacije su one u kojima se ¥; zamenjuje zbirom ili razlikom samo
dve ordinate simetrifne ( po indeksima ) u odnosu na ;- Tako se, na-

primer, Yo zamenjuje sa:

Yu=Im*Yom 8
ilis
+
Z =% Yy Yope (m=1,2,..0) (9)

Amplitudni multiplikatori transformacije Ym su defini-

sani relacijama {vidi jednalinu 4 ) :

29 R 29T
o(m=2cosm — O(m=2cosm—n—,— yous (10)

Periode n, n’, n" ,.... odgovaraju ugaonim brzinama
b 1"
Wy W s GO sevee

Za transformaciju Zm se moZe lako dokazati da se faze
. . . o . . av
transformisanih harmonika razlikuju od faza netransformisanih za =5

i da su amplitudni multiplikatori jednaki:

. 2mIT 2mIT
ﬁ =2sin
m

y b;n =2sin 1’1’ i v e e (11)




Na slikama™ 1 i 2 graficki su predstavljeni amplitu-
dni multiplikatori O(i i P’i za i=1,3,5,7 1 9 u funkciji periode n. Vi-

di se da svako dato oti, odnosno, &i varira sa promenom n prolazedi
maksimum, nule, minimum, itd.

Na slici 3 data je kriva C i krive: Yl’YZ’ A ,Y6 koje
predstavljaju krivu C posle transformacija: Y1 ,Y2, ... Ova slika veo-
ma ilustrativno pokazuje selektivna svojstva prostih transformacija i
promenu tih svojstava sa promenom reda transformacije m.

U astronomiji, geofizici i drugim naukama Cesto se, o-
sim pomenutih, koriste i transformacije koje predstavljaju zbirove pro-
stih transformacija sabiranja Ym ili oduzimanja Zm . Od njih éemb
pomenuti samo dve osnovne: transformaciju syt transformaciju Tm.
Prva je definisana izrazom:

Sm™YmtY omer Yot .+ym_1+ym=yo+Y1+Y2+. .+Ym._ (12)

Amplitudni multiplikatori transformacije s, st defini-

. L
sani relacijom :
. 2m+1
sin —— It
n

=1+ 4+ O o S © S
Gm 1+ 1+ 2+...+ - 7 (13)
sin ——
n
Iz poslednje jednacine sledi da je 6m=0 za svako n= 2n11(+1

{X je ceo broj), pod uslovom da je istovremeno sin %E #0. To znadi da
je za svaku periodu n koja je celobrojni deo intervala 2m+1 amplitudni
multiplikator G'm jednak nuli ( pod uslovom: sin %E 4 0).
Diferenciranjem 6m po promenljivoj n i izjednacava-
njem prvog izvoda sa nulom dolazimo do slededeg izraza koji sluZi za

odredjivanje apscisa ekstremuma funkcije Gm:

. 27, . 29T
m sin m+l - - (m+1)sin m -
55 =0 (14)
sin” ——
n

¥ Slike 1-7 u ovom, slike 1-5 i Tablica 1 u narednom
paragrafu pozajmljeni su iz knjige: H. et Y. Labrou-
ste: ANALYSE DES GRAPHIQUES REZULTANT DE
LA SUPERPOSITION DE SINUSOIDES, Paris, 1943.

** Do ove relacije dolazi se lako ako se ima u vidu da je:
1+ .+ +...+ =1+2cos +cos2 +,..+cosm ida
1" 2 m
izraz u zagradi predstavlja realni deo progresije:

i 21 i
Q -e' +et s+ ...+
m
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Sl. 2.
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Na slici 4 grafidki je predstavljena funkcija 65
Uz pomoé ovog grafikona vidimo da kombinacije tipa S pojaava-
ju dugoperiodiéne komponente ( sa periodama n »2m+l) viSe nego
kratkoperiodine (sa periodama izmedju n=2 i n=2m+1).

Od transformacija oduzimanja nave$éemo takodje
samo najosnovniju:

Tm=21+22+23+...+2m. (15)

Amplitudni multiplikatori ove transformacije ‘El su

definisani relacijom:

T =2sin 2r +2sin AT +...+2sin
m n n
sin(m+1) T sin m &
n n

=2 . (16)

. JC
sin —
n

Funkcija T;n ima nule u takama n=m/K i n=(m+1)/X

(X-1,2,3,... ). Apscise ekstremuma su odredjene relacijama:

ey
(m+1) cos 2:1)(' = 1+mco

s 2(m+ DT
n

sin & £ 0.
n

Na slici 5 grafi€ki je predstavljena funkcija TS

Transformacije tipa S i Tm predstavljaju zbirove
uzastopnih ordinata ( transformacije bez koraka ili transformacije
bez razmaka). Pored ovakvih transformacija, poseban interes iza-
zivaju transformacije koje odgovaraju S i Tm’ ali sa proizvoljnim

razmakom ordinata koje se sabiraju. Te transformacije su:

Comnjz¥o /2t Yonjom + 0D Yoz 1 (D)

(Tm)N/4=ZN/4'23N/4+ZSN/4""thN/A' 18

Ako je naprimer m=5 i N=8, (T5)2=22-26+Zlo=(y2-y_2)_

( I(;'Y_6)+(ylo'Y_ 10)'
Amplitudni multiplikatori za poslednje dve transforma-

cije se ralunaju po formulama:
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cos{2m+1) NT
+ 2n .
(6 )N"" N t (19
m’ 3 cos =
sin(m+1)-N-—gt—
P 2nm (20)
(TON ™ - NTT ‘
m/7 cos 5=

Ako je m paran broj, u izrazu za (Gm)N/Z se uzima
znak +, a znak - ako je m neparan broj. U izrazu za('l"m)l\]/4 znak
+ odgovara m=4m’+1, a znak - odgovara m=4m’-1, gde je m’ proiz-
voljno  izabrani ceo broj.

Na slikama 6 i 7 predstavljene su krive selektivnosti
za poslednje dve transformacije.

Nule funkcije ( Gm)N/2 nalaze se iz uslova;

(2m+DN
2K+1

ni =N
2K+1
gde je K=0,1,2,...
Apscise primarnih ekstremuma { veliki ekstremumi na

slici 6 ) su odredjene jedna&inom;:-

_N
= 2%+1

Njihova amplituda iznosi 2m+1. Izmedju dva primarna
nalazi se 2m-1 sekundarnih ekstremuma &ije se amplitude menjaju sa
promenom n. Najmanji medju njima odgovaraju n=00 i n jednako par-
nim podharmonikama N (n=N/2K). Njihove amplitude su +1 ili -1, za-
visno od toga da li je m paran ili neparan broj,

Transformacija (Sm)N/Z’ kao 3to vidimo iz gornje ana-
lize, omoguduje da se znatno pojaca harmonijski &lan &ija je perioda
unapred zadata i iznosi n=N i da se pojaaju neparne podharmonike
ovoga ¢lana.

Sto se tide transformacije (Tm)N/A’ njena osnovna 0so-
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bina je analogna osobini transformacije (sm)N/Z: najvise pojaava
harmonijski ¢lan ¢ije je n=N i neparne podharmonike ovoga &lana.

Nule funkcije (Tm)N/4 se ‘odred]uJu iz relacija:

_(m+1)N
N 2K
n =900,
Elementarne transformacije, kao 3to se moZe zak-
Ljuliti iz prethodne analize krivih selektivnosti, ne pruZaju uvek
moguénost izolacije harmonijskih &lanova iz jednog uskog dijapa-
zona frekvencija. Njima se priguSuju jedni, ali pojafavaju drugi
harmonijski &lanovi koji nisu ba¥ u najneposrednijoj okolini dato-
ga €lana.

ViZestruke (sloZene) transformacije - transformaci-

je transformisanih nizova - pruZaju znatno ¥ire moguénosti resa-
vanja problema izolacije jednog datog &lana ili lanova iz date us-
ke zone frekvencija. Pogodnim izborom elementarnih transforma-
cija moZe se dobiti takav filter koji ée propustiti samo korisni sig-
nal, a ostale signale i $um prigusiti do te mere da se mogu zane-

mariti.
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29. VISESTRUKE (SLOZENE) TRANSFORMACIE

Prema osobinama krivih selektivnosti videstruke tran-
sformacije mogu se svrstati u tri klase:
klasa 1: transformacije za identifikaciju dugoperiodi-
&nih komponenti;
klasa II: transformacije za identifikaciju harmonij-
skih €lanova kratkih i srednjih perioda;
klasa III: transformacije za identifikaciju sasvim odre-
djenih harmonijskih €lanova i njihovih podha-
rmonika. Odgovarajuée krive selektivnosti
sadrZe seriju o3trih ekstremuma ( pikova)
Cije su apscise celobrojni delovi periode
n=N.
ViSestruke transformacije demo oznalavati simboliCkim
proizvodima, jer se lako dokazuje da je amplitudni multiplikator ponov-
ljene transformacije jednak proizvodu amplitudnih multiplikatora ele-

mentarnih transformacija.

KLASA1:

Ako posmatramo krive selektivnosti koje su u prethodnom
paragrafu predstavljene na slikama 1 i 4 vidimo da se jedan maksimum
nalazi u beskonaénosti i to nezavisno od toga koliko je m, dok poloZaj
ostalih ekstremuma zavisi od m. Ova &injenica omoguéuje takvu super-
poziciju elementarnih krivih selektivnosti kojom se prigusuju svi eks-
tremumi osim onog koji se nalazi u beskonacnosti.

Na niz {yi} primenjuje se transformacija Ym i dobija
novi niz brojeva koje ¢emo takodje oznaditi sa Ym , Na niz Ym se pri-
menjuje nova transformacija Yp, itd., da bi se na kraju dobio niz u ko-

me su priguéeni svi harmonijski ¢lanovi osim onog Cije je n= 00.
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Gornji skup operacija zapisaéemo u obliku:

) - Yo Y (1

Citaoc moZe lako videti da je amplitudni multiplikator

transformacije [1(Y) jednak:

M) o o ... o (2)

Na slici 1 predstavljene su dve krive tipa 7 ().

)

! -
08
06
04
024
0

1 1 [l 1 1 1 1 1 .

0 20 30 4w 0 e 1w g °

S1. 1
Prilikom izbora transformacije [] {Y) osnovni problem
predstavlja odredjivanje brojeva m,p,...r takvih da se u domenu

kratkih perioda prigue svi harmonijski &lanovi.

Ako je mep ... <r, smatra se da je granica perio-
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da «d koje su komponente znadajno pojaane n1=4r.

Da bi se prigusili svi ¢lanovi sa periodama n, £ny
potrebno je da nule funkcije {1(®)budu 3to brojnije ( rang transfo-
rmacije $to vidi) i §to ravnomernije rasporedjene u intervalu
n <ny kako funkcija selektivnosti nebi dostigla veéu vrednost iz-

medju dve uzastopne nule,

1 () je nula ako je zadovoljen bilo koji od uslova:

_4m _4p_ A
BEKer 0 PT2Kel 0 BT 2K

Tehnika rafunanja je slededéa: fiksira se najvedi
red transformacije - broj r - tako da bude r=n1/4, a zatim se ra-

¢unaju ostali celi brojevi m,p,... koji zadovoljavaju nejednaline:
r
a) 54mgr-1 za ﬂ(Y):Yer,

3r

3r
e & - - "
b) =& mgp 1, E4P4T 1 zal'l(YLYmYpYr,

£pgaq-1, &

C)—g—rémép'ly

1]
ooIN

£q&r-1 za =Y Y Y Y
mpagqr

Poslednje nejednacine rezultiraju iz analize krivih O\m.

U cilju pojalanja dugoperiodi&nih signala, osim transfo-

rmacija [IY), koriste se i transformacije tipa:

M(sy = SmSp***Sr (3)
¢ije funkcije selektivnosti imaju oblik:
-6, 6 ... 6 (4)

Na slici 2 predstavljene su &etiri krive tipa [1(6),

1(6) je malo izmedju n=2 i n1=2r+1, ali za n > n, fun-

keijd N(S) vrlo brzo raste.

Izbor m,p,...r se vrii, kao i u prethodnom slulaju,
vodeéi rafuna o ravnomernijoj raspodeli nula [1(6) u zoni n, £ ng .
I1¢6) je jedneko nuli ako je zadovoljen bar jedan od us-

lova:



’n(s)

08 -
06
04

02-
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2.
__2p+l _2r4d
D=y e, By

Uz svaki od gornjih uslova mora biti n £ lK-

Optimalni rezultati se posti¥u ako se r odredi iz us-

lova:

a ostali brojevi iz relacija:

a) —:Tzzs m&r-1

za ﬂ(s):smsr,

3r 3r

b) =L . -1, =2 - =

) = &mgp-1, 7 £per-1 za [l(s)=s spsr,
4r 2r

4r .
= <q&r-1 za H(s)=smspsqsr, itd.
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n{a)

crer BT TS =T

“atja

18 Matematitka obrada astronomskih posn .t
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KLASA Il :

Osnovne transformacije su:

mMzy-z_z_...2_ i (5)
m p r

mMn-T T ...T_. (6)
m p r

Njima odgovaraju funkcije selektivnostis

Op) =B Byo- By i (slika 3) (7)

no = T, frp... T. (slikad) 18)

S obzirom na to 3to je veé redeno o osobinama ele-
mentarnih transformacija oduzimanja jasno je da ako Zelimo da sadu-
vamo faze harmonijskih &lanova, broj transformacija Zi ili Ti u pro-
izvodima [YZ) ili [1{T) (broj &inilaca) mora biti deljiv sa 4.

Nule funkcije ﬂ(ﬁ) se nalaze iz jednog od uslova:

2m 2 2r
n=3, n=—1%,..., n =3
Indeks r se odredjuje iz jednadine: 2r=nl, a ostali se

biraju tako da zadovolje nejednacine:

a) zs—rémsr-l, za ﬂ(Z)=Zer,

2 4r
—_— - =Z Z Z .
74 3 =494T 1, za [l(Z) Zm P qu

Transformacije [I(T) su jo3 efikasnije u priguSivanju

b) 4r, mep-1, = £p<q-1,

kratkoperiodi&nih &lanova i u izdvajanju harmonika iz jedne uske zo-
ne perioda.

Funkcija [1(T)se anulira za:

m
n=g s 0=

Najpovoljniji uslovi kori3éenja transformacija [I(T}

su definisani relacijama:

2
a) Trsm$r-1, a MT)=T T ,



4r 2r 4r
b) '7_'ém$ P‘]-; 3_\< Ps Q'1, ?6 q$r‘19 Za n(T)=TmTquTrv

KLASA III:

Razmatrajuéi elementarne transformacije tipa
(Sm)N/2 i (Tm)N/A videli smo da one pojaavaju harmonijske &la-
nove iz uske zone perioda oko n=N kao i oko perioda neparnih pod-
harmonika ovoga ¢lana.

ViSestrukim transformacijama tipa:
N(sn/2)Cnnyz (Sphnyz -+ (opdyy2 )
T =\T T ... {T

M= s Thwya - Ty (10)
dobijaju se krive selektivnosti sa serijama veoma o3trih pikova koji
odgovaraju periodi n=N i njenim neparnim podharmonikama. Ampli-
tude pikova su:

(2m+1)(2p+1)...(2r+1), za Tl(s

i

N/2)

. (m+1)(p+1)....(r+1), zar](TN/A) .

Transformacije Il klase koriste se pre svega u onim
slucajevima kada je potrebno izolovati komponente iz uske zone frek-
vencija oko jedne date frekvencije.

Na slici 5 dato je nekoliko krivih selektivnosti sa ci-
ljem da se bolje uole razlike njihovih selektivnih osobina.

U Tablici 1 ( stranica 2T7)date su apscise ekstremuma
funkcija selektivnosti za nekoliko transformacija koje smo do sada
upoznali,

I za visestruke transformacije mozZe d doeile da
predstavljaju linearne kombinacije ordinata, o- .v, da su oblikas

RS=ZRSYS. U ovaj dokaz se nedemo upustiaii, a Citaoca koji se za

to interesuje upudéujemo na citiranu knjigu Labrustovih.

Prakti¢na analiza poliharmonijske funkcije vr3i se u
dve etape. U prvoj etapi se primenjuiu manje selcktivne transforma-
cije i preliminarno utvrdjuju uZe zone frekvencija u kojima se nala-

ze harmonijski &lanovi, a u drugoj etapi se primenjuje neka selek-
18*
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TABLICA 1.

Apscise maksimuma krivih selektivnosti.

Meoooocss 1

Peoesses 2
Qeosesce 3
Tassosoes &4
Pm Pp 6.6
Pp Pr
pmbpPpPg 849
PmBp Bo By 117
Tm Tp 5.6
Tp Ty
TmTp TP Tq_ 7.1
TnTpTg Tr 849
6n6pPmpp 99
6p 6 Pp Pr
©p 62 Bm Bp 13.3
6p 6 Pm B9
On 6p Pp Po  12.5
Om 6o Pp Pr
6m6p Pp Py 158
60 6p Ppm PP

U Tablici 1 periode su izraZene u jedinicama ekvidistan-

tnog razmaka X, - %

wm W N

10.4
12.6

15.3
8.2

9.7
11.4
15.1
18.4

17.8

21.0

-1°

(23N TN ]

14,3
20.7
lo.4
19.0
10.9
15.1
12,3
13.9
20.4
29.0
23.6

23.1

26,0

[NV I o

~J

18.2
24,6
20.4
22.9
13.6
17.8
15,0
16.6
2640
5
29.0
32,0
28.5
31.5
31.5

o~ o0wum

22.2
28.5

26.5
16.2
20.5

19.2
31.0
39.5

3740
37.0

37.0
37.0

O 030

32.5

30.5

23.1

21.9

44,5

42,5
42,0
42,5

O 00 3

10

36.5
34.5
26,0
24,6
50.0
48.0
47.5

48.0
48.0

10
11

53.0

53.0
53.0
53.0

10
11
12

58.5

58.5
58.0
58.5
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tivnija transformacija radi jo3 preciznijeg odredjivanja frekvenci-
je, odnosno, ugaone brzine ili periode . Obino se u prvoj etapi
vrie transformacije tipa [J(s)ili [1{Z)ili [XT) .

Transformacije [l(s) se &e3ée primenjuju nego dru-
ge dve. One, kao 3to smo rekli, pojafavaju komponente sa perioda-
. ma n'i 22r+1 ili n.% 2r, a prigu3uju kratkoperiodiéne komponente,
Ako je r dovoljno veliko bide prakti€no eliminisane sve komponen-
te konacnih perioda. Zbog toga se rafun zapolinje sa dovoljno ve-
likim r koje se postepeno smanjuje i na taj nacin ostavlja moguéno-
st pojavljivanja jedhog po jednog harmonijskog &lana. Kada je prvi
harmonijski &lan identifikovan, transformacijama [] (sN /2) ili
(T,

ranja. Zatim se r ponovo smanjuje do pojave drugog, koji se istim

) on se precizno odredjuje i elimini3e iz rezultata posmat-

postupkom precizno odredi i eliminide, do pojave tredeg, itd.
U nekim sludajevima se u prvoj etapi umesto transfo-
rmacija tipa [1(s) koriste transformacije II klase: [J(Z) i ﬂ(T) .
Ako u seriji { yi} postoje slabi ostaci eliminisanih
dugoperiodicnih ¢lanova i sekularnog ¢lana, transformacije tipa
1 { s) su nepogodne zbog njihove osobine da pojaavaju ulogu bad
tih ostataka. Naravno, ukoliko je transformacija viSega reda 3anse
za "oZivljavanje" tih ostataka su veée. U svim sludajevima kada se
pretpostavlja postojanje bilo kakvog dugoperiodi€nog $uma koriste

se transformacije [1(Z) ili I(T) .
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ZADATAK

U Tablici 2 ( stranica 280 ) date su petnaestodnevne
vrednosti UT1-UTC ( proste aritmeti€ke sredine petodnevnih UT1-
-UTC objavljenih u redovnim izve3tajima Medjunarodnog biroa za
vreme: RAPPORT ANNUEL, cirkulari D).

UT1-UTC je ispravljeno za poznate skokove od 100
ms i tako dobijena neprekidna funkcija fije diskretne vrednosti da-
jemo u Tablici 2.

Metodom prostih kombinacija ordinata izolovati go-
di3nji i polugodi%nji &lan sezonskih neravnomernosti Zemljine ro-
tacije.

Kao Sto je poznato, UT1-UTC sadrZi sekularni &lan
i harmonijske &lanove medju kojima najveée amplitude imaju: dvogo-
diénji* , godi¥nji i polugodisnji. Tromeseéni**, kvartalni*** i
plimski &lanovi manjih perioda (medju kojima dominiraju 01’M2 i
Mf ) imaju amplitude za red velifine manje, pa ¢emo ih smatrati
"poremedajima' godiSnjeg i polugodisnjeg ¢lana. Plimski &lanovi
dugih perioda(~9 i 18 godina ) predstavljaju "komponente" sekula-
rnog ¢lana. Prema tome, plan refavanja postavljenog zadatka moZe
da sadrZi sledeéa dva dela:

1. Razdvajanje "komponente" koja predstavlja zbir
sekularnog i dugoperiodi&nih &lanova od "komponente" koja predsta-
vlja zbir godi¥njeg i polugodi$njeg sa "poremecajima";

2, razdvajanje godi3njeg i polugodidnjeg ¢lana uz
eliminaciju "poremedaja".

Iz teorije prostih kombinacija ordinata sledi da kombi-

nacije tipa Sm 28 m=12 omoguéuju idealno prigudivanje harmonijskih
2m+1
pe ‘k

sin o £ 0. Po3to je 2m+1=25 jedinica, a jedinica jednaka 15 dana,

¢lanova &ije su periode n= (k=1,2,...), pod uslovom da je

2m+1-375 dana. Ta perioda je bliska periodi godi3¥njeg €lana. Osim

* lijima S. and Okazaki S. 1972 :Publ. Astr. Soc.Japan, 24,
**Beloserkovskij D.Ju. 1963 : Vra3&enije Zemli, Kiev.
**#* Djurovi¢ D. 1974 : Ciel et Terre, 90, 1, Bruxelles.
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TABLICA 2,

2439 000.5. UT1-UTC izra¥eno u 050001,
1 2 3 4 5 |6 7 8 9 10
ey
D] |UT1-UTqd Sc sz [2°3%%5|Rg s;s, Rpe |2,-Z; | Rpg
x 10 !

494 - 852

509 - 813

52k | - 777

539 | - 760

554 | - 762

569 | - 776

S8k | - 79

599 | - 824

614 - 864

629 - 880

644k - 845

659 | - 767

674 -651 | - 469 | -182

-3 - 508 | - 43 |- 72

o - 362 | - 404 42

/19 | -238 | -373 | 135

iz - 136 | - 344 | 208

749 - 46 | - 315 269

76k 8 | - 284 | 292

779 20 | - 254 274

294 6 | - 225 | 231

809 - 19 | -194 | 175

824 - 81 | -162 | 121

839 - 37 | - 130 93

854 - 16| - 98 82

869 - 8| - 65 57

884 - 9| - 35 26 875 56

899 - ) - 7|~ 79 90 6

914 - 29 18 |- 47 [-631 (- 41

929 - 36 40 |- 76 |-1281 |- 80 3 0

o4y - 1n 58 |- 69 [-1703 |-109| - 69 | - 7

959 - 52 75 | -127 |-1989 |-128( - 258 | - 25

894 - 100 91 |-191 (-2082 |-134| - 550 | - 53

989 - 86 106 | -192 |-1979 (-127| - 853 | - 83
1004 - 68 122 | -190 |-1689 [-108| -1028 | -100 | 193 56
019 - 49 157 1-186 |-1234 |- 79| - 972 | - 94 179 52
034 42 152 | -110 |- 644 |- 41| - 925 | - 40 | 7102 20
049 154 166 |- 12 41 3/ -380 | -37 | - 14| -4
064 251 182 69 | 776 SO~ 42| - "4 | 134 | -39
079 333 197 | 136 | 1516 971 167 16 | -220 | -64
094 286 211 | 175 | 2215 | 12| 1e2 16 | -242 | -71
109 313 223 | 190 | 2832 | 182|- 37 | - 4| -199 | -58
124 423 232 |- 191 | 3334 | 24| - 359 | - 35 | -10i | -29
139 419 237 182 | 3694 237 - 739 | - 72 31 9
154 413 241 | 192 | 3895 | 250| -1111 | -108 | 1é5 48
169 398 244 | 154 | 3927 | 252| -1402 | -126 | 267 78
18k 364 a45 | 119 | 3788 | 243| -1533 | -148 | 311 91
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ABLICA 2 (nastavak)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo
SA528,S [
DJ [UT1-UTC Sc Sz 2 3_3 5 Rg $,52 Rpg zzz3 -
x 10
1199 337 245 92 348% 224 |- 1443 |- 140 283% 83
214 335 246 89 3025 194 (- 1117 |- 108 |- 184 54
229 353 246| 107 2437 157 |- 608} 59 31 9
24l 371 245{ 126 1748 112 |- 48k 5 |-137 | - 40
259 3971 2451 126 995 o4 407 39 |- 279 | - 81
274 337 244 93 223 14 636 62 |- 258 | -104
289 268 243 25 |- 520 |- 33 584 57 |~ 352 | =103
%04 195 240{- 45 |- 1183 |- 76 267 26 |- 261 | - 76
319 124 235~ 111 |- 1717 |- 110 |- 220|- 21 |- 105 | - 31
234 39 228 - 189 |- 2077 |- 133 |- 9765 74 76 22
349 | - 28 220 (- 248 | - 2229 |- 143 |~ 1264 |- 122 243 71
364 | - 55 210|- 265 |- 2155 |- 138 |- 1616 |- 156 351 102
379 | - 63 201 |- 264 |- 1853 |- 119 |- 1719 |- 166 372 108
04 | - 35 190 |- 225 |- 1340 |- 86 |- 1531 |- 148 301 88
409 4] 177 1= 136 |- 652 |- 42 |- 1091 |- 106 155 45
424 140 162 (- 22 161 10 |- S07|- 49 |- 25 | = 7
439 239 144 93 1036 67 58 6 [- 191 | ~ 56
454 316 125( 191 1907 122 429 42 |- 294 | - 86
469 355 103 252 2707 174 514 50 |- 307 | - 90
484 338 81| 257 3374 217 328 32 |- 234 | - 68
499 294 58| 236 3857 248 |- 331- 3 = 99 | -~ 29
514 256 351 221 4119 264 |- 433 |- 42 58 17
529 208 11| 197 4133 265 |- 741 72 189 55
544 161 (- 12 173 3900 250 |- 883|- 85 265 77
559 118 |- 34| 152 3426 220 |- 840 |- 81 270 79
594 65 |- 54| 119 2737 176 |- 616 |- 60 207 60
589 14 |- 74 88 1869 120 |- 228 (|- 23 94 27
604 | - 28 [- 93 65 870 56 210 20 |- 45 | - 13
619 | - 66 |~ 112 46 |- 203 |- 13 640 62 |- 173 | - 50
634 | ~ 116 |- 120 4 |- 1288 |- 83 957 93 (- 265 | - 77
649 | - 195 |- 149 |- 46 |- 27217 |- 136 1092 | 106 - 298 | - 87
664 | - 288 |- 167 (~ 121 |- 3227 |- 207 990 9% |- 258 | - 75
679 | - 277 |- 184 |- 195 |- 3958 |- 254 686 66 |- 155 | - 45
694 | - 4B4 |- 202 - 262 |~ 4459 (- 286 259 25 - 9 |- 3
709 | - 545 |- 221 | 324 |- 4696 |- 302 [- 169|- 16 146 43
724 1 - 599 (- 240 | 359 |- 4650 |- 299 [~ 506 |- 49 268 78
739 | - 610 |- 260 - 350 |- 4226 |- 278 [~ 655)- 63 328 96
754 1 - 580 |- 280 | 300 |- 3748 |- 241 {- 560 |~ 54 302 88
769 | - 523 |- 298 |- 225 |- 2958 |- 190 {- 218(- 21 192 56
784 1 = 437 (- 315 L 122 |- 2017 |- 130 297 29 21 6
799 | ~ 329 |~ %29 0 |- 992 |- 64 862 82 - 177 | - 52
8l4 | - 223 |- 342 { 199 45 3 1321 129
829 | ~ 143 |- 353 | 210 1027 66 1566 | 152
844 | - 101 |~ 362 | 261 1897 122 1468 | 142
859 | - 103 |~ 271 | 268 2609 168 1021 99
874 | - 146 |- 380 | 224 31327 201 307 30
889 | - 209 |- 289 | 180 3469 223
904 | ~ 279 |~ %98 | 119 3610 232
919 | - 338 |- 409 71 3577 2%0
934 | - 378 |- 420 42
949 | - 396 |- 432 26
284 | - 394 |- aks | 51
979 | - 392 |- #61 69
9941 - 285 - 479 ' 9i
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TABLICA 2, (nastavak)

1 2 3 4
D] UT1-UTC| Sc Sz
2009 - 384 |-501 | 117
024 - 416 |-526 | 110
03 - 521 |-556 35
054 - 603 |-589 |- 14
069 - 683 |-626 |- 57
084 - 787 |-666 |-121
099 - 864 |-710 |-154

114 - 898 |-755 (-143
129 - 879 |-800 [- 79
144 - 84l
159 - 823%
174 - 792
189 - 761
204 - 784
219 - 838
234 - 929
249 -1064
264 -1222
279 -1367
294 -1466
309 -1500
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toga, 211;1 = 187.5 dana je blisko periodi polugodidnjeg &lana, pa

se moZe olekivati da ée transformacija tipa s, ., omoguéiti zadovo-

ljavajuéu tanost prigusivanja godidnjeg i pollllzodiénjeg ¢lana za-
jedno ( Sz) i izdvajanje sekularnog i dvogodisnjeg &lana ( SC) .

- Rezultati koje smo dobili dati su u treéoj koloni Tab-
lice 2. U &etvrtoj koloni ove tablice date su razlike SZ= UT1-UTC -
-SC. SC i SZ su i grafiki predstavljeni na slici 6.

Rezultate koji su bliski SC i SZ mogli smo dobiti pre-

dstavljajuéi UT1-UTC polinomom n-tog reda:

t t2
1 +82 +o.

UT1-UTC = a+a
i odredjujuéi koeficijente a, (i=0,1,...) metodom najmanjih kvad-

rata. Rezidui uslovnih jednadina:

t t2
1 —a2 ~ee

S; = UT1-UTC -a-a
predstavljaju sezonsku neravnomernost Zemljine rotacije {isto kao
i SZ). Poslednja metoda ima veliku manu koja se ogleda u tome 3to se
sekularni ¢lan aproksimira polinomom reda n koji nije odredjen ne-
kim objektivnim merilom, pa se odstupanja od "propisane" forme odra-
Zavaju na rezidue S;. Metoda prostih kombinacija ordinata nema tu
manu. Kao $to smo videli, ona omoguéuje da se neke komponente pri-
guSe, a druge izoluju u obliku koji odgovara objektivnoj stvarnosti.

Pomoéu slike 6 vidimo da se SC, koje predstavlja se-
kularni &lan "poremeden' dvogodidnjim &lanom, moZe aproksimirati
polinomom drugog reda.

Prva vrednost Sc u Tablici 2 predstavlja aritmeticku
sredinu 25 vrednosti UT1-UTC po&ev od prve tabli€¢ne vrednosti
{0d DJ=2439494 do DJ=2439854), drugo Sc - aritmetiku sredinu 25
UT1-UTC polev od druge tabliéne vrednosti {od DJ=2439509 do
DJ=2439869) , itd.

U vezi sa onim 5to smo napred rekli Zelimo da udinimo

sledede napomene:
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1. Sc predstavlja S12 podeljeno sa 25.

2. PoSto perioda godisnjeg &lana ne iznosi tadno 25
jedinica, amplitudni multiplikator 6m’ strogo uzevsi, neée biti
nula, pa ce Sc sadrZati ostatke godiSnjeg i polugodi¥njeg &lana.
Amplitudu ostataka godisnjeg ¢lana, naprimer, dobidemo ako u iz~
raz za Sm stavimo n=365.24/15 = 24.3 jedinica i tako dobijeno

Gm podelimo sa 25. Rezultat je: Gm = 0.03. Po3to je amplituda
godidnjeg ¢lana A= 20 ms, amplituda pomenutog ostatka u SC je oko
20 x0.03 = 0.6 ms.

Izdvajanje godi¥njeg lana iz SZ moZe da se postigne
na razne naCine. Ako, naprimer, primenimo dvostruku transforma-
ciju tipa Tl (s):smsr, za priguSivanje polugodi$njeg €lana i &lanova
kraéih perioda bilo bi dovoljno da uzmemo r=9i 64m< 8. U tom slu-
&aju bili bi pojacani &lanovi sa periodama n» 2r =18 x 15 = 270 dana
medju koje, razume se, spada i godisnji ¢lan. Umesto jedne takve
transformacije, mi éemo se posluZiti transformacijom ms)=82535455'
Njena kriva selektivnosti je predstavljena na slici 2. Uz pomoé ove
slike zakljuujemo da &lanovi sa periodama n 4 12 (180 dana) prakti-
¢no i8Cezavaju i da poCev od n=12 funkcija selektivnosti vrlo brzo
raste. Rezultati koji su postignuti gornjom transformacijom i neki
medjurezultati su dati u Tablici 2.

Serija SZ je transformisana na slededi nadin:

- na SZ je primenjena transformacija o i dobijena
transformisana serija koju demo, takodje, oznaditi sa Sy3

- na seriju Sy primenjena je transformacija s, i tako

3

dobijena nova serija koju demo oznaditi sa 5233, itd. Poslednja tra-

nsformisana serija 52533455 takodje data u Tablici 2, Da bismo iz-
2

begli sabiranje velikih brojeva, seriju s,s, smo pomnoZili sa 10™ " i

273
izvr§ili zaokrugljivanje na cele brojeve.
Amplitudni multiplikator transformacije S9S38,5¢ je:
53T v . 97 11T
2 gin ———
n n n

sin =—— sin-—— sin
n

ne- © 6 9% - WA

Sin
n
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Po3to su priguleni svi &lanovi sem godiSnjeg, serija
52335455 predstavlja godi3nji ¢lan se;onske neravnomernosti Zem-
ljine rotacije pomnoZen sa N@G)x 1077, Ako u poslednju jednadinu
stavimo n=24,3 ( perioda godi3njeg &lana) dobiemo:

f1(6) = 1557.16.

Dakle, godi3nji &lan ¢emo dobiti deobom $9835,5¢ sa

-2
1557.16 x 10”7, Na taj na&in su dobijeni brojevi Rg iz Seste kolone

Tablice 2. Oni su i grafifki predstavljeni na slici 7.

R
ms g
‘0 I .“0. .... .0.
. e o .
.
hd . ° .
. °
20 . . . . *
. ° . ° ° °
0 | . - o [ ] [ ]
° . . ° °
° P . o o M
o o
-20— oL '...o .
.
3
.
.
-40+ . .
n DJ=2439000 +
1 1 L I 1 1 i t
600 800 1000 1200 1400 1600 800 2000 2200
S1.7

Kao §to vidimo, dobijena je glatka kriva linija, $to svedoli o tome da
je godi¥nji &lan izolovan bez "poremedaja’. Osim toga, zapaZamo da
amplituda godi¥njeg ¢lana nije konstantna. Ovu injenicu zapazili su

. . . %
i neki drugi autori

*
Lambeck K. and Cazenave A. 1973 : Geoph. J.R,
Astr. Soc, 32, 79-93.
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Po3to se gornjim transformacijama nisu promenile
faze harmonijskih &lanova sadrZanih u SZ, rezidui R=SZ-Rg sadr-
Ze nepromenjen polugodisnji ¢lan i "poremedaje" (¢&lanove manjih
perioda).

Da bismo iz rezidua R izdvojili polugodidnji ¢lan pri-
menili smo transformaciju H(s)=525334. Rezultati koje smo dobili

su graficki predstavljeni na slici 8.

ms
+20
S$S
0 dan -2
d b
d 5
44 \%‘f?
204
—40
, ‘ &J=2439000+
) o

1 L
1000 1200 1400 1600 1800 2000
S1. 8.

Prisustvo ostataka sekularnog ¢lana dovelo je do takve '"deformacije”

krive koja predstavlja R da se polugodis$nji ¢lan jedva i nazire.
Transformacija tipa 15, { Tablica 2, sedma kolona)

manje pojalava ostatke sekularnog &lana, pa dobijena kriva ( slika

8 ) omoguéuje da se polugodi3nji &lan jasno identifikuje., Medjutim,

vidi se da i ova transformacija "oZivljava' ostatke &lanova duZih pe-

rioda. Da bi se oni prigusili treba primeniti neku od transformacija

tipa Z.
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Pomodu Tablice 1 dolazimo do zakljuZka da multi-
plikator 6'1 62 bz B3 ima maksimum za n=12.5, 3to je sasvim
blizu periode polugodisnjeg Elana {n=12.2). Zbog toga ¢emo na
seriju $159 primeniti transformaciju 2223.

Rezidui R’ su dobijeni deobom s,s, sa:
Pg 172

sin 35T sin 27T
12.2 12.2
61 62 = 2 il = 10. 33.
R V)

Posto je multiplikator:
A _6IT
$2b3=2 sin—— x 2 sin - = 3.43,

polugodisnji Elan(RPg) smo dobili deleéi brojeve iz pretposlednje

kolone Tablice 2 sa 3.43.

Rpg su i graficki predstavljeni na slici 9.

| Reg
ms
- o
+10 o ° . o
o o o0 o
° o o ° ° o °
° ° ° °
-]
0 o ° ° ° ° °
(-]
° ° ° ° °
o _© ° ° °
° o o ° ° o o
—-10 4 0o ° °
DJ=2439000 +
- 1 | 1 A ! 1

1000 1200 1400 1600
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Na osnovi rezultata koje smo izloZili u ovom zadatku
zakljucujemo da je polugodi3nji &lan sezonske neravnomernosti u
Zenljinoj rotaciji sinusoidnog oblika koji je u odnosu na godi¥nji
¢lan bliZi teorijskoj sinusoidi. Ovaj zakljudak je u saglasnosti sa
rezultatima koje su publikovali N, Stojko,H.F.Fliegel i T. P, Ha-

wkins*

* Stoyko N. 1949 : Bulletin Astronomique, 15,3,
229-242;

Fliegel H.F. and Hawkins T.P. 1967 : The Astron.

Journal, 72, 4.

19 Matematicka obrada astronomskih posmatranja



30. FURIJJEOVE INTEGRALNE TRANSFORMACIHE

Neka je y(x) neprekidna funkcija zadata u intervalu

"[-L,L] ineka je izvan ovog intervala y(x)=0. Furijeova integra-
lna transformacija te funkcije se defini$e izrazom:
L :
F(w)= 1 f y(x)e_lwx dx .
L
-L
Posto je: e_lwx=coswx -i sinwx, F(w) postaje:
L ) L
F(w)= 1 f y(x)coswx dx - 2 f y(x)sinwx dx=
L L
-L -L
- U@w)-iV(w),
gde: L
Uw)= 1 y(x)coswx dx 1 (1)
L
-L
L
V)= 1 f y{x)sinwx dx (2)
L -L

predstavljaju kosinusnu i sinusnu transformaciju y(x).

Ako je ytx)zadato diskretno u 2r+1 ekvidistantnih ta-

Zaka, znak integracije se zamenjuje znakom sabiranja:

2 z il
V)= 5= Z y, cosw== i n
i=-r
2 < iL
V@)= 5= i_Z:r y; sinw— . (2y

U poslednjim jednadinama sredilnja apscisa je XO=O~

Veli¢ina L/r predstavlja du¥inu elementarnog intervala:

X% - Cesto se ona uzima za jedinicu, pa jednafine 1~ 1 2
imaju malo prostiji oblik.
Ralunanjem U () mogu se identifikovati kosinus-kompo-
1to Larmoniiskih ¢lanova

nente, a ralunanjem V(@) -sinus-kompouent. L

sadrianih u y(x). Ovo proistife iz poznatih osobina gornjih integrala,

i
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odnosno, zbirova.
Neka je:

k

y(x)= Z a.cos w.x+b.sin o, x.
i3 T j

Zamenom u jednainama 1 i 2 dobijamo:

‘ k sin(w- Q'}')L sin(w+wj) L
U(w)=j=21 aj{(w - W) L (co+cuj) L

k
-3 aj{R()\)+ R(A)} 4 (3)
j=1
k sinfw-w ) L sin(tu +w ) L
- J _ J
V“‘”‘% TN “w) T (wro)T
k
-2, b ROD-R(N) (4)
j=1
gde su:
A :((A)-(Q}) L ’
_)\’%cowoj) L i
sin
R(N) = I
Funkcija R(}\)je grafi¢ki predstavljena na slici 1.
R(A)
1

19+ S1. 1.

i
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Kao ¥to vidimo, u U(w)figuriSe samo amplituda kosinus-komponente
(a ), au V(w)- amplituda sinus-komponente (b } funkcije y(x).

Ako je u odnosu na periode T= 2‘3"C/co i T 2§L'/co
interval 2L toliko veliki da se proizvod (w +w],)L moZe smat-
rati mnogo vedim od jedinice:(co+ co].)L77 1, funkcija R(N)=0, pa

se izrazi za U) i V(@) mogu uprostiti:

K

Uw) =2, a, RN 3y
j=1
X

V(@)= 2 b, RIN. (4)’
-1

Ako je y(x) zadata diskretno, jednaline 3 i 4

postaju:
U(w)- 2 a, RIAR(N) i (3"
i=1
k
V(W) = b, R'(N-R' (N , (4)"
=1 !
gde su: N
1 -y sin
RO 2r+l sin{2r+1)— 72 2r+l
sin > Sm(2r+1)
. [(33R0x ; ’
_2r1+1 sin(2r+1) ;] ;:Lf\
R 9‘) i Qo+ CUJ B

5 Si“(i%»ﬁ

Yo A

Ako je broj 2r+1 veliki, sin (-2—‘3\:1—?2.' Sy v Pale

RIARR(N) i RY(N)x R(N)x O

Racunajuéi U(w) i V{w) za niz vrednosti W = W+ @Aw

sin

( «8:1,2,3, ..}, gde je A korak , a &> probna ugaona brzina bliska ugao-

noj brzini w]. neke od komponenata. Za €O :Cuj funkcija R(A=R(0)



- 293 -

ima primarni maksimum. Ako grafi€ki predstavimo funkcije U(co)

i V{(w), na mestima gde je Co= 0.)] (co]. - ugaona brzina harmo-
nijskih &lanova sadrZanih u y(x)) pojavice se pikovi. Sredisnje
apscise pikova jednake su ugaonim brzinama Q_)J. , a amplitude,
kao ¥to vidimo iz jednaind 3’ i 4 ’, jednake su a, i bj' To
je jasno jer je R(0)=1.

Kada odredimo aj’bj i G.)j, odredjivanje ampli-

tude A i faze Y datog harmonijskog ¢lana je trivijalno prosto:

A%eo)-UAw)+ Vi) i

U{w)
‘J;(o,)): arc tg Vo)

Selektivna svojstva Furijeovih transformacija za-
vise od duZine intervala 2L. Kada je L veliko, malom promenom
@ u okolini @ i postiZe se relativno velika promena proizvoda

(w —cuj)L i nagli pad funkcije R(A). Drugim relima, postiZe se
velika o¥trina primarnog pika, a samim tim i dobra selektivnost
transformacije.

Prva nula funkcije R{(A)je za A -JT , odnosno,
Ww-w

za (2r+1) 5 1 _9¢r . Prema tome, Sirina primarnog pika je:
P [‘-(/T ~
2 & - 2(® _u'j)f 2r+1 ) (5

Poslednja jednadina potvrdjuje ( 5to smo i napred
rekli) da selektivnost transformacija Ulw) i V() zavisi od
velidine intervala L.

Ako su sredi¥nje ordinate primarnih pikova koji
odgovaraju harmonijskim ¢lanovima udaljene za 2 El’ uticaj jed-
noga od njih na amplitudu drugoga jednak je nuli.

Da bismo lak3e upoznali osobine Furijeovih trans-
formacija razmotriéemo najjednostavniji slucaj - slucaj kada je

¥{X)= a cos wox+bsincoox = A sin(wox+ $) .
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Ako se tadno radunaju amplitude komponenata koje odgo-
varaju pikovima krivih U(w)i V(es)u jednainama 3 i 4 ne sme se
zanemariti R(N) , niti se sme zanemariti R(A’) ujednalinama 3"
i 4 ". Za diskretno datu funkciju y(x) amplitudni multiplikatori sinus-

- komponente i kosinus-komponente, respektivno, su:

w + W
1 w-Wo 1 . o
——— g 2 2
}\ 2r+1 sin(2r+1) 2 N 2r+l sin(2r+1) 2 i
- . - Wo . W + Wo
sin 5 sin ——5——
1 w -C‘)0 1 W+ W
X. Cr sin(2r+1) > 5] sin(2r+1) 5
- w- w B W + 6
. o . (o)
sin 5 sin  —5—

Kao 5to smo napred rekli, sredi¥nja apscisa pika odgo-
vara vrednosti probne ugaone brzine (0 = (,oo. Imajuéi u vidu jo3 i to
da je:

sin kx
lim — =k
X
X0

u graniénom sludajulte—> wo) Ni Y postaju:

1 sin{2r+1) W . »
A1+ 2r+1 sin ¢ =l+q i &)
1 sin{2r+1)W
Y-1- 2r+l sin ¢ =1-4q. (7

Na osnovi poslednjih jednalina zakljucujemo da ampli-
tude pikova U(w)i V(@), strogo uzevsi, nisu jednake a i b, ved
su jednake a{l+q) i bil- q). Po3to q zavisi od @ , amplitude raz-
li&itih pikova ¢e biti razliito redukovane. Medjutim, ako se za svaku
vrednost probne periode T=2% /¢> promeni duZina intervala takc da
T predstavlja njegov celobrojni deo, amplitude pikova bice jednake
amplitudama sinus i kosinus-komponente. Drugim redima, za 2r+1-nT

(n=1,2,3,...) imaéemo:
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B 2nJU
1 51n(2r+1)—2-;1—— o
=27 in 2nJr o
s 2r+l

pa je -)\ T 1.

Odavde sleduje poznato pravilo da se prilikom raduna-
ﬁj'a U(aw)i V(&) ne koriste svi raspoloZivi podaci, veé se integraci-
ja, odnosno, sabiranje vr¥i na promenljivom intervalu koji sadrzi
maksimalan ceo broj probnih perioda 2L-nT. Ovaj uslov je poznat
kao uslov samerljivosti ili uslov komenzurabiliteta.

Funkcija R(A)= 513\19\ , pored primarnog pika ima i

niz sekundarnih koji su simetriéni u odnosu na primarni, sa amplitu-
dama koje se postepeno smanjuju sa porastom A . ova cinjenica je ve-
oma vazna iz slededeg razloga: ako funkcija y(x) sadrzi &lanove veli-

kih amplituda na krivim U(w)i V(@) pojaviée se i parazitski pikovi

koji predstavljaju podharmonike tih ¢lanova. Prema njihovom raspo-
redu i visini moZemo utvrditi da li oni poticu od nekog &lana &iji se
primarni pik nalazi na Cdo ili predstavljaju primarne pikove nekih
drugih harmonijskih ¢lanova manjih amplituda, objektivno sadrZanih

u y(x). Tako, naprimer, za &lan ¢ije je @ = Coo, apscise podharmoni-
ka zadovoljavaju jednacinu:

(u_,].-coo)L = tg((u]_ -wO)L .

Jasno je da se poslednja jednadina dobija iz uslova eks-
tremuma funkcije R{\). ReSavanje ove jednadine se obi&no vrii gra-
fickom metodom. Apscise preseka prave ylil i krivih yzztg}\ pred-
stavljaju njena priblizna redenja koja su dovoljno taéna da se izvrsi
diskusija datoga pika u smislu da li on predstavlja podharmoniku ne-
kog ¢lana ili ne.

PaZnju itaoca skreédemo na oblik izraza za Ulw)i V().

i L il

’ ili y.cos
1

Uizrazima 17 i 2’ zbir proizvoda \ sin

deli se ukupnim brojem elemenata date serije Y Dakle, dolazi do
snazne medjusobne kompenzacije slu€ajnih greSaka posmatranja. Ona

je utoliko bolja ukoliko je 2r+1 vecde. Ako je 2r+1 dovoljno veliko,u
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y(x) se mogu identifikovati i signali Cije su amplitude mnogo manje
od sludajnih greSaka posmatranja. Da bismo to istakli, na slici 2,
koja je pozajmljena iz jednog rada D, Djuroviéa*, graficki su pred-
stavljeni pikovi koji odgovaraju harmonijskim Clanovima sadrZanim
u reziduima UT1-UTC. Ti rezidui su dobijeni posle eliminacije se-
kularnog, dvogodiSnjeg, godi3njeg i polugodi¥njeg ¢lana. Amplituda
harmonijskog &lana kome odgovara najvisi pik{ plimski &lan Ol) je
svega 0?0012, a srednja kvadratska gre¥ka rezidua je 6 -t0%0031.
Ukupan broj rezidua je dosta veliki i iznosi 2r+1=1821.

Metodama prostog sabiranja ordinata moZe se na da-
tom intervalu postiéi veéa selektivnost nego metodom Furijeovih tra-
nsformacija. Ove poslednje su izloZene radi toga $to za njihovu pri-
menu nisu potrebne prethodne analize funkcija selektivnosti, koje
su neizbe¥ne kod izbora pogodne viSestr tke transformacije. Osim
toga, one su izloZene i radi njihovog velikog znadlaja koji proistide
iz Einjenice da leZe u osnovi drugih selektivnijih transformactja o

kojima ¢emo govoriti u narednim paragrafima.

¥ Djurovi¢ D.: Astronomy and Astrophysics

47 1975, 325-332.
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31. OSNOVNI POJMOVI I1Z TEORIJE
SLUCAJNIH FUNKCIJA

U prethodnim paragrafima bavili smo se razlifitim
problemima sludajnih promenljivih. Jedna karakteristika slu€ajne
promenljive je da u toku eksperimenta ili jedne serije eksperime-
nata ona ostaje nepromenjena ili su njene promene zanemarljive.
Ishodi eksperimenata se ne mogu unapred predvideti jer uslovi
koji odredjuju te ishode ne ostaju nepromenjeni, ali se implicitno
pretpostavlja da u jednoj seriji eksperimenata parametri sluajne
promenljive, matematitko ofekivanje i disperzija,ostaju konstan-
tni. Medjutim, rezultat nekog eksperimenta moZe da bude i slucaj-
na funkcija - promenljiva koja se menja u funkciji jedne ili vide
nezavisno promenljivih, a sadrZi jo$ i sluajna kolebanja. Traje-
ktorije topovskog zrna, naprimer, ispaljenog iz istog orudja, pod
istim nagibom prema horizontu, sa jednakim punjenjem, itd. &ini-
ée snop - skup trajektorija ili skup funkcija daljine ili vremena
koje imaju sludajni karakter. KaZe se da jedan eksperiment ( je-

dan hitac ) daje jednu realizaciju sluajne funkcije ( jednu trajek-

toriju) .

Pretpostavimo da raspolaZemo sa n zapisa slucajne
funkcije X(t) (slika 1) . Svakom datom t koje, u op3tem slucaju, ne
predstavlja vreme, odgovara n vrednosti X{t). MoZemo smatrati
da za dato tOX(to) predstavlja slu€ajnu promenljivu sa n ishoda. Za
t=t1 imaéemo slu&ajnu promenljivu X{t)), za t=t, imademo sludajnu

promenljivu X(tz) ,... Svaka od pomenutih sludajnih promenljivib

predstavlja jedan presek sludajne funkcije X(tl.

U Teoriji verovatnoée proudavaju se zakoni raspodele
verovatnoée dve i viSe sludajnih promenljivih {u to mi neéemo ulaziti).
Kada se govori o zakonu raspodele verovatnoée sluajne funkcije,
misli se na najop¥tiji sluaj iz pomenute klase zakona: zakon raspo-

dele beskona&no mnogo sludajnih promenljivih,
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Za svaki presek X(t) definiSe se matematicko olekiva-
nje m(t) i disperzija Dit)= Gz(t). Matematic¢ko odekivanje i disperzija
su nesludajne funkcije argumenta t ( jer za svaki dati presek matema-
ti¢ko ofekivanje i disperzija su neslucajni parametri). Sli¢no kao kod
sludajne promenljive, m(t) predstavlja teorijsku srednju realizaciju
X(ty, a D(t) - pokazatelj skoncentrisanosti realizacija oko srednje (u |
datom primeru ona pokazuje 3irinu snopa trajektorijay.

D(t) i m{t) nisu dovoljne informacije o sluc¢ajnoj funk-
ciji. Primera radi, na slici 2 date su sluajne funkcije Xl(t) i Xz(t)
sa jednakim gornjim parametrima, ali, ofigledno, razliitim struktu-
rama.

Pretpostavimo da radunamo koeficijent korelacije izme-
dju preseka X(t) i preseka X(t+T). Jedan par odgovarajucih vrednosti
&ine vrednosti jedne iste realizacije na dva data preseka. Jasno je da
ée za isti korak T slucajnoj promenljivoj Xl(t) odgovarati koeficijent

korelacije k, koji ée biti vedi od koeficijenta korelacije k2 koji odgo-

1

vara sluc¢ajnoj funkeciji X2(t). Prema tome, korelisanost dva preseka
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| Xoft)

S1.2.

moZe da predstavlja zna&ajnu dopunsku informaciju.
Umesto koeficijenta korelacije u teoriji slufajnih

funkcija se koristi korelaciona funkcije G(t,t+T) . koja se zove

jo$ i autpkorelaciona funkcija:

G(t,t+T) ~fM{[X(t)-mlt)] Xws) —mlt+T)]}, (1)
gde, kao i ranije, M oznafava matematitko o&ekivanje.

Normirana autokorelaciona funkcija se definie kao:

t
g(t,t+T) = M_

6(t)G(t+T)

Za korisnike matemati&kih metoda, znadajan interes

predstavljaju oni slu€ajni procesi (sludajne funkcije) koji se u
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smislu odvijaju homogeno ili stacionarno. Slu€ajna funkcija X(t)
se naziva stacionarnom ako njeni verovatnostni parametri ne za-
vise od argumenta t.

Prvi uslov stacionarnosti je da matematic¢ko odeki-
vanje bude:

m(t)= const,

Za prakticare ovaj uslov nije toliko vaZan jer se
umesto X(t) moZe analizirati centrirana sludajna funkcija X’(t) =
= X(t)- m(t).

Drugi uslov je da disperzija D(t) ispunjava zahtev:

D(t)= const.

Najzad, tredi uslov je da autokorelaciona funkcija
G(t,t+T) ne zavisi od t:

Glt,t+T) = G(T).

Vidimo da korelaciona funkcija stacionarnog procesa
zavisi samo od koraka T’

1z definicija D(t) i G(t,t+T) sledi vaZna relacija:

G(t,t+0)= D(t)= DX

Dakle, disperzija je specijalan sluc¢aj autokorelaci-
one funkcije, pa se, prema tome, drugi i treéi uslov stacionarnosti
objedinjuju u jedan: u treéi. Ako postoji moguénost eliminacije m(t),
u praktiénoj primeni teorije sludajnih funkcija treéi uslov je i jedini
uslov &ije ispunjavanje suZava primenu Teorije stacionarnih sluaj-
nih procesa.

Ako se jedna poliharmonijska funkcija razloZi na kom-
ponente i salini grafik na kome se predstave amplitude tih kompone-
nata u funkciji ugaone brzine, periode ili frekvencije, kaZe se da taj
grafik predstavlja spektar date poliharmonijske funkcije. Spektar
jedne funkcije je funkcija koja opisuje raspodelu amplituda harmonij-
skih komponenti u funkciji frekvencije. Jasno je da on predstavlja zna-
¢ajnu informaciju o strukturi date funkcije.

Kod slucajnih funkcija amplitude harmonijskih &lanova
{ako uop$te i postoje) su slulajne veliine, jer su od realizacije do

realizacije razlifite i nepredvidljivo pogre3ne.
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1z definicije korelacione funkcije vidimo da je:

G, t+T) = G(t+T 1),
tj. bez obzira na smer radunanja ona je ista. S obzirom na ovu
osobinu za stacionarnu funkciju ée biti:

G(T)= G(-T) .

Dakle, korelaciona funkcija stacionarnog procesa
je parna funkcija.

Kao 8to znamo iz klasi¢ne teorije Furijeovih redo-
va, na intervalu (-L,L) parna funkcija G(T) moZe da se razvije

u red oblika:

00
G(T)=2, D, cos@T , (2)
- 3 J
j=o
gde je osnovna perioda T1:2L ( odgovarajuéa ugaona brzina
w1=%z), a ostale periode Tk su celobrojni delovi 2L,
1

Koeficijenti Dj radunaju se po formulama:
1 L
D -7 6[ Gmdr i

.2

D= T

L
f G(TicoseoT dT , (j40) (3)
S J
U teoriji slucajnih funkcija dokazuje se teorema da
se i stacionarna funkcija X’(t) &ija se autokorelaciona funkcija
G (T) takodje moZe razviti u red oblika 2 ( videti knjigu Ventcelje-
ve): 00

X'(t)= Z U cosw. .t + V. sinco.t, (4)
o TS N

u kome su Uj i V]_ nekorelisane sludajne promenljive &ija su mate-
matic¢ka olekivanja mu:mV:O, a disperzije D(Uj) i D(Vj) zadovo-
ljavaju relacije:

D(UJ.):: D(VJ,): Dj . (5)

Razvoj X(t)ured 4 naziva se spektralnim razla-

ganjem stacionarne funkcije.

Disperzija slucajne funkcije X’(t) nalazi se po pozna-

toj relaciji paragrafa 14 (jedradinalf ) :
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, < 2 2 2
D_-Df¥(t)- 2 (cos w [trsin‘e ].t)DJ, - Z/D
j=0 j=o0 7§’

(6)

Jednalihom 6 pokazali smo da je disperzija stacionarne funk-
cije razlidito rasporedjena po frekvencijama , jer Dj’ prema jed-
nacini 3 , zavisi od Co], . Prema tome, spektar stacionarne funk-
cije predstavlja raspodelu disperzije u funkciji frekvencije. Pos-
lednja recenica se Cesto koristi kac definicija spektra.

U novijim metodama filtriranja posmatranja pominje

se termin spektralna gustina disperzije date funkcije ili, kratko,

*
spektralna gustina.

Ako je poznat spektar funkcije X’(t) u okolini datog
cuj moZe se izrafunati srednja gustina Dx na intervalu Aw:

D.

S(@w) - —ACL—. (7)

Ako interval L 09 | osnovna ugaona brzina w,-> O,

1
pa se ugaone brzine caj maio medjusobno razlikuju, odnosno, spek-
tar tezi da postane neprekidan. Posledica toga je i neprekidnost fun-
kcije S(W):

d
S(w)=m ( Dx) .

Na osnovi poslednje jednaline i poznatih osobina izvo-

da i integrala sledis ‘
Dx = f S {w)dw
o

IT ) . .
Ako za AW uzmemo Aw- TS obzirom na jednadine

3 i 7 izraz za S(w) postaje:

L
2
S (W) Sj' C®)coswT dT
ili, kada L»%; oo
S{w)-= 2IG(T)cosCoFt' aT . (8)
ey i

Zamenjujuéi u jednalini 2 Dj sa S (wj)Aa)dobiéemo:

U engleskom jeziku za S{G) upotrebljava se termin

"power spectrum’”



- 304 -

GI(T) = Z S (60,) cosw T AW
o 1 j

ili, u grani€nom slu€aju, kada L->0 imalemo jo§ jednu relaciju

izmedju G(T)i S(@):

00
G(T) = f Sw)coswT dow . (9
o
Relacije 8 i 9 imaju znacajnu ulogu u teoriji
sludajnih funkcija kao i u teoriji razlaganja poliharmonijskih pro-

cesa.
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32, AUTOKORELACIONE TRANSFORMACIJE

Za neprekidnu funkciju stty, koju éemo smatrati jed-

nom realizacijom slufajne funkcije X(t), zadatu na intervalu[-L,L]

. L% s
autokorelaciona transformacija se definiSe izrazom:

a

1
sl(t)=2—a af s(T) s(t+T) dtT , (1)

gde je ac<l.

Ako je:

k
s(t)= Z A cosew, t (2)

a7 j

autokorelacionom transformacijom se postiZe sledeéi rezultat:
1 a k k

s (t)= 5— f[ZA.cos w t Z A. cosw.(t+’t‘)] T =

7 2a d i1 ) moad i

“a

k k
=2—1'Z ZAA f cosco, T cosco, (t+T) dT
&i91i-1 -3 j

Predstavljanjem proizvoda kosinusa u obliku zbira i

integracijom dobijamo:

k k
1
sl(t)= -Z-ZA coswt Z Aicxij s (3)
j= i=1
gde je:
sin(w- @.)a sin(tw .+ Ww.)a

o - (S M i
ij (C;-w)a (witw)a

* . e o
Autokorelaciona transformacija nije identi¢na sa auto-
korelacionom funkcijom. U teoriji sluajnih funkcija se
dokazuje da se autokorelaciona funkcija moZe oceniti
pomodu jedne realizacije, ali samo kada granica a-»00.

To je poznata osobina ergodicnosti ili uslov ergodi&nosti.

20 Matemati¢ka obrada astronomskih posmatranja
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Uporedjujuéi jednacine 2 i 3 vidimo da posle
autokorelacione transformacije faze ostaju iste, ali su amplitude

razliito redukovane. Amplitudni multiplikatori su:

ZAO(

Ako su ispunjena slededa dva uslova:

i
[ ] o

(wi+w].) ay»1l i
(W, -w)awl,
1 ]

izraz za Pj se moZe znatno uprostiti:

. } oo
o 1 k A[sm(wi wl.)a . sin( i+wj)a]_
) 21:1 (Ww.-.w)a ( +w)a
i )] 1 ]
1 sin 2a G, k
=—A(1+—2—Q—’—l+ZA°(i-%
a i iz1 3
i
1
o~ 5 Aj .

Posle ovog upro3éenja, izraz za slct) postaje:

s (t —;—Z, i cosw],t. 4)

Neka je AS najveéa amplituda (As=sup Aj). Izraz za
sl(t) mo¥e se napisati i u obliku:

A2

sl(t)c—,f[cosw t+ Z 9]2cos<o t]
j=1

gde su: 9 A/A < 1.
Vlsestrukun autokorelacionim transformacijama posti-
Ye se prigudivanje svih harmonika osim s-te harmonike. Posle q tra-

nsformacije dobid¢emo:

A )29
sq(t): 2 (7§) (cos wo t Z o cos(ojt ) {5)

J#s

20 Matemati¢ka obrada astronomskih posmatranja
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Uzmimo sledeéi primer: amplituda A , koja je druga
po vehcmlz, iznosi 2/3 A . Posle 2 transformacije amphtuda 9 ée
biti (2/3) —(2/3)4 = 0.2, a posle 5 transformacija 9 _(2/3)32
= 0.000 002, Iz ovog primera se vidi da se metodom autokorelacm-
nih transformacija moZe postiéi visoka efektivnost.

Ako je s(t) zadato diskretno: s = Stm), (m= =0, 1 2
-r) i ako ima oblik predstavijen ]ednaémom 2 , opsti &lan

transformlsanog niza ¢e biti:

= Z i A A cos wt cosw (t+m)
J =11i=1 t=-V

Poslednji zbir je oznafen sa § ' zbog toga ¥to prvi
i poslednji sabirak treba pomnoZiti sa 1/2.

Predstavljajudi proizvod kosinusa u obliku zbira i

sabirajuéi te kosinuse dobijamo:

Koeficijenti aij iz jednaine 6 predstavljaju:

sin(w .- w.)v sin(w +w )y
= LR RS L
ij AT AY W+, ‘
2V tg -‘—2—L 2V g —5—1

Kao i u slufaju neprekidno date funkcije, pri dovolj-

no velikom V' i ako i (oj nije suvi$e mala, amplitudni multipli-

lk
pJ_EZ, A

i=1 1

katori postaju:
1
(=1 5 AJ..
Autokorelacione transformacije su naro&ito efikasne
u sludajevima kada je nivo slu€ajnih greSaka relativno veliki (u
odnosu na amplitude korisnih signala). Ako se data funkcija sastoji
od poliharmonijskog signala s{t) i Suma u(t):
ytt = s(tH+ u(t),

autokorelacionom transformacijom se postiZe:

ZU Matematicka obrada astronomskKin posmatranja
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a a
yl(t)= .2ia f s(r) s(t+T) AT + -ZLa f wo)u(t+T) dT  +
-a

a a
- 1 1
~ 5y f s(T) u{t+T) 4t + 5 f u(t) s(t+T) 4T
-a -a
U najprostijem sludaju:
s(t)= Ao cos wot,
pa je:

1 2 sin 2&.)oa
yl( t)= 5 Ao cos wotE+ —z—w—g——l +
o
a
Ao fcos wc;t' ult+T) dT +

a
1
+i;_! uw(t) wt+T) 4T + 3a -

»

a
[¢)
+-2; f u('t)coswo(t+’t‘) datT

Ako je a dovoljno veliko poslednja dva ¢lana se mogu

zanemariti pa je:
t el A2 t+ G (t (7
yl( )N2 o cosaao + uL ),
gde je Gu(t) autokorelaciona funkcija u(t), jer je po definicijiz

a |

1
G (- lim 5= f wer) W) dT
a0 -a

. Ako 3um u(t) ne sadrZi sistematske komponente, sa pove-
¢anjem t po apsolutnoj vrednosti Gu(t) brzo opada, pa se korisni sig-
nal izdvaja u vrlo &istom vidu. To brzo opadanje Gu( t) proistife iz
&injenice da sa poveéanjem koraka T dva preseka u(t) su sve manje
korelisani.

Radi ocene statisti€kog znaenja pojedinih pikova u
transformisanim funkcijama, tj. radi odredjivanja verovatnoce u kojoj
meri oni predstavljaju rezultate rezonancija slu€ajnih gresaka ili u
kojoj meri oni objektivno odraZavaju harmonijske komponente, neophodno

je da se znaju disperzije.

v ATAE M 48NS LA ARYE A A Amaee A YA A arammNmmAnA g e sane maemany o
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Ako je y¢x) dato diskretno:

Yy=A coscom+u
o o m

autokorelacionom transformacijom se postiZe:

YVq= Z (A cos e t+u)[A €os G (t+m) +u, ] (8
17 2% +m

. t=-¥

MoZe se jednostavno pokazati da disperzija Y1 zadovolja-
¥
va jednalinu
2
1.2

= 2]

Diyp- (A +*797, (9)
gde je © disperzija y(t) za koju se pretpostavlja da je konstantna
(3um za koji je 62=éonst. naziva se "beli §um").

Znadajnu informaciju o efektivnosti transformacije pred-
stavlja tkz. nivo uma koji se defini%e kao odnos disperzija Suma i

korisnog signala:
D [uct)]
W *DBrso]

Bez izvodjenja( &itaoca koji se za to interesuje upuéujemo
na citiranu knjigu Serebrenikova-Pervozvanskog ) napominjemo da
je za netransformisanu funkciju y(t) :

2,.2
(‘L(Y)326 /AO s

a za yl(t) H

166
prp e 7 (1

2
1 6
7 7 ) ( 10)
A A
o o
Za vy 8 ol yp< (,c(y),U prakti¢nim primenama korelacio-
nih transformacija uvek je ¥'% 8, pa se nivo $uma smanjuje veé u pr-

voj transformaciji.

* Serebrenikov M.G. , Pervozvanskij A.A.: Vijavlenije
skritih periodi€nostei, Moskva, 1965,
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33. METODE SPEKTRALNE ANALIZE
SLUCAJNIH FUNKCIJA

Neka je nad funkcijom y(t) izvr¥ena autokorelaciona

transformacijas

a
yl(t)=lir<x>1° 5 _f VDY (t47) 4T = Gy(t) y

gdeje GH) autokorelaciona funkcija y(t).
Fum]eova integralna transformacija Gy(t), kao 3to zna-

mo, predstavlja spektralnu gustinu funkcue ylt:

S(e) = 21'7c 9t (t)dt - 2—,11— f e'wtyl(t)dt
- "

ili, na osnovu jednafine 8 paragrafa 31 :
00

2
S() = T of yl(t)cosw tdt.

Ako y(t) predstavlja zbir poliharmonijskog signala s(t)

i $uma wu(t): X
yit) = Z Ajcos(q,jt+ ¢j) + u(t), (1)
j=1

S(w) se raduna po formuli:

k
1 2[

@) == . w- W, . .
s@) 7 ]Z::i A, =Y wJ)+B(w+qu)} + 3 (@)
Ovu relaciju éemo dokazati.

U poslednjoj jednadini B predstavlja poznatu Dirakovu fu-

nkcijus %o o
S(x) = = f 19% 46 ’2'3'17: f cosw x A 3)

(2)

Njena vaZna svojstva su:

0O za x40
L. 500:{00 za x=0

a
2. f&(x)dx:l
-a
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b
3. f YoOdt-x dx = y(t),  za t €(a,b)

Kada probna ugaona brzina »¢o, Dirakova funkcija
B(Cu - @ )>%0, pa se S(w) sastoji od niza erlo ostrih pikova koji
podinju ]od jednog datog nivoa jednakog spektralnoj gustini Suma
Su(w) Ako se radi o belom Sumu, znamo da je S (co) =const.

Do relac13a 2 dolazi se lako ako se ima u vidu re-
lacija 7 paragrafa 32 u kojoj %Az cos w t treba zameniti

2
sa 5 Z A cosw]t

1

S= 757

k
1
3L

i-1

8@8

AfcoswjtJ cosetdt +

E’l**

o

f G (bdt =
_00 u

]

k
f{z A?cosw‘t} coswtdt+ S (@),
o ‘j21 ) L : v

Prvi ¢lan sa desne strane poslednje jednadine moZe da

i

se napiSe u obliku:
o0

A.2 f cosw t coscot dt =
e o

Mw

1
SS(GJ) =

i
00

A,2 j[cos(w+w.)t + cOos (w-w,\tj dt .
J 0 ) J

&l
LD

S obzirom na jednadinu 3 , Ss(w) postajes

5 (@)= % Z {B(cmwj) + dtw-wpl)

pa se za S (W) dobija izraz koji je i trebalo dokazati.
Pored odredjivanja spektralne gustine preko korelacione
funkcije, ona se moZe pribliZno odrediti i pomoéu Furijeovih tran-

sformacijas
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L 2
S [ % + vie]. (4)
Ako je realizacija y(t) zadata diskretno u 2r+l tacaka
( Y oY p 10 Yoy ocena spektralne gustine se vrsi pomoéu jed-
nacine:
S@w 2”1 [ v + Vi) 4y

gde ée U(@) i V(w)radunaju pomoéu jednadine 1’ i 2’ para-
grafa 30.

Kada se kaZe "ocena spektralne gustine" ima se u vidu
da je interval na kome je zadata realizacija y(t) konacan i da je
nemoguée odredjivanje teorijske vrednosti S(w). Po3to se u praksi
redovno javlja taj sludaj, pitanje koje se zbog toga prirodno name-
ée je kolika je pouzdanost ili kolika je tacnost takvih ocena.

Ako se S(w)raduna po formuli 47, Suster je pokaza-
o da pri hipotezi Ho po kojoj i predstavljaju jednu realizaciju
belog 3uma vaZi slededa relacij;:

x62 -X

P{scw» Soed =€ s (5)

u kojoj je P verovatnoda izraza u zagradi, x - proizvoljno izabrani
broj i 62 - disperzija i

Sa unapred zadatim nivoom statisti¢ke znacajnosti §& ,
koji je, po pravilu, mali ( recimo, 0.01, 0.05, 0.10, itd.), ratu-

. -x T <
namo x iz ognosa: e "= W . Sa tako dobijenim x racunamo gra-

6 L . .
ST ¢ Svi pikovi datoga spektra za koje je S(G)i» So su
u protivredénosti sa hipotezom Ho' Drugim recima, oni su u protiv-

. X
nicu S =
o

re&nosti sa hipotezom o rezonanciji slu€ajnih greSaka kao uzroku
njihova porekla.
* o X co ey .
Valker je modifikovao Susterovu relaciju i naSao da je

verovatnoéa P da bar jedna od N spektra]élih linija S(Cui) (i=1,2,...

*
,N) datoga spektra predje granicu -)%E— jednaka:*

¥ Schuster A: Terrestr. Magn. 3, 1898, 13-41.
¥%* Walker G: Calcutta Ind. Met. Mems. 21,9,1914.
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x62 N

-X
P{sl<w)> e =l-(1-e) 7, (6)

gde je Sl(Co) najveda spektralna gustina:

51(&)) = siup S (@)

Odredjujuéi x iz relacije:
’ -x, N
1-0-e7)" =@,
gde je w proizvgljno izabrani mali pozitivni broj, mo¥emo odrediti

granicu So = ngt ispod koje treba da se nalaze sve spektralne li-

nije koje rezultiraju iz sluajnih gre$aka.
. . ; . L 2
Umesto jedna¢ina 5 i 6 ukojima figurie 6 - para-
metar koji se mora odrediti iz neposrednih posmatranja i sadr¥i ne-

. ~ N s > . . L. W
izbeZnu slucajnu gresku, koriste se sledeée relacije’

Hlwy - =0 7
) S(@)
SRS
N-1
P{H(CuP)x}:(l-x) , (0Dex<l). (8)

Relacije 9 1 10 prethodnog paragrafa i relacije
5 - 8 ovoga paragrafa mogu da zadovolje osnovne potrebe kori-
snika statisti¢kih metoda u smislu ocene pouzdanosti dobijenih rezul-
tata. Sto se ti€e ocene tagnosti rezultata dobijenih primenom prostin
kombinacija ordinata, zbog jednostavnosti u izvodjenju potrebnih for-
mula mi ¢emo ih izostaviti. Pomodu teorema koje su date u ovoj knjizi
Citaoc ¢e za svaku od pomenutih metoda lako doéi do potrebnog izraza
za ocenu taénosti.

Posmatranja jedne iste pojave na raznim opservatorijama se
razlikuju po ta¢nosti, pa ée, kao posledica toga, nivo fuma i duZine
odgovarajuéih spektralnih linija varirati zavisno od ta&nosti posmat-

rackog materijala. Da bi se rezultati spektralne analize lakSe upore-

* Serebrenikov M.G. i Pervozvanskij A.A.: Vijavlenije
skritih periodiénostej, 1965., Moskva.
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djivali, umesto S(Q)i) racdunaju se tzv. normirane spektralne gustine.

U tom cilju se spektralne gustine S (Coi) izraze u jedinicama S(wo)
- spektralne gustine koja odgovara nekom od glavnih ili tipi¢nih har-

monijskih ¢lanova. Drugim relima, S(wi) se podele sa S(ooo) .

33.1. METODA BLEKMANA-TJUKIJA T NEKE DRUGE INDIREKTNE
METODE

U poslednjih desetak godina osobitu paZnju astronoma i geo-
C . « . N
fizi¢ara privliadi metoda spektralne analize Blekmana-Tjukija . U
ovome paragrafu izloZidemo osnove pomenute i jo$ nekih metoda koje

su poznate pod nazivom indirektne metode spektralne analize.

Racunanjeé spektralnih gustina pomodéu jednadina 2, 4 ili
4 ' se naziva direktnim jer bazira na podacima neposrednih merenja.

Kod indirektnih metoda spektar poliharmonijskog procesa se dobija

n

n.=n
272

iz modifikovane autokorelacione funkcije. T T
Ako je X(t) sludajna funkcija zadata na intervalu te[- :I,

autokorelaciona funkcija ¢e bitiz

fL(T) . oz
G (T) =~ X{t- =) X(t+ =) dt (9)
00 2L(T) L 2 2
gde je: T |7
L) =

2

Kao $to znamo, Goo(’t') se moZe radunati za vrednosti

koje zadovoljavaju uslov: |T| éTm (Tm-: Tn) , ali da bi se dobile "sta-
bilne" ocene spektralne gustine GOO(T) , potrebno je da bude: ! LTn

-1

o

*Blackman R.B. and Tukey J.W.: The Measurement of Power
Spectra from the Point of View of Communications Enginee-
ring, Dover, 1959. i Blackman R.B.: Data Smoothing and
Prediction, Reading, 1965.
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Ako Goo('t) pomnoZimo nekom funkcijom Di (T) dobidemo
modifikovanu autokorelacionu funkciju.

U metodama spektralne analize za Di('t) se uzimaju fun-
kcije koje zadovoljavaju slededa tri uslova:

1. Di(O) =1,

2. Di(T)E 0, zalTi >Tn i

3. Di (-T) = Di (7).

U engleskoj terminologiji funkcija Di('t') se naziva "lag
window". Mi joj neéemo dodeliti neko posebno ime.

Sa datim Di("c') i Goo('t‘) raduna se:

Gi (T) =Di 9] Goo T,
a zatim i S_(f): 0

! -iwT

s- f 6@ e™Tar (w-2mf) (10)

i o b

Za modifikovanu spektralnu gustinu Si(f) demo upotreblja-
vati kradi termin: spektralna gustina, a za spektralnu gustinu po de-
finiciji S(f) - termin: prava spektralna gustina.

Ako imamo u vidu viSe realizacija sluajne funkcije X(t) ,
ima smisla govoriti o srednjoj vrednosti Si(f) koju demo oznaditi
sa: [Si(f)] m i o vezi izmedju srednje i prave spektralne gustine.

Pre nego $to pomenutu vezu izvedemo primetid¢emo da je:

[G, @), = D, G
gde je G(T) "prava" autokorelaciona funkcija. Da nebi bilo zabune,
¢itaoca potsecamo da, po definiciji, autokorelaciona funkcija predsta-
vlja matematicko olekivanje proizvodas X(t)X(t+T) . Podto je Di(’t)
neslu¢ajna funkcija, srednja vrednost Gi(’t’) jednaka je proizvodu
D,l(ft) i srednje vrednosti Goo(‘t) (Goé‘t) predstavlja ocenu auto-
korelacione funkcije iz jedne realizacije) koje je, s obzirom na us-
lov ergodiZnosti, jednaka autokorelacionoj funkciji G (T) (-00<T ¢00).

Ako Furijeovu transformaciju oznadimo slovom C}/, moZemo
pisati sledeée jednadine:

sh- Fem]

(s8], -F [6,) _ -
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- ?’J[D'i(‘t) G =
= QH)® S() . (11)

OkruZena zvezdica u jednacini 11 ne oznafava proiz-
vod, veé tzv. konvoluciju. Po definiciji, funkcija V(t) je konvolu-
cija funkcija W(t) i E(t) za argument t ako je:

' V(t)=fW(t-bE(}\) dX\ = W(H® E(t)
ili, posle promene argumenta:

V(t):fW('u)E(t-'c) aT .

Funkcija:

Qi(f)=7[Di @],

koja figuride u jednaCini 11 , naziva se spektralni prorez ( u en-

gleskoj terminologiji: "spectral window") .
Funkcija S(f):g'-tG(‘t)] predstavlja pravi spektar.
Najjednostavniji oblik Di(T) jes

1, zapri<«T
Do(q:) —{O, za Tl > TE (12)
Odgovarajudi spektralni prorez je:
siann
= —_——— ’
QO(T) = ZTn an (12)

U slucajevima kada se uzima da je Tm:Tn’ radunanje
Goo(‘t) je jednostavnije ukoliko je:

1T}

- T za T} <Tm
D, T = ™ (13)
o, za T} > T
m
Odgovarajuéi spektralni prorez Ql(f) je definisan jedna-~
dinom: . me
sin —;
Ql(f)= Tm T (13)°
—_—m
2

Parazitski efekti, koji se ocenjuju prema odnosu amplitude

primarnog i sekundarnih pikova, su jo% manji ako se za Di("t) uzme:

Dz(‘t)=% (1+cos ZE.) D_(T) (14)

m

g
T
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Spektralni prorez, Qz(f) , poznat kao prorez Blekmana-

-Tjukija, je definisan jedna&inom:
1 1 1 1 1 ,
Qz(f)= 5 Qo(f)+ 7 Qo(f- ﬁm )+ A Qo(f+-2—,fm ) . (14)

Kada se radi o frekvencijama f u oblasti: l/Tm<'f<2/Tm,

jos bolji rezultati se postiZu sa:

D3("C)=(O.54+0.46 cos ?_rfl) D (T). 15)

m

Spektralni prorez Q3(f) se takodje moZe izraziti preko
Q (B
L.
Q)= 0.54Q (1 0.23 Q(f- 2Tm)+ 0.23 Q_(f+

1 )
> ). (15)
m

Polazedi od datih relacija dolazimo do sledeéih odnosa iz-
medju S(f) i8 (f)-

S (f)= fT[G 2T =
=‘}r[D2(fc> G (]

:C}-B—(l + cos gTL:) DO(T)GOCST)J =
=frr[ (1+cos ) G (T)J
T

- the S, (6) . (16)

Velicina th je definisana izrazom:

Y (0-30+ F 3t ..2.%;) +%5(f+?11:) L

Kao i ranije, B(u) predstavlja poznatu Dirakovu funkciju.

Za datu frekvenciju f Sz(fl) se racuna po formuli:

1’

1 1
S,fp=7 s(f.2T )

1 1
=) + 58 (f)+ 7 So(f1+ > (18)
m m
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Gornja metoda izravnanja sa teZinama 0.25,0.50,0.25 je
poznata kao Hanova metoda ( po austrijskom meteorologu Juliusu

von Hannu) ili "hanning'" metoda.

Na slidan nadin moZe se dokazati da je:
53(f)= thQ So(f) (19)
gde je:

Vi, - 0-54 8+ 0.238(¢- ﬁ) +0.23 8(f+—2—T-1-nT) . (20

Spektralna gustina 53(f1) se racuna po formuli:

1
SHEAR 023S(f1-2T —7—)+ 0.54 S (£) +0.23S (£ + Tm)(zl)

Metoda izravnanja po jednacini 21 je poznata kao

Hamingova metoda ( po R.W.Hammingu) ili "haming" metoda.

Kao poslednju metodu spektralne analize nave$éemo meto-

du koja se bazira na jednacdinama:

T

v
D, @)=(0.42 + 0.50 cos ZT ., 0.08 cos 2o—) D_(T) -
m m

:i(17+8 cos ) 1 (1+ cosJLT) D Ty, (22)
25 2

m

1 1
54(f)= 0.16 S,( f- Q—T;l-) +0.68 S,(f)+ 0.16 S, (f+ ET"')' (23)

84(f) moZe da se rafuna preko So(f) na taj nadin Sto se

1 ) 1
Hanovom metodom prethodno odrede Sz(f- 271:;) , Sz(f) i 82(f+ =)

Radi lakSeg medjusobnog uporedjenja u pogledu selektiv-
nosti i u pogledu uporedjenja parazitskih efekata, na slikama 1 i 2
pozajmljenim iz knjige Blekmana 1965 , predstavljena su prva &etiri
spektralna proreza.

IstraZivanjima raznih formi spektralnih proreza bavili su

* ¥**
se; Parzen E. , Bartlett M. S. , itd.

*% An Introduction to Stochastic Processes, Cambridge, 1955.

*
Ann.Math. Stat. 28.1957.
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Ocene spektralnih gustina indirektnim metodama imaju
veliki praktiéni znacaj koji se ogleda u izravnanju. Posmati‘ane
realizacije slu€ajnih funkcija su date na konaénim intervalima i
u kona¢nom broju, pa ocene spektralnih gustina sadrZe sluajne
greSke. Uvodjenjem multiplikatora autokorelacione funkcije Di(‘t')
njihov uticaj se moZe znatno umanjiti.

Neka je data n+1 vrednost funkcije X(t) sa ekvidistantnim
razmakom At=1:

X ,X X
o

1’7277
Na nacin koji ¢emo objasniti kasnije biramo podinterval
od h jedinica i radunamo:

1. Srednje proizvode:

1 n-hr N
s ey Z% Xi Xi+hr; (r:O.l,Z,...,m;m/_.E) 2
1=

2. Sirove spektralne gustine

m-1
4 =
S’(s)=h (G0+2 ;1Gr cos

TSIZC + Gm cosD‘Cs) 3(s=0,1,2,..,m)
3. Preciséene spektralne gustine S(s\koje se dobijaju izra-
vnanjem sirovih sa teZinama:
0.25, 0.50, 0.25 {Hanova metoda)
ilis
0.23, 0.54, 0.23 (Hamingova metoda)

Izmedju broja s i frekvencije f vaZi relacija: f=§-n%1—— ,

Kao mera stabilnosti ocene spektralne gustine S{(f) u od-

nosu na srednju vrednost S(f) uzima se koli&nik:
K - 2 Sz(f) ’
9]

S

2
gde je 65 disperzija sluCajne promenljive S(f) .
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Za k se koristi naziv broj stepeni slobode. Ovaj naziv
je dat ne samo zbog toga 3to je odnos srednje vrednosti i disper-
zije slu€ajne promenljive ’X'i (k - broj stepeni slobode) jednak
k/2, veé i zbog toga $to detaljnija teorijska analiza i eksperimen-
talna istraZivanja sa generisanim serijama pokazuju dobro slaga-
nje izmedju tih relacija.

Stabilnost prefiSéenih spektralnih gustina S(s) pribli-

Zno je jednaka stabilnosti X,z *, gde je:

k
1
k=2(f—-‘§)

Prema tome, pri izboru h o ovoj &injenici se vodi ra-
¢una.

Proizvod hm se zove naj edi ili maksimalni korak.

* Blackman R.B.: DATA SMOOTHING AND PREDICTION,
Addison-Wesley Publish. Company, inc., 1965. str.149.

21 Matemati¢ka obrada astronomskih posmatranja
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34. NEXE NAPOMENE U VEZI SA PRIMENOM
METODA SPEKTRALNE ANALIZE

1. Ako je X(t) zadato u obliku niza ekvidistantnih vred-
nosti sa ekvidistantnim razmakom At, treba voditi raduna o tome
da je spektralna gustina S(f) periodiéna funkcija f sa periodom
1/At:

‘ 2 i27CfkA
St)- at 2. Glige KA
i k=-00
U nekim izrazima koje smo dali u prethodnim paragrafi-

ma At je izostavljeno, jer se implicitno pretpostavlja da je At=1.

To je sasvim jasno ako se uporede zbirovi sa odgovarajuéim inte-
gralima.
Zbog periodifnosti funkcije S{f), deo ove funkcije nad
I daje maksimum moguéih
N N TA7  dal aksimu guéi
informacija o sastavu poliharmonijskog signala. Grani&na frekven-

intervalom -f1 Lfe fN’ gde je f

cija fN je poznata pod imenom Najkvistova frekvencija (Nyquist

frequency) .

2. Ako trajanje nadih posmatranja 2dt nije zanemarljivo
u odnosu na perindu T-20T /&> neke harmonijske komponente X(t)=
=asincéot, Xi ce predstavljati srednie - “adnosti ordin cta u inter-

valu(t -dt, t +dt}:
o o

G +dt
~ K
a
X =mm— J sinwu Ju -
k™ 24t .
Lk-ut
sinW i .
= ~— a sinwi,
w at
= A sux(ntk .

1z poslednjib jednadina ;¢ ;asno da ¢o ampirtuda A koiy

radunamo iz Xi’ biti jednaka amplitudi TRG NOVGIO) Za tahiort
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sinwdt

LT

To znadi da rafunaie amplitudu treba pomnoZiti sa

1/% da bi se dobila prava amplituda a.

3. U spektralnoj analizi sluajnih funkcija frekvenci-
je mogu biti pozi-tivne i negativne. Iz definicije spektralne gusti-
ne se vidi da ona predstavlj; funkciju definisénu u oblasti

~®<f<0 ioblasti 0&£f<00 ., WYistraZivanjima prirodnih pojava,

naravno, nas interesuje samo oblast f&(0,00) .

193

e, - e

A
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sinwdt

LT

To znadi da rafunaie amplitudu treba pomnoZiti sa

1/% da bi se dobila prava amplituda a.

3. U spektralnoj analizi sluajnih funkcija frekvenci-
je mogu biti pozi-tivne i negativne. Iz definicije spektralne gusti-
ne se vidi da ona predstavlj; funkciju definisénu u oblasti

~®<f<0 ioblasti 0&£f<00 ., WYistraZivanjima prirodnih pojava,

naravno, nas interesuje samo oblast f&(0,00) .

193

e, - e

A
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35. PRILOZI

TABLICA I

.. 35,1 Funkcija normalne raspodele verovatnoée F(x), gustina nor-
malne raspodele f(x) i izvodi f(x).

x - P(x) £(x) £(x) £ (x) £7(x) ftv(x)

Q,OO 0,50000 0,39894 -0,00000 -0,39894 0,00000 1,19683%

05 51994 39844 01992 39745 05972 18936
10 53983 39695 03970 39298 11869 16708
15 55962 39448 05917 38560 17018 13038
20 57926 39104 07821 37540 23150 07990
25 59871 38667 09667 36250 28396 1,01651
30 61791 38139 11442 34706 332295  0,94130
35 63683 37524 13133 32927 37791 85555
40 65542 36827 14731 30935 41835 76070
45 67364 26053 16224 28752 45386 65832
50 69146 35207 17603 26405 48409 55010
55 70884 34294 18862 23920 50880 43777
60 72575 33322 19993 21326 52783 32309
65 24215 32297 20993 18652 54110 20783
70 75804 31225 21858 15925 54863 0,09371
75 77337 30114 22585 13175 55052 -0,01764
80 78814 28969 23175 10429 54694 12468
85 80234 27798 23629 07714 53814 22600
90 81594 26609 23948 05056 S2445 32034
95 82894 25406 24136 02477 50624 40668

1,00 0,84134 0,24197 -0,24197 -0,00000  0,48394 -0,48394
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TABLICA I (nastavak)

x P(x) £(x) £(x) £ (x) £™(x) fIv(x)
1,00 0,84134  0,24197 -0,24197 0,00000 0,48%94  -0,48394
05 85314 22988 24138 02356 45801 55160
10 86433 21785 23964 04575 42895 60909
15 7 - 87493 20594 23683 06641 39728 65611
20 88493 19419 23302 08544 36352 69255
25 89435 18265 22831 10274 32820 71847
20 90320 17137 22278 11824 29184 73413
35 91149 16038 21652 13192 25495 73993
40 91924 14973 20962 14374 21800 73642
45 92647 13943 20217 15372 18145 72427
1,50 93319 12952 19428 » 16190 14571 720425
55 93943 12001 18601 16831 11114 67721
60 94520 11092 17747 17304 07809 64405
65 95053 10226 16874 17615 04682 60571
70 95543 09405 15988 17775 0,01759 56316
75 95994 08628 15099 17795 -0,00944 51733
80 96407 07895 14211 17683 03411 46915
85 96784 07206 13332 17458 05633 41953
90 97128 06562 12467 17126 07605 36928
95 97441 05959 11621 16701 09326 31919
2,00 97725 05399 10798 16197 10798 26996
05 97982 04879 10002 15626 12028 22220
10 98214 04398 09237 14998 13024 17646
15 98422 03955 08503 14327 13797 13318
20 98610 03547 07804 13622 14360 09274
25 98778 03174 07141 12894 14729 05542
30 98928 02833 06515 12152 14920 -0,02141
35 0,99061 0,02522 -0,05926 0,11405 -0,14949 +0,00915
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TABLICA I (nastavek)

z P(x) £(x) £9(x) £ (x) £7%(x) )

2,40 0,99180 0,02239 -0,05375 0,10660 -0,14834  0,03623

45 99286 01984 04860 09924 14593 05981
2,50 99379 01753 04382 09202 14242 07997
55 . 99461 01545 03940 08501 13798 - 09683
60 99534 01358 03532 07824 13279 11053
65 99598 01191 03157 07174 12698 12127
70 99653 01042 02814 06555 12071 12926
75 99702 00909 02501 05968 11410 13473
80 99744, 00792 02216 osu14 10727 13793
85 99781 00687 01959 04895 10034 13910
90 99813 00595 01726 o4411 09339 13850
95 99841 00514 01517 03961 08651 13638
3,00 99865 00443 01330 03545 07977 113296
05 99886 00381 01162 03163 07323 12847
10 99903 00327 01013 02813 06694 12313
15 99918 00279 00880 02493 06093 11714
20 99931 00238 00763 02203 05523 11066
25 99942 00203 00659 01940 04987 10387
30 99952 00172 00568 01704 04485 09690
35 99960 00146 00489 01491 04018 08987
40 99966 00123 00419 01301 03586 08290
45 99972 00104 00358 01132 03189 07606
3,50 99977 00087 00305 00982 02825 06943
55 99981 00073 00260 00849 02494 06308
60 99984 00061 00220 00732 02194 05703
65 99987 00051 00186 00629 01923 05133

70 0,99989 0,00042 -0,00157 0,00539 -0,01680 0,04599
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PTABLICA I (nastavak)

x F(x) £(x) £7(x) £7(x) £™(x) £V (x)

3,75 0,99991 0,00035 -0,00132 0,00461 -0,01463 0,04103

80 99993 00029 00111 00392 01269 03646
85 99994 00024 00093 00333 01098 03226
90 99995 00020 00077 00282 00946 02842
95 99996 00016 00064 00238 00813 02495

4,00 0,99997 0,00013 -=0,00054 0,00201 -0,00696 0,02181



Y

0,00
o1
02
03
o4

05

06
07
08
09

10
11
12
13
14

15
16
17
18
19

21
22
23
24

25
26
27
28
0.29
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TABLICA I

35.2 Gama funkcija.

[+

1.000000 .

0.994326
988844
983550
978438

973504
968744
964152
959725
955460

951351
947396
943590
939931
936416

933041
929830
926700
923728
920885

918169
915577
913106
910755
908521

906403
904397
902503
900718
0.899042

p

0.30
31
32
33
34

35
36
37
38
39

41
42
43

45

47

49

51
52
53

55

57

0.59

[(1+p)

0.897471
896004
894641
893378
892216

891151
890184
889314
888537
887854

887264
886765
886356
886036
885805

885661
885604
885633
885747
885945

886227
886592
887039
887568
888178

888868
889639
890490
891420
0.892428

p

0.60
61
62
63

65

67

69

70
71
72
73
74

75
76
77
78
79

81
82
83
84

85
86

87

0.89

['(1+p)

0.893515
894681
895924
897244
898642

900117
901668
903296
905001
906782

908639
910572
912581
914665
916826

919062
921375
923763
926227
928768

931384
934076
936845
939690
942612

945611
948687
951840
955071
0.958379
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TABLICA II (nastavak)

0.90 0.961766 0.95 0.979881
91 965231 96 983742
92 968774 97 987685
93 972397 98 991708
9%  0,976099 9 995813

1.00 1.000000

Vrednosti gama funkcije date u tablici II pozajmljene
su iz knjiges BolSev L.N. i Smirnov N.V.: Tablici matematideskoj
statistiki, AN SSSR, Moskva, 1968.

Za radunanje [*(n+p) (gde je n ceo broj, a p pravi raz-
lomak) za 2 £ n & 6 preporuduje se formula:

[(a+p)=(n-1+p) (n-2+p)...(1+p) [ (1+p).
Za n>6 moZe se koristiti tablica faktorijela, jer je:

['(n+1)=n!

Za argumente koji su izmedju celobrojnih vrednosti,
[’(n+p) se moZe dobiti interpolacijom.

Ako je n mnogo veliki broj glomazni radun faktorijela
se moZe izbeéi koriséenjem Stirlingove formule:

P(x)=@xx exP{_x"'f]ch -3%5::3 +....}
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TABLICA III

2
35.3 Vrednosti XPi verovatnoée P da pri broju stepeni

slobode v bude ispunjen uslov: )Ll)/ sz

v P: 0,99 0,95 0,90 0,80 0,70
10 2,558 3,940 4,865 6,179 7,267
11 3,053 4,575 5,578 6,989 8,148
12 3,571 5,226 6,304 7,807 9,034
13 4,107 5,892 7,042 8,634 9,926
14 4,660 6,571 7,790 9,467 10,821
15 5,229 7,261 8,547 10,307 11,721
16 5,812 7,962 9,312 11,152 12,624
17 6,408 8,672 10,085 12,002 13,531
18 7,015 9,390 10,865 12,857 14,440
19 7,633 10,117 11,651 13,716 15,352
20 8,260 10,851 12,444 14,578 16,266
21 8,897 11,591 13,240 15,445 17,182
22 9,542 12,338 14,041 16,314 18,101
23 10,196 13,091 14,848 17,187 19,021
24 10,856 13,848 15,659 18,062 19,943
25 11,524 14,611 16,473 18,940 20,867
26 12,198 15,379 17,292 19,820 21,792
27 12,879 16,151 18,114 20,703 22,710
28 13,565 16,928 18,929 21,588 23,647
29 14,256 17,708 19,768 22,475 24,577
30 14,953 18,492 20,599 23,564 25,508
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TABLICA

III (nastavak)

v P: 0,50 0,30 0,10 0,05 0,01

10 9,342 11,781 15,987 18,307 23,209
11 10,341 12,899 17,275 19,675 24,725
12 11,340 14,011 18,549 21,026 26,217
13 12,340 15,119 19,812 22,362 27,688
14 13,339 16,222 21,064 23,685 29,141
15 14,339 17,322 22,307 24,996 30,578
16 15,338 18,418 23,542 26,296 32,000
17 16,338 19,511 24,769 27,587 33,409
18 17,338 20,601 25,989 28,869 34,805
19 18,338 21,689 27,204 30,114 36,191
20 19,337 22,775 28,412 31,410 37,566
21 20,337 23,858 29,615 32,671 38,932
22 21,337 24,939 30,813 33,924 40,2389
23 22,337 26,018 32,007 35,172 41,638
24 23,337 27,096 33,196 36,415 42,980
25 24,337 28,172 34,382 37,652 44,314
26 25,33%6 29,246 35,563 38,885 45,642
27 26,336 30,319 36,741 40,113 46,963
28 27,336 31,391 37,916 41,337 48,278
29 28,336 32,461 39,087 42,557 49,588
30 29,336 33,530 40,256 43,773 50,892
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TABLICA IV

35.4 Desetni logaritmi funkcije G (5,2) (aproksima-
cija empirijske raspodele verovatnoée Pirsonovom funkcijom tipa IV.

S: 2 4 6 8 10

$

0° 0.196 0.071 1.992 1.934 1.888 -
5 198 076 0.000 946 903 -
10 205 092 026 982 949
15 216 120 071 0.043 0.028
20 233 161 137 134 145
25 256 217 227 260 304
30 288 293 348 427 518
35 329 393 508 646 798
40 385 525 718 935 1.165
45 460 701 997 1.317 651
5 S 12 14 16 18 20
0 1.850 1.818 1.790 1.765 T.743
5 869 840 815 794 775
10 925 906 891 880 871
15 0.021 0.020 0.022 0.028 0.037
20 163 187 215 246 280
25 358 416 479 546 615
30 617 722 831 9uu 1.059
35 957 1.123 1.293 1.466 641
40 1.404 648 897 2.149 2.404

45 993 2.341 2.694 3.049 3.408



10
15
20
25
30
35

45

o i O~

1

20
25
30
35

45

TABLIC
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A IV (nastavak)

22 24 26 28 30
1.723 1.704 1.687 1.672 1.657
758 743 - 729 717 - 705
864 859 856 853 852
0.047 0.060 0.073 0.088 0.104
316 354 393 434 475
685 758 832 908 984
1.176 1.295 1.416 1.537 1.660
819 999 2.180 2.362 2.546
2.660 2.919 3.179 3.441 3.703
3.768 4,131 4.495 4.860 5.226
32 34 36 38 40
I.643 I.630 I.e18 I.606 I.595
695 685 676 668 660
852 852 853 855 - 857
0.121 0.139 0.158 0.177 0.197
518 561 605 650 695
1.062 1.139 1.219 1.299 1.379
784 909 2.034 2.159 2.286
2.73%0 2.915 3.101 3.288 3.475
3.967 4,231 4.460 4.762 5.028
5.593 5.961 6.330 6.700 7.070
42 444 46 48 50
I.585 1.575 I.565 I.55% I.547
653 e4c 640 634 629
350 864 868 872 877
0.217 0.238 0.259 0.381 0.30%
741 787 834 881 929
1.460 1.541 1.623 1.705 1.787
2414 2.541 2.669 2.798 2.927
3.663 3.851 4,040 4,229 4.418
5.294 5.562 5.829 6.098 6.366
7. 440 7.812 8.183% 8.555 8.927
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TABLICA V

35.5 Studentova t-raspodela. Vrednosti tp da za datu
vergvatnoéu P i dati broj stepeni slobode v bude ispunjen uslov:
1t > tp.

Y p: 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700
11 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697
12f - 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695
13 0,128 0,259 0,394 0,538 0,694
14 0,128 0,258 0,393 0,537 0,692
i5 0,128 0,253 0,393 0,53%6 0,691
16 0,128 0,258 0,%92 0,535 0,690
17 0$128 Os257 Ug '92 01554 0’689
18 0,127 0,257 0,292 0,534 0,688
19 0,127 0,257 0,39L 0,53% 0,688
20 0,127 0,257 0,391 0,533 0,687
21 0,127 0,257 0,391 0,5%2 0,686
22 0,127 0,256 @,390 0,532 0,686
23 0,127 0,2% 0,390 0,532 0,685
24 0,127 0,256 0,390 0,551 0,685
25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684
o6 0,127 0,256 C, 390 0,531 0,684
27 0,127 0,256 0,380 0,531 1,684
28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,68%
29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,68%
30 0,127 0,256 0,38 0,530 0,583
oo 0,12566 0,25525 C,385%22 0, 52440 0,67449
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TABLICA V (nastavak)

v P: o,3 0,2 0,1 0,05 0,01
10 1.093 1,372 1,812 2,228 3,169
11 1,088 1,363 1,79 2,201 3,106
12 1,083 1,356 1,782 2,179 3,055
13 1,079 1,350 1,771 2,160 3,012
14 1,076 1,345 1,761 2,145 2,977
15 1,074 1,241 1,753 2,131 2,947
16 1,071 1,337 1,746 2,120 2,921
17 1,069 1,333 1,740 2,110 2,898
18 1,067 1,330 1,734 2,101 2,878
19 1,066 1,328 1,729 2,093 2,861
20 1,064 1,325 1,725 2,086 2,845
21 1,063 1,323 1,721 2,G30 2,831
22 1,061 1,321 1,717 2,074 2,819
23 1,069 1,319 1,714 2,069 2,807
24 1,005 1,318 1,711 2,064 2,797
25 1,058 1,316 1,708 2,060 2,787
26 1,058 1,315 1,706 2,056 2,779
27 1,057 1,214 1,703 2,052 2,771
28 1,056 1,313 1,701 2,048 2,763
29 1,055 1,.11 1,699 2,045 S
3 1,055 T 1,707 2,0%2 Fa 7

o 1,0%643 3, o1nn pLTR 3 1499956 2, 975450




_ 35.6 Kvantili u

q uy
‘0.50  0.00000
51 02507
52 05015
53 07527
54 10043
55 12566
56 15097
57 17637
58 20189
59 22754
60 25335
61 27932
62 30548
63 33185
64 35846
65 38532
66 41246
67 43991
68 46770

69 49585
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TABLICA

0.70
71
72
73
74

75
76
77
78
79

80
81
82
83
84

85
86
87
88

q

Uq

0.52440

1l

55338
58284
61281
64334

67449
70630
73885
77219
80642

84162
87790
91536
95416
99446

03643
08032
12639
17499
22653

VI

q

0.90
91
92
93
94

95
96
97
In
972

973
974
975
976
977

978
979
980
981
982

Yq

1.28155
34076
40507
47579
55477

64485
75069
88079
89570
91104

92684
94313
95996
97737
99539

2.01409
03352
05375
07486
09693

q

0.983
984
985
986
987

988
989
990
991
992

993
9%
995
996
997

998
999

standardne normalne raspodele.

Uq

2.12007
14441
17009
19729
22621

25713
29037
32635
36562
40892

45726
51211
57583
65207
74778

87816
3.09023

Ako je potrebno da se odredi uq za q £ 0.5 koristi
se Tablica VI i relacijas

u

q

= —ul_

Q

Primers: u0.0S'_u0.95' -l.64485



B, 1B

10 10
11
12
13
14
15
16
1?7
18
19
20
21
22
23
24
25

i1 11
12
13
14
15
16
1?7
18
19
20
21
22
23
24
25

22 Matematika obrada astronomskih posmatranja

TABLICA
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VII

35.7 Minimalne vrednosti Vilkoksnovog statistilkog
parametra W (nl, qz,ci ) (nl- broj elemenata u manjem, ny,- broj ele-
menata u veéem skupu ixCi - nivo rizika).

©.01 _0.05 0.10°
74 82 87
77 86 91
79 89 94
82 92 98
85 96 102
88 99 106
91 103 109
93 106 113
96 110 117
99 113 121
102 117 125
105 120 128
108 123 132
110 127 136
113 130 140
116 134 144
91 100 106
94 104 110
97 108 114
100 112 118
103 116 123
107 120 127
110 123 131
113 127 135
116 131 139
119 135 144
123 139 148
126 143 152
129 147 156
132 151 161
136 155 165

n,
12

13

14

)
12
13
14
15
16
1?7
18
19
20
21
22
23
24
25

15A

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

14
15
16

o
%01 0.05 0.0
109 120 127
113 125 131
116 129 136
120 133 141
124 138 145
127 142 150
131 146 155
134 150 159
138 155 164
142 159 169
145 163 173
149 168 178
153 172 183
156 176 187
130 142 149
134 147 154
128 152 159
142 156 165
146 161 170
150 166 175
154 171 . 180
158 175 185
162 180 190
166 185 195
170 189 200
174 194 205
178 199 211
152 166 174
156 171 179
161 176 185
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PABLICA YII (nastavax)

I, G
n, 1B, D01 0.05 0.10" n1

15

16

1?7

17
18

19.

20
21
22
23
254
25

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

17
18
19
20

165
1720
174
178
183
187
192
196
200

176
181
186

190

195

205
210
214
219
224

202

212
218
223
228
233
238
244
249

230
235
24)
246

182
187
192
197
202
207

L 212
‘218

223

192
197

203

208
Qs
220
225
231
236

282

248

219
225
231
237
243
289
255
261
267
273

255
262

190
196
202
207
213
218
224

229

235

200
206
212
218
224
230
236
2482

254

235
242
248
255
261
267
27

287

259
266
273
280

18

19

21

22

]

21
22

23

24
25

18
19
20
21
22
23
24

25

19
20
2
22
2>

- 24
.25
a0
- 21

22
23
25
25

21
22
23
24
25

22

252

258’

263
269
275

259
265
2N

283
289
295
301

291

303
310
316
323
329

324

331
337

351
358

359

373
381

396

0
274
281
287

280
287

301
307
314
321
328

313
320
328
335
342
350
357

356
364
371
379
387

385
393
401
%10
418

424

-0.10
287

314

291

306
313
321
328
335
343

325
333
341
349
357
364
372

361
370
378

- 386

394
403

399
408
817
425
434

439



23

25
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2ABLICA VII (nastavak)

nav

23

24
25

23
24
25

26
25

25

ot

oo 0.5 0.0
403 8432 448

a1 441 457
819 450 467
34 565 481
843 a7a 891
451 483 500
475 507 525
484 517 535
517 552 570



verovatnoéa dogadjaja

TABLICA
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VI

II

35.8 FiSerova 7 raspodela. Vrednosti F. za koje je
|F1> &% jednaka P. Broj stepeni slo-
bode brojitelja je V] » a imenitelja vy

 Tomeagu ¥, 1 F,__ vaii .
Napomena: Izmedau?p i 1-p vazi relacijas P ﬁ-_p

1

P= 0.01

Y

© 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0

Vo
10 | 4,8492 4,7059 4,5582 4,4054 4,3269 4,2469 4,1653 4,0819 3,9965 3,9090
11 [4,5393 4,3974 4,2509 4,0990 4,0209 3,9411 3,8596 3,776l 3,6904 3,6025
l2 | 4,2961 4,1553 4,0096 3,8584 3,7805 3,7008 3,6192 3,5355 3,4494 3,3608
13 | 4,1003 3,9603 3,8154 3,6646 3,5868 3,5070 3,4253 3,3413 3,2548 23,1654
14 13,9394 3,8001 3,6557 3,5052 3,4274 3,3476 %,2656 4,1813 3,0942 3,0040
15 |3,8049 3,6662 3,5222 3,3719 3,2940 3,2141 3,1319 3,0471 2,9595 2,8684
16 {3,6909 3,5527 3,4089 3,2588 3,1808 3,1007 3,0182 2,9330 2,8447 2,7528
17 |3,5931 3,4552 3,3117 3,1615 3,0835 3,0032 2,9205 2,8348 2,7459 2,6530
18 13,5082 3,3706 3,2273 3,0771 2,9990 2,9185 2,8354 2,7493 2,6597 2,5660
19 |[3,4338 3,2965 3,1533 3,0031 2,9249 2,8442 2,7608 2,6742 2,5839 2,4893
20 |3,3682 3,2311 3,0880 2,9377 2,8594 2,7785 2,6947 2,6077 2,5168 2,4212
2l |3,3098 3,1729 3,0299 2,8796 2,8011 2,7200 2,6359 2,5484 2,4568 2,3603
22 |3,2576 3,1209 2,9780 2,8274 2,7488 2,6675 2,5831 2,4951 2,4029 2,3055
23 | 3,2106 3,0740 2,9311 2,7805 2,7017 2,6202 2,5355 2,4471 2,3542 2,2559
24 | 3,1681 3,0316 2,8887 2,7380 2,6591 2,5773 2,4923 2,4035 2,3099 2,2107
25 | 3,1294 2,9931 2,8502 2,6993 2,6203 2,5383 2,4530 2,3637 2,2695 2,1694
26 | 3,0941 2,9579 2,8150 2,6640 2,5848 2,5026 2,4170 2,3273 2,2325 2,1315
27 |3,0618 2,925 2,7827 2,6316 2,5522 2,4699 2,3840 2,2938 2,1984 2,0965
28 | 3,0320 2,8959 2,7530 2,6017 2,5223 2,4397 2,3535 2,2629 2,1670 2,0642
29 | 3,0045 2,8685 2,7256 2,5742 2,4946 2,4118 2,3253 2,2344 2,1378 2,0342
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TABLICA VIII (nastavak)
P~ 0.01
A
10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0

V2

30 2,9791 2,8431 2,7002 2,5487 2,4689 2,3860 2,2992 2,2079 2,1107 2,0062
40 2,8005 2,6648 2,5216 2,3689 2,2880 2,2034 2,1142 2,0194 1,9172 1,8047
60 2,6318 2,4961 2,3523 2,1978 2,1154 2,0285 1,9360 1,8363 1,7263 1,6006
120 2,4721 2,3363 2,1915 2,0346 1,9500 1,8600 1,7628 1,6557 1,5330 1,3805
00 2,3209 2,1848 2,0385 1,8783 1,7908 1,6964 1,5923 1,4730 1,3246 1,0000

Pa 0.05
\;
10 12 15 20 o4 30 40 60 120 00

A
10 2,9782 2,9130 2,8450 2,7740 2,7372 2,6996 2,6609 2,6211 2,5801 2,5379
11 2,8536 2,7876 2,7186 2,6464 2,6090 2,5705 2,5309 2,4901 2,4480 2,4045
12 |° 2,7534 2,6866 2,6169 2,5436 2,5055 2,4663 2,4259 2,3842 2,3410 2,2962
13 2,6710 2,6037 2,5331 2,4589 2,4202 2,%803 2,3392 2,2966 2,2524 2,2064
14 2,6021 2,5342 2,4630 2,3879 2,3487 2,3082 2,2664 2,2230 2,1778 2,1307
15 2,5437 2,4753 2,4035 2,3275 2,2878 2,2468 2,2043 2,160L 2,1141 2,0658
16 2,4935 2,4247 2,3522 2,2756 2,2354 2,1938 2,1507 2,1058 2,0589 2,0096
17 2,4499 2,3807 2,3077 2,2304 2,1898 2,1477 2,1040 2,0584 2,0107 1,9604
18 2,417 2,3421 2,2686 2,1906 2,1497 2,1071 2,0629 2,0166 1,9681 1,9168
19 2,3779 2,3080 2,2341 2,1555 2,1141 2,0712 2,0264 1,9796 1,9302 1,8780
20 2,3479 2,2776 2,2033 2,1242 2,0825 2,0391 1,9938 1,9464 1,8963 1,8432
21 2,3210 2,2504 2,1757 2,0960 2,0540 2,0102 1,9645 1,9165 1,8657 1,8117
22 2,2967 2,2258 2,1508 2,0707 2,0283% 1,9842 1,9380 1,8895 1,83%80 1,7831
23 2,2747 2,2036 2,1282 2,0476 2,0050 1,9605 1,9139 1,8649 1,8128 1,7570
2n 2,2547 2,1834 2,1077 2,0267 1,9838 1,9390 1,8920 1,8424 1,7897 1,7331
25 2,2365 2,1649 2,0889 2,0075 1,964 1,9192 1,8718 1,8217 1,7684 1,7110
26 2,2197 2,1479 2,0716 1,9898 1,9464 1,9010 1,8533 1,8027 1,7488 1,6906
27 2,2043 2,1323 2,0558 1,9736 1,9299 1,8842 1,8361 1,7851 1,73%07 1,6717
28 2,1900 2,1179 2,0411 1,9586 1,9147 1,8687 1,8203 1,7689 1,7138 1,6541
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TABLICA VI

I T {nastavak)

P= 0.05
Vi 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ®©

Vo

29 2,1768 2,1045 2,0275 1,9446 1,9005 1,8543 1,8055 1,7537 1,6981 1,6377
30 2,1646 2,0921 2,0148 1,9317 1,8874 1,8409 1,7918 1,7396 1,6835 1,6223
40 2,0772 2,0035 1,9245 1,8389 1,7929 1,7444 1,6928 1,6373 1,5766 1,5089
60 1,9926 1,9174 1,8364 1,7480 1,7001 1,6491 1,5943 1,5343 1,4673 1,3893
120 1,9105 1,8337 1,7505 1,6587 1,6084 1,5543 1,4952 1,4290 1,3519 1,2539

1,8307 1,7522 1,6664 1,5705 1,5173

1,4591 1,3940 1,3180

1,2214 1,0000
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TABLICA

VI:il (nastavak)

P=0.50
\1
10 12 15 20 24 %0 40 60 120 oo

a7 ;

10 | 1,0000 11,0116 1,0232 11,0349 1,0408 1,0467 1,0526 1,0585 11,0645 1,0705
11 | 0,99373 1,0052 11,0168 11,0284 1,043 1,0401 1,0460 11,0519 1,0578 1,0637
12 | 0,9885% 1,0000 1,0115 1,0231 1,0289 1,0347 1,0405 1,0464 1,0523 1,0582
13 | 0,98431 0,99560 1,0071 1,0186 1,0243 1,0%01 1,0360 1,0418 1,0476 1,0535
14 | 0,98051 0,99186 1,0033 1,0147 1,0205 11,0263 1,0321 1,0379 1,0437 1,0495
15 | 0,97732 0,98863 1,0000 1,0114 1,0172 1,0229 1,0287 1,0345 1,0403 1,046l
16 | 0,97454 0,98582 0,99716 1,0086 1,014% 1,0200 11,0258 1,0315 1,0373 1,043l
17 | 0,97209 0,98%34 0,99466 1,0060 1,0117 1,0174 1,0232 1,0289 1,0%347 1,0405
18 | 0,96993 0,98116 0,99245 1,0038 1,0095 1,0152 1,0209 1,0267 1,0324 1,0382
19 | 0,96800 0,97920 0,99047 1,0018 1,0075 11,0132 1,0189 1,0246 1,0%04 1,0361
20 | 0,96626 0,97746 0,98870 11,0000 11,0057 1,0114 1,0171 1,0228 1,0285 1,0%343
21 | 0,96470 0,97587 0,98710 0,998%8 1,0040 1,0097 1,0154 1,0211 1,0268 1,0326
22 | 0,96328 0,97444 0,98565 0,99692 1,0026 1,0082 1,0139 1,0196 1,0255 1,031l
23. 0,96199 0,97313 0,98433 0,99558 1,0012 11,0069 1,0126 11,0183 11,0240 1,0297
24 | 0,96081 0,97194 0,98312 0,99436 1,0000 1,0057 1,0113 1,0170 11,0227 1,0284
25 | 0,95972 0,97084 0,98201 0,99324 0,99887 1,0045 1,0102 11,0159 1,0215 1,0273
26 | 0,95872 0,96983 0,98099 0,99220 0,9978% 1,0035 1,0091 1,0148 1,0205 1,0262



TABLICA

VIII {nastavak)

P=0.50
\
10 12 15 20 24 20 40 60 120 oo
Vo
27 0,95779 0,96889 0,98004  0,99125 0,99687 1,0025 11,0082 11,0138 1,0195 1,0252
28 0,95694 ©0,96802 0,97917 0,99036 0,99598 1,0016 1,0073 1,0129 11,0186 1,0243
29 0,95614 0,96722 0,97835 0,98954 0,99515 1,0008 1,0064 1,0121  1,0177 1,0234
3 30 0,95540 0,96647 0,97759 0,98877 0,99438 1,0000 11,0056 1,0115 1,0170 1,0226
« 40 0,9500%3 0,96104 0,97211 0,98323 0,98880 0,99440 1,0000 1,005 1,0113 1,0169
60 0,94471 0,955%66 0,96667 0,97773 0,98328 0,98884 0,99441 1,0000 1,005 1,0112
120 0,93943 0,95032 0,96128 0,97228 0,97780 0,98333 0,98887 0,99443 1,0000 1,0056
00 0,9%3418 0,94503 0,95593 0,96687 0,97236 0,97787 0,98339 0,98891 0,99445 1,0000
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