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Uvaol

Kompaktnost je jedna od najvaZnijih osobina topoloSkih prostora, koja
ima veliku primenu u svim oblastima matematike a i drugih nauka. U poslednje
vreme pod kompaktnoicu u Sirem smislu toga pojma podrazumeva se osobina koju
imaju topoloski prostori da se u svaki otvoren prekrivac datog prostora
moze upisati neki otvoren prekrivaé sa odredjenim osobinama.To moZe biti,
konaCan prekrivac-takve prostore zovemo kompaktnim, prebrojiv prekrivac-te
prostore nazivamo prebrojivo kompaktnim, lokalno konacan prekrivaé-u tom

siuCaju se radi o parakompaktnim prostorima, itd.

ZaCetke pojma kompaktnosti nalazimo u radu Borel-a 9] 1894.godine. On
Jje dokazao tvrdjenje, da se iz svakog prebrojivo otvorenog prekrivada zatvo-
renog intervala moZe izdvojiti konacan podprekrivac. Posle toga je Lebeq do-
kazao tvrdjenje, da se iz svakog otvorenog prekrivada ogranicenog i zatvo-

renog skupa Euklidovog prostora moZe izdvojiti konacan podprekrivac.

U razvoju topotltogije, kompaktnost je prvo prucavana na metrickim prosto-
rima, da bi standardnu definiciju kompaktnih prostora ( prostor X je kompa-
ktan ako 1 samo ako se iz svakog otvorenog prekrivaca datoc prostora moZe

1zdvojiti konaan podprekrival ), dali Aleksandrov i Urysohn 1929.godine

u radu "1

U daljem razvoju topologije nailazimo na razna uopStenja kompaktnih pro-

stora, kao npr, prebrojivo kompaktni, Tokalno kompaktni, sekvencijalno ko-

mpaktni, pseudokompaktni prostori itd. Pored toga izufavaiu se i razne kompa-
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ktifikacije nekompaktnih prostora, kao kompaktifikacija jednom taCkom i

Stone-Cech-ova kompaktifikacija.

Koliko je pojam kompaktnih prostora klasican, govori i Cinjenica da se

1zuCavaju u svakom kursu 1z topologije, kao i da su obradjeni u svakom udz-

beniku iz topologije.

Ci1) ovog rada Je izucCavanje nekih uopStenja kompaktnosti. Rad je pode-

l1jen na pet glava, a svaka glava na odredjen broj paragrafa.

I Osobine prostora i preslikavanja. U prvom paragrafu ove glave posma-
traju se razne topologije na datom skupu X. Daje se definicija reqularno ot-
vorenih ( definicija 1.1.1) 1 regularno zatvorenih { definicija 1.1.2) sku-
pova. [zucCava se topologija +*, koja ima za bazu reguiarno otvorene skupove
topologije 1 . Pored toga daje se definicija co-topologije { definicija 1.1.6)
date topoliogije ¢ .

Drugi paragraf je posvecen izuCavanju nekih uopStenja ve¢ poznatih pro-
stora. IzucCavaju se semi regularni prostori ( definicija 1.2.1) kao i dva
uopStenja regularnih prostora, skoro regularni ( definicija 1.2.2) i slabo
requiarni ( definicija 1.2.3) prostori. Daje se veza izmedju regularnih i
skoro regularnih prostora ( teorema 1.2.3). Pored toga izuavaju se i dva
uopstenja normalnih prostora, skoro normalni ( definicija 1.2.4) i &-norma-
Ini { definicija 1.2.5) prostori. Uvodi se 1 pojam skoro D.I prostora ( defi-
nicija 1.2.6) koji predstavljaju uopStenje D1 prostora.

U trecCem paragrafu izu€avaju se neka uop3Stenja neprekidnih preslikavanja
1 to, skoro neprekidna ( definicija 1.3.1), slabo neprekidna ( definici-

Ja 1.3.2) ,skoro otvorena i skoro zatvorena ( definicija 1.3.3) kao i 8-ne-

prekidna { definicija 1.3.4) preslikavanja. Pored toga uvodi se i pojam

skoro neprekidnog razlaganja ( definicija 1.3.5)
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11 Kompaktnost. U ovoj glavi izucavaju se neka uopStenja kompaktnih pro-
stora. U prvom paragrafu izuCavaju se blizu kompaktni ( definicija 2.1.2)
.kao i.uopétenje lTokalno kompaktnih, lokalno blizu kompaktni ( def{nic%—m
ja 2.1.3) prostori. Blizu kompaktne prostore uveo je i proucavao Singal
1969.godine u radu [55] a lokalno blizu kompaktne prostore Carnahan [12]
1972.godine. Daje se odnos izmedju blizu kompaktnih i kompaktnih prostora
( teorema 2.1.2) kao i veza izmedju lokalno blizu kompaktnih i lokalno ko-
mpaktnih prostora ( teorema 2.1.19), te se na taj nalin lako mogu preneti
osobine kompaktnih i lokalno kompaktnih prostora na blizu kompaktne 1 lo-
kalno blizu kompaktne prostore. Pored ostalog izuCavaju se i razna preslika-
vanja blizu kompéktnih i lokalno blizu kompaktnih prostora.

U drugom paragrafu ispituju se jo3 dva uopitenja kompaktnih prostora.
Izuc¢avaju se skoro kompaktni ( H-zatvoreni) prostori ( definicija 2.2.1)
kao i uopitenje skoro kompaktnih prostora skoro-m-kompaktni prostori (defi-

nicija 2.2.2). Skoro kompaktne prostore je uveo Aleksandrov [1] 1929.godi-

ne dok je skoro-m-kompaktne prostore uveo i izuavao Singal [50] 1968.godine.

111 Parakompaktnost. Jedno od znacajnih uopStenja kompaktnih prostora
jesu parakompaktni prostori ( definicija 3.1.3) , koji predstavljajﬁ jednu
od najvaznijih klasa topolosSkih prostora. Definiciju parakompakompaktnih
prostora dao je Dieudone 1944, godine u svom radu [17]. U ovoj glavi obradje-
na su neka uopstenja parakompaktnih prostora.

Prvi paragraf posvecen je izucavanju blizu parakompaktnih prostora (de-
finicija 3.1.4) ,koje je izucavao i uveo Singal [57] 1969.godine. Daje se
veza izmedju parakompaktnih i blizu parakompaktnih prostora ( teorema‘3.1.4)
pa se na taj nacin lako mogu odredjene osobine parakompaktnih prostora pre-
neti i na blizu parakompaktne prostore. Pored ostalog se ispituju razna

prestikavanja blizu parakompaktnih prostora.
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GLAVA |1

0SOBINE PROSTORA 1 PRESLIKAVANJA

U ovoj glavi upoznacemo se sa nekoliko topologija na datom skupu X, kao
i sa nekoliko separacionih aksioma. Upoznacdemo se 1 sa nekoliko vrsta pre-

slikavanja. Uglavnom bice iznete poznate ¢injenice, koje ¢e se koristiti u

daljem radu.

1.1. TOPOLOGIJE ol G

Neka je dat topoloski prostor X. Kao 3to je pﬁznato ne mora za svaki skup
U uvek da vazi jednakost U ='U0, pa ¢ak ni onda §k0 je skup U otvoren. Nas
ce interesovati oni otvoreni skupovi za koje vaii’data jednakost; takve sku-
pove naii#aéemo-%egu1afno otvorenim. |

l Dafinicija 1.1.1. (Arya,S.P.,[6] ,str.113) Za podskup A datog prostora
X Eeéi Céﬁo da je regﬁlarno otvoren ako i -samo ako je A unutrasnjost nekog
zatvorendg skupéri1i, ekvivalentno, ako se A poklapa sa unutrasnjosti njego-
vVOg zatva?anja fb jest ako je A = RA° . | |
/bog lak3eg pisanja uveicemo sledece oznake:
a(A) = R0, 8(F) = FO.

Regu]érno otvoreni skupovi imaju veliku primenu kod brouéavahja'Eazn1h
.vrsta kompaktnosti. Presek dva regu1arn0 otvorena skupa je uvek regularno
otvoren, odnosno presek kona¢no mnogo regularno otvorenih skupova je opet re-
gularno otvoren. Unija dva reqularno otvorena skupa nije uvek regularno ot-
voren skup,.éto pokazuje sledeéi primer. o

Primer 1.1.1. Neka ge U = (0,1) a V = (1,2) . o(U) = U, a(V)_ = V.

alll) U a(V) = (0,1) U (1,2).

alu U V) =TUV° =@ U7 =[0,21° = (0,2)




pa ne vazZi jednakost
ol U V) = o(U) U a(V)
3to pokazuje datu Ginjenicu.

Definicitja 1.1.2. (Arya,S.P., [6] ,str. 113) Za podskup B datog prostora
X re€1 €emo da je regularmo zatvoren ako i samo ako je B komplement requla-
rno otvorenog skupa , ili ekvivalentno, ako vazi jednakost B = g(B).
Potreban 1 dovoljan uslov da je neki skup regularno otvoren jeste da je nje-
gov komplement regularno zatvoren skup. Ova €injenica se l1ako dokazuje.
Unija konaéno mnogo regufarno zatvorenih skupova je opet reqularno zatvoren,
dok presek dva regularno zatvorena skupa nije uvek reqularno zatvoren skup.

Definieija 1.1.3. (Singal.M.K., [44] ,str.670) Za podskup F datog pro-
stora X re€1 ¢emo da je &-zatvoren ako i samo ako za svaku taCku x ¢ F ,
postoji otvoren skup G, koji sadrZzi talku x, tako da vaii

o{G}1 F = @
i11 ekvivalentno, ako za svaku tacku x ¢ F, postoji regularno otvoren skup,
koeji sadrzi talku x, disjunktan sa skupom F. Za skup G kaZemo da je s—otvoren
ako i samo ako je komplement &-zatvoren skup.
Svakil regularno otvoren skup je ujedno i §-otvoren i svaki regularno zatvo-
ren skup je takodje &-zatvoren.

Za topoloski prostor (X,1) pofodica svih g§-otvorenih skupova, obrazuje
novu topologiju t*, koja je grublja od topologije t . Bazu topologije <*
obrazuju svi reQu]arno otvorent skupovi topologije 1 .

Definicija 1.1.5. (Singal,M.K., [56] , str.671) Za tatku x kaZemo da je
§—tadka nagomilavanja Skupa P u pfostoru (X,7) ako 1 samo ako svaka r*-
otvorena okolina ( regularno otvorena ) N tacke x sadrZi bar jednu tacku
skupa P razli¢itu od date tacke x.

Skup P U E' nazivacemo §-zatvaranjem skupa P tj.'FT* =P U g’.




? om B

Na podskupu A datog prostora X_mogemd posmatrati dve topologije i to:
topologiju induciranu topologijom *, t*/A i (t/A}*. Ove dve topologije ne
moraju uvek da budu iste.

Pored topologije 1 na prostoru X moZemo posmatrati jos jednu topologiju,
koju ¢emo zvati co-topologijom topologije .

Definieija 1.1.6. ( Singal,M.K., [56] ,str.671) Neka je B baza date topo-
logije 1 topolodkog prostora (X,t).Tada je porodica

{ X\B : Be B}
baza nove topologijeTB koju nazivamo co-topeologijom date topologije ¢ . Pro-
stor (X,TB) zovemo co-prostorom prostora (X,t). TopoloSki prostor (X,t) je
co-P ako 1 samo ako postoji baza B topologije t tako da je co-prostor (X,TB)
prostor koji poseduje osobinu P, a totalno co-P ako i samo ako svaki co-pro-

stor poseduje osobinu P.

1.2. NEKE SEPARACIONE AKSIOME
U ovom paragrafu od niza separacionih aksioma posmatracCemo samo one koje Ce
nam koristiti u daljem radu. |
iz ¢injenice da UMV =9 poviadi a(U)N (V) = @, sledi da ako je X
Hausdorff-ov prostor da se svake dve tacke mogu odvojiti regularno otvorenim
okolinama, pa je (X,t) Hausdorff-ov prostor ako i samo ako je (X,t*) Hausdorff-

ov prostor.

Definicija 1.2.1. (Singal,M.K., [56] ,str. 671 ) Za prostor X kaZemo da je

*

semi regularan ako 1 samo ako je 1 = t*.

Prostor (X,t*) je uvek semi regularan.
Definicija 1.2.2. { Singal,M.K., [52} , str.90) Prostor X je skoro regula-
ran ako 1 samo ako za svaki regularno zatvoren skup F i.svaku taéku X ¢ F ,
postoie disjunktni skupovi U 1 V koji respektivno sadrie F 1 x, to jest

FCU, xeViunvs=2y.
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Lako se vidi da je svaki regularan prostor ujedno i skoro reqularan.
Obrnuto nije uvek tacno. Sledeéi primer pokazuje da postoji skoro regularan
prostor koji nije regularan.

Primer 1.2.1. (Singal,M.K., [52] »8tr. 90) Neka je X = {a,b,e,d} 7 neka
Je topologija 1 definisana na slededi nadin:

t={F, X, {d} ,{ b,d }, {e,d} , {b,e,d}}
Tada jJe prostor X sa datom tqpo1ogijom 1 skoro reqularan, ali nije reqularan
prostor .
Teorema 1.2.1. ( Singal,M.K., (52] , str. 90) Za topolo8ki prostor (X,t)
vaze sledecde ekvivalencije:
(a) (X,1) je skoro regularan ;
(b) Za svaku talku x €X 1 svaki regularmo otvoren skup V koji sadr3i tadku
xr postoji regularmo otvoren skup U sa osobinom
re€lUCUCV N
(¢) Za svaki regularno zatvoren skup A T svaku tadku x ¥ A postoje otvore-
nt skupovi U 1 V tako da vazi
xel, ACV, UNV=24g.
Svaki skoro reqularan f semi regularan prostor je ujedno i regularan, pa
sledi da je sémi reguiaran prostor regularan ako i samo ako je on i skoro

regularan prostor. Podprostor skoro regularnog prostora ne mora da bude sko-

ro regularan, ali vazi:

Teorema 1.2.2. ( Singal,M.K., [52] s8tr. 94) Svaki gust podprostor skoro

- regularnog prostora je skoro regularan.

Svaki regularno otvoren podprostor skoro regularnog prostora je skoro re-

gularan. Vazi da je i proizvod skoro regularnih prostora uvek isto skoro

regularan. Vazi i sledeé¢a teorema,




- 10 -

Teorema 1.2.3. Prostor (X,t1) je skoro regularan ako 1 samo ako je prostor
(X,1*) regularan.

Dokaz. Neka je (X,t) skoro regularan prostor. Neka je P (*-zatvoren pod-
skup 1 neka x¢ P . Tada je P gs-zatvoren. Podto je P s-zatvoren i x ¢ P,
sledi da postoji otvoren skup G koji sadrzi tacku x tako da vazi
PMa(G) = 0. PCXN\al(6) .X\ a(G) je r-regularno zatvoren skup i
x¢ X \Na(G) . Podto je (X,tr) skoro regularan, sledi da postoje disjunktni
otvoreni skupovi U 1 V tako da je

xel, X \NaG) CV.
Tada vaii
PCXNa(GY Cafl) , xeVCal(V), a(U)Yal(V) = 8 .
Odatle sledi da je (X,t*) reqularan prostor.

Neka je (X,t*) regularan prostor. Neka je F proizvoljan t-reqularno zatvo-
ren podskup prostora X i neka x¢ F. Tada je F i t*~-zatvoren, pa posSto je
{X,t*) regularan 1 x & F sledi da postoje disjunktni t*-otvoreni skupovi U i
V sa osobinom x e 1 FCV. Odatle sledi da je (X,t) skoro regularan prostor.

Definieija 1.2.3. ( Singal,M.K., [52] ,str. 90) Za prostor X kazemo da je

slabo regularan ako i samo ako za svaku ta¢ku x i svaki regularno otvoren
skup U koji sadrzi x postoji otvaren-ékup-v, tako da
xeVC VCVU .

Svaki skoro fegularan prostor je ujedno i slabo reqularan. Obrnuto nije

uvek tacéno, $to pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 1.2.2. ( SingaZ,M;K., [52] , 8tr. 80 }) Neka je X = {a,b,e} 7 neka
Je topologija 1 defintsana na slededi nadin:

= {X, 4, {a} , (b}, {a,b} }.
Tada Je prostor X slabo reqularan ali ne i skoro regularan.

Definieija 1.2.4. ( Singal,M.K., [51] , str. 141) Za prostor X kaZemo da
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Je skoro normalan ako i samo ako za svaki par disjunktnih skupova A i B, od
kojih je jedan zatvoren a drugi regularno zatvoren skup, postoje disjunktni
otvoreni skupoﬁ UiV takoda ACUiBCYV.

Svaki skoro normalan Ty prostor je skoro regularan. Takodje i svaki nor-
malan prostor je ujedno i skoro normalan.

Definterja 1.2.5. ( Singal,M.X., [51] » str. 145 ) Za prostor (X,t) ka-
zemo da je s-normalan ako i samo ako Je (X,t*) normalan prostor.

Svaki normalan prostor je i s-normalan. Vazi i

Teorema 1.2.4. Svaki skoro rvegqularan, blizu Lindeldf-ov ( iz svakog regu-
larnc otvorenog prekrivada mo3e se 1zdvojiti prebrojiv prekrivad) je 6-
normalan.

Dokaz. Neka je (X,t) skoro regularan blizu Lindeldf-ov prostor. Tada je
{(X,7*) reqularan Lindelof-ov prostor,pa stedi, poSto je svaki regularan
Lindelof-ov prostor normalan, da je i (X,1*) normalan prostor,odnosno siedi
da je (X,t) s-normalan.

Posledica 1.2.1. Svaki skoro regularan Lindeldf-ov prostor je &-normalan.

Dokaz. Svaki Linde16f-ov prostor je blizu Lindelof-ov prostor.

Sada cemo dokazati sledecu teoremu,

Teorema 1.2.5. Za slabo regularan blizu Lindeld8f~ov prostor vaii: svaka
dva regularno zatvoreﬁa disfunktna podskupa se mogu strogo odvojiti otvo-
renim skupovima.

Dokaz.Neka su A i B dva proizvoljna reguiarno zatvorena disjunktna po-
dskupa prostora X. Po3to je X slabo regularan sledi da za svaku tadku x cA
postoji regularno otvoren skup u, x €U , tako da vazi U;}'\B = @. Neka

je U = {Ux > x€A } . Sti€no postoji porodica V regularno otvorenih pod-

skupova Vx takvih da je V;'F]A =9, V {Vx : x &€B }. U prepokriva po-

dskup A a V prepokriva podskup B. Sledi da je
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Uu vy (XN\N(AUB)]
regularno otvoren prekrival prostora X. Posto je X blizu Lindel6f-ov pro-
stor, sledi da postoji niz {Un: n ¢N} elemenata porodice U , koji prepokri-
va A1 niz {V i ncN} elemenata porodice V ,koji prepokriva podskup B.

Neka je

Uo = U\ U {V; tpsnt . Vo= VN U {UI; : pgn}
PoSto je U;!”\Vm = @ za svako m¢n , sledi da je Uﬁ(”\Vﬁ = @ za svako mgn,
odnosno siedi da je Ur'; ﬁ\!“'1 = [ za svakom i neN .
Sledi da su skupovi
U=U{Ur;:nEN} » V=U{Vi:neN]
disjunktni 1 da je ACU iBCV, a to je i trebalo dokazati.
Posledica 1.2.2. Za svaki skoro regularan blizu Lindeldf-ov prostor vaii:
svaka dva regularno zatvorena disjunktna podskupa datog prostora se mogu

strogo odvojiti otvorenim skupovima.

Dokaz. Svaki skoro regularan blizu Lindeldf-ov prostor je slabo regula-
ran blizu Lindel6f-ov prostor.

Za prostor X kazemo da je D1 prostor ako 1 samo ako svaki zatvoren skup
F prostora X ima prebrojivu bazu otvorenih skupova, koji sadrie skup F.
Aksiomu D1 Je uveo Aull. ST1i¢no ¢emo uvesti skoro D1 prostore.

Definietja 1.2.6. Za prostor X kaZemo da je skore D, ako i samo ako svaki

1
regularno zatvoren skup F ima prebrojivu bazu otvorenih skupova, koji sadrie

regularno zatvoren skup F.

Teorema 1.2.6. U Hausdorff-ovom skoro DI prostoru sa prvom aksiomom pre-
brojivostt svaki regularno zatvoren skup F mo3e se predstavfti kao presek
prebrojivo mnogo regularno zatvorenih okolina.

Dokaz. Neka je F proizvoljan regularno zatvoren podskup u Hausdorff-ovom

skoro D1 prostoru X. Neka x & F i neka je {Gn: n €N} monotono opadajuca
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prebrojiva baza otvorenih skupova koji sadrze F. MoZemo predpostaviti da
X & Gn za neko n. Neka je {G‘;’1 : ne€N} monotono opadajuc¢a prebrojiva baza ot-
vorenih skupova koji sadrie tacku x. x ¢ G; bar za jedno ne&N. Predpostavimo
da x eG; za svako n. Sledi da je G* ﬂGn # @ za svako n. Izaberimo tacku
X, €G¥ ﬂGn za svako n. Tada je {x, : neN} niz koji je zavrino u svakom G‘;.
Podto je {G; : n €N} monotono opadajuca baza, sledi da niz {xn: n €N} konve-
rgira ka taCki x. Po3to je X Hausdorff-ov prostor sledi da za y # x dati niz
{xn : neN} ne konvergira ka tacki y. Za svako y &F , postoji otvoren skup
Hy' tako da y e:Hy i Hy sadrzi kona&no mnogo tacaka X0 datog niza. Mozemo pre-
dpostaviti da Hy ne sadrzi ni jednu tacku niza {xn : n&ENY . Neka je
H=1U {Hy : yef}

Tada je H otvorena okolina skupa F, tako da ané H za svako n&N. Tada
{Gn: n &N Ine moZe biti baza otvorenih skupova koji sadrie reqularno zatvo-
ren skup F. Odatle sledi da postoji element n({x) €N tako da x ¢

Bn(x)-
Siedi da je F = {ﬁn(x) : x¢F } ,Cime je dokaz zavrsien.

1.3.PRESLIKAVANJA

U ovom paragrafu posmatraCemo neka uop3tenja neprekidnih preslikavanja kao
1 osobine tako uop3tenih preslikavanja.

Definicija 1.3.1. { Singal,M.K., [47] , str. 63 ) Preslikavanje f:X >Y
Je skoro neprekidno ako i1 samo ako je inverzna sliika svakog regularno otvo-
renog podskupa prostora Y otvoren podskup prostora X.

Svako neprekidno preslikavanje je ujedno i skoro neprekidno. Obrnuto nije
uvek tacno. Postoji skoro neprekidno preslikavanje f koje nije istovremeno i
neprekidno,5to pokazuje sledec¢i primer.

Primer 1.3.1. ( Singal M. K., [47] » 8tr. 63 ) Neka je R skup realnih bro-
Jjeva T neka topologiju t na skupu R 3ine #, R , i komplementi prebrojivih

podskupova skupa R. Neka je




- 14 -

X = {a,b} , 1 =1{Xx, 2, {a}}l .
Definidimo preslikavanje f : (R,1)+(X,t) na slededr nadin

() x je racionalan broj

flx) =

Lb x je tracionalan broj
“Tada je f skoro neprekidno u svakoj tacki prostora R , ali f nije nepre-
kidno ni u jednoj tacki ako je x iracionalan broj. Vazi sledeCa teorema,

Teorema 1.3.1. ( Singal,M.K., [4%] , str. 64 ) Za preslikavanje f:X>Y

vaZe sledede ekvivalencije:
(a) f je skoro neprekidno preslikavanje ;
(b) Inverzna slika regularmo zatvorenog podkupa prostora Y je zatvoren
podskup u prostoru X ;g

(e) f-z (A} C if_]'(a(A))]O za svaki otvoren podskup A 1z Y ;

(@) [f *ta(B)) JCF 1 (B) za svaki zatvoren podkup B iz Y.

Definicija 1.3.2. { Singal,M.K., [47] , str. 65 ) Preslikavanje f:X»>Y
je slabo neprekidno ako i samo ako za svaku taCku x eX % svaku okolinu V
tacke f(x) postoji okolina U tacke x tako da je

f(LVCV .

Svako skoro neprekidno presiikavanje je ujedno 1 slabo neprekidno . Obr-
nuto nije uvek tacno $to pokazuje slede€i primer.

Primer 1.3.2. (Singal,M.K., [47] , 8tr. 66) Neka je (R,t) prostor koji
je defintisan u predhodnom primeru. Neka je

X ={a,b,e ¥, t°=1{4, X, {c} , {a,c}} .

Definidimo preslikavanje f na slededt nadin

Q x je ractonalan brojg

flx) =

b x je iracionalan brog
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Presiikavanje f je slabo neprekidno ali ne i skoro neprekidno.

Ako je f: X»Y slabo neprekidno i otvoreno preslikavanje tada je f 1 skoro
neprekidno ( Singal,M.K., [47] , str. 66)

Teorema 1;3.2. Ako je f skoro neprekidno preslikavanje prostora X na pro-
stor Y tada je inverazna slika svakog &—zatvorenog podskupa prostora Y, za-
tvoren podékup u prostoru X.

Dokaz. Neka je f: XoY skoro neprekidno preslikavanje i neka je F §-zatvo-
ren podskup u prostoru Y . Tada je

F=[}8(F;)
pa je i
£y = N (s(F))).
Posto je f skoro neprekidno presiikavanje sledi da je f-1(B(Fi)) zatvoren
podskup u prostoru X pa je 1 f'l(F) zatvoren podskup u datom prostoru X.

Teorema 1.3.3. Ako je f skoro neprekidrno zatvoreno preslikavanje norma-
lnog prostora X na prostor ¥, tada je Y &-normalan prostor.

Dokaz. Neka su A i B disjunktni &-zatvoreni podkupovi prostora Y. Tada su
na osnovu predhodne teoreme f'1(A) i f'1(B) disjunktni zatvoreni podskupovi
prostora X. Posto je X normalan prostor sledi da postoje otvoreni skupovi
G i H sa osobinom

cMH=0, £ A 6, £ (B)CH .
Neka je .

P

1

y: fly)e6)r, Q= 1y : £ (y) eH) .
podto je f zatvoreno preslikavanje, sledi da su P i Q otvoreni skupovi sa

osobinom

Plo=9,ACP, BCQ

pa je na osnovu toga Y &-normalan prostor,
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Teorema 1.3.4. Neka su A © B podskupovi topolodkog prostora X takvi da
je X = AUB i A\B, B~A su razdvojeni. Ako je f: X-Y takvo preslikavanje
koje je skoro neprekidno na A 1 skoro neprekidno na B, tada je f skoro ne-
prekidno preslikavanje na prostoru X.

Dokaz.Neka je V regularno otvoren podskup u prostoru Y. Tada je f'1(VI—]A
otvoren skup u A i f'1(V)ﬂB otvoren skup na B, pa podto su AN B i BN A
odvojeni skupovi, sledi da je f“‘(V) otvoren skup u prostoru X. Odatle sledi
da je f skoro neprekidno preslikavanje.

Definicija 1.3.3. (Singal,M.K., [47] » str. 69 ) Preslikavanje f: Xo¥
je skoro otvoreno ( skoro zatvorerno ) ako i1 samo ako je slika svakog regula-
rno otvorenog (regularno zatvorenog ) podskupa prostora X otvoren (zatvoren)

podskup u prostoru Y.

Postoji otvoreno skoro neprekidno 1 na 1 preslikavanje koje nije nepre-

kidno, $to pokazuje sledeli primer,

Primer 1.3.3. Neka je dat skup X = {a,b,c,d} . Definidimo dve topologije
na skupu X © to :
=4, X, {a}, {e}, {a,e} }, v, =4, X{a} ,{c} ,{a,e} ,la,b,c}}.
Identiéno preslikavanje i: (X,T)+(X.T1) je otvoreno 1 na 1 skoro neprekidno
a nije neprekidno preslikaganje.
Teorema 1.3.5. ( Noiri,T., [4Q] s8tr. 132 ) Ako je f: X-Y skoro nepre-
kidno 1 skoro otvoreno preslikavanje tada vasi:
(a) Inverzna slika svakog regularno otvorenog podSkupa prostora Y je
regularno otvoren podskup u prostoru X ;
(b) Inverzna slika svakog regularno zatvorenog podskupa prostora Y je
regularno zatvoren podskup u prostoru X.

Posledica 1.3.1. Ako je f: X»Y skoro neprekidno i skoro otvoreno presli-

kavanje tada va3i:
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(a) Inversna slika svakog gs-otvorenog podskupa prostora Y je &s-otvoren
podskup u prostoru X.

(b) Imverzna slika svakog S-zatvorenog podskupa prostora Y je é&-zatvoren
podskup u prostoru X.

Dokaz. Lako se dokazuje na osnovuy predhodne teoreme i teoreme 1.3.2.

Teorema 1.3.6. Ako je f: X»Y skoro neprekidno i skoro zatvoreno presli-
kavanje, tada ﬁaéi:

(a) Inverzna slika regularmo zatvorenog podskupa prostora Y je regularno

satvoren podskup u prostoru X.
(b) Imverzna slika svakog regularno otvorenog podskupa prostora Y je re-
gularno otvoren podskup u prostoru X.

Dokaz. Neka je F proizvoljan reqularno zatvoren podskup u prostoru Y.
Tada je F = g(F), pa podto je f skoro neprekidno preslikavanje sledi da je
f'1(F) zatvoren skup u prostoru X, pa f"(F)::)B[f"(F[I . Poto je F°
regularno otvoren podskup u prostoru Y, tada je f'j(Fo) otvoren skup pa
imamo da je

(£ (F)) D (F)° DOF(FO)

B(f'1(F)) je regularno zatvoren skup prostora X,pa poSto je f skoro zatvo-
reng ﬁreslikavanje sledi da je f(B(f'1(F))) zatvoren skup u Y,odakle stedi

F(B(F71(F))) DE(F) = F
odhosno da je

£U(F)YCB(F ' (F))
pa Je f'1(F) = B(f'1(F)) » pa odatle sledi da je f‘1(F) reqularno zatvoren
podskup u prostoru X.
(b) Neka je U regularno otvoren podskup u prostoru Y. Tada je Y\ U regula-
rno zatvoren podskup pa na osnovu predhodnog dokaza sledi da je f'1(Y“\JJ)

regularno zatvoren podskup prostora X Posto je f'1(Y‘\\U) = X \\f'1(U)
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sledi da je f"1(U) regularno otvoren podskup u prostoru X.

Posledica 1.3.2. Ako je f:X»Y skoro neprekidno i skoro zatvoreno presii-
kavangje, tada va3i:

(a) Ihverzn& slika svakog g-otvorenog podskupa prostora Y je g-otvoren

podskup u prostoru X ;

(b) Inverzna slika svakog §-zatvorenog podskupa prostora Y je §-uzatvoren

podskup u prostoru X. .

Dokaz. Lako se dokazuje na osnovu predhodne teoreme i teoreme 1.3.2.

Definicija 1.3.4. ( Singal, M.K., [47] , str. 70 ) Preslikavanje
f : XY je ¢- neprekidno ako 1 samo ako za svaku talku x gX i svaku okoli-
nu U tacke f(x) postoji okolina V ta&ke x tako da vazi f(VY(CU.

Svako @-neprekidno presiikavanje je ujedno i slabo neprekidno i svako
skoro neprekidno preslikavanje je ujedno i o-neprekidno. Ako je f skoro
otvoreno 1 ¢-neprekidno presiikavanje onda je f i skoro neprekidno presli-
kavanje ( Noiri,T., [40], str. 132).

Teorema 1.3.7. Neka je P projekeija topoioékog prostora X na kolidntk
prostor X/R. Tada vaZe sledede ekvivalencije:

(a) P je skoro otvoreno preslikavanje ;

(b)kAko Je A regularno otvoren skup u prostoru X, tada je R[A] otvoren

- 8kup u prostoru X; |
(e) Ako je A regularmo zatvoren podskup prostora X s tada, unija svih
¢lanova iz X/R koji su podskupovi skupa A Je zatvoren skup u X.
Dokaz. (a)-(b)
Za svaki podskup A prdstora X vazi
RER) = P71 [PA] ]
Ako je P skoro otvoreno preslikavanje i A regularno otvoren skup u prostoru

X , tada poSto je P neprekidno preslikavanje sledi da je P*1 [P{A]] otvoren
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skup, bdnﬂsno da je R[Q] otvoren skup u prostoru X.
Obrnuto neka je A regularno otvoren skup, tada je R[Al otvoren, odnosno
P”['_P['_A]]je otvoren skup. Tada je prema definiciji koli€nik topologije PTAl
otvoren skup u prostoru X/R. |
(b)>(c) .
Unija svih €lanova iz X/R koji su podskupovi skupa A poklapa se sa skupom
X\R[X\ A] . Ako je A reqularno zatvoren skup tada je X\ A regularno ot-
voren skup, te je R[X (A Jotvoren skup u prostoru X , pa je X \\R[X™\ A]
zatvoren skup. |
Ako je A regularno otvoren skup, tada je X~ A reqularno zatvoren

skun u prostoru X, pa na osnovu (¢) sledi da je X‘\HR[X‘\\(X“\HA)] zatvoren
skup,pa je tada ROX (X\A)] = R[A] otvoren skup.

Ako u predhodnoj teoremi zamenimo “"otvoren" sa “zatvoren" 1 obrnuto dobi-
ce se opet ekvivalentne ¢injenice.

Definteija 1.3.5. Za razlaganje D topolo3kog prostora X kaZemo da je skoro

neprekidno ako i samo ako za svako D = D 1 svaki regularno otvoren skup U

koji sadrzi D, postoji otvoren skup V tako da vazi DC_VCTU 1 V je unija
nekih ¢lanova porodice 7.

Teorema 1.3.8. Razlaganje D topolodkog prostora X je skoro neprekidno ako
i samo ako je projekeija P prostora X na D skoro zatvoreno preslikavanje.
Dokaz. Neka je P skoro zatvorenc preslikavanje. Uzmimo proizvoljan eleme-
nat D = U i regularno otvoren skup U koji sadr?i D. Tada na osnovu predho-
dne teoreme sledi da je unija elemenata V iz X/R, koji su podskupovi skupa
U otvoren skup prostora X.

Inaéi postoji otvoren skup V prostora X tako da je DCC_V{ZU i da jeV

unija nekih &lanova porodice 7 , pa je D skoro neprekidno razlaganje.

DokaZzimo obrnuto. Neka je D skoro neprekidno razlaganje i neka je U proizvo-
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1jan regularno otvoren skup prostora X. Neka je V skup svih Clanova noro-

dice D koji su podskupovi skupa U. Ako x €V, tada sledi da x eD(CU za neko

D¢ D . PoSto je razlaganje D skoro neprekidno sledi da postoji otvoren

skup W, koji je unija Clanova porodice D , tako da vazi DWW U. WDV,
pa sledi da je V okolina tacke x.
Skup V je otvoren, posto je okolina svake svoje tactke, pa na osnovu

predhodne teoreme sledi da je P skoro zatvoreno preslikavanje.




GLAVA I

KOMPAKTNOST

U ovoj glavi bice obradjena neka uopStenja kompaktnih prostora,tj. bice
obradjeni blizu kompaktni,lokalno blizu kompaktni kao i skoro kompaktni

prostori.

21.BLIZUY KOMPAKTNOST

Definicija 2.1.1. ( Aleksandrov,P.S., [1] .vidi Ke]]ey,L.J.,[ZZ] ,str.183) .
Pfostor X Je kompaktan ako i samo ako se iz svakog otvorenog prekrivaca da-
tog prostora X moZe izdvojiti konacan podprekrivac.

Na slican nacin se definidu i blizu kompaktni prostori.

Definierja 2.1.2. (Singal,M.X., [55] sStr. 702) Prostor X je blizu kompa~
ktan ako i samo ako iz svakog njegovog regularno otvorenog prekrivaéa se mole
1zdvojiti konadan podprekrivac.

Svaki kompaktan prostor je oCigledno i blizu kompaktan.Obrnuto nije uvek
tacno. Postoje primeri ( Siﬂga],M.K; [55] » Str. 702 ) prostora X koji jé
blizu kompaktan a nije kompaktan.

Teorema 2.1.1. (angaZ,MLK;, [55] s 8tr. 703) Za topolodki prostor X
vaze sledede ekvivalencije:

(a) X je blizu kompaktan prostor 3

(b) Iz svakog otvorenog prekrivada U mo3e se 1advojiti konadna porodica

m
UI’UZ""’ v tako da je X = i!} a(Ui) 5

(¢) Svaka porodica regularno zatvorenih skupova koja poseduje osobinu

konadnog presecanja ima neprasan presek.
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Teoremq 2.1.2. ( Stngal,M. K. [5{] s str; £71) Prostor (X,t) Jje blizu
kompaktan ako i.samo ako je (X,1*) kompaktan .

Pomocu ove &injenice mogu se neki rezultati iz oblasti blizu kompaktnih
prostora lakse dokazati, posto oni predstavljaju uopstenja ¢injenica koje
vaze za kompaktne prostdre.

Teorema 2.1.3. Topolodki prostor X je blizu kompaktan ako i samo ako
svaka mre3a u prostoru X ima §-tadku nagomilavanga.

. Sledi X je blizu kompaktan ako i samo ako se iz svake mreZe moZe izdvojiti
podmre3a koja 6&-konvergira ka nekoj tadki datog prostora X.

Dokaz. Neka je (X,t) blizu kompaktan prostor, i neka je {Sn, ne D} mreiZa
prostora X. PoSto je (X,t*)} kompaktan prostor to sledi da mreza {S“, n €D}
ima s-tacku nagomilavanja.

Obrnuto, ako mreza {Sn, n D} ima &tacku nagomilavanja sledi da je (X,t*)
kom;aktan prostor, odnosno da je (X,r) blizu kompaktan.

Poslednja &injenica predhodne teoreme sledi iz toga, da je potreban i
dovoljan uslov da mreZa ima &-taCku nagomilavanja jeste de se iz mreZe moze
jzdvojiti podmreia koja &-konvergira ka nekoj talki datog prostora X.

Teorema 2.1.4. Ako je X blizu Lindeldf-ov prostor sa osobinom da svaki
niz ima &—-tadku nagomilavanja , X je tada blizu kompaktan prostor.

Dokaz. Ako je X blizu Lindeldéf-ov prostor sa osobinom da svaki niz ima

s-tacku nagomilavanja , tada je (X,t*) Lindeldf-ov prostor sa osobinom da
da svaki niz ima taiku nagomilavanja, pa sledi da je (X,t*) kompaktan pro-
stor, odnosno da je (X,t) blizu kompaktan.

Teorema 2.1.5. (Singal,M. K., [Sﬁ];, str. 704) Semi regularan prostor
je blizu kompaktan ako i samo ako je kompaktan.

Takodje, regularan prostor je blizu kompaktan ake i samo ako je kompa-

ktan ( Singal,M.K., [55] , str. 704).
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Svaki Hausdorff-ov blizu kompaktan prostor je skoro regularan ( Singal,
M.K., [55] , str. 705).

Inamo da je proizvod kompaktnih prostora kompaktan. S1i¢no vazr:

Teorema 2.1.6. (Stngal,M.K., [56] ,8tr. 677) TopoloSkt proizvod je blizu
kompaktan ako 1 samo ako je svaki koordinatni prostor blizu kompaktan.

Defnicija 2.1.3. ( Singal,M.K., [56] , str. 673) Podskup A prostora X je
a—blizu kompaktan (N-zatvoren) ako i1 samo ako se iz svakog reqularno otvore-
nog {(u X) prekrivada podskupa A moZe izdvojiti konacan podprekriﬁaé.

Podskup A je blizu kompaktan ako 1 samo ako je A kao podprostor prostora
X blizu kompaktan.

Ove dve kompaktnosti se uvek ne poklapaju. Vazi,

Svaki gqust { otvoren) podskup A prostora X je blizu kompaktan ako i samo
ako je o-blizu kompaktan { Singal,M.K., [56] ,str.673).

Svaki s-zatvoren podskup blizu kompaktnog prostora je a-blizu kompaktan
( Singal,M.K., [56] , str. 673).

Regularno zatvoren podskup a-blizu kompaktnog skupa je opet a-blizu

kompaktan skup ( Carnahan, D., [12] , str. 147).

Teorema 2.1.7. Svaki a =blizu kompaktan ppdskup-ﬂausdbrfTLovog prostora

X je 8-zatvoren.

Dokaz. Neka je A a-blizu kompaktan podskup u Hausdorff-ovom prostoru (X.r).

Tada je A kompaktan podskup u Hausdorff-ovom prostoru (X,t*) , pa sledi da_
je A s-zatvoren podskup.
Teorema 2.1.8. Svaki blizu kompaktan Hausdorff-ov pfostor Jje &-normalan.
Dokaz. Neka je (X,t) blizu kompaktan Hausdorff-ov prostor. Tada je (X,t*)
kompaktan Hausdorff-ov prostor, te je on tada i normalan, pa sledi da je

(X,t*) s-normalan prostor.
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reorema 2.1.9. Ako je X skoro regularan prostor, A njegov a—blizu kompa-
ktan podskup T U regularno otvorena okolina podskupa A, tada postoji regula—
rmo satvorena okolina V podskupa A koja je sadriana u U.
Dokas. Podto je X skoro regutaran prostor siedi da za svaku tacku x cA,
postoji regularno otvorena okolina V tako da je X eVﬁCZVfoU. Tada je

porodica

{V.: X eA }

X
regularno otvoren prekrivac a-blizu kompaktnog podskupa A , pa sledi da po-

stoji konacan broj tacaka Xys Xos =ee s Xo iz A tako da je

ACV. UV, U...UV, .
X1 X2 *n
Neka je V ='Vx1 Y sz U ... U Vx .

V je regularno zatvorena okolina skupa A sa osobinom A (CV (CU S35to je

i trebalo dokazati.

Teorema 2.1.10. Svaki skoro regularan blizu kompaktan prostor je &-norma-

Lan prostor.

Dokaz. Neka je (X,t) skoro regularan blizu kompaktan prostor. Tada je
(X,1*) regularan kompaktan prostor, te je on normalan, pa sledi da je (X,)

s~normalan.

Teorema 2.1.11. Zatvaranje svakog a-blizu kompaktnog skupa je a-blizu
kompaktan skup u skoro regularnom prostoru X.

Dokaz. Neka je X skoro regularan prostor i A a-blizu kompaktan podskup.
Neka Je {Ui: 1 €l} broizvoljan regularno otvoren prekrivaé podskupa A. Za

svako x €A postoji Ui(x) tako da x EU;(X)' Posto je X skoro regularan pro-

stor sledi da postoji reguiarno otvoren skup Vi(x

* &= Vi & Vi),

) tako da je

Porodica {Vi(x) : x €A} je regularno otvoren prekrivaé a-blizu kompaktnog
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podskupa A, pa postoji kona¢na porodica
i) Vi)t i)
tako da je
I\C:Vi(x1) U Vi(xz) Uu... U Vi(xm)

odnosno

ﬁCVi(xt) Uv’i(xz) U. .. UVi(xm)C Ui(x1) U Ui(xz) Uu...u Ui(xm)

pa sledi da je A o-blizu kompaktan podskup prostora X.

Teorema 2.1.12. Neka su A 7 B a~blizu kompakini podskupovi topolodkih pr-
ostora X 1 Y © neka je W regularmo otvorena okolina skupa A x B proizvoda
X x Y . Postoji regularmo otvorena okolina U skupa A i regularno otvorena
okolina V skupa B tako da je A x B{_ U X V {W.

Dokaz.Za svaku taCku (x,y)e A x B, postoje regularno otvorena okolina
R taCke x 1 regularno otvorena okolina S tacke y tako da je R x S (TW. Posto
Je B o-blizu kompaktan, sledi da za fiksno x €A postoji reqularno otvorena
okolina Ri tacke x i odgovarajuéi regularno otveren skup Si 2za 1 = 0,1,2,...n
tako da je B (CQ, gde je

Q=Y (5, :+1=0,1,2,... n}

Ako je P ffﬁ{Ri: i=0,1,2,..., n} , tada je P reqularno otvorena oko]ina
tacke x, a Q je okolina skupa B i vazi P x Q(C W . Posto je A «-blizu kompa-
ktan sledi da postoji konaan broj reqularno otvorenih skupova Pi u prostoru

X 1 konalan broj odgovarajucih Q; u prostoru Y tako da je Pi X QiCZH i A(::U1,

gde je U1 = U {Pi: i=o0,1,2,...,m }.

Neka je V, =V ( Q;: i=0,1,2,...,m} .

Dalje neka je U = u(U1) ayV = a(V1).

Tada su U 1 V reqularno otvorene okoline podskupova A i B sa osobinom

Ux VW, §to je 1 trebalo dokazati.
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Teorema 2.1.13. Neka je X topolodki prostoﬁ 1 neka je dato skoro nepre-
kidno razlaganje P prostora X, éiji su Elanovi o—blizu kompaktni podskupovi
L neka je P osnabdeven kolidnik topologtjom. Ako je X Hausdorff-ov prostor
(skoro regularan) tada je P Hausdorff-ov (skoro regularan) prostor.

.Dokaz. Za skup A prostora X reéi ¢€emo da je prihvatljiv ako i samo ako je
A unija nekih ¢lanova porodice p . Iz definicije skoro neprekidnog raziaganja
p sledi da svaka regularno otvorena okolina proizvoljnog &lana A porodice
u X sadrzi neku prihvatljivu okolinu podskupa A. ZnacCi, slika svake regularno
otvorene okoline skupa A u X jeste okolina tacke A u 7?7 . Pored toga znamo da
je projekcija svakog regularno zatvorenog skupa zatvoren skup.

Sada predjimo na dokaz date teoreme. Neka je X Hausdorff-ov prostor.

Neka su A i B qa-blizu kompaktni podskupoﬁi prostora X, tj. neka su A i B dve
razliCite taCke u prostoru P . Sledi da postoje reqularno otvorene disjunktne
okoline U i V podskupova A 1 B. PoSto je projekcija reqularno otvorene okoline
skupa A okolina tacke A u D ,sledi da su projekcije podskupova U i V ,disju-
nktne otvorene okoline tacaka A i B u prostoru D , pa je D Hausdorff-ov
prostor.

Sada neka je X skoro regularan prostor. Neka je AeD 1 U regularno otve-
rena okolina tacke A u D. PoSto je projekcija P skoro zatvoreno preslikava-
- nje sledi da je P'l( U} = U regularno otvorena okoliﬁa skupa A u prostoru X.
Sledi da postoji reju]arno zatvorena okolina V skupa A sa osobinom AC V CU.
P(V) je zatvorena okolina taCke A sa osobinom A CP(VYC U pa je D skoro
reguiaran prostor,5to je 1 trebalo dokazati.

Postavlja se pitanje kako se blizu kompaktni prostori odnose prema razli-
¢itim preslikavanjima. Vazi ,

Teorema 2.1.14. (Singal,M.K., [55], str. 706) Ako je f skoro neprekidno,

skoro otvoreno presilikavanje blizu kompaktnog prostora X na prostor Y, tada
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je t© Y blizu kompaktan prostor.
Teorema 2.1.15. Ako je f 0-neprekidno skoro otvoreno preslikavanje blizu
kompakitnog prostora X na prostor Y, tada je 71 Y blizu kompaktan prostor.
Dokaz. Svako preslikavanje f koje je o-neprekidno i skoro otvoreno je
1 skoro neprekidno.
Teorema 2.1.16.4ko je f slabo neprekidno preslikavanje blizu kompaktnog

prostora X na skoro regularan prostor Y, tada je Y takodje blizu kompaktan.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1 ( Noiri,T., [411 , str. 142) f je skoro nepre-
kidno preslikavanje prostora (X,t*) na prostor Y. PoSto je (X,t) blizu kompa-
ktan, to Je (X,t*) kompaktan prostor, a skoro neprekidna slika kompaktnog
prostora je blizu kompaktan prostor.

Teorema 2.1.17. Ako je f 6-neprekidno, skoro otvoreno preslikavanje bli-
au kompaktnog prostora X na Hausdorff-ov prostor Y, tada je slika svakog re-
gularno zatvorenog povezanog skupa u X regularno zatvoren.povezan skup u Y.

Dokaz. Preslikavanje f je skoro neprekidno i skorc otvoreno pa dokaz siedi

na osnovu teoreme 3.3. ( Herrington, [22] , str. 435)

Definieiga 2.1.3. ( Carnahan,D., [12] » Str. 150) Prostor X je lokalno

blizu kompaktan ako i samo ako za svaku tacku x eX postoji okolina U tacke x

tako da je U a*blizu'kompaktan skup.

Oéig1edno Je da je svaki Tokalno kompaktan prostor ujedno i lokalno blizy

kompaktan. Obrnuto nije uvek tacno.

Teorema 2.1.18. Ako je X skoro regularan prostor tada vaZe sledede ekviva-

lenctje:
(a) X je lokalno blizu kompaktan ;
(b) Za svaku talku x €X t okolinu U tadke x postoji otvoren skup V sa
osobinom x €V C V C () 2 V je a-blizu kompaktan podskup ;

(e) Za svaku tadku x €X i regularmo otvorenu okolinu U tadke x postogt
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olvoren skup Vo sa osobinom x eV CV CU oy V je a-blizu kompaktan skup ;
()i svake a—-blinu kompaktan skup O C regularno olvoren ckup U D0 , po-
stoji otvoren skup V sa osobinom C CVCV CU , V je a~blizu kompaktan
skup .
Dokaz. {a)=(b)
PosSto je X lokalno kompaktan siedi da za svaku tacku x eX postoji otvoren
skup W sa osobinom x eWCl , W'je «~blizu kompaktan skup. Skup «{(U M W) je
reqularno otvoren i (UM W)C W . Posto je X skoro reaqularan prostor, sledi
da postoji regularno otvoren skup V sa osobinom x eVC VC o(UM W) C o(U).
Skup V je reqularno zatvoren i VC W , pa sledi da je V a-blizu kompaktan
skup.
(b)+(c)
Odmah se vidi.
(c)~(d)
Za svako ¢ €C moze se naci otvoren skup Vc tako da je Vé a-blizu kompa-

ktan skup 1'VCCZU . {V_. : ceCt je otvoren prekrivaC o-blizu kompaktnog

C

skupa C pa sledi da postoji konacna porodica {Vc.: 1 = 0,1,2,..., nltako

j
da je

CCQU (V. ) :i=0,1,2,...,n )} =V.
1

Posto je V = U { ETVETT 1 =0,1,2,..., 0}, i a(VC:) = V , V je kona-
i i

C.
i

éna unija o-blizu kompaktnih skupova pa je i V a-blizu kompaktan skup.

V je ao-blizu kompaktan skup sa osobinom CC VC VC U, pa je time doka-
2ana implikacija (c)»{d}.

(d)~(a)

Svaka tacka Jje o-blizu kompaktan podskup. Uzmimo da je X = U . Tada prema
(d) sledi da postoji okolina V tako da je x eVC V C X i V je a-blizu kompa-

ktan skup, pa sledi da je prostor X lokalno blizu kompaktan.




- 29 -

Teorema: i.d.19. Potreban 1 dovoljan uslov da prostor (X,t1) bude Zékalno
bZ.?f:m. kompaktan Jjeste da je (X,1%*) lokalno kompaktan prosior.

Dokaz. Neka je (x;T) lokalno blizy kompaktan prostor. Neka je x e X pro-
izvoljna taCka. Sledi da postoji otvorena okolina U talke x tako da je U
a~blizu kompaktan podskup . Neka je V = a(l) . Tada vazi xe VC VC U. 0da-
tle sledi da je V regularno otvorena okolina tatke x sa osobinom da je V
a=blizu kompaktan skup u prostoru (X,t). Po3to je skup V regularno zatvoren
u prostoru (X,t), V je zatvoren u prostoru {X,t*). V je otvorena okolina
talke x u prostoru (X,t*) sa osobinom da je V kompaktan skup u prostoru
(X,1t*) pa sledi da je (X,t*) lokalno kompaktan prostor.

Obrnuto, neka je (X,t*) lokalno kompaktan prostor. Uzmimo tacku x eX.
Tada postoji 4&-otvorena okolina V tacke x tako da je Vé* kompaktan skup u
prostoru (X, *), pa je’VT* a-blizu kompaktan skup u prostoru (X,1). Po3to
je'VT(:fVT* siedi da jeVT a-blizu kompaktan skup u prostoru (X,r), pa je
(X,t) lokalno blizu kompaktan prostor.

Teorema 2.1.20. Ako je topolodkr protzvod lokalno blizu kompaktan onda
Je svakt koordinatni prostor lokalno blizu kompaktan i svi osim konadnog
broja koordinatnih prostora su blizu kompaktnt.

Dokaz. Neka je topoloski proizvod (r‘ixi,x) lokalno blizu kompaktan pro-
stor. Tada je na osnovu predhodnelteoreme ([_7Xi,r *) Tokalno kompaktan
prostor, pa sledi da su svi koordinatni prostori (xi,T ;*) lokalno kompaktni
i svi osim konaCnog broja su kompaktni,pa odatle sledi da su svi koordinatni
prostori (Xi, Ti) lokalno blizu kompaktni, pri Cemu najvise konaino njih
nisu blizu kompaktni.

Teorema 2.1.21. ( Carmahan,D., [12] , str.151) Neka je f skoro neprekidno
bijcktivno i skoro otvoreno preslikavanje topolodkog prostora X ma topolo-

Ski prostor Y. Ako je X lokalno blizu kompaktan tada je 7 Y lokalno blizu

kompakta.
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Pored blizu kompaktnih prostora mogu se posmatrati blizu prebrojivo ko-
mpaktni, blizu sekvencijalno kompaktni itd. prostori, koji se definiSu na
odgovarajuc¢i naéin kao i blizu kompaktni prostori. Npr. prostor X je blizu
prebrojivo kompaktan ako i samo ako se iz svakog prebrojivog regularno otvo-
renog prekrivaca datog prostora X moZe izdvojiti konaan podprekrivac.

Teorema 2.1.22. Potreban 1 dovoljan uslov da je prostor X blizu kompaktan
jeste da je blizu Lindeldf-ov blizu prebrojivo kompaktan.

Dokaz. Lako se dokazuje.

Teorema 2.1.23. U bliau prebrojivo kompaktnom prostoru X svaka otvorena
Lokalrno konacdna porodica je Konacna.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je svaka regularno otvorena lokalno kona-
¢na porodica konacna, jer ako je {Ui: iel} otvorena lokalno konacna poro-
dica tada je {u(Ui) : 1 ¢} reqularno otvorena lokalno konalna porodica.

Predpostavimo da postoji prebrojiva reqularno otvorena lokalno konacCna

porodica {An: n eN} koja nije konaCna. Meka je Fi= U 'Kj . Skupovi F.
J=1

su regularno zatvoreni sa osobinomIWFi =@ , pa bi sledilo da dati prostor

nije blizu prebrojivo kompaktan.

2.2.SKORA KOMPAKTNOST

U ovom paragrafu ispitivacemo osobine skoro kompaktnih 1 skoro-m-kompar

ktnih prostora.

Definicija 2.2.1. ( Aleksandrov,P.S. [1 1, vidi Singal,M.K., [50],str.234)

Za prostor X kaZzemo da je skoro kompaktan (H-zatvoren) ako i samo ako se iz

svakog otvorenog prekrivaa U ,moZe izdvojiti konaCna porodica skupova U1,

U2""' Un_sa osobinom
X=U1UU2U...UUn.
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Definietja 2.2.2. ( Singal,M.K., [50], str.234) Prostor X je skoro-m-
kompaktan ake 1 samo ako se iz svakog otvorenog prekrivada U , k U ¢ m,
moZe izdvojiti konaéna pdrodica U1,U2,...,Un sa osobinom .

XimUUZU”.Um.

Svaki skoro kompaktan prostor je skoro-m-kompaktan. Svaki blizu kompaktan
prostor je skoro kompaktan, pa sledi da je svaki kompaktan prostor skoro
kompaktan. Obrnute €injenice nisu taéne, postoje razni primeri.

Veza izmedju do sada prouCavanih kompaktnosti moZe se ilustrovati na
slede¢i nacin

{ ———nC

¥ '

NC =———— NmC

' !

AC » AmC

gde je C-kompaktan, N-b]izu.lA- skoro.

Yeorema 2.2.1. ( Stngal,M.KX., [55],3tr.704) Skoro regularan prostor je skoro
kompaktan ako i samo ako je blizu kompaktan.

Definteija 2 2.2. Porodica F podskupova prostora X ima osobinu int-kona-
Enog presecanja ako i samo ako je unutrasnjost svakog preseka od konaéno
mnogo €lanova porodice F neprazan skup.

Teorema 2.2.2.Prostor X je skoro-m—kompaktan ako i samo ako svaka porodi-

ca F , kK F & m ,zatvorenih skupova sa osobinom int-~konadnog presecanja

ima neprazan presek.

Dokaz. Potreban uslov. Neka je F , k F < m , proizvoljna porodica za-

-

tvorenih skupova u skoro m-kompaktnom prostoru X i predpostavimo da je pre-

sek Clanova porodice F , prazan skup. Tada sledi da porodica
G6={X\F:FefF)}

je otvoren prekriva skoro m-kompaktnog prostora X, kCg m, pa postoji

konacan broj &lanova F1, F2,..., Fn tako da je




e e

X = XNF, U XNF, U ... U 'R"K*'F‘n
Poito je XN F = X\ FO, sleds

(X N F3) U (%N FOY U e U (XN F?]) = X
odnosno

FINRN...OF =9 .

n
Odatle sledi

(FNF, N NEN° =9
Sledi da porodica F nema osobinu int-konaCnog presecanja.
Dovoljan uslov. Neka je ¢, k 6¢m , otvoren prekrivaC prostora X. Posma-
trajmo porodicu
F = (X\NG: Ce G}
Porodica F je porodica zatvorenih skupova i kF < m. Po3to je G prekrival
prostora X sledi da je presek ¢lanova porodice F prazan skup. Odatle sledi
da F nema osobinu int-kona&nog presecanja, jer ako bi porodica F imala
osobinu int-konalnog presecanja ,na osnovu uslova teoreme sledilo bi da je
presek Clanova porodice F neprazan skup. Dakie postoji konacan broj skupova
G1, Gz, cees Gn tako da je
(XN 6% Y (XN 6,)°N .. N (XN E)° =P
to jest | |
(XNG) M OXINGIY MV (XNG) =P .
Odatle sledi da je
X\(I-T1 UG, U ... UG) =9
ocdnosno

G1Llﬁzlj...l}ﬁn:=x
pa je dati prostor X skoro m-kompaktan.

Teorema 2.2.3. Prostor X je skoro kompaktan ako © samo ako svaka poro-

dica zatvorenih skupova sa osobinom int-konadnog presecanja ima neprazan
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Dokaz. Kao 1 u predhodnoj teoremi.

Za podskup A prostora X kaZzemo da je a-skoro kompaktan ako i samo ako
se 1z svakog otvorenoq prekrivaca U skupa X moZe izdvojiti konacna porodica
U1, U2, cev s Un tako da je

A ='U1 U’U? U ... U'Un.
Teorema 2.2.4. Neka je X skoro regularan prostor. Podskup A je a-blizu
kompaktan ako 1 samo ako je a-skoro kompaktan.

Dokaz.Neka je A a-blizu kompaktan podskup skoro regularnog prostora X. Po-
kazacemo da je A «-skoro kompaktan. U tu svrhu neka je U ={Ui : 1€ Ilpro-
izvoljan X-otvoren prekrivad podskupa A. Tada je i V = {a(Ui): i€ I } recu-
larno otvoren prekrival podskupa A. PoSto je A a-blizu kompaktan, sledi da
postojt konalan podskup J skupa I tako da je V= {u(Ui) : 1 &J} recularno
otvoren prekrivaC podskupa A. Odatie siedi da je U’= (U, : i€ J} konadna
podporodica porodice U otvorenih skupova sa osobinom da zatvorenja njenih
Clanova ¢ini konaénu porodicu koja prekriva podskup A. Odatle sledi da je
A o-skoro kompaktan podskup datog prostora X.

Vidi se da ovaj deo dokaza vaZi za sve prostore X.,Me moramo se ograni-
¢iti samo na skorﬁ regularne prostore.

Obrnuto, neka je A a-skoro kompaktan podskup prostora X. Neka je dat
proizvo)jan regularno otvoren prekrivac {U;: i.EI} podskupa A. Za svako xe A
postoji Ui tako da x~eUi. Posto je X skoro reqularan prostor, sledi da po-
stoji regularno otvoren skup V., tako da xnavx(:'VxCZ U, . Porodica

{Vx: X €A} prekriva podskup A, a posto je A a-skoro kompaktan sledi da

postoji konacan broj regularno otvorenih skupova Vx s Vo 5 ... Vx $a 0S06-

1 X2 n
binom
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VxCUi za neko Ui € {Ui:i el 1. Sledi da je konalna porodica
1 J J

LI j=1,2,...n } regularno otvoren prekrivaC datog podskupa A, pa je A

J
4-blizu kompaktan podskup, Sto je i trebalo dokazati.

Posledica 2.2.1. Ako je X skoro regularan prostor © A a=-skoro kompaktan
podskup 7 U regularno otvorena okolina podskupa A, to postojt regularno
zatvorena okolina V podskupa A sa osobinom ACCV CU .

Teovema 2.2.5. (Singal,M.K., [50], str. 238) Prostor X je skoro m—kompa-
ktan ako i samo ako je svaki regularnc zatvoren podskup a-skoro m-kompaktan.
Teorema 2.2.6. ( Singal,M.K.,[49], str. 707) Neka je f skoro neprekidno
preslikavanje prostora X na prostor Y. Ako je X skoro kompaktan onda je i

Y skoro kompaktan.

Teorema 2.2.6. ( Chevalley,C., [241, vidi Engelking,R., [211, str.277)
Topolo3ki proizvod je skoro kompaktan ako 1 samo ako je svakti koordinatni
prostor skoro kompaktan.

Teorema 2.2.7. Neka je f skoro neprekidno preslikavanje prostora X na
prostor Y. Ako je X skoro m—kompaktan prostor tada je i Y skoro m-kompaktan.

Dokaz. Da bi Y bio skoro m-kompaktan dovoljno je dokazati da se iz svakog
regularno otvorenog prekrivaca u={Ui i€ I} , k U g m,moZe izdvojiti ko-
nacna porodica U1. U2 ‘e Un sa osobinom

T, 00, U ... uT =Y.
Dokazimo tu cinjenicu. Neka je U = {U,

j
stora Y, k 4 < m . Posmatrajmo regularno otvoren prekrivac {a(Ui) 1€ I}

: 1 €¢I} otvoren prekrivaé pro-

Sledi da postoji konacan skup indeksa JCI tako da je
U {”’]Hii . i(_J } = Y.

Posto je o(U.) ='Ui sledi da je Ul: ied} =Y, pajeY skorom-

kompaktan prostor.
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Sada predjimo na dokaz date teoreme. Neka je U ={ U. : 1 ell, k igm,
proizvoljan regularno otvoren prekrivaé prostora Y. Tada je
o= (FT(U) zde 1)
otvoren prekrivaé prostora X sa osobinom k U* ¢ m . Posto je X skoro m-ko-
mpaktan prostor, sledi da postoji konaéna porodica

(U ) k= 1,2,0..,0 )

K
tako da je
U, ) k= 1,2, 0 ) = X
k

Posto je f skoro naprekidno prestikavanje, siedi da je

" P -

£, ) C T

k k

odnosno, siedi da je

Y=U{U, :k=1,2,...,n}
Tk

pa je Y skoro m-kompaktan prostor.




GLAVA I11

PARAKOMPAKTNOST

U ovoj glavi obradicemo neka uopitenja parakompaktnih prostora,t].
bice obradjeni blizu parakompaktni,blizu prebrojivo parakompaktni, slabo

parakompaktni, skoro parakompaktni kao i lokalno skoro parakompaktni prostori.

3.1.BL1ZU PARAKOMPAKTNOST

Definieija 3.1.1. (Aleksandrov,P.S., [2 1,vidi Aleksandrov,P.S., [3]
str. 71) Porodica A prostora X je lokalno konalna (diskretna) ako 1 samo ako
za svaku tacku x prostora X postoji okolina koja se sefe sa majviSe konalno
mnogo (jednim) ¢lanova porodice A .

Lako se vidi da je unija zatvaranja ¢lanova lokalno konalne (diskretne)
porodice podskupova prostora X jednaka zatiorenju unije ¢lancva te lokalno

konatne (diskretne) porodice , tj. ako je A lokalno konalna (diskretna)

porodica tada je

UA-AeA)r =UR:ReA)
0¢iqledno sledi da zatvaranja €lanova lokalno konacne (diskretne) poro-
dice obrazuju lYokalno konalnu (diskretnu } porodicu.
Defintctja 3.1.2. (Aleksandrov,P.S., [2]. vidi Aleksandrov,P.S.,[31str.
72) Porodica A je o-lokalno konacna ( o-diskretna) ako i samo ako je A

unija od najvise prebrojivo mnogo lokalno konatnih (diskretnih) porodica.
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Za porodicu B kazemo da je upisana u porodicu A ako i samo ako je svaki
¢lan porodice B podskup nekog &lana porodice A .

Definicija 3.1.3. ( Dieudonne,d., [17], vidi Kelley,L.J., [27], str.211)
Prostor X Je parakompaktan ako i samo ako je reqularan i ako se u svaki otvo-
ren prekrivaC prostora X moZe upisati otvoren lokalno konacan prekrivac.

Svaki regularan kompaktan prostor je ujedno i parakompaktan, dok obrnuto
nije uvek taCno, to pokazuje primer beskonaénog diskretnog prostora.

Defintcija 3.1.4. (Singal M.K., [57],5tr. 3) Prostor X je blizu parako-
mpaktan ako 1 samo ako se u svaki regularno otvoren prekrivac datog prostora
X moZe upisati otvoren lokalno konadan prekrivac.

Svaki parakompaktan prostor je i blizu parakompaktan dok obrnuto nije uvek
tacno ,Sto pokazuju niz primera.

Teorema 3.1.1. (Singal,M.K., [57], str. 4) Regularan prostor je blizu pa-
rakompaktan ako i samo ako je parakompaktan.

Teorema 3.1.2. Skoro regularan prostor (X,t) je blizu parakompaktan ako
1 samo ako je (X, 1*) parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je (X,t) skoro regularan blizu parakompaktan prostor. Pre
svega (X,t*) je reguiaran prostor. Neka je

{ Ui:

iel}

proizvoljan s-otvoren («* -otvoren) prekrivaé datog prostora X. U s-otvoren .
prekrivac {Ui: 1 €l} moZemo upisati r-regularno otvoren prekrivac {Vj: Jj €Jd}
( regularno otvoreni skupovi su baza topologije +*). {Vj: J €J} je regularno
otvoren prekriva prostora (X,t), pa posto je (X,t) blizu parakompaktan sledi
da sé u {Vj: J eJ }moze upisati otvoren Tokalno konafan prekrivac {wk:ke K}
prostora (X,t) . Tada je {a(wk) : ke K }reqularno otvoren lokalno konacan

prekrivac upisan u {Vj: J&ed }. Treba jo$ pokazati da za svaku tacku x &X

postoji s-otvorena okolina koja se sece sa najvide kona&no mnogo ¢lanova
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porodice {u(wk) .k ¢ K}

laista, posto je {a(wk) : k ¢K} reqularno otvoren lokalno konacan prekri-
vat sledi da postoji otvorena okolina O(x) tacke x, koja se seCe sa najvise
kona¢no mnogo ¢lanova porodice {a(wk) . k K} . Tada je o(0(x)) regularno
otvorena okolina tacke x, koja se sefe sa najviSe konacno mnogo Clanova po-
rodice {a(wk): k ¢K} . Odatle sledi da je (X,t*) parakompaktan prostor.

PokaZzimo sada da , ako je (X,t*) parakompaktan prostor ,je tada (X,t) bli-
zu parakompaktan prostor. U tu svrhu neka je

{Ui: iel }
proizvoljan regularno otvoren prekrival prostora (X,t). PoSto jJe {Ui: 1 ¢l}
reqularnoc otvoren prekrivac, sledi da se u njega moZe upisati g&-otvoren loka-
Ino konacan prekrivac {Vj: j eJ} . Svaki s-otvoren skup je ujedno i1 otvoren,
pa sledi da je {Vj: j ¢J }otvoren lokalno konacan prekrivac prostora (X,t),
koji je upisan u regularno otvoren prekrivac {Ui: 1 cl}, pa je dati prostor
(X,7) blizu parakompaktan, Sto je i trebalo dokazati.

Ova teorema je od velikog znaCaja ,jer pomocu nje se dokazi slicnih ¢inje-
nica koje vaZe za parakompaktne prostore mogu preneti na blizu parakompaktne
prostore, pa se niz teorema iz literature na ovaj jednostavan naCin moze lakse
dokazati.

Definieija 3.1.5. Otvoren prekrivacC U prostora X je s-uniforman ako i samo
ako postoji s-otvorena okolina V dijagonale A proizvoda X x X tako da je za
svaku tacku x prostora X, VIxICU za neko U e U ,gde je Vix] = {y: (x,y)eV} .

Teorema 3.1.3. Ako je X skoro regularan prostor vazZe sledede ekvivalencije:

(a) X je blizu parakompaktan ;

(b) U svaki regularno otvoren prekrivad prostora X moZe se upisati regu-

larno otvoren lokalno konalan prekrivad ;

(¢) U svaki regularne otvoren prekrivacé prostora X moZe se upisati regu-
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larno zatvoren lLokalno konadan prekrivac ,
(d) U svaki g-otvoren prekrivad mode se upisati lokalno konacan prekﬁ;;é
s £
(e) Svaki g=-otvoren prekrivadé je §-uniforman ;
(f) U svaki s-otvoren prekrival prostora X moze se uptsati Ghotvoren.j
g-diskretan prekrivad ;
(g) U svaki §-otvoren prekrivad prostora X moZe se upisatl 6—otvorgi;
a—lokalno konadan prekrivad. ;;i
Dokaz. Sledi na osnovu predhodne teoreme i teoreme 5.2.8 ( Michael,lﬁﬁ:
Stone,[61], vidi Kelley,L.d., [27], str. 212). 3
Teorema 3.1.4. (Singal,M. K., [57],str. 11) Svaki blizu parakompakt&{%ﬁ_

Hausdorff-ov prostor je skoro regularan.

Dokaz. (X,t*) je Hausdorff-ov prostor sa osobinom da se u svaki 6-0&@?

ren prekrivaé moZe upisati s-otvoren lokalno konacan prekrivac,pa Je pro= |

ol
-
.

stor (X,t*) regularan odnosno (X,t) je skoro regularan prostor.

Do

Teorema 3.1.4. (Singal,M.K., [57],str. 8) Svakt skoro regularan blizﬁi "

Lindeldf~ov prostor je blizu parakompaktan.

Dokaz. (X,1*) je regularan Lindeléf-ov prostor,pa je (X,t*) parakmm@f ;

ktan, odnosno (X,v) je blizu parakompaktan prostor.

Teorema 3.1.5. Svaki skoro regularan blizu parakompaktan prostor je
§—normalan. |

Dokaz. (X,t*) je reguiaran parakompaktan prostor, pa je on 1 normalaﬂ
odnosno (X,t) je s-normalan.

Definicija 3.1.6. (Tukey,J.W., [66],vid1' Aleksandrov,P.S., [3] ,str‘-55)

Neka je y proizvoljna porodica prostora X i neka x X. Zvezdom tadke T U

: : . : : {
odnosu na U u oznact St(x,l ) nazivamo uniju svih elemenata porodice U ko]

sadrie x tj}.

l

1
L
3
9
-

1
i

i, plr 8

i
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St(x, y) =U U : Uc 4 » xeb }
Zvezda skupa A Je
St(A,y ) = U {St(x, u) » xeh}

Definicija 3.1.7. ( Tukey,J.H.,[ﬁﬁ],vidi Kelley,L.J.,[Z?], str. 230)
PrekrivaC yJe zvezdasto upisan u prekrivac y ako i samo ako je porodica svih
zvezdl za sve taCke x u odnosu na y upisana u ¢ tj. ako za svaku tadku x pro-
stora X postoji Uel tako da je St(x, U) C U.

Teorema 3.1.6. (Singal,M.K.,[57),8tr. 7) Skoro regularan prostor X je blizu
parakompaktan ako © samo ako se u svaki regularno otvoren prekrivad prostora
X mozZe zvezdasto upisati regularnc otvoren prekrivad.

Dokaz. Mi Cemo ovde dovoljan uslov drugalije dokazati nego $to je dokazan

u radu Singala. F

Neka jeLh%LH:i e} proizvoljan regularno otvoren prekrivac prostora X.
PoSto jJe X skoro regularan sledi prema predpostavci teoreme da se u regularno
otvoren prekrival ( moZe zvezdasto upisati regularno otvoren prekrivac
V={V;:1 el}. Neka je

V=Uvx Vs jed)

J
Tada je V s-otvorena okolina dijagonale A proizvoda X x X. Pokazacemo da je

Vix] C U, za neko 1 el.
Ako y eVlx] ,tada (x,y)e V, pa sledi da posfﬁji J eJ tako da je (x,v)e Vj X Vj.
Tada x.evj iy evj » 0dnosno v e5t(x, V) pa sledi Vix]C St(x, v) . PoSto je
v zvezdasto upisan u y ,sledi da postoji i <1 tako da je V[xjﬁ: St{x,V )Y
CZLH.
Ina¢i svaki regularno otvoren {s-otvoren) prekrivac je gs-uniforman pa je
dati prostor X blizu parakompaktan.

Teorema 3.1.7. Potreban © dovoljan uslov da bi Hausdorff-ov prostor X bio

blizu parakompaktan jeste da se u svaki regularno otvoren prekrivad prostora
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X mole zvezdasto upisali regularmo olvoren prekrivac.

Dokaz. Neka je X Hausdorff-ov blizu parakompaktan prostor. Tada,poSto je
X skoro reguiaran prostor, sledi na osnovu predhodne teoreme da se u svaki
requiarno otvoren prekrivaC moze zvezdasto upisati regularno otvoren pre-
krivac.

Obrnuto, neka je X Hausdorff-ov prostor sa osobinom da se u svaki requla-
rno otvoren prekrival moZe zvazdasto upisati regqularno otvoren prekrivac.
Pokazademo da je X skoro regularan prostor, pa da je blizu parakompaktan
sledi¢e na osnovu predhodne teoreme.

U tu svrhu, neka je F proizvoljan reqularno zatvoren skup 1 v¢ F. Tada
za svaku tacku x ¢F postoji otvoren skup G tako da x G 1y ¢ Ex . Tada je

{a(Gx) : xeF} U {XNF}

regularno otvoren prekrivacC prostora X, pa sledi da se u njega moZe zvezda-
sto upisati regularno otvoren prekrivac A . Dokazademo da Jje

St(F, A) M St(y, A) = B.
Predpostavimo da postoji tacka z koja pripada i jednomli drugom skupu tj.
z St(F, A) () St(y, A) . Po3to je St{F, A ) =1U {St(yF, A) vee F ) sledi
da postoji tacka Ye tako da z ESt(yF, A)Ca(Gx) za neko xe F.
Posto y ¢ a(G,) ni za kakvo x eF sledi da je z eSt(y, A)C X\ F, pa odatle
stedi da z ¢X\F . Vazi, i1i St{z, A) CX\ F ili St(z,A )Ca(Gx). -
St(z, A) @ XN\F , jer ako bi vazila ta implikacija sledilo bi, poito je

ZESt(yF,A ) > Yr cSt{z, A) da YE cX \F , $to je nemogucCe jer yF e F.

Ne mozZze da vazi ni St(z, A) C:u(Gx) , jer bi to znadilo,podto z cSt(y, A)
y €St(z, A) da y € a(G,) , a to je nemoguce.
Ina€i St(F,A )} M St(y, A) =9 ,pa Je dati prostor X skoro regularan,

pa na osnovu predhodne teoreme sledi da je X blizu parakompaktan prostor.
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Teorema 3.1.8. Ako je X Hausdorff-ov prostor vaie sledede ekvivalencije:

(a) 7a svaki regularno otvoren prekrival U prostora X 1 svaku tadku a ¢X
postodi otvoren prekrivad V koji je upisan u U i koji je lokalno konacan
u tadkt a ;

(b) X je skoro regularan prostor;

(¢) Za svaki regularrno otvoreﬁ prekrivad U prostora X v svaku tacku a €X
postoji otvoren prekrivaé V prostora X, otvoren skup Oa koji sadrzZit tacdku a

tako da meoa#’ St{x,V ) C U za neko U e l

Dokaz. Plan dokaza
(a)»({b)>(a)
(b)>(c)>(b)

(a)>({b)

Neka je F proizvoljan reqularno zatvoren skup 1 y ¢ F. PoSto je X Hausdo-
rff-ov prostor to sledi da za svaku tacku x efF postoji otvoren skup Gx,koji
sadr2i x tako da y ¢ G& . Posmatrajmo regularno otvoren prekrivac

{a(Gx) : xeF} UXN\NF 1} .

U taj regularno otvoren prekrivac po predpostavci teoreme moZemo upisati

otvoren prekrivaC V koji je lokaino konacan u tacki y. Neka je

V¥ =U (Ve : FIMV # Iﬂ}.-
V* je otvoren skup sa osobinom F C V* .PosSto je v lokalno konalna u tacki y
postoji otvoren skup U koji sadrzi y, a koji se se€e sa najvise konalno
mnogo Elanova porodice V. Neka su Vl’ Vz,... Vm ¢lanovi prekrivaca V koji
nisu sadrzani u X\ F ,a koji seku otvoren skup U. Neka je

m
u* = U (X \ U Ui}
i=1

Sledi yeU* , FCV* U v*x = p , €ime je (b) dokazano.
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(b)>(a)
Neka je

U= {UA A€ A}

proizvoljan regularno otvoren prekrival prostora X i neka je a X proizvoljna

tacka. Tada postoji 2~ ep tako da a EUA' . X‘\‘Ul, je reguiarno zatvoren skup
1aéd X \~Ul,. PoSto je po predpostavci X skoro reqularan prostor to sledi

da postoje disjunktni otvoreni skupovi U* i V* tako da je X \‘UX C V* i

a e U¥ . Neka je

V= (U .} U{V*ﬂUl::zeA s A F A7 ).

A
V je otvoren prekrival datog prostora X sa osocbinom da je upisan u regu-

iarno otvoren prekrivac U i da je lokalno konacan u talki a ( okolina U* sece
samo elemenat UA, ¢ U ) Sto je i trebalo dokazati.

(b)->(c)

Neka je X skoro regqularan prostor i neka je

U=1{U, :xrenr

A
protzvoljan regularno otvoren prekrival prostora X i neka je a X proizvoljna

- tacka. Postoji a’¢ A tako da a GUA' . Posto je X skoro regularan prostor posto-

J1 regularno otvoren skup Vl. tako da je

aevk.c Vl, C U}\.
X‘\‘Vl, je regularno zatvoren skup i a ¢ X'\\VA. . Na osnovu toga 3to je
dati prostor skoro reaularan, sledi da postoje otvoreni skupovi U* i V* tako
da je X\V,. C V*,ael* iU N V* = p . Posmatrajmo prekrivag

V = . *

V- 1u v

v je porodica koja je upisana u gy . Uvedimo oznaku O

St(x,V ) = Vl. - UA'

= U*x 3 _
3 U* 1 neka x.coa .

Zna¢i, postoji otvorena okolina Oa tacke a tako da za svako x an sledi

St{x, V)C U za neko Ue Ui , Sto je i trebalo dokazati.
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(c)»{b)

Neka je F proizvoljan reqularno zatvoren skup takav da a ¢ F. PoSto je X
Hausdorff-ov prostor, to sledi da za svako x # a postoji otvoren skup Ux, koj1
sadrzi tacku x takav da atf'ﬁx . Posmatrajmo reaularno otvoren prekrivac

U= {X\F}y U {“(Ux) :xeX N\ {a} } .
Na osnovu predpostavke , postoji otvoren prekrivaZ ¢ i otvoren skup 0a koji
sadrZi a tako da iz xmeﬂa sledi St{x,v ) C U za neko Uz ¢ . Izaberimo v,
takvo da a Eva i za svako b eF 1zaberimo Vb tako da b15vb . Neka je
Pa = Vaﬂﬂa i PF = U {Vy : beF} . Odatle sledi da a cP_ | FCPF i da su
Pa i PF otvoreni skupovi. Predpostavimo da x.eParW PF . Tada iz x.ePF sledi
da x eV, 2a neko b* ef. 1z x eP, sledi da x €0,, odnosno St(x, v) C U za

neko U & (.

Ako je St(x, v) C X\F tada Vb*CX\ F, odakle bi siedilo b* X\ F, Sto je
nemoguce.
Ako je St(x, U)Ca(Uy) za neko y # a, tada VaCa(Uy) za toy # a . To je
nemoguée, jer a ¢ a(Uy) ni za jedno y # a.

Prema tome sledi da su Pa i PF dva disjunktna otvorena skupa koji sadrie
respektivno a i F, pa je dati prostor skoro regularan.

Teorema 3.1.9. Ako se u svaki regularmo o?voren prekrivad skoro regularnog
prostora X mo3e upisati lokalno konadan prekrivad, to za svaki regularno otvo-
ren prekrivad {U,: 1 &I} prostora X posfoji zatvoren lokalno konalan prekrivad
{F.: 1 €I} sa osobinom F.CU. za svako 1 elI.

Dokaz. Neka Je {Ui: i €I} regularno otvoren prekrivaC prostora X. PoSto je
X skoro regularan prostor to u regularno otvoren prekrivac {Us: ie 1} moZe se
upisati regularno otveren prekrivaC y:sa-.-osebinom da za svako. Vel postoji el
tako da je’?(:,Ui. Tada se u reqularno otvoren prekrivaC vy moZe se upisati

lokalno konalan prekrivac {Aj: jed }. Za svako j ¢Jd izaberimo i{j) J tako
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da je Aj - Ui(j) i neka je F, U ﬂj C U, . Tada je (Foiiel)

i(j)=i
zatvoren lokaino konacan prekrivac sa osobinom FiC:Ui za svako 1¢l.

Ako je {Aj: j¢dJ yotvoren sledi da je {Fj: j¢J Yregularno zatvoren pre-
krivaC. Odatle sledi sledeca ¢injenica,

Ako je X skoro regularan blizu parakompaktan prostor to se u svaki fegu—
larnc otvoren prekrivad {U?: > 1l YmoZe upisati regularno otvoren lokalno
konadan prekrivad {V; : 1 I }Ysa osobinom ??:C U, za svako 1 €1.

Lema 3.01.1. Ako je X skoro normalan prostor tada se u svaki regularno otvo-
ren prekrivad (U, : 1 €l YymoZe uptisati takav otvoren lokalno konadan prekrivad
{G. - 1 &I }sa osobinom E?: C Ui za svako 1.e1.

Dokaz. Predpostavimo da je skup I numerisan rednim brojevima i «(m) ade
Jje ,{m} najmanji redni broj kardinalnog broja m prekrivaéa (= {Ui tiel}

Neka je F1 = X‘\.i31 U. . Posto je F1CZU1 to sledi da postoji otvoren skup G1
takav da je F.‘CG1C§1 C.-U1 . Porodica Uy = {G1, Ui’ 1~1} , ofigledno je
prekrivaé prostora X. Predpostavimo sada da za svako i<jg w{m) moZemo konstrui-
sati otvoren skup Gi sa osobinom'GiCZUi i da porodica U; = {6, kei, U k>i )
jest otvoren prekrivac prostora X. PokaZimo da i porodica

| ug' = {Gk, k<j ,_Uk, kz J }jest prekriva€ prostora X. U sludaju ako je j re-
dni broj prve vrste lako sledi tvrdjenje. Ako je j redni broj druge vrste,
uzmimo prqizvoljnu taCku x ¢ U {Uk’ Ky J }1 dokazimo da xc U {Gk, k<j1. Postoji
okolina O(x) talke x koja se see sa konacno mnogo elemenata U.e U, pa odatle
sledi da x ¢ Gk Zza neko k<i<j.-a odatle sledi da je u; prekrivac prostora X.
Konstrui§ima na kraju takav otvoren skup Gj u prostoru X sa osobinom'GSC:U.

1 da porodica uj = {Gi’ i, Ui’ i>j iprekriva prostor X. Posmatrajmo zatvoren

skup F, = X~ U Ui \NU Gi F:CU., pa sledi da postoji otvoren skup G.
3 S L P 1 !

sa oscbinom FjC: Gj(:ijC:Uj , a odatle sledi da je u:| prekriva¢ prostora X.
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Na osnovu transfinitpe indukcije sledi da za svaki redni broj j ¢ w(m)
moZemo konstruisati otvoren prekrivac {Gi : vl } sa osobinom da je
Gi(:'Gic:_Ui za igl s ocdnosno za svako i¢I , $to dokazuje datu lemu.

Teorema 3.1.10. Za skoro normalan prostor X va3e sledede ekvivalencije:

(a) X je blizu parakompaktan ;

(b) U svaki regulcarno otvoren prekrivad prostora X moZe se upisati

regularno otvoren lokalno konadan prekrivad ;

(c) U svaki regularmo otvoren prekrivad prostora X mo3e se upisati zatvo-

ren lokalno konalan prekrivad

(d) U svaki regularno otvoren prekrivad prostora X moZe se upisati requ-

larno zatvoren lokalno konadan prekrivad.
Dokaz, {a)+(b)
Neka je X blizu parakompaktan prostor. Neka je {Ui : 1 eI} proizvoljan regu-
larno otvoren prekrivaé datog prostora X. U njega se moZe upisati otvoren lo-
kalno konacan prekrivac {Vj : j ed) . Tada je {a(vj): J €d} regularno otvoren
lokalno konalan prekrival koji je upisan u reqularno otvoren prekrivaE{Ui:ieI}
(b)~(c)
Direktno sledi na osnovu predhodne leme.
(c)~(d)
Neka je {Ui: 1 e[} proizvoljan reqgularno otvoren prekrivac datog prostora X.
Tada postoji zatvoren lokalno konacan prekrivag {Fj : J ed} koji je upisan u
{Ui: il . Tada je {B(Fj) : J €J} reqgularno zatvoren lokaino konacan prekri-
val (Lemma 1.1., Singal ,M.K., [57].’str. 5) koji je upisan u reqularno otvoren
prekrivac {Ui i el} .

(d)+(a)
Neka je 4 proizvoljan regularno otvoren prekrivaé prostora X. Tada postoji re-

gularno zatvoren iokalno konacan prekrivad V koji je upisan u U . Poito je
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V lokalno konacan prekrivaé sledi da za svaku tacCku x ¢X , postoJi otvoren
skup M tako da x EM# i M se sele sa najvide konacno mnogo elemenata porodice
V . Tada u(Mx) je regularno otvorena okolina tacke x koja se seCe sa najvi-.
Ze konacno mnogo elerenata porodice V . Posmatrajmo regularno otvoren prekri-
vaC M= {“(Mx) : x €X} . Tada postoji regularno zatvoren lokalno konacan pre-
krival N koji je upisan u M .Za svako Ve V neka je V¥ = X U {V; i N ,NMV=0}.

V* je otvoren skup sa osobinom V(C V¥ i NN V* £ P& NV = P. Posto je V
porodica koja je upisana u U sledi da za svako Ve V postoji UVE U tako da
vC UV' Neka je
w={(V*\ U, : Ve Vi.
Tada je W otvdren lokalno konaéan prekrivaC datog prostora X koji je upisan
u regularno otvoren prekrivaé U, pa je dati prostor X biizu parakompaktan.
Teorema 3.1.11, Neka je X proizvoljan skoro normalan blizu parakompaktan
prostor. Tada se u svaki regularno otvoren prekrivaé prostora X moZe zvezadasto
upisati regularno otvoren prekrivac.
pokas . Neka je U proizvoljan regularno otvoren prekrival prostora X. Posto
je X skoro normalan blizu parakompaktan prostor to se u regularno otvoren
prekrivaé U moZe upisati reqularno zatvoren lokalno konalan prekrivac V . Za
svako Ve V , postoji UVE U tako da V C;UV . Za svaku tacku xe X, neka je
A, =M1y @ xeVe VININXN Ve g V) .
Poito je V lokalno konaina porodica regularno zatvorenih skupova i podto je
svaka podporodica lokalno konaéne porodice iokalno konaCna to sledt da je
U {V : x @V eV lregularno zatvo;en skup . Odatle sledi da je
m{X\V - xEg VeV I1=X\NU{V:x&d Ve lV}
reqularno otvoren skup. Posto je'v lokalno konacna porodica, svaka tacka x

prostora X moZe da pripada najvise konalnom broju elemenata porodice V , pa

sledi da je presek f}{UV . x €V € V } regularno otvoren skup. Znaci svaki A
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je regularno otvoren skup. Posmatrajmo sada porodicu A = {A,: xe X} . Neka

x €X . Tada 11i xeVeV ili x¢g VeV . U svakom sluéaju xe Ax pa sledi da
je A regularno otvoren prekriva datog prostora X. Pokazacemo da je A zvezdas-
to upisana u porodicu U. Neka je a €X fiksna tacka. PoSto je V prekrival pro-
stora X sledi da postoji Ve V tako da ae V. Pokazademo da je St(a,A )(:-UV‘
Neka je Ax proizvoljan Clan porodice A koji sadrzi tacku a . Ako x ¢ V tada

a eﬂxc: XN\ V, prema definiciji skupa Ax. Ali to je nemogue. Odatle sledi da
x ¢V, odnosno AXC;UV. ZnaCi svaki C¢lan porodice A koji sadrZi tacku a je sa-
drzan u Uy, pa sledi da je St(a,A )CUV,

Odatle sledi da je A prekrival datog-prostora X koji je zvezdasto upisan u
reqularno otvoren prekrival U .

Ako se zameni u predhodnoj teoremi“skoro normalan” sa "skoro regularan”
takodje vazi odgovarajuc¢i rezultat ( Singal,M.K., [45], str. 7) .Ali postoji
skoro normaian blizu parakompaktan prostor koji nije skoro regularan $to poka-
zuje sledeci primer.

Primer 3.1.1. Neka je X ={a,b,c} 7 definidimo topclogiju t na slededi nadin.
={X, #, {a} , {b}, {a,b}} .
Tada je {X,t) skoro normalan blizu parakompaktan prostor , alti (X,t) nije sko-
ro regularan prostor. {b,c} je regularno zatvoren skup koji ne sadrzi tacku a
ali ne postoje disjunktne okoline tacke a i reqularno zatvorenog skupa{ b,c} .
Teorema 3.1.12., Neka je X proizvoljan skoro normalan blizu parakompaktan
prostor. Tada je svaki regularno otvoren prekrivad 6&—uniforman.

Dokar . Neka je {Uy: 1 €1} proizvoljan regularno otvoren prekrivad prostora
X. Naka je V = {Vj: j €J} reqularno tovoren prekrivac Prostera X koji jé zZve-
zdasto upisan u regularno otvoren prekrivaé U = {Ui : 1 eI} . Neka je

V=V {Vj X Vj : Jed }. Tada je V TE ~ okolina dijagona]e A proizvoda X x X.

Pokazacemo da za svako x €X , V[x] C."_Ui za neko i eI . Ako y =VIix] tada (x,yXV
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- odakle sledi da postoji j ¢J tako da (x,y) Vj x V. . Tada xc V. 1 w V, .

3 J J
Odatle sledi da y (5t(x, V) . Tada je V{xICSt(x,¥ ) . Po3to jeV zvezdasto

upisana porodica u U ,sledi da postoji i €I tako da je V[x](: St(x, V)C:l%.

Definietja 3.1.8. Prostor (X,r) Je a-kélektiivno normalan ako 1 samo ako je
(X,c*) T1 prostor 1 ako za svaku diskretnu porodicu F §~zatvorenih podskupo-
va {Fy : o el }postoji diskretna porodica. s-otvorenih podskupova {UL: acl }
tako da je Fa C Ua za svako o el.

Teorema 3.1.13. Svakt Hausdorff-ov blizu parakompaktan prosotr je &§—kole-

ktivno normalan.

Dokaz. Neka je (X,y) Hausdorff-ov blizu parakompaktan prostor. Tada je
(X,:*) Hausdorff-ov parakompaktan prostor. Pokazacemo da je (X,t*) kolektivno
normalan. U tu svrhu neka je {Fj: J ed} diskretna porodica afzatvorenih podsku-
pova. Za svako x X izaberimo s -otvorenu okolinu Hxﬂkoja se sefe sa najvide
jednim skupom Fj. Posto je (X,t*) parakompaktan prostor to sledi da nostoji
s-otvoren prekrivac W={¥;: i ¢l }takav da je porodica{St(¥;,l/)upisana u pre-
krivac {Hx: x X} . Sledi da se svaki €lan porodice W secCe sa najvide jednim
¢lanom porodice {Vj: jed } gde je Vj = St Fj, ). Sledi da za svako i el po-
stoji x X tako da je St(wi ) w)CHx i ako jg Niﬂvj 7 8 to je Hxﬁ!fj '
$to je 1 trebalo dokazati. I

Znaci (X,7*) je kolektivno normalan prostor, pa je (X,t) s-kolektivno
normalan prostor, Sto je i treba]o'dokazati.

Teorema 3.1.14. Potreban i1 dovoljan uslov da bi Hausdorff-ov blizu parako-
mpaktan prostor bio blizu kompaktan jeste da je blizu prebrojivo kompaktan.

Dokaz. Neka Je X Hausdorff-ov blizu parakompaktan prostor. Ako je X blizu
kompaktan sledi da je X blizu prebrojivo kompaktan.

Obrnuto, neka je X blizu prebrojivo kompaktan. Po3to je X blizu parakompa-

ktan to sledi da se u svaki regularno otvoren prekrivaé U moZe upisati regula-

—_ e i TR e T
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rno otvoren lokalno konalan prekrivad ¢ . Posto je X blizu prebrojivo kompa-
ktan, to sledi da je svaki regularno otvoren lokalno konacan prekrivac V
konaCan, pa Je ¢ konacan prekrivac , a odatle sledi da je X blizu kompaktan
prostor.

Teorema 3.1.16. Svaki skoro regularan blizu parakompaktan prostor sa oso-

binom da postoji gust podskup A koji je blizu Lindeldf—-ov podskup, jeste bli-

au Lindeldf-ov prostor.

Dokaz. Neka je

{ Ui: icl}
proizvoljan regularno otvoren prekrivac datog prostora X. Na osnovu teoreme
3.1.9. sledi da se u regularno otvoren prekrivac (U - 1 el} moZe upisati

regularno otvoren lokalno konalan prekrivac (V. : 1l ytako da je’ViE: v

;
za svako 1 1. Sledi da je {Afﬁvi : V¢ I yregularno otvoren prekrivac pod-
prostora A, pa poSto je A blizu Lindeldf-ov prostor sledi da postoji prebro-
jiv podskup 10(: I tako da je

A=U{Aﬂvi . 1'(510}.
Odatle sledi

X=A=1 {Anv]. : iEIo}CU{Vi : e} CU {Ui riel)
tj. sledi da je X blizu Lindelof-ov prostor.

Teorema 3.1.16. Svaki blizu pafakompaktan prostor koji je lokalno blizu
kompaktan moZe se razloiiti na zatvorenc-otvorene podskupove koji su o-blizu
Lindelbf-ovi podskupovi prostora X.

Dokaz. PoSto je X lokalno blizu kompaktan to za svaku talku x X postoji
regularno otvorena okolina Ux tako da je Ug g-b1izu kompaktan podskup prosto-
ra. -Posto je X blizu parakompaktan prostor siedi da se u reaularno otvoren

prekrivac {Ux > X €X ImoZe upisati regularno otvoren lokalno konacan prekrivac

I}

V=1V, : 1€l }. Za Vo, 6V neka je S, (V )CV skup svih V&V za koje postoji
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niz V1, Vz...., Vk elemenata V tako da je Vk =V i V_.lf"'IVi_1 = @ za svako

i=1,2,...k . Neka je S(Vo) = kE1 Sk(VO) 1 neka qe S(V0)=U S(VO). Lako se

vidi da je porodica S (V,) konaCna odnosno k(S(V } < x,- Za V ,V, ¢ V skupovi
S(VO) i S(VI) il1 se poklapaju il1i1 su disjunktni 1 svaki je od njih otvoreno-
zatvoren podskup prostora X.

Inact S(VO) =U{V:V ES(VG) } pa sledi da je S(VO) a~blizu Lindeldf-ov
podskup, po3to je prebrojiva unija a-blizu kompaktnih podskupova, Cime je do-

kaz zavrsen.

Teorema 3.1.17. Suma iEI Xi Jje blizu parakompaktan.préstor ako 1 samo ako
Jje svakt X, blizu parakompaktan prostor.

Dokaz. AKO je iET xi blizu parakompaktan prostor to je svaki Xi blizu pa-
rakompaktan, posto je Xi zatvoreno-otvoren podskup prostora ie1 xi.

Obrauto, neka je svaki X. blizu parakompaktan prostor. Neka je

{Ua : a €A}
regularno otvoren prekrivaC prostora il3 }ﬁ(,i . Za svako i €l porodica
V;= {Xiﬂ U, : a €A
jest regularno otvoren prekrivaé prostora Xi ( Xi je zatvoreno-otvoren podskup
prostora i1 Xi ). U njega moZemo upisati otvoren lokalno konalan prekrivac
Aj- Lako se vidi da je 121 A; otvoren tokalno konacan prekrival prostora
iE1 Xi , koji je upisan u reguiarno otvoren prekrivac {Ua: a eAlpa sledi da je
iET Xi blizu parakompaktan prostor.
| Teorema 3.1.18. Hausdorff-ov prostor X je blizu parakompaktan ako 7 samo
ako je X x Y §—normalan za svaki Hausdorff-ov blizu kompaktan prostor Y.
Dokaz. Potreban ustov. Neka je X Hausdorff-ov blizu parakompaktan prostor

a Y Hausdorff-ov blizu kompaktan prostor. Tada je (X x Y.TE) regularan parako-

mpaktan prostor pa sledi da je X x Y &-normalan.

Dovoljan uslov. Neka je X x Y s-normalan prostor za svaki Hausdorff-ov
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blizu kompaktan prostor Y. Tada je (X x Y,T;) norralan prostor, za svaki

Hausdorff-ov kompaktan prostor {Y,t*), pa je tada (X,t*) parakompaktan pro-
stor odnosno sledi da je tada (X,tr) hlizu parakompaktan prostor.

Definicija 3.1.9. (Singal,M.K., [g7], str. 12) Podskup A je a-blizu para-
kompaktan ako i samo ako se u svaki regularno otvoren ( u prostoru X) podsku-
pa A moZe upisati otvoren lokalno konafan (za svaku tacku prostora X, dalje
X-1okalno konacan) prekrival podskupa A.

Podskup A je blizu parakompaktan ako i samo ako je A blizu parakompaktan
podprostor prostora X.

Teorema 3.1.19. Podskup ﬁ prostora (X,1) je a=blizu parakompaktan ako 1
samo ako je podskup a u prostoru (X,1*) a—parakompaktan.

Dokaz. 1sto se dokazuje kao 1 teorema 3.1.2.

Tecrema 3.1.20. Podskup A prostora X je a-blizu parakompaktan ako i samo
ako se u svaki X-otvoren prekrivacd. ll podskupa A ﬁoﬁe uptsati otvorena X-loka-
Ino konadna porodica V tako da je V* = {a(V): WV } prekrtvad podskupa A.

Dokaz. Neka jJe
;1 el}
proizvoljan X-regularno otvoren prekrivaé podskupa A. Tada postoji X-otvore-
na lokalno konacna porodica

V = {Vj: 1 ed}
koja je upisana u regularno otvoren prekrivac U tako da je
A=1U {a(Vj):j cJ} .
Tada Je
vr = {a(Vj):j €J }
X-regularno otvoren X-lokalno konaan prekrival podskupa A koji je upisan u

regularno otvoren prekriva u podskupa A, te odatle sledi da je podskup A

a -blizu parakompaktan.
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Obrnuto, neka je
GC= {GA: AEe A}
proizvoljan X-otvoren prekrivac podskupa A. Tada je
(a{G ) * 2 e p}
regularno otvoren prekriva¢ podskupa A, pa poito je A a-blizu parakompaktan
to sledi da postoji X-otvorena X-lokalno konalan prekrivac {Hl: A€ A }podskupa
A tako da je Hl - “(GA) za svako x & A . Za svako aepn neka je
M, = Hlﬂ (& \ 6).
Sledi da je {MI: » € pyotvoren X-lokalno konacan prekrivaé podskupa A, koji
Je upisan u otvoren prekrivaé G .
Pokazademo da je
A=U{ a(MA) tAe A}

Uzmimo proizvoljnu tacku x eA. Tada x c HA za neko 'A € A.
aM) = a(H,N6) = aHNT) = (H).
Inaci x Ea(HA) = u(Mk), pa je A = U {Q(MA) > A & A}YSto dokazuje datu teoremu.

Teorema 3.1.21. Svaki §-zatvoren podskup blizu parakompaktnog prostora je
a~bltau parakompaktan podskup.

Dokaz. (X,t*) je parakompaktan prostor, pa sledi da je svaki s-zatvoren
podskup qo-parakompaktan u prostoru (X,z*) pa je on a-blizu parakompaktan
- u prostoru (X,t).

Teorema 3.1.22. Regularno'zatvgrenrpodékmpa ~blizu parakompaktnog skupa je
a—blizu parakompaktan.

Dokaz. S1iCan je dokazu odgovarajufe teoreme za o-blizu strogo parakompa-
ktne podskupove.

Teorema 3.1.23. Neka je X proizvoljan skoro regularan prostor.Neka je A
protzvoljan a-blizu parakompaktan podskup prostora X. Tada je ﬁ' takod5e

a~blizu parakompaktan podskup.
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Dokas. Dokaz je slican dokazu odgovarajuceg rezultata za blizu strogo pa-
rakompaktne podskupove skoro reqularnog prostora.

Teorema 3.1.24. U proisvolinom prostoru untja lokalno konacne porodice
regularno otvorenih u=blizu parakompaktnih podokupova Jjo w-blizu parakompa=-
ktan podskup datog prostora.

Dokaz. Neka je {Ui . i el}proizvoljna Tokalno konafna porodica regularno
otvorenih o-blizu parakompaktnih podskupova prostora X. Neka je U=U{Ui:iel}
Neka je y= {Vj: j ed} X-fegu]arno otvoren prekriva¢ podskupa U. Tada za svako
iel {VjIF\Ui: j €d) je regularno otvoren prekrivaé podskupa U,. Posto je U
«-blizu parakompaktan podskup, tada se u regularno otvoren prekrivac
{vjr“xui: j €J) moze upisati X-otvoren X-Tokalno konalan prekrivac {Dk:thi}
podskupa U. Posmatrajmo porodicu otvorenih skupova {Dk: kzzKi, iel } . To
je X-lokalno kona&na porodica X-otvorenih podskupova koja je upisana u regu-
Jarno otvoren prekrivac {Ui: icl } i prekriva podskup U, pa sledi da je U
o~blizu parakompaktan podskup prostora X.

Posledica 3.1.1. U skoro regglarnom prostoru unija zatvaranja lokalno
konadne porodice regularno otvorenth a-blizu parakompaktnih podskupova je
a-blizu parakompaktan podskup.

roovema 3. 1.25. Protavod a-blizu parakompaktnog i a—blizu kompakinog pod-
skupa je o-blizu parakompaktan podskup.

Dokaz. Dokaz je s]iéﬁn dokazu za blizu parakompaktne i blizu kompaktne
prostore.

Teorema 3.1.26. Svaki skoro regularan, gust podprostor blizu parakompa-
ktnog prostora, koji je prebrojiva unija §-zatvorenth podskupova je blizu
parakompaktan.

Dokaz. Neka je Y skoro regularan, gust podprostor blizu parakompaktnog
prostora X i neka je Y = U {Fn: n €N}, gde je svaki Fn s§-zatvoren podskup

prostora X. Neka jJe {Ui: je I} relativan regularno otvoren prekrivac podpro-
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stora Y. PoSto je Y gust i Ui regularno otvoren u Y , sledi da je

U = a(U; )Y ¥ za svako i el. Za svako n porodica

u, ={u(U1) t1ell U IXNF}
je s-otvoren prekrivad prostora (X,tr), pa posto je prostor {X,t*) parakompa-
ktan sledi da se u prekrivac u. moze upisati s-otvoren lokalno konacan pre-
krivaé V, = {Vj : jczdn }. Neka je
Wy = (VNY el
za svako n eN. Tada je
w=U{w: e N}
o-lokalno konafan s-otvoren prekrival prostora (Y,«*), pa posdto je (Y,r*)
regularan prostor sledi da je (Y,t*) parakompaktan ﬁrostor odnosno sledi da Jje
(Y,7) blizu parakompaktan podprostor datog prostora X, 3$to je i trebalo doka-

zati.

Sada €emo da vidimo kako se odnose blizu parakompaktni prostori prema ra-
znim preslikavanjima . Yazi sledeca
Teorema 3.1.27. (Singal,M.K., [57], str. 14) Ako je f zatvoreno skoro

neprekidno t skoro otvoreno preslikavanje blizu parakompaktnog prostora X na

prostor Y tako da je f’“(y) kompaktan podskup za svaku tadku y =Y , tada je

Y blizu parakompaktan prostor.

Ovaj rezultat se moZe uopStiti, pa vazi sledeca

Teorema 3.1.28. Ako je f zatvoreno, 0-neprekidno 1 skoro otvoreno yrzuii-
kavanjge blizu parakompaktnog prostora X na prostor Y, tako da je frI(y) a-blt~

zu kompaktan podskup prostora X za svaku tacku y =Y tada je Y blizu parako-~

mpaktan prostor.

Dokaz. Neka je

U= {U.,:

; el }

proizvoljan regularno otvoren prekrival datog prostora Y. Posto je preslika-
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vanje f skoro otvoreno g-neprekidno sledi da je
{f_1(Ui) il )
regularno otvoren prekrivac prostora X. PosSto je X blizu parakomnaktan prostor

sledi da se u regularno otvoren prekrivat {f (Ui) : 1 eI} moZe upisati re-
gularno otvoren lokalno konadan prekrivac {Vj c Jed .

Pokazaemo da je {f(vj) : j eJ} otvoren lokalno konadan prekrivac u prostoru
Y, koj1 jewupisan u regularno otvoren prekrivac {Ui : 1 el} . PosSto je svaki

Vj regularno otvoren skup u prostoru X, a preslikavanje f skoro otvoreno to

sledi da je f(Vj) otvoren podskup u prostoru Y.

PoSto je f_1(y) o~bl11zu kompaktan podskup za svaku taCku y &Y, sledi da posto-
ji konagan skup J( CJ tako da U (V. : j eJg} prekriva podskup £ y). Neka je
M=U {Vj N EJO}
Posto je f zatvoreno preslikavanje sledi da je skup
V¥ = YN F(XN\ M)
otvoren u prostoru Y. No V* je okolina tacke y koja se sece sa& najvise konacno
mnogo elemenata porodice {f(Vj) : jed }, pa odatle sledi da je {f(Vj) . j &d}
otvoren lokalno konalan prekrival prostora Y, koji je upisan u reqularno otvo-
ren prekrivac {Ui: 1 ¢1}, pa sledi da je dati prostor Y blizu parakompaktan.
Teorema 3.1.28. Neka je f skoro neprekidno preslikavanje prostora X na pro-
stor Y sa osobinom da je slika svakog 5—zatvorendg podskupa prostora X regula-
rno zatvoren podskup u prostoru Y © da je frz(y) a—-blizu kompaktan podskup

prostora X za svaku tacku y €Y. Ako je Y blizu parakompaktan prostor tada je ©

X blizu parakompaktan prostor.
Dokaz. Neka je
{Ui i1 e}
proizvoljan reqularno otvoren prekrivaC datog prostora X. Za svako y eY posto-

Ji konacan podskup Iy skupa I tako da je f(y)c:_Hy = U (U ] er} .
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~Posmatraimo skup Gy = YN F(X N\ Hy). PoSto je f(X \\Hy) recularno zatvoren
podskup prostora Y to je Gy reqgularno otvoren podskup u prostoru Y, pa posto
Je Y blizu parakompaktan prostor to sledi da se u regularno otvoren prekrivaé
Gi= {Gy: y €Y} moze upisati reqularno otvoren lokalno konacan prekrivac

V = (V.: Jed }. Za svako ycY , f_1(Gy)(:;Hy , pa sledi da za svako j =d

J
mozemo da izaberemo konacan skup Ij(: [ tako da je

f'1(vj)c U Uy s i el
Treba da pokazemo da je
{f_‘l(Vj)ﬁUi: jeds i el
otvoren 1okalno konacan prekrival datog prostora X. Posto je Vj regularno
otvoren a preslikavanje f skoro neprekidno, to sledi da je f'l(Vj) otvoren po-
dskup prostora X. Sada cemo pokazati da je to lokalno konacna porodica. Uzmimo
proizvoljnu tacku x eX. Posto je {Vj: j €dJ }regularno otvorena lokalnc konacna
porodica to sledi da postoji reqgularno otvoren skup P prostora Y, koji sadrii
f(x) tako da P seCe kona€no mnogo elemenata porodice V.. Tada je f'1(P) otvoren
skup prostora X, koji se seCe sa najvise konaino mnogo e]eménata porodice
{f'i(Vj) : Jed} a tim pre seCe konacno hnoga elemenata porodice
{f“’(vj)ﬂ Ut ded L el .
Znaci
{f'1(vj)ﬂ Ut Jed, del)

Je otvoren lokaino konalan prekrival prostora X koji je upisan u reqularno ot-
voren prekrivacé {Ui : 1 el} , pa sledi da je dati prostor X blizu parakompaktan.

Teorema 3.1.30. Neka je f zatvoreno, skoro neprekidno 1 skoro otvoreno pre-
sltkavanje prostora X na prostor Y take da je frz(y) a~blizu parakompaktan po-
dskup prostora X za svaku talku y €Y. Ako je A C X o-blizu parakompaktan po-
dskup u prostoru X tada je f(4) a=blizu parakompaktan podskup u prostoru Y.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu za blizu parakompaktne prostore.
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eorema astoal. Proglor X oJjo bl purmkumpuktan ako © gamo ako Jjo
totalno co-parakompaktan.

Dokaz. Neka je X blizu parakompaktan prostor. Tada je (X,t*) parakompa-
ktan prostor. Neka je s proizvoljna co-topologija topologije t . Neka je U
proizvoljan tg otvoren prekrival prostora X. Posto zaBe r, X\ B je -
regularno otvoren skup prostora X, to sledi da je U s-otvoren prekrivaé pro-
stora X, pa sledi da je (X,-rB ) parakompaktan prostor odnosno sledi da je X
totalno co-parakompaktan.

Obrnuto neka je (X,t) totalno co-parakompaktan. Posmatrajmo co-topologiju
TTtopologije T . Tada je (X,rT) parakompaktan prostor. Neka je U proizvoljan
regularno otvoren prekrival prostora (X,t). Tada za svako Ve U
Vo= afV) = XN (X\a(V)) = X\ (X\V)).
Posto je X\NVer, sledi da V¢ 1

o Znagi U je TT-otvoren prekrivaé, pa

sledi da je X blizu parakompaktan prostor.

J.2.BLIZU PREBROJIVA PARAKOMPAKTNOST
I SKORA PARAKOMPAKTNOST

U ovom paragrafu obradicemo jo§.néka uopdtenja parakompaktnih prostora to
Jjest abradiéemo blizu prebrojivo parakompaktne, skoro parakompaktne kao i lo-
kalno skoro parakompaktne prostore.

Definicija 3.2.1. (Singal,M.K., [57], str. 15) Prostor X je blizu prebro-
Jjivo parakompaktan ako i samo ako se u svaki prebrojiv regularnoc otvoren pre-
krivaC prostora X moZe upisati otvoren lokalno konacan prekrivac.

Teorema 3.2.1. Ako Je X Hausdorff-ov prostor sa osobinom da je svaki §-ot-

o0

voren skup U = U a(Ui) s vaZe sledecde ekvivalencije:
1=1
(a) (X,t) Jje blizu prebrojive parakompaktan ;

(b) (X,1*) je prebrojivo parakompaktan ;
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(c) 7a svaki §-otvoren prebrojiv prekrivac {H?.: 1 €N Yprostora X postoii
§—otvoren lokalno konadan prekrivad {Vi: 1 €N} tako da je Vi - U'ﬁ 2a
za svako 1 elg

(d) Za svaki niz W, C W2 C... CW, ... s~otvorenth podskupova prostora X
sa osobinom | W. = X postoji niz §-zatvorenih podskupova
1=]
F, . F.

L

. F

) ¥ LI ?f ) 2 & @

1

tako da je F; C I-.’i za svako 7 €N 7 da je

—

8

=

i

(e) Za svaki niz §-zatvorenih skupova F . OF,-0 DF ) ... prostora X

sa osobinom () F. = g postoji niz S-otvorenth skupova W, , Hy 5 o
‘3:::1 o ‘
s Wn“‘ tako da je F?:C W. za svako © €N 1 da jJe r\l—ﬁi=ﬁ.
1=1

Dokaz. (a)-»(b)
Neka je

{Ui:

i eN)
proizvoljan g-otvoren prebrojiv prekrivac prostora X. Sledi da je svaki

U, = a(Vij). Tada je

J=1

regdiarno'otvoren prebrojiv prekrivaé blizu‘parakampaktnog prostora (X,t) pa 
sledi da se u njega moZe upisati regularno otvoren lokaino konaéan prekrivac
A , pa sledi da je (X,t*) prebrojivo parakompaktan prostor.

(b)>(c)
Neka je

{U.: i eN}

i
proizvoljan gs-otvoren prekrival datog prostora X. PoSto je (X,t*) prebrojivo
parakompaktan prostor to sledi da se u s-otvoren prebrojiv prekrivac {Ui:iEN}
moZe upisati s-otvoren lokalno konacan prekriva v . Za svako Ve v izaberimo

1{V) tako da je VCU, 1 neka je V; = U V. Tada je {V;: i eN} &-otvoren
(V) 1 (V)= i
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Tokalno konacan preorojiv prekrivac prostora X, koji je upisan u g-otvoren

prebrojiv prekrivac {Ui: 1 €N} sa osobinom da je VinUi Za svako ie N.
(c)+(d)

Neka je {Ni: 1 €N} §-otvoren prebrojiv prekrivaé datog prostora X. Sledi da

postoji s-otvoren lokalno konaan prekrivad {Vi: ic N} sa osobinom Vic: wi za

svako 1 &N. Skup

F. =X\ U V.C U V

‘ i3 i

je s-zatvoren. Iz U V. C U W, = W, sledi da -je F. " W. za svako iec N.
R ] i i i

Jg J&1
Posto je {Vi : 1 eN }s-otvoren lokalno konalan prekrivac to sledi da za svaku
tacku x X postoji otvorena okolina 0 koja se sede sa najvide konaéno mnogo

elemenata porodice {V:: i eN} odnosno O cela leZi u jednom skupu F: za jedno

ie N, pa odatle sledi da je U F? =X .
j=!
(d)-t—r (E)

To direktno sledi na osnovu De Morganovih zakona.

(d)-(a)
Neka je
{Ui: i &N}
proizvol jan regu]arho otvoren prekrival datog prostora X. Za skupove Hi = U U
| j<i
postoje 5-za£voreni skupovi FI’FZ'”' sa osobinam F,i C N]— i 1':-61':? = X.
Skupovi

V. = U,\\ UF, CU,
i LR i

su otvoreni a iz U F. C U W, C U U, stedi U, U U, C V; a odatle
J<1 jci Je<i v Jej v

sledi da je {Vi: 1 &N} otvoren prekrivac prostora X. Za svaku tacku x X sledi

da x EF$ za neko i N, a poito je F?t“wvi =P za i>j pa sledi da je
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{V; : 1 eN}lokalno konaéna porodica.

Znaci {Vi: 1 €N} je otvoren lokalno konacan prekrivaé koji je upisan u re-

gularno otvoren prekrivac {Ui » 3¢ N} pa je X blizu prebrojivo parakompaktan

prostor.

Posledica 3.2.1. §-normalan prostor X sa osobinom da je svaki &-otvoren

o0

skup U = Ua(U ) 5 Je blizu prebrojivo parakompaktan ako 7 samo ako za svaki
17=1
niz §-zatvorenih podskupova F; I F, J ... prostora X koji zadovoljavaju us-

lov fﬁ] F.= = f postoji niz §-otvorenth podskupova W, Wos - .- prostora X tako
1=1

daJeF CP/ za svako 1 €N 7 da je ﬂw =4 .
1=1

Teorema 3.2.2. Ako je X Hausdorff-ov prostor sa osobinom da je svaki &-za-

tvoren skup presek od prebrojivo mnogo regularno zatvorenih okolina, tada Jje
X bltzu prebrojivo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je
'{F : nelN)

opadaauc1 niz g-zatvorenih skupova sa osobincm (ﬁ = @ . Neka je
=1

F (_] E-n ,ade je svaki G

n otvoren skup koji sadrzi F la svako n neka
m=1

mn

N n
je G_ =
n p1k1

otvorenih skupova sa osobinom Fnc:E%]i r“\Gh = B, odnosno {a(Gn):n:1,2,...}
n:1 :

mk Tada je {Gn :n=1,2,...} monotono opadajuéi niz

Je opadajuc¢i niz reqularno otvorenih skupova sa osobinom Fn(:ju(Gn) ]

() aian = @ , pa sledi na osnovu predhodne teoreme da je X blizu prebrojivo

parakompaktan prostor.

Posledica 3.2.2. Svaki Hausdorff-ov 8=D, (Prostor (X,1) je §=D, ako

samo ako je (X,1*) D, prostor) sa prvom aksiomom prebrojivosti je blizu pre-

brojzvo parakompaktan prostor.

Teorema 3.2.3. Svaki Hausdorff-ov blizu prebrojivo parakompaktan prostor
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koji zadovoljaba prvi akstiom prebrojivosti je skoro regularan.
Dokaz. Neka je F proizvoljan regularno zatvoren skup 1 neka x & F . Neka

je u* = {U,:

; i1 €N} prebrojiva baza okolina tacke x. Za svako y €F sledi da

postoje otvoreni skupovi Uyﬁ U*1iVv tako da jJe y evy, x U 1 quﬁ1vy = @ .

y y
Za svako i eN, neka je V¥ =U {vy: V =V.} . Odatle sledi \fgﬂui = f

Y, i
odnosno x ¢ V? . Posmatrajmo prebrojiv regularno otvoren prekrivac
V= {a(V¥) JU {XN\F }.
Po3to je X blizu prebrojivo parakompaktan prostor to sledi da se u regularno

otvoren prekriva¢ V moZe upisati otvoren tokalno konaCan prekrival V *. Neka

je W* podporodica porodice U* ¢iji se ¢lanovi seku sa F. Neka je U = U{W:WeW*}

_Tada je FCU . Neka je V= XN UW : WelW* }. PoSto je { W: W clW*} lokalno
konac¢na porodica sledi da je V otvoren skup i UV = @. Poito je (* upisan
u {a(Vﬁ)} U {X\F} to svi W se seku sa F, to za svako W, postoji 1 &N tako
da je WCa(VY) . ECW = V‘%‘ C X \ {x} pa sledi da x ¢ W ni za koje
W e W odnosno x & U (W : We Wipa sledi xeX\NU{ W :Wel*} =YV, Oda-
tle sledi FC U, x eV, UMV =@ , pa sledi da je X skoro regularan prostor.

. Posledica 3.2.3. Svaki 6-D, Hausdorff-ov prostor sa prvom aksiomom pre-

brojivosti je skoro regularan prostor.

Teorema 3.2.4. Ako je X Hausdorff-ov prostor sa osobinom da je svaki 8-

x

otvoren skup U = _U a(UE) vase sledede ekvivaleﬁcije:
(a} X Je 6-nor;;§an bliau prebrojivo parakompaktan prostor ;
(b) (X,t*) je normalan prebrojivo parakompaktan prostor ;
(c¢) Za svaki S§-otvoren prebrojiv prekrivad {Ug: 1 €N} prostora X postojz
§—otvoren lokalno konadan prekrivad {Vi : 1€ N}tako da je'V£C: U, za
svako 1 eN.

(d) U svaki é-otvoren prebrojiv prekrivaé {U, : i €N} moZe se uptsatt

§-zatvoren prekrivad {FE : 1 eN}tako da je F.CU. 2a svako 1 €N.

P PR 1 p— e e — [l sl e F
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Dokaz. {a)(b)
To smo dokazali u teoremi 3.2.1.

(b)>(c)
Na osnovu teoreme 3.2.1. sledi da za s-otvoren prekrival {Ui: 1 €N} prostora
X postoji s-otvoren lokalno konalan prekrivac {Ug : 1N} tako da je U# CZUi
za svako 1 eN. Na osnovu teoreme 1.5.12 ( Lefschetz,S., [34], vidi Engelking,
R., [21], str. 66) postoji otvoren prekrivac {Vi: 1 <N} prostora X tako da je
V].C u* C U; za svako i eN.
{Vi: 1 ¢N} Je s-otvoren lokalno konalan prekrival prostora X koji je upisan
u prebrojiv prekrivad {Ui: 1eN} .

(c)>(d)
To je oCigledno.

(d)(a)
Svak1 Hausdorff-ov prostor koji zadovoljava uslov (d) je s-normalan i ako
uzZmemo U1= U, U2 =V, U3 = U4 =... = P za §-otvorene skupove U,VC X sa osobi-
nom U UV = X, postoje é&zatvoreni skupovi F1C:U1 i FZC:UZ takvi da je
F1 U F2 = X. Ma osnovu (d) i De Morganovih zakona, sledi da za svaki niz Fqs
F2,.., s-zatvorenih podskupova prostora X sa -osobinom gf} Fi = @ postoji niz

s-otvorenih skupova W,, W,, ... prostora X tako da je F,.C W, i ("} W, = 0,
i=1

pa na 0SNOVU posledice 3.2.1. sledi da je X blizu prebrojivo parakompaktan

prostor.
Definieija 3.2.2. {Arenns, R., [5], vidi Bonne,R.J., [8] str. 147) Prekri-

vaC U je talkovno konaldan ako i samo ako svaka tacka prostora X pripada ko-

nainom broju Clanova porodice ( .

Teorema 3.2.5. Ako je X Hausdorff-ov prostor sa osobinom da je svaki &-

cQ

otvoren skup U = U “(Ui) vage sledece ekvivaleneije:
1=1
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(a) X je blizu prebrojivo parakompaktan prostor .

(b) U svaki prebrojiv 8-otvoren prekrivad U prostora X moZe se upisati

s—otvoren prekrivad V sa osobinom St(x,V ) U na neko Ue U ;

(¢c) U svaki prebrojiv s-otvoren prekrivac U moze se upiééti §—otvoren

talkovno konadan prekrivac.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.2.1. vazi &injenica {a”) : Prostor (X,t*) je
normalan prebrojivo parakompaktan. Na osnovu teoreme 5.2.3. { Dowker,C.H.,[19]
Ischi, K., [25], vidi Engelking,R., [21], str. 388) sledi (a")>(b)s{c)>(a”)
¢ime je teorema dokazana.

Teorema 3.2.6. Neka je dat prostor X sa osobinom da se u svaki regularno
otvoren prekrivad mo3e upisati otvoren tadkovno konadan prekrivad. Neka je
f zatvoreno 9-neprekridno 1 skoro otvoreno preslikavanje prostora X na pro-
stor Y.Tada se u svakiregularno otvoren prekrivaé prostora Y koji je prebro-

Fiva unija tadkovno konadne porodice , mo3e upisati otvoren tackovno konacan

prekrivac.

Dokaz. Neka je

gde je

un = {U.i M | EIn}
regularno otvoren talkovno konacan prekrivac prostora Y. Tada je {f_1(U):UEU }
regularno otvoren prekrival prostora X, pa sledi da se u njega moze upisati
tatkovno konalan otvoren prekriva¢ (. Za svako x eX oznalimo sa k{x) najmanji

prirodan broj za koji vazi St(x, &) C U - (U:*), gde je U = U u;
igk(x)

Skup Fk = {x &X : k{x)<k} jeste zatvoren za k=1,2,... 1 ako x ¢ Fk to pos-

toji Wew da x eW 1 WC X\ Fk‘ Zal= U In, moZemo predpostaviti da je
n=1

Inf\Im =@ zan # m. Da bismo zavr3ili dokaz dovoljno je pokazati da je
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v = {V]. : 1 el} gde je Vi = Ui N U f(Fk) Za ie In , tatkovno kona-
oo k{n

can prekrivac prostora Y. X = U F,. Sledi da za svaku tacku y €Y postoji
k=1

prirodan broj k tako da y ef(F ) i y¢ V, za i€l ., n>k. Iz osobine da su
Uy UZ’ coe un, tackovno konacne porodice sledi da se y nalazi u samo kona-
¢nom broju elemenata porodice V . Uzmimo taCku y €Y. Postoji najmanji prirodan

broj n tako da y EU;. f( U Fk) C U Uq s P2 Y EVi za neko i EIn, pa je V
k<n i<n
otvoren prekrival datog prostora Y. Sledi da je V= {V. : ie I} otvoren ta-

i
c¢kovno konacan prekrivaé prostora Y koji je upisan u regularno otvoren pre-
krfvaé U §to je i trebalo dokazati.

Definicija 3.2.3. (Singal,M.K., [54], str. 128) Prostor X je skoro parako-
mpaktan. ako i samo ako se u svaki otvoren prekrival U datog prostora X moze
upisati Tokalno konacna porodica V skupova sa osobinom da porodica

v* = (V : Ve 1}
prekriva dati prostor X.

Svaki blizu parakompaktan prostor je ujedno 1 skoro parakompaktan,dok ob-

rnuto nije uvek taéno. Vazi:

Teorema 3.2.7. ( SingaZ,M;Kf,[57], str. 6 ) Neka je X skoro regularan pro-
stor. Potreban it dovoljan uslov da bt X bto blizu parakompaktan jeste da je
skoro parakompaktan prostor.

Proizvod skoro parakompaktnog i skoro kompaktnog prostora je skoro para-
kompaktan prostor.

Ovaj Singalov rezultat se moZe uop3titi, naime vazi

Teorcma 3.2.8. Proizvod skoro parakompaktnog prostora X i proizvoljne po-
rodice skoro kompaktnih prostora je opet skoro parakompaktan prostor.

Dokaz. Proizvod proizvoljne porodice skoro kompaktnih prostora je opet

skoro kompaktan prostor.
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Toeorema S.0.00  Singal MoK, [.‘:4], shro 150) Neka joeo [0 ralvoreno neproeki-
dno « otvorcno presiikavange prostora X na prostor Y tako da je frz(y) kompa-
ktan podskup prostora X za svaku tadku y Y. Ako je X skoro parakompaktar
prostor tada je 1 Y skoro parakompaktan prostor.

Defintetja 3.2.4..Podskup A prostora X je a-skoro parakompaktan ako 1 samo
ako se u svaki X-otvoren prekrivacC datog podskupa A moZe upisati X-otvorena
X-1okalno konaéna porodica V tako da je

v* = {V : vevtl

prekrival datog podskupa A.

Podskup A Je skoro parakompaktan ako i samo ako je A skoro parakompaktan
podprostor prostora X.

Na -osnovu teoreme 3.1.20. sledi da je svaki a-blizu parakompaktan podskup
ujedno i a-skoro parakompaktan.

Teorema 3.2,10. Neka je X skoro regularan prostor i A o—skoro parakompaktan
podskup. Tada u svaki regqularnc otvoren prekrivad podskupa A moZemo upisati

reqularno zatvoren X-lokalno konacan prekrivaé podskupa A.

Dokaz. Neka je

{ U.:

; i e€l}

proizvoljan regularno otvoren prekrivaé podskupa A._Tada za svaku taCku x= A
postoji regularno otvorena okoh‘narvx tacke x sa osobinom
x &V C VXC U,
za neko 1 ¢l.
V = {Vx: x cAlje regularno otvoren prekrivaC podskupa A pa sledi da postoji
otvorena X-lokalno konaéna porodica {Mj: j &)} koja Je upisana u regularno

otvoren prekrivac V sa osobinom da A = U{'ﬁj: je Jd} .

Porodica A = fﬁj : j &} je X-lokalno konacan regularno zatvoren prekri-

va& podskupa A koje je upisan u regularno otvoren prekrivac {Ui : i€ 1}, oda-

kie sledt tvrdjenje nasSe teoreme.
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Lema 3.2.1. Regularno zatvoren podskup a-skoro parakompakinog skupa je
a—8koro parakompaktan skup.

Dokaz. Neka je C proizvoljan o-skoro parakompaktan podskup, B regularno
zatvoren 1 B CC . Neka je y proizveljan X-otvoren prekrivac podskupa B.
Tada je U U {X \ By= Uu*
u* moZe upisati X-otvorena X-lokalno konalna porodica {Vj: 1 editako da je
UWJ- : Jed} = C. Posto je XN B MB° = @ sledi G°C U(V: jed } gde za
porodicu {Vj: J ed} moZemo predpostaviti da je upisana u otvoren prekrivac
{Ui: el }. Sledi da jeB C U {Vj : J ed} . Odatle sledi rezultat.

Posledica 3.2.4. Regularmo zatvoren podskup skoro parakompaktanog prosto-
ra je a~skoro parakompaktan. |

Lema 3.2.2. Neka je X proizvoljan topolo3ki prostor. Podskup A je a-skoro
parakompaktan ako i samo ako se u svaki X-otvoren prekrivad {Ui: 1€ I}
datog podskupa A moZe upisati X-otvorena X~lokalno konadna porodica
V=1V, : 2 eI} tako da je 4 C U{'f/-i: i eI}, V.CU, za svako i el.

Dokaz. Neka je X proizvoljan topoloski prostor. Neka je

U= {Ui: 1 el}
proizvol jan X-otvoren prekrivaé podskupa A. Sledi da se u U moje upisati
X~-otvorena X-loka]no konaéna porodica {Vj:‘j ed} tako da je U{V&: Jj ed} = A,
Za svako j eJ,.izaberimo 1(J) el tako da je VjCZ Ui(j) . Heka je
V{ = U_{Vj: i(j) =11 .
| Tada je {Vi: 1 eI} X-otvorena X-lokalno kona&na porodica, koja je upisana

u y tako da je U{?} :1el) = A, ViCZ Ui za svako ie I.

Lema 8.2.3.Neka je X proizvoljan topolo3ki prestor. Podskup A prostora X

Jje a~skoro parakompaktan ako 1 samo ako se w svaki regularno otvoren prekri-

vwad datog podskupa A moZe upisati X-otvorena X-lokalno konadna porodica V

otvoren prekrivaé podskupa C, na sledi da se u
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tako da joe ACU {V : VeV,

Dokaz. Ako je A y-skoro parakompaktan podskup sledi da se u svaki requla-
rno otvoren prekrivaC moZe upisati X-otvorena X-lokalno konaéna porodica

V tako da je A(CC U{V-: Vely .

Obrnuto, neka se u svaki regularno otvoren prekrivaé podskupa A moZe upi-
sati X-otvorena X-lokalno kona¢na porodica Vsa osoBinam WV : Ve Vv 1= A.
Neka je

e {Gi: iecl}
proizvoljan otvoren prekriva¢ datog podskupa A. Tada je
G* = {a(G;): iel}
regularno otvoren prekrival datog podskupa A. Sledi da se u C* moZe upisati
X-otvorena X-lokalno konaéna porodica #H= {Hi: iecl} , tako da je
AC U{Hi: iel} i HiCa(G;)
za svako 1 e¢l. Za svako i I, neka je
Mo = Ho \ (G5 \ Gy).
Podto je H, C a(G;) C Gy , sledi da je M, = HiﬁGi.
| Znaci {Mi: 1 €]} je X-otvorena X-lokalno konalna porodica koja je upisana u
G . Jo3 treba pokazati da je U (M, : iel } = A . Neka je xe A proizvoljna
tacka. Tada x éﬁi za neko 1 €l. Podto je |

M. = H.77G; = Hiﬁﬁi - W,

1 1

Sledi da x éﬁg.

Dakle {Mi: 1 I} Jje X-otvorena X-lokalno konacna pofodica koja je upisa-
na u Gsa osobinom U{ﬁi : iel }) = A, pa sledi da je A a-skoro parakompa-
ktan podskup datog prostora X.

Teorema 3.2.11. Neka je X skoro regularan prostor 1 A a=gkoro parako-

mpaktan podskup datog prostora X. Tada je A takodje a- skoro parakompaktan

podskup u skoro regularnom prostoru X.
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Dokaz. Neka je X skoro regularan prostor i A a-skoro parakompaktan podskup

prostora X. Neka je

U

{Ui: icl}

proizvoljan regularno otvoren prekrival podskupa A. Za svaku tacku x cA
postoji Ui tako da x EUi. Poétq je X skoro reqularan prostor to postoji requ-
larno otvoren skup V,  tako da je x EVXCZ'VXCZ.Ui. Posmatrajmo regularno ot-
voren prekrivac

V= {V,: x €A}
datog podskupa A. PoSto je A a-skoro parakompaktan podskup sledi da se u
reqularno otvoren prekrivaé¢ V moZe upisati X-otvorena X-lokalno konaéna poro-

dica A = {Mj: j €J} tako da je U{ﬁj: j €d} = A, Tada je

AC U {ﬁj : jedt = U{Mj: J €d} = U{ﬁjz j ed}.
Odatle siedi prema predhodnoj lemi da je A a-skoro parakompaktan podskup
datog prostora X.
Teorema 3.2.12. U proizvoljnom topolodkom prostoru unija X-lokalno kona-

dne porodice otvorenih a-skoro parakompakinih podskupova je takodje o-skoro
parakompaktan podskup prostora X,

Dokaz. Neka je

{U,

i i el}

proizvoljna X-lokalno konacna porodica otvofenih a-skoro parakompaktnih po- |
dskupova i neka je

U=1y {Ui: iel}
Neka je {Vj: j €J} proizvoljan X-otvoren_prekrivaé podskupa U. Tada za svako
1 el {Vj(ﬁ Ui: Jj &d} je X-otvoren prekrivac podskupa Ui' Posto je Ui a-skoro
parakompaktan sledi da se u {er7 Ui: j €J} moZe upisati X-otvorena X-1okalno
konacna porodica {Dk: K eKi}tako da je U1= U{Uk: ke Ki} Posmatrajmo porodicu

D= {D: k eK', iel
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Tada je D X-otvorenma X-lokalno konatna porodica koja Je upisana u poro-
dicu {Vj: j eJd }tako da je UC U [ﬁk: K EKi, jell, pa je Ua- skoro para-
kompaktan podskup prostora X. |

Posledica 3.2.5. Za svaki skoro regularan prostor X vaii: Unija zatvaranja
Slanova X-lokalno konadne porodice cotvorenih a—gkoro parakompaktnih podsku-
pova je regularno zatvoren o—skoro parakompaktan podskup datog prostora X.

Teorema 3.2.13. Neka je A proiavoljan a-skoro parakompaktan podskup pro-
stora X, B proizvoljan H-zatvoren podskup prostora Y. Tada je A x B a-skoro
parakompaktan podskup u prostoru X X Y. |

Dokaz. Dokaz je sliéan dokazu odgovarajuce teoreme za skorolparakompaktne
i H-zatvorene prostore.

Veza izmedju do sada posmatranih kompaktnosti moZe se ilustrovati na sle-
deéi nacin:

C ——— PC

l l
NC > NPC
V
AC > APC

gde je C-kompaktan, N-blizu, A-skoro, PC-parakompaktan.

Sada ¢emo uvesti i proucCavati lokalno skdro parakompaktne prostore.koji
predstavljaju uopitenje kako skoro parakompaktnih tako i lokalno parakompa-
ktnih prostora.

Definicija 3.2.5. Prostor X je lokalno skoro parakompaktan ako i samo ako
za svaku tatku x prostora X postoji otvorena ckolina U , tako da je U a-skoro
parakompaktan podskup datog prostora X.

Svaki skoro parakompaktan prostor ujedno je i lokalno skoro parakompaktan.
Obrnuto nije uvek tacno, kao §to pokazuje slede€i primer da postoji lokalno

skoro parakompaktan prostor koji nije skoro parakompaktan.
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| Pfimer 3.2.1. Neka je Q skup svih ordinalnih brojeva koji su manji od pr—'-
voy neprebrojivog ordinalnog broja @ i neka je % - snabdeven sa uredjajnom
topologijom ( Uredjajna topologija ima podbazu sastavijenu od svih skupova
oblika: {x: z<al <li {x: a<x} za neko o€ 0 oy |

Tada je @ o Hausdorff-ov lokalno kompaktar prostor. Odatle sledi da je

Q 4 regularan prostor. Po3to je svaki iokalno kompaktan prostor ujedno 1 lo-
kalno skoro parakompaktan sledi da jeh 2, lokalno skoro parakompaktan nrostor,
R nije parakompaktan prostor (Posmatrajmo porodicu {x: x<a} . To je otvo-
ren prekrivaé datog prostora 2, supremurr  proizvoljne porodice koja je upi-

sana u ovaj prekrivac manji je od o, pa sledi da 9_ nije parakompaktan pro-

0
stor. 2, nije ni skoro parakompaktan prostor { Svaki regularan skoro para-
kompaktan prostor je ujedno i regularan prostor) .

Svaki Tokalno skoro kompaktan ( Prostor X je lokalno skoro kompaktan ako
i samo ako za svaku tacku x prostora X postoji otvorena okolina talke x tako
da je U H-zatvoren podskup datog prostora X) prostor je ujedno i Tokalno

skoro parakompaktan. Obrnuto nije uvek tacno.
Neka je X proizvoljan reqularan parakompaktan prostor, koji nije lokalno
kompaktan. X je lokalno skoro parakompaktan prostor, ali nije lokalno skoro

kompaktan ( Svaki regularan lokalno skoro kompaktan prostor je ujedno i lo-

kalno kompaktan ).

Svaki lokalno parakompaktan prostor je ujedno i lokalno skoro parakompa-
katan. Da obrnuto nije uvek tacno pokazuje sledeéi primer.
Primer 3.2.2. Neka je

X ='{a£ @ @i Bd = 1,2,3,... }

j‘.!
Neka je svaka tadka a.. itzolovana. Neka je

1
(Flay : k= 1,2,5... )

fundamentalan sistem okolina tadke as gde je
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*lay) = ta,, ay s 32K)
1 neka je fundamcn.talan sistem okolina tadke a skup
W a) s k=1,2,3,...)
gde je |
Vk(a) = {a,aij o2k, g2k} .

Prostor X sa ovako definisanom topologijom je Hausdorff-ov a nije regula-
ran u taCki a, pa sledi da prostor X nije lokalno parakompaktan { Svaki Hau-l
sdorff-ov lokalno parakompaktan prostor je regularan ). Ali X je lokalno sko-
ro parakompaktan { specijalno X je skoro kompaktan ) prostor. Da bi to poka-~
zall , neka je | |

G 5{Gi: i el}
proizvoljan otvoren prekrival datog prostora X. ae Gi(a) za neko i(a) €I.

3
1z Gkoji sadrZi tacku a5 - Tada , Vm(a) C Gi(a) za neko m . Takodje je i

o(V(a)) = V™a) U ECHAE T

Oznadimo sa Gi(i) takvo Gie G koji sadrzi tacku a; a sa G'(ij) onaj elemenat

} . Tada je

O = {8;(a)» Bi(igyr Gypqy ¢ 1 - 1,2,..., -ty § = 1,2, me1 )
Tokalno kona¢na porodica, koja je upisana u otvorenu porodicu G, sa osobi-
nomda je X=U{G : Ge G* } . Odatle s1édi da je X skoro parékompaktan
prostor, odnosno sledi da je X" lokalno skoro parakompaktan prostor.
Lema 3.2.5. Ako je E a-parakompaktan podskup lokalno skoro parakompakinog
1 skoro regularnog pmstom X, sa osobinom da postoji regularno otvoren skup
W koji ga sadr3i, tada postoji lokalno konadna pomdica-regulamo zatvorenth

a~skoro parakompaktnih podskupova {Fj: J €J} tako da je
ECU{F;’- P JeJy U {FJ.: je J C W.

Dokaz. Neka je x proizvoljna tacka podskupa E. Podto je X skoro regularan

prostor sledi da pﬁstoji regularno zatvoren skup Vx sa osobinom erfoVxCZ;w.
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Posto je X lokalno skoro parakompaktan , postoji otvorena okolina V; tacke x
tako da je'Vi a-skoro parakompaktan podskup u prostoru X. Tada je
a(Vi)(\ Vx regularno otvoren skup, koji sadrzi talku x, tako da je

o (V) M VX - vi

pa sledi da jJe a(V;)r"‘]Vx a-skoro parakompaktan podskup datog prostora X.
Inaci, zd svaku tacku x cE postoji regularng zatvorena «-skoro parakompa-
ktna okolina Vx koja je sadriana u W. Posmatrajmo porodicu
G* = {u(Vx) : x€E } .
G* je otvoren prekrival podskupa E, pa poSto je E o~ parakompaktan po-
dskup sledi da se u€ * moze upisati X-otvoren X-lokalno konacan prekrivad

{Uj: Jj €J} podskupa E. Neka je Fj = sza svako j cJ. Sledi da je

ECUFy: jed) CUF: jed ) C W _
Lema §.2.6. Neka je E protzvoljan a-parakompaktan podskup u skoro regula-
rnom lokalno skoro parakompaktanom prostoru X. Neka je {F,-j" Jj €J} proizvoljna
Lokalno konaéna porodica regularno- zatvorenth a-skoro parakompaktnih skupova,
tako da je E C U{Fj. : J €7} . Tada postoji porodica {Aj: J Ed}regularno zatvo-
renth a-skoro parakompakinih skupova tako da ie

E(___U{A:. r et 1 Ajc,f-? za svako jeE J.

Dokaz. Neka je X skoro regularan i lokalno skoro parakompaktan prostor.
Stedi da za svako x.eE bostoji requiarno zatvorena o-skoro parakompaktna oko-
1ina Vx tako da jg xevx - Fg Za neko Fj. Posto je{ Vz : x¢ E} regqularno otvo-
- ren prekriva podskupa E, to se u recularno otvoren prekrivac {Vg : x ek}
moZe upisati X-otvoren X-lokalno konaéan prekriva¢ G podskupa E. Porodica

{G : G eG1lje regulafno zatvoren X-lokalno konacan prekrivacC podskupa E 1
za svako G € G, G je a- skoro parakompaktan podskup kao regularno zatvoren

podskup skupa V_ za neko x eE. Pored toga G'C:Fg za neko Fj. Neka Je

) _ 0
Aj" UG : G C Fj}
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Sledi da je svaki Aj reqularno zatvoren podskup prostora X i podto je
U {G: ccrg }CA‘; , imamo da je EcU{A‘J? . j =} .

{Aj: J €J} je lokalno konaina porodica regularno zatvorenih podskupova i po-

sto Je AjCZ.Fj sledi da je Aj a-skoro pérakompaktan podskup u prostoru X.
Teorema 3.2. 14.Neka je E proiavoljan a-parakompaktan podskup u lokalno
skoro parakompaktnom skoro regularnmom prostoru X. Neka je G proizvoljan regu-

larno otvoren skup koji sadr3i E. Tada | postoji zatvorena a-gkoro parakompa—

ktna okolina podskupa E koja je sadrana u G.

Dokaz. Prema lemi 3.2.5. postoji lokalno konaéna porodica regularno zatvo-
renth a-skoro parakonpaktnih podskupova {Fj: Jj &Jd} tako da je

= U(FS: §€d 3 CUF; + § ed} CG .
Prema predhodnoj lemi, sledi da postoji porodica {Aj: j =J} regularno zatvore-
nih a-skoro parakompaktnih podskupova tako da je
ECU{A? : j ed} i AJ. C Fg za svako j ed.

Mi’éemo pokazati da je S = U{Aj: J €J} a-skoro parakompaktan podskup u pro-
storu X. Neka je

{ Gn: n €M}

proizvoljan X-otvoren prekrival podskupa S. Za svako j =J neka je

Gj = {G, : GnﬁAJ. 0 1.

PoSto je Aj a-skoro parakompaktan podskup, sledi da se u (;j moZe upisati

X-otvorena X-lokalno konagna porodica Hj='{Hk: k €Ks} , tako da je
AjC U{ l_-fk: K EKj}

MoZzemo da predpostavimo da je H‘(::Fg 2a svako ke Kj . Neka je

G *

U{ Hj: jedl} .
Tada G* = U {ﬁ} : J €J} prekriva podskup S. Za svako y X postoji otvore-

na okolina Vy koja seCe najviSe konaéno mnogo elemenata Fj recimo F1,F2,...Fn.
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Ako se F; ne sele sa V tada ni H u G; ne seCe V1 za svako Fjl j=1,2,...n

J y J y
postoji otvarena okolina Vj taCke y koja seCe najvisde konatno mnogo elemenata
u Gj. Odatle

U= (Vv k=1,2,, , ) vy
seCe samo konaCno mnogo elemenata porodiceG* pa sledi da je S a-skoro para-

kompaktan podskup u prostoru X.

Teorema 3.2.15. Ako je X lokalno skoro parakompaktan, Y lokalno skoro ko-
mpaktan prostor tada je X x Y lokalno skoro parakompaktan prostor.

Dokaz. Dokaz lako sledi na osnovu teoreme 3.2.13.

Teorema 3.2.16. Ako Je f zatvoreno, neprekidno i otvoreno preslikavanje
lokalno skoro parakompaktnog prostora X na prostor Y tako da je frl(y) kompa-~
ktan podskup za svaku tadku y prostora Y tada je it X lokalno skoro parakompa-
itan prostor,

Dokaz. Prvo Cemo pokazati da je slika svakog a-skoro parakompaktnog po-
dskupa prostora X a-skoro parakompaktan podskup u prostoru Y. Neka'je A pro-
izvoljan o-skoro parakompaktan podskup u prostoru X. Neka je

(U,

i
proizvoljan Y-otvoren prekrivaé podskupa f(A) . Tada je

: 1 el}

(Fluy) s el
otvoren prekrivaé podskupa A. Po3to je A a-skoro parakompaktan podskup sledi
da postoji X-otvorena X-lokalno konaéna porodica skupova {Vj: Je J} tako da je
{Vj: j €d} upisana u porodicu {f'1(Ui) : 1ell 1da U{?j: jé J} = A.
Posto je f zatvoreno i neprekidno preslikavanje i podto je f"(y) kompaktan

podskup u prostoru X za svaku tafku y prostora Y, sledi da je f(Vj) = ?(ij,

i da je {f(Vj) : J €J} otvorena Y-Tokalno konac¢na porodica podskupova pro-
stora Y. Odatle sledi da je‘{T(Uj): je J } prekrivaé podskupa f(A), i da je

porodica {f(Vj) : je J)} upisana u porodicu'{Ui: iell, pa je f(A) a-skoro
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parakompaktan podskup u prostoru Y.

Sada ¢emo preci na dokaz teoreme. Treba da pokaZzemo da je Y iokalno skoro
parakompaktan prostor. Neka je y proizvoljna tacka prostora Y. Tada postoji
tacka x u prostoru X tako da je f(x) = y. Podto je X iokalno skoro parako-
mpaktan prostor, sledi da postoji otvorena okolina U tacke x tako da je U
«- skoro parakompaktan podskup prostora X. Tada je f(U) otvorena okolina ta-

Eke y tako da je f(U) = T{U} a-skoro parakompaktan podskup u prostoru Y .

pa sledi da je Y lokalno skoro parakompaktan prostor.




GLAVA IV

STROGA PARAKOMPAKTNOST

! ovoj glavi posmatracemo neka uop3tenja strogo parakompaktnih prostora
to jest bice obradjeni blizu strogo parakompaktni, lokalno blizu strogo para-

kompaktni, skoro strogo parakompaktni kao i m-strogo parakompaktni prostori.

41.BLIZU STROGO PARAKOMPAKTNI
PROSTORI

U ovom paragrafu obradicCemo blizu strogo parakompaktne prostore. Dacemo
primer blizu strogo parakompaktnog prostora koji nije strogo parakompaktan,
primer blizu strogo parakompaktnog prostora koji nije blizu kompaktan kao i

primer blizu parakompaktnog prostora keji nije blizu strogo parakompaktan.

Neka je X proizvoljan skup za sada bez ikakve topologije. Neka je data pro-

izvoljna porodica C podskupova G.

Nostocem porodice Gnazivacemo uniju svih Clanova porodice G (Smirnov, Ju.
M., [60], str. 255) .

Porodicu G nazivamo svezanom ako 1 samo ako za svaka dva ¢lana G, G*e G
postoji lanac (porodice G) u koma je prvi Clan G a poslednji G* { Smirnov,Ju.
M.,[60], str. 255).

Lancem porodice Goznacicemo svaki konacan niz G1, GZ’ cee Gn ¢lanova po-
rodice Gu kome redom sastavljeni ¢lanovi imaju neprazan presek ( Smirnov, Ju.
M.,[60], str. 255)

Komponentom porodice € nazivamo svaku takvu svezanu podporodicu G * poro-

“dice G, tako da svaka druga podporodica porodice G koja sadrii G-* nije sve-
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zana { Smirnov, Ju. M.,{60}, str. 255).
Lema 4.1.1. (Smirmov, Ju.M., [60), str. 255) Svaka porodica G podskupova
G datog prostora X na jedinstven nadin se razlaZe na komponente (% .

G= U G pri demu su nostoci razliditih komponenti disjunkint.
; |

Definicija 4.1.1. (Dowker ,C.H., [18], vidi Smirnov, Ju.M.,[60], str.256)

Za prekrival U kaZemo da je zveadasto konadan (zvezdasto prebrojiv) ako i samo

ako se svaki Clan prekrivala U seCe sa najvide konaino (prebrojivo) mnogo ¢la-
nova tog istog prekrivaca U.

Lema 4.1.2. (Smirmov, Ju.M.,[60], str. 256) Svaka svezana zvezdasto prebro-
Jiva porodica ¥Gpodskupova G ékupa X je najvide prebrojiva.

Definicija 4.1.2. (Dowker, C.H.,[18], vidi Smirnov, Ju.M.,[60], str.253)
Prostor X je strogo parakompaktan ako 1 samo ako se u svaki otvoren prekrival
datog prostora X moZe upisati otvoren zvezdasto konacan prekrivaé.

Na slican nacCin definidimo blizu strogo parakompaktne prostore. |

Definteija 4.1.3. Prostor X je blizu strogo parakompaktan ako 1 samo ako
se u svaki regularno otvoren prekrivaé datog prostora X moze upisati otvoren
zvezdasto konalan prekrivac.

Teorema 4.1.1. Svaki strogo parakompaktan prostor je blizu strogo parako-
mpakfan.

Dokaz. Neka Je X strogo parakompaktan prostor i neka je

U= {U;: 1 €el}
proizvoljan regularno otvaren'prekrivaﬁ datog prostora X. PoSto je X blizu
N
strogo parakompaktan sledi da se u regularno otvoren prekrival U moZe upisati
otvoren zvezdasto konafan prekrival V , pa sledi da je dati prostor X blizu

strogo parakompaktan.

reorema 4.1.2. Svaki regularan blizu strogo parakompaktan prostor X je stro-

go parakompaktan.
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Dokaz. Neka je

1

(i (U.: 1 €l}

i
proizvoljan otvoren prekrival prostora X i neka je x €X proizvoljna tacka.
Postoji U tako da x elU;. Podto je X regularan prostor, sledi da postoji ot-
vorena okolina V_ talke x tako da je x eV C V&rliui. Posmatrajmo reqularno
otvoren prekrivac
V = {a(Vx) : X €X}

datog prostora X. Podto je X blizu strogo parakompaktan prostor sledi da se
u regularno otvoren prekrivaé ¥ moZe upisati otvoren zvezdasto konadan prekri-
vaé v*. Poito je v* upisana u porodicu V a v porodica koja je upisana u po-
rodicu (, sledi da je V * otvoren zvezdasto konaCan prekrival prostora X koji
Je upisan u otvoren prekrivaé (, pa sledi da je dati prostor X strogo para-
kompaktan.

Posledica 4.1.1. Potreban i dovoljan uslov da bi regularan prostor X bio bli-

zu strogo parakompaktan jeste da je X streogo - parakompaktan prostor.

Teorema 4.1.3. Semi regularan prostor je blizu strogo parakompaktan ako <

gsamo ako je X strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Dokazuje se sli¢no kao i predhodna teorema.

Teorema 4.1.4. Svaki blizu strogo parakompaktan prostor je blizu parakompa-
ktan..

Dokaz. PoSto je X blizu strogo parakompaktan prostor sledi da se u svaki re-
gularno otvoren prekrivaé moZe upisati otvoren zvezdasto konaéan prekrivaé.
Posto je svaka zvezdasto konacna porodica lokalno konaéna, to sledi da se u sva-
ki regularno otvoren prekrival prostora X moZe upisati otvoren lokalno konacan
prekrivac, pa sledi da je dati prostor X blizu parakompaktan.

Posledica 4.1.2. Svaki blizu strogo parakompaktan prostor je skoro parako-

mpaktan.
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Dokaz. Svaki blizu strogo parakompaktan iostor je blizu parakompaktan,
a znamo da je svaki blizu parakompaktan prostor skoro parakompaktan, pa siedi
-da je svaki blizu strogo parakompaktan prostor ujedno 1 skoro parakompaktan.

Teorema 4.1.5. Prostor X je blizu strogo parakompaktan ako 1 samo ako se u
svaki otvoren prekrivad datog prostora X moZe upisati zvezdasto konalna poro-
dica otvorenih skupova sa osobinom da porodica koju &ine unutrasnjosti zatva-
ranja Elanova te zvezdasto konaléne porodice obrazuje otvoren prekrivac pros-—
tora X. |

Dokaz. Neka je X blizu strogo parakompaktan prostor i neka je

u= {U; - iel}
proizvoljan otvoren prekrival datog prostora X. { u(Ui) : 1 €1} je reqularno
otvoren prekrivac prostora X. Po3to je X blizu strogo parakompaktan prostor,
sledi da postoji otvoren zvezdasto konalan prekrivac {Hj: j €d} tako da je
Hj C;;a(Ui(j)) za neko i{j) <l . Za svako jJ €J neka je
CRIANIQ AN T

Podto je H,C “(Ui(j)) C:‘Ui(j) , sledi da je M, = Hj(m]ui(j)‘
Znaci {Mj: j ed} je otvorena zvezdasto konacna porodica, koja je upisana u U.

Treba joS pokazati da je U {a(Mj): jedl = X . Neka je x €X proizvoljna

tacka. x EHj za neko jJ ed .

M.) = H. . s s = H. U.,. = H.
a J) o JfﬁlU1(J)) a( erW U1(J)) o J)
S obzirom da x EHj sledi da x Ea(Hj) = u(Mj).
/nadi, {Mj: j eJd} je otvorena zvezdasto konacna porodica koja je upisaha u'

U sa osobinom da je unija unutrainjosti zatvaranja svakog njenog &lana pre-

kriva¢ datog prostora X.

Obrnuto, neka je

U = {Ui: 1 1}

regularno otvoren prekrivac datog prostora Y. Postoji otvorena zvezdasto kona-

¢na porodica B= {Bj: j €J }tako da je BjC:.Ui za neko i I i da je
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U {a(Bj) : jedt =X, B* = {u(Bj) : J €J} zadovoljava uslov.

Teorema 4.1.6. Svaki Hausdorff-ov blizu strogo parakompaktan prostor je
skoro regulararn.

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.1.4. sledi da je svaki blizu strogo parakompa-
ktan prostor blizu parakompaktan, a svaki Hausdorff-ov blizu parakompaktan
prostor je ujedno i skoro reqularan.

Sada Cemo dati primer blizu strogo parakompaktnog prostora koji nije stro-
go parakompaktan.

Primer 4.1.1. Neka je

X = {aij’ Az a: 1, § = 1,2,... } .
Neka je svaka tadka aij t3o0lovana. Neka je
{Uk(ai) : k= 1,2,...}
bazni sistem okolina tadke a, gde je
¥ (a;) = la, ay; ¢ 33
Neka je
{Vk(a) t k=1,2,... 1}
baznt sistem okolina tadke a, gde je
la) = {a, ay: ¢ izk, 3k 1.

Sistem okolina V(x) proizvoljne tacke x skupa X zadovoljava uslove za oko-
‘line i moZe se definisati jedinstvena topoloska struktura t , za koju je V{x)
Skup svih okoiina tacke x eX.

Neka jJe X topolo3ki prostor koji je snabdeven tako definisanom toplogijom t .
Lako se moze zakljuCiti da je X Hausdorff-ov prostor koji nije regularan u ta-
¢ki a, pa prema tome prostor X nije regularan.

Prostor X nije strogo parakompaktan . Ako bi X bio strogo parakompaktan pro-

stor, sledilo bi da se u svaki otvoren prekrivaC moZe upisati zvezdasto kona-

can otvoren prekrivac, pa poSto je X Hausdorff-ov prostor sledilo bi da je X
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regularan prostor, 3to je nemoguce, jer smo pokazali da X nije regularan pro-
stor. Prema tome X nije strogo parakompaktan prostor.
PokazaCemo da je X blizu strogo parakompaktan prostor. Neka je

G={Gi: iel}
proizvoijan regularno otvoren prekrival datog prostora X. Tada a{EGi(a) za
neko i(a) €l. OznaCimo sa Gi(i) takvo Gi(i)‘z G koji sadrin a5, Ay EGi(i), a

- .y . s - .y n R

sa Gi(ij) ¢lan prekrivaca G koji sadrzi 355 343 CGi(ij)‘ Posto je {V (a) : neN}
bazni sistem okolina tacke a, sledi da postoji m eN tako da je Vm(a)C:_Gi(a).

gy _ 4

afV'(a)) = Vi(a) Udla, a  4s--- } .
Posmatrajmo otvorenu porodicu |

Gor ny Gersans Gagey ¢ 1 = 1,2,...,m1, j=1,2,...,m-
{ i(a)’ %i(ij) 61(1) 2 m-1, J m-1 }
To je konaéna porodica otvorenih skupova , pa je ona otvorena zvezdasto kona-
¢na porodica. Pokazacemo da je to prekrivac datog prostora X.
Pre svega a EGi(a) i za svako igm-1, aij EGi(ij), ai EGi(i) . La 1>m
m _ : L

aiEa(V (a)) C “(Gi(a)) = Gi(a)’ odakle sledi da 3,€ Gi(a)' Za svako i>m-1
: m
j>m=-1 a5 3 eV (a)(:;Gi(a) :

Znati, to je otvorena zvezdasto konatna porodica, koje je upisana u dati
regularno otvoren prekrival Ci prekriva dati prostor X, pa sledi da je X bli-

zu strogo parakompaktan prostor.

Postoje blizu strogo parakompaktni prostori koji nisu blizu kompaktni. To
pokazuje sledeCi primer.

Primer 4.1.2. Neka Jje X beskonadan diskretan prostor.
Tada je X blizu strogo parakompaktan prostor, posto je {{x} : x €X} otvorena
zvezdasto konaéna porodica koje je upisana u svaki regularno otvoren prekrivac
i koja prekriva dati prostor X. Ali X nije blizu kompaktan prostor. Posmatra-
jmo naime regularno otvoren prekrivac {{x} @ X cX} . On se ne moZe suziti ni

na kakav konacan prekrivac. Odatle sledi da X nije blizu kompaktan prostor.
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Sada Cemo dati primer blizu parakompaktnog prostora koji nije blizu strogo

parakompaktan

Primer 4.1.3. Neka je data uobidajena ravan E , sa svojom poznatom metrikom
d, iz koje je izdvojena neka proizvoljna tadka o. Za svake dve talke prostora
E koje leZe na pravoj koja prolazi kroz o , rastojanje neka se poklapa sa obi-
énim rastojenjem. Za svake druge dve tadke a i b prostora E rastojenje defini-
simo kao

d(a,b) = d{a,0) + d(o,b) .

Prostor E sa ovom metrikom je oCigledno prostor koji je povezan i koji ima
prebrojivu bazu. Prostor E prema tome nije strogo parakompaktan { Teorema 2,
Smirnov, Ju.M., [60], str. 260). Po3to je E metrigki prostor , on je parakompa-
ktan prostor, odnosno blizu parakompaktan. Medjutim dati prostor E nije blizu
strogo parakompaktan, posto je regularan pa bi odatle sledilo da je strogo pa-
rakompaktan. A to smo videli da nije tacno.

Lema 4.1.3. Ako se u svaki regularno otvoren prekrivad prostora X mo3e upi-
satt otvoren zvezdasto konadan prekrivad, to se u svaki regularnb otvofen pre-

krivaé datog prostora X mo3e upisati regularno otvoren zvezdasto konadan pre-
krivad.

Dokaz. Neka je

u

{l

{u,

proizvoljan regularno otvoren prekriva datog prostora X. Sledi da se u njeqa

1l

moZe upisati otvoren zvezdasto konacan prekrivaé U= {Vj: J €J} . Pokazacemo da
je {a(vj) : J €d} regularno otvoren zvezdasto konacan prekriva&, koji je upisan
u dati regularno otvoren prekrivaé U . Za Vje V , postoji 1 ¢l tako da Vj(ZZUi.
No tada je i a(Vj)C::a(Ui) = Ui’ pa sledi da je dati prekrivaé¢ upisanu U .

Pokazimo da je to zvezdasto konaéna porodica. Ako je vj*r‘1vj" = @ , tada je

Vis (O X \V;j“ s 0dnosno u(Vj*) — X \Vj.. . Sada je VJ-"C X \C‘(Vj*)’
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edaosno a(Vj") (X \Ha(vj*) pa je i u(Vj*)fh]u(Vj") =@ , a poSto je V zve-
zdasto konaéna porodica sledi da je i {a(Vj) : J eJ} takodje zvezdasto kona-

¢na porodica.

Znaéi{a(vj) : J €d} Je reqularno otvoren zvezdasto konacdan prekrivad pro-

~stora X koji je upisan u regularno otvoren prekrivaé U , pa sledi tvrdjenje

leme.

Teorema 4.1.7. (X,1) je bliau strogo parakompaktan prostor ako t samo ako
Jje (X,t*) strogo parakompaktan.

Dokaz. Neka je (X,t) blizu strogo parakompaktan prostor. Neka je U proizvo-
1jan S-otvoren prekrivaé prostora (X,t*). U njega se moZe upisati regularno ot-
voren prekrivac V, a prema predhodnoj lemi sledi da se u regularno otvoren

prekriva¢ V moZe upisati regularno otvoren zvezdasto konalan prekrivaé V * .

Odatle sledi da je (X,t*) strogo parakompaktan prostor.

Obrnuto, neka je (X,t*) strogo parakompaktan prostor i neka je U ={U; :iel}
proizvoljan regularno otvoren prekrival prostora (X,r). PoSto je U d&~-otvoren
prekrivaé, sledi da se u njega moZe upisati &-otvoren zvezdasto konacan pre-
krivad V , pa sledi da je prostor {X,t) blizu parakompaktan.

Teorema 4.1.8. Ako je (X, 1) skoro regularan prostor vaZe sledede ekvivale-
netje

(a) (X,1) Je blizu strogo parakompaktan prostor ;

(b) U svaki regularno otvoren prekrivad prostora (X,1) moZe se upisati ot-

voren zvazdasto prebrojiv prekrivad ;

(¢) U svaki regularno otvoren prekrivad prostora (X,t) moZe se upisati re-

gularno otvoren zvezdasto prebrojiv prekrivad ;

(d) U svaki regularno otvoren prekrivad prostora (X,1) moZe se upisati re-

gularno otvoren zvezdasto konalan prekrivad ;

(e) U svaki regularno otvoren prekrivad prostora (X,t) mo3e se upisati re-—
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gularno zatvoren zvezdasto konadan prekrivad ;

(f)U svaki regularno otvoren prekrivad prostora .{Xst).moie se.upisati regqularno

zatvoren zvezdasto prebrojiv prekrivad .

Dokaz. (a)+(b) Lako se vidi.

(b)-(¢)

Dokazuje se isto kao i lema 4.1.3.

(¢)+(d)

Neka je (X,t) skoro regularan prostor sa osobinom (b). Tada je (X,1*) re-
gularan prostor sa osobinom da se u svaki &6-otvoren prekriva& U moZe upisati
§-otvoren zvezdasto prebrojiv prekrivaé V , pa na osnovu teoreme 1 {Smirnov,
Ju.M., [60], str. 256) sledi da se u svaki s-otvoren prekrivaé moze upisati &-
otvoren zvezdasto konaCan prekriva¢ V . Posmatrajmo porodicu V* ={a(V):vel}

Tada Je V* regularno otvoren zvezdasto konacan prekrivaé prostora (X,t)
koJi1 je upisan u regularno otvoren prekrivaé U .

(d)>(e)

Neka je U proizvoljan regularno otvoren prekrivaé prostora (X,t). Sledi da
se u njega moze upisati regularno otvoren zvezdasto konafan prekrivac. Tada
na osnovu teoreme 1 (Smirnov , Ju.M. [60]str. 256) sledi da se u regularno
otvoren prekrivaé U moZe upisati 6-zat§oren zvezdasto konacan prekrival F .
Posmatrajmo porodicu F* = {g(F): Fe F }. Poito je 8 (F)(C F, sledi da je

F* regularno zatvorena zvezdasto konac¢na porodica..Da je to ujedno i pre-
kriva¢ datog prostora sledi na osnovu leme 1.1. (Singal,M.K., [67], str. 5).
(e)>(f)
Lako se vidi
(f)>(a)
Neka je U proizvoljan regularno otvorén prekrivaé prostora (X,1). Po$to se

na osnovu predpostavke u svaki regularno otvoren prekriva moZe upisati zvezda-
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sto prebrojiv regularno zatvoren prekrivac, sledi na osnovu teoreme 1 (Smirnov
Ju.M. , [60], str. 256) da se u svaki regularno otvoren prekriva¢ moZe upisati
s-otvoren zvezdasto konaéan prekrivad. Zna¢i u regularno otvoren prekrival U

moZze se upisati otvoren zvezdasto konacan prekrivac pa sledi da je (X,t) blizu

strogo parakompaktan prostor.

Teorema 4.1.9. Svaki skore regularan prostor sa osobinom (b) iz predhodne
teoreme je 8-normalan.

Dokaz. Neka je (X,t) skoro reqularan prostor sa osobinom (b). Tada na os-
novu dokaza (b)»(c) sledi da je (X,t*) reqgularan prostor sa osobinom da se u
njegov svaki otvoren prekrivacé moZe upisati otvoren zvezdasto prebrojiv prekri-
vaé , pa na osnovu teoreme 1 (Smirnov,Ju.M., [60], str. 256) sledi da je (X,t*)
normalan prostor, pa sledi da je {X,t) &-normalan prostor.

Teorama 4.1.9. U svaki regularno otvoren prekrivad skoro regularnog pro-
stora sa osobinom (b) moZemo upisati S—otvoren zvezdasto konadan prekrivad, &iji
Jje svaki &lan oblika FU , gqde je F d&-zatvoren skup.

Dokaz. Neka je (X,t) skoro regularan prostor sa osobinom (b) . Tada je
(X,t*) regularan prostor sa osobinom da se u njegov svaki otvoren prekrivaé mo-
Ze upisati otvoren zvezdasto prebrojiv prekrival, to na osnovu teoreme 1 (Smi-
rnov, Ju. M. , [60], str. 256) sledi da se u svaki régularna otvoren prekrivac
moZze upisati é&-otvoren zvezdasto konacdan prekriva¢, €iji je svaki c¢lan oblika
F0 . gde je F §-zatvoren skup.

Lema 4.1.4. Ako je zatvaranje svakog &lana otvorenog lokalno konadnog pre-
krivada A prostora X a-blizu kompaktan podskup, sledi da je prekrivad A zve-
zdasto konadan.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan ¢lan A prekrivala A i njegovo zatvaranje A.
Svaka tacka x <A ima u X okolinu 0x koja se seCe sa najvise konalno mnogo ele-

menata prekrivala A . Tada se 1 a(Ox) sefe sa najvide konano mnogo ¢lanova po-
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rodice A . Iz reqularno otvorenog prekrivada {“(Ox): x €A} a-blizu kompaktnog
skupa A moZemo izdvojiti konacan podprekrivac {“(Ox(i)) 1= 1,2,... s} .

Posto se svaki skup “(Ox(i) sefe sa najvise konaéno-mnogo elemenata prekri-
vaca A , to i1 skup

0 =

it S W

Lo Oy
ima tu istu osobinu. Posto je A(C 0 sledi da se A sefCe sa najvise konacno mno-
go ¢lanova prekrivaCa A , $to je i trebalo dokazati.

Teorema é.I.II. Lokalno blizu kompaktan 1 blizu parakompaktan prostor je
blizu strogo parakompaktan.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan regularno otvoren prekriva A prostora X. Za sva-
ku tacku x €X izaberimo regularno otvorenu okolinu 0x tako da je zatvaranje te
okoline a-blizu kompaktan podskup datog prostora X. Po uslovu teoreme u presek
A (") A* prekrivata A i A* = {0 : x €X} moZemo upisati otvoren lokalno kona-
¢an prekrivac A ", A" je upisan 1 u A iu A* . Po3fo je A " upisanu A *,
sledi da je zatvaranje svakog clana prekrivaa A" ao-blizu kompaktan podskup.
Iz predhodne leme sledi da je prekrivaé A" zvezdasto konacdan, $to i dokazuje
datu teoremu.

Definteija 4.1.4. Podskup A prostora X je a-blizu stroge parakompaktan ako
1 samo ako se u svaki regularno otvoren prekrival podskupa A moZe upisati X-
otﬁoren zvezdasto konacan prekrivac podskupa A.

Podskup A je blizu strogo parakompaktan ako i samo ako je A blizu strogo
parakompaktan podsprostor brostora X.

Teorema 4.1.12. Svaki zatvoreno otvoren podskup blizu strogo parakompaktnog
prostora X je blizu strogo parakompaktan.

Dokaz. Neka je A zatvoreno otvoren podskup blizu strogo parakompaktnog pro-

stora X. Neka je

{Uy:

i iel}
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relativan reqularno otvoren prekrivac datog podskupa A. S obzirom da je A za-
tvoreno otvoren podskup, sledi da je svaki U, regularno otvoren podskup u pro-
storu X. Odatle sledi da je

{U; iel} U{X\A)}
regularno otvoren prekrivac prostora X. Posto je X blizu strogo parakompaktan
sledi da postoji otvoren prekrivac V= {Vj: j eJ} koji je zvezdasto konacCan 1
upisan u {U,: iel} U{XNA .

Tada je y* = {A(\Vj: j €J} otvoren zvezdasto konacan prekrivac podskupa A
koji je upisan u {Ui: i el} , pa sledi da je A blizu strogo parakompaktan po-
dskup datog prostora X. |

Teorema 4.1.13. Ako je

X =y {U'i: 1 =TI}
gde je {U;: i eI} disjunktna porodica zatvoreno otvorenth podskupova prostora
X, tada je X blizu strogo parakompaktan ako i samo ako je svaki U, blizu stro-
go parakompaktan.

Dokaz. Potreban us]ov.lAko je X blizu strogo parakompaktan prostor, siedi
na osnovu predhodne teoreme da je svaki Ui biizu strogo parakompaktan podskup.

Dovoljan uslov. Neka je V= {Vj: je J} proizvoljan regularno otvoren prekri-
va¢ datog prostora X. Za svako i el neka Je Vi={ Uilﬁwvj: jed }.

Posto je Ui blizu strogo parakompaktan podskup sledi da postoji zvezdasté ko~
natna porodica {D,: K eKi} otvorenih { u Us, sledi i u X ) podskupova u X koja
prepokriva Ui i upisana je u V i. Posmatrajmo porodicu
D=0 kek, icl) .
p je zvezdasto kona¢na porodica X-otvorenih podskupova koja je upisana u

U= (V

H

It j eJ} 1 prepokriva prostor X , pa na osnovu toga sledi da je X blizu

strogo parakompaktan prostor.
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Teorema 4.1.14. Ako svaki otvoren podskup koji sadrdi gust podskup A
prostora X, sadrZi blizu strogo parakompaktan skup koji sadr3i A, tada Jje A
blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru X.

Dokaz. Neka je

U= {y. : ie I}

i

proizvoljan relativan regularno otvoren prekrivac podskupa A. Po3to je A gu-
st sledi da je U, = Afla(U;) za svako i. Neka je
U= U{a(Ui) : 1 el} .

Tada Je U otvoren skup koji sadrZi gqust podskup A. Odatle sledi da postoji
blizu Strogo parakompaktan podskup B takav da je ACC B (CU. Poito je A gust
sledi da je i B takodje gust podskup prostora X, pa je prema tome

' (a(U;)( 1B : i el
relativan regularno otvoren prekrivaé podskupa B. Poito Je B blizu strogo pa-
rakompaktan sledi da postoji zvezdasto konacna porodica {Vj: je J} otvorenih y
B podskupova koja prepokriva B i koja je upisana u'{a(Ui)fﬁ B : icl} . Sva-
ki Vj = Vj (] B gde je VE otvoren podskup u prostoru X. Posmatrajmo porodicu

V= {vgﬂA : j el .

V' je zvezdasto konana porodica otvorenih (u A) podskupova koje prepokriva A
1 koja je upisana u U . Iz toga sledi da je A blizu strogo parakompaktan pod-
skup datog prostora X.

Teorema 4.1.15. Ako je svaki otvoren podskup prostora X gust blizu strogo
parakompaktan podskup, tada je svaki gust podbkup.prostora X bltau strogo pa-
rakompaktan.

Dokaz. Neka je A gust podskup prostora X. Neka je

U= (u: iel

relativan regularno otvoren prekriva¢ datog podskupa A. Posto je A gqust, sledi

da je'Ui = a(Ui)rW A za svako i cI. Neka jeV = U {“(Ui) : 1 €I} . Prema pre-
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dpostavci V je otvoren gust blizu strogo parakompaktan podskup i {a(Ui):ieI}
je relativan regularno otvoren prekrivaC podskupa V. Sledi da postoji zvezda-

sto konafna porodica podskupova {Vj: j €J} otvorenih {u V) koja prepokriva V
1 koja je upisana u {“(Ui) . i el}

Tada je {ijW A : j eJ} zvezdasto konacna porodica otvorenih (u A) po-
dskupova, koja prepokriva dati podskup A 1 koja je upisana u {Ui : i€ 1}

3

pa sledi da je A blizu strogo parakompaktan podskup.

Teorema 4.1.16. Zatvaranje a-blizu strogo parakompaktnog podskupa u skoro
regularnom prostoru X je a-blizu strogo parakompaktan podskup.
Dokaz. Neka je A proizvoljan a-blizu strogo parakompaktan podskup u skoro

regularnom prostoru X. Neka je

{Ui: i eI}
proizvoljan regularno otvoren prekrivaC podskupa A. Za svaku tacku x =A posto-

ji reguiarno otvoren skup vV, tako da je

X EVXC Vx - Ui
za neko 1 =I. Tada je {Vx: x €A} regularno otvoren prekrivac podskupa A. Po-
Sto je A a-blizu strogo parakompaktan podskup sledi da se u regularno otvoren
prekrivad {Vx : X A} podskupa A moze upisati X-otvoren zvezdasto konacan pre-

J
zvezdasto konalan prekrivaé podskupa A , koji je o€igledno upisan u reqularno

krivac W = {W.;: j & } podskupa A. Tada je {a(wj) : J &J} regularno otvoren

otvoren prekrivac {Ui: 1 eI} . Sledi da za svaku tac¢ku x €A postoji reqularno

otvoren skup V* , tako da je

x &Vi C Vo a(W;)

za neko j ed. Tada je'{V; : xc A} regularno otvoren prekrivaC a-blizu strogo

parakompaktnog podskupa A pa sledi da se u njega moZe upisati otvoren zvezda-

sto konacan prekrivac {Ak: k €K} . Tada je

AC U {ﬁk: k ek} = U{Hk : k ek}
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Postoji x* cA tako de je A, C V*, , pa je ACV*, (C o(W. ) za neko j e J.
k X k— "x I, o

Znaci {a(wj) 2 J gJ} Je reqularno otvoren zvezdasto konadan prekrivaé po-
dskupa A , koji je upisan u regularno otvoren prekrivaé'{Ui: i €I} podskupa A
pa sledi da je A a—blfzu strogo parakompaktan podskup.

Teorema 4.1.17. Neka je A proizvoljan skup u prostoru X. Tada, A je a-blizu
strogo parakompaktan podskup u prostoru (X,t) ako © samo ako je A a-strogo
parakompaktan podskup u prostoru (X,t%).

Dokaz. Dokazuje se slifno kao i odgovarajuéi rezultat za blizu strogo para-
kompaktne i strbgo parakompaktne prostore.

Teorema 4.1.18. Svaki &-zatvoren podskup blizu strogo parakompaktnog pro-
stora je a-blizu strogo parakompaktan.

Dokaz. Neka je A proizvoljan s-zatvoren podskup u prostoru (X,t). Podto je
(X,7} blizu strogo parakompaktan prostor sledi da je (X,t*) strogo parakompa-
ktan. Tada je podskup A a-strogo parakompaktan u prostoru (X,t*) pa sledi pre-
ma predhodnoj teoremi da je A a-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru
(Xyt), 3to je i trebalo dokazati.

Posledica 4.1.3. Zatvoreno otvoren podskup blizu strogo parakompaktnog pro-
stora je a~blizu strogo parakompaktan ako 1 samo ako je blizu strogo parako-
mpaktan. . .

Teorema 4.1.19. Regularno zatvoren podskup a-blizu strogo parakompaktnog
podskupa je a-blizu strogo parakompaktan.

Dokaz; Neka je C proizvoljan «-blizu strogo parakompaktan podskup, B requ-
larno zatvoren podskup i B C C. Neka je U proizvoljan regularno otvoren prekri-
val podskupa B. Tada je

Uy {X\ B}
regulérno otvoren prekrival podskupa €. PosSto je C y~blizu strogo parakompa-

ktan podskup sledi da se u U U{X \ B} moZe upisati X-otvoren zvezdasto kona-
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¢an prekrivac ¢ podskupa C. PoSto je CC{X N\ B} U {V : ValV}, sledi da je
BCU({V:VevVv}, pa jeB aoblizu strogo parakompaktan podskup prostora X.
Teorema 4.1.20. Neka je X prozzvoljan topolodkzi prbstor.-Pbdbkup A pro-
stora X je a-blizu strogo parakompaktan ako 1 samo ako se u svaki X-otvoren
prekrivad U podskupa A moZe upisati zvezdasto konadna X-otvorena porodica
V tako da je A C Wa(V) : Ve V }:

Dokaz. Neka je

H

(. : i el

u i

proizvoljan regularno otvoren prekriva datog podskupa A. Tada postoji zvezda-
sto konacna porodica v='{vj: J €J} X-otvorenih podskupova, koja je upisana
u yi da je ACU {a(Vi) : J ed} . Posmatrajmo porodicu

| v * = {a(vj) : J ed} .

y* je X-otvorena zvezdasto konafna porodica koja je upisana u reqgularno ot-
voren prekrival 4 i koja prepokriva dati podskup A, pa sledi da je A o-blizu
strogo parakompaktan podskup datog prostora X.

Obrnuto, neka je A o-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru X. Neka
je
u= {U,

3
proizvoljan X-otvoren prekrivaC datog podskupa A. Tada je

: 1 el}

{q(Ui) : 1 el}
regularno otvoren prekrivaC podskupa A, pa poSto je A «-blizu strogo parakompa-
ktan podskup sledi da se u regularno otvoren prekrivaé {a(Ui): 1 I} moZe upi-
sat1 X-otvorena zvezdasto konaCna porodica {Hj: j €J} tako da je za svako j
1y Eally(h))
za neko 1(jle I 1 ACTU {HJ.: j ed} .

Za svako jed, neka je
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Podto je Hj(:‘“(ui(j)) C:.Ui(j) ., Sledi da je ”j = Hj () Ui(j)'
Sada ¢emo pokazati da je U{a(Mj) r ded DA
Neka x eA. Tada x EHj za neko j eJ . Sada je
aMy) = olHiM Uy05)) = aliyf1T55)) = o (Hy).
Tada x € u(Hj) = a(Mj) ‘

Odatle sledi da je {Mj: j €J}  X-otvorena zvezdasto konacna porodica,
koja je upisana u otvoren prekrivaé U i ACU {a(Mj) 2 jed} .

Teorema 4.1.21. Protzvod blizu strogo parakompaktrog < blizu kompaktnog
prostora je blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je U proizvoljan regularno otvoren prekrival proizvoda X x Y
gde jJe X blizu strogo parakompaktan a Y blizu kompaktan prostor. Neka je
(x,y) €X x Y proizvoljna talka. Postoji U e U tako da (x,y) eU. Poito je U
regularno otvoren skup, sledi da postoji regularno otvoren skup ny prostora
X 1 Nx

y prostora Y, tako da vazi

(x,y) evxy X ny,C: U . Neka je
" = (x} x Y
za svako x €X. Tada je
. X
{ny : {X,y) €I”}
regularno otvoren prekriva¢ blizu kompaktnog prostora Y, pa sledi da postoji
konaCan podskup J* skupa 1 tako da je
. .
_{ny : (x,y) €J” }
prekrivaé prostora Y.
Za svaku tacku x €X neka je
_ . _ X
Vx -ﬂ{ny : {X,y) €J7 }.
Vx Je regularno otvorena okolina tacke x u prostoru X, jer je presek od kona-

cno mnogo regularno otvorenih skupova opet regularno otvoren skup. Neka je

Ho

V={V : xeX)}.

X
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v Je regularno otvoren prekrival prostora X. PoSto je X blizu strogo parako-
mpaktan prostor, to postoji otvoren zvazdasto konaCan prekriva¢ A koji je upi-

san u V. Za svako A € A 1zaberimo Vx(A) tako da je A C Vx(A)' Neka je

XA

H={A X W, Ac A, (x,y)ed ).

y
H Je otvoren zvezdasto konacan prekrival prostora X x Y koji je upisan u

regularno otvoren prekrivaé U , pa odatle sledi da je X x Y blizu strogo pa-

rakompaktan prostor.

Posledica 4.1.4. Proizvod blizu strogo parakompakinog 1 proizvoljine poro-
dice blizu kompaktnih prostora je blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Proizvod proizvoljne porodice blizu kompaktnih prostora je opet bli-
zu kompaktan prostor.

Posledica 4.1.5. Proizvod blizu strogo parakompaktnog prostora i proizvo-
ljne porodice kompaktnih prostora je opet blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokasz. Svaki kompaktan prostor jekblizu kompaktan.

Proizvod sirogo kompakinog prostora i proizvoljne porodice kompaktnih pro-
stora je blizu strogo parakompaktan proator.

Dokaz. Svaki strogo parakompaktan prostor je blizu strogo parakompaktan.

Teorema 4.1.22. Proizvod a~blizsu strogo parakompaktnog podskupa.i a-blizu
kompaktnog skupa je a-blizu strogo parakompaktan podskup proizvoda.

Dokaz. Dokaz je slifan dokazu predhodne teoreme.

Teorema 4.1.23. Neka je f biunivoko skoro neprekidno 1 skoro otvoreno pre-

slikavanje blizu strogo parakompaktnog prostora X na prostor Y. Tada je Y bli-
zu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka jJe
{Ui: 1 €1} |
proizvoljan regularno otvoren prekriva¢ datog prostora Y. Tada je za svako

iel f'1(Ui) regularno otvoren podskup prostora X. Posmatrajmo regularno
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otvoren prekrivac
(') s e
prostora X. Posto je X blizu strogo parakompaktan prostor to sledi da se u

regularno otvoren prekrivac {f'1(Ui) : 1el} moZe upisati reqularno otvoren -

zvezdasto konalan prekrivaé

{Aj:.jEJ

Tada je
{fIAj) : J &}
otvoren_zvezdasto konagan prekrivaC prostora Y'koji je upisan 4 regqularno

otvoren prekrivac {Ui: i €I} pa sledi da je dati prostor Y blizu strogo para-

kompaktan.

Teorema 4.1.24. Neka je f skoro neprekidno skofo otvoreno preslikavanie
blizu strogo parakompaktnog prostora X na prostor ¥, tako da je frl(G) a=bli-
au kompaktan podskup prostora X za svaki otvoren podskup G prostora Y. Tada Je

Y blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je
{Ui: 161}
proizvoljan regularno otvoren prekrivaé prostdra Y. Tada je f'i(Ui) regularno
otvoren podskup prostora X za svako icI. Poito je X blizu strbgo parakompaktan
prostor to sledi da se u regularno otvoren prekrivac
(ehuy) @ ier)

prostora X moZe upisati reguiarno otvoren zvezdasto konacan prekrivac ( Aj: jed}.
Posto je f skoro otvoreno preslikavanje sa osobinom da je f'1(G) »2a svaki
otvoren skup GCY, a-blizu kompaktan podskup prostora X to sledi da je poro-
dica {f(Aj) : J &} zvezdasto konaéna. |

Znaéi,'{f(Aj) : J aJ} je otvoren zvezdasto konacan prekrival prostora Y ko-
Ji je upisan u regularno otvoren prekrivaé {Ui: 1 cl} pa sledi da je Y blizu

strogo parakompaktan prostor.
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Lema 4.1.5. Neka je f skoro otvoreno ¢ skoro zatvoreno preslikavange
prostora X na prostor Y, tako da je f‘nl (G) a~-blizu kompaktan podskup u pro-
storu X za svaki otvoren podskup G C Y . Ako je {Ui: 1 €I} protavoljan regu-
larno otvoren lokalno konaan prekrivad prostora X, tada je { f( U.): 7 el}
otvoren zvezdasto konalan prekrivad prostora Y.

Dokaz. Odmah se vidi da je {f(Ui) : 1 eI} otvoren prekrivad prostora Y.

Pokazacemo da je to zvezdasto konacna porodica. U tu svrhu, neka je f(Ui_)
Q

proizvoljan elemenat porodice {f(Ui): 1el} . PoSto je {Ui : 1 el} lokalno

konalna porodica, sledi da za svako :»:ief'"(f'(uqi )) postoji otvorena okolina
0

G(x) tacke x u X i konacan podkup I{x) skupa I tako da je G{x)M U, = 9

za svake x €l \NI(x). Porodica
H6(x): x ef TN (F(U, )
0

je X otvoren prekriva¢ podskupa f'1(f(Ui )} . Posto je f"(f(Ui )} a-blizu
0 0

kompaktan podskup u prostoru X, sledi da postoji konafan broj tacaka

Xgs Xpsenns Xo ef_1(f(Ui0) tako da je
f"‘(f(ui )) C U {a(6(x;)) = 1= 1,2,...n} .
0

Neka je
G = {
i

e 3

BED°

G Je regularw otvoren skup koji sadrizi f'1(f(Ui )} . Podto je f skoro zatvo-
0

reno preslikavanje to postoji otvoren skup V u Y koji sadrii f(Ui ) tako da

0
je £ 1(V) C 6 . odatle sledi

n
Vr”]f(Ui) = P za svako i eI \ U I(x;)
i=1

to jest
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. f(uio) () f(Ui) = @ za svako i el \\i§1 I(xi).
Odatle sledi da Jje {f(Ui): 1 eI} zvezdasto konacna porodica.

Teorema 4.1.256. Ako je f skoro zatvoreno, skoro neprekidno i1 skoro otvore-
no preslikavanje blizu parakompakinog prostora X na prosfor Y tako da je'jrl(G)
a =blizu kompaktan podskup u prostoru X za svaki otvoren podskup C CY, tadﬁ 
Jje Y blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je

' u= (Uy: i el
proizvoljan regularno otvoren prekrivacC prostora Y. Po3to je f skoro nepreki-
dno 1 skoro otvoreno preslikavanje sledi da je' f'1( u) = {f'1(Ui): iel}
regularno otvoren prekrivaé prostora X. Poito je X blizu parakompaktan prostor
to postoji. reguliarno otvoren lokalno konaCan prekrivad _,V='{Vj: j €d} pros-
tora X koji je upisan u regularno otvoren prekrivac f'1( U ) . Prema predhod-
hoj-]emj sledi da je f{( V) = {f(Vj):.jWeJ} zvezdasto konacan otvoren prekri-
vac prostora Y koji je upisan u regularno otvoren prekrival U, pa sledi da je
Y blizu strogo parakompaktan prostor.

Teorema 4.1.26. Neka je f protzvoljno biuntvoko skoro neprekidno i skoro
otvoreno preslikavanje prostora X na prostor Y. Tada je slika svakog a-blizu
strogo payakompaktnog podskupa prostora X a-blizulstrogo parakompaktan pod-
skup u prostoru Y.

Dokaz. SliCan je dokazu odgovarajuceg rezultata za blizu strogo parakompa-
ktne prostore.

Teorema 4.1.27. Neka je f skoro zatvoreno, skoro neprekidhb 1 gkoro otvo-
reno preslikavanje prostora X na prostor Y tako da je frI(G) a-blizu kompaktan
podskup u prostoru X za svaki otvoren podskup G Y. Tada, slika svakog a-bli-
zu parakompaktnog podskupa u prostoru X je a-blizu strogo parukompak;an pod-

skup u prostoru Y.
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lokaz, Dokaz je slican dokazu odgovarajuceg rezultata za blizy strogo pa-

rakompaktne prostore.

Teorema 4.1.28. Neka je f skoro neprekidno i skoro otvoreno preslikavanje
prostora X na prostor Y tako da je f‘—} (G) o~blizu kompaktan podskup u prosto-
ru X za svaki otvoren podskup ¢ C Y. Tada je slika svakog o-blizu strogo pa-
rakompakinog podskupa prostora X a-blizu strogo parakompaktan podskup u Y.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu odgovarajuceg requtata za blizu strogo pa-
rakompaktne prostore.

Neka je W fiksni prekrival prostora X. Neprekidno preslikavanje f prostora
X na prostor Y je ( W,p) preslikavanje ako i samo ako za svaku talku y €Y po-
stoj1 podporodica wy porodice @ koja poseduje osobinu p u U W, i okolina V

y
tacke y tako da je f"1(Vy)C U W, (Singal,M.K., [57], str. 14).

Teorema 4.1.29. Prostor X Je blizu strogo parakompaktan ako za svaki re-
gularno otvoren prekrivad prostora X postoji { W, p) preslikavanje prostora X
u neki strogo parakompaktan prostor Y, gde je p osobina, zvezdasto konadan,
Dokaz. la svaku taCku y eY, izaberimo podporodicu Qy porodice W koja je zve-
zdasto konacna i otvoren skup Vy koji sadrii taCku y take da je f'1(vy)(: uw
Tada je {Vy: y €Y} otvoren prekrival prostora Y, a poito je Y strogo parako-
mpaktan to sledi da postojiotvoren zvezdasto konacan prekrivat {U.: i eI}

prostora Y koji je upisan u otvoren prekrivac {Vy : y €Y} . Za svako Ui ,PO-

stoji V_ tako da je U.CC V. . Neka je

i :

za svako 1 €l. Neka je
u=1uU/{ u,: iel}.
Tada Je U otvoren zvezdasto konafan prekrivaé prostora X koji je upisan u

regularno otvoren prekrivac W , pa sledi da je X blizu strogo parakompaktan
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prostor,

4.2. LOKALNO BLIZU STROGO PARAKDO
MPAKTNI PROSTORI

U ovom paraqrafu obradicemo novu klasu. topoloskih prostora to jest bice
obradjeni lokalno blizu strogo parakampaktnifprostori, koji predstavljaju uo-
pStenje kako blizu strogo parakompaktnih prostora tako i lokalno strogo para-
kompaktnih prostora.

Definicija 4.2.1. Ta topolodki prostor X rec¢i cemo da je lokalno blizu
strogo parakompaktan ako 1 samo ako za svaku tacku x prostora X postoji otvo-
rena okolina Ux tako da je'Ux a-blizu strogo parakompaktan podskup u prosto-
ru X.

Lema 4.2.1. Ako B ima otvorenu okolinu U tako da je U a-blizu strogo para~
kompaktan podskup, tada postoji regularmo otvorena okolina V podskupa B tako
da je V o-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru X.

Dokaz. Ako je BC U i U a-blizu strogo parakompaktan podskup, tada je
B a(U)C o(UY CU . Odatle sledi da je a(U) traZena okolina.

. Teorema 4.2.1. Neka je X skoro regularan prostor. Tada vaZe sledede ekviva-
lenctje: | | |
(a) Prostor X je lokalno blizu strogo parakompaktan ;
(b) Za svaku tadku x €X 1 svaku otvorenu okolinu U tadke x, postoji otvo-
ren skup V tako da je V a-blizu strogo parakompaktan podskup < da je
xeVCV C olU) ;
(¢) Za svaku tadku x €X i svaku regularmo otvorenu okolinu U tadke x, po-
stoji otvoren skup V, tako da je V a-blizu strogo parakompaktan pod-
‘skup 7 da je

eV CV C U.
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Dokaz. (a)»(b)

Neka je U proizvoljna otvorena okolina tacke x. Po3to je X lokalno blizu
strogo parakompaktan prostor to postoji otvorena okolina W tacke x tako da je
W a-blizu strogo parakompaktan podskup prostora X. Skup oa(U[ )W) je regu-
larno otvoren i sadrZan je u W. Po3to je prostor X skoro regularan, sledi da
postoji regularno otvoren skup V tako da je

xeVCV C afUNW) Ca(l) .

Skup V je regularno zatvoren, sadrian je u a-blizu strogo parakompaktnom
skupu W, pa je V o-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru X.

(b)>{c)

Lako sledi

(c)>(a)
0¢igledno je.

Teorema 4.2.2, Prostor (X,t) je lokalno blizu strogo parakompaktan ako <
samo ako je (X, t*) lokalno strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je {X,r) lokalno biizu strogo parakompaktan prostor. Uzmimo
proizvoljnu tacku x eX. Tada postoji reqularno otvorena okolina V tacke x ta-
KO dd je’V  a-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru (X,r). Tada je
V a-strogo parakompaktan podskup u prostoru (X, t*). Poito je V regularno
otvoren skup, tada je V s§-zatvoren skup.

Inagi V je s-otvorena okolina tacke x tako da je V}* = V} a-strogo para-
kompaktan podskup u prostoru (X, t*) pa sledi da je (X, t*) lokalno strogo
parakompaktan prostor. |

Obrnuto, neka je (X, t*) lokalno strogo parakompaktan prostor. Uzmimo pro-
zvoljnu taCku x &X. Tada postoji s-otvorena okolina V tacke x tako da je'V%*

a-strogo parakompaktan podskup u prostoru (X, t*). Tada je ?é* a=blizu st-

rogo parakompaktan podskup u prostoru (X,t). Podto je V;’"'V;*, sledi da je
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V; a-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru (X,t) pa je (X,t) lokalno
blizu strogo parakompaktan prostor.

Svaki blizu strogo parakompaktan prostor je ujedno i lokalno biizu strogo
parakompaktan. Obrnuto nije uvek taémo. Za ilustraciju moZe nam posluziti pro-
stor Q 5 Prostor Q, jr Hausdorff-ov lokalno kompaktan, pa odatle sledi da
je 20 regularan prostor. Posto je svaki lokalno kompaktan prostor ujedno i
lokalno biizu strogo parakompaktan, sledi da je 2, lokalno blizu strogo pa-
rakompaktan prostor. Q4 nije parakompaktan préstor, pa s]edi.da no nije ni
blizu narakompaktan odnosno da 2, nije blizu strogo parakompaktan prostor.

Svaki lokalno blizu kompaktan prostor je ujedno i lokalno blizu strogo
parakompaktan. Obrnuto nije uvek taéno. Na primer , neka je X proizvoljan
regularan strogo parakompaktan prostor, koji nije lokalno kompaktan. Tada je
X lokalno blizu strogo parakompaktan, koji nije lokalno blizu kompaktan (Sva-
ki reguiaran lokalno blizu kompaktan prostor je i lokalno kompaktan prostor).

Vazi da je 1 svaki lokalno strogo parakompaktan prostor ujedno i lokalno
blizu strogo parakompaktan prostor. Da obrnuto nije uyek ta¢no pokazuje pro-
stor X koji je definisan u primeru 4.1.1.

.Prostor X 1z tog primera je Hausdorff-ov koji nije regularan u tacki a, pa
lprema tome X nije regularan prostor, bdnosno sledi da X nije Tokalno strogo
parakompaktan prostor (Svaki lokalno strogo parakompaktan prostor je requila-
ran). Ali X je lokalno blizu strogo parakompaktan (blizu kompaktan) prostor.
To Cemo sada pokazati. Prostor X je blizu strogo parakompaktan, pa poito je
svaki blizu strogo parakompaktan prostor ujedno i lokalno blizu strogo para-
kempaktan, sledi da je Xllokalno blizu strogo parakdmpaktan prostor.

Teorema 4.2.3. Protzvod lokalno blizu strogo parakampaktn&g 1 lokalno bli-
au kompaktnog prostora je lokalno blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je (x,y) proizvoljna taCka prostora X x Y, gde je X lokalno




- 102 -

blizu strogo parakompaktan a Y lokalno blizu kompaktan prostor. Podto je X
Tokalno blizu strogo parakompaktan prostor, sledi da postoji reqularno otvo-
rena okolina A tacke x tako da je A a-blizu strogo parakompaktan podskup pro-
stora X. Na slican nacin, podto je Y lokalno blizu kompaktan prostor, sledi
da postoji regularno otvorena okolina B tacke y tako da je B o-blizu kompa-
ktan podskup prostora Y. Tada je A x B regularno otvorena okolina tacke (x,y)
prostora X x Y tako da je AxB =A x B «-blizu strogo parakompaktan po-
dskup prostora X x Y, pa sledi da je X x Y lokalno blizu strogo parakompaktan
prostor,

Teorema 4.2.4. Ako je f biunivoko skoro neprekidno i skoro otvoreno pre-
glikavangje lokalno blizu strogo parakompakinog prostora X na prostor Y, tada
Jje 1 Y lokalno blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Za svaku talku y €Y postoji tacka xe X tako da je f{x) =y. Posto
je X lokalno blizu strogo parakompaktan prostor, sledi da postoji reqularno
otvorena okolina M tacke xtako da je M a-blizu strogo parakompaktan podskup
prostora X. Posto je f skoro otvoreno preslikavanje sledi da je f{M) otvoren
podskup prostora Y koji sadrZi taCku y, tako da je f(M)CT f(M) ( f je skoro
2atvoreno preslikavanje pa je f(M) zatvoren skup u prostoru Y). PoSto je
f(M) o«blizu strogo parakompaktan podskup prostora Y, siedi da je i T{M)

a-blizu strogo parakompaktan podskup u prostoru Y ( ¥(M) je regularno zat-
voren podskup a-blizu strogo parakompaktnog skupa f(M) ). Odatle sledi da
je Y lokalno blizu strogo parakompaktan prostor.

Teorema 4.2.5. Neka je f‘skoro zatvoreno, skoro neprekidno t skoro otvo-
reno preslikavanje lokalno blizu strogo parakompaktnog prostora X na prostor
.Ytnkocizje;fq(G) a-blzzu koempaktan podskup u prostoru X za sva-
ki otvoren podskup G CY, tada je Y lokalno blizu strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Dokaz je slifan dokazu za blizu strogo parakompaktne prostore 4
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dokazu predhodne teoreme.

Teorema 4.2.6. Neka je E proiavoljan a-blizu strogo parakompaktan podskup

u lokalno bliau strogo parakompaktnom i skoro regularnom prostoru X. Neka je

| {FJ.: J €J} protzvoljna zvezdasto konadna porodica zatvorenih a-blizu strogo

parakompakinih podskupova tako da je E (C U{ Fj : J €} . Tada postoji zve-

zdasto komadna porodica {AJ.: J €J} ztvorenith a-bliau strogo parakompakinih
skupova tako da je E(C U{A? P JeJr T AJ.C Fj za svako J €.

Dokaz. la svaku talku x eE, sledi da x F? Za neko j ed. Postoji'regu--
larno otvorena okolina V, tacke x tako da je V&(:fF?

j a-biizu strogo parako-
mpaktan podskup u prostoru X. Poito je

vV

{Vx: x €k}

regularno otvoren prekrivaé podskupa E, sledi da se u V moje upisati X-regu-

larno otvoren prekrivaé podskupa E. Porodica
W:¥Wew
Je regularno zatvoren lokalno konagan prekrival podskupa E i za svako W

W je a-blizu strogo parakompaktan reqularno zatvoren podskup skupa’nga neko

x €E. Svaki skup W je sadrZan u Fg za neko Fj . Neka je

_ R
Aj—U{W.NCFJ.}.

Svaki AJ. Je zatvoren i posto je U {W: WCF? }CAg » Sledi da je
ECU {A‘J’.’ : jed) .

Znaci, {Aj: J €J} je zvezdasto konaéna porodica, sa osobinom da je svaki

AjCZLFg » odakle sledi da je Aj a-blizu strogo parakompaktan podskup pros-
tora X.
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4.3. m-STROGDO PARAKOMPAKTNI 1 SKORDO
STROGO PARAKOMPAKTNI PROSTORI

U ovom paragrafu ispitivacemo jo3 dva uopdtenja strogo parakompaktnih
prostora tj. ispitivacemo m-strogo parakompaktne i skoro strogo parakompaktne
prostore.

Definicija 4.3.1. la prostor X kaZiemo da je m-strogo parakompaktan (blizu
m-strogo parakompaktan) ako i samo ako se u svaki otvoren (reqularno otvoren)
prekrivaC (i , k U <m , moZe upisati otvoren zvezdasto konacan prekrivac,

Definicija 4.3.2. La prostor X kaZemo da je skoro strogo parakompaktan
( skoro m-strogo parakompaktan) ako i samo ako za svaki otvoren prekrivaé U
( kug m) prostora X postoji zvezdasto kona&na porodica V otvorenih pods-
kupova prostora X koje je upisana u U i da je

X=WV : Ve v}.

Na osnovu teoreme 4.1.5. sledi da je svaki blizu strogo parakompaktan pro-
stor ujedno i skoro strogo parakompaktan, dok obrnuto nije uvek taéno §to
pokazuje sltedeéi primer.

Primer 4.3.1. Neka je
X={a, by a.., b.., c.
13’ T3’ 1L

Neka su talke a?:j s bij izolovane. Neka je

> 2,7 EN}

'{U?(ei) -k en

bazni sistem okolina tadke Crs gde je

Uk(ci} = {e_i a'ﬂj’ bij s Jzk} .

Neka su respektivro {Vk(a): k eNy |, {Vk(b) : k €N} bazni sistemi okolina
tadaka a © b, gde Je

™(a) = {a, az; ¢ 3k, J el
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Vk(b) = {b, bij s 12k, J EN}

Sistem okolina V(x) proizvoljne tacke x skupa X zadovoljava uslove za oko-
line, pa se moZe definisati jedinstvena topologka struktura t za koju je V{x)
skup svih okolina date tacke x.

Neka je X prostor koji je snabdeven tako definisanom toplogijom + . X nije
blizu strogo parakompaktan prostor, jer se u regularno otvoren prekrivac

n m i : -
{ V'(a), V7(b), U (Ci) , 1 &N, {aij} , {bij}_}
nemoze upisati otvoren zvezdasto konacan prekrivac.

Ali X je skoro strogo parakompaktan. Neka je

{Ai:

A

I

1 el}

proizvoljan otvoren prekrival datog prostora X. Neka su Ai(a)’ Ai(b)-’ Ai(aij)’

Ai(bij), Ai(i)’ takvi ¢lanovi prekrivaca A sa osobinom
G | EAi(a), b EAi(b): a.ij EAi(aij)g b.ij EA_l(bij), Ci EA,i(,i).

PoSto su V"(a) i V"(b) bazni sistemi okolina tacaka a i b to sledi da postoje

prirodni brojevi n, i n, tako da je

Ny "2 :
V (a)CZZAi(a) y V (b)_C: Ai(b)

Neka je n = max( ny, "2)' Posmatrajmo otvorenu porodicu

AT = Ria) Bigbyr Migiy Ai(aij

)! Ai(bij): 1 = ],2,..., n~-1 1
{aij} . {bij} ¢ Ai(a)’ Ai(b)’ ili Ai(i) za i = 1,2,..., n=-11 .

A* je otvorena zvezdasto konaZna porodica koja je upisana u dati otvoren
prekrivaC A sa osobinom da porodica koju Cine zatvorenja ¢lanova porodice A*

prepokriva dati prostor X, pa sledi da je X skoro strogo parakompaktan prostor.

Svaki skoro strogo parakompaktan prostor je ujedno i skoro parakomhaktan.
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Tooreme 41.3.1. Lokalno kompaktan 1 skoro parakompaklan prostor je skoro
strogo parakompaktan.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan prekrivac A prostora X. Za svaku tacku x X 1za-
berimo otvorenu okolinu 0, tako da je zatvorenje te okoline kompaktan podskup
prostora X. Po uslovu teoreme, u presek A A A* prekrivada A 1 A* = {Ox: =X}
mozemo upisati otvorenu lokalno konaénu porodicu A" tako da je
U{A™ : A"e A" } = X . A" je otigledno upisana u prekrivaé A i u prekrivac

A*. PoSto je porodica A" upisana u A* sledi da zatvorenja Clanova porodice
A" Jjesu kompaktni skupovi, pa sledi da je porodica A" zvezdasto konacCna.

Dakle, sledi da se u otvoren prekrivaé A moZe upisati otvorena zvezdasto
konacna porodica A" sa osobinom U{A™ : A" e A "} = X, pa sledi da je dati
prostor X skoro strogo parakompaktan.

Teorema 4.3.2. Ako je X skoro strogo parakompaktan prostor a Y skoro kompa-
ktan prostor, tada je X X Y skoro strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Neka je U proizvoljan otvoren prekrivac prostora X x Y. Tada za
svaku tacku z = (x,y) €X x Y postoje otvoreni skupovi Vz i wz uX iy respe-
ktivno, tako da vazi (x,y)—evz X W, CU 2a neko U e U . Za svako xe X proiz-
vod {x} x Y oznalimo sa 1*. Porodica

W,: ze 1%}
je otvoren prekrivac skoro kompaktnog prostora Y. Odatle sledi da postoji ko-
nacan podskup J* skupa I* tako da je {Hz: 2 €J%) prekrivaC prostora Y. Neka je
V, =NV,: zed) .
Tada je Vx otvoren skup koji sadrzi talku x. Tada Je
V= {Vx: x X }
otvoren prekrivac skord strogo parakompaktnog prostora X. Odatle sledi da po-

stoji zvezdasto konalna porodica H otvorenih podskupova prostora X koja je ‘upi-

sana u Vi U{H : He H}= X . Podto je porodica H upisana u V , sledi da za
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svako H ¢ H postoji tacka xH.eX tako da je HC.Vx . Tada je
H

*H
A = [H x Nz tHe H, z2cd ')

porodica otvorenih podskupova prostora X x Y koja je zvezdasto konaina i upi-

sana u dati otvoren prekrivac U., tako da je

. Xy Xy
{H X Wz *H eH,zed"}y ={H«x W} cH eH, zed "}

prekrivac prostora X x Y, pa odatle sledi da je X x v skoro strogo parakom-

paktan prostor.

Posledica 4.3.1. Proizvod skoro strogo parakompaktnog < proizvoljine poro-

dice skoro kompaktnih prostora Je skoro strogo parakomapktan prostor.

Dokaz. Proizvod proizvoljne porodice skoro kompaktnih prostora je skoro

kompaktan prostor.

Dokaz. Svaki kompaktan prostor je skoro kompaktan.

Posledica 4.3.3. Proizvod strogo parakompaktnog i proizvoline porodice ko-
mpakinih prostora je skoro strogo parakompaktan prostor.

Dokaz. Svaki strogo parakompaktan prostor je skoro stroao parakompaktan.

Teorema 4.3.3. Ako je f zatvoreno , neprekidno presiikavanje pro-.

stora X na prostor Y tako da je frl(y} kompaktan podskup za svaku tadkuy ye Y,

tada ako je Y skoro strogo parakompaktan prostor i X je skoro strogo parako -

mpaktan prostor.
Dokaz.Za svaki podskup A prostora Y, neka je

A=y s iy Cay
Neka je

u

{Ui i el )}

proizvoljan otvoren prekrivad datog prostora X. Neka Je T porodica svih kona-
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¢nih podskupova skupa 1. Tada za svako y €Y, f'l(y)C: U{ Ui: 1 €d}, za neko
Je 171. Neka jJe Uj = | {Ui: 1 €J} . PosSto je Uj otvoren skup, a preslikavanje
f zatvoreno sledi da je skup f(X \ Uj) zatvoren. Neka je

H = Y\f(X\UJ.).

Tada je H otvoren skup, pa je i f'1(H) otvoren. Mi édemo pokazati da je
(Uj)0=f'1(H) . y €l povlaci da y ¢ f(X \U;) , pa sledi da je £y O Us.

y €YN\H povladi da y Ef(X\Uj) odnosno f-"(y) (_',t Uj' Odatle sledi da je

f'1(y)(:: Uj ako i samo ako y eH, pa sledi da je

) = () s F ) oy (v,), -
Neka je Vj = f(Uj). Tada je Vj otvoren skup koji sadrzi y, pa sledi da je
V = {Vj: J € I}

otvoren prekrival prostora Y. PoSto je Y skoro strogo parakompaktan prostor,

sledi da postoji.otvorena zvezdasto konacna porodica W podskupova prostora Y

tako da je W upisana u V i da je {W : We W} prekriva prostora Y. Za sva-

ko W € W postoji J, € T tako da je WCV; . Tada je f'1(w)c:(u:j ), Neka je
W W

D= {f (W U,z § €l , Wel )
Tada je D otvorena zvezdasto konacna porodica podskupova prostora X koje je

upisana u otvoren prekrival U. Pokazaemo da zatvorenja €lanova porodice D

obrazuiu prekrivaé prostora X.

PosSto je f zatvoreno preslikavanje, sledi f(f;T(N))I:)H , podto je f(f'1(w)),

zatvoren skup = — —
}oni sadrzi W. Odatle sledi U f( f (W)} DU W DY , odnosno f(U f '(¥))= Y.

(W) : We W} zvezdasto konalna porodica , sledi da je

UF W) = U F W), pade FLUFT(W) =Y, pagjet f (W) =X, pa je
U f'l(w) = X. Posto je

U T MU, : ded, , Wel ) = UCET () Y Uy = U FT (W)
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sledi tvrdjenje teoreme, to jest sledi da je prostor X skoro strogo parakom-

paktan.

Definicija 4.3.3. Podskup A je a-m strogo parakompaktan (o-blizu m strogo
parakompaktan ) ako i samo ako se u svaki X-otvoren (regularno otvoren ) pre-
kriva€ U , k U g m podskupa A moZe upisati X-otvoren zvezdasto konacan prek-
riva€ datog podskupa A.

Definteija 4.3.4. Podskup A jé a-gkoro strogo parakompaktan ( a-m skoro
strogo parakompaktan ) ako i samo ako se u svaki otvoren prekrivac u (k ugm )
bodskupa A moZe upisati X-otvorena zvezdasto kona&na porodica b sa osobinom da
jeA=UNV:V=v). |

Podskup A je m strogo parakompaktan { blizu m strogo parakompaktan) ako i
samo ako je A kao podprostor prostora X m strogo parakompaktan { blizu mstro-
go parakompaktan ).

Podskup A je skoro strogo parakompaktan ( skoro m strogo parakompaktan )
ako 1 samo ako je A kao podprostor prostora X skoro strogo parakompaktan

(skoro m strogo parakomapaktan).

Teorema 4.3.4. Neka je X regularan prostor. Zatvorenje svakog a-skoro str—
ogo parakompaktnog podskupa prostora X je a-skoro strogo parakompaktan.skup.

Dokaz. Neka je |

{U.:

; iel)

proizvoljan otvoren prekrivaé podskupa A , gde je A a-skoro strogo parakompa-
ktan podskup prostora X. Tada za svaku tadku x ehA, xe Ui za neko 1 el, pa sledi
da postoji otvoren skup Vx sa osobinom x vac: V*t: Ui‘ Tada je'

v

{Vx: X €A}

X-otvoren prekriva¢ podskupa A, pa sledi da postoji otvorena zvezdasto kona¢na

porodica (# koja je upisana u prekrivaé V sa osobinom AC U(W : W eW}. Tada Jje

ACUW :W e W) =UM:W ew}CUU, : iel)
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pa je dati skup A a-skoro strogo parakompaktan podskup prostora X.
Teorema 4.3.5. Neka je
y = {Ui: 7 &I}
disjunktan otvoren prekrivad prostora X. Tada je X m strogo parakompaktan pro-
stor ake 1 samo ako je svaki Uﬁ » m strogo parakompaktan .
Dokaz. Ako je X m strogo parakompaktan prostor lako sledi da je svaki Ui

m strogo parakompaktan podskup prostora X.
Obrnuto, neka je
A ={Aj 2 J ed}
k A m, Prozvoljan otvoren prekrivaé prostora X. Tada za svako i el
A; = {Ajﬂ‘ui: j ed}
je otvoren prekrivacC podskupa Ui . Posto je'U} m strogo parakompaktan podskup
stedi da postoji zvezdasto konacna ( u'Ui a odatle 1 u X) porodica otvorenih
skupova {Vkrj,Ui: K eKi} koja je upisana u {Ajf] Ui: Jedt 1 prekriva Uii
svaki Vk je otvoren podskup prostora X.
Posmatrajmo porodicu
V=N kek, el
Posto je {Ui: 1 €l} otvorena disjunktna porodica , koja prepokriva prostor X
sledi da je V otvoren zvezdasto konaCan prekrival prostora X koji je upisan u
dati otvoren prekrivaé A , pa sledi da je prostor X m strogo parakompaktan.
Teorema 4.3.6. Neka je .
{Ui > 1 €I}
disjunktan regularno otvoren prekrivad prostora X. Tada Jje X blizu m strogo

- parakompaktan prostor ako © samo ako jJe svaki U, blizu m 3trogo‘parakompaktan

podskup prostora X.

Dokaz. Dokaz je slicCan dokazu predhodne teoreme.

Teorema 4.3.7. Ako je svaki OtVoren podskup prostora X m strogo parakompa-
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ktan tada je svaki podskup prostora X m-strogo parakompaktan.
Dokaz. Neka je A proizvoljan podskup prostora X. Neka je
{A("}Ui : 1 el}
otvoren prekrivaC datog podskupa A, kardinalnog broja «m, gde je svaki Ui

otvoren podskup u prostoru X. Neka je U = U{Ui: i el} .Tada je {Ui: iel}

otvoren prekrivac otvorenog podskupa U kardinalnog broja <m. PoSto je U m

strogo parakompaktan, prema predpostavci sledi da postoji zvezdasto konaéna (u
U) pprodica {Vj: J €J} otvorenih podskupova (u U odatle i u X) koja prepokriva
U 1 upisana je u {Ui: i1} . Tada je
{ArWVj: J ed}

zvezdasto konalan otvoren prekrivaC podskupa A koji je upisan u otvoren prekri-
vac {Af\Ui: 1 =1}, pa sledi da je dati podskup A m strogo parakompaktan.

Teorema 4.3.8. Dovoljan uslov da bt prostor X bio m strogo parakompaktan
Jeste da za svaki otvoren prekrivad § prostora X kardinailnog broja «m posto-
ji konadno { preslikavanje prostora X u neki m strogo parakompaktan prostor Y.

Dokaz. Neka je

w={W; : 1ely

otvoren prekrivacC prostora X kardinalnog broja «<m. Sa I oznalimo porodicu
svih konaCnih podskupova J skupa I. Kardinalni broj porodice I je ¢ m. Tada
postbji konaéno (y presiikavanje f prostora X na neki m strogo parakompaktan .
prostor Y, gde je f neprekidno prestikavanje prostora X na prostor Y tako da
postoji otvoren prekrivaé (= {U} prostora Y tako da je svaki &lan porodice
{f"1(U) : Uel }sadrZan u uniji od konacno mnogo ¢lanova porodice W . Neka je
] dobro uredjen i za svako Ue { neka je JUprvi ¢lan Je 1 tako da je
f-1(U) C U{bLi :ied }. Za svako Je T neka je Vj unija svih ¢lanova U3 za
koje je JU = J . Tada je f"1(vj)C:_U{ W.: 1ed} i {Vj : Je 1} je otvoren

prekrivaC prostora Y kardinalnog broja <m. PoSto je Y m strogo parakompaktan
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sledi da postoji zvezdasto konacan otvoren prekrivac

{Aj: j €d}
prostora Y koji je upisan u otvoren prekrivac {Vj: J ed}. Neka je
W = {f'1(AJ.) MW ied, k1)
Tada je w* otvoren zvezdasto konaan prekrivaé datog prostora X koji je

upisan u otvoren prekrivaé y » Pa sledi da je dati prostor X m strogo parako-

mpaktan,

Teorema 4.3.9. Prostor X je skoro m strogo parakompaktan ako i samo ako je
svaki pravi regularme satvoren skup prostora X skoro m strogo parakompaktan.

Dokaz. Neka je X skoro m strogo parakompaktan prostor. Neka Je A pravi requ-
larno zatvoren podskup datog prostora X. Tada je A = G, gde je G otvoren po-
dskup prostora X. Sada,neka je

(G ﬂSi: 1el}
proizvoljan otvoren prekrivad podskupa Efkardinalnog broja < m. Tada je
{S;:

i
otvoren prekrivac¢ prostora X kardinalnog broja «m.Poito je X skoro m stroqo

tel} U {X\ A}

parakompaktan, siedi da postoji zvezdasto konaéna poroddica {Rj: Jj ed}otvore-
nih podskupova prostora X koja je upisana u {Si: Tel y WX NA ) i takva Je

da porodica{ﬁj 3 eJ} prekriva dati prostor X. Poito je XNXA16 = 2, sle-
di da je GC U {Ej: J ed} ade za poredicu {Rj: J edimoZemo predpostaviti da je

upisana u {Si: 11} . Poito je G otvoren skun sledi

GF]U{RJ.: J ed} = GﬂU{T!j: 7 €J7 .

Takodje po3to je {Rj: J ed} zvezdasto konaéna porodica sledf da je

Wﬁj: J ed} = U{ﬁj: jed .

Tada je

A=G Y] y{P:J.: Jed )= UEGOTR i J edy CWEN Ry + J ed)
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Odatle sledi da je {A}”]Rj: j ed }zvezdasto konacna porodica otvorenih podsku-
pova u A koje je upisana u {A(“1Si: 1 ¢l }sa osobinom da zatvorenja te porodi-
ce { u A) prekriva A. Odatle sledi da je A = G skoro m strogo parakompaktan
podskup u prostoru X. .

Predpostavimo sada da je svaki pravi regularno zatvoren podskup prostora X
skoro m strogo parakompaktan. Neka je

{Ui:

proizvoljan otvoren prekrivaé datog prostora X, kardinalnog broja < m. Ako je

iecl)

U} # X tada je X\'Ui pravi regularno zatvoren podskup prostora X. Sada je

LXNTH) N Gel, §# 1)

L

otvoren prekrival podskupa X*\jUi kardinalnog broja gm. Prema predpostavci

X \Ui Je skoro m stroco parakompaktan podskup. Odatle sledi da postoji zvez-

dasto konacna ( u X \\UH a odatle i1 u X) podeica otvorenih podskupova

{Vk: k =K}

-
el ey—

podskupa X \\UE koja je upisana u {(X‘\fUi)fﬂIUj: 1el, j # i}zatvorenja ¢&la-

nova te porodice obrazuju prekrival podskupa X'\{Ui . Tada za svako k postoji

otveren podskup V; prostora. X tako da je Vk = Vﬁfj X'\\Ug. Posmatrajmo poro-

dicu

(VE ) (X \T,) : ke }.

To je zvazdasto konalna porodica otvorenih podskupova prostora X koja je upi-

sana u otvoren prekrivaé {U.: i el}, &ija zatvorenja (u X‘\\UH a odatle i u X)

Cine porodicu koja prekriva X'\'Ui » posto je

i [T (NT) = v T,

i svaki VE je otvoren skup.
Tada je
{Ui} U {Vzﬁ (X\Ui) : ke K}

zvezdasto konalna porodica otvorenih podskupova prostora X sa osobinom da za-
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zatvorenja €lanova te porodice Cine prekrival koji prekriva prostor Y.
Odatle sledi da je dati prostor X skoro m strogo parakompaktan.

Teoremad.3.10. Neka je

{Ui r 1 ET}

disjunktan otvoren prekrivad prostora X. Tada je X skoro m strogo parakompak-
tan prostor ako i samo ako je svaki Ui skoro m strogo parakompaktan podskup
datog prostora X.

Dokaz. Neka je X skoro m strogo parakompaktan prostor. Podto je svaki
'Ui = Ui , regularno zatvoren podskup prostora X, pa prema predhodnoj teoremi
sledi da je svaki U,i skoro m strogo parakompaktan podskup.
Neka je

A={Aj: j ed}
proizvoljan otvoren prekrivaé datog prostora X, kardinalnog broja <m.Tada za
svako i ¢l
{Ajﬂui: j €d}
je otvoren prekrivac podskupa Ui’ kardinalnog broja «<m. PoSto je Ui skoro m
strogo parakompaktan podskup, to sledi da postoji zvezdasto kona&na porodica
vV, MU, K ek' )

otvorenih podskupova skupa Ui koja je upisana u {AijUi : J €d} i €ija zatvo-
renja ( u Ui a odatle 1 X ) ¢ine porodicu koja prekriva Ui‘

Tada je

LV O s kekd i eD)

zvezdasto konacna porodica otvorenih podskupova prostora X koja je.upisana
u otvoren prekrivac {Aj : J €J} sa osobinom da porodica koju ¢ine zatvorenja
Clanova te porodica prekriva prostor X, posto je'{Ui: 1 €I} disjunktan otvoren
prekrivaé datog prostora X. Odatle sledi da je dati prostor X skoro m strogo

parakompaktan.
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Stedeca Sema pokazuje odnos izmedju raznih vrsta kompaktnosti, koje smo

prouCavali do sada.

mPPC - | NP ¢ . AmPC(
P N ) C
> —» APC
| F
i A
A
B | ’ .
mSPC NmSPC -~ AmSPC
' |
SE | - PC
“ _ |
' A
{ 4 |
A A
i
1C
C
|
AC P

gde je C-kompaktan, SPC-strogo parakoﬁpaktan, PC-parakompaktan, L-lokalno,

N-blizu, A~skoro.




GLAVA Vv

X.p) -PROSTORI

1.1, (X,p) PROSTORI I PARAKOMPAKTNOST

Definicija 5.1.1. Sa (X,p) ozna¢icemo prostor X koji ima osobinu p:
U svaki otvoren prekrivaé datog prostora X moZe se upiéati regularno otvoren

prekrivad.

Svaki parakompaktan prostor je (X,p) prostor. Obrnuto nije tacéno,5to poka-

zuje slededéi primer.

Primer 5.1.1., Neka je

={a, b, ¢, d}

= {4, X, {d}, {b,d}, {e,d}, {b,c,d} }
Jada je (X,t) skoro reqularan prostor sa osobinom p,ali ne 1 regularan, pa

sledi da nije parakompaktan prostor.

Teorema §.1.1. Ako je (X,p) skoro regularan prostor za njega vaZe sledede

ekvivalencije:

(a) (X,p) Je blizu parakompaktan prostor ;

(b) U svaki otvoren prekrivad prostora (X,p) moZe se upisati regularno ot-

voren lokalno konadan prekrivad ;

(¢) (X,p) je skoro parakompaktan prostor ;

(d) U svaki otvoren prekrivad prostora (X,p) mo3e se upisati lokalno kona-
&na porodica otvorenih skupova sa osobinom da porodica Koju éine zatvo—

renja 3lanova te Lokalno konadne porodice prekriva prostor (X,p) ;
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(¢) U svaki otvoren prekrivac prostora (X,p) moZe se upisali lokalno ko-
naéan prekrivaé ;

(f) U svaki otvoren prekrivad prostora (X,p) moZe se upisati zatvoren lo-

kalno konadan prekrivad ;

{g) U svaki otvoren prekrivad prostora (X,p) moZe se upisati regularno za-

tvoren lokalno konadan prekrivad ;

(h) Svaki otvoren prekrivaé prostora (X,p) je uniforman ;

(2) U svaki otvoren prekrivad prosteora (X,p) moZe se upisati o-digkretan

otveren prekrivaé ;

(j) U svaki otvoren prekrivad prostora (X,p) moZe se upisati o-lokalno ko-

nadéan otvoren prekrivad .

Dokaz. Plan dokaza: (a)>(b)>{c)>(d)>(e)>(f)>(g)>(h)>(i)>(])>(e)=(a) .

(a)>(b) _

Neka je (* otvoren prekrivac prostora (X,p) .U otvoren prekrivaé U(* moZe
se upisati regularno otvoren prekriva¢ u. Podto je (X,p) blizu parakompaktan
prostor sledi da se u dati regularno otvoren prekrivaé U moZe upisati lokalno
konac¢an otvoren prekriva¢ (. Posmatrajmo porodicu

W={alV) : Ve v}
w Je lokalno konacCan regularno otvoren prekrivaC prostora (X,p). Treba da
pokaiemb da je () upisana u dati regularno otvoren prekrivaé U. Uzhimo proi—1
zvoljan elemenat of(V) € @ . Tada na osnovu definicije prekrivaca i , Ve V.
Posto je v upisana u {, postoji neki elemenat Ue U tako da je VC U. Oda-
tle sledi da je «o(V)C a(U) =-U. Inmaci o(VYC U , a odatle sledi da je W
upisana u porodicu y , odnosno da je porodica W uﬁisana u porodicu ti*.

Inaéi, w je lokalno Eonaéan regularno otvoren prekrivac prostora (X,p) ko-

ji je upisan u dati otvoren prekrivad U*, 3to je i trebalo dokazati.

(b)>(c)
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Direktno sledi iz teoreme 1.1. (Singal,M.K., [57], str.3)

(c)»(d)

Direktno sledi iz definicije skoro parakompaktnih prostora.

(d)}>(e)

Neka je A* proizvoljan otvoren prekrivac datog prostora (X,p). U otvoren
prekrivaC A™ mozemo upisati regualfno otvoren prekrivaC A . Neka je x eX pro-
izvoljna tacka. Tada postoji Ae A tako da x €A. PoSto je (X,p) skorec regu-
laran ?rostor, sledi da posfbji reqularno otvoren skup A* sa osobinom

x eA*C A* CA.
Posmatrajmo regularno otvoren prekrivaé B* = {A*} , koji je upisanu A.
Na osnovu predpostavke (d) sledi da postoji lokalno konaCna porodica A" otvo-
renih skupova koja je upisana u 3* sa osobinom da porodica A~ = {A"}prepok-
riva dati prostor (X,p).

Porodica A = {A"} je lokalno konacna, upisana u A , odnosno u A* 1 pre-
pokriva dati prostor (X,p), 3to je i trebalo dokazati.

(e)(f)

Neka je A* proizvoljan otvoren prekrivaé prostora (X,p). U otvoren pre-
krivaé A* moZemo upisati regularno otvoren prekriva¢ A. Tada za svako x €X
hostoji Ax‘E A tako da x EAX. Poito je (X,p) skoro regularan prostor siedi da
postoji regularno otvoren skup A; sa osobinom

x Ay C 'A"; T A .
Posmatrajmo regularno otvoren prekrival
A" = {A; : X €X}
Prema predpostavci {e) u njega se moZe upisati lokalno konaan prekrivac
A- = {A"} . Posmatrajmo porodicu B = (A"} .
To je lokalno konaéna zatvorena porodica koja je upisana u A , odnosno A*

i prepokriva (X,p), 3to je i trebalo dokazati.
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(f)>(g)
Neka je
U={Vk : k &K}

proizvoljan otvoren prekrivac prostora (X,p). U otvoren prekrivaé v mozemo
upisati requliarno otvoren prekrivad (= {U;: 1 el} . Prema predpostavci (f)
postoji lokalno konaéan zatvoren prekrivac {Fj: J €J} koji je upisan u
{U;: i ely . Prema lemi 1.1. ( Singal,M.K., [57], str. 5) , porodica
{B(Fj) : J ed} Je lokalno konaCan regularno zatvoren prekrivaé prostora (X,p).
B(Fj) - FjCj Ui za neko 1 el.

Dak]e,{B(Fj) : J ed} Je regularno zatvoren lokalno konalan prekrivaé pro-
stora (X,p) koji je upisan u ¢y , odnosno I, $to je i trebalo dokazati.

(g)>(h)

Neka je y* proizvoljan otvoren prekriva datog prostora (X,p). U otvoren
prekrjvaé u* mozemo upisati regularno otvoren prekrivad (. Tada se, na osno-
vu predpostavke (g), u njega moZe upisati lokalno konacan regularno zatvoren
prekrivaé A. Za svako A e Aizaberimo takav elemenat UA € U tako da je ACU

A"
Neka je

Vo = ( Up x Up ) U ((XHA) x (XN\A})) .
VA je otvorena okolina dijagonale A proizvoda X x X pri €emu sledi, ako x= A
Vo] = Uy Neka je |

V =ﬂ{VA: Ac A},
Tada za svako x je V[x]C V,[x] C Uy odakle sledi da je porodica svih sku-
pova {V|x| : x eX} prekrivaé¢ datog prostora (X,p). Treba pokazati da je V‘oko-
1ina dijagonale A proizvoda X x X. Podto je A lokalno kona¢na porodica, sliedi
da za svako (x,x) postoji okolina W taéke x koje se sefe sa najvise konacno
mnogo elemenata datog prekrivaca A . Neka su A1, Az,..., A, ti elementi loka-

Ino konalne porodice A koji imaju neprazan presek sa W. Neka je
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U = ((wa)ﬂvA1)ﬂ((wxw)ﬂ VAZ)(] Wy vy )

m
U* je okolina tacke (x,x). Ako je H[] A =@ , tada je WC X \ A, odnosno

W x N'CZVA. Odatle siedi &a je U;:CZV. Inaci za svako (x,x) € A postoji oko-
lina U; .V, pa je V okolina dijagonale A proizvoda X x X.

Na osnovu ovoga sledi da je V okolina dijagonale A proizvoda X x X sa o0so-
binom da porodica {V{x] : x X} prepokriva dati prostor (X,p), odnosno da je
{V]X] : x X} upisana u dati regularno otvoren prekrivaé U, odnosno u*, pa je
dati prekriva¢ y* uniforman, §to je i trebalo dokazati.

Pre nego Sto predjemo na dokaz (e)-(a) dacemo dokaze dveju lema i nekoliko
uvodnih napomena.

Za podskup U prostora X x X i proizvoljnu tacku x X , sa U[x] oznalicemo
skup svih tataka y X sa osobinom da je (x,y) eU , to jest

Ulx] = {y : (x,y) €U}

Ako je ACX, tada je

U[A] = {y : (x,y) eU za neko x A}
to jest

U[A] = U {U[x] : x €A} .

Sa U * oznaCicemo skup svih tacaka (x,y) takvih da (x,y) €U , to jest

U_1 = {{x,y) : (y.,x) elU} .
ReC1 Cemo da je U simetrian skup ako i samo ako je U = U'1.
Skup U{) u~! je uvek simetrican. |
Sa UeV, gde su U i V podskupovi proizvoda X x X oznaicemo skup svih paro-
va (x,z) takvih da postoji y'gx tako da je istovremeno zadovoljen uslov
(x,¥) &Y i (y,z) el .

Drugim redima (x,z) cU V ako i samo ako

(x,2) EV_1[y] x Uly] za neko y eX.
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Sledi da je
DoV = U (VI[y] x U[y] : yeX} .
Specijalno, ako je V simetrican skup tada je
VeV = U (V[y] x V[y] : y X}
Za svaki podskup AC X vazi da je
U oVIA] = U[V[A]

Lema 6.1.1. Neka je (X,p) takav prostor da je svaki regularno otvoren pre-
krivaé untforman. Tada za svaku okolinu U dijagonale A proizvoda X x X pos-
toji simetridna okolina V dijagonale & sa osobinom VeV C U .

Dokaz. Poéto-je U okolina dijagonale A proizvoda X x X, za syako X €X po-
stoji otvoren skup W(x), koji sadrZzi talku x, tako da je W(x) x W(x) C U.

Posmatrajmo otvoren prekrivac

W= {W(x) : xe&X}
Prema definiciji prostora (X,p) u otvoren prekrival (# moZe se upisati reguia-
rho otvoren prekrivac @*. Za svako W e * vazi W* x W* C U, ro3to je po-
rodica * upisana u porodicu (¢ . Po3to je svaki regularno otvoren prekrivac
uniforman sledi da postoji otvorena okolina R dijagonale A proizvoda.x X X
tako da je R[x]. za svako x eX , podskup nekog elementa iz W *. Tada oCigle-
dno vazi da je R[x] x R[x]CU. Neka je V = RMR™'. Tada je V simetricna oko-
lina dijagonale A proizvoda X x X sa osobfnom da je V[x] x V{xX1C U za svako
X £X. |
PoSto je VoV = (V[x] x V[x] x €eX} T U, sledi relacija VeV U, 3to je i
trebalo dokazati.

Lema 5.1.2. Neka je (X,p) takav prostor da je svaki regularnoc otvoren pre-
krivad uniforman i neka je A lokalno konadna (diskretna) porodica podskupova
prostora (X,p). Tada postoji okolina V dijagonale A proizvoda X x X tako da je

porodica svih skupova V[A] , gde A € A, lokalno konadna (diskretna).
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Dokaz. Neka je A lokalno konalna porodica podskupova prostora (X,p). Tada
postoji otvoren prekrivac y prostora (X,p)} tako da se svaki ¢lan U= (f sece
sa najvise konacno mnogo &lanova porodice A.

U otvoren prekrivaé ( moZemo upisati regularno otvoren prekrivaéc y* .
Sledi da se svaki ¢lan U* ¢ y * seCe sa najvide konacno mnogo ¢lanova poro-
dice A. Posto je na osnovu predpostavke svaki regularno otvoren prekrivac
uniforman, to postoji okolina 0 dijagonale A proizvoda X x X tako da je O[X]
podskup nekog ¢lana porodice (*, za svako x X. Na osnovu predhodne leme
sledi da postoji simetricna okolina V dijagonale a proizvoda X x X tako da je
VoV C 0. Ako je VeV[x][MA =P , gde Ac A , tada je V[x][) V[A]= 8, jer
ako y eV[;}(] V[AJ, tada postoji z= A, tako da je istovremeno (x,y)e V.i
(z,y) eV, odnosno {x,y) eV i (y,z) E\!'-1 = V. Odatle sledi da (x,Z)e VoV tj.
Z= Vo V:x] , 0dnosno da je V uV[x}ﬂA # 0 , Sto je u suprotnosti 'sa
VnV[x]j;i=ﬂ. |

Na sli¢an nac¢in moZe se dokazati da iz V[;]f“]V[A]= ? , sledi V1=V[x]r]A = @,

Inagi, ako je V[x][)V[A] # @ tada je i Vo V[x]}A # 9. Odatle sledi da

Je porodica skupova {V[A] : A e A}lokalno konaéna.

Na sliCan naCin moZe se dokazati da ako je A diskretna porodica podskupo-
va prostora (X,p) onda je {V[A] : A.E,A}., diskretna porodica. Time je ova
lema dokazana.

Ako je V otvoren podskup prostora X x X , tada je i V{x] otvoren skup u
prostoru X za svako x X . Odatle sledi da jeli

VIA] = Uy Vix] @ x €h}
otvoren skup u prostoru (X,p).

Znaci, prema predhodnoj lemi, sledi da se svaka lokalno konaéna ( odnosno

diskretna ) porodica moZe “"zameniti " sa lokalno kona&nom ( odnosno diskret-

nom) porodicom otvorenih podskupova prostora (X,p).
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(e)~(a)

Neka je ( proizvoljan reqularno otvoren prekrivaC prostora (X,p). Prema
predpostavci (e) u regularno otvoren prekrival ( moZemo upisati lokalno kona-
Can prekrivaé A . Ranije smo pokazali (e)+(f)>(g)-(h), tj. da je regularno ot-
voren prekrivad U uhiforman. Na osnovu prédhodne leme sledi da postoji otvore-
na okolina V dijagonale A proizvoda X x X tako da je {V[A] : A e A}otﬁorena
lokalno konaéna porodica koja prepokriva dati prostora (X,p). Za svako Ae A
jzaberimo neki elemenat UAE u tako da.je A UA' Oznaimo sa

Wy = U1 V[A] .
Posmatrajmo otvoren prekrivac
W = {NA: A e A}
w Jje lokalno konadan otvoren prekrivaé datog prostora (X,p) koji je upisan

u regularno otvoren prekriva¢ {{ , odakle sledi da je dati prostor (X,p) blizu

parakompaktan, Sto je i trebalo dokazati.

(h)>(1)

Neka je U proizvoljan otvoren prekrivaé prostora (X,p). Dovoljno je poka-
zati da se u U moZe upisati o-diskretan prekrivacé, jer na osnovu lteme 5.1.2.
o -diskretan prekriva mozZe éé“proéiriti“ na otvoren o-diskretan prekrivaé ko-
jt je upisan u dati regularno otvoren prekrivac (I . .
Na osnovu predpostavke (h), sledi da postoji otvorena okolina V dijagonale A
proizvoda X x X tako da je porodica {V[x] : xe X} upisana u-u . Neka je V =V
i induktivno za svako n N izaberimo takvu simetrinu okolinu Vn dijagonale A

proizvoda X x X tako da je Vne v, C Vn-1 . Moguénost ovakvog izbora.daje nam

lema 5.1.1.

Neka je U, = V., i induktivno za svako n eN neka ie

Un(: Vo za svako n eN. Znadi, za svako x X 1 svako n eN, porodica
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{Un[x] - x X} Jje upisana u otvoren prekrival U . Dobro uredimo skup X

pomocu relacije < . Neka je za svako x X i svako n eN,

U;(x) = Un[x]‘\~U {Un+1[y] : y<x} .
Za svako n N neka je

u = {U;(x) : x eX} .
Pokazacdemo da je up, diskretna porodica. Iz definicije skupa U;(x) sledi da je
U* () (W 4 [UR(Y)] =Pzax#y .
Uzmimo proizvoljnu tadku z e€X 1 otvorenu okolinu Vn+1[z] . Ako je
Vn+1[z]r]UE(y) = P za svako y eX , sledi da je Vn+1[z} okolina taCke z koja
ne sece ni jedan elemenat porodice un, odakle bi sledilo da je u, diskretna
porodica. Zato predpostavimo da je V_ .[Z] (1 Ux(y) # P za neko y €X . Odatle
sledi da z EVH+I[U;(y)] . Tada je Vn+1[U:(y)] okolina tacke z koja ne sece ni
jedan elemenat U;(x) za X # y . Odatle sledi da je U, diskretna porodica
podskupova prostora (X,p). Tada je
{U_ :neN}

n
s-diskretna porodica koja je upisana u otvoren prekrival (. Treba jo$ poka-

- zati da ta porodica prepokriva dati prostor.

Ubzmimo proizvoljnu tatku x eX. Postoji n‘e N tako da X EUn.-[y] , yeX. Posma-

e S T TR S P AR i LR roomTm s
E s e N e .

—ogm ur mwn.

L AL LY THUNRUET T LT S

trajmo swe tacke Yy za koje xchn, [yi] . Po§to je X dobro uredjen skup relaci- :

jom < , postoji najmanji elemenat y: tako da x.EUn,[y{] a da x ¢ Un,[y]ni za
kakvo y <y{ .
Ux. (y5) = U -[yi] N U U - ly] oy <ygl
Posto je Un’+1 [yl C Un,[y] sledi da x ¢ Un,+1[y] ni za kakvo y <y: . Na
osnovu ovoga moZemo zakljuciti da x.eUﬁ,(y{) .
/naéi, porodica {un : neN}l je s-diskretna porodica upisana u dati otvoren

prekrival U , i prepokriva dati prostor (X,p), 3to je i trebalo dokazati.
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(1)-(3)

Sledi direktno, jer je svaki otvoren g-diskretan prekrivaé ujedno otvoren o-
Fokalno konalan prekrivaé.

(3)-(e)

Neka je U proizvoljan otvoren prekrival prostora {X,p). Na osnovu predposta-~
vke (j) sledi da postoji otvoren g-lokalno konacan prekrivac V ={V - NE N}
koji je upisan u otvoren prekrivaé U, gde je svaki Un lokalno konacna poro-
dica otvorenih skupova. Za svako V ¢ V neka je n najmanji prircdan broj takav
daV eV n Neka je

MV=V\U W: We Vm s M <n}
la svako Ve V , My,C V, odatle sledi da je porodica

A {MV:VEV}
upisana u U, odnosno u U. Neka x €X. Tada postoji najmanji prirodan broj n

tako da postoji Vx.E V., tako da x eV, . Odatle sledi da x eMy,  Znali A je
x

prekrivaC datog prostora (X,p) koji je upisan u otvoren prekrivaé { , sa 0so-
binom fo"']MV = P za svako M, takvo da Ve V m 28 m>n. Podto je svaki v
lokalno konacna porodica, sledi da za svako mgn postoji otvoren SKup Gm tako
da i‘eGm 1 da Gm sece najvise konaéno mnogo‘elemenata porodica v m Neka je
6=v.MeMe,M...Na .

G je otvorena okolina talke x koje sece najvise konaino mnogo elemenata po-
rodice A .

Znaci, A je lokalno konaéna porodica podskupova prostora X koje je upisana
u otvoren prekrivaC U i koja prepokriva dati prostor (X,p), $to je i trebalo

dokazati.

Posledica 5.1.7. Svaki skoro regulavan blizu parakompaktan prostor (X, p)

Jje normalan.
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Dokaz. Neka je (X,p) skoro regularan blizu parakompaktan prostor. Uzmimo
dva zatvorena disjunktna skupa A i B. Porodica A={A,B} je diskretna. Po&to
Je prema predhodnoj teoremi svaki otvoren prekrival uniforman, to postoji
otvorena okolina V dijagonale o proizvoda X x X tako da je { V[A] , V[B] }
otvorena diskretna porodica.

Znaci, V[A] ] V[B] su otvoreni disjunktni skupovi sa osobinom da je ACVIA]
i BCV[B] , pa sledi da je dati prostor (X,p) normalan, $to je i trebalo do-
kazati.

Teorema 5.1.2. Skoro regularan prostor (X,p) je blizu parakompaktan ako <
samo ako se u svaki njegov otvoren prekrivad moZe zvezdasto upisati otvoren
prekrivad.

Dokaz. Potreban uslov. Neka je

A = {Ai: iecl}
proizvoljan otvoren prekrivaC datog prostora {X,p). Podto je svaki otvoren
prekrivaC uniforman, sledi da postoji otvorena okolina U dijagonale A proizvo-
da X.x X tako da je za svako x X, U[x]godskup nekog elementa iz porodice A .
Prema lemi 5.1.1. sledi da postoji simetriéna okolina V dijagonale A proizvo-
da X x X tako da je VoVC U . Neka je

v={V[x] : xeX} .

Pokazacemo da je V zvezdasto upisana porodica u prekrivaé A.
Neka je

V¥ = U{V[z] : xeV[z], z eX}
V* = St(x, ujlje zvezda koja sadrzi tacku x. Ako y'év*, sledi da postoji z eX
tako da y eV[z] , odakle sledi da (z,y)e V. x €V[2] odakle sledi da (z,x) eV.
S obzirom da Je V simetric¢na okolina dijagonale A proizvoda X x X, sledi da
(x,2) eV . Iz (x,2) eV 1 (z,y) eV, sledi da (x,y) eV V C U tj. (x,y) U,

odnosno y eU[x] . Postoji Ai tako da je U[x}CZAi, odakle sledi, po3to je
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V¥ = St(x, V) C U[x] CA;.

Znaéi V* = St(x, v) je otvoren skup takav da je V*(:'_Ai za neko 1 el , pa
sledi da je y zvezdasto upisan u otvoren prekrivad A , ito je 1 trebalo doka-
zati.

Dovoljan uslov. Neka je

A:{Ai: 1el}
proizvoljan otvoren prekrivac prostora (X,p). Prema predpostavci postoji otvo-
ren prekrivaé g= {Bj, J eJd} tako da je B zvezdasto upisan u A . Neka je
V = U{Bj X Bj: j €d}
otvorena okolina dijagonale A proizvoda X x X.
PokazaCemo da za svako x X je V[X]JCA; za neko i el. Iz ye V[x] sledi da
(x,y) eV , odnosno da postoji j eJ tako da (X,¥)e Bj x B, . Odatle sledi da je

J
X EBj iy EBj. Odatle sledi da y eSt{x, B), odnosno VIx}C St(x, B). Posto je
B zvezdasto upisan u A , to postoji i, i I tako da St(x, E)(:in, odnosno
V[x](:Ai.
InaCi, svaki otvoren prekriva& datog skoro regularnog prostora (X,p) je uni-

forman pa sledi na osnovu predhodne teoreme da je dati prostor (X,p) blizu pa-
rakompaktan.

Definicija 5.1.2. (Singal,M.K., [42] » str. 125) Neka je w proizvoljan re-
gularno otvoren prekrivad prostora X.Skoro neprekidno preslikavanje f prostora
X na prostor Y je skoro Wy preslikavanje akp 1 samo ako postoji reqularno
otvoren prekrival A prostora Y tako da je {f_1(A) : A € Alotvoren prekrivac
prostora X, koji je upisan u .w.

Definieija 5.1.3. (Singa],M.K.,[42], str. 125) Skoro neprekridno preslika-
vanje f prostora X u prostor Y je skoro konaénb W preslikavanie ako 1 samo

ako postoji regularno otvoren prekrivaé A prostora Y tako da je svaki ¢lan

1

porodice {f '(A) : A e A} sadrian u uniji od konaéno mnogo ¢lanova W
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Teorema 5.1.3. Dovoljan uslov da bi X bto blizu m parakompaktan prostor

je da za svaki regularno otvoren prekrivacé W , k (1 m , postoji skoro konaléno
skoro otvoreno

i preslikavanje prostora X na neki blizu parakompaktan prostor (Y,p).

Dokaz. Neka je
W= {Ni 2 c‘—:‘I}.

proizvoljan Eegularno otvoren prekrival prostora X, kW gm. 531 oznacimo po-
rodicu svih kona&nih podskupova J skupa I. Kardinalni broj skupa I Jje g m.
Tada postoji skoro konaéno v preslikavanje f prostora X na neki blizu parako-
mpaktan prostor (Y,p). f je skoro neprekidno preslikavanje prostora X na pro-
stor (Y,p), pa sledi da postoji regularno otvoren prekrivaé U = {U} prostora
(Y,p) tako da je svake &lan porodice {f“1(U) . U ellsadrzan u uniji od konacno
mnogo ¢lanova porodice (. Neka je T dobro uredjen i za svako Ue U neka je JU
prvi ¢lan J e 1 tako da Je f'1(U)c: U {wi: i ed} . Za proizvoljno J € T neka
je V, unija svih Elanova US za koje je J, = J. Tada je f‘1(vj)c,u (My: e )

i {Vj: J1 1} je otvoren prekriva prostora Y kardinalnog broja < m. U otvoren

J
Poito je Y blizu parakompaktan prostor sledi da postoji regularno otvoren 1o~

prekrival {V.: J e I}moZe se upisati regularno otvoren prekrivac {Vj: Jel }.

kalno konacan prekrivac {AJ

W+ ={f“(Aj)ﬂ Mot ied , Je I},

.: Je I} koji je unisan u {VE : Je I} . Neka je

Tada je w* lokalno konafan otvoren prekriva prostora X koji je upisan u re-
gularno otvoren prekrival (. Odatle sledi da je X blizu m parakompaktan
prostor.

Teorema 5.1.4. Dovoljan uslov da bi X bio blizu m strogo parakompaktan pro-
stor je da svaki regularﬂo otvoren prekrivad W prostora X kardinalnog broja gm
postoji skoro konadno, skoro otvoreno U preslikavanje —prostora X na nekr
blizu strogo parakompaktan prostor (Y,p).

Dokaz. Dokaz je slican dokazu predhodne teoreme.
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Teorema o.1.5. Svaki skoro regularan prostor (X,p) sa osobinom da se u sva-

ki regularno otvoren prekrivad mofe upisati otvoren zvezdasto prebrojiv pre-~
krivad je normalan.

Dokaz. Neka su data dva proizvoljna disijunktna skupa F0 1 F1 prostora (X,p).

(XNF ) U (X\F,)

je otvoren prekriva prostora (X,p). U njega moZemo upisati regularno otvoren
prekrivac A={Ai: 1l }. Neka je F; skup svih taZaka x takvih da postoji
Aj- @ A sa osobinom A;. (YF_ #8 . Oficledno je Fo & F% . Neka je
F

—

= X \F; . OCigledno je F1C F‘f C X \Fo' Neka x F*O.' Postoji i* e I
tako da x eAsy . Are C— X N\ Fys Jer je A upisana u prekrivaé (X \ Fo) U
U (X \\F1). PoSto je Ai* regularno otvoren skup, a prostor (X,p) skoro requ-
laran tada postoji regularno otvoren skup 0x tako da je

_erXC ﬁx C A.C }(\.F1 , UXC X \F1.
Isto tako za svaku tacku x <5FT moze se zakljuCiti da postoji regularno otvore-
na okolina 0, talke x tako da je'Ukcz.X“\.FO.
Posmatrajmo tako odabran regularno otvoren prekrivaé

{0x : X X}

prostora (X,p). Prema predpostavci u njega se moze npisati otvoren zvezdasto
prebrojiv prekriva¢ 8 . Neka su Bj komponente prekrivaca B a Hj nosioci tih
komponenti. Skupovi Hj su dva po dva disjunktna i otvoreni i U Hj = X. Zhaéi,

svaki Hj je istovremeno zatvoren i otvoren podskup prostora X, pa sledi da su
Fy = HjﬂFo i F; = H, MF,
0 1
zatvoreni disjunktni podskupovi prostora X. Za svako J porodica B javlija se

kao najvise prebrojiv otvoren prekrivaC podprostora HJ. Posmatragmo dve pod-

porodice komponenti B;: podporodicu B koje se satoji iz skupova G; koiji
. | ke i

se seku sa 5 i podporodicu B‘j sastavljenu iz skupova G? koji se seku sa
0 1 i
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Fj . Na osnovu specijalnoa izbora okolina O, 1 toga da je prekrivac B upi-
1 _
san u {0 1} sledi relacija 61 . H.N\ F. za svako Gi(} B. .
X Ji J J1 Ji JO
Analogno Gg {_H.NF. -za svako Gg € B. . Odatle sledi da porodice B.
Ji J JO Ji J1 JO
i Bj nemaju zajedniikih elemenata. Neka je
1 .
1 1 2 : .2 2 T .
U. = “ 3 . k} 1 . = §G. G. . .
i, GJk N U {CJi igk} UJk Jk\\ U { 3, gk}

VU i da je

Odatle sledi da je F, C U, =U U! , F. CU;
J J1~ J1 K Jk

0 o k Jk
U. (U, = 9.
J0 Jq
PosSto su Uj i Uj otvoreni disjunktni podskupovi podprostora Hj a skupovi
0 1
Hj su disjunktni otvoreni skupovi prostora X, to sledi da su

U =4yU. iU, =UU.
0 5 I, 1 i I

otvoreni disjunktni skupovi prostora X.
Prema tome FOCZ Uo’ Fﬁ CZLH, U0 |"]U1 =@ , Sto je i trebalo dokazati.

Teorema o.1.6. U svaki regularmo otvoren prekrivadé skoro regularnog proéto—
ra (X,p) sa osobinom da se u svaki regularno otvoren prekrivad moie upisati
otvoren zvezdasto prebrojiv prekrivad , moZe se upisati otvoren zvezdasto
prebrojiv prekrivad kod koga svaki dlan ima oblik F_ .

Dokaz. Neka Je U proizvoljan regularno otvoren prekrivaé prostora (X,p).
Posto je (X,p) skoro regularan, a prema predpostavci teoreme, u reqularno ot-
voren prekrival U moZe se upisati takav otvoren zvezdasto prebrojiv prekrivaé

& sa osobinom da zatvorenje svakog ¢lana tcg prekrivaca ¢ jeste podskup nekog
¢lana prekrivaca U . Posmatrajmo komponente Ui = {ij}prekrivaéa 1 nosioce t%h
komponenti Hi‘ Posto Je svaki Hi gatvoren skup sledi da za svako i 1 j ,
'Gi_C: Hi . Na osnovu izbora prekrivaca GSkoji je upisan u regularno otvoren

J

prekrivaé¢ U sledi da postoji Ok(i-) tako da je Gﬁ - Ok(i ) Posto je na osnovu
| j J

J J




- 131 -

teoreme 5.1.5. prostor (X,p) Jje normalan, to postoji otvoren skup G? oblika
N
FU takav da je
G. CG6G* C H.MNO,.,.-
1 15 il k(1j)
Posmatrajmo prekrivac

V* = {G*, } .
'3
Njegov svaki elemenat ima oblik FU 1 on je upisan u U . Treba joS pokazati da

Jje V* zvezdasto prebrojiv prekrivaé. Za svako i oznadimo sa V* porodicu
* i

skupova Gg: . Nosilac svake takve podporodice V*. prekrivaca % je bas
J | . |
skup Hi' PoSto Je svaka porodica V¥ najviSe prebrojiva i poSto su skupovi
H. dva po dva disjunktni, sledi da prekrivat V* = U Vs -
.i

jeste otvoren zvezdasto prebrojiv $to je i trebalo dokazati.
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