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Poglav	e 1

Uvod

U radu su predstav	ene centralne teme u oblasti sluqajnih grafova koje

se osla�aju na teoriju vjerovatno�a. Rad sadr�i pregled najqex�ih modela

sluqajnih grafova, kao i �ihove osobine.

Prije poqetka prouqava�a sluqajnih grafova, navedene su osnovne vjerovat-

nosne metode i opxti pojmovi teorije grafova koji se jav	aju u radu. S

obzirom na to da se na sluqajne grafove gleda iz ugla teorije vjerovatno�a

naglaxeno je pravo znaqe�e tog pojma i definisan je vjerovatnosni prostor

sluqajnih grafova. Nakon prikaza najpoznatijih modela sluqajnih grafova i

�ihovog pore�e�a, navedeni su poznati rezultati i neki dokazi. Struktura

sluqajnih grafova je analizirana kroz predstav	a�e �ihovih vjerovatnosnih

svojstava i dodatnih uslova kako bi neko svojstvo va�ilo za sluqajan graf.

Dati su primjeri grafova koji sadr�e neka od tih svojstava, a za odre�ena

svojstva je pokazano da ona zaista va�e za sluqajne grafove. Na kraju su nave-

dene oblasti primjene, kao i primjeri nekih svakodnevnih i realnih problema

u kojima se koriste sluqajni grafovi.

Ono po qemu se sluqajni grafovi razlikuju od grafova jeste naqin na koji

oni nastaju, tj. egzistencija grana u sluqajnom grafu mo�e da se razumije kao

jedan doga�aj koji nastaje sa odre�enom vjerovatno�om, dok u tipiqnom grafu

grane precizno zadate skupom grana uvijek postoje. Kako je teorija sluqajnih

grafova zapravo kombinacija teorije grafova i teorije vjerovatno�a, sluqajan

graf se intuitivno mo�e razumjeti kao struktura nastala primjenom jedne od

varijanti povezavi�a qvorova granama. Najjednostavnije reqeno, ako se pod

pojmom potpun graf smatra graf koji ima n qvorova i maksimalan broj grana

N =
(
n
2

)
, tj. sve mogu�e grane, onda sluqajan graf nastaje u skladu sa jednim

od mogu�ih podskupova skupa grana potpunog grafa. Ako se fiksira vrijed-

nost p ∈ [0, 1] takva da se u skladu sa Bernulijevom raspodjelom i-ta grana
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Uvod

bira sa vjerovatno�om p nezavisno do drugih grana, dobija se Erdex-Renijev

(Erd os−R&enyi) [3] graf.

Osim dva najznaqajnija matematiqara u ovoj oblasti po kojima model sluqa-

jnog grafa nosi naziv, treba pomenuti i druge matematiqare koji su dali ve-

liki doprinos u izuqava�u sluqajnih grafova, kao xto su Gilbert (Gilbert),

Bolobas (Bollob&as) [2], Tomason (Thomasson).

Kako se suoqavamo sa izazovom razumijeva�a strukture i razvoja velikih

sistema, teorija sluqajnih grafova postala je bitna oblast koja se jox uvi-

jek istra�uje i xiri. Pove�a�e interesova�a za ovu veoma obimnu oblast

pripisuje se spoznaji da su mre�e svuda, od slo�enih interakcija �elija qov-

jekovog tijela do druxtvenih mre�a. Kompleksne mre�e poqivaju na sluqajnim

grafovima koji u mnogim sluqajevima obezbje�uju poqetnu taqku modelira�a

netrivijalnih struktura. Velike mre�e u prirodi koje rastu nepredvidivo

brzo pogodne su za modelira�e sluqajnim grafovima.

Teorija grafova je naxla svoj put u druge nauke kao bogat izvor modela.

Sluqajni grafovi kao objekti sa veoma zanim	ivom strukturom primjen	ivi

su u mnogim oblastima, pri qemu je jedna od popularnijih �ihova primjena

u raqunarstvu, odnosno programira�u. Doprinos interesova�u za grafove,

tako�e, dala je i mogu�nost realizacije i grafiqkog prikaza slo�enih grafova

(mre�a) pomo�u razliqitih programskih jezika.

8



Poglav	e 2

Osnovni pojmovi iz teorije

vjerovatno�a

Ovo poglav	e pru�a kratak podsjetnik osnovnih principa teorije vjerovatno�a

koji se koriste u da	em radu i potrebni su za razumijeva�e sluqajnih grafova.

2.1 Konvergencija Binomne raspodjele ka Pua-

sonovoj raspodjeli

2.1.1 Konvergencija u raspodjeli

Konvergencija u raspodjeli je najslabiji tip konvergencije. Sve xto je potrebno

je da funkcija raspodjele sluqajne veliqine Xn konvergira funkciji raspod-

jele sluqajne veliqine X kada n −→ ∞, ne zahtjevaju�i zavisnost sluqajnih

veliqina Xn i X. Konvergencija u raspodjeli se zapisuje kao Xn
D−→ X.

Definicija 2.1. Niz sluqajnih veliqina (Xn)n∈N, sa funkcijom raspodjele

Fn, konvergira u raspodjeli sluqajnoj veliqini X qija je funkcija raspodjele

F ako za sve taqke x u kojima je funkcija F neprekidna va�i

lim
n−→∞

Fn(x) = F (x).

2.1.2 Puasonova aproksimacija Binomne raspodjele

Iako se na prvi pogled qini da su nepovezane, deta	nije razmatra�e otkriva

zanim	ivu relaciju izme�u Puasonove i Binomne raspodjele. Puasonova raspodjela

je zapravo specijalan sluqaj Binomne raspodjele kada je broj ponav	a�a eksper-

imenta veliki tj. n −→∞, a vjerovatno�a uspjeha jako mala tj. p −→ 0.
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

Neka su parametri Binomne raspodjele broj eksperimenata n i vjerovatno�a

uspjeha p. Neka je λ konstanta definisana kao proizvod broja pokuxaja i

vjerovatno�e uspjeha, tj. sa λ = np. Odavde je p = λ/n xto �e biti korixteno

u nastavku.

Vjerovatno�a da sluqajna veliqinaX koja ima Binomnu raspodjelu sa parametrima

n i p, uzima vrijednost k = 0, 1...n je

P{X = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Kada u ovaj izraz zamjenimo p izra�eno preko λ, a zatim posmatramo graniqnu

vrijednost vjerovatno�e dobija se

lim
n−→∞

P{X = k} = lim
n−→∞

(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

=
λk

k!
lim
n−→∞

n!

(n− k)!nk

(
1− λ

n

)n−k
=

=
λk

k!
e−λ.

Za dobija�e aproksimacije korixteno je

lim
n−→∞

(
1− λ

n

)n
= e−λ,

lim
n−→∞

(
1− λ

n

)−k
= 1 i(

n

k

)
∼ nk

k!
, kada n −→∞.

Dobijeni izraz je ekvivalentan vjerovatno�i k uspjeha iz zakona Puasonove

raspodjele sa parametrom λ koji se realizuju po odre�enom vremenskom periodu.

O Puasonovom procesu kao graniqnom za binomni proces govori s	ede�a

teorema poznatija pod nazivom Zakon malih (rijetkih) brojeva.

Teorema 2.1. (Zakon malih brojeva) Neka je (Xn)n∈N niz sluqajnih veliqina

koje imaju Binomnu raspodjelu sa parametrima n i pn za n ∈ N pri qemu

pn −→ 0, n −→∞, tako da va�i npn −→ λ, kada n −→∞, za λ > 0, λ = const.

Tada va�i da niz sluqajnih veliqina Xn kada n −→∞ u raspodjeli konvergira

sluqajnoj veliqini X koja ima Puasonovu raspodjelu sa parametrom λ.
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

2.2 Metoda prvog i drugog momenta

Markov	eva nejednakosti i Qebixev	eva nejednakost pru�aju dva elementarna

probabilistiqka alata korisna za dokaziva�e netrivijalnih rezultata.

Markov	eva nejednakost odre�uje gor�u granicu vjerovatno�e da je nenegativna

sluqajna veliqina ve�a ili jednaka od neke pozitivne konstante. Qebixev	eva

nejednakost daje gor�u granicu koncentracije sluqajne veliqine oko �enog

oqekiva�a.

Teorema 2.2. (Markov	eva nejednakost) Za svaku nenegativnu sluqajnu

veliqinu X i za ∀k > 0 va�i

P{X ≥ k} ≤ E[X]

k
.

Dokaz. Neka je Ik indikatorska sluqajna veliqina doga�aja X ≥ k, tj.

Ik =

1, ako je X ≥ k

0, inaqe.

Prema tome, ovaj doga�aj se mo�e zapisati kao X ≥ k · Ik, iz qega slijedi da

je

E[X] ≥ E[k · Ik] = k · E[Ik] = k · P{Ik = 1} = k · P{X ≥ k}.

�

Pos	edica 2.1. Ako je X nenegativna sluqajna veliqina, onda za ∀c ≥ 1

va�i

P{X ≥ c · E[X]} ≤ 1

c
.

Dokaz. Neka je k = c · E[X]. Koriste�i Markov	evu nejednakost dobija se

P{X ≥ c · E[X]} ≤ E[X]

c · E[X]
=

1

c
.

�

Markov	eva nejednakost je osnova metode prvog momenta. U da	em radu

sre�e se dokaziva�e da je P{X > 0} = o(1), gdje je X nenegativna sluqajna

veliqina od interesa. Izraqunava�e oqekiva�a sluqajne veliqine X mo�e

biti lakxe od direktnog izraqunava�a vjerovatno�e P{X > 0}. Ako je

E[X] = o(1),

onda na osnovu Markov	eve nejednakosti va�i
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

P{X > 0} ≤ E[X] = o(1).

Iz ovoga se zak	uquje da je X = 0 sa velikom vjerovatno�om. Ovaj naqin proc-

jene vjerovatno�e je poznat kao metoda prvog momenta. Da	e se na osnovu

Markov	eve nejednakosti mogu dobiti vjerovatnosne nejednakosti za vixe re-

dove. Ako je φ strogo rastu�a funkcija, onda va�i

P{X ≥ t} = P{φ(X) ≥ φ(t)} ≤ E[φ(X)]

φ(t)
.

Za φ(t) = t2, t > 0 dobija se Qebixev	eva nejednakost.

Teorema 2.3. (Qebixev	eva nejednakost) Neka je X sluqajna veliqina

sa konaqnim oqekiva�em i konaqnom disperzijom. Tada za ∀t > 0 va�i

P{|X − E[X]| ≥ t} ≤ D[X]

t2
.

Dokaz. Neka je sluqajna veliqina Y definisana sa Y = (X − E[X])2. Y je

nenegativna i |X − E[X]| ≥ t ako i samo ako Y ≥ t2. Osim toga, va�i i

E[Y ] = E[(X − E[X])2] = D[X]. Koriste�i Markov	evu nejednakost dobija se

P{|X − E[X]| ≥ t} = P{(X − E[X])2 ≥ t2} = P{Y ≥ t2} ≤ E[Y ]
t2

= D[X]
t2
.

�

Iz Qebixev	eve nejednakosti slijede jednostavne pos	edice poznatije pod

nazivom metoda drugog momenta.

Pos	edica 2.2. Neka je X nenegativna sluqajna veliqina koja uzima cijele

vrijednosti, onda va�i

P{X = 0} ≤ D[X]

(E[X])2
.

Dokaz.

P{X = 0} ≤ P{|X − E[X]| ≥ E[X]} ≤ D[X]

(E[X])2
.

�

Pos	edica 2.3. Neka je X sluqajna veliqina takva da va�i D[X] = o((E[X])2),

onda X skoro sigurno uzima pozitivne vrijednosti.

Pos	edica 2.4. Neka je X sluqajna veliqina sa pozitivnim oqekiva�em

E[X] > 0 i ako

E[X2] ≤ (E[X])2(1 + o(1)),

onda X skoro sigurno uzima pozitivne vrijednosti.
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

Neka je sluqajna veliqina X suma m indikatorskih sluqajnih veliqina

X1, ..., Xm, gdje je P{Xi = 1} = pi, tj.

X = X1 + ...+Xm.

U da	em radu potrebno je dokazati da je X > 0 sa velikom vjerovatno�om. Qak

ako E[X] −→ ∞, to ne znaqi da je X > 0 skoro sigurno. Za dokaziva�e ove

tvrd�e koristi se metoda drugog momenta. Kako iz pos	edice 2.2 va�i da je

P{X = 0} ≤ D[X]

(E[X])2
dovo	no je pokazati da je

D[X]

(E[X])2
= o(1). Prema tome,

problem je pojednostav	en na izraqunava�e gor�e granice disperzije.

D[X] =
∑m

i=1D[Xi] +
∑

i 6=j Cov[Xi, Xj] ≤ E[X] +
∑

i 6=j Cov[Xi, Xj].

Treba primjetiti da za disperziju indikatorske sluqajne promjen	ive va�i

D[Xi] = pi(1− pi) ≤ pi = E[Xi].

Zbog linearnosti oqekiva�a va�i da je

∑
i

D[Xi] ≤
∑
i

E[Xi] = E

[∑
i

Xi

]
= E[X].

Kovarijacija dvije sluqajne veliqine A,B definisana je sa

Cov[A,B] = E[AB]− E[A] · E[B].

U sluqaju indikatorskih sluqajnih veliqina dobija se s	ede�i izraz

Cov[Xi, Xj] = P{Xi = Xj = 1} − P{Xi = 1}P{Xj = 1}.

Ilustracija upotrebe ovih metoda sadr�ana je u da	em radu.

2.3 Proces grana�a

Model populacije koja raste na sluqajan naqin uz odsustvo ograniqe�a, mo�e

se predstaviti procesom grana�a. Neformalno, proces se mo�e opisati na

s	ede�i naqin. Populaciju u poqetnom trenutku n = 0 qini samo jedna jedinka,

koja se u narednom trenutku raspada i daje familiju jedinki iste vrste, xto

se nastav	a kroz generacije. Vrijednost procesa u trenutku n, odnosno u gen-

eraciji n, je broj jedinki ro�enih u n-toj generaciji. Na slici 2.1 prikazan je

naqin na koji se numerixu generacije. Pretpostavka je da je raspodjela broja

potomaka bilo koje jedinke ista.
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

Slika 2.1: Proces grana�a sa naznaqenim generacijama jedinki koje su iste
vrste

Nenegativna sluqajna veliqina Xn koja uzima vrijednosti iz skupa N0 oz-

naqava broj jedinki u populaciji u trenutku n ≥ 0, xto se qesto interpretira

kao veliqina n-te generacije. Neka je {Yn,j, n ∈ N, j ∈ N} familija sluqa-

jnih veliqina koje su nezavisne i jednako raspodje	ene i uzimaju vrijednosti

u skupu N0. Neka je pk = P{Yn,j = k} za k ∈ N0. Sluqajna veliqina Yn,j

oznaqava broj jedinki u n-toj generaciji koje su potomci j-te jedinke iz n− 1-

ve generacije, gdje je n ∈ N0 i j ∈ {1, 2..., Xn}. Neka je {Xn, n ∈ N0} proces

definisan na s	ede�i naqin:

X0 = 1

X1 = Y1,1 + Y1,2 + ...+ Y1,X0

X2 = Y2,1 + Y2,2 + ...+ Y2,X1

...

Xn = Yn,1 + Yn,2 + ...+ Yn,Xn−1

Proces {Xn, n ∈ N0} se naziva prost proces grana�a ili Galton −
Watson-ov proces.

Prost proces grana�a je Markov	ev proces jer Xn zavisi samo od Xn−1, ne

i od prethodnih sta�a.

Prilikom izuqava�a procesa grana�a jav	aju se vjerovatno�e od interesa

kao xto su vjerovatno�a opstanka populacije do n-te generacije, vjerovatno�a

opstanka kroz beskonaqno mnogo generacija, vjerovatno�a izumira�a populacije,

vjerovatno�a izumira�a populacije najkasnije u n-toj generaciji i sliqno.
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

Slika 2.2: Proces grana�a

Na slici 2.2 dat je xematski prikaz jednog procesa grana�a. U poqet-

nom trenutku postoji jedna jedinka, xto se oznaqava sa X0 = 1. U narednom

trenutku n = 1, ta jedinka daje 3 potomka, pa je X1 = 3, a oni redom imaju

1, 3 i 3 potomka pa je Y1,1 = 1, Y1,2 = 3 i Y1,3 = 3. Tako�e, va�i da je

X2 = Y1,1 + Y1,2 + Y1,3 = 7, xto se mo�e provjeriti na slici. Postupak se

nastav	a sve dok u populaciji postoji jedinka koja �e dati potomke za narednu

generaciju.

2.4 Generatorna funkcija

Neka je (an)n∈N0 niz realnih brojeva. Ako funkcija

ϕ(s) = a0 + a1s+ a2s
2... =

∞∑
i=0

ais
i

konvergira u nekom intervalu |s| < s0, onda se ϕ naziva generatorna funkcija

niza (an)n∈N0 . Promjen	iva s se ovdje naziva skrivena promjen	iva (eng.

dummy). Ako je niz (an)n∈N0 ograniqen, ϕ(s) konvergira bar za neko s koje je
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

razliqito od 0.

Neka je X sluqajna veliqina koja uzima vrijednosti iz skupa N0 sa odgo-

varaju�om vjerovatno�om

P{X = k} = pk.

Generatorna funkcija niza (pn)n∈N0 je

ϕ(s) = p0 + p1s+ p2s
2... =

∞∑
i=0

pis
i.

Za s = 1 dobija se

ϕ(1) = p0 + p1 + ... = 1.

Stoga, generatorna funkcija konvergira u nekom intervalu koji sadr�i 1.

Neka je ϕ(s) generatorna funkcija sluqajne veliqine X koja uzima vrijednosti

iz skupa N0. Pod uslovom da oqekiva�e postoji, tada va�i

ϕ′(1) =
∞∑
i=0

ipi = E[X].

Dakle, ako je poznata generatorna funkcija lako se mo�e na�i oqekivana vri-

jednsot. Sliqno,

E[X(X − 1)] =
∞∑
i=1

i(i− 1)pi = ϕ′′(1)

ili uopxteno

E[X(X − 1) · · · (X − r + 1)] = ϕ(r)(1).

Disperzija se mo�e izraqunati pomo�u generatorne funkcije na s	ede�i naqin

D[X] = ϕ′′(1) + ϕ′(1)− ϕ′(1)2.

Neka je X sluqajna veliqina koja uzima vrijednosti iz skupa N0. Za neko s

izraz sX je dobro definisana sluqajna veliqina sa oqekiva�em

E[sX ] =
∞∑
i=0

pi · si = ϕ(s).

Ako su X i Y nezavisne sluqajne veliqine, onda su takve i sX i sY i va�i

E[sX+Y ] = E[sX ] · E[sY ],

odnosno isto to mo�e biti zapisano pomo�u generatorne funkcije kao

ϕX+Y (s) = ϕX(s)ϕY (s).
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Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatno�a

Ovaj izraz se mo�e uopxtiti za sumu n nezavisnih jednako raspodje	enih

sluqajnih veliqini X1, ..., Xn sa generatornom funkcijom ϕX(s), na s	ede�i

naqin:

Sn = X1 + ...+Xn

ϕSn(s) = ϕX(s)n.

2.5 Asimptotske oznake

Prilikom aproksimacije slo�enih izraza qesto se koriste kra�i zapisi koji

sadr�e samo dominantan qlan razvoja izraza. Neke od s	ede�ih notacija ko-

riste se u radu.

Zapis Asimptotsko pore�e�e Definicija

f ∈ o(g) "<" limx−→∞
f(x)

g(x)
= 0

f ∈ O(g) "≤" limx−→∞
f(x)

g(x)
<∞

f ∈ Θ(g) "=" f ∈ O(g) i g ∈ O(f)

f ∈ Ω(g) "≥" g ∈ O(f)

17



Poglav	e 3

Osnovni pojmovi iz teorije

grafova

Ovo poglav	e daje definiciju grafa i osnovnih pojmova teorije grafova.

Predstav	eni su elementarni koncepti grafova i �ihova svojstva koja va�e

i za sluqajne grafove.

3.1 Definicija grafa i neke osobine

Definicija 3.1. Graf je ure�en par G = (V,E), gdje je V konaqan skup, a E

podskup skupa dvoqlanih podskupova skupa V .

Ovako definisan graf u literaturi se naziva jox i neorijentisan graf

ili prost graf. Elementi skupa V se nazivaju qvorovi (tjemena) grafa G,

a elementi skupa E grane (ivice) grafa G.

Kako bi se struktura grafova lakxe razumjela, oni se predstav	aju u ravni

tako xto se svakom qvoru grafa dodijeli jedna taqka ravni, a zatim se taqke

koje odgovaraju qvorovima x i y spoje krivom ako i samo ako je {x, y} ∈ E.

Prikaz jednostavnog grafa G = (V,E) sa skupom qvorova V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} i
granama E = {{1, 2}, {2, 3}, {2, 6}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}, {5, 6}} dat je na slici 3.1.

Grafiqki prikaz je qesto praktiqniji naqin zadava�a grafa od eksplicitnog

navo�e�a skupova V i E, jer oni mogu biti naroqito obimni kada je u pita�u

slo�eniji graf.

Ako je {x, y} ∈ E, to znaqi da izme�u qvorova x i y postoji grana i tada se za

te qvorove ka�e da su susjedni, a to se mo�e kra�e zapisati i kao xy ∈ E. Ako

je grana yx ∈ E isto xto i xy ∈ E, i to va�i za sve grane grafa, odnosno nije

bitan smijer relacije koja je uspostav	ena izme�u dva qvora, onda se takav graf

18



Osnovni pojmovi iz teorije grafova

Slika 3.1: Neorijentisan graf

naziva neorijentisan ili simetriqan graf, kakav je i graf na slici 3.1.

Ako je bitno naglasiti smijer relacije koja je predstav	ena granom, onda je

graf koji sadr�i takve grane orijentisan ili antisimetriqan graf. Pri-

likom �egovog grafiqkog predstav	a�a na granama su oznaqene strelice.

Slika 3.2: Orijentisan graf

Skup susjeda qvora v oznaqava se sa N(v), a stepen qvora, koji oznaqava

broj �egovih susjeda, oznaqava se sa d(v) (eng. degree), tj. va�i

N(v) := {u ∈ V |uv ∈ E}

d(v) := |N(v)|.

Qvor stepena 0 naziva se izolovan qvor, a qvor stepena 1 naziva se list.

Za dati graf G sa δ(G) i ∆(G) oznaqavamo minimalni i maksimalni stepen

�egovih qvorova, tj.

δ(G) := min{d(v)|v ∈ V }
∆(G) := max{d(v)|v ∈ V }.

Kod orijentisanog grafa mogu se odrediti ulazni (indegree) i izlazni ste-
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Osnovni pojmovi iz teorije grafova

pen qvora (outdegree) u zavisnosti od smijera relacije koja je predstav	ena

granom.

Tvr�e�e 3.1. U svakom grafu G = (V,E) va�i∑
v∈V

d(v) = 2 · |E|.

Dokaz. Broj d(v) je broj grana na kojima se nalazi qvor v. Dakle, broj
∑

v∈V d(v)

mo�e se dobiti tako xto se za svaki qvor v ∈ V posmatra broj grana na ko-

jima se nalazi taj qvor v i zatim se svi brojevi saberu. Kako svaka grana

sadr�i dva qvora, prilikom ovog broja�a svaka grana xy je raqunata dva puta

(jednom kao grana koja sadr�i x, a drugi put kao grana koja sadr�i y), tako

da je dati zbir zaista jednak 2 · |E|.

�

Pos	edica 3.1. U svakom grafu broj qvorova neparnog stepena je paran.

Dokaz. Po prethodnom tvr�e�u broj
∑

v∈V d(v) je paran jer se mo�e pred-

staviti kao proizvod broja dva broja od kojih je jedan 2. U zbiru
∑

v∈V d(v)

neki brojevi su parni, a neki neparni. S obzirom na to da je zbir (nekih)

brojeva paran ako i samo ako je u �emu paran broj neparnih sabiraka, zak	uquje

se da broj onih sabiraka d(v) koji su neparni mora biti paran, a to znaqi da

broj qvorova koji imaju neparan stepen mora biti paran.

�

Definicija 3.2. Niz qvorova v1, v2, ..., vn, takav da za svako i ∈ {1, 2..., n−1}
va�i vivi+1 ∈ E naziva se xet�a u grafu. Za grane vivi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1 se

ka�e da su sadr�ane u ovoj xet�i.

Xet�a mo�e biti:

• zatvorena ako je v1 = vn, tj. xet�a koja se zavrxava u istom qvoru u

kom je i poqela;

• put ako su qvorovi v1, v2, ..., vn razliqiti tj. prilikom xet�e kroz svaki

qvor se prolazi taqno jednom;

• ciklus ako je v1 = vn, a qvorovi v2, v3, ..., vn − 1 su me�usobno razliqiti

i razliqiti od v1 tj. od vn, odnosno to je zatvorena xet�a koja je ujedno

i put.
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Osnovni pojmovi iz teorije grafova

Slika 3.3: Neorijentisan graf koji sadr�i cikluse

Definicija 3.3. Du�ina puta (ciklusa) predstav	a broj razliqitih qvorova

na tom putu (ciklusu).

Dakle, put v1, v2, v3 je du�ine 3, jer sadr�i 3 qvora, dok je broj grana koje

sadr�i 2. Tako�e, ciklus v1, v2, v3, v1 je du�ine 3, a sadr�i i 3 grane.

Definicija 3.4. Du�ina xet�e v1, v2, ..., vn je jednaka broju qvorova n ako

je v1 6= vn, a jednaka n− 1 ako je v1 = vn.

S obzirom na to da se tokom xet�e qvorovi i grane mogu ponav	ati, du�ina

xet�e ne mora biti jednaka ni broju qvorova ni broju grana koji se tokom �e

pojav	uju.

Definicija 3.5. Povezan graf je neorijentisan graf kod koga su bilo koja

dva qvora povezana putem. Ako postoje dva qvora koja se ne mogu povezati

putem graf je nepovezan.

Qvor koji je povezan sa ve�im brojem qvorova za razliku od ostalih qvorova

u grafu (koji su povezani sa ma�im brojem qvorova) i stoga ima visok stepen

naziva se glavni qvor (eng. hub). Na slici 3.4 dat je prikaz osnovnih eleme-

nata grafa.

Definicija 3.6. Grana grafa koja polazi iz jednog qvora i zavrxava se u

istom tom qvoru naziva se pet	a.

Na skupu qvorova V grafa G mo�e se uvesti relacija ∼ na s	ede�i naqin

a ∼ b akko postoji xet�a od a do b u grafu G.

Ovako definisana relacija je relacija ekvivalencije na skupu qvorova V .

Klase ekvivalencije relacije ∼ se nazivaju komponente povezanosti grafa

G. Kao xto je ve� reqeno, ako graf G ima taqno jednu komponentu povezanosti

ka�e se da je taj graf povezan. Red komponente predstav	a broj qvorova

koji pripadaju toj komponenti. Na slici 3.5 dat je graf qije su komponente

povezanosti {a, b, c, d, e}, {1, 2, 3, 4} i {x, y, z}.
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Osnovni pojmovi iz teorije grafova

Slika 3.4: Osnovni elementi grafa

Slika 3.5: Graf sa komponentama povezanosti

Dijametar grafa G u oznaci diam(G) oznaqava najve�u uda	enost d(x, y)

izme�u dva qvora x i y koji pripadaju istoj komponenti grafa G.

diam(G) = max{d(x, y)|x, y ∈ V ∧ d(x, y) <∞}

Definicija 3.7. Graf G′ = (V ′, E ′) je podgraf grafa G = (V,E) ako je

V ′ ⊆ V i za sve xy ∈ E ′ va�i xy ∈ E. Graf G′ = (V ′, E ′) je indukovan

podgraf grafa G = (V,E) ako je V ′ ⊆ V i za sve x, y ∈ V ′ va�i xy ∈ E ′ ako i
samo ako xy ∈ E.

Definicija 3.8. Neka su G = (V,E) i G′ = (V ′, E ′) grafovi. Za preslikava�e

f : V −→ V ′ se ka�e da je izomorfizam grafova G i G′ ako je f bijekcija i
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Osnovni pojmovi iz teorije grafova

za sve x, y ∈ V va�i xy ∈ E ako i samo ako f(x)f(y) ∈ E ′. Ukoliko za grafove
G = (V,E) i G′ = (V ′, E ′) postoji bar jedan izomorfizam ka�e se da su oni

izomorfni i pixe se G ∼= G′. Relacija ∼= je relacija ekvivalencije.

Definicija 3.9. Te�inski graf je graf qija svaka grana ima odre�enu

te�inu. Te�inski graf koji je orijentisan naziva se mre�a.

Slika 3.6: Neorijentisan te�inski graf

Te�inski grafovi se qesto koriste za predstav	a�e realnih problema,

kao xto je prikaz mre�e puteva, pri qemu te�ina grane mo�e da se odnosi

na du�inu puta izme�u dva qvora, odnosno dva grada. Drugi primjer primjene

te�inskih grafova, koji �e biti predstav	en kasnije je modelova�e bankarskog

sektora neke dr�ave, pri qemu te�ina grane odgovara me�ubankarskim transak-

cijama.

Slika 3.7: Orijentisan te�inski graf (mre�a)
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Osnovni pojmovi iz teorije grafova

Slika 3.8: Grafovi razliqitih osobina sa svojim matricama susjedstva

Na slikama 3.6 i 3.7 su dati te�inski grafovi. Na slici 3.7 koja prikazuje

orijentisan te�inski graf mo�e se primjetiti da su relacije izme�u nekih

qvorova izra�ene u oba smijera i tada se na oba kraja grane stav	aju strelice.

Ovakvi grafovi se qesto koriste u praksi jer na jednostavan naqin daju pre-

cizne odnose me�u qvorovima u pogledu smijera, deb	ine grane, nijanse boje

grane i sliqno.

Prilikom predstav	a�a veza izme�u qvorova va�an pojam je matrica sus-

jedstva ili povezanosti (eng. adjacency matrix). Rijeq je o kvadratnoj ma-

trici koja pru�a uvid u povezanost qvorova, odnosno na odgovaraju�em po	u

u matrici susjedstva nalazi se nenula vrijednost koja indicira da veza dva

qvora postoji. Ako qvorovi i i j nisu povezani, onda po	e koje odgovara i-toj

vrsti i j-toj koloni, kao i j-toj vrsti i i-toj koloni sadr�i 0. U suprotnom

odgovaraju�e po	e od dva navedena, sadr�i 1 zavisno od smijera u kom se grana

pru�a, osim kada je u pita�u te�inski graf. Tada ta vrijednost predstav	a

te�inu grane, odnosno to je neki realan broj. Primjer matrica susjedstva sa

odgovaraju�im grafovima dat je na slici 3.8.

Definicija 3.10. Graf G = (V,E) je bipartitivan ako postoje neprazni

skupovi A i B takvi da je A ∩B = ∅, A ∪B = V , i za sve xy ∈ E taqno jedan

element skupa {x, y} je u A i taqno jedan je u B. Tada je (A, B) particija

bipartitivnog grafa G. (slika 3.9)

Definicija 3.11. Kompletan (potpun) graf ili klika je graf u kome

su svaka dva qvora spojena granom.
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Osnovni pojmovi iz teorije grafova

Slika 3.9: Bipartitivan graf

Kompletan graf koji ima n qvorova se oznaqava sa Kn i ima
(
n
2

)
grana jer

svaki dvoqlani podskup skupa qvorova oznaqava jednu granu.

Definicija 3.12. Graf G = (V,E) je stablo (drvo) ako je povezan i ako u

�emu ne postoji ciklus.

Za stablo se mo�e re�i da je najjedenostavniji povezan graf.

Za pisa�e ovog poglav	a korixtena je literatura [1], [8].
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Poglav	e 4

Sluqajni grafovi

4.1 Poqeci teorije sluqajnih grafova

Teorija sluqajnih grafova se bavi asimptotskim odlikama grafova pri qemu

se osla�a na raspodjelu vjerovatno�a. Na primjer, ona prouqava naqin na

koji struktura komponenata sluqajnog grafa evoluira kada broj �egovih grana

raste.

Nakon xto su ma�arski matematiqari Pol Erdex (Paul Erd os) i Alfred

Reni (Alfred R&enyi) [3] 1959. godine dali teme	e teoriji sluqajnih grafova

tako xto su primjenili vjerovatnosne metode za otkriva�a odre�enih svojs-

tava grafova, brojni modeli sluqajnih grafova su predstav	eni i prouqavani.

Smatra se da su oni postavili osnovu modernoj teoriji sluqajnih grafova, zbog

qega je model sluqajnih grafova poznat pod nazivom Erdex-Renijev (Erd os-

R&enyi-jev) model.

Sluqajni grafovi su prvo bili korixteni za stica�e uvida u ponax-

a�e grafova i najvixe su primje�ivani za rjexava�e kombinatornih prob-

lema. Tema se proxirila na modelira�e brojnih mre�a koje nastaju na sluqa-

jan naqin, kao xto su nepredvidivo xire�e Internet mre�e, rasprostira�e

	udske populacije i druxtvenih veza, neuronske mre�e koje su veliki uspjeh

do�ivjele u maxinskom uqe�u i sliqno.

Pojam sluqajan graf se prvi put pojavio u studijama Pola Erdexa, gdje je

bio upotrijeb	en u dokazu teoreme koja se odnosila na demonstrira�e znaqaja

vjerovatnosnih metoda za egzistenciju nekih grafova. Ideja na kojoj poqiva

dokaz le�i u razumjeva�u prostora koji sadr�i sve mogu�e grafove konstru-

isane na sluqajan naqin pri qemu oni imaju iste poqetne karakteristike.
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4.2 Vjerovatnosni prostor sluqajnih grafova

Iako se naziv sluqajan graf qesto pridru�uje samo jednom konkretnom grafu

qije su grane dobijene na sluqajan naqin, treba imati na umu da je ovdje zapravo

rijeq o vjerovatnosnom prostoru G = (Ω,F , P ). Preciznije, Ω je prostor

ishoda qiji su elementi svi mogu�i grafovi sa n qvorova koji imaju razliqit

raspored i broj grana u skladu sa raspodjelom vjerovatno�a i svaki od �ih

se mo�e na�i iza uopxtenog pojma sluqajan graf. Broj elemenata skupa

je |Ω| = 2N , gdje je N =
(
n
2

)
maksimalan broj grana koji mo�e imati graf

sa n qvorova, ukoliko modelom nije drugaqije definisano. Sa P je oznaqena

vjerovatnosna mjera, a F oznaqava σ-algebru podskupova skupa Ω odnosno

familiju doga�aja koji se prirodno u ovoj oblasti interpretiraju kao svojstva

grafa. Na primjer, neka A oznaqava svojstvo da je sluqajan graf povezan, onda

va�i

P (A) =
∑

G∈A,G∈G

P (G),

gdje se sumiraju vjerovatno�e kroz sve povezane grafove u G.

Slika 4.1 predstav	a mogu�e grafove vjerovatnosnog prostora grafova koji

imaju 3 qvora V = {1, 2, 3} i 2 grane. Svaki graf se bira sa vjerovatno�om 1
3
,

odnosno zastup	ena je uniformna diskretna raspodjela.

Slika 4.1: Grafiqki prikaz mogu�ih sluqajnih grafova koji imaju 3 qvora i
2 grane

4.3 Modeli sluqajnih grafova

Neka je V = {1, 2, ..., n} skup qvorova grafova koji �e biti razmatrani u nas-

tavku rada. Skup svih takvih grafova koji imaju n qvorova oznaqen je sa Gn.
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Sluqajan graf sa n qvorova dobija se na osnovu jednog od podskupova skupa

grana E(Kn) kompletnog grafa Kn. Naqin na koji se podskup bira zavisi

od modela sluqajnog grafa. Postoji vixe modela koji se kriju pod pojmom

Erdex-Renijev graf. Aproksimativno oni se smatraju ekvivalentnim, ali

svaki model ima neke karakteristiqne osobine.

4.3.1 Uniformni sluqajan graf

Uniformni sluqajan graf Gn,M koji se qesto naziva samo Erdex-Renijev

model prvi je bio prouqavan. Ovaj model obuhvata sve sluqajne grafove sa

skupom qvorova V = {1, 2, ..., n} koji imaju taqno M grana izabranih na sluqa-

jan naqin. Ako se uvede oznaka N =
(
n
2

)
, prostor Gn,M , 0 ≤ M ≤ N ima(

N
M

)
elemenata i svaki element odnosno sluqajni graf se pojav	uje sa istom

vjerovatno�om
(
N
M

)−1
. Skoro uvijekM je funkcija koja zavisi od broja qvorova

n, tj. M = M(n).

Na primjer, posmatra se vjerovatnosni prostor G4,3 svih sluqajnih grafova

koji imaju 4 qvora i 3 grane. Neka je sa Γ ∈ G4,3 oznaqen graf sa skupom grana

E(Γ) = {{1, 2}, {2, 4}, {3, 4}}. Onda je

P{G4,3 = Γ} =
1((4
2)
3

) =
1(
6
3

) =
1

20
.

4.3.2 Binomni sluqajan graf

Binomni sluqajan graf prevazilazi jedan od problema koji se jav	aju u

modelu uniformnog sluqajnog grafa, a to je da se grane ne biraju nezavisno

jedna od druge. Ovo je omogu�ilo lakxi rad sa sluqajnim grafovima, tj. sluqa-

jne grafove je jox vixe pribli�ilo teoriji vjerovatno�a.

Binomni sluqajan graf poznat i kao Gilbertov model Gn,p, za 0 ≤ p ≤ 1,

sadr�i sve grafove sa skupom qvorova V = {1, 2, ..., n} u kome se grane koje

povezuju dva qvora biraju nezavisno sa vjerovatno�om p. Takvih grafova ima

2N , pri qemu je N =
(
n
2

)
. Drugim rijeqima, ako je Γ0 graf sa skupom qvorova

V i M grana, onda va�i

P ({Γ0}) = P{Gn,p = Γ0} = pM(1− p)N−M .

Parametar p qesto upu�uje na gustinu grafa Gn,p.
Na slici 4.2 prikazani su svi grafovi sa 3 qvora, qije se grane pojav	uju

na sluqajan naqin. Takvih grafova ima 2(3
2) = 8.
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Slika 4.2: Svi grafovi sa 3 qvora, ali sa razliqitim rasporedom i brojem
grana

Tvr�e�e 4.1. Oqekivani broj grana u grafu Gn, 1
2
je N

2
, gdje je N =

(
n
2

)
.

Dokaz. Neka su grane kompletnog grafa Kn sa n qvorova numerisane od 1 do N .

Sluqajna veliqina Xi je indikator doga�aja da je grana i, 1 ≤ i ≤ N , sadr�ana

u grafu Gn, 1
2
, tj.

Xi =

1, ako graf Gn, 1
2
sadr�i granu i

0, inaqe.

Sluqajna veliqina X =
∑N

i=1Xi oznaqava ukupan broj grana u sluqajnom grafu.

Kako je oqekiva�e indikatorske sluqajne veliqine jednako vjerovatno�i usp-

jeha i na osnovu linearnosti oqekiva�a dobija se

E[X] =
N∑
i=1

E[Xi] =
N∑
i=1

P{Xi = 1} =
N∑
i=1

1

2
=
N

2
.

�

Prirodno uopxte�e modela Gn,p je model Gn,(pij), gdje je 0 ≤ pij ≤ 1 za

1 ≤ i < j ≤ n. On sadr�i sve grafove sa skupom qvorova V = {1, 2, ..., n}
u kojima se grane biraju nezavisno, ali ne sa istom vjerovatno�om, ve� za

1 ≤ i < j ≤ n vjerovatno�a odabira grane koja spaja qvorove i i j je pij.

Specijalan sluqaj Gn,(pij) je G(H; p) gdje je H fiksiran graf i 0 < p < 1.

U ovom sluqaju biraju se grane grafa H sa vjerovatno�om p nezavisno jedne

od drugih, a grane koje ne pripadaju grafu H ne mogu biti odabrane. Ako

je V (H) = V , a V je definisano kao V = {1, 2, ..., n}, onda je vjerovatnosni

prostor G(H; p) identiqan prostoru Gn,(pij) pri qemu je
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pij =

p, ij ∈ E(H)

0, inaqe.

Tako�e, G(Kn, p) je isti vjerovatnosni prostor kao Gn,p.

Prostor G(Kn,m; p) sadr�i bipartitivne grafove sa skupom qvorova U i

W , takve da je |U | = n i |W | = m, u kojima su sve U −W grane izabrane sa

vjerovatno�om p.

Teorema 4.1. Uniformni sluqajan graf Gn,M je zapravo binomni sluqajan graf

Gn,p koji ima M grana.

Dokaz. Neka je sa G oznaqen bilo koji uniformni sluqajan graf koji ima n

qvorova i M grana. Pri odre�iva�u vjerovatno�e da je Gilbertov (binomni

sluqajan) graf u stvari graf G sa datih M grana dobija se

P{Gn,p = G||E(Gn,p)| = M} =
P{Gn,p = G}

P{|E(Gn,p)| = M}

=
pM(1− p)(

n
2)−M((n

2)
M

)
pM(1− p)(

n
2)−M

=
1((n
2)
M

) .
�

U Erdex-Renijevom modelu broj qvorova i grana je fiksiran, dok je u

Gilbertovom modelu fiksiran samo broj qvorova. Iako se oba modela qesto

koriste, mo�e se re�i da Gilbertov model preovladava u teoriji sluqajnih

grafova zbog svoje ve�e fleksibilnosti izbora vrijednosti p, te i bli�e veze

sa teorijom vjerovatno�a. U literaturi se nerijetko i on sre�e pod nazivom

Erdex-Renijev model. Ovaj model je podlo�niji analitiqkim istra�iva�ima

us	ed nezavisnosti uspostav	a�a grana u grafu.

Ova dva modela su u suxtini ekvivalentna kada su parametri izabrani na

odgovaraju�i naqin, tj. kada je M = p
(
n
2

)
. Nezavisno poveziva�e dva qvora

granom u sluqajanom binomnom grafu mo�e se simulirati baca�em novqi�a,

tako da je doga�aj dobija�a pisma na primjer ekvivalentan dodava�u grane u

graf sa vjerovatno�om p. Oqekivani broj grana je p
(
n
2

)
. Za p = M

(n
2)

oqekivan

broj grana sluqajnog binomnog grafa je M . Tada je intuitivno jasno da se ova

dva modela ponaxaju sliqno, xto �e kasnije biti razmotreno.
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4.3.3 Erdex-Renijev proces

Erdex-Renijev proces {Gn(M) : M = 0, 1, ...,
(
n
2

)
} ili kratko Gn(M) poqi�e

praznim grafom Gn(0) koji ima n izolovanih qvorova i nema grane, a zavrxava

se kompletnim grafom koji sadr�i sve mogu�e grane. U svakom trenutku M ,

1 ≤ M ≤
(
n
2

)
u evoluiraju�i graf Gn(M − 1) se dodaje po jedna nova grana

izabrana na sluqajan naqin i dobija se novi graf Gn(M), koji je u trenutku M

raspodje	en kao uniformni sluqajan graf Gn,M .

Britanski matematiqar Bolobas [2] je dao ideju razmatra�a uniformnog

sluqajnog grafa Gn,M kao grafa Gn(M) koji nastaje u trenutku M Erdex-

Renijevog procesa.

Tvr�e�e 4.2. Ako je sa Γ oznaqen sluqajan graf koji nastaje Erdex-Renijevim

procesom {Gn(M)}, onda je Γ u trenutku M tog procesa ekvivalentan uni-

formnom sluqajnom grafu Gn,M koji ima M grana.

Dokaz. Neka je sa Gn,M oznaqen proizvo	an graf sa n qvorova i M grana.

Potrebno je izraqunati vjerovatno�u da je dobijeni graf Γ uM-tom trenutku

procesa izomorfan poqetnom grafu Gn,M . Sve dok prvih M grana koje su se

pojavile do tog trenutka postoje i u grafu Gn,M , va�i da je Gn,M ∼= Γ. Pos-

toji M ! permutacija tih M grana i nije potrebno voditi raquna o ure�e�u

preostalih grana koje se pojav	uju. Stoga, postoji taqno M !(N −M)! per-

mutacija za koje je Gn,M ∼= Γ. Tvr�e�e va�i jer s	ede�a vjerovatno�a zado-

vo	ava uslove uniformnog sluqajnog grafa

P{Gn,M = Γ} =
M !(N −M)!

N !
=

1(
N
M

) .
�

Ova vrsta procesa mo�e se zamisliti kao evolucija praznog grafa ka kom-

pletnom grafu, koja se dexava dodava�em grana u skladu sa permutacijom

elemenata N -toqlanog skupa. �egov znaqaj je u tome xto omogu�ava da se os-

obine grafa posmatraju iz koraka u korak i na taj naqin postigne struktura

koja zadovo	ava neke �e	ene odlike.

4.4 Raspodjela vjerovatno�e grafa Gn,p
Prosjeqan broj grana u grafu Gn,p je

(
n
2

)
p, do koga se dolazi izraqunava�em

oqekivane vrijednosti sluqajne veliqineX koja predstav	a broj grana u grafu

Gn,p i ima Binomnu raspodjelu sa parametrima N i p. Vjerovatno�a da graf
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Gn,p ima k grana data je sa

P{X = k} =

(
N

k

)
pk(1− p)N−k.

Stepen qvora grafa Gn,p, tako�e, ima Binomnu raspodjelu, ali sa parametrima

n − 1 i p. Ako je Di sluqajna veliqina koja oznaqava stepen qvora i, onda je

vjerovatno�a da je stepen qvora i jednak k data sa

P{Di = k} =

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−k−1,

jer svaki qvor mo�e biti povezan sa preostalih n− 1 qvorova, a vjerovatno�a

uspjexnog poveziva�a dva qvora je p. Binomni koeficijent
(
n−1
k

)
koji broji

naqine na koje mo�e biti izabrano k grana ka ostalim qvorovima od mogu�ih

n−1, pomno�en je vjerovatno�om da tih k izabranih grana postoji i vjerovatno�om

da preostalih n−k−1 grana ne postoji. Kada se posmatra graniqno ponaxa�e,

qesto se n − 1 zamjeni sa n, pa se uzima da je oqekivan stepen qvora d ≈ pn

umjesto d ≈ p(n− 1).

Za dva razliqita qvora i i j sluqajne veliqine Di i Dj nisu potpuno

nezavisne. Na primjer, ako je qvor i povezan sa svim ostalim qvorovima tj.

Di = n − 1, onda je oqigledno Dj 6= 0 jer je svaki qvor osim i-tog povezan bar

sa i-tim pa je Dj > 0. Me�utim, za dovo	no veliki n se mo�e pretpostaviti

da su one nezavisne i da se raspodjela stepena qvora sluqajnog grafa Gn,p pri-
bli�ava Puasonovoj. Kako se Binomna raspodjela mo�e aproksimirati Pua-

sonovom raspodjelom u sluqaju kada np −→ λ, mo�e se zadati da je p =
λ

n
i

iskazati konaqan rezultat da stepen qvora Erdex-Renijevog sluqajnog grafa

ima Puasonovu raspodjelu sa parametrom λ, tj. za vjerovatno�u da je stepen

qvora i jednak k va�i:

P{Di = k} =
λk

k!
e−k.

Zbog ovoga se qesto Erdex-Renijev graf naziva i Puasonov graf.

Aproksimativno, Binomna raspodjela brzo opada kada je broj eksperime-

nata ve�i od oqekivane vrijednosti. Me�utim, pri istim uslovima raspodjela

stepena qvora koja se jav	a u praksi nije sklona tako jakom padu. Zbog toga,

iako je graf Gn,p va�an matematiqki model, potrebni su mnogo kompleksniji

modeli za predstav	a�e grafova realnog svijeta kako bi se obuhvatile sve

�ihove karakteristike.

Na primjer, ako se posmatra graf koji opisuje avionsku liniju, stepen

�egovih qvorova se kre�e u xirokom opsegu, od 1 ili 2 za qvorove koji pred-
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stav	aju male gradove, do 100 za glavne qvorove. Ovakva raspodjela stepena

qvora je Binomna.

Zajedniqka osobina slo�enih mre�a koje se jav	aju u praksi je prisustvo

glavnih qvorova, odnosno nekoliko qvorova koji su povezani sa velikim brojem

drugih qvorova u mre�i, te je �ihov stepen znatno ve�i u odnosu na stepen

ostalih qvorova. Uglavnom je to sluqaj sa mre�ama koje modeliraju realne

probleme, kao na primjer mre�a telefonskih poziva. Takve mre�e se nazivaju

scale-free mre�ama i za �ih va�i nexto drugaqiji zakon raspodjele stepena

qvora (eng. power law degree distribution) po kome broj qvorova sa datim ste-

penom opada poput stepene funkcije kako stepen raste, odnosno vjerovatno�a

da je stepen qvora jednak k prati tkzv. power law raspodjelu

P{d(v) = k} = c · n
kγ
,

gdje je γ pozitivna, realna vrijednost za koju se praktiqno dobija da je nez-

natno ma�a od 3 kada je rijeq o slo�enim mre�ama.

S	ede�a teorema tvrdi da je stepen qvora qvrsto povezan sa �egovom oqeki-

vanom vrijednox�u. Zapravo, vjerovatno�a da se stepen qvora i �egova oqeki-

vana vrijednost np razlikuju za vixe da λ
√
np, opada eksponencijalno brzo sa

porastom vrijednosti λ.

Teorema 4.2. Neka je v qvor sluqajnog grafa Gn,p. Za 0 < λ <
√
np va�i

P{|np− d(v)| ≥ λ
√
np} ≤ 3e−λ

2/8.

Prethodna teorema va�i samo za jedan qvor, dok se s	ede�a pos	edica

odnosi na sve qvorove.

Pos	edica 4.1. Neka je ε pozitivna konstanta. Ako je p = Ω( ln(n)
nε2

) onda se

skoro sigurno stepen svakog qvora nalazi u intervalu ((1− ε)np, (1 + ε)np).

Pretpostavka da je p = Ω( ln(n)
nε2

) je neophodna. Ako je p = d
n
, za d konstantno,

onda stepen nekih qvorova mo�e biti van navedenog intervala. Za p = 1
n
na

osnovu pos	edice, nijedan qvor nema stepen ve�i od neke konstante koja je

nezavisna od n.
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4.5 Analiza sluqajnih grafova

4.5.1 Koeficijent klasterova�a

U teoriji grafova koeficijent klasterova�a koji se pojav	uje i pod nazivom

indeks tranzitivnosti predstav	a mjeru koja odre�uje koliko su qvorovi u

grafu skloni zajedniqkom grupisa�u u neke klastere. Nakon otkriva�a ovog

svojstva, prouqava�e razliqitih grafova sugerixe da u ve�ini sluqajeva qvorovi

te�e kreira�u usko povezanih grupa karakteristiqnih po relativno visokoj

gustini povezanosti p. Ove grupe imaju oblik podgrafa, pa je vjerovatno�a

poveziva�a grana u okviru �ih uglavnom ve�a od prosjeqne vjerovatno�e us-

postav	a�a sluqajne veze izme�u dva qvora poqetnog grafa.

Posebno su socijalne mre�e poznate po visokom koeficijentu klasterova�a:

ako su A i B prijate	i, kao i B i C, onda je vjerovatno da �e i A i C biti pri-

jate	i. Zato se ka�e da koeficijent klasterova�a mjeri tranzitivnost grafa.

Slo�ene mre�e imaju priliqno visok broj klika, koje su zapravo kompletni

podgrafovi, odnosno u �ima su svaka dva qvora spojena granom. Intuitivno,

pojedinci u sistemu koji imaju nexto zajedniqko, obrazuju grupe. Ovo svojstvo

grafa se upravo mjeri koeficijentom klasterova�a. To je mjera broja trou-

glova u grafu, tj ciklusa du�ine 3.

Koeficijent klasterova�a C se definixe na 2 razliqita naqina, kao glob-

alni i lokalni.

Globalni koeficijent klasterova�a mjeri udio susjednih parova grana

takvih da sve 3 grane koje ih povezuju postoje:

Cg =
3 · broj trouglova sadr�anih u grafu

broj parova susjednih grana
.

U literaturi se mo�e na�i i s	ede�a definicija koja zahtjeva dodatno ob-

jax�e�e

Cg,prob =
3 · broj trouglova sadr�anih u grafu

broj povezanih trojki qvorova
.

Esencijalno, C treba da izmjeri sred�u vrijednost vjerovatno�e da su dva sus-

jedna qvora odre�enog qvora (dva koja su povezana sa istim qvorom), tako�e,

me�usobno susjedni (povezani granom). Me�utim, razmatraju�i graf K3, po

prvoj formuli koeficijent klasterova�a je oqigledno 1, dok se po drugoj for-

muli u sluqaju ure�enih trojki povezanih qvorova dobija 1
2
, a ako se posmatraju
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neure�ene trojke (trojke (1, 2, 3) i (3, 2, 1) su iste) dobija se 3. Da bi navedene

formule bile ekvivalentne, povezana trojka se definixe kao ure�en par koga

qine qvor i neure�en par qvorova koji su povezani sa qvorom na prvoj koordi-

nati, xto bi znaqilo da su trojke (1, (2, 3)) i (1, (3, 2)) iste, te je u sluqaju K3

broj povezanih trojki 3. Tada za razliqite parove tj. trojke isti qvor mo�e

biti brojan vixe puta.

Lokalni koeficijent klasterova�a se definixe kao

Cl(v) =
broj trouglova koji sadr�e qvor v

broj trojki sa centrom u v

ili ekvivalentno,

Cl(v) =
broj grana koje povezuju susjedne qvorove qvora v(

d(v)
2

) ,

gdje je d(v) stepen qvora v.

Za graf Gn,p globalni koeficijent klasterova�a mo�e biti izraqunat na

osnovu lokalnog:

Cg =

∑vn
v=v1

(
d(v)
2

)
· Cl(v)∑vn

v=v1

(
d(v)
2

)
U nastavku oznaka C se odnosi na Cg.

Za izraqunava�e oqekivane vrijednosti koeficijenta klasterova�a C pret-

postav	a se da je vrijednost p mala, tj. p = p(n)� 1
n
.

Neka je T skup svih podgrafova sluqajnog grafa Gn,p koji su izomorfni kom-

plentnom grafu K3, qiji qvorovi i grane obrazuju trougao. Neka je XT broj

takvih podgrafova.

T = {H ⊂ Gn,p|H ∼= K3}

XT = |T | =
∑

1≤i<j<k≤n

I{(i, j, k) ∈ T }

E[XT ] = E

[ ∑
1≤i<j<k≤n

I{(i, j, k) ∈ T }

]
=

∑
1≤i<j<k≤n

P{(i, j, k) ∈ T } =

(
n

3

)
p3.

Broj parova susjednih grana oznaqen sluqajnom veliqinom XW se izraqunava

na sliqan naqin. Neka je W skup podgrafova sluqajnog grafa Gn,p koji su

izomorfni sluqajnom grafu H sa skupom qvorova V i skupom grana E za koje

va�i

V = {v1, v2, v3}
E = {(v1, v2), (v1, v3)}
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Onda je

W = {G ⊂ Gn,p|G ∼= H}

XW = |W|.

Za skup od 3 qvora i1 < i2 < i3, definisana je sluqajna veliqina Wi1<i2<i3 kao

suma indikatora:

Wi1<i2<i3 = Ii1 + Ii2 + Ii3

gdje je, za k = 1, 2, 3

Iik =

1, ako se u centru para grana nalazi qvor ik

0, inaqe.

Prema tome,

XW =
∑

1≤i1<i2<i3≤n

Wi1<i2<i3

E[XW ] = E

[ ∑
1≤i1<i2<i3≤n

Wi1<i2<i3

]
=

(
n

3

)
3p2.

Konaqno, dobija se oqekivana vrijednost koeficijenta klasterova�a:

E[C] =
3 · E[XT ]

E[XW ]
= 3p.

Zavisno od vrijednosti p za koju va�i da p(n) −→ 0, kada n −→∞, ova oqeki-

vana vrijednost mo�e biti jako mala. U realnim mre�ama iz prakse koefici-

jent klasterova�a je uglavnom iznad 0,01. U modelu malog svijeta (small−world
model) predstav	enog od straneWatts-a i Strogatz-a, jav	a se osobina visokog

koeficijenta klasterova�a koja se kombinuje sa drugim svojstvima. Inaqe je

nizak koeficijent klasterova�a jedan od razloga zaxto su sluqajni grafovi

lox model za predstav	a�e kompleksnih mre�a, pa se pronalaze drugi matem-

atiqki modeli koji preuzimaju neka svojstva sluqajnih grafova.

4.5.2 Monotona svojstva

Definicija 4.1. Podskup Q skupa Gn se naziva svojstvo grafa reda n ako

G ∈ Q, H ∈ Gn i G ' H povlaqi H ∈ Q.

Graf G ima svojstvo Q se zapisuje i kao G ∈ Q. Ako je Q neko svojstvo,

onda PM(Q) prirodno oznaqava vjerovatno�u pripada�a svojstva Q grafu Gn,M
i analogno va�i da Pp(Q) oznaqava vjerovatno�u pripada�a svojstva Q grafu

Gn,p.
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Definicija 4.2. Svojstvo Q je monotono rastu�e ako graf G ima svo-

jstvo Q i G ⊂ H tada va�i da i H ima svojstvo Q tj. H ∈ Q.

Drugim rijeqima, svojstvo Q je monotono rastu�e ako iz qi�enice da neki

podgraf grafa G ima svojstvo Q slijedi da i cijeli graf G ima svojstvo Q.

Intuitivno, rastu�e svojstvo ostaje saquvano dodava�em novih grana u graf,

tj. kada se svojstvo jednom pojavi u grafu, vixe ne mo�e nestati. Ovakva

svojstva su od znaqaja jer se mnogi koncepti sluqajnih grafova osla�aju na

�ihovo pojav	iva�e i prisustvo. Sliqnom logikom, suprotno tvr�e�e va�i

za monotono opadaju�e svojstvo, koje ostaje saquvano ako se grafu obrixu neke

grane.

Primjer rastu�eg svojstva Q je svojstvo da graf G sadr�i k-ciklus ili

specijalno za k = 3 svojstvo da graf G sadr�i trougao, xto �e biti kasnije

pokazano. Ako podgraf grafa G sadr�i k-ciklus, jasno je da onda graf G

sadr�i k-ciklus.

Jox neki primjeri rastu�eg svojstva su: fiksiran graf H je podgraf u grafu G,

postoja�e ogromnih komponenata u grafu G, povezanost grafa G, dijametar

grafa G je najvixe d.

Definicija 4.3. Svojstvo Q je konveksno ako F ⊂ G ⊂ H i F ∈ Q,H ∈ Q
povlaqi G ∈ Q.

Rastu�a svojstva su definisana u terminima dodava�a grana u graf. S	ede�a

teorema dokazuje da sa porastom vjerovatno�e p u grafu Gn,p raste i vjerovatno�a

da va�i rastu�e svojstvo, odnosno pokazuje da sluqajan graf koji ima ve�u

vjerovatno�u p izbora grane ima i ve�u vjerovatno�u da za �ega va�i rastu�e

svojstvo. Ekvivalentno, dodava�e grana u graf �e vjerovatnije rezultovati

graf koji ima �e	eno rastu�e svojstvo.

Teorema 4.3. Neka je Q monotono rastu�e svojstvo, 0 ≤ M1 < M2 ≤ N ,

0 ≤ p1 < p2 ≤ 1. Tada va�i

PM1(Q) ≤ PM2(Q)

Pp1(Q) ≤ Pp2(Q).

Dokaz. (i) Neka sluqajan graf formiran od M1 grana ima svojstvo Q. Ako se

prilikom formira�a drugog grafa izabere M2 grana tako xto se bira jedna po

jedna grana i taj graf �e sigurno imati svojstvo Q jer graf formiran od M1

grana ima to svojstvo, a M1 < M2 i Q je monotono rastu�e.
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(ii) Neka je p = p2−p1
1−p1 . Neka su G1 ∈ Gn,p1 i G ∈ Gn,p dva nezavisno

izabrana sluqajana grafa i definisan je graf G2 = G1∪G. Onda su grane grafa
G2 izabrane nezavisno i to sa vjerovatno�om p2 = p1 + p − p1p, pa je graf G2

element iz Gn,p2. S obzirom na to da je Q monotono rastu�e svojstvo, ako G1

ima svojstvo Q, onda to va�i i za G2. Prema tome va�i Pp1(Q) ≤ Pp2(Q).

�

4.5.3 Egzistencija trougla u grafu

Iz navedene teoreme slijedi da je za monotono rastu�e svojstvo Q vjerovatno�a

Pp(Q) monotona funkcija od p. Kako se broj qvorova u grafu pove�ava moglo

bi se oqekivati da raste i broj mogu�ih trouglova u grafu, ali to nije sluqaj.

Naime, svojstvo Q koje oznaqava da graf Gn,p ne sadr�i trougao va�i sa ve-

likom vjerovatno�om, xto znaqi da vjerovatno�a suprotnog svojstva tj. da graf

Gn,p sadr�i trougao te�i nuli.

Neka je Xn broj trouglova sadr�anih u grafu Gn,p. Maksimalan broj trou-

glova u grafu sa n qvorova je
(
n
3

)
. Neka su Y1, ..., Y(n

3)
sluqajne veliqine koje

detektuju da li graf Gn,p sadr�i i-ti mogu�i trougao, tj. ako sadr�i onda

indikator Yi uzima vrijednost 1, a inaqe 0. Tada se Xn mo�e zapisati kao

Xn =

(n
3)∑
i=1

Yi.

Vjerovatno�a pojav	iva�e svake grane je p, a us	ed nezavisnosti, vjerovatno�a

pojav	iva�a svakog trougla je p3. Iz definicije oqekiva�a diskretne sluqa-

jne veliqine i linearnosti oqekiva�a dobija se da je

E[Yi] = p3, za ∀i

E[Xn] = E

 (n
3)∑
i=1

Yi

 =

(n
3)∑
i=1

E[Yi] =

(
n

3

)
p3.

Ako se uvede parametrizacija p =
d

n
, za d > 0, onda vrijedi

lim
n→∞

E[Xn] = lim
n→∞

(
n

3

)
p3 = lim

n→∞

n(n− 1)(n− 2)d3

6n3
=
d3

6
.

Mo�e se dokazati da niz sluqajnih veliqina {Xn, n ∈ N} u raspodjeli konver-
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gira Puasonovoj sluqajnoj veliqini X sa parametrom λ =
d3

6
. Odatle slijedi

lim
n→∞

P{Gn,p ∈ Q} = lim
n→∞

P{Xn = 0} = P{X = 0} = e
−d3

6 .

Ako je na primjer p =
106

n
za svako dovo	no veliko n ∈ N i kako je

lim
d→0

e
−d3

6 = 1 i lim
d→∞

e
−d3

6 = 0,

zak	uquje se da je vjerovatno�a da graf Gn,p sadr�i trougao jako mala, dok je

za p =
10−6

n
ta vjerovatno�a velika.

Za p = n−0.9, tj. p� 1
n
zak	uquje se da graf Gn,p sa velikom vjerovatno�om

ne sadr�i trougao, tj. preciznije

lim
n→∞

P{Gn,p ∈ Q} = 1.

Sliqno za p� 1
n
, na primjer p = 1

n·ln(n) , va�i da graf sa malom vjerovatno�om

sadr�i trougao. Ovo je jedna od prvih predstav	enih teorema iz ove oblasti.

4.5.4 Prelazne funckije za monotona svojstva

Da li sluqajan graf Gn,p posjeduje neko svojstvo mo�e da zavisi od vrijednosti

vjerovatno�e nastanka grane p, koja u nekim sluqajevima da bi svojstvo va�ilo

treba da zadovo	ava odre�en prag (eng. threshold value). Uvo�e�em praga za

p definixe se granica u odnosu na koju svojstvo va�i u grafu. Kada se ka�e

da graf skoro sigurno ne sadr�i svojstvo misli se da je vjerovatno�a da to

svojstvo pripada grafu bliska 0 kada n −→∞. S obzirom na to da je interval

vrijednosti p uglavnom vrlo uzak uvodi se pojam prelaznih funkcija.

Definicija 4.4. Realna funkcija p∗ = p∗(n) takva da p∗(n) −→ ∞ kada

n −→∞, naziva se prelazna funkcija za svojstvo Q grafa Gn,p ako va�i

lim
n→∞

P{Gn,p ∈ Q} =

0, ako limn→∞
p

p∗(n)
= 0

1, ako limn→∞
p

p∗(n)
=∞

Ista definicija va�i i kada je Q monotono rastu�e svojstvo, dok u sluqaju

monotono opadaju�eg svojstva uslovi o odnosu p i p∗ u okviru graniqne vrijed-

nosti vjerovatno�e su suprotna.

Ako postoji prelazna funkcija p∗(n) u odnosu na koju se skoro sigurno neko

svojstva jav	a u grafu (ili se gubi), onda dolazi do faznih prelaza.
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S	ede�u teoremu koja se odnosi na prelazne funkcije za monotona svojstva,

izlo�ili su Bolobas [2] i Tomason.

Teorema 4.4. Svako netrivijalno monotono svojstvo ima prelaznu funkciju.

Pri odre�iva�u prelazne funkcije za svojstvoQ koje va�i za sluqajan graf

G vjerovatnosnog prostora Gn,p, korisno je posmatrati to svojstvo na s	ede�i

naqin

Q = {G = (V,E) : X(G) ≥ 1}

gdje je X odgovaraju�a nenegativna sluqajna veliqina definisana na vjerovat-

nosnom prostoru Gn,p. Na primjer, ako se to svojstvo odnosi na klasu grafova

koji sadr�e ciklus, onda X mo�e da oznaqava broj ciklusa u grafu G. U

ve�ini sluqajeva X se jasno mo�e definisati iz konteksta i to je najqex�e

suma indikatorskih sluqajnih veliqina.

Prvo, kada je p malo u pore�e�u sa p∗ treba pokazati da asimptotski skoro

sigurno graf ne sadr�i svojstvo Q, a zatim kada je p veliko u pore�e�u sa p∗

treba pokazati da graf sadr�i to svojstvo, tj.

lim
n→∞

P{Gn,p ∈ Q} =

0, ako p = o(p∗)

1, ako p∗ = o(p).

Ekvivalentno, dokaz da je p∗ prelazna funkcija mo�e se dobiti pokazuju�i da

ako je p malo u pre�e�u sa p∗ onda je asimptotski skoro sigurno X = 0 i ako

je p veliko u pre�e�u sa p∗ onda je asimptotski skoro sigurno X > 0.

X je nenegativna sluqajna veliqina, tj. X ≥ 0 pa se ovdje mo�e koris-

titi Markov	eva nejednakost za prvi dio dokaza, odnosno metoda prvog mo-

menta opisana u uvodnom dijelu. Ako je E[X] = o(1) onda se dobija da je

P{X > 0} = o(1) xto znaqi da je X = 0 skoro sigurno.

Za drugi dio dokaza treba pokazati da je asimptotski skoro sigurno X > 0.

Ako je D[X]
(E[X])2

= o(1) mo�e se primjeniti pos	edica 2.3 pa je asimptotski skoro

sigurno X > 0. Stoga je dovo	no dokazati D[X]
(E[X])2

= o(1).

Jednostavan primjer, ali dobar za ilustraciju navedenog, bi bio da Q oz-

naqava svojstvo da graf G ∈ Gn,p ima najma�e 1 granu, xto se mo�e zapisati

kao

Q = {G = (V,E) : X(G) ≥ 1}

pri qemu je X(G) = |E(G)|. Grane kompletnog grafa Kn se mogu numerisati

e1, ...eN , pa se sluqajna veliqina X mo�e izraziti kao suma N =
(
n
2

)
nezavisnih

40



Sluqajni grafovi

indikatorskih sluqajnih veliqina, tj.

X =
N∑
i=1

Xi, gdje je

Xi =

1, ako graf G sadr�i granu ei,

0, inaqe.

Oqekiva�e je dato sa

E[X] =
N∑
i=1

E[Xi] =
N∑
i=1

p = Np =

(
n

2

)
p =

n! · p
2!(n− 2)!

=
n(n− 1)p

2
= Θ(n2p).

Ako je p� 1
n2 onda E[X] −→ 0, kada n −→∞.

S druge strane, ako je p � 1
n2 tada E[X] −→ ∞, kada n −→ ∞. Kandidat za

prelaznu funkciju za svojstvo Q je p∗(n) = 1
n2 . Sada je potrebno razmotriti

dva sluqaja u skladu sa definicijom 4.4.

Prvo, neka je 0 ≤ p = p(n) ≤ 1 i p
p∗
−→ 0 kada n −→ ∞. Zbog p

p∗
= n2p i

E[X] = Θ(n2p) na osnovu toga xto p
p∗
−→ 0 mo�e se zak	uqiti da E[X] −→ 0

kada n −→∞. Koriste�i Markov	evu nejednakost dobija se

P{X > 0} ≤ E[X].

Prema tome, P{X > 0} −→ 0 kada n −→ ∞, pa je asimptotski skoro sigurno

X = 0 i kao pos	edica toga Gn,p /∈ Q.
U drugom sluqaju va�i da je 0 ≤ p ≤ 1 i p

p∗
−→ ∞ kada n −→ ∞. Kako je

p
p∗

= n2p i E[X] = Θ(n2p) mo�e se zak	uqiti da E[X] −→ ∞ kada n −→ ∞.

Kako je sluqajna veliqina X suma N indikatorskih sluqajnih veliqina, �oj

odgovara Binomna raspodjela pa je

D[X] = Np(1− p).

Tada je
D[X]

(E[X])2
=
Np(1− p)

(Np)2
=

1− p
Np

≤ 1

Np
= Θ

(
1

n2p

)
,

a zbog n2p −→∞ kada n −→∞, zak	uquje se da je

D[X]

(E[X])2
= o(1).

Konaqno, iz pos	edice 2.3 (metoda drugog momenta) slijedi da je P{X = 0} =

o(1) i prema tome P{X > 0} −→ 1 kada n −→∞, pa asimptotski skoro sigurno
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va�i da je X ≥ 1 i kao pos	edica toga Gn,p ∈ Q.
U prethodno razmatranom primjeru svojstva da graf ne sadr�i trougao,

funkcija p∗(n) =
1

n
je prelazna funkcija za to svojstvo.

Mo�e se primjetiti da prelazna funkcija, ako postoji za neko svojstvo,

nije jedinstvena. Na primjer, za isto svojstvo da graf ne sadr�i trougao

funkcija p∗ =
10

n
je, tako�e, prelazna.

4.5.5 Povezanost

Jedno od rastu�ih svojstava koja zavise od prelazne funkcije je povezanost

grafa. Mo�e se definisati vrijednost p tako da u zavisnosti od �e sa velikom

vjerovatno�om graf Gn,p bude povezan ili ne:

Teorema 4.5. Za svako ε > 0 va�i

P{Gn,p je povezan} −→


0, ako p ≤ (1− ε)ln(n)

n

1, ako p ≥ (1− ε)ln(n)

n
.

S	ede�a teorema obezbje�uje prelaznu funkciju za koju va�i svojstvo da ne

postoje izolovani qvorovi u grafu Gn,p, odnosno graf je skoro uvijek povezan.

Teorema 4.6. Neka je p =
c · ln(n)

n
. Ako je c ≥ 3 i n ≥ 100 onda va�i

P{Gn,p je povezan} −→ 1

Egzaktniji rezultat u smislu teorije dat je narednom teoremom:

Teorema 4.7. Neka je p =
c · ln(n)

n
. Ako je c > 1 onda je graf Gn,p povezan sa

velikom vjerovatno�om.

Teorema 4.8. Neka je p(n) =
ln(n) + c+ o(1)

n
. Tada va�i

P{Gn,p je povezan} −→ e−e
−c

Specijalno za p(n) =
ln(n)

n
ova vjerovatno�a te�i e−1.

4.5.6 Odsustvo izolovanih qvorova u grafu Gn,p
Prelazna funkcija za svojstvo odsustva izolovanih qvorova u grafu Gn,p je
ln(n)
n

. Odsustvom izolovanih qvorova graf postaje povezan.
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Neka je X broj izolovanih qvorova u grafu Gn,p. Tada va�i

E[X] = n(1− p)n−1

Poxto je pretpostavka da je funkcija praga
ln(n)

n
, neka je p = c

ln(n)

n
, pa se

dobija

lim
n−→∞

E[X] = lim
n−→∞

n

(
1− c · ln(n)

n

)n
= lim

n−→∞
ne−cln(n) = lim

n−→∞
n1−c

Ako je c > 1 oqekivani broj izolovanih qvorova te�i 0, a to znaqi da skoro

svi mogu�i grafovi nemaju izolovane qvorove.

Ako je c < 1 oqekivani broj izolovanih qvorova te�i ∞ i tada se metodom

drugog momenta dokazuje da skoro svi grafovi imaju izolovan qvor, pa se mo�e

zapisati da je

X = I1 + I2 + ...+ In

gdje je Ii indikator koji ukazuje da li je qvor i izolovan. Onda je

E[X2] =
n∑
i=1

E[I2i ] + 2
∑
i<j

E[IiIj]

Poxto je I2i = Ii, prva suma je jednaka E[X]. U drugoj sumi svi elementi su

isti pa se dobija

E[X2] = E[X] + 2

(
n

2

)
E[I1I2] = E[X] + n(n− 1)E[I1I2] =

= E[X] + n(n− 1)(1− p)n−1(1− p)n−2 = E[X] + n(n− 1)(1− p)2(n−1)−1.

Na kraju se u eksponentu oduzima 1 jer je vjerovatno�a da prva dva qvora nisu

povezena ve� uk	uqena vjerovatno�om da je prvi qvor izolovan. Sada,

E[X2]

(E[X])2
=
n(1− p)n−1 + n(n− 1)(1− p)2(n−1)−1

n2(1− p)2(n−1)
=

1

n(1− p)n−1
+

(
1− 1

n

)
1

1− p

Za p = c
ln(n)

n
, c < 1 i lim

n−→∞
E[X] =∞ va�i

lim
n−→∞

E[X2]

(E[X])2
= lim

n−→∞

[
1

n1−c + (1− 1

n
)

1

1− c ln(n)
n

]
= 1 + o(1)

Na osnovu pos	edice 2.4, vjerovatno�a da je X = 0 te�i 0, xto implicira da

skoro svi grafovi imaju izolovan qvor. Prema tome, ln(n)
n

je prelazna funkcija

za svojstvo odsustva izolovanog qvora.
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4.5.7 Egzistencija ciklusa u grafu Gn,p

Kada je rijeq o problemu formira�a ciklusa u sluqajnom grafu posmatra se

svaki podskup od k qvorova i ispituje se pod kojim uslovima oni formiraju

ili ciklus ili povezanu komponentu.

Prag za svojstvo prisustva ciklusa u sluqajnom grafu Gn,p je 1
n
, xto se mo�e

pokazati primjenom metoda prvog i drugog momenta.

Neka je X broj ciklusa u grafu Gn,p. Formira�e ciklusa du�ine k mogu�e

je na
(
n
k

)
naqina. Datih k qvorova mo�e biti ure�eno proizvo	nim izborom

prvog qvora, zatim izborom drugog od preostalih k− 1, i tako redom. Kako su

poqetak i kraj ciklusa spojeni, ciklus i �egova obrnuta varijanta se smatraju

istim, pa je broj naqina potrebno podijeliti sa 2:

E[X] =
n∑
k=3

(
n

k

)
(k − 1)!

2
pk ≤

n∑
k=3

nkpk

2k
≤

n∑
k=3

nkpk = (np)3
1− (np)n−2

1− np
≤ 2(np)3

s tim da je np < 1
2
.

Kada je p asimptotski ma�e od 1
n
, onda

lim
n−→∞

np = 0 i lim
n−→∞

n∑
k=3

(np)k = 0.

Dakle, kada n −→ ∞ onda E[X] −→ 0, pa se na osnovu metode prvog momenta

opisane u uvodu zak	uquje da graf skoro sigurno nema cikluse. Pomo�u metode

drugog momenta mo�e se pokazati da za p = d
n
, d > 1, graf ima ciklus sa

vjerovatno�om koja te�i 1.

Prethodno navedeno ne daje strog prag jer je tvr�eno da E[X] −→ 0 samo pod

pretpostavkom da je p asimptotski ma�e od 1
n
. Strog prag zahtjeva da E[X] −→

0 za p = d
n
, d < 1.

U tom sluqaju za p = d
n
, d = const. va�i

E[X] =
n∑
k=3

(
n

k

)
(k − 1)!

2
pk =

1

2

n∑
k=3

n(n− 1)(n− 2)...(n− k + 1)

k!
(k − 1)! · pk

=
1

2

n∑
k=3

n(n− 1)(n− 2)...(n− k + 1)

nk
dk

k
.

E[X] konvergira ako je d < 1, a divergira ako je d ≥ 1.

Ako je d < 1, onda je E[X] ≤ 1
2

∑n
k=3

dk

k
i graniqna vrijednost E[X] te�i

pozitivnoj konstanti.
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Ako je d = 1, onda je

E[X] =
1

2

n∑
k=3

n(n− 1)...(n− k + 1)

nk
1

k
.

Ako se u obzir uzme samo prvih ln(n) qlanova sume, zbog n
n−i = 1 + i

n−i ≤ e
i

n−i

slijedi da je n(n−1)...(n−k+1)
nk ≥ 1

2
. Stoga,

E[X] ≥ 1

2

ln(n)∑
k=3

n(n− 1)...(n− k + 1)

k · nk
≥ 1

4

ln(n)∑
k=3

1

k
.

lim
n−→∞

E[X] ≥ lim
n−→∞

1

4

ln(n)∑
k=3

1

k
≥ lim

n−→∞
ln(ln(n)) =∞.

Za p = d
n
, d < 1, E[X] konvergira konstanti razliqitoj od 0 i sa pozi-

tivnom vjerovatno�om grafovi �e imati konstantan broj ciklusa nezavisno

od veliqine grafa.

Za d > 1, E[X] konvergira beskonaqnosti, te po metodi drugog momenta grafovi

�e imati neograniqen broj ciklusa koji raste sa n.

4.5.8 Asimptotska ekvivalentnost modela sluqajnih grafova

Prije navo�e�a tvr�e�a o asimptotskoj ekvivalentnosti navedenih modela,

navode se s	ede�a dva tvr�e�a koja porede vjerovatno�e da neko svojsvo va�i

za date modele.

Tvr�e�e 4.3. Neka je Q neko svojstvo grafa G, p = M

(n
2)
, gdje je M = M(n), i(

n
2

)
−M −→∞. Tada asimptotski va�i

P{Gn,M ∈ Q} ≤
√

2πMP{Gn,p ∈ Q}

Tvr�e�e 4.4. Neka je Q monotono rastu�e (opadaju�e) svojstvo grafa G, p =
M

(n
2)
. Tada asimptotski va�i

P{Gn,M ∈ Q} ≤ 3P{Gn,p ∈ Q}.

Kako je ranije pomenuto, korisno je primjetiti da u ve�ini sluqajeva mod-

eli Gn,M i Gn,p mogu praktiqno zamjeniti jedan drugog, pod uslovom da je M

blizu p
(
n
2

)
. Pri analizi grafa Gn,p, ako se postavi da je p = M

(n
2)
, oqekivani

broj grana u binomnom sluqajnom grafu Gn,p, kao i u grafu Gn,M jednak je M .

Za bilo koje monotono svojstvo konvergencija grafa Gn,M implicira konver-

genciju Gn,p ka istoj graniqnoj vrijednosti.
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Tvr�e�e 4.5. Neka je Q proizvo	no svojstvo, p = p(n) ∈ [0, 1] i 0 ≤ a ≤ 1.

Ako za svaki niz cijelih broja M(n), 0 ≤M(n) ≤
(
n
2

)
, takav da

M = p

(
n

2

)
+O

(√(
n

2

)
p(1− p)

)
va�i

P{Gn,M ∈ Q} −→ a, kada n −→∞, onda va�i i da

P{Gn,p ∈ Q} −→ a, kada n −→∞.

4.5.9 Egzistencija k-klike u sluqajnom grafu

Kao xto je ve� pokazano postoji prag za p tako da kada n −→ ∞ sluqajan

graf Gn,p skoro sigurno sadr�i trougao. Ovaj koncept mo�e biti proxiren

pronalaskom vrijednosti p tako da sa velikom vjerovatno�om graf Gn,p skoro

sigurno ili sadr�i ili ne sadr�i skup od k qvorova, takvih da su svi me�u-

sobno povezani, xto se u literaturi naziva k-klika. Ova ideja motivisana je

pretpostavkom da dodava�em novih grana u sluqajan graf, oqekivano nastaju i

nove klike, dok u sluqaju grafa qije se grane pojav	uju sa malom vjerovatno�om

ne postoji veliki broj klika. Od interesa je granica vrijednosti p u odnosu

na koju se posmatra egzistencija k−klike u grafu. Jasno je da se za p = 1 mo�e

na�i bilo koja klika veliqine ma�e ili jednako n, ali od interesa je najma�a

vrijednost p za koju postoji k−klika u grafu.

Teorema 4.9. Neka je Kr kompletan graf sa r qvorova, r ≥ 3. Za vjerovatno�u

pripada�a r−klike grafu Gn,p va�i

P (Gn,p ⊇ Kr) −→

0, ako p� n−2/(r−1)

1, ako p� n−2/(r−1)

Dokaz ove teoreme koji je dao britanski matematiqar Bolobas [2] izlo�en

je u radu [7].

U pore�e�u sa svojstvom povezanosti interesanto je uoqiti da je granica

vrijednosti p za egzistenciju k-klike asimtotski ma�a ili jednaka od funkcije

oblika n−x za razliku od granice u Teoremi 4.5, gdje je ona diskretna funkcija

koja zavisi od ε i ln(n)
n

. Ovo sugerixe da je priroda sluqajnih grafova da budu

povezani osjet	ivija kada je u pita�u vrijednost p od svojstva da posjeduju

podgraf.

Poznava�e svojstava odre�enih podgrafova je znaqajno u teoriji grafova

i kombinatorici, kao i u �ihovoj primjeni. Modeli sluqajnih grafova koji
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generixu obimne ili qeste podgrafove (klike) su pogodni za modelova�e so-

cijalnih mre�a, kao xto su 	udske organizacije koje se prirodno teme	e na

me�usobno povezanim grupama prijate	a ili poznanika.

4.5.10 Nastaja�e K4 klike u sluqajnom grafu Gn,p
Neka je K4 kompletan graf koji ima 4 qvora. U grafu K4 postoji

(
4
2

)
= 6 grana.

Sluqajna veliqina X predstav	a broj grafova oblika K4 koju su sadr�ani u

sluqajnom grafu Gn,p. Bi�e pokazano da je odgovaraju�a prelazna funkcija

p∗(n) = n−2/3. Oqekivana vrijednost sluqajne veliqine X je

E[X] =

(
n

4

)
p6 ∼ n4p6.

Ako je p� p∗ ili ekvivalentno p =
p∗

ω(n)
, gdje ω(n) funkcija za koju va�i

lim
n→∞

ω(n) =∞,

onda za oqekiva�e sluqajne veliqine X va�i

E[X] =

(
n

4

)
p6 =

(
n

4

)
p∗6

ω(n)6
= o(1).

Dakle, na osnovu metoda prvog momenta mo�e se zak	uqiti da kada je p� n−2/3

onda

P{X = 0} ≤ E[X] = o(1),

ili ekvivalentno X = 0 sa velikom vjerovatno�om.

Kada je p∗ � p ili ekvivalentno p = p∗ω(n), onda je X > 0 sa velikom

vjerovatno�om. Oqekivana vrijednost broja K4 podgrafova te�i ∞, naime

E[X] =

(
n

4

)
p6 =

(
n

4

)
p∗6ω(n)6 = Θ(ω(n)6) −→∞.

Me�utim, iz toga se ne mo�e zak	uqiti da je X > 0 sa velikom vjerovatno�om.

Ovdje se primje�uje metod drugog momenta. Prvo, neka je Xi indikatorska

promjen	iva za prisustvo i-tog grafa K4 u grafu, i = 1, ...,
(
n
4

)
. Sluqajna

veliqina X koja je definisana kao broj K4 grafova u grafu Gn,p mo�e se

zapisati kao

X = X1 +X2 + ...+X(n
4)
.

Kada dva grafa K4 ne dijele ni jednu granu, onda su odgovaraju�i indikatori

nezavisni, tj.

47



Sluqajni grafovi

Cov[Xi, Xj] = P{Xi = Xj = 1} − P{Xi}P{Xj} = p12 − p6p6 = 0

Ekvivalentno, to je sluqaj kada se dva grafa K4 ukrxtaju tj. sijeku u jednom

ili nijednom qvoru. Preostaju 2 sluqaja, jer kardinalnost skupa presjeka osim

0 i 1, mo�e jox biti 2 i 3. Ta dva sluqaja koja su od interesa su prikazana na

slici, pri qemu su naglaxeni presjeci dva K4 podgrafa.

Slika 4.3: Dva sluqaja presjeka K4 podgrafova

U prvom sluqaju dva K4 grafa imaju 2 zajedniqka qvora, odnosno 1 zajedniqku

granu. Tada je ukupan broj grana 11, a oba indikatora uzimaju vrijednost 1.

Zbog toga se dobija da je kovarijacija

Cov[Xi, Xj] = p11 − p12.

Sliqno, u drugom sluqaju dvaK4 grafa imaju 3 zajedniqka qvora i 3 zajedniqke

grane. Tada je ukupan broj grana 9, pa se dobija da je kovarijacija

Cov[Xi, Xj] = p9 − p12.

Treba prebrojati broj kombinacija koje se pojav	uju u odnosu na izbor qvorova

u ova dva sluqaja. U prvom sluqaju bira se 6 od n qvorova, pa ima
(
n
6

)
kombi-

nacija, i za svaku kombinaciju biraju se 2 zajedniqka qvora, a zatim i raspored

preostalih. U drugom sluqaju bira se 5 od n qvorova, a zatim 3 zajedniqka

qvora i sliqno.

Koriste�i metodu drugog momenta objax�enu u uvodnom dijelu, dobija se

D[X] ≤ E[X] +
∑
i 6=j

Cov[Xi, Xj] ≤
(
n

4

)
p6 +

(
n

6

)(
6

2

)(
4

2

)
p11 +

(
n

5

)(
5

3

)(
2

1

)
p9 =

= o(n8p12) = o((E[X])2).

Ovo pokazuje da je X > 0 sa velikom vjerovatno�om kada je p∗ � p.
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4.5.11 Najve�a komponenta sluqajnog grafa

Jedno od najupeqat	ivih otkri�a koje su dali Erdex i Reni odnosi se na pris-

ustvo najve�e komponente u modelu sluqajnog grafa. Ovo se dovodi u vezu sa

fenomenom faznog prelaza, koji se u ovom sluqaju odnosi na red najve�e kom-

ponente. Ukratko, red komponente u Erdex-Renijevom grafu se mije�a od log-

aritamskog do linearnog kada oqekivani stepen qvora sa vrijednosti nexto

ma�e od 1 prelazi iznad 1 (na primjer od 0.99 do 1.01) prilikom dodava�a

grana. Prema tome, svi sluqajni grafovi se ponaxaju sliqno u smislu da pos-

toji nekoliko komponenata grafa koje su male veliqine, i najve�a komponenta

qija je veliqina po definiciji ve�a od n2/3.

Tokom procesa nastanka grafa, nakon odre�enog vremena jedna komponenta

poqi�e da dominira u smislu svoje veliqine, dok druge komponente rastu

znatno slabije. Ispostav	a se da kada je rijeq o sluqajnom grafu koji je tek u

fazi nastanka, taqnije kada je prosjeqan stepen odre�enog qvora grafa ma�i

od 1, rast svih komponenata grafa je reda O(ln(n)). Me�utim, kako prosjeqan

stepen postaje ve�i od 1, komponente poqi�u da rastu linearno.

Mo�e se uvesti parametrizacija

M =
dn

2
,

p =
d

n− 1

tako da d oznaqava oqekivan stepen qvora sluqajnog grafa i mo�e se uzeti u

obzir kada se razmatraju svojstva koja va�e za graf sa velikom vjerovatno�om,

odnosno vjerovatno�a te�i 1 kada za broj qvorova va�i n −→∞.

Preciznije, ako je u Erdex-Renijevom grafu sa d > 0 oznaqen oqekivani

stepen qvora i d je ma�e od kritiqne vrijednosti 1, sluqajan graf sa velikom

vjerovatno�om sadr�i stabla i necikliqne komponente i tada najve�u kompo-

nentu predstav	a stablo reda O(ln(n)). Takve komponente se nazivaju male

komponente. S druge strane, ako je d ve�e od 1, sa velikom vjerovatno�om pos-

toji jedinstvena najve�a komponenta koja je linearnog reda, dok su sve druge

najve�e komponente necikliqne (stablo) reda O(ln(n)). Drugim rijeqima, sve

komponente osim najve�e su male. Ako je oqekivani stepen qvora d bax jednak

kritiqnoj vrijednosti 1, red najve�e komponente je reda ve�eg od n2/3.

Jedan od pristupa razmatra�a najve�e komponente sluqajnog grafa je heuris-

tiqki. Prethodno je pokazano da u sluqaju kada je p = o( 1
n
) ne postoji nijedan

trougao u sluqajnom grafu. To znaqi da su qvorovi uglavnom izolovani (d = 0)

ili obrazuju stabla. Tako�e, navedeno je da je za p > c·ln(n)
n

, c ≥ 1 sluqajan graf
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povezan. Postav	a se pita�e xta se dexava izme�u ovih faza. Ispostav	a se

da se jedinstvena najve�a komponenta pojav	uje kada je p = c
n
za c > 1. Najve�a

komponenta grafa se definixe kao komponenta reda O(n).

Neka je u vjerovatno�a da sluqajno izabran qvor ne pripada najve�oj kompo-

nenti. Bilo koji drugi qvor mo�e da bude sadr�an u najve�oj komponenti ili

da ne bude, odnosno ova dva qvora mogu da budu nepovezani ili povezani. Ako

drugi qvor pripada najve�oj komponenti onda oni nisu povezani, a vjerovatno�a

ovog doga�aja je 1 − p, a ako se drugi qvor ne nalazi u najve�oj komponenti

povezani su sa vjerovatno�om up. Nakon odabira prvog, preostaje n−1 qvorova,

stoga je

u = (1− p+ up)n−1.

Za uvedenu parametrizaciju p =
d

n
, za d > 0, gdje je d prosjeqan stepen qvora,

dobija se

u =

(
1− d

n
+ u

d

n

)n−1
=

(
1− d

n
(1− u)

)n−1
ln(u) = (n− 1) · ln

(
1− d

n
(1− u)

)
Koriste�i ln(1 + x) ≈ x za male vrijednosti x, dobija se

ln(u) ≈ −(n− 1) · d · (1− u)

n

=⇒ u ≈ e−d(1−u)

Konaqno, vjerovatno�a pojav	iva�a qvora u najve�oj komponenti v = 1−u data

je jednaqinom

1− v = e−d·v

Ova jednaqina uvijek daje rjexe�e v = 0. Me�utim, to nije jedino rjexe�e za

sve mogu�e vrijednosti d. Ovo se mo�e vidjeti posmatar�em grafikona dvije

funkcije f(v) = 1 − e−dv i g(v) = v. �ihovi presjeci daju rjexe�a poqetne

jednaqine. Sijeku se u 0 jer f(0) = g(0) = 0 kao xto je oqekivano.

f ′(v) = de−d·v > 0,

f ′′(v) = −d2e−d·v < 0

Slika 4.4 daje grafikone tih funkcija i omogu�ava analizu broja rjexe�a

jednaqine 1−v = e−d·v. Na lijevom grafikonu se vidi da za v ≥ 0 postoji jedno
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Slika 4.4: Analiza broja rjexe�a jednaqine 1− v = e−d·v

trivijalno rjexe�e v = 0 kada je d ≤ 1 , a kada je d > 1 postoje dva rjexe�a.

Desno su rjexe�a data kao funkcija od d.

Posmatraju�i izvode, vidi se da za v ≤ 0 izvod ne mo�e biti ve�i nego u

v = 0 gdje je bax f ′(0) = d > 0. Dakle, za d ≤ 0 postoji jedinstveno trivijalno

rjexe�e v = 0, ali za d > 1 pojav	uju se i druga pozitivna rjexe�a v tako da

je 0 < v < 1.

Tehniqki, pokazano je da za d ≤ 1 ne postoji najve�a komponenta. Ako je

d > 1, to znaqi da sluqajno izabran qvor sa poqetka ima d susjeda u prosjeku.

Svaki �egov susjed ima d2 susjeda itd. Nakon s koraka bi�e ds qvorova u okviru

uda	enosti s od poqetnog qvora. Broj d > 1 raste eksponencijalno i stoga �e

ve�ina qvorova biti povezana unutar najve�e komponente. �ihova uqestalost

se mo�e na�i kao nenula rjexe�e jednaqine 1− v = e−dv.

Preciznije qi�enice se mogu posti�i ako bi se ovaj problem sagledao iz ugla

procesa grana�a.

U ci	u procjene dijametra grafa Gn,p mo�e biti postav	en jox jedan heuris-

tiqki uslov. Proces dodava�a novih potomaka, tj. grana ne traje beskonaqno,

ve� samo dok se ne dostigne n qvorova:

ds = n

Nakon logaritmova�a ovog izraza dobija se

s · ln(d) = ln(n).

s =
ln(n)

ln(d)

aproksimira dijametar Erdex-Renijevog grafa.

51



Sluqajni grafovi

S obzirom na to da je prisustvo najve�e komponente odre�eno vrijednox�u

praga, mo�e se govoriti o faznim prelazima. U ovom sluqaju se za prag uzima

ustanov	ena vrijednost stepena qvora, tj. za d < 1 najve�a komponenta ne

postoji, dok za d > 1 ona postoji.

Slika 4.5: Prelazne faze u Erdex-Renijevom sluqajnom graf

Prilikom izuqava�a nastanka najve�e komponente u grafu Gn,p oqekivani

stepen qvora je krucijalan. Nastanak grana u grafu mo�e se povezati sa proce-

som grana�a. Za dati qvor V , prvo se izlo�e �egovi potomci, a zatim potomci

svakog od �ih i tako sve dok postoje qvorovi u komponenti kojoj pripada qvor V .
Grubo reqeno, ako je do sada izlo�eno k = o(n) qvorova, broj potomaka svakog

od qvorova je sluqajna veliqina sa Binomnom raspodjelom i parametrima n−k
i p, te je oqekiva�e (n − k)p ∼ d. Kako Binomna raspodjela B(n − k, p) kon-

vergira Puasonovoj raspodjeli P(d) sa sred�om vrijednox�u d = p(n− 1) kada

n −→ ∞ i d je fiksirana konstanta, proces izlaga�a komponenti se mo�e

aproksimirati Galton−Watson-ovim procesom grana�a koji, tako�e, ima Pua-

sonovu raspodjelu P(d). Proces grana�a poqi�e jednom jedinkom, odnosno u

ovom sluqaju jednim qvorom, a da	e se generixu sluqajni qvorovi u skladu sa

Puasonovom raspodjelom P(p). Klasiqan proces grana�a sa vjerovatno�om 1

izumire ako je d < 1; ovo odgovara malim komponentama u grafu Gn,p. S druge

strane, ako je d > 1 proces opstaje beskonaqno dugo. Vjerovatno�a opstanka

data je jedinstvenim pozitivnim rjexe�em v = v(d) ∈ (0, 1) jednaqine

1− v = e−d·v.
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Ova vjerovatno�a odgovara vjerovatno�i da odabrani qvor grafa Gn,p pripada

najve�oj komponenti. Na ovaj naqin dobija se da je za d > 1 najve�a komponenta

u sluqajnom grafu Gn,p reda v · n+ o(n).

4.5.12 Najve�a komponenta sluqajnog grafa sa datom raspodjelom

stepena qvora

Ameriqki matematiqari Molloy i Reed su rijexili pita�e postoja�a najve�e

komponente u sluqajnom grafu koji ima neuniformnu raspodjelu stepena qvora.

Neka je λi udio qvorova qiji je stepen i, tada najve�a komponenta postoji ako i

samo ako va�i
∞∑
i=0

i(i− 2)λi > 0.

Intuitivno, qvorovi stepena 0 se ne pojav	uju, osim ako je rijeq o izolovanim

qvorovima. Ako postoji qvor stepena 1, onda to znaqi sma�e�e xire�a grana

koje su na tom qvoru jer jedna grana ulazi u qvor, ali ni jedna ne izlazi ili obr-

nuto. Stepen 2 je neutralan jer se taj sluqaj mo�e posmatrati kao jedna grana

koja ulazi i izlazi iz qvora. U tom sluqaju nema pove�a�a veliqine kompo-

nente jer nema dodatnog grana�a. Qvorovi sa stepenom ve�im od 2 pove�avaju

granicu komponente za i− 2 qvora, jer u qvor ulazi jedna grana, a izlazi i− 1

grana ka novim qvorovima, odnosno izlazi ta jedna koja je uxla i jox i − 2

grane. U formuli je iλi proporcionalno vjerovatno�i dostiza�a stepena i, a

i − 2 predstav	a pove�a�e ili sma�e�e veliqine granice kada se dostigne

stepen i.

Prethodni uslovi mogu biti primje�eni na sluqajan graf Gn,p. Fazni prelaz

se dexavaje u sluqaja kada p = 1
n
i tada s	ede�a suma dosti�e 0

n∑
i=0

i(i− 2)pi = 0.

Za p = 1
n

prosjeqan stepen svakog qvora je 1 i postoji n
2

grana. Zapravo,

raspodjela stepena qvora je Binomna gdje je vjerovatno�a da stepen qvora uzima

vrijednost i data sa

pi =

(
n

i

)
pi(1− p)n−i.

Treba pokazati da za pi =
(
n
i

)
pi(1− p)n−i i p = 1

n
va�i da je

lim
n−→∞

n∑
i=0

i(i− 2)pi = 0.
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lim
n−→∞

n∑
i=0

(
n

i

)
i(i− 2)

(
1

n

)i(
1− 1

n

)n−i
=

= lim
n−→∞

n∑
i=0

i(i− 2)
n(n− 1)...(n− i+ 1)

i! · ni

(
1− 1

n

)n(
1− 1

n

)−i
=

=
1

e
lim
n−→∞

n∑
i=0

i(i− 2)
n(n− 1)...(n− i+ 1)

i! · ni

(
n

n− 1

)i
≤

≤
∞∑
i=0

i(i− 2)

i!

Treba primjetiti da je

∞∑
i=0

i

i!
=
∞∑
i=1

i

i!
=
∞∑
i=1

1

(i− 1)!
=
∞∑
i=0

1

i!

I s	ede�e

∞∑
i=0

i2

i!
=
∞∑
i=1

i

(i− 1)!
=
∞∑
i=0

i+ 1

i!
=
∞∑
i=0

i

i!
+
∞∑
i=0

1

i!
= 2

∞∑
i=0

1

i!
.

Stoga va�i
∞∑
i=0

i(i− 2)

i!
=
∞∑
i=0

i2

i!
− 2

∞∑
i=0

i

i!
= 0.

4.6 Proces grana�a za grafove

Proces grana�a se mo�e primjeniti prilikom izuqava�a naqina na koji se

formira sluqajan graf, odnosno stablo, pri qemu je kao i do sada unaprijed

odre�en broj qvorova, tj. broj jedinki u populaciji. Poqetni qvor koji se

jox naziva korijen i qvorovi koji nastaju u narednim trenucima kao potomci,

imaju istu raspodjelu koja odre�uje broj potomaka svakog qvora.

Osim xto se oqigledno primje�uje u studijama o populaciji, proces grana�a

se koristi i u izuqava�u povezanih komponenti u sluqajnom grafu. Osnovno

pita�e koje se ovdje jav	a odnosi se na vjerovatno�u da stablo bude konaqno, tj.

vjerovatno�u da nakon konaqnog broja generacija proces stane. Ova vjerovatno�a

se naziva vjerovatno�a izumira�a. Analiza procesa grana�a kod grafova po-

drazumijeva odre�iva�e te vjerovatno�e uslov	ene izumira�em populacije,

kao i oqekivane vrijednosti veliqine komponenata. Va�an alat koji se ovdje

koristi je generatorna funkcija.

Neka je Zj broj potomaka generacije j i neka je fj(x) generatorna funkcija

sluqajne veliqine Zj. Onda je f1(x) = f(x) generatorna funkcija prve gen-

54



Sluqajni grafovi

eracije, gdje je f(x) generatorna funkcija za broj potomaka korijena stabla.

Generatorna funkcija druge generacije je f2(x) = f(f(x)). Generalno va�i da

je generatorna funkcija generacije j+1 data sa fj+1(x) = fj(f(x)). Ovo se mo�e

vidjeti razmatraju�i generatornu funkciju zbira dvije jednako raspodje	ene

cjelobrojne nenegativne sluqajne veliqine X1 i X2 koja je jednaka kvadratu

generatorne funkcije

f 2(x) = p20 + (p0p1 + p1p0)x+ (p0p2 + p1p1 + p2p0)x
2 + ...

Ako zbir X1 + X2 uzima vrijednost 0, onda obje sluqajne veliqine uzimaju

vrijednost 0, a ako je vrijednost zbira 1, onda taqno jedna sluqajna veliqina

uzima vrijednost 0, a druga 1. Uopxteno za nezavisne sluqajne veliqine sa

generatornim funkcijama f(x) va�i da je generatorna funkcija sume i takvih

sluqajnih veliqina zapravo f i(x).

Koeficijent uz xi u fj(x) oznaqava vjerovatno�u da je i-ta jedinka potomak j-e

generacije. Ako postoji i potomaka u j-oj generaciji, broj potomaka generacije

j+ 1 je zbir i nezavisnih sluqajnih veliqina sa generatornom funkcijom f(x).

Prema tome, generatorna funkcija j + 1-ve generacije, pri qemu u j-oj gen-

eraciji ima i potomaka data je sa

fj+1(x) =
∞∑
i=0

P{Zj = i}f i(x).

Kako su f(x), kao i iteracije f2(x), f3(x), ... polinomi po x sa nenegativnim

koeficijentima, onda su te funckije monotono rastu�e i konveksne na je-

diniqnom intervalu. Poxto se vjerovatno�a broja potomaka sumira na 1, ako je

p0 < 1 neki koeficijenti u f(x) su razliqiti od nule i f(x) je strogo rastu�a.

Neka je q = 1 − p vjerovatno�a izumira�a u procesu grana�a. Ako u prvoj

generaciji postoji i potomaka, onda svako podstablo od �ih i mora nestati

tj. u nekom trenutku prestati da se grana, xto se dexava sa vjerovatno�om

qi. Prema tome, q je jednako sumi (po i) proizvoda vjerovatno�e postoja�a i

potomaka i vjerovatno�e da i-to podstablo izumre:

q =
∞∑
i=0

piq
i.

Dakle, q je rjexe�e jednaqine

x =
∞∑
i=0

pix
i,
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gdje je zapravo x = f(x), xto ukazuje da rjexe�e zadovo	ava jednaqinu f(x) = x

na intervalu [0,1].

x = 1 je uvijek rjexe�e jer je

f(1) = 1 =
∞∑
i=0

pi.

Neka m oznaqava izvod funkcije f(x) u taqki x = 1 tj.

m = f ′(1) = p1 + 2p2 + 3p3 + ...

Tada je m oqekivani broj potomaka.

Ako je m > 1 prirodno je oqekivati da �e stablo beskonaqno rasti i da

svaki qvor u trenutku j ima vixe od jednog potomka, ali ovo ne znaqi da

je vjerovatno�a izumira�a 0.

Kako p0 oznaqava vjerovatno�u da postoji 0 potomaka, kada je p0 > 0, onda sa

pozitivnom vjerovatno�om qvor nema potomke i proces grana�e se zaustav	a.

Ranije je d oznaqavalo stepen qvora, a sada ovdje m ima tu ulogu.

Ako je m < 1, i m je definisano kao prvi izvod funkcije f(x) u taqki x = 1

onda je nagib funkcije f(x) u taqki x = 1 ma�i od 1. Kako je funkcija kon-

veksna, to znaqi da je f(x) > x za x ∈ [0, 1) pa onda jednaqina f(x) = x nema

rjexe�e na [0,1).

Ako je m = 1 i p1 < 1, onda opet iz konveksnosti slijedi da je f(x) > x za

x ∈ [0, 1) i jednaqina f(x) = x nema rjexe�e na [0,1).

Ako je m = 1 i p1 = 1 onda je f(x) prava.

Ako je m > 1 onda je nagib f(x) ve�i od nagiba x u taqki x = 1. Zbog konvek-

snosti, jednaqina f(x) = x ima jedinstveno rjexe�e na [0,1). Kada je p0 = 0

rjexe�e je u taqki x = 0.

Neka je q najma�e, nenegativno rjexe�e jednaqine f(x) = x. Za m < 1 i za

m = 1 i p0 < 1, va�i da je q = 1, a za m > 1 q je strogo ma�e od 1. Upravo

rjexe�e q oznaqava vjerovatno�u izumira�a, a 1−q vjerovatno�u opstanka (be-

smrtnosti), tj. q je vjerovatno�a da za neko j nema potomaka j-e generacije. To

se mo�e vidjeti iz napomene da za m > 1 i 0 ≤ x < 1 va�i

lim
j−→∞

fj(x) = q.

Kako je ranije definisano, fj(x) predstav	a generatornu funkciju, tj.

fj+1(x) =
∞∑
i=0

P{Zj = i}f i(x).
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Qi�enica da graniqna vrijednost generatorne funkcije ne zavisi od x ve�

je konstanta q, govori da je P{Zj = 0} = q i P{Zj = i} = 0 za sve konaqne

nenula vrijednosti i. Preostala vjerovatno�a je vjerovatno�a neograniqene

komponente. Prema tome, kada je m > 1, q je vjerovatno�a izumira�a, a 1 − q
vjerovatno�a da Zj raste bez granice, tj besmrtno.

Teorema 4.10. Neka je f(x) generatorna funkcija broja potomaka svakog qvora

u stablu koje je generisano procesom grana�a.

(a) Ako je oqekivani broj potomka svakog qvora ma�i ili jednak 1, onda je

vjerovatno�a izumira�a 1, osim u sluqaju da je vjerovatno�a taqno jednog

potomka jednaka 1.

(b) Ako je oqekivani broj potomka svakog qvora ve�i od 1, onda je vjerovatno�a

izumira�a jedinstveno rjexe�e jednaqine f(x) = x na intervalu [0, 1).

Proces grana�a takav da jem < 1 ilim = 1 i p1 < 1 izumire sa vjerovatno�om

1.

Ako je m = 1 i p1 = 1 onda proces grana�a sadr�i beskonaqan lanac. Ako

je m > 1 onda do izumira�a dolazi sa nekom vjerovatno�om ma�om od 1, osim

u sluqaju p0 = 0 kada ne dolazi do izumira�a jer qvor uvijek ima bar jednog

potomka.

Za pisa�e ovog poglav	a korixtena je literatura [2], [3], [4], [5] i [9].
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Srodne oblasti i primjena

Od kad su predstav	eni, sluqajni grafovi se intenzivno prouqavaju. Postali

su jedna od centralnih tema savremene matematike dijelom zbog toga xto su

usko povezani sa brojnim sluqajnim strukturama kao xto su povrxi nastale

na sluqajan naqin, sluqajne mape, matrice, sistemi, a dijelom i zbog toga

xto su korisne za modelova�e, analizu i rjexava�e strukturnih i algori-

tamskih problema kojih je sve vixe u matematici, informatici, prirodnim

i druxtvenim naukama, kao i u svakodnevnom �ivotu. Intenzivno prouqa-

va�e sluqajnih struktura, posebno fenomena faznih prelaza, spojilo je vixe

oblasti istra�iva�a, kao xto je teorija vjerovatno�a, diskretna matematika,

programira�e, statistika.

5.1 Fazni prelazi

Fazni prelazi se bave iznenadnim promjenama osobina ogromnih struktura,

izazvanih prekoraqe�em kritiqnog parametra. To se mo�e posmatrati u matem-

atici i prirodnim naukama iz razliqitih uglova. Fazni prelazi u modelima

sluqajnih grafova predstav	eni su u podpoglav	u 4.5.4 Prelazne funckije za

monotona svojstva.

Primjer faznih prelaza iz svakodnevnog �ivota je u vezi sa sta�em vode:

od leda (qvrsto sta�e), preko vode (teqno) do pare (gasovito sta�e). Ovdje pos-

toje dvije kritiqne temperature: taqka smrzava�a vode i taqka k	uqa�a vode.

Na niskim temperaturama u qvrstom sta�u atomi i molekuli uzajamno jako

djeluju sa svojim susjedima i gusto su pakovani. Na sred�im temperaturama,

interakcije su slabije, xto se rezultuje konstantnim promjena na kratkim

uda	enostima. Na visokim temperaturama molekuli obrazuju rijetku, ali jako

dinamiqnu strukturu. Intrigantna qi�enica je da se ove promjene indukovane

temperaturom ne dexavaju neprekidno, ali dovode do dva nagla xoka tj. fazna
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prelaza na temperaturama top	e�a i k	uqa�a. Ova svojstva se mogu izuqa-

vati kao svojstva sluqajnih grafova sa prelaznim funkcijama.

Pretpostavka je da se neka teqnost nalazi na vrhu nekog predmeta saqin-

jenog od poroznog materijala. Problem koji dolazi iz oblasti fizike i glasi

da li �e teqnost na�i svoj put i sti�i do dna predmeta, mo�e biti matema-

tiqki modelovan tkzv. granicom perkolacije. Svaka dva susjeda u kvadratnoj

rexetki su povezana granom. Grana mo�e biti otvorena sa vjerovatno�om p,

xto znaqi da propuxta teqnost. U suprotnom je zatvorena sa vjerovatno�om

1 − p nezavisno od ostalih. Granica perkolacije kompletnog grafa Kn, koji

sadr�i n qvorova i
(
n
2

)
grana je binomni sluqajan graf Gn,p.

Matematiqka formulacija prethodnog pita�a odnosi se na vjerovatno�u

egzistencije otvorene staze koja povezuje vrh i dno, za dato p. Ispostav	a se

da za beskonaqnu rexetku postoji kritiqna vrijednost pc, tako da za p < pc

vjerovatno�a da takva staza postoji je 0, a za p > pc vjerovatno�a je 1.

Slika 5.1: Izgled rexetke za razliqite vrijednosti p

5.2 Druxtvene nauke

Analiza povezanosti i komunikacije me�u 	udima iz ugla teorije determin-

istiqkih i sluqajnih grafova je znaqajna u druxtvenim naukama. Jedan od

najstarijih primjera je fenomen poznat pod nazivom xest stepeni razdvaja�a

(eng. six degrees of separation), na osnovu koga bilo koja dva qovjeka mogu

biti povezana lancem poznanstva preko 6 osoba u prosjeku. Ono po qemu se

prepoznaje sliqnost ovog modela Erdex-Renijevom modelu jeste mala vrijed-

nost dijametra, a razliku predstav	a koeficijent klasterova�a koji je visok

kod ovakvih modela tkzv. mre�a malog svijeta. Xansa da dva qovjeka imaju
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zajedniqkog prijate	a je mnogo ve�a nego u sluqajnom grafu.

Svakodnevno napredova�e interneta veoma koristi druxtvenim naukama:

	udska aktivnost na web stranicama i komunikacija unutar druxtvenih za-

jednica predstav	aju bogat izvor podataka. U pozadini ove strukture kriju

se mre�e koje mogu pomo�i u predvi�a�u budu�eg razvoja i uticaja na druxtvo

daleko izvan granica interneta.

5.3 Mre�no modelova�e bankarskog sektora

Pri opisiva�u sistemskog rizika znaqajno je posmatrati dinamiku me�usobnih

odnosa finansijskih institucija, odnosno baviti se strukturom me�usobnih

veza i otpornox�u sistema kao cjeline na potencijalne finansijske xokove.

Za modelova�e takvog sistema prikladan je orijentisan graf qije grane

imaju taqno odre�en smijer u smislu svojevrsnog djelova�a jednog qvora na

drugi. Za vjerodostojno prikaziva�e sistema, orijentisan graf treba da bude

i te�inski kako bi se predstavile razliqite osobine grana mre�e u skladu

sa intenzitetom relacije.

Slika 5.2: Mre�a bankarskog sektora
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Mre�u bankarskog sektora qine poslovne banke predstav	ene qvorovima

finansijske mre�e koji su povezani granama tako da svaka grana opisuje neki

odnos prve banke prema drugoj banci (na primjer gubitak koji bi imala prva

banka u sluqaju propasti druge). Upravo ta veza odre�uje smijer, deb	inu i

intenzitet boje grane. Veliqina qvora mo�e da predstav	a na primjer iznos

kojim banka raspola�e, a u skladu sa odre�enim pragovima definisan je spek-

tar boja za qvorove radi lakxe analize xto se mo�e vidjeti na slici 5.2 koja

prikazuje jednu takvu mre�u dobijenu nad realnim podacima pomo�u program-

skog jezika R u kome postoje razni paketi za rad sa grafovima.

Kako bi se osobine mre�e odrazile na dovo	no dobar naqin, potrebno je

odrediti odgovaraju�e statistike. Uglavnom se koriste statistike kao xto

su prosjeqan stepen qvora, ulazni i izlazni stepen qvora, stepen povezanosti,

gustina mre�e, prosjeqna najkra�a staza, globalna efikasnost i sliqno. Na

slici 5.3 dat je prikaz broja ulaznih i izlaznih grana za svaki qvor mre�e tj.

broj transakcija koje svaka banka primi, odnosno pru�i.

Slika 5.3: Broj ulaznih i izlaznih grana za svaki qvor grafa

Pri posmatra�u sistemskog rizika potrebno je obratiti pa��u na qvorove

kroz koje se finansijski xok najlakxe prenosi. S tim ci	em se iz prvobitne

mre�e izdvaja podgraf koga qine banke koje su posebno znaqajne za stabil-

nost sistema kao cjeline. Intuitivno, qvorovi ve�eg stepena imaju znaqa-

jniji polo�aj u mre�i, tj. oni ostvaruju ve�i broj veza sa drugim znaqajnim

qvorovima. Na taj naqin dobija se jezgro mre�e.

Ovaj problem se mo�e gledati i iz ugla teorije sluqajnih grafova, pri

qemu se na osnovu prethodnih scenarija mre�e odre�uje vjerovatno�a nastanka

grane izme�u dva qvora, a zatim se posmatraju razliqiti sluqajevi koji bi
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mogli nastati u budu�em periodu.

Ovakvom analizom se na osnovu statistika mo�e zak	uqiti da li je sis-

temska komponenta rizika u bankarskom sektoru znaqajna ili ne.

Za pisa�e ovog poglav	a korisna je bila literatura [6].

62



Poglav	e 6

Zak	uqak

Ci	 rada bio je prikaz Erdex-Renijevog modela sluqajnih grafova i �ihovih

najznaqajnih osobina. Pod pojomom Erdex-Renijev model mo�e se na�i uni-

formni sluqajan graf, ali je mnogo qex�i binomni sluqajan graf sa kojim je

rad iz ugla teorije vjerovatno�a bli�i i lakxi. Pokazano je da su ova dva

modela asimptotski ekvivalentna.

Svojstva sluqajnih grafova sagledana su iz ugla prelaznih funkcija. Pred-

stav	en je pojam prelazne funkcije za monotona svojstva, kao i centralni

rezultat na ovom po	u koji su dali Bolobas i Tomason. Oni su tvrdili da

za svako monotono svojstvo postoji prelazna funkcija. Za neka konkretna svo-

jstva u radu pokazano je postoja�e prelazne funkcije i da zaista u odnosu na

prag koji ona definixe svojstvo va�i, odnosno ne va�i za sluqajan graf.

Teorija sluqajnih grafova je jako obimna i u ovom radu pomenut je samo

mali dio pojmova i primjera. Osim uniformnog i binomnog sluqajnog grafa,

mnogi drugi modeli se pojav	uju. Neki od �ih su sluqajan planarni graf,

sluqajan regularni graf, sluqajan hipergraf, nehomogeni sluqajan graf i

drugi qija je struktura nexto slo�enija i te�a za izuqava�e. Osim toga, pos-

toje brojni pokazate	i koji opisuju sluqajne grafove, kao xto je elastiqnost

sluqajnog grafa koja mjeri koliko jako sluqajan graf sadr�i neko svojstvo i

sliqno.

Dostupnost podataka koji imaju strukturu slo�enih mre�a i mogu�nost

�ihovog skladixte�a omogu�ava deta	an rad i analizu realnih problema

pomo�u programskih jezika. U radu su prikazane i mogu�nosti primjene nekih

prethodno razmatranih teorijskih rezultata.
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