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IloritaBipe 1

YBOI

Y pajy cy upejicraB/beHe IeHTpaJiHe TeMe y objactu ciydajuux rpadosBa Koje
ce ocjamajy Ha Teopujy BjepoBaTHOha. Paju cajpzku mpersien Hajuaemhux Mojesra

caydajHux rpadona, Kao U HBUXOBE 0COOMHE.

[Ipuje moueTka nmpoydaBama caydajHux rpadoBa, HaBeIeHe Cy OCHOBHE BjepoBaT-
HOCHE MeTOoJ/le W ONIITH TOjMOBH TeopHje TpadoBa Koju ce jaBmajy y paxy. C
003uUpOM Ha TO Jia ce Ha cjaydajue rpadoBe rjeja U3 yrjia Teopuje BjepoBarHoha
HATJIAIIEHO je TMpaBO 3HaYerme TOT MojMa U JedUHUCAH je BjepOBATHOCHH IIPOCTOP
caydajuux rpadopa. Hakon mpukasa Hajluo3HaTHjUX Mojea CIydajHuX rpadosa u
BUXOBOT mopehema, HaBeeHN Cy TO3HATH pe3yaTaTH W HeKu goka3u. CTpyKTypa
cjaydajHux rpadosa je aHaJu3upaHa Kpo3 IPeJICTaB/batbe IbUXOBUX BjePOBATHOCHUX
CBOjCTaBa M JIOJATHUX YCJIOBa KaKO OM HEKO CBOJCTBO BaKUJIO 3a cJaydajaH rpad.
Jlatu cy mpumjepu rpadoBa Koju caJiprKe HEKa OJ TUX CBOjcTaBa, a 3a ojpehena
CBOJCTBA je MOKa3aHo Jia OHA 3aMCTa Bake 3a caydajue rpadose. Ha kpajy cy nase-
JieHe 00J1acTH TPUMjeHe, Kao U TPUMjepH HeKUX CBAKOJIHEBHUX W PeaTHUX MpodieMa

y KOjHMa ce KOpHUCTe cjy4dajuu rpadosu.

Ono 1o uemy ce ciaydajou rpadosu paziaukyjy o rpadosa jecre HAYUH HA KOjU
OHH HACTajy, Tj. €r3UCTEHIIMja I'paHa y caydajHoM rpady MoxKe Ja ce padyMuje Kao
jeman morahaj koju macrtaje ca ojpehernoM BjepoBaTHONOM, JIOK y THIUYHOM rpacdy
rpaHe Mperu3Ho 3ajare CKyIIOM I'paHa yBujek nocroje. Kako je reopuja ciydajuux
rpacdoBa 3anpaBo KoMbuHaIKja Teopuje rpadoBa 1 TeopHje BjepoBaTHoNA, ciydajaH
rpad ce UHTYUTUBHO MOYKE Pa3yMjeTH Kao CTPYKTypa HaCTaJa MPUMjEHOM jeJIHe O]T
BapHjaHTH IIOBE3aBHUIba YBOPOBA I'paHama. HajjegHocTaBHEje peYeHO, aKO Ce IO
ojMOM HOTIYH I'pad cMaTpa rpad Koju uMa n 4BOpPOBa U MaKCHMaJiaH Opoj rpaHa
N = (g), Tj. cBe Moryhe rpame, oHja cjay4dajaH rpad Hacraje y cKIaday ca jeHUM
o Moryhux mozpckymoBa ckyma rpana moTmnyHor rpada. Ako ce pukcupa Bpujes-

woct p € [0,1] TakBa ma ce y ckaagy ca BepryamjeBoM pacmofjesioM i-Ta rpaHa
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oupa ca BjepoBaTHONOM p HE3aBHCHO J0 JPYyTrux rpana, nobuja ce Epuemni-Penujen
(Erdos — Rényi) [3] rpad.

OcuM J1Ba Haj3HAYAjHHja MaTeMATHIapa ¥ 0BOj 00IACTH IO KOjUMA MOJEN CJIyva-
juor rpacda HOCH Ha3uB, Tpeba MOMEHYTH U JIpyre MaTeMaTudape KOju Cy Jajau Be-
JIMKH JIONPUHOC ¥ M3ydaBamy caydajuux rpadosa, kao mro cy 'mibepr (Gilbert),

Boaobac (Bollobas) [2], Tomacon (Thomasson).

Kako ce cyouaBamo ca m3a30BOM pa3yMujeBamba CTPYKTYPE U Pa3BOja BEJIHMKHX
CHUCTEeMa, TeopHuja caydajuux rpadoBa mnocraja je 6uTHa obacT Koja ce joIl yBH-
jek mcrpaxkyje n mupu. Ilopehame mHTepecoBama 3a OBy Beoma OOMMHY 00J1acT
HPUIIKCY]e e CIIO3HAjU JIa Cy MPeKe CBY/IA, 0J CJIOKEHUX WHTepaKIuja heiunja 10B-
JEKOBOT THjeJa 10 JAPYIITBEHNX Mperka. KoMILIeKcHe MpeKke TTOUNBAjy Ha CIyIajHUM
rpacoBUMa KOju Y MHOTHUM CJIydajeBuMa 00e30jeyjy MOYeTHY TaudKy MOJIe/Hparba
HETPUBHjAJIHUX CTPYKTypa. BejimKe MpexKe y HPHUPOAM KOje PacTy HeIpeIBHUINBO

OP30 MOTOIHE CY 32 MOJETHPAhe CAYUYAjHIEM T'padoBUMA.

Teopuja rpadoBa je HalnuIa CBOj MyT y JPyre Hayke Kao Oorar m3BOP MOjea.
Cityuajuu rpadoBu ka0 00jeKTH €A BEOMa 3aHUM/BUBOM CTPYKTYPOM HPUM]EH/HUBA
CYy V MHOT'UM OOJIACTHMA, IIPU 4eMy je jeJHa OJ IOMYJIapHHjUX IbHXOBA IPHUMjeHA
y padyHapCTBY, OJHOCHO mporpamupamy. [lonpmuaoc wHTEpecoBamy 3a rpadose,
Taxohe, jaJia je u MoryhHocT peajin3anuje u rpapuakor npukasa cjaoKeHux rpadosa

(Mpezka) moMolly pasJIuYUTHX TPOIPAMCKUX je3UKA.




IloriiaBipe 2

OcHOBHH IIOJMOBU U3 Teopuje

BjepoBaTHOha

OBo mortaB/be MPy7Ka KPaTaK MO/ICjeTHUK OCHOBHUX MPUHIAIA TeOPHje BjepoBaTHONhA

KOjHU ce KOPHUCTE Y jla/beM pajly U HOTpeOHH Cy 3a pasyMujeBarbe CaydajHux rpadosa.

2.1 KonBeprennuja Buanomue pacrogjese kKa Ilya-

COHOBOj pacrojjeJju

2.1.1 KoHBepremija y pacrojein

Kouseprenmuja y pacnomgjenu je Hajciabuju tun Kousepreuruje. Cpe mITo je moTpebHO
je ma dyHKImja pacrnogjene caydajHe Beananae X, KOHBeprupa (GpyHKIUJI PacIo-
jese ciaydajue BesuuuHe X Kajla n — 00, He 3axTjeBajynu 3aBUCHOCT CJIyYajHUX

. . . D
Besimunna X, u X. Konseprenmnuja y pacnojjenu ce 3anucyje kao X, — X.

Hedbunnnuja 2.1. Huz cayuajrur seausuna (X, )nen, ca dynryujom pacnodjese
F,, xoneepaupa y pacnodjeau cayuajnoj eesuvunu X wuja je dyurxyuja pacnodjese
F axo 3a cee mauxe x y xojuma je dpynxuyuja F nenperxudna sasrcu

lim F,(z) = F(z).

n—-oo

2.1.2 IlyaconoBa anpokcumaiinja buHomHe pacrogjesie

MNako ce Ha TIpBH MOIVIE], YHHU /1a Cy HEIOBe3aHe, JeTabHIje pa3MaTpambe OTKPHBA
3aHUMJBUBY pesanujy usmehy [lyaconose u Bunomue pacnonjese. Ilyaconosa pacmnomgjesa
je 3ampaBo crienmjasian ciydaj bunomue pacmosjene Kajga je 0poj moHaB/baiba eKCIep-

MMeHTa BeJIMKU Tj. n — 00, a BjepoBaTHoha ycmjexa jako majaa tj. p — 0.



OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

Heka cy napamerpu bunomue pacmosjesie 6poj ekcriepuMenarTa n U BjepoBaTHoha
ycrjexa p. Heka je A koncranrta jgeduHuncana Kao HIpOU3BOJ Opoja NOKyIIaja u
BjepoBaTHOle yemjexa, 1j. ca A = np. Oxasze je p = \/n mro he 6utn KOpUIITEHO
y HACTABKY.

BjepoBatnoha ja caydajua BesimanHa X Koja ©Ma BHHOMHY paciojjesny ca mapaMmerpuma

n u p, ya3uma Bpujeanoct k= 0,1...n je

P{X =k} = (Z)pk(l —p)" "

Kana y oBaj uzpas 3aMjeHUMO p U3PazKeHO IPEKO A, a 3aTUM IIOCMATPAMO I'PAHUYIHY

BPUjeIHOCT BjepoBaTHOhe jo0uja ce

lim P{X =k} = Gim (") (2 N
1 = = — _ —
n—>00 n—>o00 /{} n n

A n! LA nk
T (n — k)Ink ( _E> B

AF
et Ee

3a mobujame ampoKcuMaIyje KOPUIITEHO je

lim <1 — é) = e,
n—ao0 n

by —k
lim (1 — —) =1m
n—>oo n

n nk
~ —, KaJia n — 0.
i)~ g R

Jlobujenn n3pa3s je ekBUBaJeHTaH BjepoBaTHohN k ycijexa n3 3akona [Iyaconose

pacuojjesie ca mapaMeTpoM A KOju ce peasn3yjy 1o ojgpeheHoM BpeMeHCKOM ITePUOJLy.

O IlyaconoBoM mporecy Kao I'paHUYHOM 3a OMHOMHHU IPOIEC TOBOPH CJbejeha

Teopema MO3HATHja 110/ HA3WBOM 3aKOH MaJnX (pHjeTkux) 6pojesa.

Teopema 2.1. (3axon maaux 6pojesa) Hexka je (X,,)nen HU3 CAYHATHUT BEAUNUHA
Koje umajy Bunomny pacnodjesy ca napamempuma n u p, 3a n € IN npu wemy
Pn —> 0, n — 00, mako da sascu np, — A\, Kada n — 00, 3a A > 0, A = const.
Tada sastcu da Hu3 cayuajrux sesuvuna X, kada n — 00 Y pacnodjeiu Koneepaupa

cayuajnoj sesuvunu X xoja uma Ilyaconosy pacnodjeay ca napamempom \.
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OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

2.2 Meroga ipBoT M APYror MOMeEHTa

MapxkoBs/beBa HejeHAKOCTH 1 UeOuIeB/beBa Heje JHAKOCT MPY»Kajy ABa eJeMeHTapHa
npobabuJIMCTUYKA aj1aTa KOPUCHA 3a JOKA3UBAaIbe HETPUBHjAJTHUX PE3YJITATA.

MapxoB/beBa Heje THAKOCT ojipeljyje ropiby rpaHuily BjepoBaTHohe 12 je HeHeraTuBHA
caydajHa BeaudnHa Beha uin jeiHaka oJ1 HeKe MO3UTUBHE KoHncTtanTe. YebuiessbeBa
HEje/IHAKOCT J1aje TOPIbY I'PAHUILy KOHIEHTPAIKje CAydajHe BEJIUYUHE OKO HHeHOr

O4YeKHuBalba.

Teopema 2.2. (Mapxosmwesa Hejednarocm) 3a c6aKy HeHE2AMUBHY CAYYATHY

seaununy X u 3a Vk > 0 saorcu

P{sz}g%.

Hoxka3z. Hexa je I}, unduxamopcra cayywajna eeauvuna dozahaja X > k, mj.

1, axoje X >k
I, =
0, wunaue.

Ipema mome, osaj dozabaj ce mooce 3anucamu xao X > k- I, us ueza caujedu da
je
EX|>FElk-I,)]=k-E[l})]=k-P{I, =1} = k- P{X > k}.

O

IMocwenumna 2.1. Axo je X nenezamuena cayuajHa seauvuna, ouda 3a Ve > 1

P{X >c-B[X]} <

Q-

Hoxkas. Hexa je k = c- E[X]. Kopucmehu Mapxrosnesy nejednarocm dobuja ce
P{X>c FX|} < ——5 =

O

MapkoB/beBa HejeTHAKOCT je OCHOBAa MeTOoJ/ie TPBOT MOMEHTa. ¥ JdaheM Pay
cpehe ce mokasuBame ga je P{X > 0} = o(1), raje je X HeneraTuBHa CJIydajHA
BeJIMYMHA OJ1 WHTepeca. lI3paduyHaBame odeKuBama CaydajHe BequmduHe X MOKe

OuTH JaKIe o7 AUPEKTHOT m3padyHaBama BjepoBaTHohe P{X > 0}. Ako je

oHJa Ha OCHOBY MapKoB/heBe HejeTHAKOCTH BaryKh

11



OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

P{X >0} < E[X] = o(1).

N3 oBora ce 3akpyuyje 1a je X = 0 ca BequkoMm BjepoBaTHOhOM. OBaj HAYUH MPOII-
jene BjepoBarHolie je mo3HaT Kao MeToAa IIPBOr MOMeHTa. /labe ce Ha OCHOBY
MapkoB/beBe HejeJHAaKOCTH MOTY JIOOUTH BjepOBATHOCHE HEjeIHAKOCTH 33 BHIIIE Pe-

snose. Ako je ¢ crporo pacryha dynkiuja, onga BaxKu

PLX > 1) = PLo(X) > o(n)} < Z1AX)

(1)

Ba ¢(t) = t, t > 0 gobuja ce Yebumesmbepa HejeTHAKOCT.

Teopema 2.3. (Hebuwesmwesa nejednaxocm) Heka je X cayuajna seauwuna
€O KOHAGUHUM 0YEKUBAIbEM U KoHauHom ducnepaujom. Tada 3a YVt > 0 eaorcu
DIX]

2

P{X - EX]| >t} <

Hoxkaz. Hexa je cayuajna eeaununa Y depunucana ca Y = (X — E[X])%. Y je
nenezamuena u | X — E[X]| > t axo u camo axo Y > t2. Ocum moza, eadcu u
E[Y] = E[(X — E[X])?] = D[X]. Kopucmehu Maprosnesy nejednaxocm dobuja ce

P{IX - E[X]| > t} = P{(X - E[X])? > #*} = P{Y > ?} < B = 25,

$2

O

N3 YeburepbeBe HejeIHAKOCTH CJIMje/Ie je THOCTaBHE TMOCJbeIUIE TTO3HATH]e MO/

Ha3WBOM METOJa APpYTror MOMECHTA.

llocwenuna 2.2. Hexa je X nernezamueha CAY4aIHG BEAUMUKA KOJA Y3UMA UUjese

spujedrocmu, oHoa 6aHCU

DIX]
P{X =0} < W
doxka3s. DIX]
P{X =0} < P{|X - E[X]| > E[X]} < (EX))2

O

IMocmwennna 2.3. Hexa je X cayuajna eeaununa maxsa da easicu D[X] = o((E[X])?),

onda X cKOPO Cu2ypHo Y3uma No3umusHe 8pujedHocmu.

IMocwenuna 2.4. Hexa je X cayuajna 6eauvuna ca NO3UMUSHUM OMEKUBLHHEM
E[X]| >0 u axo

EX?] < (E[X])*(1 +o(1)),

onda X cKOPO Cu2ypro Y3uma no3umusHe 8pujedHocmu.
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OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

Hexka je cinyuvajua Beswumuaa X cymMa m WHIMKATOPCKUAX CJIYYAjHUX BEJIMUINHA,
Xla ~-'7Xm; F,Z[Je je P{Xl = 1} = Ps, Tj.

X=X1+..+X,.

Y naspem pajy norpedHo je gokaszaru ja je X > 0 ca Besmkom BjepoBaTHOhoM. Hak
ako E[X] — 00, 10 He 3Hauu ja je X > 0 CKOpO CUTYpHO. 3a JOKA3WBambe OBe

TBP/IH€ KOPUCTU Ce MeTo/ia JIPYror MOMeHTa. Kako u3 moc/bequre 2.2 BaXKu Jia je

B D[X] : . D[X]
P{X =0} < EX))? JIOBOJBHO j€ TIOKa3aTw Ja je EIX))?

npobJieM je MMojeIHOCTaB/heH Ha U3padyHaBaIbe rOpe TPAHUIE JUCIIep3H]je.

= o(1). IIpema Tome,

DIX] =372 DX+ 32, Cov[X;, Xj] < E[X]+ 32, Cov[X;, X)].
Tpebda npuMjeTuT 72 3a JUCIEP3U]y HHIUKATOPCKE CJaydajHe MPOMjeH/bUBE BarXKU
D[Xi] = pi(1 —p;) < pi = E[X].

3001 JIMHEAPHOCTH OUYEKWBAA BAXKH 14 je

= E[X].

Y DIX)<) EX]=E|) X

Kosapwujanuja gsuje caydajue Benuunne A, B nedunucana je ca
Cov[A, B] = E[AB] — E[A] - E[B].
Y caydajy MHAMKATOPCKHX CIYYajHUX BeJTMIWHA J00Mja ce cibegehn m3pas
Cov[X;, X;] = P{X; =X, =1} — P{X, =1} P{X, = 1}.

Wnycrpanuja ynorpebe 0BUX MeTOJIA CajprKaHa je Y Ja/beM pajly.

2.3 IIpomec rpanama

Mogen monysanuje Koja pacrte Ha CaydajaH HAYUH y3 OJICYCTBO OTPAaHUYEHHA, MOYKE
ce NMpeJICTaBUTU TPOIECOM rpaHama. Hedopmasano, npoiec ce MOXKe ONHUCATH HA
cenehn Haund. [lomynanujy y moueTHOM TpeHYTKY n = () YWHE caMo je/THA je THHKA.,
KOja ce Yy HapeJHOM TPEHYTKY pacraja u jaje paMuanjy jeIMHKA UCTe BPCTE, MITO
ce HacTaB/ba KpO3 TeHepanuje. BpujegHoct mpoieca y TPEHYTKY 1, OJHOCHO Y T'€H-
epanuju n, je 6poj jeIMHKN poheHUX y n-Toj reneparju. Ha caumnum 2.1 npukasan je
HAYMH Ha KOJU ce HyMepHuIny rerepamnuje. IIpermnocraska je ja je pacuojjesia Opoja

nmoroMaka OMJI0 KOje jeTMHKe UCTA.
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OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

Cmmka 2.1: Ilpomec rpanama ca Ha3HavYeHUM TeHepaldjaMa jeJJMHKU KOje Cy HCTe
BpCTE

Henerarupna cayuajua BesununHa X, Koja y3uma BpujegHoctu u3 ckyna INg o3-
HavyaBa Opoj Je/IMHKH Y TOMYJIAIUjU ¥ TPEeHYTKY 1 > (), TITO ce 4ecTo WHTePHPeTupa
Kao BeauduHa n-re remepanuje. Heka je {Y,;,n € N,j € N} davminja cayqa-
JHUX BeJIMYWHA KOje Cy He3aBHUCHE W jeJITHAKO paclojije/beHe W Y3UMajy BPHjeIHOCTH
y ckyny INg. Hexka je pp, = P{Y,; = k} 3a k € Ny. Ciyuajua Beauuuna Y,
O3HaYaBa OPO] jeJIMHKU Y N-TO] FeHepaluju Koje cy HOTOMIU j-Te jeJuHKe u3 n — 1-
Be renepaimje, raje je n € No u j € {1,2..., X,,}. Heka je {X,,n € Ng} mpomuec
Jgedunucan Ha csbegehn nHadun:

Xo=1

Xi=Yi 1 +Yio+... +Yix,

Xo=Yo 1+ Yoo+ ... +Ysx

Xop=Y1+Yo+ .. +Y,x, |

[Iponec {X,,n € Ny} ce masuBa mpoct mnponec rpanamwa uwiu Galton —

W atson-oB nporiec.

ITpocT tporniec rpanama je MapkosibeB mporiec jep X, 3aBucu camo oj X, 1, He

1 OJ MPEeTXOIHUX CTaiba.

[IpuaukoMm m3ydaBamba IpoIeca I'paHalba jaB/bajy ce BjepoBaTHoONe 01 MHTEpeca
Kao IIITO Cy BjepoBaTHONA OIICTAaHKA IOIyJallkje 10 n-Te TeHepalmje, BjepoBarHoha
OTICTaHKA KPOo3 HECKOHAYHO MHOT'O TeHepallija, BjepoBaTHONa N3y MUPaha MOy Ialuje,

BjepoBaTHONA M3yMHpaIba MOMYyIallije HajKACHU]e y N-TOj TeHePAIUji U CJAUIHO.
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OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

Cimmka 2.2: I[lponec rpanama

Ha caunm 2.2 naT je mieMaTcKW NpHKa3 jeHOT MpoIeca T'paHama. Y IMOYeT-
HOM TPEHYTKY IOCTOjU jeJiHa jeJWHKa, MTO ce o3Ha4daBa ca Xg = 1. Y HapegHOM
TpeHyTKy n = 1, Ta jeJuHkKa jaje 3 moToMmka, mna je X; = 3, a OHM PeJIOM UMajy
1, 3 n 3 motomka ma je Y, = 1, Yio = 3 u Vi3 = 3. Takobe, Baxku na je
Xo =Y 1 +Yi9+ Y3 = 7, mro ce Moxke npoBjeputu Ha cuannu. [loctymak ce
HaCTaBJ/ha CBe JOK y MOMYJIaIliji TTOCTOjH jeIMHKA Koja he jaTh moToMKe 3a Hape Hy

reHepanmjy.

2.4 T'eneparopna dyHKIIja

Heka je (a,)nen, HU3 peannux 6pojeBa. Axo dyHKIHja

(o]
©0(8) = ap + ars + axs®... = E a;s’
i=0
KOHBEpIrupa y HeKOM HHTepBaJy |s| < sg, OHZIA ce ¢ Ha3uBa reHepaTopHa OyHKIHja
HU3a (p)neN,- [IPOMjeHIbHBA S Ce OBIje Ha3WBa CKPUBEHA IIPOMjEHJbUBA (eHI.

dummy). Axo je Hu3 (a,)nen, OTPaHuYeH, p(S) KOHBeprupa 6ap 3a HEKO § Koje je
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OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

pazguanTo o 0.
Heka je X ciydajna BesimumHa Koja y3uMma BpujejiHocTu u3 ckyia INg ca ojaro-

Bapajyhom BjepoBaTHOhOM
P{X =k} = py.

leneparopra dbyHKIHUja HE3A (Pp)neN, J€
o
©(s) =po +p1s + pos®... = Zpisz.
i=0

3a s = 1 nobuja ce
p(1)=po+p1+..=1

Crora, reHeparopHa (YHKIIHja KOHBEPIMpa Y HEKOM HHTEPBAIY KOJH CAIpxKu 1.
Heka je ¢(s) reneparopra dbyHKImja ciydajHe Beqnanae X Koja y3uMa BPHjeIHOCTH

u3 ckymna INg. Iloj ycsioBom jia oueKuBatbe IOCTOjU, Ta/la BayKu
o0
P'(1) =Y ip; = E[X].
i=0

Jlakse, ako je 1mo3Hara reHepaTopHa (DYHKIHja JaKO ce MOoyKe Hahu ouekwBaHa BpU-

jemucor. Ciudno,

EX(X =1)] =) i(i = pi = &"(1)

i=1
HUJIK YOIIIITEHO

EX(X—-1)-- (X —r+1)] =p™(1).

Jucnep3uja ce Morke U3padyHaTH IOMONY reneparopre pyHKIHje Ha ¢/beehn HauuH

DIX] =¢"(1) + ¢'(1) — ¢'(1)*.

Heka je X ciayuajua Benmumna koja y3uma Bpujennoctun u3 ckyma INg. 3a Heko s

n3pas s¥ je 106po meduHnCaHA CAYYajHA BEIMUINHA CA OUCKHBAHEM
oo
X1 _ i
E[s?] = E pi-s = (s).
=0
Axo cy X u Y HesaBHCHe caydajHe BeIMdmHe, OHIA CY TaKBe W S W S' U BaKn
X+Y71 X Y
E[s* ] =E[s"]- E[s"],
OJIHOCHO UCTO TO MOYKe OUTH 3aIcano moMohy rereparopue pyHKIHje KAoO

Ox1y(s) = ox(s)ey(s).

16



OCHOBHU MOjMOBH U3 TeopHje BjepoBaTHONA

Ogaj m3pa3 ce MOYKe YONINITHTH 3a CyMy 7. HE3aBHCHUX jJEJHAKO DPACIIOJjeJHeHUX
cJaydajHux BeJquanHd X1, ..., X, ca reHeparopHoM GyHKIUjoM @x(s), Ha cpesehn

Ha4YUH:

S,=X+..+X,

ps,(s) = px(s)".

2.5 AcuMnTorcke Oo3HakKe

[Tpusmkom anporcuMaluje CJA0KeHUX u3pasa 9ecTo ce Kopucre Kpahu 3anucu Koju

caJIpKe caMo JOMUHAHTaH 4iaH pasBoja m3pasa. Heke ox cibemehmx HoTammja Ko-

PHCTE Ce Y paJy.

Banuc  Acumnrorcko nmopeheme Hedununuja
f€olg) r< lim,_ o % =
f € O) < lim, . % < oo
f€6(y) =7 f€0(g)ngeO(f)
f € Q(g) ">" g€ 0(/f)
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IloriiaBibe 3

OcHOBHU IIOJMOBU U3 TEOPUje

rpadpoBa

Opo moraBbe gaje aedwHUIMjy rpada W OCHOBHHX MOjMOBa Teopuje rpadona.
[Ipeacrap/beru cy esleMeHTapHU KOHIENTH rpadoBa W HUXOBA CBOjCTBA KOja Bayke

u 3a caydajue rpadose.

3.1 Jledunumnuja rpada n HeKe ocoOuHE

Hedbununuja 3.1. I'pag je ypehen nap G = (V, E), 2dje je V wkonauwan cxyn, a E

nodckyn ckyna 0804AGHUT Nodckynosa ckyna V.

OBako pedwunncan rpad y JuTEpaTypu ce HA3MBA jOIl 1 HEOPUjeHTHCAH rpad
win mpoct rpad. Enementu ckyna V ce HasuBajy uBopoBu (Tjemena) rpada G,

a ejemenTH ckyna E rpane (uBure) rpada G.

Kaxko 6u ce crpykTypa rpadosa jaxiie pa3dyMjesia, OHU Ce TIPeJICTaB/bajy y PaBHU
TAKO IITO C€ CBAKOM 4YBOpY I'pada IOAMjequ jefHa TauKa PaBHU, a 3aTHM Ce TauKe
KOjé OJIrOBapajy 4BOPOBUMA T U Y CIOje KPMBOM ako M caMo ako je {r,y} € F.
[Tpukas jegnocrapror rpada G = (V) E) ca ckynom usoposa V = {1,2,3,4,5,6} u
rpanama F = {{1,2},{2,3},{2,6},{3,4},{3,5},{4,5}, {5,6}} nar je na caumu 3.1.
I'paduuku IpuKas je 4ecTo IPaKTUIHH]H HAYMH 33aBamba rpada o eKCIIMIUTHOD
nasohema ckymnosa V u E, jep onu Mory OUTH HAPOYUTO OOMMHH KaJa je y MUTAbY

cJa0Kenuju rpad.

Axo je {z, y} € F, 1o 3na4n na u3meljy 4BopoBa T ¥ Y MOCTOjU TpaHa U TajIa ce 32
Te YBOPOBE KazKe Jia Cy CYCjeaHu, a TO ce MoxKe Kpalie 3anucaru u kKao xy € E. Axo
je rpana yr € E ucro mro u xy € E, u To BaxKu 3a cBe rpane rpada, 0JJTHOCHO HHje

OWTaH cMHujep peJialuje Koja je ycrnocTapbeHa u3Mehy asa uBopa, oHzia ce Takas rpad
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OCHOBHHE NIOJMOBH M3 Teopuje rpadona

Cauka 3.1: Heopujentucan rpad

Ha3WBa HEOPHUJEHTHUCAH WK cuMeTpudan rpad, Kakas je u rpad Ha cauiy 3.1.
AKo je OMTHO HAIJIACHTH CMEjep pejalnje Koja je ImpeacTaB/beHa TPAHOM, OHIA je
rpad Koju caJIpKu TaKBe rpaHe OPUjEeHTUCAH NI aHTHcuMeTpudau rpad. [lpu-

JINKOM IHerOBOT IpadHIKOr IIpeIcTaB/balba Ha IpaHaMa Cy O3HAaYeHe CTPEeJIHIIE.

Comka 3.2: Opujertucan rpad

Cky1u cycjema uBopa v o3HaqaBa ce ca N(v), a cTelleH 4BOpa, KOji 0O3HAYABA

Opoj mweroBux cycjena, o3nadasa ce ca d(v) (eur. degree), 1j. Baxn

N() :={u e V]uw € E}

Usop crenena 0 Ha3WBa ce M30JIOBAH YBOP, a IBOD CTEHEHA | HA3HBA Ce JIUCT.
3a matu rpad G ca 6(G) u A(G) o3nauaBaMo MUHAMAJHE U MAKCUMAJTHU CTENEH

BErOBUX IBOPOBA, Tj.

§(G) := min{d(v)|v € V'}
A(G) := maz{d(v)jv € V}.

Kon opujentucanor rpacda MOTY ce oipeIuTu yJjaasHu (indegree) u M3Ja3HU CTE-
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OCHOBHHE NIOJMOBH M3 Teopuje rpadona

nieH uyBopa (outdegree) y 3aBUCHOCTH OJi CMHUjepa peslallije Koja je mpejcTaB/beHa

IPDAHOM.

Tephemwe 3.1. V cearom epagy G = (V, E) sasncu

> d(v)=2-|E|.

veV

Hoxas. Bpojd(v) je 6poj epana na xojuma ce narasu weop v. arne, 6poj ., .\, d(v)
Modtce ce dobumu mako wmo ce 36 ceakyu 4eop v € V nocmampa 6poj epara Ha Ko-
JUMG Ce HGAG3U Maj %60p U U 3amum ce ceu bpojesu cabepy. Kakxo ceaka epana
cadpotcu 084 4B0OPA, NPUAUKOM 0602 OPOJaIHG CEAKA 2PANHG TY J€ PauyHama 08a nYyma
(jednom Kao epana Koja cadpocu T, a Ipyeu NYM KGO 2para Koja cadpicu y), mako

da je damu 36up saucma jednax 2 - |E|.

IMocmwenuna 3.1. V ceaxom epaghy 6poj w60posa HenapHoz cmMenena je napa.

Hoxka3z. Ilo npemzodnom mepherwy 6poj > ., d(v) je napan jep ce mosce npeo-
veV d(U)

nexu Opojesu cy naphu, a Heku wenaphu. C ob3upom wa mo da je 36up (wexuz)

veV
cmasumu Kao npouseod bpoja dea bpoja 0d kojur je jedan 2. Y 36upy >

bpojesa napar aKo U CaMO GKO je Y Hemy napar 6poj HENGPHUT cabupara, 30KLYwYje
ce da 6poj onux cabupara d(v) KOju cy HENAPHU MOPa BUMU NAPAH, 4 MO 3HAUU 0a

Opoj H6OPOBG KOJU UMGTY HENAPAH CMENEH MOPG OUMU NAPAH.
0]

Hedbunununmja 3.2. Hus 460posa vy, v, ..., v,, makas da 3a ceaxo i € {1,2....n—1}
savtcu Vv € E nasusa ce wemrsa y 2pagdy. 3a epane v;vi, 1 <1 <n—1ce

Kaotce da cy cadpotcane Yy 0807 WeEMIbU.
[MMerwa mozke Gurn:

e 3aTBOPEHA aKo je U; = VU,, Tj. IIeTHa KOoja ce 3aBplliaBa y UCTOM YBOPY Y

KOM je U Movesia;

® YT aKO Cy YBOPOBU V1, V3, ..., Uy PATUIATH Tj. MPUIAKOM TIETHE KPO3 CBAKH

YBOP Ce MPOJIA3W TAYHO jeTHOM;

® IMKJIYC aKO je U1 = Uy,, & YBOPOBH Vs, V3, ..., U, — 1 ¢y MeljycobHO pazanauTn
U Pa3IUIATH Ol U1 Tj. O Up, OJHOCHO TO je 3aTBOPEHA IIeTHha Koja je yjeTHO

W IIYT.
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OCHOBHHE NIOJMOBH M3 Teopuje rpadona

- O ®
& TR A

Chuka 3.3: Heopujenrucan rpad Koju caJIpKu IMUKJIyCe

Hedbununuja 3.3. JAysrcuna nyma (yurayca) npedcmasnsa 6poj pasisusumur 460posa

Ha mom nymy (yuraycy).

JakJie, 1y vq, Vg, U3 je JIy2KUHE 3, jep caJipzKu 3 4BOpa, JIOK je Opoj rpana Koje

cajpxku 2. Takohe, MUKIyC vy, Uy, U3, V1 j€ AYKHHE 3, & CAJIPKU U 3 I'paHe.

Hedbunaunuja 3.4. /lyscuna wemme v, Vs, ..., U, j€ jedHara 6pojy w6oposa n axo

je vy # Uy, a jeduaxa n — 1 axo je vy = vy,

C 063upoM Ha TO J1a ce TOKOM HIeTHe YBOPOBU U I'paHe MOT'Y HOHAB/bATH, JIY KHHA
mmeTe He Mopa OMTH jeHaKa HU OpOjy UBOpOBa HU OPOjy T'paHa KOjU Ce TOKOM Hhe

OjaBbY]y.

Hedbununuja 3.5. Ilosesan 2pag je neopujenmucar 2pad xod koza cy 6unio Koja
dea weopa nosezana nymem. Axo nocmoje 084 w60pa KOjA ce HE MO2Y NOBE3AMNU

nymem 2pag je Henosesan.

Ygop koju je moBezan ca Behum 6pojemM YBOpoOBa 3a pa3IUKy OJ1 OCTAJIUX TBOPOBA
y rpady (Koju cy moBesaHu ca MamuM GpPOjeM YBOPOBA) W CTOra MMa BHCOK CTEIEH
Ha3uBa ce raIaBHU 4YBOP (enr. hub). Ha caunum 3.4 1ar je npukas OCHOBHUX eJeMe-

HaTa rpada.

Hedbunaunuja 3.6. I'pana 2paga xoja nosasu us jedHoe 4eopa u 3a68puwlasa ce Yy

UCMOM THOM Y60PY HA3UBA CE NEeMM/bA.

Ha ckymy usopoa V rpada G Moxke ce yBecTu pesanmja ~ Ha cbemehn Hagmn

a ~ b akko nocmoju wemma 00 a do b y epagy G.
OBako neduHHCaHA peanuja je pesanuja eKBUBAJEHIWje Ha CKyIMy 4YBopoBa V.
Knace exkBupasienimje pesaiuje ~ ce Ha3MBajy KOMIOHEHTE TTOBE3aHOCTHU rpada
G. Kao mrro je Beh peueno, ako rpad GG mma TavHO jeHYy KOMIIOHEHTY ITOBE3aHOCTH
Kaxke ce Ja je Taj rpacd moBe3aH. Penx koMmmoHeHTe IpejcTaB/ba OPOj YBOPOBa
KOjH TpHUNaaajy Toj komnonentu. Ha caunm 3.5 nar je rpad umje cy KOMIOHEHTe

nosezanoctu {a,b,c,d, e}, {1,2,3,4} u {z,y, z}.
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Couka 3.4: OcHOBHH ejieMeHTH rpada
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Cnuka 3.5: I'pad ca komnoneHnTama MOBE3aHOCTH

Hujamerap rpada G y osznanu diam(G) o3nagasa Hajehy ynamenoct d(x,y)

u3mely JBa 9BOpa T U Y KOjU NPUMAIajy ucToj kommoneHTn rpada G.
diam(G) = max{d(z,y)|z,y € V Nd(z,y) < oo}

Hedbunnnuuja 3.7. I'pap G' = (V' E') je nodepag zpaga G = (V,E) axo je
V' CV usaceexy € E' sancu xy € E. T'pap G = (V' E') je undykosan
nodzpag zpaga G = (V, E) axo je V' CV u 3a cee x,y € V' sasrcu vy € E' axo u

camo axo vy € E.

Hedbunnunuja 3.8. Hexa cy G = (V, E) uG' = (V', E') epagposu. 3a npecaukasare
f:V — V' ce xaoce da je usdomopgpuszam epagosa G u G' axo je f bujexuyuja u
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OCHOBHHE NIOJMOBH M3 Teopuje rpadona

3a cee x,y €V eancu vy € E axo u camo axo f(x)f(y) € E'. Ykoauko 3a 2pagose
G = (V,E) u G = (V',E") nocmoju bap jedar uzomopdusam kastce ce da cy onu

udomopdru u nuwe ce G =2 G'. Perayuja = je pesayuja exsusasenyuge.

Hedbunaumnuja 3.9. Teorcuncrxu epad je 2pad wuja ceaxa 2pana uma odpeheny

meatcuny. Tesrcuncku epagh Koju je opujenmucar HaA3UBL CE MPEHCQ.

Cruka 3.6: Heopujentucan Te:KuHCKH rpad

Texxuuckn rpadoBu ce 4ecTO KOPUCTE 3a MPeACTaB/balbe peajHnx podsema,
Kao IIITO je NMPHKa3 MpexKe IMyTeBa, IIPU YeMy TeXKHHA I'paHe MOXKe Ja e OJIHOCH
Ha JyKHHY IIyTa u3Mely JaBa 4Bopa, OJHOCHO JBa rpaja. Ipyru npumjep npumjeHe
TeXKUHCKUX I'padoBa, Koju he 6uTu mpecTaB/beH KaCHH]je je MOIeI0Bahe OaHKAPCKOT
CEeKTOpa HeKe JIPrKaBe, IPH YeMy TeXKIHA TPaHe oarosapa MmehybaHKapCKUM TPAHCAK-

nujama.

Cruka 3.7: Opujenrucan TexKuHcku rpad (Mpezka)
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Cruka 3.8: ['pacdoBu pa3auuuTux ocobUHA ca CBOJUM MaTpPHIAMa CYCjeICTBa

Ha comkama 3.6 u 3.7 cy maru rexkuncku rpadgosu. Ha coaunm 3.7 Koja npukasyje
OPHjEeHTHUCAH TEXKUHCKH I'pacd MoxKe ce MPUMjETUTH Ja cy pesanuje u3mehy HEKHX
YBOpOBa U3pazKeHe y 00a cMUjepa U TaJia ce Ha 00a Kpaja IpaHe CTaB/bajy CTPEIHIIE.
Opaksu rpadOBH Ce IeCTO KOPUCTE y MPAKCH jep Ha jeJHOCTABAH HAYWH Jajy Ipe-
nu3He oxnoce Mehy UBopoBHMA Yy HOIJIeAy cMujepa, Aeb/buHe rpaHe, HujaHce 6oje

I'pane u CJIUIHO.

[Tpusimkom npejicraB/batba Be3a n3Mely 4BOpOBa BarkaH 110jaM je MaTpHUIlA CycC-
jencrsa win moBe3anoctu (edr. adjacency matriz). Pujed je o KBajpaTHO] Ma-
TPUIU KOja MpPY:Ka YBUJI Y TOBE3aHOCT YBOPOBA, OJIHOCHO Ha ojrorapajyhem mosby
y MaTpUIH CYCjeJICTBa HaJa3u ce HEeHYJIa BPUjeIHOCT KOja MHIAMIUPA 14 Be3a JiBa
YBOpa MOCTOju. AKO YBOPOBH i U j HECY HOBE3aHH, OHIA IIOJbe KOje OAroBapa i-Toj
BPCTH U j-TOj KOJOHU, KaO U J-TO] BPCTH | ¢-TOj KOJOHU cajpzku (. Y cympoTHOM
ojiroBapajyhe 1mosbe 0/1 JiBa HaBejeHa, CaJpzKu 1 3aBUCHO OJ CMHUjepa Yy KOM Ce rpaHa
npy»Ka, OCUM KaJia je y NMuTamy TexkKuHCKU rpad. Taga Ta BpujeIHOCT IpeacTaB/ba
TeXKUHY T'paHe, OJHOCHO TO je HeKH peasian Opoj. llpumjep marpuna cycjejicrsa ca

ojnrosapajyhum rpadoBuma jat je Ha caunm 3.8.

Hedbunnnuja 3.10. I'pag G = (V, E) je 6unapmumusan axo nocmoje nenpasnu
cxynosu A u B makeu da je ANB =0, AUB =V, u 3a cée xy € E mauno jedan
eaemenm cxyna {x,y} je y A u mauwno jedan je y B. Tada je (A, B) napmuyuja

bunapmumuenoz epaga G. (cauxa 3.9)

Hedbunrnunuja 3.11. Komnaeman (nomnyn) 2pafd uiu wauka je epad y xome

CY ceaka dea ueopa cnojeua Z2PaAHOM.
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OCHOBHHE NIOJMOBH M3 Teopuje rpadona

Cauka 3.9: Bunaprutuan rpad

Kowmmteran rpad koju mma n uBopoBa ce o3HadaBa ca K, n uMma (Z) rpaHa jep

CBAKHM JIBOYJIAHU TOJCKYII CKylla YBOPOBa O3HAYABA jeJIHY T'DaHYy.

Hedbununmja 3.12. I'pap G = (V, E) je emabao (dpeo) axo je nosesan u axo y

MY HE NOCTOJU UUKAYC.

3a crabiio ce Moxke pehn 7a je HajjeJeHOCTABHU)U TTOBe3aH r'pad.

3a mucame OBOT MOIJIaB/ba KOPHUINTEHa je suteparypa [1], [8].
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IloriiaBibe 4

Cuay4yajuu rpadoBu

4.1 Ilouernu Teopmje ciydajaux rpadona

Teopuja cuayuajuux rpadosa ce 6aBu aCHMIITOTCKUM Oj/InKaMa rpadoBa mpu demy
ce ocjamba Ha pacroiajeny BjeposaTrHoha. Ha mpumjep, ona mpoydaBa HaYuH Ha
KOjU CTPYKTypa KOMIOHEHATa CIy4ajHor rpada eBoynpa Kaja Opoj heroBux rpaHa

pacre.

Hakon mro ¢y mabapckn maremaruaapu [Ton Epnem (Paul Erdos) n Andpen
Peru (Alfred Rényi) [3] 1959. roauHe faium TeMesbe TeOPHjU CaydajHuX rpadoba
TaKO IMITO Cy MPUMjEHUIN BjePOBATHOCHE METOJ/E 33 OTKPWBaMa OJpeleHnx cBojc-
TaBa rpadona, OPojHI MO/ CAyUajHuX I'PpadoBa Cy IPeJ/ICTaB/beHN U ITPOYYaBaHH.
Cwmartpa ce 1a cy OHU TIOCTABUJIN OCHOBY MOJIEPHOj TEOPHUjH CIydajHuX rpadosa, 300r
dera je Mojes ciaydajuux rpadosa mosHar moj HasusoMm Epaent-Penujes (Erdos-

Rényi-jeB) mozeur.

Cayuajun rpacdoBu cy TpPBO OWIM KOPUINTEHH 3a CTHUIAE YBHAA Y MOHATII-
ame rpadoBa U HajBUINE CYy NPUMjEIbHBAHU 3a pjeliaBambe KOMOMHATOPHUX I1POO-
sgeMa. Tema ce mpomupuiIa Ha MOJIEJHPAbe OPOJHIX MpexKa Koje HACTAjy Ha Cayda-
jaH HaYWH, Kao IITO Cy HENPEeJBU/INBO Mupeme VHTepHET MpexKe, pacipoCTUpahe
JBYJICKe TIONIyJIalfje W APYIITBEHNX Be3a, HEYPOHCKE Mperke KOje Cy BeJHKH YCI[jex

JIOJKUBjeJie y MAIMTHCKOM yUeHy U CJIUIHO.

ITojam cay4ajan rpad ce npsu nyT nojasuo y cryaujama Iloma Epuaerra, roje je
Omo yInoTpHujed/beH y J0Ka3y TeopeMe Koja ce OJHOCHIA HA JeMOHCTPHUpaIhe 3HaYaja,
BjepPOBATHOCHUX METOJIa 3a €r3UCTeHIHjy HeKuX rpadosa. ljeja Ha Kojoj modyusa
JIOKa3 JIeXKH Yy pasyMjeBamy MPOCTOpa KOju CaJpzKu cBe Moryhe rpadope KOHCTDY-

ncaHe Ha CJIyYajaH HAuYWH MIPU YeMy OHU UMajy UCTe MoUYeTHe KapaKTePUCTUKE.
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Cnyuajuu rpadosu

4.2 BjepoBaTHOCHHU HNPOCTOP CJydYajHuUX rpadona

Nako ce Ha3uB cayuajan rpad 4ecTo NpuaAPyKyje caMo jeJHOM KOHKPeTHOM rpady
qgje cy rpane Jo0ujeHe Ha cIydajal HAUMH, Tpeba UMaTH Ha YMY Jia je OBJIj€ 3alpaBo
pujed o BjepoBaTHOCHOM mpoctopy G = (2, F, P). Tlpenunsnuuje, €2 je mpocTop
UCXOJA UHjU CYy eJIeMEeHTH CBU MOTyhu rpadoBH ca n YBOPOBA KOjU UMajy PA3TIUUUT
pacrope/l 1 Opoj rpaHa y CKJI3IAYy ca paclojjesoM BjepoBarHoha M CBaKHU OJ IHUX
ce Moxke Hahm m3a yommreHor mojMa ciaydajaH rpad. bBpoj enemenara ckyma
je Q] = 2V, raje je N = (1) makcumanan 6poj rpasa xoju Moxe nmaru rpad
ca n YBOPOBA, YKOJIWKO MOJIEJIOM Huje apyraunje nebunucano. Ca P je o3HadeHa
BjepOBATHOCHA Mjepa, a JF o3Ha4vaBa 0-ajiredbpy mojcKymnoBa ckyma () OJHOCHO
dgamunujy norahaja Koju ce npUPOIHO ¥ OBOj 00/IACTH MHTEPHPETUPAjY KAO CBOjCTBA
rpada. Ha nmpumjep, Hexka A o3HagaBa CBOjCTBO 7a je cIydajaH rpad mopesaH, oHIa
BaYKN

P(A)= )  PG),

GeA,Geg

rje ce cyMupajy BjepoBaTHOhe Kpo3 cBe moBe3ane rpadose y G.

Crmka 4.1 npezcrassba moryhe rpadgoBe BjepOBATHOCHOT TPOCTOPA rpadoBa Koju

umajy 3 usopa V = {1,2,3} u 2 rpane. Csaku rpad ce bupa ca BjepoBarHOhOM %,

OJIHOCHO 3aCTYI/beHa je YHIU(POPMHA JUCKPETHA PACIIOIjeIa.

/ 5 \ /fj_ﬂ\.l J_\\I I.'/__)_\1 { \I /‘__;\\l

l'\ = J ‘\T,/" \ ' \.___,/J I\ l/ \:;',/
B g |
(3 \1 L 3) '/2 \'
N N/ \Z/

Cmmka 4.1: T'pacduuakn npukas moryhux ciaydajanx rpadoBa KOju UMajy 3 9BOpa u
2 rpane

4.3 Mogemu cay4dajunx rpadoBa

Heka je V = {1,2,...,n} ckyn uBoposa rpadosa koju he 6utu pasmMarpaHu y Hac-

TaBky paja. Ckyn cBuX TakBuxX rpadoBa KOju UMajy n 9BOPOBA O3HAUEH je ca G,.
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Cayuajan rpad ca n 9BOpoBa J100Mja ce Ha OCHOBY jeJHOT OJ MOACKYTOBA CKYTIa
rpana F(K,) xommrersor rpada K,. Hauun wa Koju ce momckyn Gupa 3aBUCH
ol Mojena caydajaor rpada. llocToju BuIie Mozgena Koju ce KpHjy MO HOjMOM
Epnenr-Pennjes rpad. ANpoKCHMAaTHBHO OHH Ceé CMATpPajy €KBHBAJEHTHUM, AJIH

CBaKH MOJE/]I UMa HEKe KapaKTepUuCTIIHEe ocobnHe.

4.3.1 VYuundopmuu ciaydajad rpad

Yundopman ciayqajan rpad G, ) Koju ce decTo HasmBa caMo Epaem-Penujes
MoJlesT IpBH je Omo mpoydaBaH. (Baj Mozmen obyxBaTa cBe caydajHe rpadose ca
ckymom uBoposa V = {1,2,...,n} koju umajy tauno M rpana uzabpaHux Ha CJIyda-
jar HaumH. AKO ce yBede o3Haka N = (Z), npoctop Gp o, 0 < M < N nma
(1\]\2) eJleMeHaTa U CBaKU €JeMEHT OJHOCHO CJIYYajHH rpad ce IojaBsbyje ca HCTOM
BjepoBaTHOhOM (z\]\;) - Cxkopo yBujex M je ¢pyHKIHja Koja 3aBUCH 01 OPOja IBOPOBA,
n, tj. M = M(n).

Ha mpumjep, nocmaTpa ce BjepoOBATHOCHH MPOCTOP Gy 3 CBUX CIIydajHUX TpadoBa

Koju uMajy 4 uBopa u 3 rpane. Hexka je ca I' € G4 3 o3na4en rpad ca cKynom rpasa
ET) ={{1,2},{2,4},{3,4}}. Ounna je

1 1 1
P{g4,3 = F} = ((g)) = @ = 2_0

4.3.2 BuaomHu caydajan rpad

Bunomuu ciaydajan rpad npepasmiasu jemaH oa npobaemMa Koju ce jaB/bajy y
MojiesTy yHUMOPMHOT caydajHor rpada, a To je na ce TpaHe He OHpajy He3aBUCHO
jemHa ox apyre. OBo je oMoryhmiio JIaKIy paj, ca caydajauM rpadoBuMa, Tj. cayda-

jue rpacdose je jorr Buine npubIUKIIO0 TEOPUjU BjepoBaTHONA.

Bunomnu ciydajan rpad nosnar u xkao I'mibepros mogen G, ,, 32 0 < p < 1,
canpxu ce rpadope ca ckynom upopoBa V. = {1,2,...,n} y KoMe ce TpaHe Koje
noBe3yjy JiBa 4Bopa Oupajy HezaBucHo ca BjepoBarHohom p. Taksux rpadosa numa
2N 1pm gemy je N = (Z) JpyruMm pujeunma, ako je I'g rpad ca cKymom 4BopoBa

V u M rpana, oHIa BaxKu
P({To}) = P{Gnp = To} = p" (1 —p)" .

Ilapamerap p gecro ynyhyje Ha ryctury rpada G, ,.
Ha cnunum 4.2 npukazanu cy cBu rpadoBH ca 3 4BOpa, 4Yhje ce rpaHe 10jaB/by]y

3
Ha caydJajaH HauwH. TakBux rpadoBa nma 2(2) = 8.
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oo do oo o)
RAVARVAN

Crauka 4.2: Csu rpacdosu ca 3 4BOpa, aji Ca PA3JIHINTHEM PACIOPEIoM u Opojem
rpaHa

Tepbemwe 4.1. Ouexusanu 6poj epana y 2pady gné je %, 2dje je N = (g)

Hoxka3z. Heka cy epare womnaemnoz epaga K, ca n wsoposa nymepucare 0d 1 do N.
Cayuagna seauvura X; je undukamop dozahaja da je epana i, 1 <1 < N, cadporcana
y epady G, 1, mj.

% 1, axo epag gné cadpotcu 2pany i
Z' pr—

0, unave.

Cayuagna seauwuna X =Y . X; osnauasa ykynan 6poj epana y cayyajiom zpady.
Kaxo je ouexusarve unduramopcke caysajHe 6esuvune jednaxo ejeposammohu ycn-

JEXa U HG 0CHOBY AUHEAPHOCMU 0UEKUBAG JodUja ce

N N N

E[X] =Y E[X)] :ZP{X,-:1}:Z%:%

i=1
U

IIpuponro yommreme monena Gp, je Monen G, ., raje je 0 < py; < 1 3a
1 <i < j<n Oucaigpxu cBe rpadose ca ckynom uBopoa V = {1,2,...,n}
y KOojuMa ce rpaHe Oupajy He3aBHCHO, ajiu He ca ucrtoMm BjepoBarnHohom, Beh 3a

1 <1 < j < n BjepoBaTHOlia oJabupa IpaHe Koja claja UBOpOBe i U j je Djj.

Crenmjanan ciaydaj Gy p,;) je G(H;p) raje je H dukcupan rpad n 0 < p < 1.
Y oBoM caydajy Oupajy ce rpane rpada H ca BjepoBaTHONOM p HE3aBUCHO jelHE
Ol IpyTHX, a I'paHe Koje He mpumagajy rpady H He Mory b6urum omabpame. AKo
je V(H) =V, aV je nebunucano kao V = {1,2,...,n}, ouna je BjepoBaTHOCHH

npoctop G(H; p) naeHTHIaH TPOCTOPY G, (p,;) TPH TeMy je
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p, ij € E(H)
Pij =
0, wHaue.

Taxobe, G(K,,,p) je ucTH BjepOBATHOCHH IIPOCTODP KA0 Gy, p.

Ipocrop G(K, m;p) caapxu bunaprurushe rpadose ca ckynom usoposa U u
W, rakse na je |U| = n u |W| = m, y kojuma cy cse U — W rpane uzabpamne ca

BjepoBaTHONOM p.

Teopema 4.1. Ynugopmru cayuajar epad G, v je 3anpaso 6UHOMHU cay1ajor 2pagd

Gn,p KoJu uma M epana.

Hoxkaz. Heka je ca G o3nauen 6uao xoju yHudopmuu cayuajarn 2pad xoju uma n
weoposa u M epana. IIpu odpehusarwy ejeposamnohe da je Tuabepmos (Gurnommu

cayuajan) epad y cmeapu 2pad G ca damux M epana dobuja ce

P{gn,p = Q}
P{IBGny) = M}

pM(1—p) )M
((g,))pM(l —p) &)

M
1

()

P{Gnp = GlE(Gnp)| = M} =

O

Y Eppaemr-Penunjesom mozeny 6poj uBopoBa u rpana je (bUKCHUPaH, 0K je y
['mnbeproBoM Momeny dpukcupan camo 06poj uBopoBa. lMako ce oba Mogesaa IecTo
Kopucte, Moxke ce pehu ga I'mibeproB Mojes NMpeoBiajiaBa Yy TEOPHJU CAYyUAjHUX
rpadoBa 300r cBoje Behe driekcubMIHOCTH U300pa BPUjEIHOCTH P, Te U OJINKe Be3e
ca TeopujoM BjeposarHoha. Y Jmmreparypu ce HepujeTrko m oH cpehe 1o Ha3zuBOM
Epnent-Penunjes mogen. OBaj Mojies je MOAIOKHA]H AHAJTATHIKAM HCTPAYKABAHIMA

yCJbel HE3aBUCHOCTH YCIOCTaB/bamha Ipana y rpady.

OsBa jgBa Moze/1a Cy y CyIITHHN eKBUBAJEHTHA KaJ1a Cy MapaMeTpu n3abdpaHu Ha
ojrosapajyhu madun, 1j. kKaja je M = p(g) HesaBucno nosesuBame jiBa 4BOpa
IPAHOM Yy CJAyYajaHoM OMHOMHOM I'pady MoxKe ce cHMyJIuparu OalameM HoBumha,
Tako Jia je gorahaj pobujarba mucMa Ha MPUMjep eKBUBAJEHTAH J0/IaBarby I'DaHe y
rpad ca BjepoBaranohom p. OuekuBanm Opoj rpaHa je p(;) 3ap= (?M) OYeKUBaH
Opoj rpana caydajuaor ounomuor rpada je M. Tana je HHTYUTHUBHO jaCHO Ja ce OBa

JIBa MOJIeJIa MOHAIIA]Y CJIMYHO, MTO he KacHuje OUTU Pa3MOTPEHO.
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4.3.3 Epgaeni-PenujeB niporiec

Epnem-Penujes npornec {G,(M): M =0,1, ..., (g)} win Kparko G, (M) nounte
npasuauM rpacdom G, (0) Koju uMa n T30JI0BAHEX YBOPOBA W HEMA I'DaHe, a 3aBpIaBa
ce KOMILJIETHUM I'padoM KOjU CcaJipzKu cBe Moryhe rpane. Y cBakoM TpeHYTKY M,
1 <M< (g) y eBosyupajyhu rpad G,(M — 1) ce noaaje no jenHa HOBa rpaHa
m3abpana Ha cJIydajaH HaduH u qo06uja ce nosu rpad G,(M), koju je y TpenyTky M
pacro/ijesbeH Kao yHHMOPMHHE ciaydajan rpad Gy, .

Bpurancku maremarudap Bosobac [2] je mao naejy pazmarpara yHEDOPMHOD
cayudajuor rpada G,y kKao rpada G,(M) koju nacraje y tpenyrky M Epger-

PenmjeBor mporeca.

Tepbheme 4.2. Axo je ca ' osnauen cayuajan epadh xoju nacmaje Epdew-Penujesum
npovecom {G,(M)}, onda je I' y mpenymxy M moe npoueca exeusarenman yHu-

dopmrom cayuajrom epady G,y woju uma M epana.

Hoxkas. Hexa je ca G, 03nauen npoussonman epagh ca n weoposa u M epana.
Hompebno je uspauynamu ejeposammohy da je dobujenu epad I' y M-mom mpenymxy
npoueca usomoppar nowemmom 2pady G, . Cse dox npeuz M epana xoje cy ce
nojasune do moez mpenymra nocmoje u y 2pady G, ar, eastcu da je Gy pp = I Iloc-
moju M nepmymavuja mux M epana u nwuje nompebro sodumu pauyna o ypeherwy
npeocmasus 2pana Koje ce nojasnyjy. Cmoza, nocmoju mawno MI(N — M)! nep-
mymayuja 3a xoje je G,y = I, Tephewe easrcu jep cwedeha ejeposammoha 3ado-
60.606G Yca06e YHUPOPMHO2 cAYUaTHo2 2pada
MI(N—-M)! 1

P{gm]w = F} = Nl = (N)

O

OBa BpcTa mpoIeca MOXKe ¢e 3aMUCJIHTU Ka0 €BOJIYIIHja IPas3sHor rpada Ka KOM-
neTHOM rpady, Koja ce JemraBa J0/aBameM IpaHa y CKIAAY Ca MePMYTaIlHjoM
esemenara N-to4siaHor ckyma. Fberor 3uadaj je y Tome 1mTo oMmoryhasa jia ce oc-
obuHe Tpada mocMaTpajy u3 Kopaka y KOpaK M Ha Taj HAYHH IOCTHTHE CTPYKTYpa

KOja 3aJ/I0BO/baBa HEKe YKeJbeHe OJITHKE.

4.4 Pacnogjesa BjepoBatHohe rpada G, ,

Ilpocjesan 6poj rpana y rpady G, je (;‘)p, JI0 KOra ce J0Ja3d H3padyHaBarmbeM
OUYeKMBaHe BPHjeIHOCTH CaydajHe Beandnne X Koja rnpejcrapsba 6poj rpana y rpady

Gn,p 1 uUMa BunoMmny pacnogjenty ca mapamerpuma N u p. Bjeposarnoha na rpad
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Gn,p NIMa k rpaHa JaTa je ca

P{X =k} = (]Z)pk(l —p)N k.

Crenen usopa rpada G, ,, Takohe, uma bunomuy pacnonjesay, aan ca napaMmerpuMa
P ) J
n—1u p. Axo je D; ciaydajHa BeJWUMHA KOja O3HAYABa CTEINEH UBOpA 7, OHIA je

BjepoBaTHONA Jia je cTelneH 4Bopa ¢ jeaHak k jlara ca

P{D; =k} = (n L 1)1?’“(1 —p)"

jep cBakm YBOp MOXKe OMTH TOBE3aH ca IpeocTajnx n — 1 9BopoBa, a BjepoBaTHOha
VCITjeITHOT MOBe3uBaba JIBa YBOpa je p. bBbuHOMHH KoedwuIiumjeHt (”;1) Koju Opoju
HaYMHE Ha KOoje MOxKe OMTH m3adpaHo k I'paHa Ka OCTAJHM YBOPOBHMA OJI MOI'yhux
n—1, MOMHOYKeH je BjepoBaTHOhOM Ja TUX k n3abpaHux rpaHa MOCTOjH U BjepoBaTHONhOM
J1a mpeoctrajinx n—k—1 rpana ne nocroju. Kaja ce nocMarpa rpaHudHO [TOHAIIAHE,
JecTo ce n — 1 3aMjeHu ca n, Ia ce y3UMa Ja je OYeKUBaH cTeleH 4Bopa d = pn
ymjecro d &~ p(n — 1).

3a [1Ba pasauuuTa UBOpa ¢ U j cAydajHe BesuduHe [; u [; HuCy MOTIYHO
He3aBuCcHe. Ha mpuMmjep, ako je 9BOp ¢ MOBeE3aH ca CBHM OCTAJUM YBOPOBHMA Tj.
D; =n —1, onga je ounrnegno D; # 0 jep je cBaKH 4BOP OCHUM ¢-TOT IOBe3aH Oap
ca ¢-TuM na je D; > 0. MebhyTum, 3a J0BO/BHO BEJUKH N ce MOKe IPETHOCTaBUTU
Jla cy OHe He3aBHCHe U [ ce paclojjesa cTelleHa YBopa ciydajHor rpada G, , npu-
onmxaBa IlyaconoBoj. Kako ce bunomua pacmnosmjesia moxke anpokcuvupartu [lya-
COHOBOM pPaCIOJIjejioM y CAyvajy Kajga np — A, MOXKe Ce 33JaT ja je p = — U
MCKa3aTyu KOHA4YaH pe3y/rar ja crerned yBopa Epaem-PenujeBor ciaydajaor rpe?cba
uMa llyaconoBy pacmnomjesry ca mapamMeTpoM A, Tj. 3a BjepoBaTHONy 1a je cTemeH
4YBOpa ¢ jeJIHaK k BarKu:

AE
P{D; =k} = Ty ",

36or oBora ce gecto Epaem-Pennjes rpad wazusa u Ilyaconos rpad.

Anpokcumarusrao, Bunomua pacrnozgjena 6p30 omaga Kajga je OPoj ekcrepume-
Hara Behu o1 ouekuBaHe Bpujejgnoctu. Mehyrum, npu ucTum ycjoBuMa pacio/ijesia
cTeleHa YBOpa KOja ce jaB/ba Y MPAKCH HUje CKJIOHA TAaKO jaKOM majy. 300r Tora,
naxo je rpad G, , BarKaH MaTeMAaTHIKH MOJe/I, IOTPeOHN Cy MHOTO KOMILIEKCHUjI
MOJIE/IA 3a ITIPEJICTaB/bathe I'padoBa peasHOT CBHjeTa Kako Ou ce obyxBaruje cBe

IbUX0OBE KapaKTEepPUCTUKE.

Ha mpumjep, ako ce mocMmarpa rpad KOju ONHCYje aBUOHCKY JIMHHU]Y, CTEleH

ILeTOBHUX IBOPOBa ce Kpehe y mmpokom omcery, oa 1 wim 2 3a YBOpOBE KOjU IIPEI-
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craB/bajy Maje rpagose, 10 100 3a rinapHe uBopope. (OBakBa pacrojjesia CTerneHa

4yBopa je bunommua.

Bajenanvuka 0COOWHA CJIOKEHIX MpPerka Koje Ce jaB/bajy y MPaKCH je TPUCYCTBO
[JIABHUX YBOPOBA, OJIHOCHO HEKOJIMKO YBOPOBA KOjU Cy IOBE3AHH Ca BEJIUKUM OpojeM
JIPYTHX YBOPOBa Y MPEXKH, Te je IbHXOB CTelleH 3HATHO Behu y OJHOCY Ha CTeleH
OCTAJINX YBOPOBa. YIJIABHOM je TO CJIydaj ca Mpekama Koje MOJIe/JHNpPajy peasiHe
podbJeMe, Kao Ha IpuMjep Mpezka TesepOHCKUX 1M03uBa. TakBe MperKe ce Ha3uBajy
scale-free MpekaMa U 3a IbUX BaKH HEIITO JPYTaduju 3aKOH pacliojjese cTerneHa
uBopa (eHr. power law degree distribution) mo Kome GpOj YBOPOBaA ca JATHM CTe-
HeHOM OMaJIa MOMYT cTeneHe (pyHKIHje KAKO CTeNeH pacTe, OIHOCHO BjepoBaTHOhA

JIa je cTeleH YBOpa jedHaK k mpaTw TK3B. power law pacruomjeny

P{d(v) =k} =c- =L

rje je v MO3UTHUBHA, peajHa BPHUjeIHOCT 3a KOjy ce MpaKTHJIHO J00uja da je Hes-

HATHO Mamba 0]l 3 KaJla je pujed O CJOKEHUM MperKaMa.

Cipesieha Teopema TBPJIM J1a je CTENEeH YBOPa YBPCTO MOBE3AH €A HErOBOM OUEKH-
BAaHOM BpHjeHOIINY. 3amnpaBo, BjepoBaTHONA Jla Ce CTeNeH YBOPA U HHeroBa OUeKH-
BaHa BPHUjeIHOCT np PA3JIUKY]y 3a BHIIE Ja A\,/np, OllajJa eKCIOHEHIINjaIHO OP30 ca

OPACTOM BPHUjETHOCTH .

Teopema 4.2. Hexa je v ueop cayuajnoz epaga Gy ,. 3a 0 < X < /np eascu
P{lnp — d(v)] > M\/np} < 3¢ /5,

[Iperxoana TeopeMa BaKU caMO 3a jeJaH 4YBOp, JIOK ce cJbeseha mocibempuia

OJJHOCH Ha CB€ YBOpPOBeE.

In(n)

IMocwenuna 4.1. Hexa je € nosumusna woncmanma. Awo je p = Q(=.5) onda ce

CKOPO CUuYPHO cmenen cearoz 4eopa Haraau y unmepsasry ((1 — e)np, (14 €)np).

in(n)
ne?

d

n’

3a d KOHCTAHTHO,

OHJa CTeIleH HEKUX YBOpOBa MOZKeE OUTH BaH HaBeJeHOI' HHTEepBaJla. Sa p = % Ha

[Tpermocraska ma je p = Q ) je meomxoaua. Ako je p =

OCHOBY TOCJ/beJIAIle, HUjeJJaH IBOD HeMa cTeleH Behm OJ HeKe KOHCTaHTe Koja je

HE3aBHCHA O N.
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4.5 Amnpanmuza ciay4dajHux rpadoBa

4.5.1 KoeduiujeHT Kj1acTepoBama

Y Teopuju rpadoBa koeUIMjEHT KIaCTEPOBaHKAa KOjU Ce TI0jaBJbyje U MO HA3WBOM
WHJEKC TPAH3UTHBHOCTH TPeICTaB/ha Mjepy Koja ojapelyje Koauko cy 9BOpPOBHU Y
rpady CKJIOHM 3ajeIJHUYKOM I'DYIUCalby y Heke Kjacrepe. Hakon orkpuBarmba oBOr
CBOjCTBA, IIPOYYABAIbE PA3IMIUTHX IpacdoBa cyrepuime j1a y BeiuHu cIydajeBa 4BOPOBH
TeyKe Kpempamy YCKO TMOBE3aHWX TPyla KapaKTEePUCTUIHUX MO PEJATHBHO BUCOKO]
ryctuan moBe3anoctu p. Oe rpyne mmajy obsuk mnojgrpada, ma je BjepoBarHOha
[OBe3UBaha IpaHa y OKBUPY HHX yIviaBHOM Beha of mpocjedne BjepoBarHOlie yc-

IOCTaB/balba CJIydajue Bese u3dMelhy jaBa 4Bopa modeTHOr rpada.

[TocebHO cy conujaine MpezKe TMo3HaTe 0 BUCOKOM KoepHUINjeHTY KIacTepoBaba;
axo cy A u B npujaremsn, kao u B u C, ouza je BjepoBarHo 1a he u A u C' 6utu upu-

jarespu. 3aTo ce KaxKke 1a KOeMUInjeHT KJIacTepoBatba Mjepi TPAH3UTUBHOCT Tpada.

Ciozkene Mperke UMajy MPUWITTHO BUCOK OPOj KJIWKA, KOje Cy 3aITPaBo KOMILIETHA
noArpadoBH, OJHOCHO V BHMAa Cy CBaKa /IBa YBOpa CIojeHa rpaHoM. VIHTYHTHUBHO,
HOjeIMHITN Y CHCTEMY KOjH MMajy HEITo 3aje JHuIK0, 00pa3yjy rpyme. OBO CBOjCTBO
rpacda ce ympaBo Mjepu KoedHIHjeHTOM KJaacTepoBamba. 10 je Mjepa Opoja Tpoy-

ioBa y rpady, Tj MuKIyca ayzKuHe 3.

Koedunujent xracrepoBama C ce pedpunuiine HA 2 Pa3I0I0Ta HAYUHA, KAO TJ100-

aJIH1 B JIOKAJIHU.

I'nobanuu xkoedpumjeHT KIacTepoBamba Mjepr YN0 CYCjeIHIX IapoBa rpaHa

TaKBHX Jla CBe 3 TPaHe KOje UX MOBe3yjy MOCTOoje:

3+ 0Opoj mpoyenosa cadpaicanur y epafpy

C
g 6poJ naposa cycjednux 2paa

Y smreparypu ce moxke Hahu u cibesieha jpedmnauUIMja Koja 3axTjeBa JI0aTHO 00-

jarTmene

C 3+ Opoj mpoyenosa cadpoicanur y epady
gprob = 0poj NoBE3AHUXT MPOJKU 4E0POBA '

Ecennujanao, C Tpeba ma nu3Mjepu cpemby BPUjeIHOCT BjepoBarHohe 1a ¢y aBa cyc-
jemHa uBopa oapeljeHor uBopa (JiBa Koja Cy moBe3aHa ca WCTHM YBOPOM), Takolje,
mehycobHo cycjeann (mosesanu rpaHoM). MebhyTuMm, pasmarpajyhin rpad Kj, mo
npBoj PopMyIn KOeUIIjeHT KIacTepoBama je ounrie Ho 1, 10K ce 1o apyroj dpop-

MYJIH ¥ CIV4ajy ypeheHuX TpojKu MOBe3aHNX IBOPOBA 10014 %, a aKo ce MocMaTpajy
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neypebhene tpojke (Tpojke (1, 2, 3) u (3, 2, 1) cy ucre) nobuja ce 3. Ta 6u HapegeHe
dopmysie Ouie eKBUBaJEHTHE, IOBe3aHa TPOjKa ce jeduHuiie kao ypehen map kora
quHe YBOp M HeypeljeH map uBopoBa Koju Cy MOBE3aHHU ca YBOPOM Ha IPBOj KOOPIHU-
HaTH, ITO O6u 3Ha4dmI0 A3 cy Tpojke (1, (2, 3)) u (1, (3, 2)) ucre, Te je y cayuajy K
O6poj mose3zanux Tpojku 3. Tajma 3a pa3auduTe NApoBE Tj. TPOJKE UCTU YBOP MOZKE

ouTH OpoOjaH BHIIE IyTa.

Jlokasmuu koeuInjeHT KJjIacTepoBama ce mepuHuIe Kao

_ Opoj mpoyearoea Koju cadpoice 46op v

CZ(U)

O6p0] MPoJKYU €O UEHMPOM Y U
U1 €eKBUBAJICHTHO,

_ bpoj epana xoje nosesyjy cycjedne 460pose 46opa v

() |

Ci(v)
rje je d(v) crenen yBopa v.

3a rpad G, , ri06asHN KoedUIIjeHT KIacTepoBamba MOXKe ONTH M3padyHaT HA

OCHOBY JIOKAQJTHOT:

C, - D e, () 'gz(v)

S (Y

¥ nactaBky o3Haka C ce ognocu na C,.

3a u3padyHaBame OUeKUBaHEe BPUjeIHOCTH KoepuIrjeHTa Kaacrepopama C nper-
nocTaB/ba ce Ja je BpujeHocT p Mada, 1j. p = p(n) < .
Heka je T cxyn cBux moarpadosa cirydajuor rpada G, , Koju cy T30MOpQhHE KOM-
mieaTHoM rpady K3, duju YBopoBU U rpaHe obpasyjy Tpoyrao. Heka je X 6poj
TaKBHUX MOAIpadoBa.

T - {H C gn,p’H = Kg}

1<i<j<k<n

E[X7]=E Z H{(i,j,k) € T}| = Z P{(z‘,j,k)e’r}:(g)p?’.

1<i<j<k<n 1<i<j<k<n
bpoj mapoBa cycjeHUX rpaHa O3HA4YeH CAYYajHOM BEeJTUINHOM X,y ce m3padyHaBa
Ha candan HaymH. Hexka je W ckyn noarpadosa ciaydajuoor rpada G, , xoju cy
nzomopcduu caydajuom rpacdy H ca ckynmom uBoposa V u ckynom rpana E 3a koje

BazKn

V = {Ul,’l)Q,UB}
E = {(v1,12), (v1,v3)}
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Onga je

W ={G C G,,|G=H}

3a ckyn ox 3 uBopa i1 < iy < i3, AedpuHHCAHA je ciaydajHa BeJuIHHA Wi cihciy KAO
CyMa HHIUKATOPA:
Wiy <io<is = Liy + Liy + Iy

raje je,3a k=1,2,3

1, ako ce y meHTpy napa rpaHa HaJia3u 4BOP 1y

0, wHade.

IIpema TowMme,

XW = § : Wil<i2<i3

1<i1<i2<i3<n

n
EXw] =E Y Wicie| = (3> 3p*.

1<y <ig<izg<n
Konauano, nobuja ce oueknBana BPUjeHOCT KOEMPUIMjEHTA KJIACTEPOBATHA:
3- E[X7]
E[C] = ———— = 3p.
E[Xw]
3aBUCHO O BpUjeTHOCTH P 3a KOjy Baxku jna p(n) — 0, Kajla n — 00, 0Ba OUeKH-
BaHa BPHUjEIHOCT MOKe OUTHU jaKo MaJjia. Y peaJHuM MperkaMa U3 IMpakce Koeduim-
jeHT KyacTepoBama je yrnasaom usnaz 0,01. Y mozesy masor csujera (small—world
model) npeacrasibeHor of ctpane Watts-a u Strogatz-a, jaB/ba ce 0cOOGMHA BUCOKOT
KoeHUINjeHTa KIACTepOBamba Koja ce KOMOMHYje ca APYyTUM cBojcTBHMa. lHade je
HU3aK KoeHIUjeHT KJIacTepoBamba jeJlaH OJ pa3Jjora 3aliTo Cy CJaydajHu rpadoBu
JIOTIT MOJIENT 32 TIPEJICTAB/bahe KOMILIEKCHIX MPeyKa, Ma Ce MPOHa/Ia3e JIPYrd MaTeM-

ATUYKM MOJIE/IM KOjU IIPey3UMajy HeKa CBOjCTBA CJydajHuX rpadosa.

4.5.2 MoHoTOHa CBOjCTBA

Hedbunanmnuja 4.1. [lodckyn Q) ckyna G, ce nazusa ceojemaso zpaga peda n axo
GeQ, HeG, uG~H nosrauwu H € Q.

I'pagp G uma ceojemeo @ ce 3amucyje u Kao G € (). Axo je () HEKO CBOjCTBO,
onga Py (Q) npupoano o3madaBa BjepoBaTHolly npumnagama cBojcrBa () rpady G,y
u anajoruo Baxu na P,(()) o3mauasa BjepoBaTHONy Hpumagama cBojcTBa () rpady

gn,p-
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Hedbuaunuja 4.2. Csojcmeo () je monomono pacmyhe axo 2pad G uma ceo-

jemeo QQ u G C H mada sascu da u H uma ceojemeso (Q mj. H € Q).

Jpyrum pujednma, cBOjcTBO () je MOHOTOHO pacTyhe ako U3 YUIbEHHIIE J1a HEKH
noarpad rpada G uma cBojerBo () caujenn na un nmjenn rpad G uma cBojcTBO ().
Nuryurusuo, pacryhe cBojcTBO oCcTaje cadyBaHO /10/1aBaeM HOBUX TpaHa y rpad,
Tj. KaJa ce CBOJCTBO jeJHOM TOjaBU y Tpady, BUIlle He MoxKe HecTtaTu. (BakBa
CBOjCTBA Cy O/ 3HAYaja jep ce MHOTM KOHIENTH CJAy4YajHuX rpadoBa ocjarmajy Ha
IBUXOBO I0jaB/bUBaIE W HPUCYCTBO. CAMYHOM JIOTHKOM, CYIPOTHO TBpheme Bazkn
3a MOHOTOHO OIIaJiajyhe cBOjCTBO, KOje OCTaje cadyBaHO aKo ce rpady oOpuIry Heke
rpame.

[Tpumjep pactyher cBojctBa () je cBojcTBo ma rpad G cadporcu k-yukayc nim
cuernujaano 3a k = 3 cBojctBo Aa rpad G cadpocu mpoyzao, To he OUTH KACHHje
nokasaHo. Axko moarpad rpacda G cadporcu k-yuxayc, jacHo je ma ouma rpad G
cadpocu k-uurayc.

Jomn mHexu mpumjepu pacryher csojcrBa cy: durcupan epad H je nodepad y epadpy G,
nOCMOjarve 02POMHUT Komnonenama y epady G, nosezarnocm epada G, dujamemap

epagha G je najsuwe d.

Hedbunumuja 4.3. Csojcmeso () je koneexcHo ako F C G C H u F € Q,H € Q)

nosaauu G € Q).

Pacryha cBojcrsa cy nedunucana y repMmuHIMA J0/aBama rpana y rpad. Crreneha
TeopeMa JIoKa3yje Ja ca HopacToM BjepoBaTHONe p y rpady G, , pacTe U BjepoBaTHoLa
Jla BaxkKm pactyhe cBOjcTBO, OJIHOCHO IOKa3yje ja cjaydajaH rpad koju mma pehy
BjepoBaTHOhY p m300pa rpane uma u Behy BjepoBaTHOhy sa 3a Wwera Baxku pactyhe
cBojcTBo. ExBUBajeHTHO, JonaBaimbe TpaHa y rpad he BjepoBaTHUje Pe3yJITOBATH

rpad Koju uMa kKebeHo pacryhe cBojcTBo.

Teopema 4.3. Hexa je (Q monomono pacmyhe ceojecmeo, 0 < M; < My < N,
0 < p1 < py <1. Tada sasncu

Pr, (Q) < Par, (Q)

B, (Q) < P (@)

Hoxka3z. (i) Hexa cayuajan epad dopmupan 0d My epana uma ceojemso Q. Axo ce
nPUAUKOM hopmuparea dpyzoe epaga uzabepe My epana maxo wmo ce bupa jedna no
jedna epana u maj epad he cuzypro umamu ceojecmeo (Q jep epad dopmupar 0d M,

epara uma mo ceojemeo, a My < My u Q) je monomono pacmyhe.
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(11) Hexa je p = B=Lr. Hexa cy Gi € Gpyp, u G € Gy déa mesasucho
U3aOPaAHA CAYHAjaHG 2pada U degﬁmwccm je epap Go = GLUG. Onda cy epane epaga
Gy usabpare He3a8uCHO u Mo ca 8jeposammuohom py = p1 + p — p1p, na je epadh Go
enemernm u3 Gy, p,. C 063upom na mo da je () monomonro pacmyhe ceojcmeo, axo Gy

uma ceojemeso @, onda mo eascu u 3a Go. Ipema mome easrcu Py (Q) < P, (Q).

O

4.5.3 Ersucrenmnuja tTpoyria y rpady

W3 napenene TeopeMe CJIHjeId J1a je 33 MOHOTOHO pacTyhe cBojcTBO () BjepoBaTrHOha
P,(Q) monorona dynkmuja ox p. Kako ce 6poj uBoposa y rpady nosehasa morso
Ou ce ouekuBaTH Jia pacre u Opoj moryhux Tpoyriosa y rpady, aju TO HUje CIy4a].
Haume, cojcrBo () Koje o3HauaBa Ja rpad G,, ne cadpoicu mpoyzao BazKu ca Be-
JINKOM BjepoBaTHONOM, IIITO 3HAYH J1a BjepoBaTHONhA CYyIIPOTHOr CBOjCcTBA Tj. Ja rpad

Gn,p CaOpoICU MPOY2a0 TEIKU HYJIH.

Hexa je X,, 6poj TpoyrioBa cagpxanux y rpady G, ,. Maxcumanan 6poj Tpoy-

oBa y rpady ca n 4BOpoOBa je (g) Heka cy Y7, ,Y() cy4ajHe BeJIUYUHe KOoje
3

JneTekTyjy na am rpad G, , CaapiKm i-TH MOTyhm TpOyrao, Tj. akKo CaJpKH OHJA

unuKaTop Y; ysuma spujegnocr 1, a unade (. Taza ce X, Moxke 3anucaru Kao

BjepoBaTHoha mojaBbuBaibe CBaKe rpaHe je p, a yc/be/l He3aBUCHOCTH, BjepoBaTHoha
110jaB/bIBaba CBAKOT TPOyTaa je p°. U3 meduHnmmje oueKnBama TUCKPETHE CIyda-

jHE BeJIMYUHE U JTHHEAPHOCTH OUYeKHBamba J00uja ce m1a je
EY)] =p®, saVi

%Y - %E[m ~(3)

w3

AKko ce yBeje napamerpusauuja p = —, 3a d > 0, oHjua Bpujeau
n

. o 3 3
lim E[X,] = lim (Z)ﬁ _ oy MY —-2)d 4

n—oo n—oo n— 00 671,3 6 .

Mozke ce mokazaru ga Hu3 cayuajunx seanunna { X, n € N} y pacnonjean kouBep-
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3
rupa [lyacoHoBoj coryuajuoj Besmmaman X ca mapamMeTpoM A = 5 Onatie caujenn

a3

lim P{G,, € Q} = lim P{X, =0} =P{X =0} =¢c7c .
n—oo n—oo

106
Ako je Ha mpumjep p = — 3a cBako J0BO/bHO Besiuko N € IN u Kako je
n
) 43 ] _ 43
limes =1u limes =0,
d—0 d—o0

3aKJbyuyje ce Ja je BjepopaTHoha Ja rpad G, , cadpotcu mpoyeao jako MaJa, JI0K je
10-¢

33 p = Ta BjepoBarTHOha BesuKa.
Ba p=n"" 1j. p> & sakmyuyje ce xa rpad G, , ca BeIuKOM BjepoBaTHONOM

He cadporcu MPoyeao, Tj. NPENUu3Huje
li_)rn P{G,,cQ} =1.

Canano 3a p <K %, Ha IMpuUMjep p = %, Bakd Jia rpad ca MaioM BjepoBaTHONhOM

n-ln

cazap:xku Tpoyrao. OBO je jeHa O IPBUX MPeICTAB/HEHNX TEOPEeMa M3 OBe 00JIaCTH.

4.5.4 IlpenasHe dpyHIIKHje 32 MOHOTOHA CBOjCTBa

Ha 1 cay4ajan rpad G, , Tocjeayje HEKO CBOjCTBO MOZKe /1a 3aBUCH O]l BPHjeIHOCTH
BjepoBaTHONe HACTAHKA I'PaHe P, KOja y HEKUM CJIydajeBUMa J1a OU CBOjCTBO BayKUJIO
Tpeba Ja 3amoBosbasa oapehen mpar (eur. threshold value). Ysobemem npara 3a
p jgeduHmIIe ce TPaHUIA Y OJHOCY Ha KOjy CBOjcTBO Baxku y rpady. Kaja ce kaxe
Ja Tpad CKOPO CUTI'YPHO He caJp:KH CBOJCTBO MHCJIH ce Ja je BjepoBarHoha ja ToO
cBojcTBo mpunaga rpady osmcka 0 kaga n — 0o. C 063upoM Ha TO /12 je WHTePBaJ

BPUjeTHOCTH P YTJIABHOM BPJIO Y3aK YBOJH Ce MojaM Ipeja3HuX (pyHKImja.

Hedbunnnmja 4.4. Peaana dynruujae p* = p*(n) maxsa da p*(n) — oo xada

n — 00, HA3U6A ce mpeaadna gyrryuja 3a ceojcmeo ) epada G, , axo eascu

lim P{G,, € Q) 0, axo lim,_ p*’(’n) =0
e 1, axo limy, o0 s = 00

Wcra nedunnnmja Baxku u Kaga je () MOHOTOHO pacTyhe ¢BOjCTBO, JOK y CAydajy
MOHOTOHO omaajyhier ¢cBojcTBa YCJI0BH O OIHOCY p U p* Y OKBUDPY I'PAHUYHE BPHUje]I-
HOCTHU BjepoBaTHOhe cy CymnmpoTHA.

Ako mocToju npenasna dyHKIHja p*(n) y 0IHOCY Ha KOJy ¢€ CKOPO CUT'YPHO HEKO

cBOjcTBa jaBiba y rpady (mwim ce Ty6m), oHga goaas3u jio hbasHUX mpesasa.
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Cmenehy Teopemy Koja ce OTHOCH Ha mpesas3ne (pyHKIHje 3a MOHOTOHA CBOjCTBA,

us3snoxkun cy Boaobac [2] n Tomacomn.
Teopema 4.4. C8axo HEMPUBUJAAHO MOHOMOHO CBOJCMBO UMA NPEAAZHY HYHKUUTY.

[Ipu onpehusamby npenasue hyHKIHje 3a CBOJCTBO () KOje BaxKu 3a cjydajal rpad
G BjepoBaTHOCHOT MPOCTOpa G, ,, KOPHCHO je MOCMATPATH TO CBOjCTBO Ha cibedehn

Ha4YUH

Q={9=(V,E): X(9) =1}

raje je X oarosapajyha HeHeraTwBHA CJy4ajHa BendnHa JepUHUCAHA HA BjepOBAT-
HOCHOM IIpocTopy G, ,. Ha mpumjep, ako ce To cBojcTBO ofHOCH Ha KJacy rpadoba
KOJU CaJpzKe IUKJAYC, oHIa X MOXKe jJa O3HadaBa Opoj mukayca y rpady G. VY
Behunu ciayuajeBa X ce jacHo MoxKe jgepWHUCATH W3 KOHTEKCTa U TO je Hajuenthe
CyMa WHIUKATOPCKUX CIYYAJHUX BEJTUINHA.

IIpBo, kaja je p mano y nopehemy ca p* Tpeba mokasaTu Jila aCUMIITOTCKHA CKOPO
CUTYPHO rpad He CaaprKU CBOJCTBO (), a 3aTUM KaJia je p BEeJHKO y mnopehemy ca p*

Tpeba mokasaTH Jia rpad cajap:Ku TO CBOJCTBO, Tj.

0, ako p = o(p*
lim P{G,, € Q} = p=olp")
noee 1, ako p* =o(p).

ExBuBasenTHO, 10Ka3 7a je p* npesasHa GyHKIHja MOXKe ce JOOUTH MmoKa3yjyhu jaa
axko je p maJjo y upebemy ca p* onjia je acumnrorcku ckopo curypuo X = 0 u ako
je p Bestko y npehersy ca p* omna je acHMITOTCKU CKOpo curypuo X > 0.

X je HeHeraTWBHa cJiydajHa BejuduHa, Tj. X > (0 ma ce OBJje MOXKe KOpPHC-
tuTn MapKoB/beBa HEjeIHAKOCT 3a HPBU JUO JIOKa3a, OJHOCHO METO0/1a IPBOI MO-
MeHTa omucaHa y yBomHoMm aujeray. Axo je E[X] = o(l) onga ce mobuja ma je
P{X > 0} = o(1) mrro 3uauu ja je X = 0 cKOpO CUTyYpPHO.

3a apyru amo goxas3a Tpeda MOKa3aTH Ja je aCHMITOTCKH CKOpo curypuo X > 0.

DX

Axo je ﬁ = 0(1) MoxKe ce MpUMjEeHUTH TOC/beAUIA 2.3 [a je ACHMITOTCKA CKOPO
D[X]

curypao X > 0. Crora je 10BO/bHO JTOKa3aTH (Crothe o(1).

JejiHOCTaBaH LpHUMjep, ajau J100ap 3a WIycTpalujy HapegeHor, ou 0mo ma () 03-
HauaBa cBOjcTBO Ja rpad G € G, , uma najmarse I eparny, MTO ce MOZKe 3aIHCATU

Kao

Q={9=(\V,E): X(9) =1}

upu demy je X(G) = |E(G)|. 'panme xommiernor rpada K, ce Mory mymepucaru

n

2) HEe3aBHUCHUX

€1, ...eN, Tla ce caydajua BeTudnHa X MOKe H3pa3uTh Kao cyma N = (
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WHIUKATOPCKAX CJIYYAJHUX BEJIUUWHA, Tj.

N
X =X, uaje je

=1

x 1, axo rpad G caap:ku rpany e;,

0, wuHade.

OuekuBame je 1aTo ca

EX]|= ZEPQ] = Zp - Np= (Z)p _ 2;(7:._]?2)! _ n(n ; Up _ o(n’p).

i=1

Ako je p K # ongia F[X] — 0, kaga n — oo.

C zgpyre crpase, ako je p > # raga E[X] — oo, kaja n — oo. Kanguaar 3a
npenazny bYHKIH]Y 3a cBOjcTBO Q) je p*(n) = % Caza je morpebHO PasMOTPHUTH
JiBa caydaja y ckjaaiy ca jgedpunuimjom 4.4.

Ipro, nexa je 0 < p =p(n) < 1u L& — 0 xagan — oc. 36or]%:n2pu

E[X] = ©(n*p) na ocuosy Tora mro L — 0 MOzKe Ce 3aKJby"UTH Jia E[X] —0

kKaja n — oo. Kopucrehin MapkoB/beBy HejeHAKOCT 100Hja ce
P{X >0} < F[X].

[Tpema Tome, P{X > 0} — 0 kajla n — 00, Ta je ACHMIOTOTCKH CKOPO CUTYPHO
X =0 u kao noc/eeauna rora G, , ¢ Q.

Y apyrom caydajy Baxku 1a je 0 < p < 1lm 1% — 00 KaJla n — 00. Kako je
L =n’p n E[X] = ©(n’p) moxe ce sakmyntn 1a E[X] — 0o kaga n — oo
Kako je ciyuajua Benmunna X cyma N MHAMKATOPCKUX CAYyYAjHUX BEJIUYUHA, FHO)

ojiroBapa bunomua pacrojjesia ma je
D[X] = Np(1 —p).

Tana je

DX] _Npl—p) 1-p_1 (1
EX)E - pE  Np S Np @(n2p)’

a 360r n’p — 00 Kaja n —> 00, 3aK/byUyje ce Ja je

Konauno, u3 nocseenuie 2.3 (MeTona apyror MomenTta) camjenn jga je P{X =0} =

o(1) u mpema Tome P{X > 0} — 1 kama n — 00, Ma aCUMITOTCKH CKOPO CHTYPHO
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BakW Ja je X > 1 n kao mocpeauna Tora G, , € Q.
Y OpeTxoaHO pa3MaTpaHOM IpHMjepy CBOjcTBa aa rpad He cadpocu mpoyzao,

dbyukmuja p*(n) = — je npenazna HyHKIHjA 33 TO CBOjCTBO.
n

Moxke ce npumjeTuTn ja npesasHa (QyHKIHja, aKO MOCTOjH 33 HEKO CBOjCTBO,
Huje jeauncrsena. Ha npumjep, 3a mcTo cBOjCTBO Jjia rpad He cadpotcu mpoyzao

dyukimja p* = — je, Takobhe, mpesaasHa.
n

4.5.5 IloBe3zanoct

Jemno ox pactyhux cBojcTaBa Koja 3aBHce O] mpejasHe (DYHKIHjEe je TTOBE3aHOCT
rpada. Moxke ce neduHUCATH BPUjeTHOCT P TAKO /1A Y 3aBHCHOCTH OJT Fhe Ca BEJUKOM

BjepoBaTHOhOM Tpad G, , Oyle moBe3aH UIN He:

Teopema 4.5. 3a csaxo € > 0 sasrcu

0, axop<
P{G,., je nosesan} —

)
1, axop>

1—

[

In(n)
- .
Cmeneha Teopema 06e36jehyje mpenasny dyHKIH]Y 3a KOJy BayKh CBOJCTBO da He

nocmoje u30406aHu 460posy y rpady G, ,, OZHOCHO rpad je CKOPO YBHjeK IOBE3aH.

c-In(n)

Teopema 4.6. Hexa je p = . Axo je ¢ > 3 un > 100 onda sasrcu

P{G,, je nosesan} — 1

ErsakTHUju pe3yaTaT y CMHCJIY TeopHuje HaT je HapeHOM TeOPeMOM:

c-In(n)

Teopema 4.7. Hexa je p = . Axo je ¢ > 1 onda je epag G, , nosesan ca

BEAUKOM 8JePO8AMHONOM.

In(n) +c+o(1)

Teopema 4.8. Hexa je p(n) = . Tada sasncu

e~ ¢

P{G,, je nosesan} — e~

In(n) , .
osa sjeposammoha mescu e .

Cneyujaano 3a p(n) =

4.5.6 OgxacycTBo M30Ji0BaHUX YBOpoBa y rpady G, ,

ITpenasna ¢yHKIHEja 3a CBOJCTBO OJCYCTBA U30JI0BAHHX 4BOpOBA y rpady G, , je

! .
In(n) OncycTBOM M3010BAaHUX YBOPOBa Ipad mocTaje moBe3aH.

n
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Heka je X 06poj m3onoBanux uBoposa y rpady G, ,. Tana Baxn

E[X] = n(1—p)"!

, , , In(n) , In(n)
[Tomro je npernocraBka ja je hyHKIMja npara ——, HeKa je p = ¢ , ma ce
n n

s100uja

n——aoo n——oo n n—ao0 n—aoo

. l n
lim E[X]|= lim n (1_0—71(71)) = lim ne 9™ — lim pl=c

Ako je ¢ > 1 ouekuBanu Opoj m3os0BaHNX 4BOpOBA Texku (), a TO 3HAYU J1a, CKOPO
cBH Moryhu rpacdoBu HeMajy H30JI0BaHe YBOPORBE.
Ako je ¢ < 1 ouekuBaHu OPOj W30JIOBAHUX YBOPOBA TEXKHU OO W TAJIA C& METOIOM
JIPYTOT MOMEHTA JIOKa3yje Ja CKOPO CBU I'PadOBH HMajy N30JI0BAH YBOD, A CE MOZKE
3anucaTH Ja je

X=hLh+L+..+1,

raje je /; MHAWKATOP KOjU yKa3yje /a Jik je 9Bop ¢ m3oaoBaH. OHma je
E[X’] =) E[f]+2) E[Ll)]
i=1 i<j

[Tomrro je I? = I, npsa cyma je jennaka E[X]. ¥V apyroj cymm cBu ejeMenTu cy

HCTHU T1a ce j100uja,

n

E[X? = E[X]+2 (2

= E[X]+n(n—1)1—p)" (1 -p)"? = E[X]+n(n—1)1—p)>"H-L

Ha kpajy ce y ekcrionenty ojy3uma 1 jep je BjepoBarHoha jia 1pBa JiBa 4BOpa HUCY

noBe3eHa Beh yKJbydeHa BjepoBaTHONOM J1a je mpBH YBOp m30J0BaH. Cana,

EX?  na(l-p)"'+nn-—1)(1-pFrb-t 1 (1 1 1
(E[X])? n?(1 — p)2=1) (1l —p)nt n)l—p
l
Bap:cn(n),c<1ﬂ lim E[X] = oo Baxknu
n n—aoo
. E[X?] , 1 1 1
SR T = T )T mm | = el

Ha ocnoBy nocspemune 2.4, BjepoBarnoha ja je X = 0 texku 0, IITO UMILTHITEPA JIa

. 1 . .
ckopo cBu rpadoBu nMajy u3oa0BaH uBop. lIpema Tome, % je npejazna GyHKIHja

3a CBOjCTBO OJICYCTBA M30JIOBAHOT YBOPA.
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4.5.7 Ersucrennuja mukiayca y rpady G,,

Kasma je pujeu o mpobsiemy dhopmuparma MUKJIyca y caydajaioMm rpady mocmarpa ce
CBaKMU TOJCKYI OJI kK YBOPOBa M UCIUTYje ce IMOJ KOjJUM YCJI0BHMAa OHU (hOpMUpajy
WK IMUKJIYC UK HOBE3aHy KOMIIOHEHTY.

ITpar 3a cBOjcTBO HpHCYCTBa IUKIyca y caydajHoMm rpady G, , je %, MTO e MOYKe

HOKA3aTu IIPUMJEHOM METOJIa LIPBOLI' U JIPYI'Ol' MOMEHTA.

Hexa je X Opoj muxiyca y rpady G, p. PopMmupame nukiyca nyzxune k moryhe
je Ha (Z) naunna. Jlarux k uBopoBa Moxke Outu ypeheno nmpousBo/bHEM H300POM
IPBOT 9BOPA, 3aTHM n300POM JApyror oi npeoctannx k — 1, m rako pexgom. Kako cy
moveTaKk M Kpaj NUKIyCa CIOjeHHd, IUKIYC H IHeroBa OOPHyTa BaphjaHTa ce CMaTpajy

HUCTHM, 11a je OPOoj HAYMHA MOTPEeOHO MOAUJEJIUTH Ca 2:

" /n\ (k—=1)! , " nkpk "\ 51— (np)"—2 5
FIX| = E ~ 7 < < g = -~ " 9
[X] p (k:) o P = —~ 2k T~ wpt = (p) l1—np — (rp)

c TUM Jia je np < %

Kaza je p acumnToTrckn mame o1 %, OHJIA

n
nhinw np=0mu nhHmOOZ(np)k = 0.
k=3

Hakae, kaga n — oo onga F[X] — 0, na ce Ha OCHOBY MeTO/i¢ IPBOI' MOMEHTA,
OIICAHEe Y YBOMY 3aK/byuyje jia rpad cKopo curypHo HeMa mukiayce. [lomohy Meroae
JAPYyror MOMEHTa MOMKe Ce TMOKa3aTh jJa 3a p = %, d > 1, rpad nma IUKIYC ca
BjepoBaTHOhOM KOja Texku 1.

[IpeTxomHO HaBeJEHO HE jaje ¢cTpor mpar jep je tBpheno ga E[X] — 0 camo moj
MPETIOCTABKOM JIa je P ACHMIITOTCKH MaHe O/ % Crpor npar 3axrtjesa ga E[X]| —

O3ap:%,d<1.
d

n?

BIX] = Z (n) (k — 1)!pk _ lz n(n—1)(n—2)...(n —k+ 1>(/{: BRI

Y Tom cayuajy 3a p = £, d = const. Baxn

2 2 k!
k=3

Z nn—1)(n—2)...(n —k+1)d"

nk k-

k=3
E[X] koueprupa ako je d < 1, a quBeprupa axo je d > 1.
Ako je d < 1, onma je F[X] < %ZZ:?)% u rpannvHa Bpujeganoct F[X] rexu

MO3UTUBHO] KOHCTAHTH.
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Axo je d = 1, ouza je

Axo ce y o63up y3me camo TpBHX [n(n) dnanosa cyme, 360r = = 1 4 = < eni

(2 n— —
cAMjeqn n1a je W > 1. Crora,

lim F[X]> lim - =
n—»00 n—s00 k n—>00
Ba p = %, d < 1, E[X] xouBeprupa KOHCTAHTH pa3anduro] ox 0 W ca nosu-
TUBHOM BjepoBarHOhOM rpacdoBu he uMaru KoHCTaHTaH OPOj IMUKJIYCA HE3aBHCHO
o/1 Bestmunne rpada.
3a d > 1, F[X] kouBeprupa 6eCKOHATHOCTH, Te TI0 METO/[H JPYTOr MOMEeHTa rpadoBu

he umaTu HeorpanwdeH Opoj IMUKJIyCa KOJU pacTe ca n.

4.5.8 AcuMOTOTCKa EKBUBAJIEHTHOCT MO/€Jia CJaAy4dajHux rpadoBa

IIpuje naBohema TBphema O ACMMIITOTCKO] €KBUBAJEHTHOCTH HABEJIEHUX MOJIeJIA,
HaBojie ce c/bejeha nBa TBpherma Koja mopeae BjepoBarHohe /1a HEKO CBOJCBO BarKu
3a jaTe MoJee.

Tepbhemwe 4.3. Heka je () nexo ceojecmeo epagpa G, p = %, edje je M = M(n), u

2

(g) — M — 0o. Tada acumnmomceku 6aici

P{gn,lﬂ € Q} S v QWMP{gn,p € Q}

Tephemwe 4.4. Hexa je QQ monomono pacmyhe (onadajyhe) ceojemeso epaga G, p =

%. Tada acumnmomexu 6ascu

n
2

P{gn,M € Q} S 3P{gn,p € Q}

Kako je panuje nomenyTo, KOpUCHO je npumjerurtu jia y Behunum ciaydajeBa Moj-
esd Gy r U Gpp MOTY HPAKTHYHO 3aMjEHUTH jeJaH ApYyTror, Hoj ycjaoBoM 1a je M
ou3y p(g) [Tpn anamusn rpada G, ,, ako ce MOCTABH Ja je p = %, OYEKNBAHN
Opoj rpana y 6maomMuOM ciaydajooM rpady G, ,, kKao u y rpady G, i jeanak je M.
3a 6uI0 KOoje MOHOTOHO CBOjCTBO KOHBepreHnmja rpada G, p HMIUIAIHPA KOHBED-

reanujy G, , Ka UCTOj TPAHUYHO] BPUjeIHOCTH.
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Tephemwe 4.5. Hexa je Q) npoussonno ceojemeo, p = p(n) € [0,1] u 0 < a < 1.

n
2

M= p(Z) +0 ( (Z)p(l —p)) "

P{G,m € Q} — a, kada n — 00, onda eascu u da

Axo 3a cearu nus yujeaux 6poja M(n), 0 < M(n) < ( ), makas da

P{G,, € Q} — a, xada n — oc.

4.5.9 Ersucrennmja k-kjamke y cjay4dajaom rpady

Kao mTo je Beh mokazamo moctoju mpar 3a p Tako Ja Kaja n — 00 CAydajaH
rpad G, CKOPO CUI'YPHO caIpzKu Tpoyrao. OBaj KOHLENT MOzKe OUTH IPOIIHpeH
IIPOHAJIACKOM BPHjeJHOCTH D TaKO Ja Ca BEIHKOM BjepoBaTHOhOM rpad G, , CKOpo
CUT'YPHO WJIM CAJPXKM WJIM HE CaJPzKM CKYII O/ K 4BOPOBa, TAaKBHUX JIa CY CBU Mehy-
cOOHO MOBE3aHW, IITO Ce YV JIUTepaTypn Ha3uBa k-kamka. OBa ujeja MOTUBHUCAHA je
MPETTIOCTABKOM J1a, JI0/IABAIbEM HOBUX I'paHa y cjydajaH rpad, O4eKUBAHO HACTAjy U
HOBe KJIMKe, JIOK y Cay4ajy rpada dnje ce rpaHe 1I0jaB/byjy ca MaJIOM BjepoBaTHOhOM
He TIOCTOjU BeqmKW Opoj Kauka. O WHTepeca je IPAHUIA BPUjETHOCTH P Y OTHOCY
Ha KOjy ce IMocMaTpa ersucTennuja k—kiauke y rpady. JacHo je ma ce 3a p = 1 mMoxke
nahwu 6110 KOja K/IWKa BeTUInHE Marbe WX je/THAKO N, aJii O/ MHTEPEeCca je HajMarmba

BPHjEIHOCT P 3a KOjy MocToju k—KJauKa y rpady.

Teopema 4.9. Hexka je K, komnaeman epad ca r ueoposa, r > 3. 3a ejeposammohy
npunadarwa r—rauxe epady G, , eastcu
0, axop < n -1

P(gn,p :_> KT) —
1, akxop>n 201

Jloka3z oBe Teopeme Koju je nao 6putaHcKu MaremaTudap bBosobac [2] u3noxken

je y paay [7].

Y mnopehemy ca CBOJCTBOM IMOBE3AHOCTH MHTEPECAHTO je YOUUTH Jia je rpaHulia
BPUjEIHOCTH P 38 eI3UCTEHIN]Y k-KJIUKe aCUMTOTCKHU Makha UJIU jeJlHaKa o1 PYyHKIU]je
obuka n~ " 3a pasauKy o rpanurie y Teopemu 4.5, rije je ona nuckperHa GpyHKIITja

In(n

KOja 3aBWICH OJI € U T) OBo cyrepwuiire 1a je mpupoja caydajHux rpadona da 6ydy
N06e3aHY OCjeT/bUBHja KaJa je y HMUTAamy BPUjeTHOCT P OI ceojcmea da nocjedyjy

nodepad.

ITosnaBame cBojcraBa ojpehenux moarpadopa je 3Ha4ajHo y Teopuju rpadosa

1 KOMOMHATOPHIM, Ka0 U Y ILUXOBO] mpuMmjenn. Momgenu caydajuux rpadoa Koju
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reHepuIry obuMHe uian 4decte noarpadope (KIHKe) ¢y MOrOJHH 3a MOJETIOBAE CO-
NHUjaJTHUX Mperka, Kao IMTO Cy Jby/ICKe OpraHm3aluje Koje ce MPUPOIHO TeMesbe Ha

MehycoOHO TIOBe3aHUM TpyllaMa IpHujaTe/ba WA TO3HAHWKA.

4.5.10 Hacrajame K, kauke y ciaydajaom rpady G,

Heka je K4 xoMiLieTan rpad Koju nma 4 usopa. ¥ rpady Ky nmocroju (;1) = 6 rpaHa.
Cuyuajua Bemmumaa X mpejictaB/ba O0poj rpadosa obauka K4 KOjy €y cagapKaHu y
caydajaoM rpady G, ,. buhe mokaszamo ga je oarosapajyha mpesassa dbyHKIHIja

p*(n) = n™%/3. Ouexupana BpHjesHOCT cTydajue BermanHe X je

E[X] = (Z) P8 ~ ntpS.
e
o)’

lim w(n) = oo,
n—oo

Axko je p < p* win eKBUBAJEHTHO P = raje w(n) dyHKIMja 3a KOjy BaxKu

OHJIA 338 OYeKHBahe CJAydajHe BeJudIuHe X BaxKu

- ()~ ()~

JlaxJie, Ha OCHOBY MeTO/Ia IIPBOI MOMEHTa MOZKe Ce 3aK/bYUHTH J1a Kaja je p < n~ />

oHJA
P{X =0} < E[X] = o(1),

unu ekBuBaseHTHO X = () ca BEJIMKOM BjepOBATHONOM.
Kana je p* < p wnn ekBuBajeHTHo p = p*w(n), onga je X > 0 ca BeaukoMm

BjepoBarHohoMm. OuekmBana BpujeaHoct 6poja Ky moarpadosa Texu 00, HaUMe

51X = ()6 = () = te)’) — o
Mebyrum, u3 rora ce ne Mmoxe 3ak/byunru Jia je X > (0 ca BeJIMKOM BjepoBaTHOhOM.
OBxje ce mpuMjemyje MeTom aApyror momenTa. lIpBo, Heka je X; mHIMKaTOpCKa
MpoMjeH/biBa 3a TPHCYCTBO ¢-ToT Tpada Ky y rpady, ¢ = 1,..., (Z) Chay4gajua
sBesimauHa X Koja je nedunucana xao 6poj K4 rpadosa y rpady G, , Moxke ce

3allUCaTH KaoO

X:X1+X2+...—|—X( ):

i
Kana nBa rpacda K, ne aujesie HU jeJHy rpaHy, OHJIa Cy OJAroBapajyhu MHIUKATOPH

HE3aBUCHU, Tj.
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Cov[X;, Xj] = P{Xi = X; = 1} = P{X;} P{X;} = p" = p°p° = 0

ExBuBaJienTHO, TO je ciaydaj Kaja ce JBa rpada K4 yKpIITajy Tj. CHjeKy y jeTHOM
wim HujegHoM 9Bopy. [Ipeoctajy 2 ciaydaja, jep KapJAWHAJIHOCT CKYIIa MPecjeKa OCUM
0 u 1, moxke jomr 6utu 2 m 3. Ta nBa caydaja Koja cy o MHTepeca Cy IpUKA3aHa HaA

CJIIM, NIPH YeMY Cy HaIJIallleHH npecjeru gasa K4 nogrpada.

~

\ 4

(1) (2)

Cruka 4.3: /IBa ciy4aja npecjeka K, nmoarpadona

Y npBowMm ciayuajy aBa Ky rpada umajy 2 3ajelHIUIKa 9YBOPa, OJIHOCHO 1 3aje[HUUKY
rpany. Taxa je ykynan Opoj rpana 11, a oba MHIUKATOpa Y3UMajy BpHjeIHOCT 1.

36or Tora ce mobuja J1a je KoOBapujarumja
Cov[X;, X;] = p't — p'2.

Cauano, y apyrom caydajy asa K4 rpada umajy 3 3ajeJHUUKA 9BOPA U 3 3aje JHUUKE

rpane. Tana je ykyman Opoj rpana 9, ma ce mobuja j1a je KoBapujanuja
Cov[X;, X;] = p? — p'2.

Tpeba npedbpojaru 6poj KOMOMHAIja KOje ce MOojaB/byjy V OAHOCY Ha n300p YBOPOBA
y OBa JBa cjaydaja. ¥ OpBOM ciaydajy 6upa ce 6 o1 n 4BOpOBa, a UMa (g) KOMOU-
HaIlMja, ¥ 32 CBaKy KOMOMHAIM]Y OMpajy ce 2 3aje JHUUKA YBOPA, & 3aTHM U PACIIOPe]T
npeocranux. ¥ JAPYyroMm ciaydajy owpa ce D o n IBOpPOBa, a 3aTUM 3 3ajelHUYIKA
YBOpa U CJIUYHO.

Kopucrehn merony apyror moMmenTa o6jallibeHy Yy YBOJHOM JHjely, J100Hja ce

< e (- () ()

= o(np"?) = o((E[X])*).

OBo mokazyje ma je X > 0 ca BeaukoM BjepoBaTHOhoOM Kaja je p* < p.
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4.5.11 Hajseha kommoHeHTa cjay4ajHor rpada

JeJIHO 0/ HajyIedaT/bUBUX OTKpuha Koje cy naju Epmert u Penn ojgHocu ce Ha mpuc-
yCTBO HajBehe KOMIOHEHTEe y Mojeny ciaydajuor rpada. OBo ce moBoam y Be3y ca
denomenoM hasHOT Ipeaasa, KOju ce y OBOM CIyUajy OJHOCH Ha peJ HajBehe KoM-
noHeHTe. YKparko, pea KomnonenTe y Epaeni-PenujeBom rpady ce Mujema o1 J10T-
apUTaMCKOT' JI0 JIMHEAPHOT KaJa OYEKWBAHU CTEMEH YBOPA CA BPHjEHOCTU HEIITO
mambe 0/ 1 mpesasu uznan 1 (ma npumjep og 0.99 no 1.01) npuimkom pojaBarba
rpana. [Ipema Tome, cBu ciydajuu rpadoBU ce MOHAIIAJY CAUIHO Y CMUCIY Ja IOC-
TOjU HEKOJIMKO KOMITOHeHaTa rpada Koje cy MaJjie BeJndnHe, n HajBeha KoMIoHeHTa,
anja je BesmunHa 1o gebunnnnjn seha ox n?/?.

TokoMm mporteca HacTtanka rpada, HaKOH oapehenor BpeMena jegHa KOMIOHEHTA
HOYMIbe JIa JIOMHHHPA Yy CMHCJIY CBOje BeJUYUHE, JIOK Jpyre KOMIIOHEHTE pacTy
3uaTHO cjaabuje. Vcnocrasba ce ga Kaja je pujed o caydajHoM rpady Koju je ek y
da3m HacTaHka, TauHHje KaJa je mpocjedan crerneH ojapehemnor usopa rpada Mamn
on 1, pacr cBux kommnonenara rpada je pexa O(In(n)). MehyTum, Kako mpocjedan
crerneH nmocrtaje Behu o 1, KOMIOHEHTE MOYUIbY Ja PACTY JIMHEAPHO.

Mozke ce yBecTn napaMerpusalmja

v

2
B d
p_n—l

TaKo Jia d O3HaYaBa OYEKHBAH CTEleH YBOpa CJAYyYajHOr I'pada U MOXKE ce y3eTH Y
0631p KaJja ce pa3Marpajy CBOjCTBa Koja Baske 3a rpad ca BeJInKOM BjepoBaTHONOM,
0/IHOCHO BjepoBaTHOha Texku 1 Kajia 3a OpOj YBOpOBA BazKu 1 — 0O.

[Ipenusuuje, axo je y Epnem-Penujesom rpady ca d > 0 o3HaYeH OUYeKWBAHU
CTeIleH YBOpa U d je Mambe OJf KpUTUIHE BPHUjeIHOCTH 1, caydajan rpad ca BeJTMKOM
BjepoBaTHONOM cajipzKu cTabja M HEMUK/JIUYHE KOMIIOHEHTE U TaJjia HajBehy xommno-
HeHTy mpejcrasmba ctabio pega O(In(n)). Takse xKommonenTe ce Ha3WBajy Maje
kommonente. C Jipyre crpane, ako je d Behe ox 1, ca BeJITMKOM BjepoBaTHONOM IIOC-
TOju jeanHCTBEHa HajBeha KoMIOHEHTa KOja je JMHeapHOT peja, JIOK Cy CBe Jpyre
najsehe komnonenre nenukianane (craduio) pega O(In(n)). Hpyrum pujednma, cse
KOMITIOHeHTe ocuM Hajelie cy mase. Ako je ogekmBaHM cTemeH 4Bopa d Galll jeaHax

KpUTH4HO] BpujenocTn 1, pesi Hajsehe kommonenTe je pesa seher o n?/3.

Jesan o mpucTyTa pa3MaTrpama HajBehe KOMIOHEHTe CIy4dajHOT Tpada je Xeypuc-
1
n
Tpoyrao y ciaydajuom rpady. To 3Haum ja ¢y ¥BOpoBU yriaaBHOM u3osoBanu (d = 0)

nnu oopasyjy crabna. Taxobhe, HaBeneHo je ma je 3a p > M, ¢ > 1 cnyuajan rpad

n

tuaku. [IpeTxojiHo je moKa3aHo Ja y caydajy Kaja je p = o(+) He mocToju HujeaH
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noBe3aH. [locTtaBiba ce nmuTame 1mTa ce jgenrapa n3mely opux daza. Vcmocrapiba ce
Ja ce jenunHcTBeHa Hajsehia KOMNOHEHTa NojaB/byje Kajaa je p = — 3a ¢ > 1. Hajseha

KoMmoHenTa rpada ce gedunuire kao komnouenta pega O(n).

Heka je u BjepoBarnoha ja caydajHo uzabpaH 4BOp He NpHIaa HajBehoj KomIo-
HEeHTH. BHJIO KOju JIpyru 4BOp MozKe ja Oyje cajiprkan y Hajsehoj kommonenTn win
J1a He Oyjie, OJHOCHO 0Ba JIBa IBOPaA MOLY Ja Oy/y HEIOBe3aHHM WU IOBe3aHu. AKO
JIPYTH YBOP IpuIiaja HajBehoj KOMIIOHEHTH OH1a OHU HUCY MTOBe3aHH, a BjepoBaTHoha
osor jorabaja je 1 — p, a ako ce Apyrm 9BOp He HaJia3nW y HajBehoj KommoHeHTH
1oBe3aHu cy ca BjepoBarnohom up. Hakon opadbupa upsor, upeocraje n— 1 4BopoBa,

cTora je

3a yBemeny nmapaMerpusarujy p = —, 3a d > 0, raje je d mpocjedaH CTemeH YBOpa,

o (- L) (- fa )

In(w) = (n—1) - In (1 _ gu _ u))

(
d

Jobuja ce

Kopucrehn In(1 + x) ~ z 3a maje BpujegHoctu x, 106uja ce

(n—1)-d-(1—u)

In(u) ~ —

— A efd(lfu)

Konauno, BjepoBaTHONa 10jaB/bUBamba YBopa y HajBehoj KommonenTn v = 1 —wu gata
je jeTHaImHOM

1—v=¢%

Oga jegnaunna yBujex maje pjerremse v = 0. Mehyrtum, T0o Huje jennHO pjerieme 3a
cBe Moryhe Bpujeanoctu d. OBO ce MOXKe BUJjeTH MOCMaTapmheM IpadbUKOHA JBHje
bynxugje f(v) =1 —e™ @
jennaaune. Cujexy ce y 0 jep f(0) = ¢g(0) = 0 kao mTo je OUEKUBAHO.

Yu g(v) = v. thuxou npecjery Iajy pjeriema MOYeTHE

f'(v) = de™ " >0,

f"(v) = —d?e™® < 0

Cnuka 4.4 naje rpadukone Tux (yHKIMja u omoryhaBa anaanly Opoja pjernerma

jennaunne 1 —v = e~ %V, Ha nujesoM rpadbuxony ce Buan fa 3a v > () HOCTOjH jeTHO
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d>1

v(d)

Comka 4.4: Anaimmsa 6poja pjemrerma jeqnaunte 1 — v = e~V

TpuBHjaTHO pjeniebe v = (0 Kaga je d < 1, a kajga je d > 1 mocroje aBa pjerrerna.
ecHo cy pjemtema nata Kao OyHKIHTja O d.

ITocmarpajyhu uzBoze, Buan ce ja 3a v < 0 u3Boj He MOKe OuTH Behu mero y
v =0 raje je 6am f'(0) =d > 0. Haxie, 3a d < 0 moCTOjH je JTUHCTBEHO TPUBUJATHO
pjememe v = 0, amum 3a d > 1 mojaBspyjy ce U Apyra MO3UTUBHA pjelllekha v TaKo J1a
je0<v<l1.

Texuuuku, mokasano je ma 3a d < 1 He mocroju HajBeha KommoHeHTa. AKO je
d > 1, To 3HaYW Ja cay9ajHO W3adpaH YBOP ca MovYeTKa uMa d cycjeia y IPOCjeKy.
Cpakn meros cycjen nma d? cycjena uta. Haxon s kKopaka 6uhe d* 4BopoBa y OKBHPY
VIAJbeHOCTH S OJT TIOYeTHOT uBopa. Bpoj d > 1 pacTe eKCIIOHEHIUjaJHO U cTora he
Behuna ypopoBa 6uTH noBe3aHa yHyTap HajBehe kommonente. Hbuxosa ydecranoct
ce MozKe Hallm Kao HEHyJIa pjeliere jenHadnte 1 — v = e %,
[Ipenusnuje ynmenune ce Mory mnocruhu ako Ou ce oBaj nupobjieM carJieao us3 yria

npoIeca rpaHarba.

¥ nusby nponjene gujamerpa rpada G, , Mozke OMTH I0CTaB/bEH JOII jeJaH XeyPUC-
TUYKHU ycjaoB. IIpomec pomaBama HOBUX IIOTOMAaKa, Tj. IpaHa He Tpaje 6eCKOHAYHO,

Beh camo 10k ce He jJocTurne n YBOpoBa:
d’>=n
Haxkon sorapurmoBama oBor n3pasa aobuja ce

s-In(d) = In(n).

_ In(n)
In(d)

arrpokcumupa aujamerap Epnemi-Penujesor rpada.
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C ob3upom Ha TO 1a je mpucycTBo Hajrehe kommonenTe oapehero BpujemnonThy
npara, Mo¥Ke ce TOBOPHUTH O (pa3HUM IpesasuMa. ¥ OBOM CJIydajy ce 3a mpar y3uma
YCTaHOBJ/bEHA BPHUjETHOCT CTelleHa 4BOpa, Tj. 3a d < 1 HajBeha KOMIOHEHTa He

HOCTOjH, JTOK 3a d > 1 OHa TOCTOjN.

1.0

0.8 A

0.6 A

0.4 -

0.2 1 )3

— 1~ 1
—_ N> 00

(=

1 2 3 4
npocjeyaH cTeneH 4ysopa ¢

pel Hajsehe KOMNoHeHTe (ckannpaHo)
(=]

Cauka 4.5: Tlpenasune daze y Epnem-Pennjesom cayuajaom rpad

ITpuiinkoMm usyudabamba HacTanka Hajsehe komuonenrte y rpady G, ouexuBanu
cTeIleH YBOpa je Kpynujasian. Hactanak rpana y rpady MozKe ce IIOBe3aTH ca Ipolie-
COM TpaHama. 3a JaTh 9BOp V, MPBO Ce U3JI0Ke FerOBI MOTOMIIH, 8 3aTHM OTOMITA
CBaKOI OJ] (bUX U TAKO CBE JIOK IIOCTOje YBOPOBU y KOMIIOHEHTH KOjOj LIPUIIa/Ia 9BOp V.
I'py6o pedeno, ako je 10 caja uzioxeno k = o(n) 4Boposa, 6poj MOTOMAaKA CBAKOT
0/1 YBOPOBA je caydajHa BeJINYNHA ca BUMHOMHOM pacroije/ioM u mapamerpuma n —k
u p, Te je ouekuBame (n — k)p ~ d. Kako Bunomna pacnonjerna B(n — k,p) KoH-
seprupa [lyaconoBoj pacmozgjenn P(d) ca cpeamom Bpujeanomntiy d = p(n — 1) kaga
n — 0o u d je (puKcHpaHa KOHCTAHTA, IPOIEC M3Jarama KOMIIOHEHTH Ce MOXKe
arrporcumMupar Galton — W atson-oBuM mporecoM rpaHama Koju, Takohe, uma [Tya-
conoBy pacuogjeny P(d). Ilpomec rpanama mounibe jeTHOM jeUHKOM, OTHOCHO Y
OBOM CJIy4ajy jeTHUM IBOPOM, a Jla/be ce TEHEPHIILY CJIYYajHu YBOPOBHU Y CKJIAIY ca
[TyaconoBom pacnomjenom P(p). Knacmuan mporec rpanama ca BjepoBaTHOhoM 1
usymupe ako je d < 1; oBo oarosapa MajauM Komuonentama y rpady G, ,. C apyre
cTpage, ako je d > 1 mporec onctaje OeckoHaYHO ayro. BjepoBaTHoha omcTanka

JaTa je jeJIMHCTBEeHUM TO3UTHBHUM pjerneeM v = v(d) € (0, 1) jennaunue

1—v=e¢ %,
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Osma BjepoBarnoha onrosapa sjepoBaraohn na omabpann usop rpada G, , npunaga
najsehoj komnonentu. Ha oBaj nauun mobuja ce ja je 3a d > 1 najseha koMmmonenta

y cay4dajaom rpady G, , pera v-n + o(n).

4.5.12 HajBeha kommonenTa ciay4ajHor rpada ca JaToM PacHoIjesioM

cTereHa 4Bopa

Awmepuuku matematudapu Molloy u Reed cy pujenuim NuTame MocTojama najsehie
KOMITOHEHTE Y cJIydajHoM rpady Koju nMa HeyHuOPMHY PaclojIjesy cTereHa 9Bopa.
Hexka je \; ysimo uBopoBa 4mju je creneH i, Taja HajBeha KoMIoHeHTa MOCTOjU aKO U
CaMO aKO BazKW -

> (i —2)A; > 0.

i=0
NuaTynTtnBHO, 9BOPOBH cTemeHa () ce He MOjaBIbY]y, OCUM aKoO je pHujed 0 N30J0BAHUM
YBOPOBUMA. AKO IOCTOjU UBOP CTeIeHa 1, OHJ/Ia TO 3HAYU CMAaIberhe MIMPerha IPaHa
KOje Cy Ha TOM YBODY jep jeJHa rpaHa yJjaa3u y YBOP, aJiil HU jeJIHa He W3J1a3H I 00p-
HyTo. CrerneH 2 je HeyTpaJaH jep ce Taj cIydaj MOXKe MOCMATPaTH Kao jeHa IpaHa
KOja yJIa3W W U3Ja3d U3 9YBopa. ¥ TOM CJIydajy HeMa nobehama BeIndnHe KOMIIO-
HEHTE jep HeMa JOJaTHOI I'paHama. UBOPOBH ca cTermeHOM Behum o 2 moBehasajy
IpaHUIy KOMIIOHEHTE 3a 7 — 2 4BOpa, jep Y 4BOp yJas3u jejHa I'paHa, a uiJjasu ¢ — 1
rpaHa Ka HOBHM YBOPOBHMaA, OJHOCHO W3J1a3W Ta jeJlHa Koja je VILIa W oIl ¢ — 2
rpase. ¥ opmy/iu je ¢\; MPOMOPIHUOHAIHO BjepOBaTHONM JIOCTH3amba CTerneHa ¢, a
© — 2 upejcras/ba nopehame WM CMambebe BeJUYUHE IPDAHUIE KaJla Ce JOCTUT'HE
CTeIeH ©.
IIperxoaHE yCIOBE MOTY ONTH NpUM]jeleHn Ha ciaydajal rpad G, ,. Pa3nu npemras

ce JlelmaBaje y caydvaja Kaja p = % n Taja cbegeha cyma goctumxke 0

i(i — 2)p; = 0.
=0

Ba p = % Ipocjedan CTemeH CBAKOT 4BOpa je 1 m mocroju 3 rpana. 3ampaso,

pacuojjesia creneHa usopa je bBunomua rije je Bjeposaraoha Jia crenen uBopa y3uma

pi = <?)pi(1 —-p)""

Tpe6a nokasarn ga 3a p; = (7)p'(1 — p)" ™" u p = L Baxku na je

BPHUjeTHOCT ¢ JaTa ca

n

lim i(i —2)p; = 0.
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b (e n(2) (1)

=0
| = . nn—1)..(n—i+1) n o\’
=-1 —2 . <
2 i(i —2)
<>
i=0
Tpebda npumjerutu 1a je
) ) - 1 =1
Shey iy eyt
i=0 i=1 i=1 i=0
U cmwenehe
o R N i+ 1 NS | — 1
Z;ZZ(@_D;:Z =D T =2
i=0 i=1 i=0 i=0 i=0 i=0

Crora Bazku

N SN
4.6 IIpomec rpanama 3a rpadoBe

[Ipotmec rpanama ce MOKe MPUMjEHUTH MPUJIMKOM H3ydaBamba HAUWHA Ha KOJU ce
dopmupa ciaydajan rpad, 0AHOCHO cTabJIO, IPH Y€MYy je Kao M J0 Cajia YHaIpHje
onpehen 6poj uBopoBa, Tj. 0Opoj jenwmHKU y momyaarnuju. IloueTHm UBOp Koju ce
jOIT Ha3WBa KOPHUjeH W YBOPOBU KOjU HACTA]y Y HapeJIHUM TpeHyInMa Kao MOTOMIIH,
nMajy MCTY pacrojjesay koja oapehyje 6poj moromaka cBakor 4Bopa.

Ocum 1To ce OYHIJICAHO HPUMjebyje y CTyArjaMa O HOIYJIaldji, IPOIec IPaHamba
ce KOPHCTH U Yy M3y4YaBaiby IIOBE3aHUX KOMIIOHEHTH V cJydajHoM rpady. OcHOBHO
MATake KOje ce OBJIje jaB/hba OJIHOCH Ce Ha BjepoBaTHONY j1a cTabso Oyae KOHAYHO, Tj.
BjepoBaTHONY /1a HAKOH KOHAYHOT Opoja reneparuja npomec crane. Opa BjepoBaTHOhA
ce Ha3WBa BjepoBaTHONA m3yMmupama. AHaJanM3a mpoleca rpaHama Ko rpadoBa mo-
apasymujeBa oapehuBame Te BjepoBaTHOhE yCIOB/beHE M3YyMUPAHEM IMOIMyJIallije,
Kao M OYEeKHMBaHe BPUjEJHOCTU BeJIMYUHE KOMIIOHEeHAaTa. BarkaH ajaT KOju ce OBJje

KOPHCTH je TeHepaTopHa (hYyHKIIH]A.

Heka je Z; 6poj moTomaka remepanuje j i Heka je f;(x) remeparopra ¢yHKnmja

caydajue Beauuuue Z;. Ownpga je fi(r) = f(x) remeparopua dbyHKIHja IpBe reH-
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Cnyuajuu rpadosu

eparmje, Taje je f(x) remeparopra dyHKnuja 3a 6poj moroMaka KopujeHa crabiia.
leneparopna dbyukumja apyre reaepanuje je fo(z) = f(f(z)). Tenepanno Baxku ma
je remeparopha dyukiuja rerepamuje j+1 gara ca fj1(z) = f;(f(z)). OBo ce moxe
BHUjeTH pa3dMarpajyhu reneparopny GhyHKIMjy 30Upa JBHje jeITHAKO pacIo/ije/beHe
1jes;iodpojHe HeHeraTUBHE CaydajHe Beqnumne X; u Xo Koja je jeqHaka KBajpaTy

regepaTopHe (pyHKIIHje

f2(1’> = p% + (pop1 + p1po)x + (pop2 + p1pa +p2po)$2 + ...

Axo 36up X7 + Xy y3uma Bpujeanoct 0, onma obje caydajHe BeJUUHHE Y3UMAJY
BpujemaocT (), a ako je BpujeHOCT 30mpa 1, OHIA TAYHO jeqHA CIAydajHA BEJUIHHA
y3uma Bpujeanoct 0, a apyra 1. VommreHo 3a He3aBHCHE C/IydYajHe BeJIUYUHE Ca
reseparopuuM dyukiujama f(x) Baxku jia je reneparopra GyHKIHja CyMe | TAKBUX
CIyYajHAX BeJMYHHA 3ampaso f'(x).

Koedbunnnjenr y3 z; y f;(x) o3nauasa BjepoparHoly 1a je i-Ta jeIMHKA HOTOMAK j-€
regepainmje. AKO IIOCTOjU ¢ TOTOMAaKa y j-0j TeHepalnuju, Opoj MoToMaKa reHepalije
j+1 je 36up i HE3aBUCHUX CJAYUYAJHAX BEJIMUUHA Ca reHeparopaoM ¢yakmujom f(z).
IIpema Tome, reHepaTopHa (dyHKNHja j + 1-Be reHepanmje, npu 4eMmy y j-0j TeH-

epalyju uMa ¢ MoToMaka JaTa je ca
fisa(w) =) P{Z; =i} f'(x).
i=0

Kaxko cy f(z), kao u urepanuje fo(z), f3(x),... TOMMHOMHI TIO X Ca HEHETATHBHUM
koepuIujeHTuMa, OHJa Cy Te (DYHIKHje MOHOTOHO pacrTyhe M KOHBEKCHE Ha je-
JuHIIHOM HHTepBaay. llomTo ce BjepoBaTHoha Opoja moroMaka cymupa Ha 1, ako je

po < 1 Hexku koedbunmjertu y f(x) cy paznmuauru ox Hyse u f(x) je crporo pacryha.

Heka je ¢ = 1 — p BjepoBarHOha M3yMuparma y Tpoiecy rpaHama. AKO y MpBOj
reHepanmju IOCTOju ¢ MOTOMAaKa, OH/Ia CBAKO IMOJACTA0I0 OJI bUX ¢ MOpa HECTaTH
Tj. Yy HEKOM TPeHYTKY IpEecTaTH Ja ce I'PaHa, ITO ce JelaBa ca BjepoBaTHONOM
q.
MOTOMAaKa M BjepoBaTHOhE 7@ 1-TO MOACTADIO0 U3yMpe:

¢=> "
=0

[Ipema Tome, ¢ je jemmako cymu (10 4) MpPOM3BOJAA BjepoBaTHOle mocrojama i

JakJie, q je pjelieme jejHaunHe

o0
o 7
T = E pix’,
1=0
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rje je sanpaso x = f(x), mTo yka3syje na pjeriere 3a710BojbaBa jegHaunny f(r) = x
na unrepsay [0,1].

r = 1 je yBHUjeK pjereme jep je

f=1=3"p.

Heka m o3nauasa uzsoj dyukuuje f(z) y tauku x = 1 1j.
m = f'(1) = p1 + 2ps + 3ps + ...

Taja je m oyekuBanu Opoj MOTOMAKA.

Ako je m > 1 mpupogHo je odekmBaTH ja he crabao OECKOHAYHO PACTH H 114
CBAKW YBOP Yy TPEHYTKY j WMa BUINE O JeJHOT TOTOMKA, aJi OBO He 3HAYM Ja
je BjepoBarHoha n3symupata 0.

Kaxko p, osnauasa BjepoBaTHOhy ma moctoju 0 moTomaka, Kaga je pg > 0, oHIa ca
NO3UTUBHOM BjePOBATHONOM YBOD HEMa MOTOMKE W MPOTEC IPAHATHE Ce 3ayCTaBIba.
Panuje je d o3nauasajo cremen 4Bopa, a caja OBJje m UMa Ty YJOry.

Axo je m < 1, u m je gedunucano kao npsu u3Boj byukmuje f(x) y Taukm x = 1
onya je Haru6 dyukmuje f(r) y taukn x = 1 mamu ox 1. Kako je dbyHKIMja KOH-
BeKCHa, TO 3Haun na je f(x) > x 3a x € [0,1) ma onxa jegnaunna f(r) = x Hema
pjememse Ha [0,1).

Ako je m = 1 u p; < 1, oHzma omer 3 KOHBEKCHOCTH caujenu Ja je f(x) > x 3a
x € [0,1) u jennaunna f(r) = x Hema pjemnierse Ha [0,1).

Axojem =1wup; =1 ouna je f(x) npasa.

Axo je m > 1 ouna je narub f(z) Behin ox maruba x y tauku x = 1. 360r KoHBeK-
cHoctH, jennaunsa f(r) = x mMa jeauHcTBeHO pjememse Ha [0,1). Kaga je pg = 0
pjemmeme je y Taukn x = 0.

Heka je ¢ najmame, HeHeraTuBHO pjerrerse jenuaunue f(r) = . 3a m < 1 u 3a
m=1upy <1, Baxkum 1a je ¢ = 1, a 3a m > 1 q je cTporo Mame on 1. Ymupaso
pjeriere ¢ 03HAYABA BjepoBaTHONY H3yMHUpaa, a 1 — ¢ BjepoBarHOhy oncranka (6e-
CMPTHOCTH), Tj. ¢ je BjepoBaTHONA /14 3a HEKO j HEeMa MOTOMAaKa j-e reHepanuje. To
ce MOXKe BHJIjeTH U3 HamoMeHe jia 3am > 1 u 0 < x < 1 Baxn

lim f;(z) =q.

Jj—00

Kaxo je panuje gedunncano, f;(zr) upeacrasiba reaeparopny byHKIHjY, Tj.

fi(z) = Z P{Z; =i} fi(x).
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Yumenuna Ja TpaHuvHa BPHUjeIHOCT TeHepaTopHe (DYHKIMje He 3aBUCH OJ] & Beh
je xoncranta ¢, rosopu ga je P{Z; = 0} = q u P{Z; = i} = 0 3a cBe Konaume
HeHyJsa BpHujeaHocTH ¢. Ilpeoctana BjepoBarnHoha je BjepoBaTHOha HeorpaHHUYeHe
kommonente. [Ipema Tome, Kaja je m > 1, ¢ je BjepoBarnoha msymupama, a 1 — ¢

BjepoBaTHOha 1a Z; pacrte 06e3 rpanune, Tj 6eCMPTHO.

Teopema 4.10. Hexa je f(x) eenepamopra dynruuja 6poja nomomara cearoz 460pa
Y cmabay Koje je 2eHepucaHo nNPouecom 2pararsa.

(a) Axo je ouexusanu 6poj nomomka ceaxoz 46opa Mmaru uau jednar 1, onda je
sjeposammoha usymuparea 1, ocum y cayuajy da je ejeposamnoha mauno jedroz
nomomxa jednaxa 1.

(6) Axo je ouexusanu 6poj nomomka ceakoz weopa éehu od 1, onda je ejeposammoha

usymuparea jedurncmeeno pjewerve jednawune f(xr) = x wa unmepsany [0, 1).

[Ipormec rpanama Takas 1a je m < 1l wmmm = 1 u p; < 1 msymupe ca BjepoBaTHOhOM
1.
Axo je m = 1 u p; = 1 oHzga mporec rpaHama CaaApzKu OeCKOHAYaH JaHal. AKO
je m > 1 omma 10 m3yMuparma J0J1a3u ca HeKOM BjepoBaTHONOM MamoM o 1, ocum
y cay4dajy po = 0 Kaja He J0Ja3W /10 U3yMHPama jep IYBOP YBHUjeK uMa 6ap jegHor

IIOTOMKa.

3a mHcame OBOT MOTJIaB/ba KOPHIITeHA je aurepartypa [2], [3], [4], [5] u [9].
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IIoriiaBsspe 5

Cpoane obJiacTu U IpuMjeHa

On KaJ cy mpeicTaB/beHnd, CIydajHu rpacdOBU ce MHTEH3UBHO poy4aBajy. [loctamnm
Cy jeHa OJT MeHTPAJHHAX TeMa CaBpeMeHe MaTeMaTHKe JHjesoM 300T Tora IITO Cy
YCKO MOBE3aHU ca OPOjHUM CJyYajHUM CTPYKTYpama Kao IITO Cy MOBPIIH HACTaJe
HA CAyYajaH HAYWH, CAydajHe Malle, MATPHUIE, CUCTEMH, & IUjeJoM U 300T Tora
IMTO Cy KOPUCHE 3a MOJIeJIOBambe, aHAJIN3Y U PjelllaBame CTPYKTYPHUX U aJIrOpu-
TaMCKHUX Tpo0JieMa KOjUX je CBe BHIIE Y MaTeMaTHIU, WHMOPMATHUIN, TPUPOTHUM
U JIDYIITBEHUM HayKaMma, Ka0 U Yy CBAKOJHEBHOM KUBOTY. VHTEH3UBHO 1poyda-
Balbe CJAYYajHUX CTPYKTYPa, nocebno penomena pas3Hux mpesiasa, CIOjUIO je BUIIe
00/1aCTH MCTPaXKNBarba, Kao IMITO je Teopuja BjepoBaTHOoNa, IUCKpETHA MaTEMaTHKA,

MporpaMupame, CTATUCTUKA.

5.1 ®a3Hu npeja3n

Qaznu mpesnasu ce 6aBe M3HEHAIHUM TPOMjeHaMa OCOOMHA OTPOMHHX CTPYKTYPA,
HU3a3BAHUX IPEKOPadebeM KpUTUIHOT TapameTpa. To ce MoKe MocMaTpaTh y MaTeM-
ATUIH U IIPUPOJIHUM HayKaMa M3 pas3IuduTux yrioba. Pas3Hu mpesasu y MOJAeTuMa
caydajaux rpadpoBa nMpejacTaB/benu ¢y y nognoraanby 4.5.4 [Ipenasue pyHmnkuje 3a

MOHOTOHA CBOJCTBA.

[Tpumjep paszuux npesasza n3 CBaKOJHEBHOT KUBOTA je Y BE3U Ca CTAILEM BOJIE:
o1 JieJia (4BPCTO CTame), MPeKo Boje (TeuHo) /1o mape (racoButo crame). OBije moc-
TOje /IBUje KPUTUIHE TeMIlepaType: TadKa cMp3aBamba BOJe M TaUKa KJbydarmha BOJIE.
Ha nuckum Temmeparypama y YBPCTOM CTarby aTOMU U MOJIEKYJIM Y3ajaMHO jaKO
JIjeslyjy ca CBOjJHM CyCjeuMa W T'yCTO Cy nakoBanHu. Ha cpemamum TeMieparypama,
HHTepaKIuje cy cjaaduje, IMITO ce Pe3yaTyje KOHCTAaHTHUM ITPOMjeHa Ha KPATKHM
yia/beHocTuMa. Ha BHCOKMM TemImepaTrypama MOJIEKYJIH 00pa3yjy pHjeTKY, aau jako
JUHAMUYHY CTPYKTYpPY. MHTpUranTHa YumbeHuIa je ga ce OBe IMPOoMjeHe HHIYKOBAHE

TeMIIepaTypoM He JIellaBajy HempeKuIHO, aIu JOBOJe 10 Ba HATJIa IMoKa Tj. dpa3Ha
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mpeJa3a Ha TeMIeparypama TOlbeha U Kibydara. OBa CBOjCTBA ce MOy M3yda-

BaTU Kao CBOjCTBa CJydajHux rpadona ca mpena3zHum (pyHKIHjaMma.

[IpermocTaBka je ma ce HeKa TEYHOCT HAJIA3M HA BPXY HEKOT IpeaMeTra CaviH-
jeHor oj nmoposHor marepujaJa. [Ipobaem Koju 1ona3u u3 obaactu (puUsuKe U rjracu
ga au he TedHocT Hahwm cBOj myT W cTUhm 10 JAHA MPeaMeTa, MOYKe OUTH MaTeMa-
TUYKHA MOJEJIOBAH TK3B. I'PAHUIOM IepkoJamuje. CBaka JBa cycjega y KBaJIpaTHO]
peIeTKH €y MoBe3aHa rpaHoM. ['pana Moxke OMTH OTBOpeHa ca BjepoBaTHONOM p,
MITO 3HAYM A MPOIYIITa TEIHOCT. ¥ CYHPOTHOM je 3aTBOpPEHa ca BjepoBaTHONOM
1 — p mezaBucHo oj ocrasux. ['panuna nepkosaruje komiuieTHor rpadga K,, Koju

caJp:KH N IBOPOBA H (Z) rpana je OuHoMHH ciydaja rpad G, p.

MaremaTnuka dhopmyaaiyja OIpeTXoJIHOr MHTakba OJHOCH ce Ha BjepoBarTHOhy
er3uCTeHIje OTBOPEHEe CTa3e Koja MoBe3yje BPX M JHO, 3a jato p. Mcmocrasiba ce
J1a 32 OECKOHAUHY PEIIeTKY MOCTOjU KPUTHYHA BPHUjEIHOCT P., TAKO Ja 33 P < De

BjepoBaTHONhA Ja TakBa cTaza mocroju je 0, a 3a p > p. BjepoBaTHOhA je 1.
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Chauka 5.1: V3miren pemnierke 3a pa3iuduTe BPUjeTHOCTH P

5.2 JlpyimTBeHe HayKe

Anajim3a noBe3aHocTu n KOMyHUKaruje mely Jbyanmva u3 yria teopuje jgerepMuH-
UCTUYKIAX W CJIy4YajHuX rpadoBa je 3HaUajHa y APYIITBEHUM HaykKaMma. JemaH o
HajcTapujux npuMjepa je (beHoOMeH TMO3HAT I0J HA3UBOM IECT CTEIeHU Pa3/iBajarba
(enr. six degrees of separation), Ha OCHOBY Kora OWJIO KOja JIBa YOBjeKa MOTY
OUTH TOBe3aHa JAHIEM IO3HAHCTBa TPeKo 6 ocoba y mpocjeky. OHO mo deMy ce
Mperno3Haje CJMYHOCT OBOT Mojena Epaen-PennjeBoMm Momeny jecTe MaJja BpHje-
HOCT JIMjaMeTpa, a pa3/juKy MpeacTaB/ba KOeMUIMjEHT KIACTEPOBaha KOJU je BUCOK

KOJI OBAaKBHUX MoOJiesIa TK3B. Mpexka Major cBujeta. [llanca ma aBa 4doBjeka mmajy
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3ajeIHUYKOT Mmpujare/ba je Muoro Beha wero y ciaydajuom rpady.

CBaKOMHEBHO HAIPEIOBAIbe MHTEPHETA BEOMa KOPHUCTHU JIPYIITBEHUM HAyKaMA:
JBYJICKA aKTUBHOCT Ha web cTpaHWIIaMa W KOMYHUKAIUja YHYTap JAPYIITBEHUX 3a-
jeTHUINA TpecTaB/hajy Oorar W3BOP MomaTaka. Y MO33aJWHU OBE CTPYKTYpe KDPHjY
ce Mpeske Koje mory nomohu y npesgasuhary Oyayher pa3poja u yrumaja Ha ApyIHITBO

JaJIEKO U3BaH I'paHHulla MHTEpHETA.

5.3 MpexxHO MogesIoBamke DAaHKAPCKOI' ceKTopa

[Ipu onucuBamy CUCTEMCKOD PU3UKA 3HAYA]HO j€ TIOCMaTPaTH JIMHAMUKY MehycoOHux
oJiHoca (PUHAHCHJCKUX HHCTHTYIMja, OJHOCHO DABUTH Ce CTPYKTYPOM MehycoOHHX
Be3a W OTTOPHOININY cucTeMa Kao IjjeJInHe Ha MOTeHIHjaJHe (DHHAHCH]CKE TTOKORBE.
3a MOme/I0Bame TAKBOT CHCTEMa, NMPUK/IAJIAH je OpUjeHTHCaH rpad duuje rpane
UMajy TadHo ojpeheH cMHjep y CMHCJIY CBOJEBPCHOT JIje/IOBaba jeTHOT YBOpa Ha
Jpyru. 3a BjepoJ0CTOJHO MPHKA3UBaIbe CUCTeMa, OpUjeHTUucaHn rpad tpebda ja Oye
1 TEXKUMHCKHU KAKO ON Ce MpeJICTABUIE PA3THINTE OCOOMHE TPAHA MPEXKe y CKJIAITy

ca WHTEH3UTETOM peJalyje.

Crnuka 5.2: Mpe:xka 6aHKapCKOr CEKTOpa
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Mpexy OaHKapCKOT CEeKTOpa YWHEe TOCJIOBHE DaHKe TpeIcTaB/heHe YBOPOBUMA
¢puHaHCHjCKe Mpeke KOju Cy MOBE3aHU TPaHaMa TaKO J1a CBAKa I'PAHA OIHCYje HEKH
oJiHOC TpBe GaHKe TpeMa JApyroj Gannu (Ha npuMmjep rybutak Koju 6u umaja npsa
faHKa y cJIydajy mpomactd Apyre). YmpaBo Ta Be3a oapebyje cmumjep, 1e0/buHY U
nHTEH3uTeT O0je rpaHe. BeianmdwmHa yBopa MOXKe Jia MIPEJCTaB/ba HA HPHMjep U3HOC
KOjUM OaHKa paciojazke, a y CKIIY ca oApeheHuM mparoBuMa JepUHUCAH je CIIeK-
Tap 00ja 3a YBOPOBe DAJIM JAKIIe aHAJIM3e IITO Ce MOXKe BUJjeTH Ha CIUMHA H.2 Koja
NpUKa3yje jeIHy TaKBY MPEXKY JOOMjeHy HaJl PealHUM MojainumMa nomohy nporpam-

CKOI' je3auka R y KOMe 110CTOje Pa3Hu HaKeTu 3a pajl ca rpadoBuMa.

Kako 6u ce ocobune mpeke ojnpasuje Ha JIOBOJbHO A00ap HAYWH, MOTPEOHO je
oapenuTH oaroBapajyhe crarucTuKe. YIJIABHOM €€ KOPHCTE CTATHCTHKE KAO IITO
Cy IpocjedaH CTeleH YBOpa, VJIAa3HH U U3JAa3HU CTEIeH YBOPAa, CTEIeH IMOBe3aHOCTH,
rycTUHA MpezKe, Ipocjedna Hajkpaha craza, riobaJsna edurkacHocT u camdno. Ha
cauiy 5.3 1ar je mpukas Opoja yJIa3HuX U W3Ja3HUX IPAHa 33 CBAKU YBOP MpPEXKe Tj.

Opoj TpaHCcakKIldja Koje cBaka DaHKa IMPUMHU, OJHOCHO MPYZKH.
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Crauka 5.3: Bpoj yaasaux n m3aa3HuX rpaHa 3a CBakKW 4BOp rpada

[Ipu mocMmaTpamy CHCTEMCKOT pHU3WKa MOTPEOHO je 0OPATHTU NaxKikby Ha IBOPOBE
KpO3 Koje ce (PUHAHCHjCKM TIOK Hajaakire nperocu. C THM HMUBEM Ce U3 MPBOOUTHE
Mpexke u3jBaja nojrpad kKora umHe OGaHKe Koje cy moceOHO 3HadajHe 3a cTabuii-
HOCT cHcTeMa Kao Ijesune. VuaTynTtuBHO, uBOopoBH Beher cremena mmajy 3Hada-
JHUJU TIOJI0YKA] Y MPEyKHU, Tj. OHHW OCTBapyjy Behu Opoj Be3a ca JIPYruM 3HAYAJHUM

ypopoBuMa. Ha Taj Hauun g061ja ce je3rpo Mpeke.

OBaj npobjieM ce MOzKe IJIeJaTd U U3 yIJa Teopuje caydajHux rpadoBa, Ipu
YeMy ce Ha OCHOBY MPEeTXOJHUX CIleHapuja Mpezke ojpelhyje BjepoBarHoha HacTaHka

rpafe u3Mehy JBa UBOpa, a 3aTUM Ce IOCMATPajy Pa3IuduTH CAydajeBH KOju Oun
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Cpoane 0061aCTH U IpUMjeHA

MOTJIH HacTaTu y Oyayhem mnepuoiy.

OBaKkBOM aHAJM30M Ce HA OCHOBY CTATHCTUKA MOXKe 3aK/BYUUTH Ja JHU je CHUC-

TeMCKa KOMIIOHEHTa PU3UKa Yy ODAHKAPCKOM CeKTOpY 3HAJajHa WJIH He.

3a mucarme OBOT MOMJIAB/ba KOPUCHA je Ouita jureparypa [6].
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Ilorii1aBibe 6

3akJpy4dak

Humw pana 6wo je npukas Epupent-PenunjeBor mozena ciydajuux rpadoBa # IbUXOBUX
Haj3Hadajuux ocobmna. Ilox mojomom Epmem-Penujes momen moxke ce nahu ynm-
dopmuE ciydajan rpady, aau je MHOTO denrthu OMHOMHHE cydajan rpad ca Kojum je
pag U3 yrjia Teopuje BjepoBaTHoha Om:ku u Jjakmu. llokazano je ma cy oBa JBa

MOJeJIa aCUMIITOTCKH €KBUBaJICHTHA.

CsojcrBa caydajuux rpadoBa carjieana cy u3 yria npeaasaux yaxkimja. [Ipes-
CTaB/beH je IojaM IpesaszHe (PyHKIHje 38 MOHOTOHA CBOJCTBA, KAaO W IEHTPAJIHHU
pe3yaTar Ha OBOM MOJbY Koju cy jganam bomobac mw Tomacon. Ouu cy TBpamIm 1a
3a CBAKO MOHOTOHO CBOJCTBO IOCTOju Tpesia3Ha (pyHKuja. 3a HEKa KOHKPETHA CBO-
jeTBa Y pajly IMOKa3aHO je MOCTojame Ipeasne (PyHKIMje W JIa 3aMCTa Y OJHOCY Ha

npar Koju oHa JedHWHHIIE CBOJCTBO BayKH, OJIHOCHO He BaxKd 3a cJaydajaH rpad.

Teopwuja caydajuux rpadona je jako oOMMHA W Y OBOM PaJy IMOMEHYT je caMo
MaJId JIM0 10jMOBa U npuMjepa. OcuM yHHMOPMHOr U OMHOMHOT CJIy4ajHor rpada,
MHOT'H JIDYT'H MOJIeJIN ce Nojas/byjy. Hekun o mux cy ciaydajan miaHapHu rpad,
clydajan peryJjapHu rpad, ciydajan xuneprpad, Hexomorenu ciydajan rpad u
JIpYTHU 4uja je CTPYKTYPa HEIITO CJIOYKEHWja U TexKa 3a n3ydaBame. (JcuM Tora, moc-
TOje OPOjHU TTOKa3aTe/bl KOjU ONMHUCYjy cydajHe rpadoBe, Kao IMITO je eJaCTHIHOCT
ciaydajaor rpada Koja Mjepu KOJHMKO JaKO cjydajaH rpad cajipKu HEKO CBOJCTBO U

CJINYHO.

JlocTynHocT nojiaraka KOju MMajy CTPYKTYPY CJOXKEHUX MpexKa U MOryhHocT
IbUXOBOT CKJIAJUIITeha oMoryhaBa jieTa/baH paj U aHAIW3Y peaTHux mpodemMa
noMohy TpOrpaMcKuX je3ukKa. ¥ pajy cy IpuKa3aHe U MOTYNHOCTH TPUMjeHe HEKUX

MPEeTXOIHO pa3MaTPaHUX TEOPUJCKUX Pe3yaTarTa.
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