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1 Uvod

Istorijski gledano, integral kao pojam i �egova primena na izra-
qunava�e povrxine datira jox iz vremena stare Grqke. Eudoks i Arhi-
med su me�u prvima koristili kalkulusni raqun, pretequ integralnog
raquna. U pita�u je rad sa odre�enim integralima koji omogu�avaju ra-
quna�e povrxine zakriv	enih povrxi. Najznaqajniji rad tog vremena
je Arhimedova "Kvadratura parabole".

Slika 1: Krivolinijski trapez

Na slici 1 je prikazan Arhimedov koncept za odre�iva�e povrxine
ograniqene parabolom.

Sa razvojem vixe matematike krajem 17. veka a naroqito radom Isaka
�utna i Gotfrida Lajbnica dolazi do unapre�e�a kalkulusnog raquna.
Uspostav	a se veza izme�u odre�enog i neodre�enog integrala, diferen-
cira�a i integracije kao i do formalnog zapisiva�a. Lajbnic daje
oznaku za integral koja se i danas koristi. Tako�e, Lajbnicove oznake
i tehnika i danas se koriste u matematiqkoj analizi. Na rad �utna
i Lajbnica nadovezuje se �an Batist �ozef Furije koji koristi sve
formalniju notaciju i kod koga se prvi put sre�e oznaka odre�enog in-
tegrala. Bernhard Riman i Gaston Darbu zasnivaju odre�eni integral
pomo�u graniqnih vrednosti. Treba pomenuti i Anrija Lebega koji je
formulisao drugaqiju definiciju integrala i zasnovao teoriju mera.
Mnogi matematiqari, pored pomenutih, doprineli su razvoju integral-
nog raquna koji danas poznajemo.

Zna�e o integralima se sve vixe prime�ivalo u geometriji, fi-
zici i tehnici. Time se javila potreba za formalnim zapisiva�em i
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deta	nijim prouqava�em osobina neodre�enog integrala. Primetilo se
da se naizgled jednostavni integrali, poput

∫
sinx
x
dx ili

∫
ex

x
dx, ne mogu

predstaviti elementarnim funkcijama.

Ideja ovog rada jeste ispitiva�e osobina podintegralne funkcije.
Na osnovu toga, odre�uje se da li se neki inetegral mo�e predstaviti
elementarnim funkcijama ili ne.

Podsetimo se nekih osnovnih pojmova koji �e se pojav	ivati u radu.

Definicija 1. Pod realnom funkcijom realne promen	ive pod-
razumevamo svaku funkciju f : A→ R definisanu na nekom podskupu A
skupa realnih brojeva R i sa vrednostima u R.

Ove funkcije mogu biti zadate na razliqite naqine, a najqex�e se
koristi neki analitiqki izraz.
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1.1 Primitivna funkcija i neodre�eni integral

Definicija 2. Posmatrajmo funkciju f(x) definisanu u intervalu
(a, b). Funkcija F (x), x ∈ (a, b) je primitivna funkcija funkcije
f(x) ako je F (x) diferencijabilna i va�i

F
′
(x) = f(x), x ∈ (a, b).

Primer 1. Funkcija F (x) = x5 je primitivna funkcija funkcije
f(x) = 5x4 jer za svako x ∈ R F

′
(x) = f(x).

Primer 2. Primetimo da je i funkcija F1(x) = x5 − 3 primitivna
funkcija funkcije f(x) = 5x4 jer za svako x ∈ R

F
′

1(x) = (x5 − 3)
′
= 5x4.

Stav 1. a)Ako je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x), tada je i
F (x) + C, gde je C proizvo	na konstanta, tako�e primitivna
funkcija funkcije f(x).

b) Ako su F (x) i G(x) dve primitivne funkcije za funkciju f(x)
na intervalu (a, b), tada je �ihova razlika konstantna u pomenutom
intervalu.

Dokaz. Neka je C proizvo	na konstanta.
a) Va�i da je

F
′
(x) = f(x), x ∈ (a, b)

jer je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu (a, b).
Tako�e va�i:

(F (x) + C)
′
= F

′
(x) = f(x), x ∈ (a, b)

pa zak	uqujemo da je i F (x) +C primitivna funkcija za f(x) na inter-
valu (a, b).

b) Neka je φ(x) = F (x) − G(x), x ∈ (a, b). Funkcija φ(x) je dife-
rencijabilna na intervalu (a, b). Primenom pravila diferencira�a,
dobijamo

φ
′
(x) = (F (x)−G(x))

′
= F

′
(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0, x ∈ (a, b).

Na osnovu posledice Lagran�ove teoreme o sred�oj vrednosti diferen-
cijalnog raquna zak	uqujemo da je φ(x) konstanta, tj.

F (x)−G(x) = C
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Definicija 3. Neodre�eni integral funkcije f(x) je skup svih
primitivnih funkcija za f(x) i oznaqava se sa∫

f(x)dx.

U definiciji, f(x) je podintegralna funkcija, dok je f(x)dx pod-
integralni izraz.

Ako je F (x) jedna primitivna funkcija za f(x) na nekom intervalu,
tada prema Stavu 1 va�i∫

f(x)dx = F (x) + c,

gde je c proizvo	na realna konstanta.

Navedimo osnovna svojstva neodre�enog integrala.

Stav 2. Neka je F (x) primitivna funkcija za f(x) na nekom intervalu
i c ∈ R. Tada va�i:
1o d(

∫
f(x)dx) = f(x)dx

2o
∫
dF (x) = F (x) + c

3o
∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx, k ∈ R \ {0}

4o za funkcije f(x) i g(x) va�i
∫

(f(x)+g(x))dx =
∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

Dokaz. F (x) je primitivna funkcija za f(x) pa va�i F
′
(x) = f(x).

1o d

(∫
f(x)dx

)
= d(F (x) + c) = F

′
(x)dx = f(x)dx

2o
∫
dF (x) =

∫
f(x)dx = F (x) + c

Svojstva 1o i 2o pokazuju da su diferencira�e i integracija me�usobno
inverzne operacije sa taqnox�u do proizvo	ne konstante.
3o Posebno �emo diferencirati svaku stranu jednakosti (levu, pa desnu)
i pokazati da je leva strana jednaka desnoj.(∫

kf(x)dx

)′
= kf(x)

(
k

∫
f(x)dx

)′
= k

(∫
f(x)dx

)′
= kf(x)
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4o Koristimo istu ideju kao u dokazu 3o.(∫
(f(x) + g(x))dx

)′
= f(x) + g(x)

(∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

)′
=

(∫
f(x)dx

)′
+

(∫
g(x)dx

)′
= f(x) + g(x)

Kako bi olakxali pronala�e�e neodre�enih integrala nekih jed-
nostavnih funkcija, navodimo tablicu neodre�enih integrala, uz od-
govaraju�e uslove. Uslovi se odnose na definisanost i neprekidnost
podintegralne funkcije.

1.

∫
x
a
dx =

xa+1

a + 1
+ C (a ∈ R \ {−1}, x > 0)

2.

∫
1

x
dx = log |x| + C

3.

∫
a
x
dx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1))

4.

∫
e
x
dx = e

x
+ C

5.

∫
sin xdx = − cos x + C

6.

∫
cos xdx = sin x + C

7.

∫
dx

cos2 x
= tg x + C x 6=

π

2
+ kπ, k ∈ Z

8.

∫
dx

sin2 x
= ctg x + C x 6= kπ, k ∈ Z

9.

∫
dx√
1− x2

= arcsin x + C |x| < 1

10.

∫
dx

1 + x2
= arctg x + C

11.

∫
dx√
x2 ± 1

= ln |x +
√
x2 ± 1| + C |x| > 1

12.

∫
dx

1− x2
=

1

2
ln

∣∣∣∣ 1 + x

1− x

∣∣∣∣ + C x 6= ±1

Tabela 1: Tablica neodre�enih integrala

Korix�e�e tabele 1 i osnovnih osobina neodre�enog integrala ilu-
strova�emo slede�im primerom.

Primer 3.∫
(x4− 3

x
+sin x)dx =

∫
x4dx−3

∫
1

x
dx+

∫
sinxdx =

x5

5
−3 ln |x|+sin x+c
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1.2 Elementarne funkcije

Definicija 4. Neke osnovne elementarne funkcije su:
1. Polinomi,
2. Eksponencijalne funkcije,
3. Logaritamske funkcije,
4 .Stepene funkcije,
5. Trigonometrijske funkcije
6. Inverzne trigonometrijske funkcije.

Definicija 5. Elementarne funkcije su funkcije koje nastaju
primenom konaqnog broja osnovnih aritmetiqkih operacija (+, −, · ,
:) na osnovne elementarne funkcije i konaqnog broja kompozicija ele-
mentarnih funkcija.

Definisa�emo neke osnovne elementarne funkcije i prikazati �ihove
grafike.
1. Polinomi su funkcije oblika

Pn(x) = amx
m + am−1x

m−1 + ...+ a1x+ a0, n ∈ N, ai ∈ R, i = 1, n

Pn : R→ R

Stepen polinoma je najve�i prirodan broj n koji se pojav	uje u polinomu
i po �emu funkcija dobija ime (linearna za n = 1, kvadratna za n =
2,...).

Slika 2: Polinomijalne f-je

Na slici 2 je zelenom bojom
prikazana jedna linearna
funkcija, plavom bojom jedna
kvadratna funkcija, a crvenom
bojom kubna funkcija.
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2. Eksponencijalna funkcija je funkcija oblika

f(x) = ax, 0 < a < 1 ∨ a > 1.

ax : R→ R+

Osnova eksponencijalne funkcije je a, dok je x izlo�ilac. Kada je
0 < a < 1 funkcija ax je strogo opadalu�a. Kada je a > 1 funkcija ax

je strogo rastu�a. Posebno je interesantno kada se zaosnovu uzme broj e
(Ojlerov broj ili Neperova konstanta).

3. Logaritamska funkcija je inverzna funkcija stepene funkcije i
oznaqavamo je sa

f(x) = loga x, 0 < a < 1 ∨ a > 1.

Drugim reqima
x = loga y ⇔ y = ax

loga x : R+ → R

Kada je 0 < a < 1 funkcija loga x je strogo opadaju�a. Kada je a > 1
funkcija loga x je strogo rastu�a. loge x ima posebnu oznaku lnx.

Slika 3: Eksponencijalne f-je

Slika 4: Logaritamske f-je
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4. Stepena funkcija je funkcija oblika

f(x) = xα, α ∈ R.

xα : R+ → R+

Kada je α < 0 funkcija xα je strogo opadaju�a. Kada je α > 0 funkcija
xα je strogo rastu�a.

Slika 5: Stepene funkcije

5. Trigonometrijske funkcije su sinus (sin), kosinus (cos), tangens
(tg) i kotangens (ctg). Trigonometrijske funkcije ne�e biti posebno
definisane, ve� �e se podrazumevati �ihovo uvo�e�e preko trigonome-
trijskog kruga.

sin(x) : R→ [−1, 1]

sin(−x) = − sin(x) xto znaqi da je ovo neparna funkcija.
sin(x+ 2kπ) = sin(x), k ∈ Z, tj. sin je periodiqna funkcija sa periodom
2π. Na slici 6 je prikazana crvenom bojom.

cos(x) : R→ [−1, 1]

cos(−x) = cos(x) xto znaqi da je ovo parna funkcija.
cos(x+ 2kπ) = cos(x), k ∈ Z, tj. cos je periodiqna funkcija sa periodom
2π. Na slici 6 je prikazana zelenom bojom.

Slika 6: Sinus i kosinus
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tg(x) : R \
{π

2
+ kπ|k ∈ Z

}
→ R

tg(x) =
sin(x)

cos(x)

Ovo je neparna, periodiqna
funkcija sa periodom π.

Slika 7: Tangens

ctg(x) : R \ {kπ|k ∈ Z} → R

ctg(x) =
cos(x)

sin(x)

Ovo je neparna, periodiqna
funkcija sa periodom π.

Slika 8: Kotangens

6. Inverzne trigonometrijske funkcije
Trigonometrijske funkcije nisu bijekcije na celom svom domenu.

Ako bi napravili odgovaraju�u restrikciju domena dobili bi bijekciju,
a samim tim i inverznu funkciju.

Na intervalu [−π
2
, π
2
], sin(x) je bijekcija. �ena odgovaraju�a inver-

zna funkcija je arkussinus tj. arcsin (slika 9).

arcsin(x) : [−1, 1]→ [−π
2
,
π

2
]

Va�i da je
arcsin(sinx) = x, −π

2
≤ x ≤ π

2
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i
sin(arcsinx) = x, −1 ≤ x ≤ 1.

Na intervalu [0, π], cos(x) je bijekcija. �ena odgovaraju�a inverzna
funkcija je arkuskosinus tj. arccos (slika 10).

arccos(x) : [−1, 1]→ [0, π]

Va�i da je
arccos(cosx) = x, 0 ≤ x ≤ π

i
cos(arccosx) = x, −1 ≤ x ≤ 1.

Slika 9: Restrikikcija sinusa
i inverzna (arkussinus)

Slika 10: Restrikcija kosinusa
i inverzna (arkuskosinus)
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Na intervalu [−π
2
, π
2
], tg(x) je

bijekcija. Odgovaraju�a inver-
zna funkcija je arkustangens
(arctg).

arctg(x) : R→
[
−π

2
,
π

2

]
arctg(tg x) = x, −π

2
< x <

π

2

tg(arctg x) = x, x ∈ R.
Slika 11: Restrikcija tangensa
i inverzna (arkustangens)

Na intervalu [0, π], ctg(x) je bijekcija. Odgovaraju�a inverzna funk-
cija je arkuskotangens (arcctg).

arcctg(x) : R→ [0, π]

Va�i da je
arcctg(ctg x) = x, 0 < x < π

i
ctg(arcctg x) = x, x ∈ R.

Dajmo primer kako mogu nastati elementarne funkcije.
Racionalna funkcija je funkcija oblika

f(x) =
Pn(x)

Qm(x)

pri qemu su Pn(x) i Qm(x) polinomi. Ona nastaje kao koliqnik dve
polinomijalne funkcije. Domen funkcije su svi realni brojevi r za
koje Qm(r) nije nula. Kodomen funkcije je skup realnih brojeva.
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Slika 12: Racionalna f-ja

Napomena: U nastavku teksta �e se pod terminom funkcija podra-
zumevati izraz.
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2 Izrazi

Slede�a definicija izraza poznata je iz osnovnih kurseva algebre.

Definicija 6. Neka je C neprazan skup qiji su elementi konstante i
promen	ive. Neka je Q skup koji sadr�i operacije, pri qemu operacije
mogu biti razliqite arnosti (unarne, binarne, ...). Izraz se definixe
induktivno:
(1) elementi skupa C su izrazi;
(2) ako su α1, α2, ..., αk izrazi i H operacija arnosti k, tada je i H(α1,
α2, ..., αk) izraz.

Napomena: Pri definiciji izraza korix�ena je prefiksna nota-
cija. Izraz +(2, 3) je ekvivalentan izrazu 2 + 3 samo xto je u prvom
sluqaju korix�ena prefiksna, a u drugom infiksna notacija.

Razdvojimo skup Q na dva disjunktna skupa, R i P . Elemente skupa
R nazovimo vezivne operacije, a elemente skupa P gradivne operacije.
Vezivne operacije ne pove�avaju klasu izraza, dok gradivne operacije
pove�avaju klasu izraza za 1.

Definicija 7. Definiximo klase izraza:
(1) Izraz klase 0 (polazni izraz):

Element skupa C je izraz klase 0. Ako su α1, α2, ..., αk izrazi klase 0 i
H vezivna operacija, tada je H(α1, α2, ..., αk) izraz klase 0.
(2) Izraz klase 1:

Ako su α1, α2, ..., αk izrazi klase 0 i M gradivna operacija, tada je
M(α1, α2, ..., αk) izraz klase 1. Ako su α1, α2, ..., αk izrazi klase 1 i H
vezivna operacija, tada je H(α1, α2, ..., αk) izraz klase 1.
(3) Izraz klase n (opxti sluqaj):

Ako su α1, α2, ..., αk izrazi klase n− 1 i M ∈ P , tada je M(α1, α2, ..., αk)
izraz klase n. Ako su α1, α2, ..., αk izrazi klase n i H ∈ R, tada je
H(α1, α2, ..., αk)
izraz klase n.

Navodimo osnovne primere izraza definisane pomo�u jedne ili dve
vrste operacija - vezivnih i gradivnih.

Primer 4. Racionalni izrazi (jedna vrsta operacija)
Elementi skupa C su brojevi i promen	ive;
Elementi skupa R su osnovne aritmetiqke operacije (+, −, · , :);
P je prazan skup.

Primer 5. Izrazi u radikalima (dve vrste operacija)
Elementi skupa C su brojevi i promen	ive;
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Elementi skupa R su racionalne operacije;
P = { n

√
x |n ≥ 2} (korenova�e).

Primer 6. Algebarski izrazi (dve vrste operacija)
Elementi skupa C su brojevi i promen	ive;
Elementi skupa R su racionalne operacije;
U Skupu P nalaze se rexe�a polinomskih jednaqina. Drugim reqima,
ako je

αmx
m + αm−1x

m−1 + ...+ α1x+ α0

polinomska jednaqina, i ako su

r1(α0, α1, ..., αm), r2(α0, α1, ..., αm), ..., rm(α0, α1, ..., αm)

rexe�a date jednaqine, tada su r1, r2, ... rn elementi skupa P . Na
osnovu osnovne teoreme algebre, svako od ovih rexe�a postoji.

Napomena: Postoji razlika izme�u izraza u radikalima i algebar-
skih izraza. Ovi drugi qine xiru klasu, jer je poznato da se rexe�a
polinomskih jednaqina stepena 5 ili vixe u opxtem sluqaju ne mogu
izraziti u radikalima.

Primer 7. Izrazi u konaqnom obliku
Elementi skupa C su brojevi i promen	ive;
Elementi skupa R su algebarske operacije;
P = {ex, log x, sinx, cosx, tg x, ctg x, arcsinx, arccosx, arctg x, arcctgx, a

m
n }

(eksponencijalne, logaritamske, trigonometrijske, inverzne trigono-
metrijske, stepene sa racionalnim izlo�iocem).

Poseban sluqaj klase izraza u porimeru 7 jeste klasa transcedent-
nosti izraza.

Primer 8. Izraz ex je prve klase transcedentnosti. Izraz ee
x
je druge

klase transcedentnosti.
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2.1 Transformacije izraza

Primetimo da, po definiciji, izraz log
√
x nije jednak izrazu 1

2
log x.

Zbog toga preciziramo pravila raquna�a.

Definicija 8. Neka su a, b, c, d, x, y izrazi bilo koje klase. Elemen-
tarna pravila raquna�a obuhvataju:
1) komutativnost i asocijativnost zbira i proizvoda;
2) distributivnost mno�e�a prema sabira�u(a · (b+ c) = a · b+ a · c);
3) osnovne raqunske operacije sa razlomcima;
4) pravila za stepenova�e i korenova�e (npr.

√
x2 = x);

5) adicione formule (npr. sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y).
...

Slo�ena pravila dobijaju se konaqnom primenom elemntarnih
pravila raquna�a.

Napomena: U ovom radu smatra�emo da je
√
x2 isto xto i x!

Definicija 9. Neka su α i β izrazi. Ako se β mo�e dobiti od α
transformacijom, ka�emo da su α i β ekvivalentni i pixemo α ∼ β.

Definicija 10. Objekti su klase ekvivalentnih izraza. Klasa objek-
ta je minimalna klasa izraza koji pripada objektu.

Primer 9. Posmatrajmo dva izraza. Neka je α =
√

3
√
a, a β = 6

√
a Kako

je α ∼ β, zak	uqujemo da je ovaj objekat klase 1.

Primer 10. Posmatrajmo izraze u radikalima. Imamo:

√
2 +
√

3 =

√
4 + 2

√
3

2
=

√
(1 +

√
3)2

2
=

1 +
√

3√
2

.

Poqetni izraz je klase 2 (kao izraz u radikalima), dok je zavrxni izraz,
dobijen nizom transformacija, klase 1.

Definicija 11. Od svih izraza klase n postoji izraz oblika H(β1, β2,
..., βk), H ∈ R, pri qemu su β1, β2, ..., βk osnovni izrazi klase n i takav
da je broj k minimalan. Za ovakav izraz ka�emo da je sre�en po osnov-
nim izrazima klase n.

Stav 3. Neka je α = (β1, β2, ..., βk, γ1, . . . , γl) izraz klase n sre�en u odnosu
na osnovne klase, β1, β2, ..., βk osnovni izrazi klase n, a γj izrazi klase
ma�e od n. Tada se βk ne mo�e izraziti preko β1, β2, ..., βk−1.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka va�i

βk = H1(β1, β2, ..., βk−1), H1 ∈ R.

Tada je

α = H(β1, ..., βk, γj) ∼ H(β1, ..., βk−1, H1(β1, ..., βk−1), γj),

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je α sre�en izraz.

Stav 4. (Osnovni L juvilov princip)
Neka va�e pretpostavke Stava 3. Ako je H vezivna operacija takva
da je H(β1, ..., βk) = 0, tada je H(a1, ..., ak) = 0 gde je aj, j = 1, k bilo koji
izraz.

Dokaz. Dokaz direktno sledi na osnovu stava 3.

Drugim reqima, ako osnovni izrazi klase n. β1, β2, ..., βk uqestvuju u
sre�enom izrazu, onda je svaka vezivna veza izme�u �ih identitet.

Za izraqun	ivost integrala je va�no da li je podintegralna funk-
cija algebarski objekat ili nije. Tvr�e�a koja slede povezuju vrstu
objekta i klasu objekta (Tvr�e�e 3 dokazuje da ne postoji algebarski
objekat klase ve�e od 2).

Tvr�e�e 1. log x nije algebarski objekat.

Dokaz. Dokaz ovog tvr�e�a �e te�i u dva koraka.
1o Za poqetak poka�imo da log x nije racionalan objekat.
Pretpostavimo suprotno, neka je log x = α(x)

β(x)
gde su α i β polinomi koji

nemaju zajedniqki faktor tj. gde su izvrtxena sva mogu�a skra�iva�a.

log x =
α(x)

β(x)

Posle primene prvog izvoda dobijamo:

1

x
=
α
′
(x)β(x)− α(x)β

′
(x)

β2(x)
,

a odatle i
β2(x) = x(α

′
(x)β(x)− α(x)β

′
(x)).

Kako je desna strana jednakosti de	iva sa x, i leva strana mora biti
de	iva sa x pa zak	uqujemo da je β2(x) de	ivo sa x. Samim tim je i
β(x) de	iv sa x.
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Dakle, β(x) = xpγ(x), gde je γ(x) polinom koji nije de	iv sa x. Da	e
imamo:

x2pγ2(x) = x(α
′
(x)xpγ(x)− α(x)(pxp−1γ(x) + xpγ

′
(x))),

a odatle i

x2pγ2(x) = α
′
(x)xp+1γ(x)− pα(x)γ(x)− xα(x)γ

′
(x).

Levu i desnu stranu jednakosti delimo sa xp i dobijamo

xpγ2(x) = xα
′
(x)γ(x)− pα(x)xpγ(x)− xα(x)γ

′
(x),

odnosno

α(x)(pγ(x)) + xγ
′
(x)) = x(α

′
(x)γ(x)− xp−1γ2(x)).

Ponovo, kako x deli desnu stranu, deli�e i levu stranu jednakosti.
Postoje dve mogu�nosti. Ako

x|α(x)

to dovodi do kontradikcije jer bi α(x) i β(x) imali zajedniqki faktor.
Ako

x|(pγ(x) + xγ
′
(x))

tada
x|γ(x)

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je γ(x) polinom koji nije
de	iv sa x.

Na osnovu navedenog zak	uqujemo da log x nije racionalan objekat.

2o Sada krenimo od pretpostavke da je log x algebarski objekat, tj.
da postoji polinom oblika

P (y) = Amy
m + Am−1y

m−1 + ...+ A1y + A0

gde su Aj, j = 0, . . . ,m racionalni izrazi po x, najma�eg mogu�eg stepena
koji ponixtava log x (P (log x) = 0).

Uvrstimo y = log x u polinom, a zatim diferenciramo. Dobijamo
jednakosti

Am logm x+ Am−1 logm−1 x+ ...+ A1 log x+ A0 = 0. (1)
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Diferencira�em jednakosti (1) dobijamo jednakost

A
′

m logm x+Am
m

x
logm−1 x+Am−1 logm−1(x) + ...+A1 log(x) +A0 = 0. (2)

Kada (1) pomno�imo sa A′m a (2) sa Am i dobijene jednakosti oduzmemo
dobijamo

(Am−1A
′

m − A2
m

m

x
− A′m−1Am) logm−1 x+ ...+ A0A

′

m − A
′

0Am = 0.

Formirali smo polinom stepena stepena ma�eg od stepena polinoma P
koga log x ponixtava, a to je mogu�e samo ako su svi koeficijenti tog
polinoma 0. Stoga

Am−1A
′

m − A2
m

m

x
− A′m−1Am = 0,

odnosno

−
A
′
m−1Am − Am−1A

′
m

A2
m

=
m

x
,

to jest (
−Am−1

Am

)′
=
m

x
,

odakle je

log x = −Am−1
mAm

+ c

xto je kontradikcija, jer smo u delu 1o pokazali da log x nije racionalan
objekat.

Na ovaj naqin pokazali smo i da
∫

dx
x
nije algebarski objekat.

Tvr�e�e 2. expx nije algebarski objekat.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je P (x, y) polinom po y sa
racionalnim koeficijentima po x koga ponistava exp tj.

P (x, exp(x)) = 0.

Uvedimo smenu exp(x) = y. Dobijamo da je

P (log y, y) = 0,

xto je u kontradikciji sa Tvr�e�em 1.
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Definicija 12. Neka je p polinom od n promen	ivih tj. p = p(x1, x2, ...,
xn). Polinom p je simetrican ako za svaku permutaciju σ : {1, 2, ..., n} →
{1, 2, ..., n} vazi

p(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) = p(x1, x2, ..., xn).

Primer 11. Osnovni primeri simetriqnih polinoma su oni koji se
jav	aju u Vijetovim pravilima:

p1(x1, x2, ..., xn) = x1 + x2 + ...+ xn

p2(x1, x2, ..., xn) = x1x2+x1x3+...+x1xn+x2x3+x2x4+...+x2xn+...+xn−1xn

...

pk(x1, x2, ..., xn) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤in

xi1xi2 ...xik =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤in

k∏
j=1

xij

...

pn(x1, x2, ..., xn) = x1x2...xn

Naredni stav pokazuje da se svi simetriqni polinomi mogu izra-
ziti preko polinoma iz prethodnog primera. �egov dokaz nalazi se u
osnovnim kursevima algebre.

Stav 5. Ako je p simetriqan polinom, tada je p(x1, x2, ..., xn) = q(p1, p2,
..., pn), gde je q polinom.

Mo�emo zak	uqiti:

Stav 6. Ako je r simetriqna racionalna funkcija, tada je r(x1, x2, ...,
xn) = q(p1, p2, ..., pn), gde je q racionalna funkcija.

Tvr�e�e 3. Ne postoji algebarski objekat klase n ako je n ≥ 2.

Dokaz. Dokaz se izvodi u 2 koraka.
Neka je ξ osnovni algebarski izraz klase n. Samim tim, ξ ponistava

neki polinom. Neka je

Amξ
m + Am−1ξ

m−1 + ...+ A1ξ + A0 = 0 (3)

polinom u kome je svaki Aj, j = 0,m algebarski izraz klase ≤ n − 1 i
Aj = Aj(η1, η2, ..., ηk) pri cemu su ηi, i = 0, k algebarski klase ≤ n − 1.
Polinom (3) mozemo oznaciti sa Φ(η, ξ).
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1. korak: η1, η2, ..., ηk mogu se zameniti sa η, gde je η osnovni algebar-
ski klase ≤ n− 1.

Pokaza�emo da se, uz odre�ena ograniqe�a, za η mo�e uzeti linearna
kombinacija η1, . . . , ηn. Neka je η = α1η1 + α2η2 + ... + αkηk, pri qemu
su αj brojevi, a ηj algebarski tj. ponixtavaju polinom (minimalnog)
stepena pj:

B(j)
pj
η
pj
j +B

(j)
pj−1η

pj−1
j + ...+B

(j)
1 ηj +B0. (4)

Radi preglednijeg raquna uze�emo da je k = 2 (xto ne�e uma�iti opx-
tost). Imamo:

η = α1η1 + α2η2

η2 = α2
1η

2
1 + 2α1α2η1η2 + α2

2η
2
2

...

ηq =

q∑
j=1

(
q

j

)
(α1η1)

j(α2η2)
q−j =

q∑
j=1

(
q

j

)
αj1α

q−j
2 ηj1η

q−j
2 . (5)

Izraz ηp11 se mo�e predstaviti kao linearna kombinacija ni�ih ste-
pena ηp1−11 , ..., η11, η

0
1. Analogno se ηp22 mo�e izraziti kao linearna kom-

binacija ηp2−12 , ..., η12, η
0
2. Stoga, me�u izrazima oblika ηi1η

j
2 ima p1 · p2

linearno nezavisnih (onih za koje je 0 ≤ i ≤ p1 − 1, 0 ≤ p2 − 1), dok se
svi ostali mogu izraziti kao �ihova linearna kombinacija.

Stoga ako ispixemo izraze (5) za 0 ≤ q ≤ p1 · p2, bi�e ih p1 · p2 + 1 pa
se eliminacijom izraza ηi1η

j
2 mo�e dobiti linearna veza izme�u η0, η1,

. . . , ηp1·p2 . Drugim reqima η ponixtava polinom stepena p = p1 · p2, npr.

S(η) = Apη
p + ...+ A1η + A0.

Neka su η(1), η(2), η(p) nule ovog polinoma, tj.

S(η) = (η − η(1))·(η − η(2))·...·(η − η(p)),

i neka su η(i)1 , i = 1, ..., p1 nule polinoma (4) za j = 1.
Posmatrajmo polinom

U(η) = S(η)·
p∑

k=1

η
(k)
1

η − η(k)
.

Taj polinom je simetriqan po k (invarijantan u odnosu na permutacije
brojeva k = 1, . . . , p1), pa su mu koeficijenti racionalne funkcije od
koeficijenata polinoma (4).
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Nakon skra�iva�a i zamene η = η(j) (svi sabirci sem j-tog se anuli-
raju), dobijamo:

U(η(j)) = S ′(η(j))·η(j)1 ,

Ako skalare α1, . . . , αn odaberemo tako da polinom S nema vixestrukih
nula onda se S ′(η) ne anulira za η = η(j) ni za jedno j, pa imamo

η
(j)
1 =

U(η(j))

S ′(η(j))
,

xto smo i hteli.
2. korak: Pretpostavimo da ξ zadovo	ava jednakost (3).
Neka η zadovo	ava jednakost Blη

l +Bl−1η
l−1 + ...+B1η +B0 = 0, pri

cemu su Bi, i = 0, l racionalni izrazi klase ne vece od n−2. Primetimo
da η ima tacno l vrednosti i te funkcije oznacimo sa η1, η2, ..., ηl.

Formirajmo proizvod:

l∏
i=1

Φ(ηi, ξ) = 0

i raspisimo ga za l = 2. Imamo

(Am(η1)ξ
m + Am−1(η1)ξ

m−1+

...+ A1(η1)ξ + A0)·(Am(η2)ξ
m + Am−1(η2)ξ

m−1 + ...+ A1(η2)ξ + A0) =

= Am(η1)Am(η2)ξ
2m + (Am(η1)Am−1(η2) + Am−1(η1)Am(η2))ξ

2m−1 + ...+ k∑
i=max(0,k−m)

Ai(η1)Ak−1(η2) + Ak−1(η1)A1(η2)

 ξk + ...+

(A1(η1)A0(η2) + A0(η1)A1(η2))ξ + A0(η1)A0(η2) =

= r2m(η1η2)ξ
2m + ...+ rk(η1η2)ξ

k + ...+ r1(η1η2)ξ + r0(η1η2)

Kako su svi rk racionalni i simetriqni, zapisujemo:

rk(η1η2) = qk(η1 + η2, η1 · η2) = qk(
−B1

B2

,
B0

B2

),

qime smo snizili klasu izraza ξ.
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2.2 Klasa izraza u odnosu na dati izraz

Definicija 13. Neka je α neki izraz. Skup polaznih objekata C do-
pu�ujemo gradivnim blokovima izraza α (odnosno izazima od kojih je α
saqi�en) i u odnosu na �ega definixemo klasu izraza β.

Po definiciji klasa izraza va�i:
Elementi skupa C su klase 0.
Ako su x1, x2, ..., xk izrazi klase β−1 i H1 ∈ P , tada je H1(x1, x2, ..., xk)

izraz klase β.
Ako su x1, x2, ..., xk izrazi klase β i H2 ∈ R, tada je H2(x1, x2, ..., xk)

izraz klase β.

Primer 12. Neka je

α =
√

1 + ex ·sin 1− x2

log x

Izrazi ex, log x, sin 1−x2
log x

su izrazi klase 0 u odnosu na α. log(log x) je

izraz klase 1 u odnosu na α. log(log(1 + x)) je izraz klase 2 u odnosu na
α. sin ex je klase 1 u odnosu na α. sin e2x je izraz klase 2 u odnosu na α.

2.3 Algebarski izrazi

Neka se y algebarski izra�ava preko x, tada y ponixtava polinom

An(x)yn + An−1(x)yn−1 + ...+ A1(x)y + A0(x) = 0. (6)

Aj(x) =
Pj(x)

Qj(x)
,

pri qemu va�i da su Aj racionalne funkcije po x, a Pj(x) i Qj(x)
polinomi.

Neka je
Q(x) = NZS{Qj(x)}, 0 ≤ j ≤ n.

Pomno�imo jednakost (6) sa Q(x). Dobijamo da je

Pj(x) = Aj(x)Q(x)

tako�e polinom. Tada je

K(x, y) = Pn(x)yn + ...+ P1(x)y + P0(x)

polinom koji zavisi od dve promen	ive.
Primena prethodnih iskaza ogleda se u slede�em tvr�e�u:
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Tvr�e�e 4. Ako je A(x) algebarska funkcija, onda je logA(x) transce-
dentna funkcija.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je logA(x) algebarska funkcija. To
znaqi da postoji polinom K takav da je

K(x, logA(x)) = 0.

Uvedimo smenu:
z = A(x)→ x = B(z).

Dobijamo da je
K(B(z), log z) = 0

xto nije mogu�e jer je log z algebarska od B(z) klase 2, a ne postoji
algebarski objekat klase 2.
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2.4 Izvod izraza

U da	em izlaga�u koristi�emo samo logaritamsku i eksponenci-
jalnu funkciju kao gradivne izraze, tj. P = {log, exp}. jer se ostale
osnovne transcedentne mogu preko �ih izraziti kao:

sinx =
eix − e−ix

2
,

cosx =
eix + e−ix

2
,

arctg x =
1

2i
log

1 + ix

1− ix
,

ako λ nije racionalno, tada

xλ = eλ log x.

Sve xto u da	em izla�emo mogu�e je dokazati i za funkcije sin, cos,
i tako da	e, ali �e ovako dokazi biti kra�i i elegantniji.

Definicija 14. Izvod je transformacija koja izrazu α dode	uje izraz
α
′
.

Radi podse�a�a na pravila izvoda, prikazujemo tablicu izvoda i
osnovna svojstva izvoda.
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(c)
′
= 0

(x
n
)
′
= nx

n−1

(
√
x)
′
=

1

2
√
x(

1

x

)′
= −

1

x2

(e
x
)
′
= e

x

(a
x
)
′
= a

x
log a

(sin x)
′
= cos x

(cos x)
′
= − sin x

(tg x)
′
=

1

cos2 x

(ctg x)
′
= −

1

sin2 x

(arcsin x)
′
=

1√
1− x2

(arccos x)
′
= −

1√
1− x2

(arctg x)
′
=

1

1 + x2

(arcctg x)
′
= −

1

1 + x2

Tabela 2: Tablica izvoda

Linearnost

(cf)
′
= cf

′

(f + g)
′
= f
′
+ g
′

Izvod proizvoda

(fg)
′
= f
′
g + fg

′

Izvod koliqnika

(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
, g 6= 0

Izvod slo�ene funkcije

(f ◦ g)′ = (f
′ ◦ g)g′

Izvod inverzne funkcije

(f
−1

)
′
=

1

f ′ ◦ f−1
.

Tabela 3: Osnovna pravila
raquna�a

Primer 13. Ako je y algebarski izraz od x, tada je i �egov izvod y′

tako�e algebarski. Naime, ako je

m∑
j=0

Aj(x)yj(x) = 0

onda je
m∑
j=0

(A
′

j(x)·yj + Aj(x)·j ·yj−1 ·y′) = 0.

Nevedimo jedno jednostavno tvr�e�e, bez dokaza.

Tvr�e�e 5. Ako su α i β ekvivalentni izrazi tj. ako se od izraza α
mo�e do�i transformacijama do izraza β, tada va�i:

α ∼ β ⇒ α
′ ∼ β

′
.

Pokusajmo da dokazemo da izvod ne povecava klasu izraza (klasa
ostaje ista ili se sma�uje).
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Stav 7. Ako je α izraz (klase transcedentnosti q), onda je α
′
algebar-

ski u odnosu na α.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po klasi izraza.
Baza indukcije: Neka je α klase 0. U Primeru 13 pokazali smo da je

tada i α′ algebarski, tj i on je klase 0.
Korak: Neka je α klase q tj. α = H(β1, β2, ..., βn, γ1, γ2, ..., γl, x), pri

qemu su βj, j = 1, n osnovne transcedentne klase q, a γj, j = 1, l transce-
dentne klase ma�e od q. Tada je:

α
′
=
∂H

∂β1
· dβ1
dx

+ ...+
∂H

∂βn
· dβn
dx

+
∂H

∂x
.

Svi izrazi oblika ∂H
∂βj

su algebarski u odnosu na α. Treba proveriti

xta se dexava sa dβj
dx
.

(1) sluqaj: βj = eγ, γ je klase q − 1.

dβj
dx

= eγ · dγ
dx

= βj ·
dγ

dx

(2) sluqaj: βj = log γ, γ je klase q − 1.

dβj
dx

=
1

γ
· dγ
dx
.

U oba sluqaja dβj
dx

je algebarski u odnosu na α, pa je samim tim i α
′

algebarski u odnosu na α.

Slede�e dve leme su tehniqkog karaktera i bi�e korix�ene prilikom
dokaziva�a glavnog tvr�e�a.

Lema 1. Neka je π funkcija dve promen	ive, π = π(x, θ).
a) Ako za svaku konstantu µ va�i

π(x, θ + µ) = π(x, θ) + c, (7)

gde c ne zavisi od θ, tada je π(x, θ) = A(x)·θ +B(x).
b) Ako za svaku konstantu µ va�i π(x, µ ·θ) = π(x, θ) + c, gde c ne

zavisi od θ, tada je π(x, θ) = A(x)·log θ +B(x).
Ako jox va�i da c zavisi samo od µ, a ne i od x, tada je A(x)

konstantno.
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Dokaz. a) Imamo
π(x, θ0 + µ) = π(x, θ0) + c

π(x, θ + µ) = π(x, θ) + c

Oduzima�em prve jednaqine od druge, dobijamo:

π(x, θ + µ)− π(x, θ0 + µ)− π(x, θ) + π(x, θ0) = 0

Diferencira�em po θ dobijamo

∂

∂θ
π(x, θ + µ) =

∂

∂θ
π(x, θ),

xto je istovetno sa

∂

∂µ
π(x, θ0 + µ) =

∂

∂µ
π(x, θ0),

pa mo�emo zak	uqiti da je

∂

∂θ
π(x, θ) =

∂

∂µ
π(x, θ0 + µ).

Odatle sledi da je
π(x, θ) = A(x)·θ +B(x) (8)

jer desna strana jednakosti (8) ne zavisi od θ.

b) Uvedimo smene θ = eφ i µ = eλ. Tada

π(x, µ·θ) = π(x, θ) + c

postaje
π(x, eφ+λ) = π(x, eφ) + c.

Oznaqimo
π1(x, φ) = π(x, eφ)

Na izraz π1 primenimo deo dokaza a) i dobijamo

π(x, eφ) = A(x)·φ+B(x),

odnosno
π(x, θ) = A(x)·log θ +B(x).
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Poka�imo jox i da �e A(x) biti konstanta pod uslovom da c zavisi
samo od µ.
Iz (7) i (8) dobijamo

A(x)·(θ + µ) +B(x) = A(x)·θ +B(x) + c,

to jest
A(x)·θ + A(x)·µ = A(x)·θ + c,

odakle je
A(x)·µ = c,

tj. A ne zavisi od x.

Lema 2. Neka je α = H(β1, β2, ..., βn, γ1, ..., γk, x) sre�en izraz po β1, , ..., βn
osnovnim transcendentnim klase q ( γ1, ..., γk su osnovni
transcendentni klase ma�e od q ) i neka je θ = βj, G = dα

dx
. Tada je

G(x, θµ) =
d

dx
H(x, θµ),

gde je

θµ =

{
θ + µ, ako je θ = [log(q)]

θ·µ, ako je θ = [exp(q)]

Dokaz. Imamo

G(x, θ) =
∂H(x, θ)

∂θ
· dθ
dx

+

(
∂H(x, θ)

∂x

)
θ

=
dH

dx
.

U sredix�i deo identiteta umesto θ uvrsti�emo θµ. Razlikujemo dva
sluqaja:

1. sluqaj: neka je θ = [log(q)], tj. θ = log γ, gde je γ klase q − 1. Tada
je dθ

dx
= 1

γ
dγ
dx

i odatle d(θ+µ)
dx

= dθ
dx
.

Stoga imamo

G(x, θ + µ) =
∂H(x, θ + µ)

∂(θ + µ)
· dθ
dx

+
∂H(x, θ + µ)

∂x
=

d

dx
H(x, θ + µ),

jer je
dθ

dx
=
d(θ + µ)

dx
.
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2. sluqaj: neka je θ = [exp(q)], tj. θ = exp γ, gde je γ klase q − 1.
U ovom sluqaju imamo

dθ

dx
= eγ

dγ

dx
= θ· dγ

dx
,

odakle je

G(x, θ · µ) =
∂H(x, θ·µ)

∂(θ·µ)
·µdθ
dx

+
∂H(x, θ·µ)

∂x
=

d

dx
H(x, µ·θ).

Stav 8. Neka je α = log π pri qemu je π sreden izraz klase q − 1. Tada
va�i da je α klase ma�e od q ako i samo ako je

π = c·ηA1
1 ·ηA2

2 ·...·η
Ak
k , (9)

gde je c izraz klase q − 2 ili ma�e, Aj ∈ Q, ηj = [exp(q−1)], j = 1, k .

Dokaz. Ako je π oblika (9) lako se vidi da dolazi do skra�iva�a i da
je log π klase ma�e od q.

Za obratan smer pretpostavimo da je θ osnovni transcedentni klase
q−1 koji uqestvuje u π, i neka je H(x) izraz klase q−1 ili ma�e dobijen
sre�iva�em izraza log π(x).

1. sluqaj: neka je θ = [log(q−1)]. Tada diferencira�em jednakosti

log π(x, θ) = H(x, θ) (10)

nalazimo
d
dx
π(x, θ)

π(x, θ)
=

d

dx
H(x, θ)

a zbog prethodne leme i

d
dx
π(x, θ + µ)

π(x, θ + µ)
=

d

dx
H(x, θ + µ)

tj.
log π(x, θ + µ) = H(x, θ + µ) + c. (11)

Od jednakosti (11) oduzimamo jednakost (10). Dobijamo

log
π(x, θ + µ)

π(x, θ)
= H(x, θ + µ)−H(x, θ) + c,

a kada stavimo θ0 umesto θ i izvrximo jox jedno oduzima�e dobijamo i

log
π(x, θ + µ)

π(x, θ)
· π(x, θ0)

π(x, θ0 + µ)
= H(x, θ+µ)−H(x, θ)−H(x, θ0+µ)+H(x, θ0).
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Desna strana posled�e jednakosti je algebarska po µ, a kako je logaritam
algebarske funkcije transcedentna, ovo je mogu�e jedino ako π(x,θ+µ)

π(x,θ0+µ)
ne

zavisi od µ.
Kada stavimo θ0 = 0 i zamenimo uloge µ i θ to znaqi da izraz π(x,θ+µ)

π(x,θ)

ne zavisi od θ, tj. jednak je nekoj konstanti. Otuda je

π(x, θ + µ) = Cπ(x, θ).

Odatle je
log π(x, θ + µ)− log π(x, θ) = logC = A,

tj.
log π(x, θ) = A(x)·θ +B(x)

Dolazimo do zak	uqka da je

π(x, θ) = eB(x) ·eA(x)·θ

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da π mora biti algebarska
funkcija od θ.

Neka je sada θ = [exp(q−1)] osnovni u π. Koriste�i ponovo prethodnu
lemu nalazimo jednakosti

d
dx
π(x, θ)

π(x, θ)
=

d

dx
H(x, θ)

d
dx
π(x, µ·θ)
π(x, µ·θ)

=
d

dx
H(x, µ·θ)

log π(x, µ·θ) = H(x, µ·θ).
Na isti naqin kao i u prethodnom sluqaju zak	uqujemo

log π(x, µ·θ) = log π(x, θ) + A1.

Primenom leme 1 b) dobijamo

log π(x, θ) = A(x)·log θ +B(x)

π(x, θ) = θA(x) ·eB(x)

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da π mora biti algebarska
funkcija od θ, osim ako je A(x) = A ∈ Q, i tada je

π(x, θ) = θA ·F (x).
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Navex�emo jedan stav koji se na isti naqin dokazuje kao i Stav 8.

Stav 9. Neka je α = exp π pri qemu je π sreden izraz klase q − 1. Tada
va�i da je α klase ma�e od q ako i samo ako je π = c·ξA1

1 ·ξA2
2 ·...·ξ

Ak
k , gde

je c izraz klase q − 2 ili ma�e, Aj ∈ Q, ηj = [log(q−1)], j = 1, k .
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3 Izraqun	ivost

Definicija 15. Integrale koji se ne mogu predstaviti funkcijama
u konaqnom obliku naziva�emo neizraqun	ivim, dok one koji se mogu
predstaviti funkcijama u konaqnom obliku naziva�emo zva�emo izra-
qun	ivim.

3.1 Opxta Ljuvilova xema

Teorema 1. (Opxta L juvilova xema) Neka je F (x) sre�ena funkcija u
konaqnom obliku. Ako je

∫
F (x)dx izraqun	iv, tada je on oblika∫

F (x)dx = φ0(x) +
n∑
j=1

cj · log φj(x) + c

gde su cj, 1 ≤ j ≤ n konstante, a φj, 0 ≤ j ≤ n algebarske u odnosu na F .

Napomena: Drugim reqima, transcedentnost se, prilikom izraqu-
nava�a, mo�e pove�ati samo za 1, i to samo dodava�em novih logaritama.

Napomena: Slu�imo se Ljuvilovim oznakama, pa se kao specijalan
sluqaj sabirka cj · log φj mo�e javiti i arcsin, arccos, arctg ili arcctg.

Dokaz. Pretpostavimo da je
∫
F (x)dx = H(x) + c gde je H sre�en izraz

klase q u odnosu na F . Dokazujemo da se od transcedentnih blokova
najvixe klase mo�e javiti samo log, i to kao sabirak, a ne mo�e exp.

1. korak
Neka je θ osnovni transcedentni blok u H klase q. Posmatrajmo

jednakost

F (x) =
d

dx
H(x, θ) (12)

gde je izvod funkcije H sre�en. Ta jednakost, kao algebarska po θ i
sre�ena, prema osnovnom Ljuvilovom principu (Stav 4) postaje identi-
tet, tj. umesto θ se mo�e uvrstiti bilo xta.

1. sluqaj: Neka je θ = [log(q)]. Tada umesto θ u (12) uvrstimo θ + µ.
Tako dobijamo

F (x) =
d

dx
H(x, θ + µ),

a odatle i iz (12)
H(x, θ + µ) = H(x, θ) + c.
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Kako c zavisi samo od µ, na osnovu Leme 1a) dobijamo

H(x, θ) = A · θ +B(x) = A[log(q)] +B(x),

gde su A i B transedentne klase strogo ma�e od q.

2.sluqaj: Neka je θ = [exp(q)]. Tada umesto θ u uvrstimo µ · θ. Tako
dobijamo

F (x) =
d

dx
H(x, µ · θ),

a odatle i iz (12)
H(x, µ · θ) = H(x, θ) + c.

Kako c zavisi samo od µ, na osnovu Leme 1b) dobijamo

H(x, θ) = A · log θ +B(x).

Dolazimo do kontradikcija jer H treba da bude algebarska funkcija od
θ. Stoga je ovaj sluqaj nemogu�.

2. korak
Dokazujemo da je klasa izraza H u odnosu na F najvixe 1.
Pretpostavimo suprotno, da je q > 1. Neka je θ osnovni transce-

dentni blok u H klase q − 1. Tada je∫
F (x)dx = φ0(x, θ) +

n∑
j=1

cj · log φj(x, θ) + c =: H(x, θ)

Posle primene prvog izvoda dobijamo

F (x) =
d

dx
φ0(x, θ) +

n∑
j=1

cj
φj
· d
dx
φj =

d

dx
H(x, θ).

Prethodna jednakost jeste algebarska funkcija od θ, te stoga po osnov-
nom Ljuvilovom principu predstav	a identitet. Dakle u jednakost

F (x) =
d

dx
H(x, θ)

mo�emo uvrstiti θµ, umesto θ. Dakle, va�i

F (x) =
d

dx
H(x, θµ),

a odatle i
H(x, θµ) = H(x, θ) + c.
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Primetimo da c zavisi samo od µ.
U sluqaju kada je θ = [log(q−1)], tada uzimamo θµ = θ + µ, pa sliqno

kao i u prvom koraku nalazimo

H(x, θ) = Aθ +B(x).

Stoga θ ne uqestvuje efektivno ni u jednoj funkciji φj, 1 ≤ j ≤ n, ve�
samo u φ0.

U sluqaju kada je θ = [exp(q−1)], tada uzimamo θµ = µ · θ, i ponovo kao
u prvom koraku izvodimo

H(x, θ) = A · log θ +B(x),

gde je θ = expγ gde je γ klase q − 2 pa je

H(x, θ) = A · γ +B(x).

I u ovom sluqaju vidimo da θ ne uqestvuje efektivno u φj. Dakle
unutar φj nema ni jedne osnovne transcedentne klase q− 1, odakle log φj
ne mo�e biti klase q.

Dobili smo kontradikciju, pa pretpostavka q > 1 ne mo�e da op-
stane.
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3.2 Definicioni polinomi, skala algebarskih po-

redaka

Neka je α sre�en izraz klase q, oblika

α = F (θ
(q)
1 , θ

(q)
2 , . . . θ(q)nq , θ

(q−1)
1 , . . . θ

(q−1)
nq−1 , . . . , θ

(1)
1 , . . . , θ(1)n , x),

gde je F algebarska funkcija od osnovnih transcedentnih klase q, θ(q)1 ,

θ
(q)
2 , . . . θ

(q)
nq .

Prethodni izraz mo�emo zapisati u obliku

α = H(θ
(q)
1 , θ

(q)
2 , . . . , θ(q)nq , ξq),

gde je H racionalna funkcija od θ(q)1 , θ
(q)
2 , . . . , θ

(q)
nq i algebarska od osta-

lih, dok je ξq algebarska od θ
(q)
1 , θ

(q)
2 , . . . , θ

(q)
nq tj. ξq ponixtava neki poli-

nom oblika:

ϕ(q)
mqξ

mq
q + ϕ(q)

mq−1
ξmq−1
q + . . .+ ϕ

(q)
1 ξq + ϕ

(q)
0 = 0. (13)

Napomena: Za poqetak se mo�e dobiti racionalna funkcija od
osnovnih transcedentnih θ(q)1 , θ

(q)
2 , . . . , θ

(q)
nq , i vixe (ali konaqno mnogo)

algebarskih funkcija od θ(q)1 , θ
(q)
2 , . . . , θ

(q)
nq . Me�utim, svako konaqno ra-

xire�e po	a se mo�e predstaviti kao generisano jednim elementom,
najqex�e zbirom generatora. (Videti Tvr�e�e 3.)

Definicija 16. Ako je polinom (13) minimalnog stepena takav da

ga ξq ponixtava i ako su za j = 0, 1, . . . ,mq, ϕ
(q)
j racionalne funkcije

od θ
(q)
i , tada se polinom (13) naziva definicioni polinom.

Definicija 17. Algebarski poredak je najve�i stepen u definicionom
polinomu.

Posmatraju�i polinom (13), zak	uqujemo da je algebarski poredak
izaraza ξq bax mq.

Neka su osnovne transcedentne koje se jav	aju u α klase q− 1, θ(q−1)1 ,

. . . θ
(q−1)
nq−1 .

θq−1i =

{
exp βi

log βi

Svi algebarski izrazi od θ(q−1) i ostali koji se jav	aju u βi i koe-
ficijenti ϕ(q)

j mogu se zameniti jednim ξq−1.

ϕ(q−1)
mq−1

ξ
mq−1

q−1 + ϕ
(q−1)
mq−1−1ξ

mq−1−1
q−1 + . . .+ ϕ

(q−1)
1 ξq−1 + ϕ

(q−1)
0 = 0

37



Definicija 18. Polinomi

ϕ(k)
mk
ξmkk + ϕ

(k)
mk−1ξ

mk−1
k + . . .+ ϕ

(k)
1 ξk + ϕ

(k)
0 = 0 (14)

su definicioni polinomi (k = q, q − 1, . . . , 0), a q + 1 torka

(mq,mq−1, . . . ,m1,m0) (15)

je skala algebarskih poredaka.

Kada skalu algebarskih poredaka qine jedinice, definicioni poli-
nomi su prvog stepena, pa su sve funkcije racionalne.

Primer 14. Neka je

y =

√
θ
(1)
1 + θ

(1)
2

√
x+ 1, θ

(1)
1 = log(x2 +

√
x), θ

(1)
2 = ex,

i neka je
ξ =
√
x+
√
x− 1.

Tada je
ξ(1)

2 − (θ
(1)
1 + θ

(1)
2

√
x+ 1) = 0 (16)

i
ξ4 − 2(1− 2x)ξ2 + 1 = 0. (17)

√
x =

ξ2 − 1

2ξ
,
√
x+ 1 =

ξ2 + 1

2ξ
, x2 +

√
x =

2ξx2 + ξ2 − 1

2ξ

Jednakost (16) dobija oblik

ξ(1)
2 −

(
θ
(1)
1 + θ

(1)
2

ξ2 + 1

2ξ

)
= 0.

Skala algebarskih poredaka je (2, 4).
U stavu 7 smo pokazali da izvod izraza ne pove�ava klasu izraza.

Razmotrimo sada

dy

dx
=

(4x
√
x+ 1)

√
x+ 1 + (3x+ 1)(x2 +

√
x)θ

(1)
2

2(x2
√
x+ x)

√
x+ 1

√
θ
(1)
1 + θ

(1)
2

√
x+ 1

.

Na osnovu jednakosti (16) i (17) vidimo da je skala algebarskih poredaka
prethodnog izraza tako�e (2, 4).

Lema 3. Ako je ξ algebarska funkcija od y1, . . . , ym, tada je ∂ξ
∂y1

racio-
nalna funkcija u odnosu na ξ.
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Dokaz. Neka ξ ponixtava neki polinom oblika:

Akξ
k + Ak−1ξ

k−1 + . . .+ A1ξ + A0 = 0,

gde su A0, A1, ..., Ak racionalne funkcije od y.

∂Ak
∂y1

ξk +
∂Ak−1
∂y1

ξk−1 + . . .+
∂A1

∂y1
ξ +

∂A0

∂y1
+

+ (Ak · k · ξk−1 + Ak−1 · (k − 1) · ξk−2 + . . .+ A1)
∂ξ

∂y1
= 0

∂ξ

∂y1
= −

∂Ak
∂y1

ξk + . . .+ ∂A0

∂y1

Ak · k · ξk−1 + . . .+ A1

Svi izrazi sa dene strane su racionalne funkcije po y1.

Stav 10. Neka je α sre�en izraz klase q sa definicionim polinomima
(14) i skalom algebarskih poredaka (15). Tada izraz dα

dx
ima iste defi-

nicione polinome i istu skalu algebarskih poredaka.

Dokaz. Pokaza�emo samo za najvixi poredak, tj. za k = q. Neka je

α = H(θ1, . . . , θn, ξ)

gde je H racionalna po θ1, ..., θn, ξ i algebarska u odnosu na ostale, a ξ
je algebarska funkcija od θ1, ..., θn, sa definicionim polinomom (13).
Imamo:

dα

dx
=

n∑
j=1

∂H

∂θj
· dθj
dx

+
∂H

∂ξ
· dξ
dx

= H(θ1, . . . , θn, ξ).

Jasno je da su ∂H
∂θj

i ∂H
∂ξ

racionalne po θ1, . . . , θn, ξ, dok su dθj
dx

i dξ
dx

racionalne na osnovu Leme 3, pa je i dα
dx

racioonalno po θ1, .... θn, ξ.
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3.3 Opxta Abelova xema

Teorema 2. (Opxta Abelova xema) Neka je F izraz u konaqnom obliku
klase q sa definicionim polinomom (14) i skalom algebarskih poredaka
(15). Ako se

∫
F (x)dx mo�e izraziti u konaqnom obliku, tada je∫

F (x)dx = Φ0(x) +
n∑
j=1

cj · log Φj(x) + c (18)

gde su Φ0, . . . ,Φn algebarske u odnosu na F sa istim definicionim po-
linomom (14) i istom skalom algebarskih poredaka (15).

Napomena: Drugim reqima, nikakav "novi koren"ne mo�e da se po-
javi prilikom izraqunava�a integrala.

Dokaz. Neka je
F (x) = H(θ1, . . . θn, ξ),

gde su θ1, . . . , θn osnovne transcedentne klase q, F funkcija racionalna
po θ1, . . . , θn, ξ i algebarska u odnosu na osnovne transcedentne klase
strogo ma�e od q, a ξ ponixtava polinom

ϕmξ
m + ϕm−1ξ

m−1 + . . .+ ϕ1ξ + ϕ0 = 0

minimalnog stepena.
Formula (18) va�i na osnovu opxte Ljuvilove xeme. Potrebno je

dokazati da osnovne transcedentne kalse q ne postoje ni u jednoj drugoj
iracionalnoj funkciji, izuzev u τ . Pretpostavimo suprotno, da je

Φj = φj(θ1, . . . θn, ξ, τ),

gde je τ nova iracionalna funkcija, tj τ ponixtava neki drugi mini-
malni polinom

ψlτ
l + ψl−1τ

l−1 + . . .+ ψ1τ + ψ0 = 0. (19)

Diferencira�em formule (18) dobijamo

F =
dφ0

dx
+

n∑
j=1

cj
φj
· dφj
dx

.

Me�utim,
dφj
dx

=
n∑
i=1

∂φj
∂θi

∂θi
∂ξ

+
∂φj
∂ξ

dξ

dx
+
∂θj
∂τ

dτ

dx
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pa je

F (x) =
dφ0

dx
+

n∑
i=1

cj
φj
·
(
∂φj
∂θi

∂θi
∂ξ

+
∂φj
∂ξ

dξ

dx
+
∂θj
∂τ

dτ

dx

)
. (20)

Primetimo da u svim sastavnim delovima prethodnog izraza τ ili ne
uqestvuje ili se jav	a u racionalnom obliku. Stoga je formula (20)
ekvivalentna nekoj jednakosti, polinomskoj po τ . (Dovo	no je formulu
(20) pomno�iti najve�im zajedniqkim sadr�aocem svih imenilaca.)

Ω(θ1, . . . , θn, ξ, τ) = 0. (21)

Kako τ ponixtava (19) i (21) tada Ω i p imaju zajedniqki koren a kako
je (19) nesvod	iva polinomska jednaqina, tada

p|Ω.

Otuda je Ω(θ1, . . . , θn, ξ, τ) = 0 za sve nule τi polinoma p(τ1, τ2, . . . , τl).
Stav	aju�i τi na mesto τ u (20) dobijamo

F (x) =
dφ0(τi)

dx
+

n∑
j=1

cj
φj(τi)

· dφj(τi)
dx

=
d

dx

(
φ0(τi) +

n∑
j=1

cj · log φj(τi)

)
,

odnosno ∫
F (x)dx = φ0(τi) +

n∑
j=1

cj · log φj(τi) +Di.

Sumira�em i deobom sa stepenom polinoma (19) dobijamo∫
F (x)dx =

1

l

l∑
i=1

φ0(τi) +
1

l

n∑
j=1

cj

l∏
i=1

φj(τi) +D.

Dobijeni izraz sa desne strane je alegbarski i simetriqan po τ1, . . . ,
τl, pa se mo�e predstaviti kao izraz koji zavisi samo od koeficijenata
polinoma (19), a oni racionalno zavise od θ1, . . . θn, ξ.

Ovime je dokazano da se najstariji algebarski poredak podintegralne
funkcije i rezultata izraqunava�a integrala poklapaju. Na sliqan
naqin se dokazuje da se u rezultatu integrala (18) ne mo�e javiti nova
iracionalna funkcija od osnovnih transcedentnih ni�ih klasa, tj da
se skale algebarskih poredaka poklapaju.
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Teorema 3. Neka je I =
∫
em(x) · ϕ(x)dx izraqun	iv, gde su m i ϕ klase

q − 1. Tada je
I = em(x) · ψ(x),

gde ψ ima iste definicione polinome i istu skalu poredaka kao i ϕ.

Dokaz. Oznaqimo sa θ = em(x) jedinu osnovnu transcedentnu funkciju
klase q. Po osnovnoj Ljuvilovoj xemi, va�i:∫

em(x) · ϕ(x)dx = φ0(θ) +
n∑
j=1

cj · log φj(θ) +D.

Oznaqimo desnu stranu prethodne jednakosti sa π(x, θ) + D. Nakon
diferencira�a dobijamo

θϕ(x) = em(x)ϕ(x) =
dπ

dx
. (22)

S druge strane
dπ

dx
=
dφ0

dx
+

n∑
j=1

cj
φj
· dφj
dx

,

gde je
dφj
dx

=
∂φj
∂x

+
∂φj
∂θ
· dθ
dx
.

to jest
dπ

dx
=
∂φ0

∂x
+
∂φ0

∂θ
· dθ
dx

+
n∑
j=1

cj
φj
·
(
∂φj
∂x

+
∂φj
∂θ
· dθ
dx

)
.

Na desnoj strani prethodne formule se nalazi racionalna funckija
od θ (tj vezivna). Kako su sve funkcije sre�ene, po osnovnom Ljuvilovom
principu (Stav 4) formula (22) qini identitet.

U (22) uvrstimo µθ umesto θ, pa dobijamo

µ · θ · ϕ(x) =
d

dx
π(x, µθ).

Posle integracije dobijamo

µ · I = π(x, µθ) +D.

Tako dobijamo funkcionalnu jednaqinu

µ · π(x, θ) = π(x, µθ) +D.
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Posle smene D = (µ− 1)E, imamo

µ · π(x, θ) = π(x, µθ) + µE − E,

odnosno
µ(π(x, θ)− E) = π(x, µθ)− E.

Nakon de	e�a prethodnog izraza sa µ i θ dobijamo

π(x, θ)− E
θ

=
π(x, µθ)− E

µθ

Leva strana jednakosti ne zavisi od µ, pa ni desna strana jednakosti
ne�e zavisiti od µ. Kako

π(x, µθ)− E
µθ

ne zavisi od µ, ne�e zavisiti ni od θ.

π(x, θ)− E
θ

= A

π(x, θ) = Aθ + E∫
em(x)ϕ(x)dx = em(x)ψ(x) + c

Desna strana jednakosti mora biti algebarska u odnosu na levu stranu
prethodne jednakosti. I vixe, prema osnovnoj Abelovoj xemi, ψ ima
iste definicione polinome i istu skalu predaka kao i ϕ.

Time je dokazan stav.
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3.4 Ispitiva�e
∫

ex

x dx

Stav 11.
∫

ex

x
je neizraqun	iv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je
∫

ex

x
izraqun	iv. Na osnovu

Teoreme 3 va�i: ∫
ex · 1

x
dx = ex ·Q(x) + c

gde je Q racionalna funkcija.∫
ex

x
= ex ·Q(x) + C

Primenimo prvi izvod.

ex

x
= ex ·Q′(x) + ex ·Q(x)

Dobijamo diferencijalnu jednaqinu

Q
′
(x) +Q(x) =

1

x
. (23)

Dobijenu diferencijalnu jednaqinu ne vredi rexavati uobiqajenim
metodama jer se tako vra�amo na poqetni oblik.

Ispita�emo da li ova diferencijalna jednaqina ima rexe�e koje je
racionalna funkcija.

Pretpostavimo da ima i da je oblika

Q(x) =
α(x)

β(x)
,

gde su α i β polinomi.
Neka je x0 koren polinoma β vixestrukosti k. Tada je

Q(x) =
α(x)

(x− x0)kβ1(x)
.
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Kada to zamenimo u (23), dobijamo

α,(x)(x− x0)kβ1(x)− α(x)(k(x− x0)k−1β1(x) + (x− x0)kβ
′
1(x))

(x− x0)2kβ2
1(x)

+

+
α(x)

(x− x0)kβ1(x)
=

1

x
,

odnosno, kada skratimno qinilac (x− x0)k

α
′ − α · k

x−x0 − α · β
′
1 · 1

β1
+ α

(x− x0)kβ1
=

1

x
,

xto posle mno�e�a sa x(x− x0)kβ1 postaje

x(α
′ − α · k

x− x0
− α · β

′
1

β1
+ α) = (x− x0)k · β1.

Ovo je mogu�e samo kada je x0 = 0, jer bi se u suprotnom sa leve strane
naxla racionalna funkcija sa polom u taqki x0, dok se sa desne strane
nalazi polinom. Stoga polinom β nema drugih korena osim nule, tj.

Q(x) =
α(x)

xl
.

Uvrstimo u (23) i dobijamo

α
′
xl − α · l · xl−1

x2l
+
α

x2
=

1

x
.

Odatle je
α
′ · x− l · α + α · x = xl.

To je, me�utim, nemogu�e osim za l = 0, jer po pretpostavci polinom
α nema zajedniqkih nula sa β. Stoga je Q polinom. Me�utim, tada
jednakost (23) vixe nije odr�iva.

Dobili smo kontradikciju, pa zak	uqujemo da polazni integral nije
izraqun	iv.
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