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2. Definicija polinoma 

 
 

Izraz  

ܲሺݔሻ ൌ ܽ௡ݔ௡ ൅ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽଵݔ ൅ ܽ଴,   ܽ௡ ് 0 

je polinom stepena ݊ po promenljivoj (nepoznatoj) ݔ, sa koeficijentima ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡, koji su 
realni, to jest iz polja ܴ.  
 

Izrazi ܽ଴, ܽଵݔ, … , ܽ௡ݔ௡	su članovi polinoma (koje nazivamo monomima), ܽ଴	 je 

slobodan član, ܽ௡ݔ௡ vodeći član, a ܽ௡ vodeći koeficijent. 

Polinom ܲሺݔሻ je normiran (moničan) ako i samo ako je ܽ௡ ൌ 1. 

 Polinom 0 ൅ ݔ0 ൅ ଶݔ0 ൅ ⋯൅  .௡  je  nula-polinomݔ0

 

Dva polinoma su identički jednaka ako imaju jednake stepene i sve odgovarajuće 

koeficijente među sobom. 

ܽ௡ݔ௡ ൅ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽଵݔ ൅ ܽ଴ݔ଴ ൌ ܾ௡ݔ௡ ൅ ܾ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܾଵݔ ൅ ܾ଴ݔ଴ 

൏ൌ൐		 ሺܽ௡ െ ܾ௡ሻݔ௡ ൅ ሺܽ௡ିଵ െ ܾ௡ିଵሻݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ሺܽଵ െ ܾଵሻݔ ൅ ܽ଴ െ ܾ଴ ൌ 0 

 ൏ൌ൐		 ܽ௡ ൌ ܾ௡ 	∧ 		ܽ௡ିଵ ൌ ܾ௡ିଵ 	∧ …	∧ 		ܽଵ ൌ ܾଵ ∧	ܽ଴ ൌ ܾ଴. 
 

Ako su dva polinoma ܲ i ܳ jednaka, oni imaju jednake vrednosti u svakoj tački (tačka 
mora pripadati oblasti definisanosti), dakle odgovarajuće polinomske funkcije ܲሺݔሻ i ܳሺݔሻ su 
jednake. Za obrnuto važi sledeće: polinomi ܲ i ܳ jednaki su ako su jednake odgovarajuće 
funkcije, tj. ako je ܲሺݔሻ ൌ ܳሺݔሻ samo u poljima sa beskonačno mnogo elemenata. U 
konačnim poljima jednakost dve polinomske funkcije ne implicira jednakost koeficijenata. 

Ako su dva polinoma ܲ i ܳ jednaka, njihova  razlika  ܲ െ ܳ  je nula polinom. 

 
Stepenom (rangom) polinoma naziva se stepen onog od monoma koji ga obrazuju čiji je 

stepen najviši (stepen polinoma ܲ označava se sa ݀݃ܲ). 
Stepen nula-polinoma često se definiše kao ݀݃0 ൌ െ∞, pri čemu važi ሺെ∞ሻ ൅

ሺെ∞ሻ ൌ െ∞ ൏ ݊  i  ሺെ∞ሻ ൅ ݊ ൌ ݊ ൅ ሺെ∞ሻ ൌ െ∞. 
Ako je ݀݃ܲ ൌ 1, kažemo da je takav polinom linearan. To su polinomi oblika ܲ ൌ

ݔܽ ൅ ܾ, pri čemu je ܽ ് 0. 
Polinom je konstanta, to jest oblika ܲ ൌ ܽ, ako i samo ako je ݀݃ܲ ൑ 0. 
Za proizvoljne polinome ܲ i ܳ važi: 

1) ݀݃ሺܲ ൅ ܳሻ ൑ ,ሼ݀݃ܲݔܽ݉ ݀݃ܳሽ 

2) ݀݃ሺܲ ∙ ܳሻ ൑ ݀݃ܲ ൅ ݀݃ܳ 
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Kada je u pitanju polinom sa više promenljivih, stepen dobijamo tako što saberemo 
izložioce (u okviru jednog monoma, najvišeg stepena), npr:  

ܲሺݔ, ሻݕ ൌ ଷݕଶݔ6 ൅ ସݕݔ5 െ ଶݔ2 ൅ 1 

je polinom 5. stepena ( 3. u odnosu na ݔ i  4. u odnosu na ݕ). 
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3. Operacije sa polinomima 

 

3.1. Sabiranje, oduzimanje, množenje 

 
Neka je ܭሾݔሿ skup svih polinoma sa koeficijentima iz polja ܭ, pri čemu će kod nas biti 

ܭ ൌ ܴ ili ܭ ൌ ܭ .ܥ ܽ pri čemu je ,ܭ ሿ, jer svaki element ܽ skupaݔሾܭ ⊇ ് 0, jeste polinom 
stepena 0. 

Na skupu ܭሾݔሿ definisaćemo binarne operacije, sabiranje i množenje polinoma, i 
ispitati njihove osobine. 

Neka su ܲ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅⋯൅ ܽ௡ݔ௡  i  ܳ ൌ ܾ଴ ൅ ܾଵݔ ൅⋯൅ ܾ௠ݔ௠  polinomi iz 
skupa ܭሾݔሿ. 
 
a) Sabiranje polinoma 

Da bi se sabrala dva polinoma, dovoljno je napisati ih jedan u produžetku drugog 
zadržavajući znak svakog člana zbira. Pri tome se svode slični članovi ukoliko ih ima, pa 
imamo 
ܲ ൅ ܳ ൌ ሺܽ଴ ൅ ܾ଴ሻ ൅ ሺܽଵ ൅ ܾଵሻݔ ൅ ⋯൅ ሺܽ௠ ൅ ܾ௡ሻݔ௠ ൅ ܽ௠ାଵݔ௠ାଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡ݔ௡   za  ݊ ൒ ݉. 

b) Oduzimanje polinoma 
Da bi se oduzeo jedan polinom od drugog dovoljno je promeniti znake svih njegovih 
koeficijenata i dodati ga potom prvom polinomu. Zatim se vrši redukcija  sličnih članova 
ukoliko ih ima.  
ܲ െ ܳ ൌ ሺܽ଴ െ ܾ଴ሻ ൅ ሺܽଵ െ ܾଵሻݔ ൅ ⋯൅ ሺܽ௠ െ ܾ௡ሻݔ௠ ൅ ܽ௠ାଵݔ௠ାଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡ݔ௡   za  ݊ ൒ ݉. 

( Oduzimanje je operacija inverzna sabiranju. ) 

c) Proizvod polinoma 
Dva polinoma se množe tako što se obrazuje zbir svih članova dobijenih množenjem 
svakog člana jednog polinoma svakim članom drugog.  
ܲ ∙ ܳ ൌ ܽ଴ܾ଴ ൅ ሺܽ଴ܾଵ ൅ ܽଵܾ଴ሻݔ ൅⋯൅ ሺܽ଴ܾ௞ ൅ ܽଵܾ௞ିଵ ൅ ⋯൅ ܽ௞ܾ଴ሻݔ௞ ൅ ⋯൅ ܽ௡ܾ௠ݔ௠ା௡ 

 
Za uvedene operacije i stepen polinoma važi: 

a) ݀݃ሺܲ ൅ ܳሻ ൑ ,ሼ݀݃ܲݔܽ݉ ݀݃ܳሽ 
b) Ako je ܲ ് 0   ܳ ് 0, tada je ܲ ∙ ܳ ് 0  i  ݀݃ሺܲ ∙ ܳሻ ൌ ݀݃ܲ ൅ ݀݃ܳ. 

 
Ako je ݀݃ܲ ൌ ݉, a ݀݃ܳ ൌ ݊ onda će koeficijent uz ݅-ti stepen polinoma ܲ ൅ ܳ biti 

jednak 0 ako je  ݅	 ൐ ,ሺ݉ݔܽ݉	 ݊ሻ. Time je prvo tvrđenje dokazano. 
Drugo tvrđenje sledi iz činjenice da je vodeći koeficijent polinoma ܲ ∙ ܳ koji može da 

bude različit od nule jednak ܽ௠ ∙ ܾ௡ (uz ሺ݉ ൅ ݊ሻ-ti stepen ) gde su ܽ௠ i ܾ௡ vodeći koeficijenti 
polinoma ܲ odnosno ܳ. Ako ni ܲ ni ܳ nisu nula tada je ܽ௠ ് 0  i  ܾ௡ ് 0, pa je ܽ௠ ∙ ܾ௡ ് 0. 
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Primetimo da uvedeno sabiranje i množenje skupu ܭሾݔሿ daju strukturu prstena, to jest 
 

Teorema  1:  (ܭሾݔሿ, ൅, ∙) je komutativni prsten sa jedinicom (bez delilaca nule). 

Dokaz: 

1) Sabiranje polinoma je unutrašnja, komutativna i asocijativna operacija. Neutralni 
element za sabiranje je nula-polinom, a suprotni polinom polinoma ܲ jeste polinom 
െܲ ൌ െܽ଴ ൅ ሺെܽଵሻݔ ൅⋯൅ ሺെܽ௡ሻݔ௡. Prema tome, struktura (ܭሾݔሿ, ൅) je Abelova 
grupa. 

2) Množenje je unutrašnja, komutativna i asocijativna operacija. Neutralni element za 
množenje je konstantni polinom 1. Dakle, struktura (ܭሾݔሿ, ∙	) je polugrupa, ustvari 
monoid. 

3) Važi distributivnost množenja u odnosu na sabiranje. 

Dakle, skup polinoma ܭሾݔሿ, na kojem su definisane binarne operacije sabiranje i 
množenje, jeste komutativan prsten sa jedinicom.  

Neka su polinomi ܲ i ܳ, iz skupa ܭሾݔሿ,  različiti od nula-polinoma. Tada je ݀݃ܲ ൌ 	݊  i  
݀݃ܳ ൌ ݉, pa važi 

݀݃ሺܲ ∙ ܳሻ ൌ ݀݃ܲ ൅ ݀݃ܳ ൌ ݊ ൅݉ 

iz čega sledi da mora biti ܲ ∙ ܳ ് 0, pa prsten ܭሾݔሿ nema delioce nule.     
 
 

Takođe, polinome možemo definisati i kao nizove koeficijenata u kojima su svi članovi, 
osim njih konačno mnogo, jednaki nuli ሺܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡, 0, 0, . . . ሻ. Ovakvi nizovi se sabiraju i 
množe po koordinatama: 

 

ሺܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, …	ሻ ൅ ሺܾ଴, ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ, …	ሻ ൌ ሺܽ0 ൅ ܾ0, ܽ1 ൅ ܾ1, ܽ2 ൅ ܾ2, ܽ3 ൅ ܾ3, … ሻ 
 

ሺܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, …	ሻ ∙ ሺܾ଴, ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ, …	ሻ ൌ ሺܿ଴, ܿଵ, ܿଶ, ܿଷ, …	ሻ 
 

pri čemu je ܿ௡ ൌ ∑ ܽ௜ܾ௡ିଵ ൌ
௡
௜ୀ଴ ܽ଴ܾ௡ ൅ ܽଵܾ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡ܾ଴. 

Neutralni element za sabiranje bio bi niz ሺ0, 0, 0, . . . ሻ, a za množenje ሺ1, 0, 0, . . . ሻ. Za 
ܽ ∈ ܽ pisali bismo ,ܭ ൌ ሺܽ, 0, 0, . . . ሻ. Promenljiva je niz ݔ ൌ ሺ0, 1, 0, 0, . . . ሻ, a ݔ௡ ൌ
ሺ0, . . . ,0, 1, 0, . . . ሻ za svako ݊ ∈ ܰ.  

Lako se proveri da ovako definisano sabiranje i množenje zadovoljavaju aksiome prstena. 

Ovakav način definisanja polinoma poznat je kao algebarska definicija. 
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3.2. Izvod polinoma 

 
Ako je polinom ܲ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅⋯൅ ܽ௡ݔ௡ bilo koji polinom iz ܭሾݔሿ, tada polinom 

ܲ′ ൌ ܽଵ ൅ 2ܽଶݔ ൅ ⋯൅ ݊ܽ௡ݔ௡ିଵ 

zovemo njegovim izvodom, a tako određeno preslikavanje ܲ → ܲ′ diferenciranjem u prstenu 
 .ሿݔሾܭ

Tada važi:     1)    1′ ൌ 0 

′ݔ    (2          ൌ 1 

         3)    ሺܽݔ௡ሻᇱ ൌ ܽ ௡ିଵ    za svakoݔ݊ܽ ∈  ܭ

Takođe, za proizvoljne polinome ܲ i ܳ važi: 

1ሻ ሺܲ ൅ ܳሻ′	 ൌ 	ܲ′ ൅ ܳ′	

2) ሺܽܲሻ′	 ൌ 	ܽܲ′ 

3ሻ ሺܲܳሻ′	 ൌ 	ܲ′ܳ ൅ ܲܳ′	

4ሻ ܲሺܳሻ′	 ൌ 	ܲ′ሺܳሻܳ′	

5ሻ ݀݃ܲ	 ൒ 	1 ൅ ݀݃ܲ′	

Jasno je da je i ܲ′ takođe polinom, pa možemo i njega diferencirati kao i polazni polinom ܲ. 
Izvod polinoma ܲ′ zovemo drugim izvodom polinoma ܲ, što označavamo sa ሺܲ′ሻ′ ൌ ܲ′′ ൌ
ܲሺଶሻ. Slično, indukcijom po ݊ ∈ ଴ܰ, se definiše i ݊-ti izvod polaznog polinoma ܲሺ௡ሻ ൌ

൫ܲሺ௡ିଵሻ൯
ᇱ
. Takođe, je ܲሺ଴ሻ ൌ ܲ kao i  ܲሺ௡ሻ ൌ 0  za  ݊ ൐ ݀݃ܲ. 

 

 

 

3.3. Deljenje polinoma 

 
Teorema 2:  Neka su dati polinomi ܨ i ܩ, ሺܩ ് 0ሻ iz ܭሾݔሿ. Tada postoje polinomi ܳ 

(količnik) i ܴ (ostatak) takvi da je  
ܨ                                 ൌ 	ܩ ∙ ܳ ൅ ܴ,    ܴ݀݃	 ൏  .ܩ݃݀	

Polinomi ܳ i ܴ  su pritom jednoznačno određeni. 

    Dokaz:   Neka je ݊ stepen polinoma ܨ, a ݏ stepen polinoma ܩ. 
Ako je ݊ ൏ ܳ i ako stavimo da je ݏ ൌ 0 i ܴ ൌ ܨ	dobijamo da važi formula , ܨ ൌ 	ܩ ∙ ܳ ൅ ܴ . 
Ako je ݊ ൒   ,ݏ

ሻݔሺܨ ൌ ܽ௡ݔ௡ ൅ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽ଴,   ܽ௡ ് 0 
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ሻݔሺܩ ൌ ܾ௦ݔ௦ ൅ ܾ௦ିଵݔ௦ିଵ ൅ ⋯൅ ܾ଴,   ܾ௦ ് 0 

        i   ܨሺݔሻ െ ௔೙
௕ೞ
௡ି௦ݔ ∙ ܩ ൌ  ,ଵܨ

onda će ܨଵ imati stepen ݊ଵ koji će biti manji od ݊ ሺ݀݃ܨଵ ൏  ௡భݔ ሻ. Koeficijent uzܨ݃݀
označimo sa ܽ௡భ.  Ako je ݊ଵ ൒  stavimo  da je ,ݏ

ሻݔଵሺܨ െ
௔೙భ
௕ೞ
௡భି௦ݔ ∙ ܩ ൌ  .ଶܨ

Za polinom  ܨଶ označimo stepen sa ݊ଶ, a najstariji koeficijent sa ܽ௡మ. Stavimo zatim, 

ako je ݊ଶ ൒  da važi ,ݏ

ሻݔଶሺܨ െ
௔೙మ
௕ೞ
௡మି௦ݔ ∙ ܩ ൌ  .ଷ   itdܨ

 

Kako je ݀݃ܨ	 ൐ ଵܨ݃݀ 	൐ ଶܨ݃݀ 	൐ ଷܨ݃݀ 	൐ ⋯, to posle konačnog broja koraka, 
dolazimo do polinoma ܨ௞ koji je dat sa 

ሻݔ௞ିଵሺܨ െ
ܽ௞ିଵ
ܾ௦

௡ೖି௦ݔ ∙ ܩ ൌ  ௞ܨ

pri čemu je ݀݃ܨ௞ 	൏  .ܩ݃݀	
Iz prethodnih formula zamenom dobijamo 

 

ܳ௡ି௦ሺݔሻ ൌ
௔೙
௕ೞ
௡ି௦ݔ ൅ ⋯൅ ௔ೖషభ

௕ೞ
ܴ   ,௡ೖషభି௦ݔ ൌ  ,௞ܨ

pa dobijamo početnu formulu ܨ ൌ 	ܩ ∙ ܳ ൅ ܴ. 
Ostaje nam još da se pokaže da su ܳ i ܴ jedinstveni. Pretpostavićemo suprotno, da 

postoje ܳଵ i ܴଵ koji  zadovoljavaju  formulu  ܨ ൌ ܩ ∙ ܳଵ ൅ ܴଵ, pri čemu je ܴ݀݃ଵ 	൏  .ܩ݃݀	
Ako oduzmemo ovu formulu od početne, dobijemo da je  ܩሺܳ െ ܳଵሻ ൌ ܴଵ െ ܴ 

Stepen desne strane ove jednačine manji je od stepena polinoma ܩ. Međutim, stepen 
leve strane bio bi ne manji od stepena polinoma ܩ za ܳ െ ܳଵ ് 0. Zato je ܳ െ ܳଵ ൌ 0, tj. 
ܳ ൌ ܳଵ, tada je i ܴ ൌ ܴଵ.   

Primer 1: 
 

1. Neka je  ܨሺݔሻ ൌ ହݔ ൅ ସݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ 1 deljenik i ܩሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ 1 delilac. Količnik ܳሺݔሻ i 
ostatak ܴ su 

ଵܨ ൌ ହݔ ൅ ସݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ 1 െ ଶݔଷሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ସݔ3 െ ଷݔ ൅ ଶݔ2 ൅ 1 

ଶܨ ൌ ସݔ3 െ ଷݔ ൅ ଶݔ2 ൅ 1 െ ଶݔଶሺݔ3 ൅ 1ሻ ൌ െݔଷ െ ଶݔ ൅ 1 

ଷܨ ൌ െݔଷ െ ଶݔ ൅ 1 ൅ ଶݔሺݔ ൅ 1ሻ ൌ െݔଶ ൅ ݔ ൅ 1 

ସܨ ൌ െݔଶ ൅ ݔ ൅ 1 ൅ ሺݔଶ ൅ 1ሻ ൌ ݔ ൅ 2 

ܳଷሺݔሻ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔ3 െ ݔ െ 1 

ܴ ൌ ݔ ൅ 2 

Zaista važi  ܨሺݔሻ ൌ ܳଷሺݔሻ ∙ ሻݔሺܩ ൅ ܴ. 
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2. Algoritam deljenja se može predstaviti ovako: 
 

   

   

2            

  1                       

1 -=         

+                 

1      

3        3x-        
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xx

131:123
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2

2
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3

23
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24

234
1

35

232245



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







xFR

x

  +x+xF

xx

xxF

x

xxxF

xxxxxxx

 

3. Koristeći metodu nepoznatih koeficijenata primer se svodi na: 
  

  
     

             

 

                       

x x x x x ax bx c Mx N

x x x x ax b x a c x b M x c N

a b c M= N

5 4 2 2 3 2

5 4 2 5 4 3 2

3 2 1 1

3 2 1 1

3 1 1 1 2

         

             
          

 

      Dakle,  ܴሺݔሻ ൌ ݔܯ ൅ ܰ ൌ ݔ ൅ 2    i     ܳሺݔሻ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔ3 െ ݔ െ 1. 
 
 

 

3.4. Najveći zajednički delilac 

 
Ako je u prethodnoj teoremi ܴ ൌ 0, kažemo da je polinom ܲሺݔሻ deljiv polinomom 

ܳሺݔሻ. 
Činjenica da je polinom ܲሺݔሻ deljiv polinomom ܳሺݔሻ, tj. da je ܳሺݔሻ delilac polinoma 

ܲሺݔሻ  označava se  sa ܳሺݔሻ│ܲሺݔሻ. 
,ሻݔpolinoma ଵܲሺ ܦܼܰ ଶܲሺݔሻ, . . . , ௡ܲሺݔሻ je polinom najvećeg stepena koji deli sve 

ଵܲሺݔሻ, ଶܲሺݔሻ, . . . , ௡ܲሺݔሻ, sa koeficijentom 1 uz najstariji član (jer ako je ݀ሺݔሻ  ܼܰܦ polinoma 

ଵܲሺݔሻ, ଶܲሺݔሻ, . . . , ௡ܲሺݔሻ, tada je ܽ ∙ ݀ሺݔሻ  (ܽ ് 0ሻ takođe ܼܰܦ tih polinoma). 
Postupak nalaženja ܼܰܦ kod prirodnih brojeva prenosi se doslovno na slučaj sa 

polinomima. Razlika je jedino u tome što se kod prirodnih brojeva vodi računa o vrednostima 
broja, a kod polinoma je bitan stepen. 

Ukoliko su poznate nule polinoma, tada oni mogu biti predstavljeni u obliku proizvoda 
linearnih faktora  i u tom slučaju ܼܰܦ će biti proizvod svih zajedničkih faktora. ܼܰܦ se može 
odrediti i  pomoću tzv. Euklidovog algoritma. 

Neka je ݊ ൌ ݀݃ܲሺݔሻ  i  ݉ ൌ ݀݃ܳሺݔሻ     (݊ ൒ ݉). 
Pri deljenju polinoma ܲሺݔሻ sa ܳሺݔሻ dobija se količnik ܳଵሺݔሻ sa ostatkom ܴଵሺݔሻ. Ako je 

ܴଵሺݔሻ ൌ 0, tada je ܳሺݔ) najveći zajednički delilac polinoma ܲሺݔሻ i ܳሺݔሻ. Ako je ܴଵሺݔሻ ് 0, 
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