

































































































































































54 : Borivoj N. Rachajsky

En €liminant C; et C, des autres équations (131), & l'aide de (133), on obtient
3 C7)
o Cy)
Di=P,(x, x5, x5, C, ..., Cy), (=1, 2, 3)
{ Pu=Pup (3%, %5, Cps +.., C), (F=1,2, 3: is£k).

Puisque les équations (131) sont les intégrales du systdme (119), les identités
suivantes ont lieu

z2=Z(x,%5,%;,Cy, ...

.=F.x,x,x,C,..
(134) P; (%05 X5, X3, €

om_ofi on_of,
0x, 0py, ’ 0x, 0py; ’
0Z om on
L op+p,+ 2P,

(133 ox, ' ox, : ox, }
Oyt 2Pt 2P, (i=1,2,3).
0x, ox ox,

Considérons les identités évidentes résultant des formules (131) et (134),

Z(x,Cp,..., Cy=Z(x,m,n,C,..., C),
(136) (x,, G o) _( 1 )
-Pl (xp Cp--- ’ Cy)=P,'(x1: m, n, Cp- () C7)’ (i=1’ 2, 3)
et leurs formules dérivées
02_(0_7)+(£)?ﬁ+(2_7_>_€1
0x, \0x ox,/0x ox,)0x,
(137) TR ORAR RO
‘)_}i=<é_ﬂ)+<‘)i)i)_’ﬁ+(9ﬁ)_a_’l, (i=1,23)
ox;, \0x 0x,/0x; \0x;/0x

les parenthéses désignant le résultat de la substitution de x, et x; respectivement
par les fonctions m et n. En soustrayant (137) de (135) on a

(E—Z—)—Pl-i— (E)_Pz _a_rﬁ.,_ (a_z)___p3 i@.r__o'
0 x; 90X, 20x, 0 X dx,

(L&)_PM ("ﬁ)_p” om ("_ﬂ)_p” o1 o, (i=1,2,3).
0x, 0 X, 0 x, 0x, 0x;
et 'on a tiré les relations nouvelles
0_Z_§1+(9_Z__§2) (_"_’i'_)+("_z_ﬁ3) (_1‘)=0,
0 X, 0x, 0x, 0 X3 0 x,
(138) _ . —
EJ_‘EI"'(&_}_’,Z) (a_’i>+ (O_PL_._}_)}S) (___’1.).—_0 (i:—-.], 2, 3)
0x, ox, dx, 20X, 0x;
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En vertu de la premiere des équations (138) et des relations

= 0Z = 0Z

(139) p,=2%2 5.2°%2

Jax, 0 x,
on conclut _
(140) 5=2%
0x,

Supposons que I'on tire de (139) et (140) les relations
oF, oF, 0P, oF, oF, oF,

0x, 0x, 0x3 0x, 0x; 0Xx,

Grice aux conditions ifl—#o et ié—:i:O, aux équations (138) et les con-

. 0P, 0P

ditions _ _ _
oP, = 0P, = orP, —

(141) —1~=P12: —‘l=P13s —2 =Py
0x, 0 X, ox,

on obtient les conditions

(142) QL:Fxxa in'_-ﬁzz’ d_}:a‘=§33-
2 x, 0x, 00X,

Donc, les conditions (139) et (141) produisent les conditions (140) et (142).
Les dérivées des identités (136) donnent les nouvelles identités

43 2% —(Q—Z_;) om +(a2) on +(‘)z), @=12 ..., 7,

20C, \Vx/oC, \Wx/oc, \oc,
(144) az=(_o£)am+(gg) on - (v=8,9).
0C, \ox,/aC, \ox,/ocC,
(145) iﬂ=(ﬂ)iﬁ+(ﬁ)ﬁ.’i+(0_ﬂ>, v=12,...,7),
aC, \ox,/oC, \ox,/oC, \oC,
(146) 2’;{:(6_&)21’.4.(01)7) on , v=8,9
oC, \ox,/0C, \ox,/oC,

les parenthéses ayant la désignation antérieurement établie. En admettant que
I'on ait _

0Z

—Z 1o, =1,2,...,7

3C, (e )
on obtient, grace aux (139), (143)—(144) les conditions suivantes

(147) U, #0, (=1,2,...;7), Ug=0, (v=8,9)
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ou nous introduisons des nouvelles notions U, des fonctions que nous dirons
»caractéristiques* du systéme (111)
0z om 0
— P on

v.=2%_p " _ )
““oc toc ‘oac

D’autre part, sous I’hypothése

0P,
Sip0 (1=1,2,3 u=1,2,...,7
’C, ( 2 )

et en vertu de (141) et (145)—(146), on conclut
(148) Wi +0, (w=1,2,....,7%i=1,23), W =0, @=8,9

en appelant W les autres nouvelles fonctions caractéristiques qui signifient

0P, om on
i i p . p,
We="3cFrocFegc

Si les formules (134) définissent Pintégrale compléte du systéme (111) sous

I’hypothése (113)—(116), alors les conditions (147) et (148) ont lieu. Donc les

conditions citées sont nécessaires. Démontrons que ces conditions sont aussi

suffisantes pour la formation de l'intégrale compléte. Donc, en admettant que

les conditions (147) et (148) existent, il est aisé de former les différences
suivantes des formules (147) et ((143)—(144)

__— ,
(149) (D—Z)—Pz om | (—‘Z)—P3 " _0, (v=8, 9)
Jx, oc, |\ox, 2C,
_ > _
(150) (Z)-r.] 52+ (L)—Ps i’Lr("—z);ﬁo, @=1,.,7
ox, oc, [\ox, oC, \ocC,
et celles des formules (148) et (145)—(146)
D ]
(151) (‘)—5)—10,.2 om . (9—}3)—11.3 O 0, (v=8,9; i=1,2,3)
ox, e, \ox, oG,
P oP P,
(152) (95)—13.2 om (—l>-P,3 —‘)—”—+(—‘)—&)¢0,
0Xx, o0C, |\ox, oC, \oC,

(i=1,2,3 p=1,.,7)

D’aprés (132) les équations (149) donnent les conditions (139) et par consé-
quent la condition (140). En vertu de I’équation (150) on obtient

0Z

—=+0, u=1,2,.,7).

5c, (e )
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11 suffit de prendre les deux premiéres équations (151). Ces équations, d’aprés
(132), donnent les conditions (141), et alors les conditions (142) ont lieu. Les
équations (152) ne donnent que les relations

ﬁ#o, i=1,2,3 n=1...7

oC,

qui ne sont cependant nécessaires.

Il résulte des considérations exposées que pour former I'intégrale compléte
du systtme (111) a4 Plaide de lintégrale générale (131) du systéme (119) les
conditions nécessaires et suffisantes, exprimées par les fonctions caractéristiques
suivantes, doivent avoir lieu

Ug,#0, =1,...,7) Ug=0, (v=8,9),
(147)
Wf:v=0, (v=8,9:i=1,2).

De cette maniére il “est démontré le rdle important que jouent les fonctions
caractéristiques introduites dans la théorie du systéme étudié (111), sous Phypo-
thése (113)—(116)

D. Citons quelques propriétés des fonctions caractéristiques. Les for-
mules (131) s’obtient de neuf intégrales distinctes du systéme (119), c’est-a-
-dire ccs équations sont résolubles par rapport aux neuf constantes arbitraires

C/, C,, ..., Cy de sorte que I'on a la condition suivante.
D( Z, P, P,, Py, Py, Py, Py, )4:0_
Ciy Cos v , G

On pout en former les déterminants dans lesquels les colonnes 3¢, 4e, Se, 6¢
sont remplacées rcspectivement par les Ugs, WL (i=1, 2, 3). Ces déterminants
sont distincts du zéro. Il en résulte qu’au moins 'une des fonctions caracté-
ristiques dans chaque groupe:Ug,, W}:‘_, ng, ng, est distincte du zéro. Démon-

trons que les fonctions caractéristiques sont homogenes et linéaires de leurs
valeurs initiales: UZ, (W(). En partant des identités (135) et des expressions

qui définissent des fonctions caractéristiques on obtient I’équation

a_UC_=W(1:+a_’£Wé+a_nWé
2x, 2 x, 0Xx,

Pour obtenir les expressions des dérivées par rapport a x, des autres fonc-

tions caractéristiques nous procédérons de la maniére suivante. Substituons
dans les formules

oWl o (01’1 om ony\ O0P,0m
— =Py —— "“‘)+—'_+
ox, 0C\dx, ox, " Box/ 0oC ox
0Py 0n_ 0P, 0m 0Py on
0C o0x 0x, 0C 0x 0C



58 Borivoj N. Rachajsky

les formules

oP oP
—2= —‘(szﬂs B = _(D3f1)
0 x, ox, .

aP“+(Df1) +(Df,)i"—+afl +a—f‘—Vé+b—f‘Vg+
oC 0z op, op,

21, of, oP of, oP of, oP
__IVé+__1 12 4 S 13 fi 23 _
op, op,, 0C 0dp, 0C 0p,, 0C

ainsi que les relations (113), (116) et (135). On obtient de cette maniére le
résultat

(154) ‘)?:C [(Zj;‘) c+<zﬁ)V<17 (ZQ)VC (ZZ)V]

D’une maniére analogue on obtient encore les deux équations nouvelles

o e (B (e ()

0x1

OW? on [(of. of: of. of.
O e e

0x1 ox, |\oz op, op, op,
Les équations (153)—(156) repréée:_ntent les équations différentielles linéaires et
homogenes des fonctions U, et We. Les solutions de telles équations s’expri-
ment linéairement et homogénement par les valeurs initiales des fonctions con-
sidérées.

On peut utiliser les propriétés démontrées des fonctions caractéristiques
pour vérifier les conditions (147"), pour former [I’intégrale compléte du sys-
téeme (111), sous '’hypothése (113)—(116) & P'aide de Iintégrale générale du
systéme (119).

E. Posons le probléme de la formation de intégrale contenant des foncti-
-ons arbitraires du systéme donné (111) a4 T'aide de l'intégrale générale du sys-
téme de Charpit. Outre de trois intégrales particuli¢res définies par les équations
-données (111), le systéme (119) a encore neuf intégrales ¢, ¢,, F,..., F,.
L’intégrale générale du systtme de Charpit (117)—(118) qui vérifie les équations
(111), sous I'hypothése (113)—(116), est définie par les équations citées et les
<€quations suivantes

(157) F‘=<Pj(4)1’ 4‘2)’ U=L...,7

@, désignant les fonctions arbitraires. On pose pour déterminer les va'eurs de
variables paramétriques X,.;, p;, Py

(158) fi=a, (=1,2; F=B, (j=1,2,...,7.

+

§ o |
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Alors les variables mentionnées sont définies par les équations

Xy =D, (x, ay, %y By oo ey B, (i=1,2)
Z=D;(x;, oy, @, Bys oo -5 B

Pi=Puy (x5 aps oy, Byy ool By (G=12,3)
Pia=P; (X, o5 ap, By oo o5 B

Pis=Py (X, 25 %3, By, - .-, B

Doy =Py (), 0, 2, By, -5 By
x, désignant la variable indépendante principale. On va chercher les solutions
du systéme (111) en vérifiant de plus les conditions:

3 3
dz=73 pidx,, dp,=73 Pydx,
k=1 k=1

D ¢étant déterminées par les équations (111). Gréce aux conditions introduites
on a les conditions nouvelles

(s=1,2,3)

ZAk,doc + ZB dp;+K,dx; =0, (k=1,.,4)
P
avec
40P 00 00 g 0B 00 00,
ou, da 0w oB; 0B, 0B;
420 005 00 g 0B, 00, 00,
do; da; ow; a6 Jc 0B,
090, 09, 09, 909, — 09, 0P,
AJi__ 227, [ » 3= 227, ¥ T
du, 0w ou; ()Bj 0B, 0B,
0D oD oD oD oD, — 00
Ay=———@, ——py; —2, =Py ———py—2,
ou, ou; ou, 0B, ap; 96;
(i=1,2) =12,...,7
K 20Pi g 00 0,
ox, ox, bxl
0D 0D, 00, —
Ky=——0, —1—&,——p,,
0x, ox, ox,
_ 09D, 09, od,
3T T P T W T ¥y
ox, ox, ox,
oD 0D, — 0D
K=—0—9 1 2
Tox, Cox, ®ox O °
puE_fi(xl’ ¢1’ L) ¢1)’ (i=l’2! 3)

Gréce anx équations (119) ils existent les identités suivantes
K,=0 (k=1,2,3,4).
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Ea vertu de (157) et (158) on a

B=9 (@, ), (=1,...,7
et les conditions (159) deviennent

2 7 ‘)(p
(z A+ ZBk,_f)da,=0 (k=1,2, 3, 4).
i=1 i=1 oo,
Les différentiels da«, étant distincts du zéro, on établit les relations

7 0
A+ S By-2=0, (k=1,...,4 (=12
i=1 aag

lesquelles doivent satisfaire les fonctions ¢; pour que (157) détermine la solution
du systéme (111). Par conséquent le pro{ﬂéme cité ci-dessus est résolu d’une
maniére analogue comme le probléme posé par Lagrange [22] dans la théorie
des équations aux derivées partielles du premier ordre.

Les résultats obtenus dans cet article se généralisent aisément sur les sys-
témes des n(n>3) équations aux dérivées partielles du second ordre & n varia-
bles indépendantes.

11. Sur une classe des équations aux dérivées partielles du second
ordre d’une fonction inconnue avec trois variables indépendantes

En suivant les idées de N. Saltykow, [11], [24—27] on donne dans ce
paragiaphe une classe des équations aux dérivées partielles du second ordre
d’une fonction inconnue avec trois variables indépendantes pour laquelle on
peut faire la correspondance avec un systéme de Charpit, [28].

Considérons ’équation

(160) S (%15 X3, X3, 2, Pys Pys P3s> Piys Pras Piss Pazs Pays P3y) =0
avec les notations usuelles
0z oz
pi_‘—);; > Py= 2%,0%,

et avec les conditions d’indépendance de I'ordre de la différentiation de la fonc-
tion z par rapport aux x;.

On peut les équations dérivées
Of Opy, Of 9py  Of Opyy, Of 0Py Of Opy

+
0py; 0%; Opy, 0x; Opy; 0X; O0py, 0X; 0p,; 0X;

L Of oy D,f=0, (i=1,2,3),
op;; 0x;

les symboles D; désignant I'opérateur suivant

0 90 3 0
161) =t p,—+ i —s
( Yox, plbz _zlp op

1 = 5
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mettre sous la forme suivante

(
_a;f._ ?_p_“_..*.__a;f_. ip_ll_.Fi ?L“_+le+
Opyy 0% 0py; 0X, Opy; 0Xy

(2L 00, 2 0pa, 0f om0,
0Py 0X; O0py; OX; Opy; 0X,
Of 0Py Of 0Py OF 0Py
(162) 0py; 0x; 0py, 0x, Op,; 0X,
(L 0 O om0 0m) g
0py 0%, 0p;; 0X, 0Opy; Ox,

+D,f+

BI_ (lp_xé_'__af_ 9&3_,__0!_‘ _a_p_3§+D3f+
0p,; 0X, 0p,3 0X, Opy; 0X,
+(_0£ Opy  Of 0py,  Of "Lzz)=o,
0p,; 0x; 0p;, 0x3 Opy, 0x,

|

Ajoutons aux équations (162) les trois nouvelles

‘)Plz_m 01712_” ()p12=0

2

ax, ox, ox,
(163) 0Py OPis_, OPis
0x, dx, 0x,

‘)st_m apzs_n 9,3 =0.
ox, 0x, 0X,

Les fonctions m(x,, X;, Xy, 2, Pys P25 P3s Pits Pras Pygs Pras Pos» Pr)s 1),  seront
déterminées d’une maniére convenable.

Faisons les éliminations suivantes:

a) Eliminons de la premiére équation (162) les dérivées 0Pz 0Py 9Py

b H
x 0x, Ox
en utilisant les relations évidentes

0P, _1 0py n‘)st n2 0Py

o0x, m 0x, o0x, m 0x, ’
(163, 0Dy -m 0Dz +n 0Pz ,
0x, 0x, o X,

0py; _ 1 0p;  m? 0py mapzs
ox, n 90x, n 0x, dx3’
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b) Eliminons de la seconde équation (163) les dérivées 9Py , Ops3 s 0Py
. X, 0x, 0Xx,
en utilisant les relations évidentes
0py -m 0p, m 0p; +_n_ 0p;;3 ,
0x, 0x, m 0x, m 0x
(163) 0pys =_l_ op;; n 0p;
0x, m dx, m 0x,
0ps; =_1_ opy; _1_ apls_ﬂ 0P
dx, mn 0x, m 0X, n 0X,
¢) Eliminons de la troisiéme équation (163) les dérivées suivantes: %,
X3
9 - . .
L2ty 9Px en utilisant les relations suivantes
0x;  0x,
opy, _m aPlz__ﬂ2 0P, n 0p;3
0x; nmn 0x;, n 0x, 0x,
(163,) 0p, _1 0p, m 0py, ,
0x; n 0x, n 0x,
bl’zz=_1_ op,, n ang__l_ 0P,
0x; mn 0x, m O0x; n 00X,

Aprés les éliminations indiquées le systéme (162) obtient la forme nouvelle

(2L 20 (O L O \opu (O 1 )00,
op,; 0x, op,, m 0py,/ 0x, 0p;; 1 0py;/ Ox,
+D,f+K1(mi)ﬂ3—+ni)—&3—)=0,
X, 0X,
(af . of)apu+ of apn+(af m af)ap22+
0Py, op,/ 0x, 0py 0x, 0p;; n 0py/ 0x,
(164) 1 1 o 0
+D,f+—K, (—‘ P! pz_s) =0,
m n 0x, O0x,
(‘)f +n af)opgs (af _r af)apsa of a1733_‘_
0py3 0p,/ 0x O0py;; m 0py,/ 0x, 0py; Ox,

+D3f+_!_K3(_l_ %_Qﬁ)=0
n m o0x, 0x,
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en utilisant les désignations suivantes

K = of n of m of
' 0p,; m 0p,, n apss,
of +n of + 0f ’
opy 0p;; 0py,

2 o O
opy, ‘)Plz 0P,

(165) K,=n

K,=m

Il est aisé de s’en persuader que les équations (164) forment un systéme:
de Charpit si les conditions suivantes sont remplies

(0f+i 0f). af=0f.(¢)f+m 0f)=
0py, m 0py, "01’12 ‘)Pzz. 0p,, 0py
L 2L
(166) 0p;; m 0py 0py3 opy,
(af L1 af>, of =<0f m af>,(af m af)=
Op;; n 0py/ Opy 0py; 1 0py/ \0py, opy,
= of 2( of +n af)=—n,
\ 0p;; \0py opy,
ou
(166,) m?2 of +m of + of =0, n? 9f +n of + of =0,
opy 0p, 0Py opy, o0p;; 0py
of _m of +n of +mn of =0,
O0py;; n 0py op;, opy,
(162,
of n of +m of +mn of =0.
0p;; m 0py, opy; opy

_ Grace aux équations (166,) les équations (166,) ne donnent qu’une con-
dition qu’on peut mettre sous la forme suivante

of _n of _m of
0p,; m 0p,, n 0py

C’est ainsi que I'on parvient & mettre les conditions (166) sous la forme plus.
symétrique

(167) K,=0, (i=1,2,3).

0
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Donc, en vertu des conditions (167) le systéme (164) devient

apu__m 01’11_” a.011_|_D f of

1 =0,
ox, ox, 0Xx, op,
(168) a1722__’?1 ‘)Pzz__n ap22 2f/( )_:0’
0Xx, ox, 0x, Oplz ()p11

apss___m 01733___” 0p3; +D f/(

=0.
ox, ox, 0 X, ()p13 0pn )

Ajoutons aux équations (163) et (168) les identités évidentes

op. op. 0p.
Pi —m L —n 2i =Py —Mp;;—NpP;;,
0Xx, 0x, 0x,
(169)
0z —m 0z . 0z — pi—mp,—np
ox 0x, 0X, ' Lo

Les équations (163), (168) et (169) forment un systéme du type de Charpit
On peut associer au systéme dit un systéme équivalent des caractéristiques

A — dx, dx, _ dz _ dap; _
" —m  —n py—mp,—npy Py ~—MPi;—NP;;
_ dpyy dpzz _
of of
170 —D,f / —D,f / ( ———)
(170) ’ ‘)Plz opy
dpss _ 9y
0
25/ o)
aplB 0pu

Grace aux conditions: K,=0, K;=0 on peut déterminer les fonctions
inconnues: m et n et alors en vertu de la condition K,=0 on obtient la
condition cherchée pour la forction f

{af i[( of ')2_4 of of ]"2};2_"1"_:
0P 0Py 0Py, 0Ps; 0p3;
Q7

el i) ) ol 4 )
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Autrement dit si la fonction f admet la condition (171) alors on peut a
P’équation donnée (160) associer le syst¢tme de Charpit (163), (168), (169) ou
le systtme des équations différentielles ordinaires des caractéristiques (170).

Pour former la solution correspondante de I’équation (160) (admettant la
condition (171)) au moyen de l'intégrale générale du systéme de Charpit (163),
(168), (169) on peut construire la théorie que serait analogue i la théorie
concernant le systéme (23) en involution ce Darboux-Lie.

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre d’une
fonction z inconnue:

(172) u=F(x,, x,, X3, z, )

F étant une fonction arbitraire et les quantités u et v sont définies par les
relations données
(xx .z Jdv Ou 01;)
Uu=9 ’ ’ g Ly Uy T T T >
D ox; 0x, 0Xx
(173)
0z 0z 0z
v=4(x, X3, X3, 2, —, —, —].
0x, 0x, O0x,

Grice aux (173) on peut mettre I’équation (172) sous la forme suivante

0 i) 0
fE(P[xl’XZ’ x3’z’¢(x1’x2’ X3, Zspppz:p:;)’l’ l’ —?_]'—
0x, 0x, 0x

—F[x/, %5, X3, 2, Y (X,, X3, X3, 2, Pys P2, P3)]=0.
La fonction considérée f admet la condition (171) et on peut appliquer la
théorie exposée & 1'équation considérée: f=0.
12. Sur les résultats de D. H. Parsons

Soit 1’équation

(174) Sy oeis X032y P11y oo s D) =0
dans laquelle z est la fonction des n variables indépendantes x,, ..., x,
oz 2z
Pi=——"

5w P xon
et telle que f soit analytique pour toutes variables.

D. H. Parsons, [29], [30], [31], définissait le rang de I’équation donnée
(174) comme le rang de la matrice suivcnte

of[opy 1/2 0f[opy, --. 1/2 0f[op,,

1/20f/[Pag cveveevenennnns oflop,,
Il démontrait aussi les propositions suivantes:

5
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Si Péquation (174) est de rang 1, elle a une famille des caractéristiques
du premier ordre;

Si I'équation (174) est du rang 2, elle a deux familles diverses et si
I'équation donnée est du rang 3, elle n’a pas des caractéristiques de cette espéce;

Le rang de I’équation donnée est invariant sous la transformation de contact.

Dans son oeuvre, [29], D. H. Parsons appliquait la théorie classique des
caractéristiques, la théorie des équations en involution et la méthode de Darboux,
[32], [14], & Téquation (174), n=3, quand elle est du rang 2 ou 1. :

On ne peut pas généraliser la méthode de Darboux sans la condmon
suffisante et nécessaire: 1’équation (174) est du rang 1 ou 2.

D. H. Parsons illustrait sa théorie avec U'exemple suivant-

Pyt P12 Pry +( P12 )2 -0
1—p,;, 1—py;

ajoutant les conditions
pour x,=0: z=1/2x2, p1=x§+x2353; ou
pour x;=0: z=0, p,=x,x,.

La méthode exposés de Parsons peut &tre généralisé au cas n>3 et aussi
aux équations correspondantes aux dérivées partielles des ordres supérieurs.



III Chapitre

SUR LE SYSTEME DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES EN INVOLUTION DE DARBOUX DU TROISIEME ORDRE

Les équations aux dérivées partielles d’une fonction a deux variables in-
dépendantes en involulion de Darboux du troisiéme ordre admettent d’établir
plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés de la théorie des équations
2ux dérivées partielles du premier ordre et des systémes des équations aux dé-
rivées partielles du second ordre en involution de Darboux-Lie.

On peut établir pour les équations en involution de Darboux du troisi¢me
ordre, par exemple, les propriétés suivantes:

1) on peut former le systtme des équations différentielles jouant le rdle
d’un systéme des caractéristiques,

2) on peut étendre la notion de [Pintégrale compléte et préciser les con-
ditions nécessaires et suffisantes concernant cette intégrale,

3) on peut résoudre deux problémes de Jacobi et d’une maniére bien déter-
minée faire la liaison intime entre Pintégrale générale du systéme des caracté-
ristiques et l’intégrale compléte du systéme des équations aux dérivées partielles,

4) on peut traiter la théorie de Lagrange des intégrales des systémes con-
sidérés, et

5) on peut aussi poser le probléme da la formation d’une intégrale de
Cauchy & Paide d’une intégrale compléte donnée. ([10], [13], [15], [33]).

1. L’involution de Darboux du troisiéme ordre

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre, utilisant
les désignations habituelles, sous la forme suivante

)] r+f(xy,z,p, q,5 t)=0.

On supposera pour la fonction f que f& C?(G), ol G est un domaine déterminé
des variables x, y, z, p, q, 5, t. A l’equatlon (1) faisons correspondre une autre
équation aux dérivées partlelles du troisiéeme ordre suivant une loi qui sera
déterminée plus tard, et écrivons

) Zay+ @ (X, ¥, 2, D, G, S, 1, 2yy)=0.
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On supposera que ®&C'(G)), ou G, est un domaine des variables x, y, z, p,
g, S, 1, Zyy et GCG,.

Formons les équations dérivées du second ordre de I’équation (1) et du
premier ordre de I’équation (2) respectivement par rapport aux variables indé-
pendantes x et y:

Zxex + s Zxnxy + 1 Zgy + Dax f= 0,
Zaxxy + fs Zaxyy + [t Zxyyy + Dyx f=0,
3 Zxyy T fs Zxyyy + St Zyyyy + Dyy f=0,
Zaxyy + Ot Zayyy + D, @ =0,
Zayyy + s 2yyyy + Dy ®=0,
3, @z, fss fts Zaxxxs - - . désignant respectivement les dérivées partielles
*z[oy?, oD/[03, dffos, offot, o*zfox4, ...; quant & D, D,, Dy, Dy, D),

elles désignent les dérivées correspondantes prises par rapport 3 x et y. En
vertu de la définition de Pinvolution de Darboux du troisiéme ordre, les équa-
tions (3) ne doivent point étre résolubles par rapport aux dérivées du qua-
triétme ordre. Il en résulte les deux conditions de Iinvolution sous les formes

suivantes

4 D} —f, @5+ £ =0,

) D,cb+£— D, ®—D,,f=0.
3

2. Systéme des équations différentielles ordinaires des caractéristiques

Grace aux équations (3) on peut former les équations suivantes

—aﬁ+ séi-i--f—t- + Dy f=0,
ox ()y 5
—O—B-+ o —E—m+Dyxf=0,
ox )y
(3 v a—1+<I>sa—l+D,¢(D=--0,
» ox oy
‘18—4- d)s(ﬁ-i—Dy(D:O,
x oy
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oll Pon a posé: a=Zyw, B=Zuy Y=Zxy, M=(f/®s) Dx®—D,,f. Complé-
tons ces derniéres équations par les égalités évidentes

0z 0z
—+ O ——p—D39=0,
o say p s 4
(—)£+ D ?—E—-r—d%s—o,

6) ox oy
% | 9,29 5 @y,
0x oy
or D; Q‘-—-“-—q)sﬁ—(),
ox )y

, 0.

®) 5 0 Ep—w,y=0,
ox oy
ot

L N W)
ox oy

L’ensemble d’équations (3'), (6), (6") représente un systéme de la forme
de Charpit, [1], &4 dix fonctions inconnues: z, p, q, r, 5, t, o, B, v, 8 des
variables indépendantes x et y. Par conséquent, l'intégration du systéme (3'),
(6), (6') revient a lintégration du systéme d’équations différentielles ordinaires
des caractéristiques

dy dz  dp  dqg  dr  ds  dt

T pr®ig r+®ss s+ @t at®f B+@py y+Dd
Q) _ da . dp _ dy 4
" D.f+mfi®  Dnf—m D, ® D@

Pour nos équations (1) et (2) on peut utiliser aussi le systéme des
caractéristiques de la forme

®) o @y __d _ dp _ dg _ ds _ dt s
q)8 P+<Dsq r+®sS S+¢3t B+CI)BY Y+q)88 qu)’

ol r, v, B doivent &tre exprimés par les autres variables figurant aux équa-
tions (1) et (2).

3. L’intégrale compléte

Nous partons de I’équation

(9) Z=V(x’ »» Cy ooy Cs):
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ol C; sont les paramétres distincts et indépendantes des variables x et y.
Supposons que V& C*(D’), D’ désignant un domaine de x, y, C, ..., C,.
Formons les équations dérivées

(10) p=Vix, 3, C,, ..., Cp), q=V,(x, 9, C,, ..., Cy),

(11) r=V,x y, C,, ..., Cg),

(12) §=Vy(x, 3, Cp, ..., C), t=Vy(x,», C, ..., Cy,
(13) Y=V (x, ¥, Cis ..., Ceh '
a9 3=V (5 3, Cis -, €,

sous la condition suivante dans le domaine D’

V’ an VJ” VXJ” VJ’Y’ I_/M)#O
C,, C,, Cy, C,, C, Cg

(15) AED(

Si le résuitat de ’élimination des parameétres C; des équations (11), (13) et (9)
(10), (12), (14) ne donne que les équations (1) et (2), nous dirons dans ce cas
qus Pintégrale compléte du systéme (1)—(2) est définie par ’équation (9).

On va maintenant démontrer que grice aux conditions (4)—(5) la fonc-
tion V doit satisfaire aux conditions complémentaires.

En effet, on peut démontrer aisément qu’il y a lieu les égalités suivantes

A A A

.t . =
(16) (f)=—7» N (®s) A

ol les parenthéses signifient le résultat de la substitution de z, p, ¢, s, ¢, &
respectivement par leurs valeurs V, V., V,, Vi, Vyy, Vi, et A, A, Ay les
déterminants fonctionnels suivants

V’ Vx9 Vy» VXX’ VJ’J” Vy}’y ) A ED(V’ Vx’ VJ” VXJ;’ Vxx’ VYYJ’)

C, () Gy, Cy, Cs’ C, ’ ? C,, Gy, C,, C,, Cs’ Cs

(7) A _ED<V, Vs Vs Vays Vs Vasy )
? C,,C,, C;, C,, C,, C,

AIED(

La condition (4) nous donne
“) (@s)*—(fs) (@) +(f)=0

ol les parenthéses ont les significations antérieurement établies. Grice aux
égalités (16) la condition (4") devient

(ég)z_ﬁés__éz=o
Al TAAT A

b
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ou

A, A A
18 2=l 20 AL£0.
(18) A-ata &

On peut mettre la condition (18) sous une forme plus symétrique. En
effet, en vertu des identités évidentes

Vxx+f(x’ Y, V, Vx’ V;, ny’ Vyyy)':o’
Vxxy'l'(Dyf):O

et (16) on peul établir une rélation nouvelle

(8) N =—(£)A—(f)A,

ou

as Y
A, A A,

désignant par A’ le déterminant fonctionnel
A’:—‘: ( V, an Vy’ ny? Vyy’ Vxxy>.
c,GC,C,C,C, C

Grace A la relation obtenue (18”), on peut mettre la condition (18) sous
la forme convenable, plus symétrique :

(19

A, N
20 —==—\ A0
@0 A A, ?
La relation (5) ou la relation suivante

&) (D5 @) + (D, ) (f/Ps)—(D,, /) =0

est vérifiée indentiquement, grice a la condition (18), & savoir
A, A, A .
————— V.., =0.
(Z-5%) o

Donc, la relation (5) n’impose pas des conditions nouvelles & la fonction V.
Il est aisé 3 démontrer qu’il doit avoir lieu la condition nouvelle

@1 3,=0,

d, désignant le déterminant fonctionnel

@2) SIED( Vo Vo Voo Vs Ve Vo )

¢.G,C,C,, C, C

car I’équation (1) ne dépend pas de la dérivée 3=z, ,.
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On peut démontrer que les conditions (18) ou (20) et (21) sont aussi
suffisantes. ,

Donc, I’équation (9) definit une intégrale compléte du systéme (1)—(2)
en involution de Darboux du troisiéme ordre si la fonction ¥V admet les condi-
tions nécessaires et suffisantes

(23) A#0, §,=0, A,/A=A'/A,,
A, A,, A" et 8, désignant les déterminants fonctionnels (15), (17), (19) et (22).

4. L’intégrale générale des caractéristiques.
Le théoréme généralisé de Jacobi

by

11 est aisé & démontrer que les formules

3=V

(24) z=V, p=V,, q=V,, s=V,, t=V, o

yy?
définissent les six premiéres intégrales distinctes du systéme

@) dr e dz  dp dq ds a 43
Pp+Psq r+Pss s+ Dyt B-l—d)sy Y+<I>88 D}',<D.

En effet, on a les équations dérivées

“_y Vydy @_y AV & 5"-"=V,,y+V,y‘—b—’,
dx dx dx dx dx dx
@3)
ds V4V dy ar -7, dy ds v oav dy

xxy Ay Vi T =V wyy
dx’ dx’  dx dx

dx

et en vertu des relations

A A,
(¢8)= —7{3’ (D cI)) xy.vy"*‘z3 Vyyyy’
Vatf3 V. ViV, Vs, V)=
nyy+q) (x’ Y v, Vx’ Vy’ V yy’ yyy)

et de I’équation premiére du systéme (8)

y_
(26) = (®y),

ol les parenthéses ont les significations antérieurement établie, le résultat de
I’élimination des constantes C;, définies par les équations (24), entre les équa-
tions (25) ne donne que les équations (8').
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Cherchons, encore, Pintégrale de I’équation (26) ou d’une des équations
équivalentes :

27 A,dx+Ady=0,
(28) A'dx+ A, dy=0.

Introduisons le symbole suivant

(29) G, j, k, 1, m)ED( VoVis Vs Vigs ¥y )

Ci, Cti, Cks Cl, Cm

i, j, k, 1, m désignant les nombres entiers de 1 a 6. On peut former les iden-
tités suivantes

LN [ULCL) B PN [T LLCLON P
ox | (G j, k, Lm)] Y ooxl Gk L)

_a— (i,k’ 1, myn) =al A3+a2A, _a_ (l’.], 19 mifl =bl A3+b2A,
oyl G,j, k, 1, m) oyl (i, ), k, 1, n)

a; et b; désignant les fonctions des variables x, y, C;, ..., C, bien déterminées.
Grice 4 la condition (20) il en résulte

9 [(i, k. ,mn)1 0 [(ik, I,mn)]

(30) ox\ (ij k., Lm)] oy\(G.j. k.1, m) ]
A, - A
et aussi
oG lmnT ofGjl,mn)]
(€29) Ox[(i,j,k,l,n)‘ oyl G j ke, 1, m) |

A’ - A,
Donc, les équations (27) ou (28) ont les intégrales suivantes

@G, k,I,m,n) — const., L= @, j,1,mn)
(i’j9 k’ I’ m) (i’j’k’ I’ n)

(IU),\;&O’ (Io y?éoa (c=1, 2)

I,= =const.

Ces intégrales ne sont pas indépendantes par rapport aux variables x et y.
En effet, en vertu des relations (30) et (31), on a

D (ﬁ’_{z)=o,
x, ¥y

On peut formuler le théoréme suivant — théoréme de Jacobi:
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L’intégrale générale du systéme des équations différentielles des caractéris-
tigue (8) est définie, en vertu de lintégrale compléte (9) et (23), par les formules
Suivantes

z=V, p=V,, q=Vy, s=V

Xy
V. Vs Vo Vi Vyy) ,D(V, Vi Vo Vi V,y)
C‘l',a Cka Cl’ Cm’ Cn ) Cl'a C,js Ck’ CI’ Cm

(h):#0, (1), #0.

t=V,,, 3=V,

yyy?

T2

Il_=_D<

5. Sur une méthode de N. Saltykow dans la théorie
des équations aux dérivées partielles du second ordre
N. Saltykow avait communiqué 3 une des séances de I'Institut mathéma-
tique en 1959 une méthode trés intéressante pour l'intégration des équations aux
dérivées partielles du second ordre. Notre but est maintenant de démontrer que
la méthode exposée a des liaisons avec certaines notions et certains résultats de
la théorie des équations aux dérivées partielles qui sont en involution de Darboux
du troisiéme ordre, [33].
Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre d’une
fonction inconnue z de deux variables indépendantes x et y

32) fxy2p4r51)=0, 1 fi#0,

olt 'on a posé p=0z/0x, q=0z/0y, r=0*z/0x? s=0*z[0x0y, t=0%r[0y?
fr=0fjor, fi=0f/0s. On supposera que f=C?(G), oi G est un domaine
déterminé des variables x, y, z, p, ¢, 1, S, L.

Formons les équations dérivées de I’équation (32) respectivement par
rapport & x et y, & savoir

fr@‘}'st'{"fts'{'Dyf:Oa
en posant
a=0%z[0x3, B=0%2[0x20y, y=0%2[0x0y?>, 8=02/0y}, f,=0f]0s,
Dx=i+p-—+r2—+s-o—
ox 0z op 9dq
Dy=i+q._+s..a_+t£_
dy 0z op Oq

et ajoutons y une équation auxiliaire

(34) B—m(x,y,2,p, 415 t)c=0.

La fonction m doit satisfaire aux conditions qui seront précisées plus tard.




Sur les systémes en involution des équations aunx dérivées ... 75

Grice & I’équation (34), on peut mettre les équations dérivées (33) sous
la forme suivante

a+(mfs +f)/(mf) B + Do f] fr=0,
Y +£/(mf, +£) 8+ D, fl(imfo+£)=0.

Supposons que les coefficients de b et d des équations ci-dessus satisfont aux
conditions

33)

(mMfs+)Imfy=—m, ff(mfe+f)=—m;
on aura alors une seule condition pour la fonction m:
(35) f’m2+f.sm+_/‘t=0.

Par conséquent les équations (33") et (34) peuvent &tre écrites sous la forme

a—r—mgr—+—l— D, f=0,
ox oy f

(36) a—S—m 0_s_=0’
ox dy

Les équations obtenues (36) et les identités évidentes de la forme suivante

% m% —p—mg

0x oy ’
37 a—p—-mge=r——ms,

ox oy

?_q_m a—q=s-——mt,

ox oy

représentent un systéme de la forme de Charpit & six fonctions inconnues:
2, p, g, r, 5, t de deux variables indépendantes x et y, [18). (Dans le livre de
Hilbert et Courant [1], pour le systtme de cette espéce on emploie la déno-
mination ,,Systéme des équations qui ont la méme partie principale*).

Le systéme correspondant d’équations différentielles ordinaires ,,caracté-
ristiqgues* devient ‘

G8) ax=P % _ P A _  dr & dt
—m p—mq r—ms S—mt D.flf, © mD,f/f,
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Il ne reste qua poser la question de lintégration de I’équation donnée (32) a
Paide de l'intégration du systéme (38).

Posons maintenant Je probléme suivant: associons a4 I'équation (32) une
autre équation de la forme (34) de telle maniére que ces deux équations soient
en involution de Darboux du troisiéme ordre.

Pour établir les conditions de la dite involution nous utiliserons, par
exemple, un procédé antérieurement cité, [33].

Pour cela formons les équations dérivées des équations (32) et (34)
fr Zexxx +f-' z.x:;xy +ff Zxvy + Dxxf= 0,
f" Z;..);y +f-‘ zaxyy +f‘ zxyyy + D".V f= 0’

(39) fe Zxxpy +fs Zyyy +fi Zyyspt Dyyf: 0,
zx.\xy_mzxxyy_YDx m=0,
Z gy M2y, —YD, m=0.

x> Dyy» D,, désignant respectivement les dérivées cerrespondantes
des fonctions m et f prlses une ou deux fois par rapport & x et y; quant &
Z,an> Zxxnys CtC., elles désignent les dérivées partielles du quatrieme ordre de la

fonction z: 04z/ax4 0%z/0x3 dy, etc.

D’aprés les conditions de Pinvolution de Darboux du troisiéme ordre, les
équations (39) sont insolubles par rapport aux dérivées du quatriéme ordre:
Z, x> Zxxayr v Il en résulte que tous les déterminants du cinquiéme
ordre de 1a matrlce Y des coefficients du systéme (39) sont égaux a zéro. On peut
mettre le déterminant A du cinqui¢me ordre formé des coefficients des dérivées
du quatriéme ordre de la fonction z — le déterminant du systéme (39) — sous
la forme suivante

D,, D, D, D

A=f,fi (fim®+fim+f).
En égalant ce déterminant & zéro et grice i la condition f,f,#0, on a
(3% frm*+fim+ f,=

Ce n’est que la condition (35) qui a été obtenue par la méthode de N. Saltykow.
En utilisant la condition (35) et f,f;#0, tous les autres déterminants du
cinquiéme ordre seront égaux i zéro sous la condition suivante

(40) YfeD,m—m(yf,D,m+D,, f)=0.
Dong, si les conditions (35) et (40) sont satisfaites, les équations (32) et (34)
seront en involution de Darboux du troisiéme ordre.

Comme il est bien connu, [33], on peut associer aux équations (32) et (34),
qui sont en involution de Darboux du troisiéme ordre, un systéme d’équations
différentielles ordinaires, appelé systéme des caractéristiques.
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Or, en ce qui concerne la formation du systéme mentionné d’équations
différentielles ordinaires, on peut tirer d’abord du systéme (39), grice aux
conditions (34) et (40), les équations suivantes

ox oy mf,
gr—s—ma—ﬁ——nym=0,
ox oy
@1 éY—-—m-a--{—-yDym%O,
ox oy
03 08 m
——m———(f, D, m+ D =0.
w07 (/+ D, )

Enfin y ajoutons les équations évidentes

-
ox oy ’
P 00,
ox oy
a—q——m—ai=s—mt,

(42) ox oy
OO DS
ox oy I
os os
—_— — e [ — =0,
ox oy ™
ﬂ-—m—()i=~{—m8===—Dyf
ox y t

Les systémes (41) et (42) font un systtme de Charpit par rapport aux fonctions
inconnues: z, p, q, r, 5, t, «, B, v, 8 de deux variables indépendantes x et y.
Ce systéme de Charpit est équivalent au systéme cherché des caractéiistiques

- W __ 4 _ & _ dq 4 s At
(43) —m p—mq r—ms s—mt D.flf, O mD, f|f:
da dp dy dd

 ({f: Dym—mD,,f)mf, yD,m YD,m m(yf,D,m+D,f)f;
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On peut utiliser les intégrales du systéme des caractéristiques pour former
les solutions cherchées de I’équation donnée (32) (avec (34), (35) et (40)), [24].

3. D’aprés la théorie exposée ci-haut, on doit — si 1’'on associe & I'équa-
tion (32), avec la condition f, f,70, une autre équation (34) avec la condition
mz0—compléter la condition (35), obtenue par la méthode de N. Saltykow et
aussi en égalant le déterminant A du systéme (39) & zéro, avec la condition
(40), en s’assurant que tous les déterminants du cinquiéme ordre de la matrice du
systéme (39) sont égaux A zéro, Clest-a-dire affirment que les équations (32) et
(34) sont en involution de Darboux du troisiéme ordre. Dans ce cas, on doit
compléter le systtme des équations différentielles (38) avec les équations nou-
velles et utiliser le systéme des caractéristiques (43).

En ce qui concerne les équations (32) et (34), on peut résoudre deux
problémes de Jacobi et faire la liaison entre Iintégrale du systéme des carac-
téristiques et P’intégrale compléte des équations aux dérivées partielles. On peut
aussi poser le probléeme de la formation d’une intégrale de Cauchy i Paide
d’une intégrale compléte donnée, [33].

6. Sur le probléme de Cauchy des systémes en involution
de Darboux du troisi¢éme ordre

Dans la Note, [34], en suivant 'idée de Courant, [1], nous avons fait une
application d’un systéme correspondant de Charpit pour obtenir l'intégrale de
Ccuchy des systémes des équations aux dérivées particlles du second ordre en
invclution de Darboux-Lie. Maintenant, nous allons traiter d’une maniére ana-
logue le probléme de Cauchy concernant un systéme en involution de Darboux
du troisiéme ordre.

Le probl¢me initial pour le systéme de Charpit. Considérons un systéme
des équations aux dérivées partielles en involution de Darboux du troisiéme
ordre d’'une fonction inconnue z de deux variables indépendantes x et y

(44) r+f(x, 5 2,p, 4,8, t)= b, Zyy + QX 3, 2,0, 9,5 1,2,,)=0,
sous les conditions

O£, ®s+£i=0,

‘D, ®+(f:/®s) D, &—D,, f=0,

avec: p=0z/0x, q=20z[dy, r= 3z/0x?, s =0%2[0x dy, t=0%2/0)?, z,,,=0%2/0x 0y?,
8=2z,,=0%/0y, fi=0f|0s, fi=0f|0t,. ®5=0®/03, quant & D,, D,, D, elles

désignent les dérivées correspondantes prises par rapport a x et y.
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On peut associer, [33], au systtme (44) un systéme de Charpzt de la forme
suivante

0z oz ()s
—+®5—=p+Psq, —+ % _ + @5,
ox Say p s q on 8ay p s Y
ap‘l‘q)sa-——'r'i"d)sS, a—t+®sa—t=Y+®88
45) ox oy ox oy
aq‘l'q)saq S+(bst, . ()—.Y+(D50Y+D*®=‘0,
ox oy ox oy
O 0, @B, 9§+¢8‘)—8+D @ -0,
_ox oy : ox ay

ol I'on a a=z,,,, B=z,,,, Y=z, avec les fonctions inconnues z, p, g, 7, &,
t, v, & de deux variables mdependantes 'x et y.

Nous supposons d’abord que les fonctions f et @ soient telles qu’ils
existent les intégrales premiéres distinctes suivantes

fix, 3, 2,0,¢,812,), (=1,2...,7)
(46) fisr+f( p, 2,0, 0,8 1)
AEY+¢(x’y’ z’p’ qa S, t: 8)

sous la condition

(46') (fi’f;’-f;’f;’f;’fG’f7 >?{__0
¥, Z, p, 4, 8, t, O

Oa peut obtenir ces intégrales par lintégraton du systéme d’equatlons
différentielles ordlnalres suivantes

dx—-i}—'— dz  dp  dg  dr
' Ds p+Dsp r+Oss  s+Dst a+Df
ds dt dvy ds

B+Dsy y+Dsd D @ D@’

o « et B doivent étre exprimés par les autres variables figurant dans les
équations (44).

Grice aux intégrales (46) 'intégrale generale du systéme de Charptt 45)
est déterminée par les relations suivantes

(47) f}+1=Hi(.f.1), (i=1,2,..., 8)

Hi étant des fonctions arbitraires.
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Pour le systéme (45) on peut résoudre:
Probléme A. Déterminer les solutions
48z, p% ), 49 16 1), 5(x ), 10x, ), Y (X, 1), 8(x, ¥)
du systéme Charpit (45) contenant la courbe donnée non caractéristique
©) Xx=x,, y=1, z=2z(1)
de telle maniére que Pon ait le long de la courbe (C) les conditions suivantes

r+f=0, y+®=0,

“49) [dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dg=sdx+tdy,
dr=adx+Bdy, ds=Bdx+ydy, dt=vydx+3dy,

et

(50) p=a, s=b pour x=x,, y=Y,

ot a et b sont des constantes données, mais (x,, y,)EC.

Grace aux conditions (C), (49), (50), on peut d’abord déterminer les va-
leurs initiales des variables p, g, r, s, ¢, v, 8, c'est-d-dire les fonctions suivantes

(1) PO, 4@, 1@, sG), 1(3) Y(3), 3.
En vertu des conditions (49) on a pour x=x,
Z@=9@, PE=5() ¢ =10,
F@=BG), f@O=v@, r@O=30)

et aussi
(519 g(9)=2z'(x), t()=z2"(x), 3(»=z"()
(517) s@=p' @), Y@®=p"C).

Donc, la fonction p(t) se détermine comme une solution de Cauchy de P’équa-
tion différentielle ordinaire du second ordre

(52) P@@+®[x, 7, 2z (‘r), p(), 2 (@), P(), 2" (x), 2" (x)]=0
satisfaisant aux conditions
(52" T=Y, P(Vo)=a, s(¥y)=Db,

ol T'on suppose I'unicité de la solution du probleme de Cauchy (52)—(52").

Gréce a4 la solution obtenue p(7r) du probléme (52)—(52") on rcut déter-
miner les fonctions s(7) et y(7), (51°). Quant & la fonction (%), on a la rcle-
tion suivante

r@®+flx, m z2(), p(), (), P (), 4'(M]=0.
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En utilisant les fonctions déterminées (51), on peut définir les fonctions
nouvelles A;(7) et les paramétres auxiliaires u; par les relations suivantes

A (D)=filxy, 7 2 (3, p(2), ¢ (), 1 (1), 5(7), £(7), Y(O)L
(53) 7\;(1')=u,-, (I=l, 2, Ceey 9)

En éliminant le paramétre t entre les relations (53), on obtient les rela-
tions bien déterminées des parameétres u;

Uy =7 {U), (i=1,2,...,8).

Les fonctions arbitaires [ [; dans [Iintégrale générale (47) doivent avoir les
formes n;. Donc, sous les conditions (C), (49) et (50) les solutions (48) du pro-
bléme initial pour le syst¢éme de Charpit (2) sont déterminées par les formules

49" fr=mi(f),  (=1,2,...,8).

Alors, le procédé indiqué réscud le probleme A.

Le probléme initial pour le systéme en involution. Pour le systéme (44) en
involution de Darboux du troisieme ordre on peut résoudre

Probléme B. Les solutions (48) du systéme de C’harpit (45) déterminent
Pintégrale de Cauchy du systéme en involution de Darboux (44) sous les condi-
tions (C) et (50).

Pour cela, il suffit de démontrer que les fonctions (48) remplissent iden-
tiquement sur la surface z=z(x, y) les conditions suivantes

r(x, ») +10x y, 2(x, ), p(x ), 9(x, ), s(x, ), t(x y)]=0,
Y(x, M+ Plx, », z2(x, ¥), p(x, 1) (%, ), 5(x, ), 1(x,¥), 3(x, »)]=0,

0
p(x,y>—-‘if.§§i>.5, SPNL1CF)

ov
r(x,y) —MEO, s(x, y)_?P&L)Es(x, J’)—MEO,
ox oy ox
a L4 () ’ ’0t y
t(x, Y)_'-——-—q (x, ) =0, v(x, y)~j-—(x Y) =v(x, y)—~————~(x 7) =0,
oy oy ox
3(x, y)—~——————at (x, ») =0.
oy

La démonstration du probléme B sc peut achever d’une maniére analogue
comme dans le cas du systéme en involution de Darboux-Lie, [34], mais cette
fois a laide du systéme de Charpit (45).

6
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Exemple. Considérons le systéme

r-—t—ip= 0,
x

(44
3

3 1 1
Y+d+—s+—t+—=p——x2(x+y)=0
x? 4

X X

en involution du troisiéme ordre (pour obtenir la seconde équation du trosiéme
ordre en sachant la premiére équation du second ordre, voir le procédé [35])

et cherchons Pintégrale de Cauchy sous les conditions

©) x=1, y=r, z=—t1,

(44" p=0, s=——17§, pour x,=1, y,=0

Dans ce cas les intégrales (48) sont

flEx_'y’

1 1
=r+2s5s+t——xt——x3y,
fe=r+2s c 357
fi= 2 t+3 x’+1x‘
= —_—Xr— — X J— — y
3=p+g—Xr—2xs 2 2 b7

1 1 1
=z— — X2 (r+25+t)—— xf——x%y,
fi=z x(p+q)+2 (r+2s+1) TR

13 1
fi=gte Py o,

1 3 1 1
= Y P tm— Y,
fe=g =g i o Y

1 1 S+ ! x* 1 x(r+2s+t)]
=—|—x5+— —p—— ,
Ll R

4
fy=r—t——p

X

3 1 3 1
=y+3+—s+—t+—p——x¥(x+
fo=x STt ¥ )

et les fonctions (51) sont déterminées par les formules

) 7 ®=7% r( ! T, (T L
= —— TY= T)=m——n, =——
p(® TR )=1% ) 3 T

Y(*)=0, 8()=2.

t(r)=27
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Les solutions du probléeme A s’obtiennent sous la forme

dsttmtpi Lty
r+ —_— XXy = —— (x—Y),
P ¥ Ty Frym T Y

3 1 19
+g—x(r+25+ D+ —= X+ —x'y=(x—p)*+—,
P+q—x(r ) 2 raaltd (x—y) %

1 1 1 1 19
— 4+ +—x(r+25+)~— X—— X5y = —— (x—y)—— (x—1),
z—x(p+q) ZX(r S+1) TR TRt 3 x—») 60( »),

! 3 t 0
T}’ ;y ;; FY_’

1171

1 1 2
—l =X+ —xy—p——x(r+2s5+8) |=—,
x2[12 g Xy X )] 3

4
r—t—— p=0,
x

3 1 3 1
Y+8+—s+—t+—p——x*(x+))=0,
x x X 4
ou
19

1 1 1
2N = X y— Xy E Yy,

1 2
X, = — —_Xy,
r(x,¥) 12Jc‘y 3 Xy

JSIE S GV
X, ¥) = o XS—— —,
TN 377 %

1 2 1 2
r(x, y)=?x’y——3—y, s(x,y)=ﬁx4—?x,

t(x:y)=2y: Y(x’y)='0’ S(x)y)=2

et la surface z=z(x, y) est la solution du systéme (54), (C), (54).

7. Sur les intégrales des systémes en involution de Darboux du troisi¢me ordre
Il s’agit, dans ce paragraphe, d’établir la théorie de Lagrange des intégra-
les dans le cas des systémes en involution de Darboux du troisiéme ordre, [36].

En étudiant les propriétés nouvelles pour les systémes en involution de
Darboux du troisitme ordre nous allons utiliser la méthode de Lagrange de la
variation des constantes dans l’intégrale compléte.

Considérons un systéme en involution de Darboux
(55) r+f(xy,2p ¢ 51)=0, z,+®x2p4s5112,)=0,

6*
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pour lequel on a & la fois identiquement

O—f, ®s+f,=0, D, (D"'f‘ —Dyyf=0’
D

en désignant respectivement par p, g, r, s, t, Z,, s for fi» @5 les dérivées par-
tielles: 0z/ox, 0z[0y, 02z[0x?, 0%z[ox Dy, ()zz/ayz, dg z[ox 0y?, 8=0%2[0y3, Of |os,
offot, 0®[08. Quant & D,, D,, D,, elles désignent respectivement les dérivées
couespondantes prises par rapport a4 x et y. On supposera que f&C2(G) et
®ECI(G,), on le G et G, GCG,, sont les domaines respectifs des variables
X,¥,2,p, g, 5, t et des variables x, y, z, p, g, $, Z,,,.

Si P’on considére dans l'intégrale compléte
&) z=V(x, 9 C, ..., Cg

avec les conditions (20), les C;, selon la méthode de la variation des cons-
tantes, comme des fonctions C,(x, y) des variables x et y, Péquation (9) définit
une intégrale du systéme (55) seulement sous les conditions suivantes

VV.Cy=0, VV, Cy=0, VV,-C;=0

(56 Vny'Cf.j=0’ VVyy'CEj=0’ (=112,
ou l'on a
2 2
V= ["V . i’_’i] vvx={ *V_ .., "V]
oC, oC; 0x0C, 0x0C;
oC oC oC oC
Ce,=C_, =C), C=———1~,...,——§,'C=———l,...,——6}.
a=Co =C) G {Ox 0x} y {()y oy

Introduisons le symbole

v, V,,V V
57 G d, ks [, m=D ( Vs Vo Vo )
Cis j? Ck: Cl,
ol i, j, k, I, m désignent les nombres entiers de 1 3 6. Gréce a la condition
A#0, 38=0

on peut mettre les conditions (56) sous la forme plus commode

( oC, 9C, _
(1,3, 4,5,6)° g+(23456)a€ 0,

)
(1,245 6250213 4 56250,
5%, 3,
. oC oC
(56 1,2,3,5 6)—2+(2,3, 4,5, 6) —£=0,
) 1« )Oij ( %
C,
(1,2,3,4,629-02,3,4,5 625,
. ()E] ‘)Ej
0,234 925 02,3,456°2%,  (Eex oy, j=1,2).
g, ok,
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Si les conditions
Ci; Cent - v
(58) (Cy, Cor)=D ——;7— =0, ot Ciyy=9,(C) (*k=12,...,5)

sont satisfaites, ¢, étant les fonctions arbitraires, les équations (56°) admettent
un systéme des solutions non triviales par rapport & (i, j, k, I, m). Mais dans
ce cas grice & 0C,/0;#0 les relations (56) nous donnent

(59 {VV"P'=0, VV,9'=0, VV,-¢'=0
VV,, 9=0, VV,-¢'=0, ¢'{l,9,...,¢s}
ou
’ (113’ 4, 5’6) ’ (la 23 4, 5, 6)
¢ = s Py =,
2,3,4,5,6) 2,3,4,5,6)
’ ’ 1’ 2’ 3, 5, ’ 1, 2, 3, 4,6

©,3,4,5¢6)° @2,3,4,56)
. (1,2,3,4,5)
2, 3,4,56)

Ps

En vertu de la condition

A A
20 e i=1,2,3,4),
20 ATa ( )

les quotients dans les relations (59) ne sont pas indépendants par rapport aux
variables x et y, et il ne reste que quatre relations bien déterminées pour défi-
nir les fonctions g,

(60) @/ (C) =Fi(Cys @15 P2s P35 P> P55 ®5),  (i=1,2, 3, 4).

A cause de ces quatre relations, il restera une fonction arbitraire. L’intégrale du
systéme (55) avec une fonction arbitraire est déterminée par 1’équation

z=V[x, 5, C, ¢ (Cs -+ -5 ¢5(CY]

et par les équations (60) et VV.¢'=0. Par analogie avec la terminologie de la
théorie de Lagrange des intégrales dans le cas des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre et des équations en involution de Darboux-Lie, [20], on
Pappellera Pintégrale générale du systéme (55).

Si 'un des déterminants (C,, C4;) est différent du zéro le systéme (59"
n’a que les solutions triviales

(19 2: 3’ 4, 5)=0’ (2’ 3: 4, 5; 6)=0, (l’ 3’ 43 5: 6)=0s
(1,2,4,5 6)=0, (1,2,3,56)=0, (1,2,3,4,6)=0.

Si P'on peut 4 laide des équations (61) déterminer les fonctions C,(x, »),
alors les équations (9) et (61) nous donnent une intégrale du systéme (55). On
Pappellera l'intégrale singuli¢re de (55).

(61)
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De cette maniére, est établie la théotie de Lagrange des intégrales dans le
cas des systémes (55).

On peut donner la généralisation du théoiéme de Jacobi pour la théor’e
dite de Lagrange dans le cas des systémes (55):

Chaque solution du systtme (55) dans un domaine bien déterminé peut
&tre déduite de l'intégrale compléte, ou de l'intégrale générale, ou bien elle est
Pintégrale singuliére.

On peut résoudre pour le systéme (55) le probléme suivant de Lagrange,
[14], [22}: :

Former Pintégrale générale du systéme (55) a l'aide de l'intégrale générale
du systéme correspondant des caractéristiques.

Il est bien connu qu’a chaque systéme en involution de Darboux-Lie cor-

respond un systéme d’équations de Monge & quatre variables, [14]. Nous avons
vu maintenant qu’a chaque systéme (55) correspond un systéme de la forme
(60) d’équations de Monge & six variables. Cette remarque nous conduit & étu-
dier comment on peut utiliser dans la théoiie de lintégration d’un systéme (55)

les résultats jusqu’ici connus pour les équations de Monge
Fi(X,, Xy, Xy, X4y Xg, Xg, AX,[dx,, dx,[dx,, dx,[dx,, dx [dx,, dxg/dx,)=0,
(i=1,2,...,4).




BIBLIOGRAPHIE

[11 R. Courant, Methods of Mathematical Physics, Partial Differential Equations
New York, 1962. :

[21 B. Rachajsky, On a variant in the theory of characteristics for systems of first
order partial differential equations, Matemati¢ki vesnik, 4 (19), 1967.

[3] N. Saltykow, Bull. de la Soc. math. de France, t. xxiv, 1901, p. 86.

[4] Ph. Hartman, Ordinary Differential Equations, New York, 1964, p. 137.

[51 E. Goursat, Legons sur lintégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, Paris 1921

[6] L. Bieberbach, Theorie der Differentialgleichungen, 3 Aufl., Berlin, 1930, S. 308.

[71 E. Kamke, Math. Zeit. Bd. 40, S. 256, 1943.

[81 C. Carathéodory, Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung, Leipzig, 1956.

[91 N. Saltykow, Sur la théorie des équations aux dérivées partielles du premier
ordre d’une seule fonction inconnue, Bruxelles, Acad. royale de Belgique, Mémoires, t. VI,
f. 4, 1925.

[10] N. Saltyk ow, Fonctions caractéristiques des équations aux dérivées partielles du
second ordre, Bull. de I’Ac. serbe des Sc. t. X. CIl. des Sc. Math. et nat.Sc. math. Ne 2 1956.

[11] N. Saltyk ow, Sur l'inégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre, Ac. royale de Belgique, Bull. de la cl. des Sc. 5¢ s., t. XVIII, N°10, 1932.

[12] E. Goursat, Recherches sur les systémes en involution d’équations du second
ordre, Journal de I’Ecole Polytechnique, 2.3 (C.n.3) 15—19: Sur une classe d’équations aux
dérivées partielles du second ordre et sur la théorie des intégrales intérmédiaires, Acta mathe-
matica, t. 19, 22—31; Sur les systémes en involution d’équations du second ordre, Comptes
rendus, Paris t. 122, p. 1258.

[13] B. Ra%ajski, Sistemi parcijalnih jednaéina II reda, Vesnik Drustva Matemati-
Cara i fiziara N R Srbije, VII, 1955.

[14] E. Goursat, Lecons sur Ulintégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre, t. II, 1898, pp. 51, 59,, Paris

{151 B. Rachajsky, Théoréme de Jacobi pour le systéme d’équations en involution
de Darboux-Lie, Vesnik Druitva matematitara i fiziara N R Srbije, VIII, 1956.

[16) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, Gesammelte Werke, Berlin, 1884, S. 157.

[171 N. Saltykow, Généralisation de la premiére méthode de Jacobi d’intégration
d’une équations aux dérivées partielles du premier ordre, Com. de la Société Math. Kharkow,
1898; Journal de Mathématiques pures et appliques, 5 s. t. V. 1899, p. 435.

[18] N. Saltyk ow, Méthodes de lintégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, Acad. serbe, t. CLXXXIX, Beograd, 1947 (en Serbe).
[19] N. Saltik ov, Teorija parcijainih jednaéina II reda, Univerzitet u Beogradu, 1952.

[20] B. Ra3ajski, O vezama izmedu razliéitih vrsta integrala za sisteme parcijalnih
Jjednaé&ina u involuciji Darboux-Lie-a, Vesnik Dru$tva matematicara i fizi¢ara NR Srbije, IX, 1957.



88 B. Rachajsky

(21] C. Orloff, Sur la formation de lintégrale générale d’une équation aux dérivées
partielles du second ordre au moyen d’une intégrale compléte, Journal de Math. pures et ap-
pliques, T. XVIII, 1939.

[22] Lagrange, Oeuvres Complétes, t. X, Paris 1884, p. 354.

[23] N. Saltyk ow, Méthodes d’intégrations des équations aux dérivées partielles du

second ordre a une fonction inconnue, Bull. de I’Academie serbe des Sc. T. V. Cll. sc. math.
et nat. Sc. Math, 1952.

[24] B. Rachajsky, Sur les systémes d’équatiors aux Cérivées partielles du second
ordre g trois variables indépendantes réductible @ ceux de Charpit, Vesnik Dru$tva matemati-
Gara i fiziara NR Srbije, IX, Beograd, 1957.

[25] N. Saltykow, Equations aux dérivées partielles du second ordre intégrables par
un systéme de Charpit, Publications math. de I’Université de Belgrade, t. II, 1933.

[26] N. Sattykow Equations acux dérivées partielles du second ordre d n variables
indépendantes intégrables par un systéme de Charpit, Publications de I'Université de Belgrade
t. III, 1934.

271 N. Saltikov, Parcijalne jednacine viseg reda svodljive na parcijalne jednadine I
reda, Srpska akademija nauka, Glas CLXXXV prvi razred 92, 1941 Beograd.

28] B. Ra%ajski, O jeinoj klasi parcijalnik diferencijalnih jednaéina II reda jedne
nepoznate funkcije sa tri promenljive, Vesnik Drustva matematiara i fizi¢ara NR Srbije, Beo-
grad, t. XI 1959.

[29] D. H Parsons, The extensions of Darboux’s method, Mémorial des Sciences
mathématiques, Fasc. CXLII, Paris 1960.

[30] D. H. Parsons, Invariance of the rank of a partial differential équation of the
second order under contact transformation, Quart. J. Math. Oxford (2), 8 (1957).

[31] D. H. Parsons, One dimensional charccteristics of a partial differential equation
of the second order with any number of independent variables, Quart. J. Math. Oxford (2),
9, 1958. :

{321 Darboux, C. R. Acad. Sc. t. 70. 1870, p. 675 et 746; Ann. sci. Ec. Norm.
Sup. 17e série, t. 7, 1870, p. 163. . )

[33]1 B. Rachajsky, Sur linvolution de Darbsux du troisiéme orire, Publications de
I'Institut math., n. s. t. 1 (15), 1961.

[34] B. Rachajsky, Sur une méthode pour obtenir lintégrale de Cauchy des systémes
en involution de Darboux-Lie, C. R. Acad. Sc. Paris t. 257, p. 2792; J. Math. pures et appl.
t. XLIV, f. 2, 1965.

[35] A. R. Forsyth, Theory of Differential Equations, part 1V, vol. VI, p. 359 Dover
Publ., 1959.

[361 B. Rachajsky, Sur les intégrales du systéme en invilution de Darboux du troi-
siéme ordre, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 259, 1964.




WAL R LN

[
N =

N [ I - NI N

~

TABLE DES MATIERES

CHAPITRE 1

SUR LA THEORIE NOUVELLE DES CARACTERISTIQUES DES
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

. Sur la théorie des caractéristiques ............ et s
. Sur une variante dans la théorie des caractéristiques du systéme des équations
aux dérivées partielles du premier ordre en involution ........................

CHAPITRE I

SUR LE SYSTEME EN INVOLUTION DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES DU SECOND ORDRE

. Sur linvolution de Darboux-Lie ........uiviiitiiieainrirrrererenrarenennns
. L’application des conditions d’involution de Darboux-Lie ....................
. Sur 'involution de I’intégrabilité compléte et la méthode de N. Saltykow ......
. Sur la notion et les propriétés de 'intégrale compléte ........................
. Le probleme du Cauchy — au moyen de la méthode de la variation des constantes
Le probléme de Cauchy — au moyen du systéme correspondant de Charpit ...

. Théoréme de Jacobi pour le systéme d’équations en involution de Darboux-Lie
. L’intégrale générale MiXte .........uvvutineeeeneneeneeneeeernesaeensnnnnnens
. L’intégrale générale de Lagrange ...........cc.oeeireienenenenncareninaranenans
. Sur les systémes d’équations aux dérivées partielles du second ordre A trois vari-
ables indépendantes réductibles 2 ceux de Charpit ..............cciviviviennn.
. Sur une classe des équations aux dérivées partielless du second ordre d’une
fonction inconnues avec trois variables indépendantes ........................
. Sur les résultats de D. H. Parsons ........c.cvereucenenonoennenreenannnnnes

CHAPITRE III

SUR LE SYSTEME DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
EN INVOLUTION DE DARBOUX DU TROISIEME ORDRE

. L’involution de Darboux du troiséme ordre .........oeveveenveeerrrnnennennn.
. Systéme des équations différentielles ordinaires des caractéristiques ............
. Lintégrale cOmPIte .. .. oottt ittt i ettt i it
. L’intégrale générale des caractéristiques. Le théoréme généralisé de Jacobi ......
. Sur une méthode de N. Saltykow dans la théorie des équations aux dérivées parti-

elles du second Ordre ........coieiiitiioieeneeeananeroeeroceenneaneeennnans
. Sur le probléme de Cauchy des systémes en involution de Darboux du troisiéme
OFAI@ vttt ve et et aetnnnonoeneensneennesssanasosesaceseonennnennannnenas
Sur les intégrales des systemes en involution de Darboux du troisi¢me ordre ....

page

13
15
16
20
24
28
35
40
45

47

60
65

67
68
69
72

74

78
83






