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1 Uvod

Hiperkompleksni sistemi predstavljaju kona¢nodimenzionalne algebre sa je-
dinicom nad poljem realnih brojeva koje su distributivne ali ne nuzno i aso-
cijativne. Njihovo proucavanje krajem XIX veka predstavlja osnovu moderne
teorije grupa. Tokom XIX veka brojevni sistemi kao $to su kvaternioni, oktave i
sedenioni su postojali kao utvrden koncept u matematickoj literaturi, pridruzen
realnim i kompleksnim brojevima, a pojam hiperkompleksnih brojeva ih je sve
obuhvatio.

U radu ¢e biti dat osvrt na kompleksne brojeve, kvaternione i oktave, njihove
osobine i neke od njihovih primena, pre svega u geometriji.

Prvo poglavlje je posveéeno kompleksnim brojevima. Biée definisan skup
kompleksnih brojeva i pojmovi vezani za taj skup. Takode, bi¢e predstavljeni
razli¢iti oblici predstavljanja elemenata, kao i algebarske osobine tog skupa.
Na kraju poglavlja, bi¢e re¢i o izometrijskim transformacijama ravni i ulozi
kompleksnih brojeva u vezi sa istim.

Drugo poglavlje je posveéeno kvaternionima. Pored definicije pojmova veza-
nih za kvaternione, koji ¢e se, po moguénosti, uvoditi po analogiji sa odredenim
pojmovima u vezi sa kompleksnim brojevima, bi¢e re¢i i o kvaternionima kao
§to su Hurvicovi kvaternioni, a na kraju poglavlja bi¢e predstavljena veza kva-
terniona i rotacije u prostoru.

Trece, ujedno i poslednje poglavlje bi¢e posveéeno oktavama. Pored definicije
i algebarskih svojstava, naglasak ¢e biti stavljen na proces dobijanja oktava
uz pomo¢ ranije uvedenih pojmova kompleksnih brojeva i kvaterniona, a na
kraju poglavlja bi¢e re¢i o njihovoj ulozi u egzistenciji vektorskog proizvoda
viSedimezionalnih prostora.

U radu se nalazi i 5 ilustracija obradenih uz pomo¢ programskih paketa
Geogebra i WinGCLC.



2 Istorija hiperkompleksnih brojeva

Tokom §kolovanja upoznavali smo se sa brojevima. Pocevsi od prirodnih
brojeva, kako je nase znanje matematike raslo, tako su i skupovi brojeva koje
koristimo bili prosirivani. Prirodne brojeve smo prosirivali do celih i racionalnih
brojeva. Medutim, ni ovi brojevi nisu bili dovoljni pa smo proucavali iracionalne
brojeve koji zajedno sa racionalnim brojevima formiraju skup realnih brojeva
(R). Kasnije, resavajuéi razlicite jednac¢ine videli smo da se i skup R mora
prosiriti.

Sa istorijske tacke gledista, brojevi nisu uvek otkrivani redosledom kojim ih
danas proucavamo. Evropa XVI veka uopste nije prihvatala negativne brojeve,
a za nulu je koristila prazno mesto u pozicionom decimalnom sistemu. Uprkos
tome, u svom delu Ars Magna iz 1545. godine, Kardano® objavljuje formule
za resavanje jednacine treéeg stepena, koju su pre njega resili Del Fero? i Tar-
talja®. Upravo je Tartalja 1539. godine svoj metod predo¢io Kardanu. Delo
Ars Magna sadrzi ,,predosecaj kompleksnih brojeva”, jer u postupku resavanja
kubne jednac¢ine Kardano operise kompleksnim brojevima, iako u tom trenutku
oni nisu prihvaceni kao brojevi. Dakle, iako su tek u XIX veku kompleksni bro-
jevi formalno uvedeni, rad sa njima je zapocet par vekova ranije. Medu mate-
mati¢arima ¢iji su radovi nedvosmisleno najvise doprineli evoluciji kompleksnih
brojeva bili su Ojler?, Moavr® i Gaus®.

Nakon s§to su kompleksni brojevi i formalno uvedeni u matematiku, posto-
jala je zelja da se otkriju brojevi koji bi za tri dimenzije predstavljali ono sto
kompleksni brojevi predstavljaju za dve. U tom cilju, najvise uspeha imao je
Hamilton”. On je dugo pokusavao da analogiju sa kompleksnim brojevima spro-
vede koristeéi trojke brojeva oblika a + bi + cj za koje vazi i2 = j2 = —1. Kako
za kompleksne brojeve vazi (a + bi)(a — bi) = a® + b2, zeleo je da sli¢no vazi i za
njegove trojke. Medutim, kako je

(a+bi+cj)la—bi—cj) =a® +b* + * 4 (—ij — ji)be,

postojale su dve moguénosti: prva je bila ij = j¢ = 0, a druga 15 = —ji. S
obzirom na ¢injenicu da za kompleksne brojeve vazi

(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+(betad)i, (ac—bd)*+(bc+ad)? = (a®+b?)(c2+d?),
Hamilton je takode Zeleo da njegove trojke zadovoljavaju
(a+bi+cj)(d+ei+fj) = P+Qi+Rj, P>*+Q*+R? = (a®>+b*+c?)(d*+e%+f2).

Kako to nije slucaj ni za jednu od gorepomenute dve moguénosti, odustaje od
trojki i okrece se ¢etvorkama oblika a + bi 4+ ¢j + dk. Dana 16. oktobra 1843.

IPirolamo Kardano (1501-1576), italijanski matematicar
2Scipione del Fero (1465-1526), italijanski matematicar

3Nikolo Fontana ,, Tartalja” (1499-1557), italijanski matematicar
4Leonard Ojler (1707-1783), §vajcarski matematicar i fizicar
5Abram de Moavr (1667-1754), francuski matematicar

6 Johan Karl Fridrih Gaus (1777-1855), nemacki matematicar
"Vilijam Rouan Hamilton (1805-1865), irski matematicar i fizicar



godine dok je sa svojom suprugom prelazio most Brum, doSao je na ideju da
bi svaku tacku u prostoru mogao predstaviti sa tri od Cetiri broja iz njegove
cetvorke a + bi 4 ¢j + dk, a u kamen mosta je urezao formule

i?=34% =k =ijk=—1 (1)

koje opisuju mnozenje njegovih ¢etvorki koje je nazvao kvaternionima. Od tog
trenutka pa do kraja zivota, Hamilton se bavio gotovo iskljuc¢ivo kvaternionima.

Jednakosti (1) su postale osnova kvaterniona, a kasnije i oktava. Kao u veéini
slucajeva, ubrzo nakon pronalaska tezilo se prosirivanju. To je bio slucaj i sa
kvaternionima. Nedugo nakon $to je Hamilton govorio svom prijatelju Grejvsu®
o njima, Grejvs mu je rekao da je radio na osmodimenzionalnoj algebri. Otkrio
je brojeve koje je nazvao oktavama, a koje su kasnije nazvane oktonionima.
Nezavisno od Grejvsa, oktave je otkrio i Kejli® u ¢iju éast se oktave nazivaju
Kejlijevim brojevima.

8Dzon Tomas Grejvs (1806-1870), irski pravnik i matematicar
9 Artur Kejli (1821-1895), britanski matematicar



3 Kompleksni brojevi

3.1 Uvodenje kompleksnih brojeva

Postoji vise nacina kako se kompleksni brojevi mogu uvesti. Jedan od na¢ina
je da se pode od jednaéine 22 +1 = 0. Kako ova jednaé¢ina nema resenja u skupu
realnih brojeva, moze se definisati:

Definicija 1. Broji za koji vazi i> = —1 nazivamo imaginarna jedinica.

Kada se definiSe imaginarna jedinica, moze se definisati i skup kompleksnih
brojeva na slede¢i nacin:

Definicija 2. Skup C = {a + bila,b € R} naziva se skup kompleksnih bro-
jeva, a elementi tog skupa nazivaju se kompleksni brojevs.

Da bismo skup kompleksnih brojeva preciznije opisali, identifikova¢emo ga
uredenim parovima, tj. elementima skupa R?. U daljem tekstu rada pokazaée
se da je ovakva identifikacija kompleksnih brojeva parovima realnih brojeva deo
jednog opsteg procesa udvajanja algebri.

Definicija 3. Skup C je skup svih uredenih parova realnih brojeva za c¢ija svaka
dva elementa z = (z,y) i w = (a,b) vaZi:

e z=w& (x=a)A(y=0),

e z+w=(x+a,y+b),

e zw = (za — yb,xb+ ya).

Sto se sabiranja elemenata skupa C definisanog na ovaj nacin tice, treba
napomenuti da je uredeni par (0,0) neutral, a (—z, —y) inverzni element, tacnije,
vazi:

(ac,y)—l—(0,0):(x,y), (x,y)—l—(—x, —y):(0,0).
Uredeni par (1,0) je neutral za mnozenje jer vazi (z,y)(1,0) = (z,y). Egzisten-
ciju inverza za mnozenje opisuje sledeéi stav:

T _
I2+y27$2+y2

1 _

Stav 1. Uredent par z—" = ) je inverzni element za mnoZenje

elementa z = (z,y) # (0,0).
Dokaz. Neka je z = (x,y) # (0,0) i neka je z=! = (a,b) trazeni inverz za
mnozenje. Dakle, treba da vazi 227! = (1,0), pa je:
(z,y)(a,b) = (1,0)
(xa — yb, b+ ya) = (1,0)

Kako su, prema definiciji 3, dva kompleksna broja jednaka ako i samo ako su
im odgovarajuce koordinate jednake, dobijamo da je xa —yb =11 b+ ya = 0,

¢ime smo dokazali stav. O

. . Y
dakl = b= ,
odakle je a x2+y21 21



Kako smo na pocetku definisali imaginarnu jedinicu kao resenje kvadratne
jednagine x2 + 1 = 0, ta definicija mora da se uklopi i u poimanje kompleksnih
brojeva kao parova realnih brojeva, tj. jedno regenje jednagine 22 + 1 = 0 mora
biti definisano kao imaginarna jedinica. Kako se ta jednacina moze zapisati i
kao (z,y)(z,y) + (1,0) = (0,0), dobijamo da je (z2 — y?, 2zy) = (—1,0), tj. da
su reenja (0,1) i (0,—1). U skladu sa dosadasnjim razmatranjem, definiSemo:

Definicija 4. Kompleksni broj (0,1) naziva se imaginarna jedinica i oznacava
sa 1.

3.2 Algebarski oblik kompleksnog broja

Sada zelimo da pokazemo da su definicije 2 i 3 ekvivalentne, tj. da vazi:

Stav 2. Svaki kompleksan broj z = (x,y) se na jedinstven nacin moZe predstaviti
u obliku x + iy koji se zove algebarski oblik kompleksnog broja.

Dokaz. Kako je, prema definiciji 4, broj ¢ zadat uredenim parom (0, 1), dobi-
jamos @ + iy = (z,0) + (0, 1)(y, 0) = (z,0) + (0,) = (zy). 0

Od sada nam je dopusteno da koristimo zapis z = x + iy za kompleksan broj
z = (x,y) jer su, na osnovu stava 2, ti zapisi ekvivalentni.

Definicija 5. Neka je z = (x,y), z,y € R.
Realan broj x naziva se realnt deo kompleksnog broja z i oznacava se sa
Rez.

Realan broj y naziva se tmaginarni deo kompleksnog broja z i oznacava
se sa Im z.

Definicija 6. Broj Z = x — iy naziva se konjugovano kompleksni broj
kompleksnog broja z.

Na osnovu definicija 5 i 6 lako se dokazuje slededi stav:
Stav 3. Vazi:

z2+z
= — I =
a) Rez 5 lmz 57

n n n n
DY =Y5 ==1=
i=1 i=1 i=1 i=1
Definicija 7. Moduo kompleksnog broja z = x + iy je nenegativan realan

broj
2| = Va? +y2.

Moduo predstavija rastojanje tacke z = (z,y) od koordinatnog pocetka.



3.3 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

U nekim sluc¢ajevima algebarski oblik nije pogodan, pa ¢emo zato uvesti i
trigonometrijski oblik kompleksnog broja.
Neka je dat kompleksan broj z = xg+yoi predstavljen na slici 1. Ako duzinu

z =T+ Yol

N 1
! 1
1
1

Slika 1

duzi koja spaja koordinatni pocetak sa tatkom koja odgovara broju z oznac¢imo
sa r (tj. ako je r = |z|), a ugao koji ova duz zaklapa sa pozitivnim delom x-ose
ozna¢imo sa ¢, na osnovu trigonometrije pravouglog trougla lako dobijemo da
je
Lo . Yo
cosp=—, sinp==
T T
tj.
To =TCOSP, Yo = rsinp. (2)

Zamenom jednakosti (2) u jednakost z = x¢ + yoi dobijamo
z=1xg + iyo = rcosp +irsinp = r(cosp + isinp).

Definicija 8. Zapis kompleksnog broja z = r(cos p+isin ) naziva se trigono-
metrijski oblik kompleksnog broja. Brojr naziva se moduo, a p argument
kompleksnog broja z i oznacava se sa p = arg z,p € [0, 27)

Ostaje da pokazemo kako kompleksan broj z = x + iy prevesti iz alge-
barskog u trigonometrijski oblik. Moduo racunamo na osnovu definicije 7 tj.

r = /2% 4+ y2. Iz jednakosti (2) dobijamo




tj. ¢ = arctan YU zavisnosti od vrednosti « i y razlikujemo sledece slucajeve:
x

arctang, x>0,y >0
T

g, =0,9>0

7r+arctang, z<0,y>0
37 .

= 50 z=0,y<0

0, z>0,y=0

7r+arctang, z<0,y<0
T

m, z<0,y=0

27r+arctang, x>0,y <0.
T

Napomena: U slucaju da je z = 0, tada je r = 0, a argument se ne definise.

3.4 Eksponencijalni oblik kompleksnog broja

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja koristi trigonometrijske funkcije
sinus i kosinus. Tejlorovi razvoji ovih funkcija imaju oblik:

e 2n+1

. ¥
N1y LeR
sin & ngo( ) 2n i) x
e (p2n
cosT = Z(—l)" (2n)!” z eR.

n=0

Ojler je 1748. godine dokazao da je

T\ >z
e’ = lim (1 + *) = —
n n!

T—00

n=0
pa je
o = ((0)" S (i) N (i)
o=y =S e G
= n! = (2k)! ps (2k +1)!
Kako je

(ip)?F = iR = (=1)Fp?* | (ip)? T = (i) (ip)?F = i(—1)F?F !

dobijamo
ot 2n 0 2n+1

i n ' . n "2
=2 (-1) (2n)!+1;(_1) 2n+1)!

n=0

t].
e = cos @ + isin . (3)
Zamenom jednakosti (3) u trigonometrijski oblik kompleksnog broja dobijamo:

Definicija 9. Zapis kompleksnog broja z = re’? naziva se eksponencijalni
oblik kompleksnog broja.



3.5 Operacije sa kompleksnim brojevima

Sabiranje i oduzimanje kompleksnih brojeva
Neka su z; i zo dva kompleksna broja data u algebarskom obliku, tj. neka
SU 21 = X1 +1y1 1 22 = o + tys. Zbir, odnosno razlika brojeva z; i 29 je:

21k 29 = (xl + iyl) + (l‘g + iyg) = (l‘1 + l‘g) + i(yl + yg).

Mnozenje kompleksnih brojeva
Neka su 27 i zo dva kompleksna broja zadata u trigonometrijskom obliku tj.
z1 = 11(cos 1 +isiny) 1 2z = ro(cos pa +1isin ). Proizvod brojeva 21 i 29 je:
21 - 22 ="r172(c08 Y1 + isin 1) (cos pg + i sin p9)
=1r175(C0S 1 COS P2 — 8in Y1 sin Y + #(sin 1 €os Yo + €os 1 sin p3))
=ryra(cos (w1 + @2) + isin (p1 + w2)).
Deljenje kompleksnih brojeva

Neka su z1 i 22, 29 # 0 dva kompleksna broja zadata u eksponencijalnom
obliku tj. z1 = r1e'¥! i zo = r9e’#2. Koliénik brojeva z1 i 29 je:

itp1 .
ﬂ — e — 7;161(801—802)_

Zo  TeelPz gy

Stepenovanje kompleksnih brojeva (Moavrova formula)
Neka je dat kompleksan broj z = r(cos ¢ +isin ). Formula za stepenovanje
kompleksnog broja z glasi:

2™ =r"(cosnp + isinny)

i zove se Moavrova formula. Ona je direktna posledica mnozenja kompleksnih
brojeva i sledeceg stava:

Stav 4. Za svakon € N ¢ ¢ € R vazi:
(cosp + isinp)™ = cosnp + isinny.

Dokaz. Za n = 1 formula vazi, pretpostavimo da vazi za n i proveravamo da li
vazi za n + 1:
(cos ¢ + isin )" = (cos  + isin @)™ (cos ¢ + i sin )
= (cosny + isinnp)(cos ¢ + isin )
=cos(n+ 1) +isin(n+ 1)e.



Korenovanje kompleksnih brojeva

Sada, kada smo definisali stepenovanje kompleksnih brojeva mozemo govo-
riti i o korenovanju. Odrediti n-ti koren broja z € C znaci na¢i sve komplek-
sne brojeve w koji su resenja jednacine z = w™. Ako kompleksne brojeve z i
w predstavimo u trigonometrijskom obliku tj. ako je z = r(cosp + isinyp) i
w = p(cosf + isinf) i ako iskoristimo Moavrovu formulu za stepenovanje kom-
pleksnog broja w, jedna¢ina z = w™ dobija oblik:

r(cosp + isin) = p™(cosnf + isinnd).
Odavde sledi da je
r=p", p+2kr=nl,keZ
odnosno

b= i 9:<p—|—2k;7r

Ako za k uzmemo vrednosti k = 0, 1,...,n — 1 dobijamo slede¢e vrednosti argu-

2 2(n—1
menta 0, respektivno: f, Pt ﬂ-, - vt 20 )ﬂ-. Za svako k > n argument

JkeZ.

n

uzima neku od ve¢ navedenih vrednosti, zbog periodi¢nosti trigonometrijskih
funkcija sinus i kosinus. Dakle, postoji tatno n razlic¢itih vrednosti argumenta
0, pa zakljucujemo da postoji tatno n razli¢itih n-tih korena broja z, pa je:

2% 2%
Q/Ezw<cos‘p+ T 4isin 2F 77), k=0,1,..,n— 1.
n n

3.6 Algebarska svojstva

Nakon $to smo definisali operacije sa kompleksnim brojevima, mozemo opi-
sati skup kompleksnih brojeva.

Stav 5. Algebarska struktura (C,+,-) je polje.

Dokaz. Sabiranje je zatvoreno, komutativno i asocijativno. Element 0 € C je
neutral za sabiranje. Svaki element z € C ima inverzni element —z € C za
sabiranje. Dakle, algebarska struktura (C,+) je jedna Abelova grupa.

Sto se mnozenja tice, ono je takode zatvoreno, komutativno i asocijativno, po
definiciji. Takode, nenula element 1 € C je neutral za mnozenje. Svaki element

z € C,z # 0 ima inverzni element % eC, tj. z- % = 1. Dakle, (C\ {0},-) je
takode Abelova grupa.
Uz to, za 21, 29,23 € C, 21 = 21 + iy1, 22 = X3 + iya, 23 = T3 + Y3 vazi:
z1 - (22 + 23) = (21 +iy1) (22 + @3) +i(y2 + y3)
=x1(T2 + 73) +ix1(y2 + y3) + iy1 (22 + 73) — y1(y2 + ya)
=x122 + 103 + 1T1Y2 + 1T1Y3 + W1T2 + W123 — Y1Y2 — Y1Y3
= (2122 — y1y2) + i(T1y2 + y122) + (2123 — Y1y3) + i(21y3 + Y123)

=2129 + 2123.

10



Dakle, vazi i distributivnost mnozenja prema sabiranju. O
Definicija 10. Za svako o € R i svako z € C, z = x + iy vaZi:

axz = ar + aty.
Ovako definisanu spoljnu R-operaciju zovemo mnoZenje skalarima.

Stav 6. Skup C je jedan vektorski prostor nad poljem R u odnosu na sabiranje
1 mnoZengje skalarima.

Dokaz. Treba da pokazemo da je C Abelova grupa u odnosu na sabiranje (Sto
smo pokazali u dokazu stava 5), a ostale aksiome vektorskog prostora:
1°ax(utv)=a*u+a*v
2° (a+B)*xu=a*xu+f*xu
3° (af) xu=ax(B*u)
4° 1xu=mu
gde su u,v € C,a, 8 € R, se dokazuju po definiciji. O

Definicija 11. Pod linearnom algebrom nad poljem K ili K-algebrom
podrazumevamo algebarsku strukturu (V,+, -, %) gde su + i - binarne, a * spoljna
K-operacija u skupu V koja zadovoljava:

1° (V,+, ") je prsten,

2° (V, 4, x) je vektorski prostor nad poljem K,

3° (axu)- (Bxv)=(af)* (u-v)
za svako o, B € K, u,v € V. Binarne operacije + i - nazivamo sabiranjem i
mnoZenjem, a spoljnu operaciju * nazivamo mnozZenje skalarima.

Definicija 12. Algebra nad poljem K je komutativna (asocijativna) ako je
operacija mnozZenja komutativna (asocijativna,).

Definicija 13. Alegebra nad poljem K je algebra sa deljenjem ako je jedini
element koji nema inverz nula-element.

Stav 7. (C,+, -, %) je R-algebra sa deljenjem koja je komutativna i asocijativna.
Dokaz. U stavu 5 smo pokazali da je da je algebarska struktura (C,+, ) polje,
pa je samim tim i jedan prsten. U stavu 6 smo dokazali da je (C,+,*) jedan
vektorski prostor nad poljem R. Ostaje jos da pokaze da za svako a, 8 € R,
u,v € C vazi:
(axu)(B*xv) = (af) * (uv).
Neka je u = x + yi, v =a + bi, z,y,a,b € R. Tada je:
(axu)- (B *v)=(ax+ ayi) - (Ba+ Bbi)

=afra + afyai + afrbi — afyb

=af * ((ra — yb) + (ya + xb)i)

=(af)* (u-v).

Kako jedino nula nema inverz u odnosu na mnozenje, algebra kompleksnih bro-
jeva je algebra sa deljenjem. O
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3.7 Skalarni i vektorski proizvod

Sada ¢emo definisati pojmove koji su analogon skalarnom i vektorskom pro-
izvodu Euklidskog prostora i opisati neke njihove osobine.

Definicija 14. Realan broj

1
aob=—(

@b + ab) = Re(ab)

naziva se realan proizvod kompleksnih brojeva a i b.

Koristeé¢i ovu definiciju, lako se izvedu osobine realnog proizvoda date u
sledecoj teoremi:

Teorema 1. Za proizvoljne brojeve a,b,c € C vazi:
a) aoa=lal?
b)aob=boa,
c)aob=aob,
d) (aa)ob=ao(ab) =alaob),
e)aoc(b+c)=aob+aoc,

Definicija 15. Kompleksan broj
1, - . _
axb= i(ab —ab) = iIm(abd)

naziva se kompleksan proizvod kompleksnih brojeva a i b.
Sledeca teorema je direktna posledica definicije kompleksnog proizvoda:

Teorema 2. Za proizvoljne brojeve a,b,c € C vaZi:

a)axb=—axb,
b)axb=0&(a=0)V(b=0)V(a= A, e R\{0}),
c)axb=-bxa,

d) (aa) x b=a x (ab) = a(a x b),
e)ax(b+c)=axb+axec.
3.8 Izometrije kompleksne ravni

U ovom poglavlju ¢emo se baviti izometrijama kompleksne ravni, pri cemu
se podrazumeva da je rastojanje izmedu dve tacke z; i zo standardno euklidsko
rastojanje, tj. d(z1,22) = |21 — 22]. U izometrijske transformacije kompleksne
ravni spadaju translacija, rotacija i refleksija.

Definicija 16. Neka je v = a+bi unapred zadat kompleksan broj. Preslikavange
Ty kompleksne ravni na sebe samu, zadato sa

To(z) =2z 4w

je translacija za vektor v.
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Ovako definisano preslikavanje je izometrija jer za neke z1, 2o € C vazi:
ITo(21) = To(22)| = (21 +v) = (22 + V)| = [21 + v — 22 — v| = [21 — 22]-
Stav 8. Skup svih translacija kompleksne ravni ¢ini jednu Abelovu grupu.

Dokaz. Dve translacije 7, i 7, su jednake ako su jednaki vektori translacije, jer
za T, (2) = Ty (2) vazi z4+v = z4+w tj. v = w. Skup svih translacija kompleksne
ravni je zatvoren za slaganje (kompoziciju), tj. kompozicija

(TwoT)(2) =Tw(z+0v) = (24v) +w=2+ (v+w) = Tyrw(2)

je takode translacija. Neutral je translacija za nula vektor, a 7,7} = 7_, je in-

verz. Kako se komutativnost kompozicije dve translacije svodi na komutativnost
sabiranja vektora, grupa translacija je Abelova. O

Definicija 17. Preslikavanje po,o kompleksne ravni na sebe samu, zadato sa
po.a(2) =€z
predstavlja rotaciju za ugao « € [0,2m) oko koordinatnog pocetka.
Ovako definisano preslikavanje je izometrija jer za neke z1, zo € C vazi:
1P0.a(21) = pora(z2)] = 6921 — e 25] = e (21 — 25)| = |21 — 2al.
Stav 9. Skup svih rotacija oko koordinatnog pocetka ¢ini jednu Abelovu grupu.

Dokaz. Dve rotacije po,o i po,g su jednake ako je o = 3. Skup svih ovako
definisanih rotacija kompleksne ravni je zatvoren za slaganje (kompoziciju), tj.
kompozicija

i i

(P00 © po.p)(2) = po.alePz) = ez = ¢@th)

z = p0,a+4(?)

je takode rotacija. Neutral je rotacija za nula-ugao, a rotacija (po.«) ! = po.—a
je inverz. Kako je (po.a © p0,5)() = (p0,5 © po.a) (), ta grupa jo Abelova. 0

Sada mozemo definisati i rotaciju oko proizvoljne tacke kompleksne ravni.

Definicija 18. Neka je C tacka kojoj odgovara kompleksan broj c. Preslikavanje
pc,o kompleksne ravni na sebe samu, zadato sa

pco=¢e%(z—c)+c
predstavlja rotaciju za ugao 0 € [0,2m) oko tacke C(c).

Ovo preslikavanje je kompozicija translacije 7_., rotacije po ¢ i translacije 7,
tj. pc,e = Te © po,p © T—c, pa predstavlja izometriju kao kompozicija izometrija.

Definicija 19. Preslikavanje h : C — C dato sa h(z) = Z je refleksija u
odnosu na pravu koja predstavlja realnu osu.
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Ovako definisano preslikavanje je izometrija, jer za dve tacke 21,25 € C,
21 = X1 + 1yY1, 29 = XTo + 1Yo vazZi:

|h(21)—=h(22)| = [z1—22| = |(x1—1y1) —(w2—iy2)| = |1 —22+i(y2—y1)| = |21—22|.

Stav 10. Svaka izometrijska transformacija ima oblik f(z) = ez +v (ako je
direktna) ili g(z) = €"Z + v (ako je indirektna,).

Dokaz. Znamo da je svaka direktna izometrijska transformacija koincidencija,
rotacija ili translacija. Koincidencija se moze predstaviti kao f(z) = "%z + 0.
Rotacija oko tacke C' kojoj odgovara kompleksni broj ¢ za ugao 6 je

f(2)=(z—c)e? +c=ze"? —ce®® +c=e"2+c(1 — ).
Translacija za vektor v je f(z) = ¢*%z + v, pa se i translacija moze zapisati u
trazenom obliku.

Kako, prema definiciji 19, konjugovanje predstavlja osnu refleksiju, konjugo-
vanje mozemo smatrati indirektnom transformacijom. Neka je g(z) proizvoljna
indirektna transformacija. Tada je g(z) direktna transformacija, pa se moze
zapisati kao g(z) = €z 4+ v. Odatle je g(z) = e 9z + 7 = €'z 4+ w, gde je
¢o=—-0iw="1. O
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4 Kwvaternioni

4.1 Definicija i osnovna svojstva kvaterniona
Definicija 20. Skup H = {a + bi + ¢j + dk|a,b,c,d € R} za koji vaZi da je

i? =4 =k =ijk=—1 (4)
naziva se skup kvaterniona.

Za oznaku skupa kvaterniona koristi se slovo H u ¢ast Hamiltona koji ih je
otkrio.

Definicija 21. Neka je g € H, ¢ = a + bi + cj + dk.
Realan broj a naziva se realni deo kvaterniona q i oznacava se sa R(q).
Kuvaternion bi+cj+dk naziva se timaginarni deo kvaterniona q i oznacava
se sa 3(q).

Kao i u skupu C, i u skupu H mogu se definisati operacija konjugovanja i
moduo kvaterniona.

Definicija 22. Kwvaternion ¢ = a — bi — ¢j — dk naziva se konjugovani kva-
ternion kvaterniona q = a + bi + c¢j + dk.

Definicija 23. Moduo kvaterniona q = a+bi+cj+dk je nenegativan realan
broj

\q|:\/a2+b2—|—62—|—d2.

Definicija 24. Neka su q1,q2 € H, pri ¢emu je g1 = a1 + bii + c15 + dik,
g2 = a2 + bai + cpj + dok.
Zbir kvaterniona qi i qs je:

@1+ g= (a1 +bii+ c1j + dik) + (ag + bai + coj + d2k)
=(a1 +az)+ (b1 +b2)i+ (c1 +¢2)j + (dy + d2)k

a proizvod kvaterniona qi i qs je:

q1 - q2=(a1 + bri+ c1j + dik)(ag + b2i + c2j + d2k)
— A+ Bi+Cj+ Dk

gde je:
A= ajas — blbg — C1Cy — d1d2
B = (11[)2 + blag + Cldg — dlcg
C = ajCy — b1d2 + cras + dle
D= a1d2 + b162 — Clbz + dlag.

15



Napomena: U definiciji mnozenja koriséena je relacija (4), uz pretpostavku
da je mnozenje elemenata i, j, k asocijativno i da je neutralni element za mnozenje
element 1. Uz to, iz relacije (4) dobije se:

ijk = —1=i(ijk) = —i = (ii)jk = —i = —jk = —i = i = jk

Na slican nacin mogu se dobiti i ostale relacije koje su na jednostavan nacin
prestavljene tabelom 1 koja je u literaturi poznata kao Kejlijeva tablica.

i1 k | —j
J=k[ =11 i
k| 5 | —i| -1

Tabela 1: Kejlijeva tablica

Takode, mnozenje elemenata i, j, k moze se predstaviti Semom kao na slici 2
pri cemu se koristi znak + ukoliko se kre¢emo u smeru strelice, a — ukoliko se
kreéemo u smeru suprotnom od strelice.

Slika 2: Mnozenje baznih elemenata kvaterniona

Stav 11. Neka suq1,q2 € H, ¢1 = a1+b1i+c1j+d1k, go = as+bai+coj +dok.
Tada vazi:
a)qF =0+
D@ =0
Dokaz. a) Po definiciji sabiranja i konjugovanja.
b) @ -q1=(az —bai—coj —dok)(ar — bri —c1j — dik)
= ((12(11 — b2b1 — C2C1 — dgdl) — (&le + 62(11 — Cle + dzc1)i
— (agc1 + bady + coa1 — daby)j — (azdy — bacy + c2by + daay)k
A—-Bi—Cj— Dk
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gde su A, B,C, D € R brojevi iz definicije mnozenja kvaterniona (definicija 24),
pa vazi trazena jednakost. O

Stav 12. Za kvaternion q = a + bi 4+ ¢j + dk i njemu konjugovani kvaternion
g=a—"bi—cj—dk vazi
qq = lq*. (5)

Dokaz. Kako je |q| = Va2 + b2+ c2 +d?, onda je |q|*> = a® +b% + % +d>. S
druge strane je:

qi=(a+bi+cj+dk)(a — bi — cj — dk)
=a’+ b+ +d?

¢ime je stav dokazan. O

U literaturi se éesto za realan broj |g|? koristi oznaka N(q) ili Nq i taj broj
naziva norma kvaterniona ¢. U tom smislu, definiS§emo:

Definicija 25. Norma kvaterniona q = a + bi + c¢j + dk je nenegativan realan
broj
Ng=qq=q* = a® + 0>+ & +d*
Sada mozemo definisati i inverz nenula kvaterniona ¢q. Ako jednakost (5)
podelimo sa |g|?> dobijamo qi = 1. To znaci da je kvaternion 4 inverz

. lq|? lq|?
nenula kvaterniona ¢ pa definiSemo:

Definicija 26. Inverz nenula kvaterniona q u odnosu na mnozenje je kvater-
1 q q

niwon q :W_Niq

Stav 13. Za dva proizvoljna kvaterniona qi,q2 € H vazi:
Nqig2 = NqiNge. (6)
Dokaz. Leva strana jednakosti (6) moze da se napise kao:

|2 = q149249142.

Nqig2 = |q192

Kako na osnovu stava 11 vazi g1¢2 = ¢2q1, dobijamo:

Nqigz = 1260 = ¢ (eR)T = el 7.
Kako je |gz2|? realan broj i vazi ¢1q1 = |q1]? dobijamo:
Ng1g2 = |q1/?|g2|?

Kako je desna strana jednakosti (6) Nq1 Nga2 = |q1]?|gz|?, dokaz je zavrsen. O
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4.2 Algebarska svojstva kvaterniona

Sada mozemo da opisemo skup kvaterniona.
Stav 14. Algebarska struktura (H,+,-) je jedan prsten.

Dokaz. Na osnovu definicije 24 sabiranje je zatvoreno, komutativno i asocija-
tivno. Element 0 € H je neutral za sabiranje. Svaki element ¢ € H ima inverzni
element —¢ € H za sabiranje. Dakle, algebarska struktura (H,+) je Abelova
grupa.

Sto se mnozenja tice, ono je zatvoreno, nije komutativno. Uz pretpostavku
da je mnozenje elemenata i, j, k asocijativno, asocijativno je i mnozenje kvater-
niona. Nenula element 1 € H je neutral za mnozenje. Svaki element ¢ € H, q # 0

ima inverzni element ¢~' = Ni takav da je g~ = 1. Dakle, (H\ {0},-) je
q

grupa (nije Abelova).
Iz definicije sabiranja i mnozenja kvaterniona (definicije 24) lako sledi i di-
stributivnost mnozenja prema sabiranju, tj. za svako q1, g2, g3 € H vazi:

- (g2 +@3) = 12 + 143

(@1 + @2) - 43 = q1q3 + q2G3-

Iz svega navedenog sledi da je (H, +, ) prsten. Kako grupa (H\ {0}, -) nije
Abelova, algebarska struktura (H, +,-) predstavlja jedno telo'C. O

Sada ¢emo definisati spoljnu R-operaciju mnozenja kvaterniona skalarom.

Definicija 27. Za svako o € R i svako q € H, q = a + bi + ¢j + dk vaZi:
axq=aa+ abi + acj + adk

Stav 15. Skup H je jedan vektorski prostor nad poljem R u odnosu na sabiranje
kvaterniona i mnoZenje skalarima.

Dokaz. U dokazu stava 14 smo pokazali da je (H,+) Abelova grupa, a ostale
aksiome vektorskog prostora se dokazuju po definiciji (sliéno kao za skup C,
videti stav 6). O

Stav 16. (H,+,-,*) je R-algebra sa deljenjem koja je asocijativna i nije komu-
tativna.

Dokaz. Proveravamo uslove iz definicije 11. U stavu 14 pokazali smo da je
(H, +, -) prsten, a u stavu 15 da je (H, 4+, *) vektorski prostor nad poljem R.
Ostaje jo$ da se proveri uslov da za svako «, 8 € R i svako ¢, h € H vazi:

(axq)(Bxh) = (aB)* (qh).

0telo (eng. cell) - nekomutativno polje
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Nekajeq=a+bi+cj+dk, h=x+yi+ zj+wk, a,b,c,d,z,y,z,w € R. Tada
jer
(axq)- (B*h)=(aa+ abi + acj + adk) - (Bx + Byi + Bzj + Pwk)
=afazr + afbxi + afcrj + afdrk
+aBayi + apbyi® + aBcyji + aBdyki
+aBazj + aBbzij + aBczj? + afdzkj
+ aBawk + aBbwik + afcwjik + aBdwk?
=(af) = (q-h)
Dakle, (H, +, -, *) je R-algebra. Kako mnozenje nije komutativno, ona nije

komutativna, ali jeste asocijativna. S obzirom da jedino element 0 nema inverz,
ta algebra je i algebra sa deljenjem. O

Definicija 28. Algebra nad poljem R za ¢ija svaka dva elementa ai i as vazi
laraz|? = |a1|?|az|? naziva se normirana algebra.

Dokazom stava 13 ujedno smo pokazali i da je algebra kvaterniona jedna
normirana algebra.

4.3 Hurvicovi kvaternioni i teorema o cetiri kvadrata
Definicija 29. Hurvicov'! kvaternion je kvaternion ¢iji su koeficijenti ili svi
celi brojevi ili svi polovine neparnih celih brojeva, tj.

1
H={a+bi+cj+dk € Hla,b,c,d € ZV a,bc,d € Z+ 5}

Moze se pokazati da je skup Hurvicovih kvaterniona zatvoren u odnosu na
sabiranje i mnozenje. U literaturi se za Hurvicove kvaternione koristi i izraz celi
kvaternioni i najcesée se oznacavaju slovima grckog alfabeta.

Stav 17. Norma Hurvicovog kvaterniona je ceo broj.

Dokaz. Neka je a € H. Tada je a« = a + bi + ¢j + dk za neke a,b,c,d € Z ili

h
a:§+£'+gj+§k za neke neparne e, f, g, h € Z . Otuda je:

Na=d>+bvV’+P+d%e€Z

1 Adolf Hurvic (1859-1919), nemacki matematicar
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ili

2 2 h2
Z+%+%+?
S 2+1)2 2m+1)2  2n+1)2  (2p+1)?
==t + +

4 4
4l2+4l+1+4m +Am+1+4n’ +4n+1+4p> +4p+1
4
=P +l+m?P4+m+ni+n+p’+p+1eZ

O

Definicija 30. Ako su kvaternioni o i o~ Hurvicovi, onda kaZemo da je kva-
ternion o jediniéni i oznacavamo sa o = €.

S obzirom na é&injenicu da za o = € vazi ee”! = 1, NeNe ! = 1, pa je i
a

Ne = 1. S druge strane, ako je « € H i Na = 1 tada je ™! = Na = o, pa
@

jeia™' € H, sto znaci da je a jedini¢éni. To nam daje moguénost da jediniéni

kvaternion definiSemo na sledeéi nag¢in:
Definicija 31. Hurvicov kvaternion norme jedan je jediniéni kvaternion.

Postoji ograni¢en broj jedini¢nih kvaterniona. Naime, ako je kvaternion
o = a + bi + ¢j + dk jedini¢ni, postoje dve mogucénosti:
1° ako su a, b, ¢, d € Z to znaéi da jedan od brojeva a2, b?, ¢?, d? mora biti 1,
a ostali 0;
1 1
2° ako su a,b,c,d € Z + = tada svaki od brojeva a?,b?, ¢, d*> mora biti 1

Otuda, postoji samo 24 jedini¢na kvaterniona i to

+1, 44, +5, £k, (jzlﬁ: +j £ k).

Lema 1. Ako je a Hurvicov kvaternion, tada postoji jediniéni kvaternion € € H
takav da kvaternion ae ima sve cele koordinate @ Nae=Na.

Dokaz. Ako koordinate od « nisu cele, mozemo odabrati znakove tako da je
1
o= (bo+b1i—|—b2j+b3k¢)+i(iliiijik) =p+7

gde su bo, b1, b, b3 parni brojevi (ako bi neki od koeficijenata kvaterniona /3
bio neparan, dodamo mu jedinicu i time promenimo parnost, a odgovarajucem
koeficijentu kvaterniona 7 promenimo znak). Tada je vy = 1, pa je trazeni
kvaternion ¢ = 7 i vazi Nae = Nay = Na i kvaternion o7 ima sve cele
koordinate. O

20



Sada ¢emo, uz pomo¢ Hurvicovih kvaterniona dokazati slede¢u teoremu, koja
se zove Lagraniova12 teorema o Cetiri kvadrata:

Teorema 3. Svaki pozitivan ceo broj se moze predstaviti kao zbir éetiri kvadrata.

Dokaz. Nekasu a,8 € H,a=a+bi+cj+dk, 8 =e+ fi+ gj+ hk. Tada
je Noa =a® + b2 +c?+d? NS =e?+ f2 + g2+ h? i na osnovu stava 17 vazi
Na,N@ € Z. Posto je mnozenje Hurvicovih kvaterniona zatvoreno, onda je i
af € H i vazi:

Nap=A?+ B>+ C?* + D*c Z.

Na osnovu stava 13 vazi Naf = NaN S pa je i:
A2—|—B2—|—C2+D2:(a2—|—b2+c2+d2)(e2+f2+g2+h2). (7)

Pritom, ako su koordinate kvaterniona « i 8 sve celi brojevi, onda su brojevi
A, B,C, D na osnovu jednakosti (7) odredeni celim brojevima pa su i oni celi
brojevi.

Dakle, pokazali smo da je proizvod dva cela broja koji se mogu predstaviti
kao zbir cetiri kvadrata takode zbir ¢etiri kvadrata. Kako se svaki ceo broj na
jedinstven na¢in moze predstaviti kao proizvod prostih brojeva, ostaje jos da
pokazemo da se svaki prost broj moze predstaviti kao zbir ¢etiri kvadrata a to
¢emo uraditi u slede¢oj lemi.

Lema 2. Prost broj p se moZe predstaviti kao zbir cetirt kvadrata.

Dokaz. Kako je 2 = 12 + 12 + 0% 4 02, mozemo pretpostaviti da je p neparan.
p+1

Postoje brojevi i y takvi da je 22 + 3% +1 =0 (mod p). Naime, 2% daje

razli¢itih vrednosti po modulu p, —(y? + 1) takode, pa jednaéina 1+ 2% +y2 =0
(mod p) ima reSenje na osnovu Dirihleovog principa.

Neka je v € H, v = 1 + zi + yj. Kako p|l + 2% + 9%, tj. p|Nvy vazi i
p|yy. Ako bi prost broj p bio prost u H, iz p|y7 sledilo bi ply ili p[7. Kako ni
vy 1 =z y. .5 1 x y. . .. . ..
—=—-+4+—i+ Zjni — = — — —i — Zj nisu Hurvicovi kvaternioni, to znaci da
p p p p p p p P
p nije prost u H.

Drugim rec¢ima, p se moze zapisati kao p = v1y2, gde v1,v2 € H nisu jedinicni
kvaternioni. Odatle vazi
p* = Np= Ny N7

pri ¢emu je Ny; > 11 Nvyy > 1, paje Ny = Ny =p.

Ako su koordinate od ~; cele, onda je p zbir ¢etiri kvadrata. Ako koordinate
od 71 nisu cele, onda, prema lemi 1, postoji jedini¢ni kvaternion e takav da
su koordinate od ~i€ celi brojevi i vazi Ny; = Nvyie = p, pa je p zbir Cetiri
kvadrata.

Dokazom leme, ujedno smo zavrsili i dokaz teoreme.

1270zef-Luj Lagranz (1736-1813), italijansko-francuski matematicar
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4.4 Razliciti nacini predstavljanja kvaterniona

Kao $to smo kompleksne brojeve mogli identifikovati uredenim parovima,
tj. elementima iz R?, i kvaternione je moguée posmatrati kao uredene éetvorke
realnih brojeva jer postoji izomorfizam algebre (H, +, -) na algebarsku strukturu
(R*,+, ) gde su sabiranje i mnozenje definisani kao

(@1,b1,¢1,d1) + (ag, ba, ca,d2) = (a1 + a2, b1 + ba, c1 + c2,d1 + da)

(a/lablacladl) : (a‘27b27c27d2) = (AaBaO7D)

gde su
A= ajas — b1b2 — C1Cy — dldg
B = albg + b1a2 —+ Cldg — dlcg
C= ajCy — b1d2 + cras + dlbg
D = a1ds + bico — ¢1bo + dias.

Elementi 1,4, j, k bi bili predstavljeni kao

1=(1,0,0,0)
i=(0,1,0,0)
7 =1(0,0,1,0)
k = (0,0,0,1).

S obzirom da ,,zivimo”u trodimenzionalnom prostoru, ovakvo predstavljanje
kvaterniona nije pogodno. Mnogo pogodniji na¢in je posmatrati kvaternion
q = a+ bi + ¢j + dk kao zbir skalarnog dela a i vektorskog dela (b, c,d). U tom
smislu, praksa je da se kvaternion ¢ zapise kao

q=(a,9), a€R,§=(bcd) €R>
Specijalno, realan broj a se identifikuje kvaternionom (a,@), a vektor ¢ € R3
kvaternionom (0, ¢). U tom smislu definiemo:

Definicija 32. Kvaternion oblika (0,q),7 € R3, naziva se imaginarni kva-
ternion.

Preslikavanje kojim se vektoru ¢ = (,y, z) € R3 dodeljuje imaginarni kva-
ternion ¢ = xi¢ + yj + zk je bijekcija i saglasno je sa operacijama sabiranja,
mnoZenja i mnozenja skalarom (realnim brojem), pa imaginarni kvaternion
mozemo da definiSemo i kao:

Definicija 33. Kwvaternion oblika ¢ = xi 4+ yj + zk naziva se imaginarni
kvaternion. Skup

S(H) = {xi + yj + zk|z,y,2 € R} = {g € H|g+ 7 =0}

naziva se skup imaginarnih kvaterniona.
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Iz navedenog, skup kvaterniona moze se predstaviti i kao:
H=Ra3IM) =RORS,

U literaturi se mogu naci razli¢iti nacini predstavljanja kvaterniona, a neki
od njih su:

e Zapis kvaterniona kao ¢etvorke realnih brojeva:

q:(a’b7c7d)7 a”b’c7d€R

e Zapis kvaterniona pomocu realnog i vektorskog dela:

q=(5,7), scRTecR?

e Zapis kvaterniona pomocu realnog broja i imaginarnog kvaterniona:

q:(CI(MQ)» qOERaqeg(H)

4.5 Skalarni i vektorski proizvod

Na prostoru kvaterniona moguée je definisati skalarni proizvod. Kako smo
u sekciji 4.4 pokazali da se kvaternion moze identifikovati uredenom ¢etvorkom
realnih brojeva, skalarni proizvod ¢emo definisati kao:

Definicija 34. Skalarni proizvod kvaterniona q1 = ai + byt + c1j + dik @
q2 = ag + bat + coj + dok je realan broj:

T 4 aoT
q10qo = aiaz +biby +creo +didy = w

Dakle, kao $to je i ocekivano, skalarni proizvod dva kvaterniona definiSe se
kao zbir proizvoda odgovarajuéih koordinata tih kvaterniona. Za ovako definisan
skalarni proizvod vaze sledeCe osobine:

Teorema 4. Za bilo koja tri kvaterniona q1,qs2,q3 € H vaZi:
a)qoq = |Q1|2y
b)qrogs=q20q,
¢) @Toq@ = q10°qa,
d) (aq1) 0 g2 = q1 0 (ag2) = a(q1 © ¢2),
e)qo(ga+aq3)=qoq@+qog

U prethodnoj sekciji smo definisali imaginarne kvaternione i pokazali da ih
mozemo identifikovati uredenim trojkama realnih brojeva, jer su prostori (H)
i R? izomorfni. S obzirom da u R?® postoji vektorski proizvod, mozemo da
definisemo:

Definicija 35. Vektorski proizvod dva kvaterniona qq,qs € S(H) je vektor:
4192 — 4241
q1 X g2 = - 9
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Sustinski, vektorski proizvod dva imaginarna kvaterniona predstavlja vek-
torski proizvod odgovarajuéih vektora prostora R3. Kao takav, on se moze
predstaviti na na¢in koji smo navikli kada su u pitanju vektori prostora R3, a to
je pomoc¢u determinante. Dakle, vektorski proizvod dva imaginarna kvaterniona
q1 = bii +c1j +dik i g2 = bai + caj + dak je:

Q@ Xqg=|b1 ca df.
b2 Co d2

U sekciji 4.1 definisali smo mnozenje dva proizvoljna kvaterniona, ali rezul-
tat mnozenja je rogobatan i tezak za manipulisanje. Sada kada smo definisali
skalarni i vektorski proizvod mozemo izvesti formulu za mnozenje kvaterniona
u obliku koji je znatno koncizniji.

Neka su q1,q2 € H, g1 = a1 + b1t + 17 + dik i go = ag + bai + 2 + dok.
Tada je:

q1q2= (a1 + b1i + c1j + dik)(az + bai + caj + dak)
=ayaz — (biba + crca + didz) + ay(bai + c2j + dok) + ag(bii + c1j + dik)
+ (c1dz — cady)i + (bady — bida)j + (bica — bacy)k.

To znaci da, ako se kvaternioni ¢; i g2 zapisu kao ¢1 = (a1,q1) 1 g2 = (a2,q2),

gde su q1 = (by,¢1,d1) i q2 = (b2, ca,ds), proizvod kvaterniona ¢ i g2 se moze
zapisati kao:

G192 = a1a2 —qi1°qz +aidz + a2q1 +q1 X g2
ili, koordinatno:
q1q2 = (@102 — q1 © q2,a192 + a2q1 +q1 X qz2). (8)
Specijalno, ako su q1, ¢2 € S(H), tj. a; = az = 0, dobijamo da je:
g192 = —d1°q2 +d1 X qz

ili, koordinatno:
7192 = (—d1 °d2,q1 X qz2). (9)

Na osnovu ovih formula, lako se vidi da nekomutativnost mnozenja kvaterniona
potice od nekomutativnosti vektorskog proizvoda. Jedan od nacina da se to
pojasni je i uvodenje pojma komutatora.

Definicija 36. Preslikavanje [,] : H?> — H dato sa:

[91, 2] = 192 — q21 (10)

naziva se komutator. Komutator je funkcija koja meri odstupanje mnoZenja
kvaterniona od komutativnosti.
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Koristedi jednakost (8) dobijamo da je:

71, 2] =192 — ¢2q1
=(a1a2 — g1 °Q2,a192 + a2q1 + g1 X q2) — (a2a1 — 42 °©q1,a2q1 + a192 + g2 X q1)
=(0,2(q1 x q2))
tj.
1, 2] = 2(q1 x q2) (11)

Odavde se lako moze zakljuciti da kvaternioni ¢; i g2 komutiraju tj. [g1,¢2] =0
ako i samo ako su njihovi vektorski delovi kolinearni.

4.6 Kvaternioni modula 1

U ovom poglavlju ¢emo se baviti kvaternionima ¢iji je moduo jednak jedinici
i blize ¢emo opisati skup takvih kvaterniona. Pre toga, bi¢e nam potrebno da
se podsetimo definicije nekih pojmova.

Definicija 37. n-sfera (n € N) je skup:
St={xe R”+1‘|x| =1}
pri cemu je || : R"Tt — R odgovarajuéa norma u prostoru R™+1.

Kako smo u poglavlju 4.4 naveli da su prostori H i R* izomorfni, mozemo
da kazemo da je skup kvaterniona ¢iji je moduo 1 dat sa:

5% = {q € Hl|q| = 1}

Obicaj je da se elementi skupa S® oznacavaju slovom u (skraéeno od engleske
reci unit!3).

Stav 18. (S3,-) je grupa.

Dokaz. Na osnovu stava 13 vazi Nqgiqgo = Ng1Ngo za bilo koje q1,¢2 € H, pa i
za kvaternione iz S3. Dakle, za uy,us € S3 vazi ujuz|? = |us|?jus? =1-1=1,

pa vazi [ujuz| = 1 tj. ujuz € S3. Dakle, mnozenje je zatvoreno u skupu S°.
Kvaternion (realan broj) 1 € S® je neutral za mnozenje. Inverz je element
-1 u 3
Tt =— e S5” O
Nu

Specijalno, kvaternion u € S N J(H) je kvaternion oblika
wu=zxzi+yj+zk, x,y,z€R, z24+y>+22=1

i kao takav je element skupa S? koji sustinski predstavlja sferu u R?. Za razliku
od skupa S3, skup S? nije grupa u odnosu na mnozenje jer ne sadrzi neutral
mnozenja.

13eng. unit - jedinica, jedini¢ni
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Stav 19. Neka je u € S?. Tada u € S(H) & u? = —1.

Dokaz. =: Ako je u € S(H), onda vazi u = —u. Koristedi to dobijamo:
u? = (—u)? = (—u) - (—u) = —u- -7 = —|ul?* = 1.
<: Neka je sada u? = —1. Odatle ra¢unamo:
u = ulu|® = wut = v’u = (1) = —u
tj. @ = —u, a to upravo znaci da je u € S(H). O

Sledeéi stav je direktna posledica stava 19, a govori o reSenjima kvadratne
jednacine u skupu kvaterniona.

Stav 20. Jednacina 2 +1 = 0 ima beskonacno mnogo resenja u skupu H koja
se nalaze na sferi S2.

Pokazimo sada kako mozemo predstaviti elemente skupa S3. Neka je dat
u = s+ xi+yj + zk proizvoljni kvaternion iz S2. Kvaternion u se moze zapisati
i kao u = (s,7), gde je ¥ = (x,y, 2) vektor prostora R3. Kako je u € S? vazi

Nu = s*+|7)? = 1.

Ova jednakost predstavlja kruznicu u ravni, koja se moze parametrizovati kao

I} takav

0 0
(cos —,sin =), = € [0,27). To znaéi da postoji jedinstven ugao B € [0, 5

2 2

0 0
da je s = cos 3 i |0] = sin 3 pa kvaternion u dobija oblik:

gde je U =

4.7 Kvaternioni i rotacija

U sekciji 3.8 smo pokazali da je mnozenje kompleksnog broja kompleksnim
brojem ¢iji je moduo 1 predstavlja rotaciju u ravni (dvodimenzionalnom pro-
storu). Sada zZelimo da uz pomo¢ kvaterniona definisemo rotaciju u trodimen-
zionalnom prostoru.

Zato definisemo sledecu transformaciju kroz Cije ¢emo osobine pokazati da
ona zaista predstavlja rotaciju u trodimenzionalnom prostoru.

Definicija 38. Transformacija L,, : S(H) — S(H) zadata sa:
L.(q) = uqu, wucS® (12)

predstavilja rotaciju tacke cije su koordinate komponente kvaterniona q.

26



Preslikavanje L, ima sledeé¢e osobine:

e L, je dobro definisano

Da je preslikavanje dobro definisano znaci da se kvaternion ¢ € S(H) pre-
slikavanjem L,, slika u kvaternion L, (¢) € S(H). Drugim recima, vektor
mora da slika u vektor. Kako za svaki imaginarni kvaternion ¢ vazi g = —q,
dovoljno je da pokazemo da je L,(q) = —L,(q):

L,(q) = uqu = ugu = u(—q)u = —uqu = —L,(q)

e L, je ortogonalna transformacija (¢uva skalarni proizvod)

Neka su ¢1, g2 € S(H). Tada je:

Lu(Ql) o Lu(q2) = (Whﬂ) o (UQQQ)

ugi1uuga + ugqauugiu
2
UGLUUG2U + UQuUqLU
2
_ UG1G2U + uqaqi
- 2
4192 + q2q1 _
= u72 u

=u(q o q2)u
=q1°42

Kako je moduo koren skalarnog proizvoda (teorema 4 pod (a)) , ovim smo
ujedno dokazali i da je transformacija L, izometrija.

e [, je linearna transformacija

Neka su aj,a2 € Ri g1, ¢ € S(H). Tada je:
Ly(a1q1+az2q2) = u(ai1qi+a2q2)u = ua1q1u+uazqet = a1 Ly (q1)+azLy(q2)

o L,=L_,
L_u(q) = (~u)q(—7) = uqu = Ly(q)

e L, ,prolazi kroz vektorski proizvod” tj. vazi L,(q1 X g2) = Ly (q1) X Ly (g2)
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Neka su ¢1,¢2 € S(H). Tada je:

Ly(q1) X Ly(g2) = (uq1@) x (ugot)
UG UUGaU — UGaUUGI U
2
_ UQ1G2U — UG2q1U
B 2
q192 — 4241 _
=u————u

=Lu(q1 X g2)

Ovo prakti¢no znaci da preslikavanje L, ne menja orijentaciju.

Rezime: Dakle, preslikavanje L, slika vektor u vektor, linearno je, ¢uva
rastojanje, pa je u pitanju izometrija. Kako L, ¢uva orijentaciju, onda je ono
direktna izometrija, a jedina direktna izometrija koja ima sve ove osobine je bas
rotacija.

Sada zelimo da dodemo do formule (12) pocevsi od proizvoljnog vektora
7 € R3. Prvo éemo izvesti formulu za rotaciju vektora o za slucaj kada se
taj vektor nalazi u ravni koja je normalna na osu rotacije, a zatim i za ostale
slucajeve.

Neka je data osa rotacije vektorom 7 tako da je |7i] = 1 i vektor ¢ koji se
nalazi u ravni koja je normalna na 7 (slika 3). Zelimo da rotiramo vektor o

X v
é "]
v
ol

Slika 3

7

oko ose 71 za neki ugao 6. Ako sa v’ ozna¢imo vektor koji se dobija rotacijom
vektora ¢ oko ose 77 za ugao 6, onda je vektor v’ zadat formulom
W

v = cos 0T + sin (71 X V). (13)

Ako bismo ove vektore predstavili kvaternionima iz S(H), tj. v = (0,7) = (0,v),
v = (0,0") = (0,v’) i n = (0,7) = (0,n), na osnovu formule (9) za mnozenje
kvaterniona imamo da je

nv=(—nov,nxv).
Posto smo pretpostavili da je 77 L ¥, onda je nov =0, pa je

nv = (0,n X v).
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Zamenom ove jednakosti u jednakost (13) dobijamo
v’ = cos Qv + sin Onv
tj.
v' = (cos @ + sin On)v.
Kako je |77] = 1, tada je
n? = (0,n)(0,n) = (—mon,n x n) = (—|n|?,0) = (-1,0) = —1,
§to, po analogiji sa kompleksnim brojevima, opravdava zapis
v = e (14)

Dakle, formula (14) je formula za rotaciju kvaterniona(vektora) v za ugao 6 u
ravni normalnoj na osu rotacije zadatu kvaternionom n.

Sada zelimo da izvedemo formulu za rotaciju vektora ¢’ koji se ne mora nuzno
nalaziti u ravni normalnoj na osu rotacije n. Vektor ¢’ koji zelimo da rotiramo

Slika 4

zapisa¢emo u obliku

U= 17” + UL
gde je ¥ u pravcu ose 7, a ¢, pripada ravni normalnoj na osu 7 (slika 4). Tada
¢e trazeni vektor v’ koji se dobija rotacijom vektora ¢ biti

) 7
v =0 v
”+J_

pri éemu su U_I;I i v_j_ vektori dobijeni rotacijom vektora v_ﬂ i v}, respektivno, oko
ose 7 za ugao 6. Sada mozemo vektore da predstavimo kvaternionima iz S(H),
tj. v = (0,7) = (0,v), v' = (0,v') = (0,v’), n = (0,7) = (0,n), v = (0,v))
i v, = (0,v). Kako se vektor ¥} nalazi u istom pravcu kao osa 7, on pri
rotaciji ostaje nepromenjen, tj. vazi vl" = vj|, odnosno vl" = ). S druge strane,
vektor v] pripada ravni normalnoj na osu rotacije, pa prema formuli (14) vazi
v = ey, pa je:

U/ = ’U” —+ eenvL (15)

Pre nego sto izvedemo konaénu formulu, pokazaéemo da vazi:
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on

o ey, =v e

Koordinatno predstavljeno, ovi proizvodi imaju oblik:
(cosB,sin 677)(0,7,) = (0,7 )(cos(—0),sin(—0)7)
pa je
(0,co86 +sin@(i7 x v1)) = (0,cos6 —sinf(vi x 7)).
Kako je 71 x v] = —v] X 1, to je konacno:
(0,cos0 +sinf(n x v1)) = (0,cos6 +sinO(7i x v ))

§to je i trebalo pokazati.

o ey = vy’
Treba da pokazemo da kvaternioni ef” i v| komutiraju. To znaci da treba
da pokazemo da je komutator [een,vu] = 69”1}H — vHe(’" = 0. Kako je
e’ = (cos @, sin On), prema jednakosti (11)
[e?™,v)] = (0,2sin 0(7 x v}))
i kako su vektori 71 i v kolinearni, to je 7 x vjj = 0, pa je [ef vl =0, to

je i trebalo pokazati.

Koristeéi ove jednakosti, preformulisaéemo jednakost (15) na sledeéi nag¢in:

v =w + ey

2] 2
SN,—5Mn

A o
eze U||+€2n€2nvl

0 _0 0 _0
=ez"ye” 2" +ex"y e 2"

:e%"(vu + UL)e_%"

Kona¢no, dobili smo formulu za rotaciju kvaterniona (vektora) v za ugao 6 oko
ose zadate kvaternionom n koja glasi:

v = esmpe 3" (16)

Dakle, ako oznac¢imo u = e%", tada je uw = e*%”, pa formula (16) ima oblik
(12), sto smo i zeleli da pokazemo.

Vazna napomena: Eksponencijalna funkcija koriséena u ovom poglavlju mora
se koristiti sa oprezom, jer za nju ne vaze sve osobine koje vaze za eksponenci-
jalnu funkciju definisanu na skupu realnih brojeva. Recimo, za ¢;, g2 € H, ako
bi vazila osobina e%ted2 = 91792 imali bismo

ellel2 — o1 ta2 — p2td1 — o201

§to u opstem sluc¢aju nije ta¢no jer mnozenje kvaterniona nije komutativno.
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5 Oktave

5.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 39. Skup O = {ag + are1 + ases + ... + arer|a; € Rji =1,2,...,7}
pri cemu elementi ey, ea, ..., e7 zadovoljavaju sledeca svojstva:

2,2 .2 —
eci=e;=..=er=—1leea=¢e4
o zai#j vaZi e;e; = —eje;

o ako je e;e; = ey, onda je e;y1€j41 = ex+1 (indeksi se racunaju kao ele-
menti skupa Zr)

o ako je e;e; = ey, onda je egiea; = egy (indeksi se racunaju kao elementi
skupa Z7)

naziva se skup oktava (oktoniona).[3]

Definicija 40. Neka jep € O, p = ag + are1 + azes + ... + azer.
Realan broj ag naziva se realni deo oktave p i oznacava sa R(p).
Oktava ayeq + ases + ...+ arer naziva se tmaginarni deo oktave p i oznacava

sa 3(p).

Definicija 41. Oktava oblika p = a1e1+ases+...+arer naziva se tmaginarna
oktava. Skup

3(0) = {are1 + asea + ... + arerlay, ag, ..., a7 € R}
naziva se skup imaginarnih oktava.

U definiciji 39 naveli smo osnovne jednakosti koje vaze za elemente ey, es, ..., e7.
Pocevsi od osnovne jednakosti ejes = e4 lako se mogu izvesti i ostale, koje se
mogu predstaviti tabelom 2.

[ ex [eo [es [ea | es | es | er ]
€1 -1 €4 (&rd —€2 (& —E€;5 €3
ey || —eq | —1 es e; | —es | er | —eg
€3 —e€7 | —€5 -1 €g €9 —€4 €1
ey es | —e1 | —eg | —1 er es | —es
es || —eg | ez | —ea | —e7 | —1 e1 ey
€6 €5 —er €yq —e3 | —€1 -1 €9
(544 €3 €6 —e] €5 —€4 | —€2 -1

Tabela 2: Mnozenje baznih elemenata oktava

Medutim, ova tabela je poprilicno glomazna i nepamtljiva. Jedan od jed-
nostavnijih nacina za izracunavanje proizvoda baznih elemenata oktava jeste
i tzv. Fanova ravan (slika 5). Ona se sastoji od 7 tacaka, 6 pravih i jednog
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Slika 5: Fanova ravan

kruga koji sadrzi osnovnu jednakost e;es = e4. Prave predstavljaju mnozenje
elemenata, s tim Sto se u slucaju kretanja u smeru suprotnom od strelice uz-

ima znak —. Dakle, ako pretpostavimo da je 1 neutral za mnozenje i da vazi
e? = €3 = ... = ¢2 = —1, Fanova ravan u potpunosti opisuje algebarsku struk-

turu oktava.

Do sada smo se upoznali sa kompleksnim brojevima i kvaternionima i opisali
njihove osobine. Sada hotemo da pokazemo vezu izmedu njih i oktava. Naj-
bolji nacin za to je tzv. Kejli-Diksonova'? konstrukcija, koju éemo obraditi u
slede¢em poglavlju.

5.2 Kejli-Diksonova konstrukcija

U sekciji 3.1 definisali smo kompleksne brojeve kao parove realnih brojeva,
pri ¢emu su sabiranje i mnozenje bili definisani na sledeé¢i nacin:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+d)

17
(a,b)(c,d) = (ac — db, be + da) (7

Takode, definisali smo i operaciju konjugovanja kao:
(a,b) = (a,—b) (18)

Kao sto su kompleksni brojevi bili definisani kao parovi realnih brojeva, tako
se i1 kvaternioni mogu definisati kao parovi kompleksnih brojeva, pri ¢emu su
sabiranje i mnozenje definisani na slede¢i nacin:

(a.b) + (csd) = (a+c,b+ d)

_ B (19)
(a,b)(c,d) = (ac — db,da + be)

4 Leonard Eugen Dikson (1874-1954), ameri¢ki matematicar
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Operacija konjugovanja se moze definisati na slican nacin

(a,b) = (a@,—b) (20)

Kako je konjugat realnog broja realan broj, formule (19) i (20) su identi¢ne
formulama (17) i (18) za mnozZenje i konjugovanje kompleksnih brojeva kao
parova realnih brojeva. Ovakav proces se moze nastaviti, pa se oktave mogu
definisati kao parovi kvaterniona, pri ¢emu su sabiranje, mnozenje i konjugovanje
definisani formulama (19) i (20). Dakle, ovaj proces nam od realnih brojeva daje
kompleksne brojeve, od kompleksnih brojeva daje kvaternione, a od kvaterniona
oktave i naziva se Kejli-Diksonov proces. Dali je on beskonacan i koje su osobine
algebarskih struktura koje se dobijaju tim procesom, pokaza¢emo u narednih
nekoliko paragrafa.

U poglavlju 3.6 definisali smo pojam algebre sa deljenjem. Uz to bi¢e nam
potrebno jo$ nekoliko definicija.

Definicija 42. Konjugovangje na algebri A je linearni operator a — @ za
koji vazi:

1°a@=a, Va € A,

2° ab = ba, Va,b € A.
Ako na algebri A postoji konjugovanje, onda se algebra A zove algebra sa
konjugovanjem.

Definicija 43. Algebra sa konjugovanjem A je realna ako vazi @ = a, za svako
a € A.

Definicija 44. Algebra sa konjugovanjem A je metricka ako a +a € R i
aa = aa > 0, za svaki element a € A\ {0}. U tom slucaju, norma se definise
kao Na = aa = @a, a inverz za mnoZenje kao a™* = Ni'
a
Definicija 45. Algebra A ¢iji elementi zadovoljavaju sledeée uslove:
1° a(ab) = (aa)b, Ya,b € A,
2° (ba)a = b(aa)
naziva se alternativnom algebrom.

Kejli-Diksonova konstrukcija se sastoji u tome da, pocevsi od neke algebre
sa konjugovanjem A; dobijemo novu algebru A;;; ¢iji su elementi parovi iz A;,
tj. vazi A;41 = A; @ A;, a sabiranje, mnozenje i konjugovanje su zadati formu-
lama (19) i (20). Uz to, preslikavanje koje nekom elementu a € A; pridruzuje
element (a,0) € A;11 je injektivno, pa se element a moze identifikovati sa (a, 0).
Specijalno, ako je 1 jedinica u algebri A;, onda je (1,0) jedinica u algebri A;11.
Ako sa e ozna¢imo element € = (0,1), 1 € A,;, tada se svaki element (a,b) € A;11
moze zapisati kao a + be jer je:

a+be = (,0) + (5,0)(0,1) = (,0) + (0,5) = (a,b) (21)

Vazi jednakost
a(be) = (a,0)(0,b) = (0,ba) = (ba)e,
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a slicnim ra¢unom se pokaze da vazi i (ae)b = (ab)e, kao i (ae)(be) = —ba, pa je
mnozenje elemenata novodobijene algebre A;,; predstavljenih u obliku a + be,
a,b € A; potpuno odredeno. Takode, iz jednakosti

a—be= (av O) - (bv 0)(0a 1) = (av 0) - (07 b) = (av _b)
zakljuc¢ujemo da je jednakoséu
a+be =a— be (22)

zadato konjugovanje na algebri A, 1.
Sledec¢ih nekoliko stavova govori o osobinama algebri dobijenih Kejli-Diksonovom
konstrukcijom:

Stav 21. Ako je A; metricka, onda je i A;11 metricka.

Dokaz. Posto je A; metricka, vazi a@ = aa > 011 bb = bb > 0 za svako a,b €
A;\ {0}. Tada za (a,b) € A;41 vazi:

(a,b)(a,b) = (a,b) (@, —b) = (a@ — (—b)b,a(—b) +ab) = (a@ + bb,0) > 0
§to je i trebalo pokazati. O

Stav 22. Ako je A; realna, onda A;+1 nije realna algebra.

Dokaz. Neka je (a,b) € Aj41, a,b € A; i b# 0. Pretpostavimo suprotno, da je
A, 11 realna algebra. Tada je:

(a7 b) = (67 _b) = (a7 _b)
Dakle, (a,b) = (a,b) ako i samo ako je b = 0, $to je u kontradikciji sa pretpo-
stavkom. O

Stav 23. A,; je realna ako i samo ako je A;11 komutativna.

Dokaz. =: Ako je A; realna, onda za sve a,b € A; vazi ab = ba = ba. S
druge strane je ab = ab, pa vazi ab = ba, za svako a,b € A;. Neka su sada
(a,b), (c,d) € Aj41. Kako je:

(a,b)(c,d) = (ac — db,da + be) = (ac — db,da + bc)

(¢,d)(a,b) = (ca — bd, ad + cb) = (ca — bd, ad + cb),

zakljuéujemo da je (a,b)(c,d) = (¢,d)(a,b), tj. A;y1 je komutativna.

<: Pretpostavimo suprotno, da A; nije realna. Neka su a,b € A; i neka
(a,b) = a + be € A;j11. Iz jednakosti eb = (0,1)(b,0) = (0,b) = be zakljuéujemo
da je eb # be, pa A;+1 nije komutativna. O

U sekciji 4.5 definisali smo pojam komutatora za kvaternione. Sada ¢emo
definisati pojam komutatora i asocijatora za proizvoljne algebre.
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Definicija 46. Neka je A proizvoljna algebra.
(a) Komutator na A je dat sa: [a,b] = ab— ba, a,b € A
(b) Asocijator na A je dat sa: [a,b,c] = (ab)c — a(bc), a,b,c € A.

Lema 3. Ako je A; asocijativna, tada za svako P,Q,R € A;y1, P = (a,b),
Q= (c:d), R= (e, f) vasi

[P,Q, R] = ([a, fd]+[c, fb]+[e, db], ble,e]+d[a, €|+ f[a,c]+bld, f]+][b, f]8+f[?,8)
3

=

Dokaz. Kako je:
((a,b)(c,d)) (e, ) = ((ac)e—(db)e— f(da)— f(be), f(ac)— [(db)+(da)e+ (be)e)
(a,b)((c.d)(e, f)) = (alce)—a(fd)— (€f)b—(ed)b, (fc)a+(de)a+b(ec)—b(df))

dobijamo da je

[P,Q,R]=((a,b)(c,d))(e, f) — (a,b)((c,d)(e, f))
= ([a, c, €] + [e, db] + [a f]+[ fb} fla, ] + dla, &) + b[e,e] + (b(df) — f(db)))

Kako je, po pretpostavci, A; asocijativna, to je [a,c,e] = 0. Uz ¢injenicu da je

b(df) — f(db)=b(df) — b(fd) + b(fd) — (fb)d + (fb)d — f(db)

lema je dokazana. O
Neka u stavovima 24 i 25 vaze oznake iz prethodne leme (leme 3).
Stav 24. A; je komutativna i asocijativna ako i samo ako je A;11 asocijativna.

Dokaz. =: Posto je A; asocijativna, vazi jednakost (23), a posto je A; komuta-
tivna, onda su svi komutatori na desnoj strani jednakosti (23) jednaki nuli, pa
je [P,Q, R] =0, tj. A,y je asocijativna.

<: Ako je A;11 asocijativna, takva je zasigurno i A; (kao podalgebra algebre
A;11), pa vazi jednakost (23). Posto je A;y; asocijativna, vazi [P,Q,R] = 0 i
odatle prva koordinata na desnoj strani jednakosti (23) mora biti jednaka nuli.
Ostaje jos da se pokaze da je

b[c, €] + dla, €] + fla,c] + b[d, f] + [b, f]d + f[b,d] = 0.

Ako odaberemo da je f = 1, ¢ = e = 0 i dopustimo da b, d € A; budu proizvoljni,
dobijamo:

b[0,0] + d[a, 0] + [a,0] + b[d, 1] + [b,1]d + [b,d] = 0,

pa je [b,d] = 0, $to znaéi da je A; komutativna. O
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Stav 25. A; je asocijativna i metricka ako i samo ako je A;11 alternativna.

Dokaz. Dokaz slican dokazu stava 24. Prvo se pokaze da za alternativnu algebru
vazi jednakost

P.P,Q) = (la,d, 1], [0, a]). (24)

Zatim, ako je A; asocijativna i metricka, da su asocijatori na desnoj strani jed-
nakosti (24) jednaki nuli, pa vazi [P, P, Q] = 0, a odatle da je A;, alternativna.
S druge strane, ako je A;;1 alternativna vazi [P, P,Q] = 0, pa je i desna strana
jednakosti (24) jednaka nuli, tj. [a,d,b] = 0 za bilo koje a,d,b € A;, pa je A;
asocijativna. O

Sada ¢emo primeniti Kejli-Diksonovu konstrukciju pocevsi od realnih bro-
jeva, tj. oznacicemo Ag = R.

Formiramo algebru Ay = Ay ® Ag = R® R = C. Kako je R realna algebra,
sabiranje, mnozenje i konjugovanje su definisani formulama (17) i (18). Takode,
kako je R realna algebra, prema stavu 22, algebra C nije realna, pa su sabiranje,
mnozZenje i konjugovanje zadati formulama (17) i (18). Iz ¢injenice da je R
realna algebra, prema stavu 23, sledi da je C komutativna algebra, a iz ¢injenice
da je R komutativna i asocijativna, prema stavu 24, sledi da je C asocijativna
algebra. Element (1,0) je jedinica u C, a za element € = (0,1) =i vazi i = —1,
pa se, na osnovu jednakosti (21) svaki element (a,b) € C moze zapisati kao
a+bi, a,beR.

Sada ponavljamo proces i formiramo algebru Ay = Ay G A; =Co C =H.
Elementi algebre H su, dakle, parovi kompleksnih brojeva, tj. neki element
q € H ima oblik ¢ = (21, 22), 21,22 € C, a sabiranje, mnozenje i konjugovanje
su zadati formulama (19) i (20). Posto C nije realna algebra, prema stavu
23, mnozenje u H nije komutativno. Kako je mnozenje u C komutativno i
asocijativno, onda je, prema stavu 24, mnozenje u H asocijativno. Ako je sa
1 oznacena jedinica u C, onda je kvaternion (1,0) jedinica u H, a ¢ = (0, 1).
Na osnovu jednakosti (21), element ¢ € H se mozZe zapisati kao ¢ = 21 + 22¢,
21,22 € C. Ako je z1 = a+ bi, 20 = ¢+ di, onda je

g=a+bi+ (c+di)e =a+ bi+ ce+ die,
i ako oznac¢imo € = j i ie = k dobijamo
g=a+bi+cj+dk, a,bc,deR

Sto upravo predstavlja oblik kvaterniona koji smo koristili u samoj definiciji
kvaterniona u poglavlju koje smo posvetili njima.

Proces se nastavlja i formiramo algebru A3 = As @ Ay = Ho H = O.
Elementi algebre @ su parovi kvaterniona i, analogno, sabiranje, mnozenje i
konjugovanje su zadati formulama (19) i (20). Kako je mnozenje u H asocija-
tivno, to prema stavu 25, mnozenje u O je alternativno, ali nije ni asocijativno
ni komutativno. Na slican na¢in kao do sada pokazuje se da se svaki element
p € O moze predstaviti kao

p=ag—+ aiey + azes + ... +arer, aj,as,...,a7 € R
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Sto predstavalja oblik oktava koji smo koristili u definiciji oktava.
Sada, kada smo oktave uveli Kejli-Diksonovim procesom, mozemo dokazati
sledece:

Teorema 5. Algebra oktava je normirana algebra.

Dokaz. Treba da pokazemo da za proizvoljna dva elementa pi,ps € O vazi

|291p2|2 = |P1|2|P2\2.
Neka je p; = (a,b), ps = (¢,d), gde su a, b, c,d € H. Tada je:

p1p2 = (ac — db,da + be),
pa je
|p1p2|? = (ac — db)(ac — db) + (da + be) (da + bc)
= (ac — db)(¢a — bd) + (da + be)(ad + cb),

Ip1|%|pa|? = (a@ + bb, 0)(ct + dd, 0) = (aa + bb)(cc + dd).
Ako kvaternion d zapisemo u obliku d = ¢p +q, qo € R, q € (H), dobijamo da
je

[p1p2]? = (ac — (g0 — @)b)(c@ — b(qo + a)) + ((q0 + a)a + be) (@(qo — a) + cb)
= (ac — qob + qb)(¢a — bgo — bq) + (goa + qa + bc)(agy — aq + cb)
=acca — qobea + qbéa — acbqy + qobbgo — qbbgo
— acbq + qobbg — qbbq + qoatqo + qaagy + beagy

— goaaq — qaaq — béaq + goacb + qach + bech,

p1[*|p2|* = (a@ + bb)(cc + (4§ — 4*))
= aace + bbce + aags + bbga — aaq? — bbq?.
Sredivanjem dobijamo da je
Ip1p2|? — |p1]2|p2|* = qo(—bca — acb + bea + acb) + q(béa + ach) — (ach + bea)q

Kako je ach = bea, vazi ach+bea € R (kao zbir kvaterniona i njemu konjugovanog
kvaterniona), pa kao takav komutira sa q, pa je konac¢no:
|2

Ip1pal® — |p1)?|p2* =0

tj.
|P1p2\2 = |]91|2|}72|2
§to je i trebalo dokazati. O

Sledeéi korak u Kejli-Diksonovom procesu je formiranje algebre ¢iji su ele-
menti parovi oktava. Analognim postupkom dobija se algebra dimenzije 16
Ciji se elementi nazivaju sedenioni, a skup svih sedeniona oznacava slovom S.
Medutim, algebra sedeniona ima delitelje nule, tj. nije algebra sa deljenjem,
samim tim nije ni normirana algebra, pa se njome u ovom radu ne¢emo baviti.
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5.3 Skalarni i vektorski proizvod

Na prostoru oktava je takode moguce definisati skalarni proizvod.
7 7
Definicija 47. Skalarni proizvod oktava p; = a0+z a;€; 1Py = bo—l-z b;e;

i=1 i=1
je broj

7
props =Y abi.
i=0

Sasvim ocekivano, skalarni proizvod se definise kao suma proizvoda odgova-
rajué¢ih koordinata oktava. Takode, moze se definisati i vektorski proizvod dve
imaginarne oktave:

Definicija 48. Vektorski proizvod dve oktave p1,ps € $(0) je:

P1p2 — p2p1
PrLXpe=—"F7"—
2

Primetimo da smo i u sluc¢aju kvaterniona (sekcija 4.5) i sada, u sluc¢aju
oktava skalarni proizvod definisali na prostorima H i O, a vektorski proizvod na
prostorima $(H) 1 (0). Namece se logicno pitanje: da li je moguée definisati
vektorski proizvod na H i O? Kako su $(H), H, $(0), O izomorfni prostorima
R3, R*, R7, R8, respektivno, prethodno pitanje se uopstava: da li je i kada
moguce definisati skalarni i vektorski proizvod na prostoru R™ i kakva je uloga
hiperkompleksnih brojeva u tome? Pre nego $to pokusamo da damo odgovor

na to pitanje, podsetimo se definicija skalarnog i vektorskog proizvoda u R”.

= S(171102)-

Definicija 49. Neka su x,y € R, . x = (21,22, ., Zn), ¥ = (Y1,Y25 s Yn)-
Tada je skalarni proizvod dat jednakoscéu:

n
xoy =3 w
=1

a norma indukovana tako definisanim skalarnim proizvodom data sa

|x]| :\/XOX:\/I%+I%+...+ZE%.

Definicija 50. Vektorski proizvod u R" je preslikavanje x : R™ x R™ — R”
koje zadovoljava sledeéa svojstva:
1° (ax+ By) x (yu+dv) = ay(xxu) + ad(x X v) + By(y x u) + S6(y x v)
2°x1l(xxy),yLl(xxy)
3 xxylP + (xoy)? =[xyl
za svako o, B,v,0 € R ix,y,u,veR".

Lako se vidi da ne postoji ograniCenje za postojanje skalarnog proizvoda
na R"™, jer je skalarni proizvod realan broj koji se dobija kao suma proizvoda
odgovarajuéih koordinata, ma koliko da ih ima. Sto se vektorskog proizvoda tice,
tu je stvar drugacija. Tu dolazimo do kljuéne veze izmedu hiperkompleksnih
sistema i vektorskog proizvoda. Olic¢enje te veze je Hurvicova teorema iz 1898.
godine, a jedan od oblika te teoreme je:
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Teorema 6. Jedine normirane algebre nad poljem R su R, C, H ¢ Q.

Dokaz ove teoreme dali su Kervejr'® i Milnor'® 50-ih godina proslog veka ko-
risteéi algebarsku topologiju (koja 1898. nije ni postojala). Originalni problem
sa kojim se susreo Hurvic te 1898. godine bio je slededi: za koje vrednosti broja

n € N vazi jednakost
n

(>) (éyf) _ z (25)

gde su

n
Zp = Z ALYk
Jok=1
a a;;;, kompleksni brojevi? U to vreme, bile su poznate jednakostizan =1,2,41i
8. Jednakost za n = 4 otkrio je Ojler i ona se koristi u klasicnom dokazu teoreme
Lagranza koju smo dokazali u sekciji 4.3 uz pomo¢ kvaterniona. Jednakost za
n = 8 otkrio je Degen'” 1822. godine. Hurvicova teorema tvrdi da jednakost
(25) vazi samo zan =1,2,418.

Teorema 7. Vektorski proizvod na prostoru R™ postoji samo u slucaju kada je

n=1,3i7.

Dokaz. Slucaj kada je n = 1 je trivijalan, jer je za a,b € R vektorski proizvod
zadat sa a X b = 0 zadovoljava sve osobine iz definicije 50. Zato, za n > 2
pretpostavimo da je na prostoru R™ zadat vektorski proizvod koji zadovoljava
osobine iz definicije 50 i posmatrajmo prostor R"*! kao R @ R™. To znaéi da
¢emo elemente skupa R"! posmatrati u obliku (s, v) gde je s € Riv € R". Za
dva elementa (s1,v1), (s2,v2) € R"! definisimo mnozenje sledeéom formulom:

(s1,v1)(s2,va) = (8182 — V1 0 Vo, 51Va + S9V1 + V1 X Va). (26)

Kako vazi:

|(s1,v1)(s2,v2)|?> = (5182)% + (V1 0 va)? + s3|va|? + s3|v1]? + |v1 X va|?

= 5755 + (Vi 0 va)? + si[va|* + s3[vi[? + [vi[*|va[* — (vi 0 va)?

=s1(53 + [val?) + [Va[*(s3 + [v2[?)
= (s1 + V1) (3 + [va]?)
%]

=|(s1,v1)?|(s2, v2) |?,

zaklju¢ujemo da je prostor R"*! sa mnozenjem datim formulom (26) izomorfan
nekoj normiranoj algebri, pa je prema teoremi Hurvica (teorema 6) izomorfan

15Misel Andre Kerver (1927-2007), francuski matematic¢ar
16Dzon Milnor (1931-), americki matematicar
17Karl Ferdinand Degen (1766-1825), danski matematicar
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nekom od prostora R, C, H ili @. Dakle, n + 1 € {1,2,4,8}, tj. n € {0,1,3,7}.
Kako smo pretpostavili da je n > 2, dobijamo da n € {3, 7}, ¢ime smo zavrsili
dokaz.

Napomena: Sa jednako3¢u (26) smo se, u konkretnom slucaju n + 1 = 4,
susreli u poglavlju 4.5 (videti jednakost (8)). O
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6 Zakljucak

Tokom pisanja rada trudio sam se da pojam hiperkompleksnih brojeva pred-
stavim na jedan sinteticki nacin tako Sto sam, posavsi od kompleksnih brojeva
koji su prosetnom ¢itaocu najpoznatiji, predstavio hiperkompleksne brojeve
(kvaternione i oktave) trudeéi se da definisem, ukoliko je to moguce, analogne
pojmove pojmovima vezanim za kompleksne brojeve i predstavim sli¢nosti i ra-
zlike izmedu njih. Pokazalo se koje se osobine gube prelaskom iz jednog sistema
u drugi i Sta je ono sto je svima njima zajednicko. Na primer, pokazalo se da
se prelaskom sa kvaterniona na okave gubi svojstvo asocijativnosti mnozenja.
Takode, uocava se da su kvaternioni i oktave zajedno sa kompleksnim broje-
vima normirane algebre i pokazalo $ta to povlaci sa sobom u nekim konkretnim
slucajevima.

Izrazavam nadu da ¢e ovaj rad zainteresovati ¢itaoca da dalje istrazuje temu
hiperkompleksnih brojeva, a da ¢e mu ovaj rad dati smernice za to.
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