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Uvod

U teoriji diferencijalnih jednaqina prouqavaju se, pored ostalog, dve
klase problema graniqni i poqetni. Oni su od suxtinskog znaqaja prilikom
modelira�a razliqitih fenomena koji su predmet matematiqke fizike i srod-
nih nauqnih disciplina.

Graniqni problem za zadatu diferncijalnu jednaqinu n−tog reda, koja
je definisana na nekoj oblasti, sastoji se u odre�iva�u svih rexe�a te jed-
naqine, koja zajedno sa izvodima do reda n − 1 zadovo	avaju zadate uslove
u taqkama granice pomenute oblasti. Preciznije, tra�i se da nekih n li-
nearnih kombinacija rexe�a i pomenutih �egovih izvoda imaju na granici
oblasti zadate vrednosti. Sa druge strane, poqetni problem za pomenutu jed-
naqinu sastoji se u odre�iva�u svih rexe�a te jednaqine koja, zajedno sa svim
izvodima do reda n − 1 , imaju zadate vrednosti u jednoj fiksiranoj taqki
iz unutrax�osti oblasti definisanosti jednaqine. Naziv ,,poqetni" dolazi
od toga xto se u teoriji dinamiqkih sistema nezavisno promen	iva (jednodi-
menzionalna) interpretira kao ,,vreme", pa pomenuta fiksirana taqka jeste
,,poqetni trenutak" u kome zapoqi�e dinamiqki proces. Pritom se u tom
poqetnom vremenu zadaju vrednosti nepoznatog rexe�a i svih �egovih izvoda
do reda koji je za jedan ma�i od reda date diferencijalne jednaqine; i ispituje
se da li ti poqetni podaci u potpunosti odre�uju xta �e se dexavati sa re-
xe�em u da	em toku vremena − tokom evolucije fenomena koji se modelira
tim poqetnim problemom.

Na primer, uzmimo za nezavisno promen	ivu vreme t koje uzima vrednosti
iz zatvorenog intervala [0, 1] . Graniqni problem za jednaqinu drugog reda bio
bi zadat vrednostima funkcije y(t) u taqkama t = 0 i t = 1 , dok bi poqetni
problem bio zadat vrednostima y(t) i y′(t) u poqetnom vremenu t = 0 .
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Dajemo primer graniqnog problema. Neka je, recimo, data jednaqina

y′′(x) + y′(x) = 0 , x ∈ (0, 1) .

Treba na�i rexe�e y = y(x) koje zadovo	ava graniqne uslove

y(0) = 1 , y(1) = e−1.

Znamo da je opxte rexe�e ove jednaqine

y(x) = C1e
−x + C2, C1, C2 ∈ R.

Iz zadatih graniqnih uslova dobijamo sistem linearnih algebarskih jednaqina{
C1 + C2 = 1

C1e
−1 + C2 = e−1

odakle sledi da je C1 = 1, C2 = 0 i shodno tome rexe�e postav	enog graniqnog
problema je

y(x) = e−x.

U teoriji parcijalnih diferencijalnih jednaqina prouqavaju se i tzv.
mexoviti graniqni problemi. Req je o odre�iva�u rexe�a u = u(t, x) parci-
jalne jednaqine (reda n ≥ 2 ) koja je definisana u oblasti (a, b)×G ⊂ R×Rn ,
gde je G n−dimenzionalna oblast; pritom se tra�i da rexe�e i neki �egovi
parcijalni izvodi (po promen	ivoj x) zadovo	avaju u taqkama granice ∂G
izvesne uslove (graniqni uslovi), i to za svaki t ∈ (a, b) ; tako�e, tra�i se da
vrednosti rexe�a i �egovih parcijalnih izvoda (po promen	ivoj x) do reda
n − 1 budu jednake, u nekoj fiksiranoj taqki t0 ∈ (a, b) , zadatim funkcijama
promen	ive x ∈ G (poqetni uslovi).

Prilikom modelova�a fiziqkih procesa diferencijalnim jednaqinama,
najqex�e se pojav	uju mexoviti graniqni problemi za parcijalne jednaqine

drugog reda. Ako takva parcijalna jednaqina dozvo	ava upotrebu takozvanog
Furijeovog metoda razdvaja�a promen	ivih , onda taj metod u velikom broju
sluqajeva dovodi do potrebe rexava�a jednog graniqnog problema za jednu
posebnu klasu obiqnih diferencijalnih jednaqina drugog reda. To su tzv.
Xturm{Liuvilovi graniqni problemi. �ihovo rexava�e dovodi do rexe�a
polaznog mexovitog problema. U ovom radu prouqava�emo upravo te graniqne
probleme. Kasnije tokom izlaga�a uvide�emo da analiza tih problema zahteva
odre�iva�e sopstvenih funkcija izvesnih obiqnih diferencijalnih opera-

tora, tj. zahteva izvesne segmente spektralne teorije tih operatora. Tako�e,
potrebne su i izvesne qi�enice iz funkcionalne analize, teorije mere i
teorije kompleksnih funkcija.

Prethodno ilustrujemo tipiqnim primerom iz matematiqke fizike, koji
treba da poslu�i kao motivacija za da	e prouqava�e graniqnih problema.
Vibrira�e horizontalne �ice jediniqne du�ine mo�e se opisati �enim pome-
rajem (tj. uda	e�em od ravnote�nog polo�aja) u(t, x) u taqki x ∈ [0, 1] i
trenutku t ∈ [0,∞) . Jednaqina kreta�a za ovaj sistem je jednodimenzionalna
talasna jednaqina

1

a2
∂2

∂t2
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) , (0.1)
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gde je a brzina prostira�a talasa kroz �icu. Pretpostavi�emo da je �ica
fiksirana u svojim krajevima, tj. va�i u(t, 0) = u(t, 1) = 0 za t ∈ [0,∞) i da
su zadati poqetni pomeraj f(x) := u(0, x) i poqetna brzina g(x) := ∂u

∂t
(0, x) ,

gde x ∈ [0, 1] .
Dakle, zadatak je da odredimo nekonstantnu funkciju u : [0,∞)× [0, 1]→ R

koja u oblasti (0,∞) × (0, 1) ⊂ R2 jeste rexe�e parcijalne jednaqine (0.1) i
koja zadovo	ava graniqne uslove

(∀t ∈ [0,∞)) u(t, 0) = u(t, 1) = 0 , (0.2)

kao i poqetne uslove

(∀x ∈ [0, 1]) u(0, x) = f(x),
∂u

∂t
(0, x) = g(x) , (0.3)

pri qemu su f : [0, 1] → R i g : [0, 1] → R date neprekidne funkcije takve da
f(0) = f(1) = 0 i g(0) = g(1) = 0 .

Primetimo da je u pita�u parcijalna diferencijalna jednaqina. Pokuxaj-
mo da reximo tu jednaqinu tako xto �emo u(t, x) predstaviti kao proizvod dve
funkcije od kojih svaka zavisi od samo jedne promen	ive:

u(t, x) = w(t)y(x).

Ovaj postupak poznat je kao Furijeov metod razdvaja�a promen	ivih.
Ukoliko sve uvrstimo u talasnu jednaqinu i prebacimo izraze zavisne od t na
levu i izraze zavisne od x na desnu stranu, respektivno, nalazimo

1

a2
ẅ(t)

w(t)
=
y′′(x)

y(x)
.

Ovde smo koristili taqke da uka�emo na izvod po t , i primove za izvod po x .
Sada, ako bi ova jednaqina va�ila za sve t i x , koliqnici bi bili jednaki

konstanti −λ (minus ispred konstante izabran je iz tehniqkih razloga, da
bismo kasnije imali jednostavniji zapis) , xto nas dovodi do jednaqine

− 1

a2
ẅ(t) = λw(t)

i do slede�eg graniqnog problema:

− y′′(x) = λy(x) , y(0) = y(1) = 0 (0.4)

koji se lako rexavaju. Rexe�e prve jednaqine je funkcija

w(t) = c1 cos (a
√
λt) + c2 sin (a

√
λt)

a rexe�e druge jednaqine je funkcija

y(x) = c3 cos (
√
λx) + c4 sin (

√
λx)

koja jox mora da zadovo	i i graniqne uslove y(0) = y(1) = 0 . Prvi y(0) = 0
je zadovo	en ako c3 = 0 , a drugi povlaqi

sin (
√
λ) = 0
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xto va�i ako λ = (πn)2, n ∈ N . Sveukupno, dobijamo familiju rexe�a

u(t, x) = (c1 cos (anπt) + c2 sin (anπt)) sin(nπx), n ∈ N

Specijalno, �ica qiji su krajevi priqvrx�eni mo�e vibrirati samo odre-
�enim fiksiranim frekvencijama!

Napomi�emo da ako je λ negativno, onda trigonometrijske funkcije treba
zameniti odgovaraju�im hiperboliqkim analogonima. Xtavixe, s obzirom da
se sinh(x) ponixtava samo u x = 0 ne dobijamo nikakva dodatna rexe�a.

Pronaxli smo familiju rexe�a koja zadovo	avaju graniqne uslove, ali
jox uvek nismo razmatrali poqetne uslove. Kako je naxa jednaqina linearna,
svaka konaqna linearna kombinacija rexe�a jeste tako�e rexe�e te jednaqine.
Xtavixe, poxto imamo beskonaqno mnogo rexe�a, pokaza�e se da mo�emo ra-
zmatrati beskonaqne linearne kombinacije uz odgovaraju�e pretpostavke o ko-
eficijentima; taqnije mo�emo tra�iti rexe�e u obliku sume funkcionalnog
reda, o qemu govori naredno tvr�e�e.

Lema. Pretpostavimo da nizovi c1,n i c2,n zadovo	avaju

∞∑
n=1

n2|c1,n| <∞,
∞∑
n=1

n2|c2,n| <∞. (0.5)

Tada

u(t, x) =
∞∑
n=1

(c1,n cos (anπt) + c2,n sin (anπt)) sin(nπx) (0.6)

jeste iz klase C2(R × [0, 1]) i zadovo	ava talasnu jednaqinu, kao i graniqne
uslove u(t, 0) = u(t, 1) = 0 .

Dokaz : Razmotrimo slede�e konaqne sume

uN(t, x) =
N∑
n=1

(c1,n cos (anπt) + c2,n sin (anπt)) sin(nπx)

vN(t, x) =
N∑
n=1

(c1,n cos (anπt) + c2,n sin (anπt)) nπ cos(nπx).

Koriste�i naxu pretpostavku (0.5), iz Vajerxtrasovog kriterijuma dobijamo
da redovi qije su parcijalne sume uN i vN konvergiraju ravnomerno ka nepre-
kidnim funkcijama u(t, x) , v(t, x) respektivno. Uz to, kako je vN(t, x) =
∂
∂x
uN(t, x) , nalazimo da u(t, x) ima neprekidan parcijalni izvod po promen-

	ivoj x dat sa ∂
∂x
u(t, x) = v(t, x) . Sliqno se pokazuje postoja�e preostalih

izvoda. Otuda i pretpostavke (0.5) (tamo stoji n2 , jer su nam potrebni parci-
jalni izvodi drugog reda), da bismo po Vajerxtrasovom kriterijumu imali
ravnomernu konvergenciju koja obezbe�uje neprekidnost sume odgovaraju�ih
funkcionalnih redova, kao i mogu�nost da te redove diferenciramo qlan po
qlan. Dodatno, qi�enica da je uN rexe�e talasne jednaqine i da	e va�i
nakon prelaska na limes.
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Da	e, pod dosadax�im pretpostavkama, dokaz prethodne leme tako�e poka-
zuje da na segmentu [0, 1] va�e slede�a razlaga�a

u(0, x) =
∞∑
n=1

c1,n sin(nπx) ,
∂

∂t
u(0, x) =

∞∑
n=1

anπc2,n sin(nπx) .

Primetimo da sume na desnoj strani imaju oblik, do na izgled koefi-
cijenata, Furijeovog sinusnog reda. Podsetimo da trigonometrijski sistem
{ sin(nπx)

∣∣ n ∈ N } obrazuje potpun ortogonalni sistem funkcija na inter-
valu [0, 1] . Pod odre�enim uslovima, data funkcija mo�e se razlo�iti u
takav red, koji ravnomerno konvergira na [0, 1] .

Razvijmo poqetne funkcije u Furijeove sinusne redove

f(x) =
∞∑
n=1

fn sin(nπx), g(x) =
∞∑
n=1

gn sin(nπx)

gde

fn(x) = 2

∫ 1

0

sin(nπx)f(x)dx, gn(x) = 2

∫ 1

0

sin(nπx)g(x)dx.

Vidimo da je rexe�e naxeg problema, pod pretpostavkom da Furijeovi koefi-
cijenti zadovo	avaju

∞∑
n=1

n2|fn| <∞,
∞∑
n=1

n |gn| <∞, (0.7)

dato u obliku (0.6) za c1,n = fn i c2,n = gn
anπ

. Mo�e se dokazati da su uslovi
(0.7) ispu�eni ukoliko funkcije f i g zadovo	avaju slede�e:

f ∈ C3[0, 1], f(0) = f ′′(0) = 0 f(1) = f ′′(1) = 0,

g ∈ C2[0, 1], g(0) = g(1) = 0 .

Dakle, prethodni primer pokazuje da se rexava�e mexovitog problema
(0.1){(0.3) mo�e svesti, pomo�u Furijeovog metoda, na rexava�e jednodimen-
zionalnog graniqnog problema (0.4). Pri tome, od osnovnog znaqaja bilo je
postoja�e niza brojeva λn = (πn)2 (sopstvenih vrednosti problema (0.4)) i
niza funkcija yn(x) = sin(nπx) (tzv. sopstvenih funkcija tog problema) sa
slede�im svojstvima: Prvo, svaka funkcija iz odre�ene klase funkcija mo�e
se razviti u odgovaraju�i Furijeov red, koji ravnomerno konvergira na seg-
mentu [0, 1] ka toj funkciji. Drugo, ako se pove�a glatkost razvijene funkcije,
onda se taj red mo�e dva puta diferencirati qlan po qlan, i dobijeni redovi
ravnomerno konvergiraju (ka odgovaraju�im izvodima pomenute funkcije).

Kao xto je ve� reqeno, ovaj rad posve�en je xirokoj klasi graniqnih pro-
blema koji se zovu Xturm{Liuvilovi graniqni problemi; ve� pomi�ani gra-
niqni problem (0.4) jeste jedan specijalni sluqaj. Svaki takav problem gene-
rixe odgovaraju�i Xturm{Liuvilov diferencijalni operator i u vezi sa
takvim operatorom od osnovnog znaqaja su slede�i problemi:

(I) Odrediti sopstvene vrednosti (opxtije− spektar) i odgovaraju�i skup
sopstvenih funkcija tog operatora, ispitati osnovna svojstva tih funk-
cija; i specijalno, ustanoviti svojstvo kompletnosti | potpunosti
skupa tih funkcija u odgovaraju�em Hilbertovom prostoru funkcija.
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(II) Ako je sistem sopstvenih funkcija kompletan, onda ispitati ravnomernu
konvergenciju odgovaraju�eg Furijeovog reda za funkcije iz pomenutog
prostora.

(III) Ispitati mogu�nost dvostrukog diferencira�a (qlan po qlan) pomenu-
tog Furijeovog reda za funkcije iz odre�ene klase funkcija, i ponaxa�e
prodiferenciranih redova.

U ovom radu, bavi�emo se problemima (I) i (II) i prikaza�emo osnovne rezul-
tate. Problem (III) veoma je suptilan, predmet je brojnih savremenih i-
stra�iva�a i ostaje van domaxaja naxeg rada.

Za kraj ovog uvodnog dela predstav	amo kratak prikaz sadr�ajne strukture
rada. Rad je pode	en na 4 dela − poglav	a.

Prvi deo posve�en je potrebnim segmentima spektralne teorije linearnih
kompaktnih operatora u pred-Hilbertovom prostoru.

U drugom delu razmatraju se rexe�a tzv. Xturm{Liuvilove diferenci-
jalne jednaqine. Dokazane su klasiqne teoreme o nulama tih rexe�a. Na
tim teoremama bazirana je va�na teorija oscilatornosti (qiji su osnovni
rezultati prikazani u ovom delu), kao i izvesna svojstva sopstvenih funkcija
Xturm{Liuvilovog operatora.

U tre�em poglav	u prouqava se klasiqni Xturm{Liuvilov graniqni pro-
blem. Taj problem definisan je tzv. razdvojenim graniqnim uslovima i razma-
tra se samo regularni sluqaj. Prikazani su osnovni rezultati koji se odnose
na spektar i sopstvene funkcije odgovaraju�eg Xturm{Liuvilovog operatora,
kao i na ponaxa�e Furijeovih redova (konvergencija po normi i ravnomerna
konvergencija).

Posled�e, kratko poglav	e odnosi se na regularne Xturm{Liuvilove gra-
niqne probleme, definisane proizvo	nim samokonjugovanim graniqnim uslo-
vima. U zavisnosti od svojstava koeficijenata Xturm{Liuvilove jednaqine
i od posebnog tipa graniqnih uslova, opisana su (bez dokaza) proxire�a i
uopxte�a rezultata iz prethodnog poglav	a.

�eleo bih da se zahvalim qlanovima komisije − prof. dr Danko Joci�
(redovni profesor), dr Stefan Miloxevi� (docent), dr �or�e Krtini� (do-
cent), na svim smernicama i savetima prilikom pisa�a ovog (master) rada, kao
i na celokupnoj sarad�i i anga�ova�u tokom mog dosadax�eg univerzitet-
skog obrazova�a. Posebnu zahvalnost dugujem prof. dr Nebojxi La�eti�u
za odabir teme i veoma aktuelne literature, bri�	ivo pra�e�e napretka na
izradi ovog rada i veliko strp	e�e i pedantnost u komentarima. Hvala jox
jednom i mentoru, dr �or�u Krtini�u, na velikoj podrxci i instruktivnim
zapa�a�ima.

Beograd,
28. septembar 2018.
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1. Elementi teorije pred-Hilbertovih

prostora

U ovom delu prikazujemo neke segmente matematiqke teorije prostora sa
skalarnim proizvodom. Ci	 ove glave je da opixemo kompaktne simetriqne
operatore. Najva�niji rezultat je spektralna teorema za ovu klasu operatora.

1.1. Pred-Hilbertovi prostori i ortogonalnost

Pretpostavimo da je ν vektorski prostor nad po	em C kompleksnih bro-
jeva. Preslikava�e 〈·, ·〉 : ν × ν → C naziva se seskvilinearna forma ako je
antilinearno po prvom i linearno po drugom argumentu, tj. va�i

〈α1f1 + α2f2, g〉 = α*1 〈f1, g〉+ α*2 〈f2, g〉,
〈f, α1g1 + α2g2〉 = α1〈f, g1〉+ α2〈f, g2〉,

α1, α2 ∈ C (1.1)

gde '*' oznaqava kompleksnu konjugaciju. Seskvilinearna forma koja zadovo-
	ava uslove

(i) 〈f, f〉 > 0 za f 6= 0 (pozitivna definitnost)

(ii) 〈f, g〉 = 〈g, f〉* (simetriqnost)

naziva se unutrax�i proizvod ili skalarni proizvod. Primetimo da ako se
pretpostavi da va�i (ii), onda je dovo	na samo jedna od jednakosti (1.1).

Svakom skalarnom proizvodu mo�emo pridru�iti odgovaraju�u normu na
slede�i naqin

‖f‖ =
√
〈f, f〉 . (1.2)

Samo dokaz nejednakosti trougla nije sasvim trivijalan i on sledi iz nejed-
nakosti Koxi-Xvarca.

Par (ν0, 〈·, ·〉) naziva se prostor sa skalarnim proizvodom ili pred-Hilber-
tov prostor. Ako je ν0 kompletan u odnosu na gore definisanu normu, onda
se naziva Hilbertov prostor. Svaki pred{Hilbertov prostor mo�e se
izomorfno utopiti u neki Hilbertov prostor, kao �egov svuda gusti potpro-
stor. (Req je o tzv. kompletira�u tog pred{Hilbertovog prostora.)

Primer. Vektorski prostor Cn sa uobiqajnim skalarnim proizvodom

〈a, b〉 =
n∑
j=1

a*j bj (1.3)

jeste (konoqnodimenzionalan) pred-Hilbertov prostor.
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Vektor f ∈ ν0 naziva se normirani ili jediniqni vektor ako je ‖f‖ = 1 .
Vektori f i g su ortogonalni ili normalni (u oznaci f ⊥ g ) ako je 〈f, g〉 = 0
odnosno paralelni ako je f = αg za neki α ∈ C \ {0} .

Ako su f i g normalni onda va�i Pitagorina teorema:

‖f + g‖ = ‖f‖+ ‖g‖, f ⊥ g . (1.4)

Pretpostavimo da je u jediniqni vektor. Tada se projekcija vektora f na
lineal vektora u definixe jednakox�u

f‖ = 〈u, f〉u (1.5)

a vektor f⊥ , koji je definisan pomo�u

f⊥ = f − 〈u, f〉u , (1.6)

jeste normalan na u jer 〈u, f⊥〉 = 〈u, f − 〈u, f〉u〉 = 〈u, f〉 − 〈u, f〉〈u, u〉 = 0.
Uzimaju�i neki drugi vektor paralelan sa u lako je uvideti da va�i

‖f − αu‖2 = ‖f⊥ + (f‖ − αu)‖2 = ‖f⊥‖2 + |〈u, f〉 − α|2 (1.7)

i ovaj izraz dosti�e minimum taqno za α = 〈u, f〉 . Dakle, f‖ = 〈u, f〉u jeste
jedinstven vektor paralelan sa u koji je najbli�i f .

Kao prvu posledicu dobijamo nejednakost Koxi-Xvarc-Bu�akovskog :

TEOREMA (Koxi-Xvarc-Bu�akovski). Neka je ν0 prostor sa skalarnim
proizvodom. Tada za svaka dva f, g ∈ ν0 va�i

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖ , (1.8)

pri qemu se jednakost dosti�e ako i samo ako su vektori f i g paralelni.

Dokaz: Dovo	no je razmotriti sluqaj kad ‖g‖ = 1 . Koristi se identitet
f = 〈g, f〉g + f⊥ . Tada tra�ena nejednakost sledi iz ‖f‖2 = |〈g, f〉|2 + ‖f⊥‖2 ≥
|〈g, f〉|2 , pri qemu jednakost va�i ako i samo ako f⊥ = 0 .

Napomenimo da iz nejednakosti Koxi-Xvarca proizilazi da je skalarni
proizvod neprekidan po oba argumenta, tj. ako fn → f i gn → g , tada
〈fn, gn〉 → 〈f, g〉 .

Kao jox jednu posledicu navodimo da preslikava�e ‖·‖ : ν0 → R jeste
norma na prostoru ν0 : to sledi iz

‖f + g‖2 = ‖f‖2 + 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ ‖g‖2 ≤ (‖f‖+ ‖g‖)2 . (1.9)

Da	e, uopxtimo pojam projekcije na lineal proizvo	nog skupa vektora. Skup
vektora {uj} je ortonormiran ako 〈uj, uk〉 = 0 za j 6= k i 〈uj, uj〉 = 1 .

Lema. Pretpostavimo da je {uj}nj=0 ortonormiran skup vektora. Tada se
svaki f ∈ ν0 mo�e napisati kao

f = f‖ + f⊥, f‖ =
n∑
j=0

〈uj, f〉uj, (1.10)
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gde su f‖ i f⊥ ortogonalni. Pri tome je 〈uj, f⊥〉 = 0 za sve 0 ≤ j ≤ n .
Specijalno,

‖f‖2 =
n∑
j=0

|〈uj, f〉|2 + ‖f⊥‖2 (1.11)

Osim toga, svaki vektor f̂ iz lineala skupa {uj}nj=0 zadovo	ava nejednakost

‖f − f̂‖ ≥ ‖f⊥‖ (1.12)

pri qemu jednakost va�i akko je f̂ = f‖ . Drugim reqima, f‖ je jednoznaqno
odre�en kao vektor iz lineala skupa {uj}nj=0 koji je najbli�i vektoru f .

Dokaz: Neposredan raqun daje da 〈uj, f−f‖〉 = 0 i prema tome f‖ i f⊥ = f−
f‖ su normalni. Formula za normu sledi vixestrukom primenom Pitagorine
teoreme.

Sada, fiksirajmo vektor

f̂ =
n∑
j=0

αjuj.

generisan sa {uj}nj=0 . Izraqunava�em nalazimo

‖f − f̂‖
2

= ‖f‖ + f⊥ − f̂‖
2

= ‖f⊥‖2 + ‖f‖ − f̂‖
2

= ‖f⊥‖2 +
n∑
j=0

|αj − 〈uj, f〉|2 .

Iz jednakosti (1.11) nalazimo da va�i Beselova nejednakost

n∑
j=0

|〈uj, f〉|2 ≤ ‖f‖2 , (1.13)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je f vektor iz lineala skupa {uj}nj=0 .
U sluqaju beskonaqnog ortonormiranog skupa {uj}∞j=0 tako�e va�i Beselova

nejednakost
∞∑
n=0

|〈uj, f〉|2 ≤ ‖f‖2

za svaki vektor f ∈ ν0 . Ta nejednakost direktno sledi iz (1.13). S tim u vezi je
i slede�i osnovni pojam. Ortonormirani skup vektora {uj}Nj=0 (N ∈ N0∪{∞})
naziva se ortonormirana baza ako

‖f‖2 =
N∑
j=0

|〈uj, f〉|2 (1.14)

za sve f ∈ ν0 . Ova definiciona jednakost zove se Parsevalova jednakost.
Ako uvedemo oznaku

fn =
n∑
j=0

〈uj, f〉uj , (1.15)
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onda iz jednakosti (1.11) sledi f−fn → 0 kad n→ N , pa prema tome jednakost
(1.14) ekvivalentana je sa

f =
N∑
j=0

〈uj, f〉uj (1.16)

za sve f ∈ ν0 . (Primetimo da je prethodno rezonova�e suxtinski sadr�ajno u
sluqaju N =∞ .)

Za naxe da	e izlaga�e od osnovnog znaqaja su samo prebrojive ortonormi-
rane baze. U tom sluqaju red

∑∞
j=0〈uj, f〉uj zove se Furijeov red vektora f

u odnosu sistem {uj}∞j=0 , a brojevi 〈uj, f〉 ( j = 0, 1, 2, . . . ) jesu Furijeovi

koeficijenti tog vektora.

1.2. Kompaktni simetriqni operatori

Linearni operator je linearno preslikava�e

A : D(A)→ ν0 , (1.17)

gde D(A) vektorski potprostor od ν0 koji se naziva domen preslikava�a A .
Linearni operator A naziva se simetriqni ako �egov domen jeste svuda gust
skup (tj. zatvore�e domena jednako je celom skupu ν0) i va�i

〈g, Af〉 = 〈Ag, f〉, f, g ∈ D(A) . (1.18)

Broj λ ∈ C naziva se sopstvena vrednost operatora A ako postoji nenula
vektor u ∈ D(A) tako da

Au = λu . (1.19)

Vektor u naziva se odgovaraju�i sopstveni vektor u ovom sluqaju. Skup svih
sopstvenih vektora koji odgovaraju broju λ proxiren sa nula vektorom naziva
se sopstveni potprostor

Ker(A− λ) = {u ∈ D(A)
∣∣ (A− λ)u = 0} (1.20)

koji odgovara broju λ . Ovde smo koristili skra�enu notaciju A−λ za A−λI ,
gde je I identiqki operator. Sopstvena vrednost je prosta ako ima samo jedan
linearno nezavisan sopstveni vektor.

TEOREMA. Neka je A simetriqan operator. Tada su sve �egove sop-
stvene vrednosti realne, a sopstveni vektori koji odgovaraju razliqitim
sopstvenim vrednostima su ortogonalni.

Dokaz: Pretpostavimo da je λ sopstvena vrednost koja odgovara normira-
nom sopstvenom vektoru u . Tada λ = 〈u,Au〉 = 〈Au, u〉 = λ* , xto pokazuje da
je λ realno. Osim toga, ako je Auj = λjuj, j = 1, 2 , imamo

(λ1 − λ2)〈u1, u2〉 = 〈Au1, u2〉 − 〈u1, Au2〉 = 0 ,

qime je dokaz zavrxen.
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Na�alost ova teorema ne govori nam nixta o postoja�u sopstvenih vred-
nosti. U stvari, u opxtem sluqaju simetriqni operatori ne moraju uopxte
imati sopstvenih vrednosti, xto je ilustrovano slede�im primerom.

Primer. Posmatramo operator A definisan sa

Af(x) = xf(x)

na prostoru funkcija ν0 = L2([0, 1]) sa skalarnim proizvodom

〈f, g〉 :=

∫ 1

0

f(x)g(x)dx .

Oqigledno va�i 〈g, Af〉 = 〈Ag, f〉, f, g ∈ ν0 , odakle zak	uqujemo da ope-
rator A jeste simetriqan.

Sopstvena vrednost λ treba da zadovo	ava jednaqinu Af = λf , xto
prema definiciji operatora A znaqi da jednakost xf(x) = λf(x) treba da
va�i za skoro sve x ∈ [0, 1] . Kako ne postoji takav broj λ , zak	uqujemo da
simetriqni operator A nema sopstvenih vrednosti.

Da bismo izbegli prethodnu situaciju, moramo nametnuti dodatne zahteve
za operator A ; u tom ci	u, uvedimo jox neke pojmove.

Linearni operator A definisan na D(A) = ν0 je ograniqen ako je broj

‖A‖ = sup
f :‖f‖=1

‖Af‖ (1.21)

konaqan. Nije texko uvideti da je to zapravo norma na prostoru ograniqenih
linearnih operatora. Iz prethodne definicije sledi da je linearni operator
Lipxic neprekidan, tj. va�i

‖Af‖ ≤ ‖A‖‖f‖ , (1.22)

a samim tim jeste i neprekidan.
Linearni operator A , definisan na D(A) = ν0 , naziva se kompaktan

ako za svaki ograniqeni niz (fn) , iz domena operatora, niz slika (Afn)
sadr�i bar jedan konvergentni podniz. Svaki kompaktan linearni operator
je ograniqen i proizvod ograniqenog i kompaktnog operatora je kompaktan.

Problem postoja�a ortonormirane baze prostora ν0 , sastav	ene od sop-
stvenih vektora datog kompaktnog operatora, od osnovnog je znaqaja za naxe
izlaga�e u tre�oj glavi. (Nada	e pretpostav	amo, bez uma�e�a opxtosti, da
je pred-Hilbertov prostor ν0 beskonaqnodimenzionalan). Prvi korak u dokazu
postoja�a takve baze jeste da se ustanovi postoja�e bar jednog sopstvenog vek-
tora.

TEOREMA. Kompaktni simetriqni operator ima sopstvenu vrednost
α0 koja zadovo	ava |α0| = ‖A‖ .

Dokaz: Stavimo α = ‖A‖ i pretpostavimo da α 6= 0 (tj. A 6= 0 ) bez
uma�e�a opxtosti. Kako je

‖A‖2 = sup
f :‖f‖=1

‖Af‖2 = sup
f :‖f‖=1

〈Af,Af〉 = sup
f :‖f‖=1

〈f, A2f〉,
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to postoji niz normiranih vektora (un) takav da

lim
n→∞
〈un, A2un〉 = α2 .

Kako je A kompaktan, bez ograniqe�a mo�emo pretpostaviti da (A2un) kon-
vergira, recimo

lim
n→∞

A2un = α2u.

Da	e,

‖(A2 − α2)un‖
2

= ‖A2un‖
2 − 2α2〈un, A2un〉+ α4

≤ 2α2(α2 − 〈un, A2un〉) ,

(ovde smo koristili ‖A2un‖ ≤ ‖A‖‖Aun‖ ≤ ‖A‖2‖un‖ = α2 ) xto povlaqi
limn→∞(A2un − α2un) = 0, pa samim tim va�i i limn→∞ un = u. Dodatno, u
je normirani sopstveni vektor operatora A2 jer je (A2 − α2)u = 0 . Rastav-
	aju�i posled�u jednaqinu na (A − α)u = v i (A + α)v = (A + α)(A − α)u =
(A2 − α2)u = 0 pokazujemo da ili je v 6= 0 sopstveni vektor koji odgovara
vrednosti −α ili v = 0 , pa prema tome u 6= 0 jeste sopstveni vektor koji
odgovara sopstvenoj vrednosti α . Tra�ena vrednost sopstvena vrednost α0 je
upravo α , tj. α0 := α .

Napomi�emo da ograniqeni operator A ne mo�e imati sopstvene vrednosti
koje su po apsolutnoj vrednosti ve�e od ‖A‖ , tj. skup sopstvenih vrednosti
ograniqen je sa ‖A‖ .

Razmotrimo sada kompaktni simetriqni operator A sa sopstvenom vrednox-
�u α0 (kao gore) i odgovaraju�im normiranim sopstvenim vektorom u0 . Tada
mo�emo ustanoviti postoja�e ortonormirane baze sastav	ene od sopstvenih
vektora, imitiraju�i dokaz za konaqnodimenzionalan sluqaj. Posmatramo
skup

ν
(1)
0 = {f ∈ ν0

∣∣〈u0, f〉 = 0}. (1.23)

Primetimo da je ν
(1)
0 zatvoren vektorski potprostor i samim tim prostor sa

skalarnim proizvodom. Restrikcija preslikava�a A na ν
(1)
0 jeste preslika-

va�e u taj potprostor. To sledi iz: ako je f ∈ ν
(1)
0 , to �e biti 〈Af, u0〉 =

α0〈f, u0〉 = 0 i Af ∈ ν
(1)
0 . Oznaqimo ovu restrikciju sa A1 . Jasno je da se

nasle�uju svojstva simetriqnosti i kompaktnosti operatora A . Dakle, vi-
xestukom primenom prethodne teoreme dobijamo niz sopstvenih vrednosti αj
i odgovaraju�ih normiranih sopstvenih vektora uj . Xtavixe, po konstruk-
ciji, uj je ortogonalan na sve uk za k < j , pa prema tome sopstveni vekotri
{uj} qine orotonormiran sistem.

Uvedimo oznaku Ran(A) = {Ag
∣∣ g ∈ ν0} .

TEOREMA (Spektralna teorema za kompaktni simetriqni operator). Pret-
postavimo da je ν0 pred-Hilbertov prostor i A : ν0 → ν0 kompaktni si-
metriqni operator. Tada postoji niz realnih sopstvenih vrednosti (αj)
koji konvergira ka 0 . Odgovaraju�i normirani sopstveni vektori uj obrazuju
ortonormiran sistem u prostoru ν0 i za svaki f ∈ Ran(A) va�i da je

f =
∞∑
j=0

〈uj, f〉uj . (1.24)
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Ako je skup Ran(A) svuda gust, onda skup svih sopstvenih vektora obrazuje
ortonormiranu bazu prostora ν0 .

Dokaz: Postoja�e sopstvenih vrednosti αj i odgovaraju�ih sopstvenih
vektora uj ve� je ustanov	eno. Ako sopstvene vrednosti ne bi konvergirale
ka nuli, postojao bi ograniqen podniz (vk) definisan sa vk := α−1jk ujk za koji

(Avk) nema konvergentan podniz jer ‖Avk − Avl‖2 = ‖ujk − ujl‖
2 = 2 .

Da	e, neka je f = Ag ∈ Ran(A) . Stavimo da

fn =
n∑
j=0

〈uj, f〉uj, gn =
n∑
j=0

〈uj, g〉uj

i primetimo da

fn =
n∑
j=0

〈uj, Ag〉uj =
n∑
j=0

〈Auj, g〉uj =
n∑
j=0

αj〈uj, g〉uj = Agn.

Dakle,

‖f − fn‖ = ‖A(g − gn)‖ = ‖An+1(g − gn)‖ ≤ |αn+1|‖(g − gn)‖ ≤ |αn+1|‖g‖ ,

jer g − gn ∈ ν(n+1)
0 . Odatle sledi da fn → f , kad n→∞ , xto dokazuje (1.24)

u sluqaju da f ∈ Ran(A).
Da	e, neka je f ∈ ν0 proizvo	an vektor i pretpostavimo da je Ran(A)

svuda gust. Za fiksirano ε > 0 postoji f̃ε tako da ‖f − f̃ε‖ < ε
2
. Xtavixe,

prema prethodnom delu postoji f̂ε generisan sa {uj}nj=0 za neko dovo	no veliko

n tako da ‖f̃ε − f̂ε‖ < ε
2
. Prema tome, ‖f − f̂ε‖ < ε i kako je prema lemi fn

najbo	a aproksimacija generisana sa {uj}nj=0 , imamo da je ‖f−fn‖ ≤ ‖f−f̂ε‖ <
ε za svaki n > m gde m ∈ N neki dovo	no veliki broj. Time je relacija (1.24)
dokazana u opxtem sluqaju.

Ovo je sve xto �e nam biti potrebno i preostaje da primenimo dobijene
razultate na Xturm-Liuvilove operatore.
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2. Xturm-Liuvilova jednaqina

�elimo da predstavimo klasiqne Xturmove teoreme o nulama rexe�a li-
nearne diferencijalne jednaqine drugog reda specifiqnog oblika. Dakle,
govori�emo o tvr�e�ima do kojih je francuski matematiqar Xarl Xturm
doxao u periodu 1833{1836. godine i koji predstav	aju prve rezultate u tako-
zvanoj, kako bismo to danas nazvali, kvalitativnoj teoriji diferencijalnih
jednaqina. Bi�e reqi i o klasifikaciji tih jednaqina prema ponaxa�u nul̂a
�ihovih rexe�â. Pomenute teoreme razmatra�emo u duhu savremene teorije,
uz minimalne pretpostavke o koeficijentima diferencijalnih jednaqina.

2.1. Postoja�e i jedinstvenost rexe�a

Precizirajmo prvo oblik linearne diferencijalne jednaqine drugog reda
koji �emo razmatrati. Po�imo od opxte jednaqine

a(x)y′′(x) + b(x)y′(x) + c(x)y(x) = 0 ,

sa neprekidnim koeficijentima, definisanim na nekom intervalu realne prave,
pri qemu je a(x) 6= 0 na tom intervalu. Mno�e�i prethodnu jednakost integraci-
onim faktorom e

∫
b(x)/a(x) dx , nova jednaqina dobija oblik

(e
∫
b(x)/a(x) dxy′(x))′ + c(x)e

∫
b(x)/a(x) dxy(x) = 0 .

Dakle, pod navedenim uslovima, polazna jednaqina mo�e se prikazati u obliku

−(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x) = 0 , (2.1)

gde je p(x) := −e
∫
b(x)/a(x) dx i q(x) := c(x)e

∫
b(x)/a(x) dx . Obratno, ako se po�e od

jednaqine (2.1) u kojoj je funkcija p neprekidno diferencijabilna, a funkcija
q neprekidna na intervalu definisanosti jednaqine, onda ta jednaqina ,,lako
dobija" polazni opxti oblik.

Jednaqina (2.1) zove se Xturm-Liuvilova jednaqina.
Razmotrimo prvo problem postoja�a rexe�a nehomogene varijante dife-

rencijalne jednaqine (2.1). U sluqaju takve jednaqine, poqetni (ili Koxijev)
problem definixe se na slede�i naqin: Odrediti ono rexe�e diferencijalne
jednaqine

−(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x) = f(x) na intervalu J (2.2)

koja zadovo	ava poqetne uslove

y(c) = h, (py′)(c) = k, c ∈ J, h, k ∈ C , (2.3)
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gde je
J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, 1/p, q, f : J → C . (2.4)

Da bismo pomenuti poqetni problem mogli da razmatramo u najopxtijoj
mogu�oj sitauciji, uvedimo preslikava�e

(∀y ∈ C2([a, b],C)) (∀x ∈ [a, b]) L(y)(x) := −(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x) ,

pri qemu pretpostav	amo da je funkcija p neprekidno diferencijabilna na
segmentu [a, b] , a funkcija q neprekidna na tom segmentu. Tada L pred-
stav	a linearno preslikava�e prostora C2[a, b] u prostor C[a, b] . To pre-
slikava�e zove se formalni Xturm{Liuvilov diferencijalni ope-
rator pridru�en diferencijalnoj jednaqini (2.2) i on se prouqava u ,,kla-
siqnoj" teoriji diferencijalnih jednaqina. Me�utim, funkcija L(y) mo�e
da ima ,,sadr�ajno znaqe�e" i kada funkcija p nije diferencijabilna, a
funkcija y nema klasiqni drugi izvod. Da bismo to postigli, uvedimo slede�e
funkcije

y[0](x) := y(x) , y[1](x) := p(x)y′(x) , y[2](x) := q(x)y(x)− (y[1](x))′ .

(Ove funkcije zovu se redom kvazi{izvod nultog, prvog i drugog reda funkcije

y .) Funkcija y[1] je dobro definisana ako je funkcija y apsolutno neprekidna
na svakom podsegmentu segmenta [a, b] , a funkcija y[2] je dobro definisana
ako je funkcija y[1] apsoluno neprekidna na svakom podsegmentu pomenutog
segmenta. Pod prethodnim pretpostavkama, funkcija L(y) definisana je skoro
svuda na segmentu [a, b] , pri qemu je L(y)(x) = y[2](x) .

Sada mo�emo da uvedemo pojam rexe�aXturm{Liuvilove jednaqine (2.2), a
time i odgovaraju�eg Koxijevog problema, u prethodno opisanom ,,uopxtenom"
smislu.

Definicija. Pod rexe�em Xturm-Liuvilove jednaqine (2.2) podrazumeva-
mo funkciju y : J → C takvu da su y i y[1] = py′ apsolutno neprekidne
funkcije na svakom kompaktnom podintervalu intervala J i da je jednaqina
zadovo	ena skoro svuda na J .

Preostalo je da odredimo koje uslove treba da zadovo	avaju funkcije p, q, f
da bi prethodna definicija bila kompletirana. To �emo uqiniti u formu-
laciji slede�e teoreme, a za to nam je potrebna jox jedna klasa funkcija.
Za kompleksnu funkciju definisanu na intervalu J ka�emo da je lokalno
(Lebeg) integrabilna ako je ona mer	iva i integrabilna (u Lebegovom
smislu) na svakom kompaktnom intervalu sadr�anom u intervalu J . Klasa
takvih funkcija oznaqava se simbolom Lloc(J,C) .

TEOREMA. Pretpostavimo da

1/p, q, f ∈ Lloc(J,C). (2.5)

Tada svaki poqetni problem (2.2)-(2.4) ima rexe�e definisano na celom in-
tervalu J i ovo rexe�e je jedinstveno. Specijalno, ako su funkcije p, q, f
realne i ako je h, k ∈ R , onda postoji jedinstveno realno rexe�e definisano
na intervalu J .
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Dokaz: Iskoristi�emo poznatu vezu da je linearna diferencijalna jednaqina
drugog reda ekvivalentna sistemu prvog reda koji se sastoji od dve jednaqine.
Taqnije, ta veza u razmatranom sluqaju je slede�a: jednaqina (2.2) ekvivalentna
je sistemu

Y ′ = PY + F na J (2.6)

zapisanom u vektorskom obliku gde

P =

[
0 1/p
q 0

]
, F =

[
0
−f

]
, Y =

[
y
py′

]
. (2.7)

Jasno je da za proizvo	no rexe�e y jednaqine (2.2) vektor Y definisan u
(2.7) jeste rexe�e sistema (2.6); i obratno za proizvo	an vektor Y koji je
rexe�e sistema (2.6) �egova gor�a komponenta y je rexe�e jednaqine (2.2).

Dakle, dovo	no je da doka�emo da sistem (2.6) ima jedinstveno rexe�e.
Me�utim, to je direktna posledica opxte varjante Pikar-Lindelefove teo-
reme o postoja�u jedinstvenog rexe�a poqetnog problema, u kojoj se zahteva da
svi qlanovi matriqnih funkcija P i F jesu lokalno integrabilne funkcije,
xto je u naxem sluqaju ispu�eno.

Zanim	nivo je da je lokalna Lebeg integrbilnost koeficijenata jednaqine
ne samo dovo	an nego i neophodan uslov za postoja�e jedinstvenog rexe�a
poqetnog problema. U tom smislu su uslovi za koeficijente najminimalniji
mogu�i, tj. ne mogu se dodatno oslabiti. Prema tome, mo�emo re�i da je ovaj
oblik fundamentalne Pikar-Lindelefove teoreme najbo	i jer je pobo	xan do
kraj�ih granica i daje uslov tipa ,,ako i samo ako".

TEOREMA (Neophodan uslov). Ako poqetni problem (2.2)-(2.4) ima jedin-
stveno rexe�e u okolini taqke c za sve c ∈ J i svaki par h, k ∈ C , onda
uslovi (2.5) va�e.

Ova teorema je direktna posledica reprezentacije jednaqine (2.2) preko
sistema prvog reda, tu vezu konstruisali smo u dokazu prethodne teoreme, i
slede�eg tvr�e�a.

Tvr�e�e: (Everit-Rejs) Neka P : J → Mn(C) i F : J → Mn,1(C) gde je J
konaqan ili beskonaqan otvoreni interval realne prave. Ako za proizvo	an
u ∈ J i proizvo	ne linearno nezavisne konstantne vektore C1, . . . , Cn , svaki
poqetni problem

Y ′ = PY + F, Y (u) = Ci, i = 1, . . . , n,

ima jedinstveno rexe�e Yi na J , onda P ∈Mn(Lloc(J,C)) i F ∈Mn,1(Lloc(J,C)) .
Osim toga, ako svako rexe�e Yi pripada klasi C1 , onda postoje matriqne
funkcije P i F koje su neprekidne na intervalu J .

Dokaz: Razmotrimo prvo homogeni sistem, tj. sluqaj kada je F = 0 na J .
Neka je Yi vektor-rexe�e koje zadovo	ava Yi(u) = Ci i neka je Y matrica qija
je i−ta kolona Yi , i = 1, . . . , n . Tada je matriqno rexe�e Y nesingularno u
nekoj okolini Nu taqke u , pa na toj okolini va�i jednakost

P = Y ′Y −1 .
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Neka je K kompaktni podinterval od J . Kako otvoreni pokrivaq {Nu : u ∈ J}
skupa K ima konaqni potpokrivaq, mo�emo zak	uqiti da je Y jedinstveno
definisan i invertibilan na K . Poxto je Y neprekidan i invertibilan na
K , sledi da je Y −1 neprekidan i prema tome ograniqen na K . Tako�e, Y ′ je
integrabilan na K poxto je Y apsolutno neprekidan na K zbog qi�enice da
je rexe�e na J . Odatle sledi da je matrica P ,,integrabilna" na kompaktu
K , xto znaqi da P ∈Mn(Lloc(J,C)) .

Da bismo utvrdili i nehomogeni sluqaj, kada F nije identiqki nula na J ,
neka Y bude vektor-rexe�e jednaqine Y ′ = PY +F koje zadovo	ava Y (u) = 0
i izaberimo rexe�e Z ove jednaqine takvo da Z(u) = C i neka je V = Z−Y .
Tada V ′ = PV i V (u) = C . Poxto ovo va�i za proizvo	no C , mo�emo
zak	uqiti iz ve� dokaznog, specijalnog sluqaja, da P ∈ Mn(Lloc(J,C)) . Sada
F = V ′−PV ∈Mn,1(Lloc(J,C)) . Drugo tvr�e�e teoreme sledi iz same strukture
ovog dokaza.

U teoriji graniqnih problema spektralni parametar λ ite�inska funk-
cija w su od suxtinskog znaqaja; shodno tome, tako�e prouqavamo i jednaqinu

−(py′)′ + qy = λwy na J, λ ∈ C, (2.8)

gde
1/p, q, w ∈ Lloc(J,C), J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. (2.9)

Teoreme iz ovog dela mogu se jednostavno primeniti i na ovaj sluqaj ukoliko
uzmemo da f = 0 i zamenimo q sa q − λw u jednaqini (2.2).

2.2. Xturmova teorema o razdvaja�u

Kao xto smo najavili, ispitiva�emo ponaxa�e nulâ rexe�â jednaqine
(2.2). Vide�emo da su nule proizvo	nog netrivijalnog rexe�a, uz dodatnu
pretpostavku o pozitivnosti koeficijenta p , ,,fino" raspore�e�e unutar in-
tervala J . Tako�e, interesuje nas i ponaxa�e tih nula, kao i samih rexe�a, u
okolinama krajeva intervala. Prethodno, uvedimo pojmove i razmotrimo neka
tvr�e�a koja �e nam biti neophodna.

Definicija. Neka je J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞ . Razmotrimo jednaqinu
(2.2) sa uslovima (2.5). Za levu kraj�u taqku a intervala J ka�emo da je
regularna ako je

1/p, q, f ∈ L((a, d),C)

za neko d ∈ J , inaqe ka�emo da je singularna. Sliqno, za desnu kraj�u taqku
b intervala J ka�emo da je regularna ako

1/p, q, f ∈ L((d, b),C)

za neko d ∈ J , inaqe je singularna.
Primetimo da ukoliko uslovi iz prethodne definicije va�e za neko d ∈ J ,

onda oni va�e za svako d ∈ J .
Znaqaj naredne teoreme ogleda se u tome xto omogu�ava da se korektno

definixe graniqni problem za Xturm-Liuvilovu jednaqinu.
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TEOREMA. Neka va�i 1/p, q, f ∈ Lloc(J,C) . Tada:

(i) Za svako rexe�e y jednaqine (2.2) i �egov kvazi-izvod y[1] , graniqne
vrednosti

y(a) = lim
t→a+

y(t), y[1](a) = lim
t→a+

y[1](t)

obe postoje i konaqne su ako i samo ako su uslovi 1/p, q, f ∈ L((a, d),C)
ispu�eni za neko d ∈ J .

(ii) Za svako rexe�e y jednaqine (2.2) i �egov kvazi-izvod y[1] , graniqne
vrednosti

y(b) = lim
t→b−

y(t), y[1](b) = lim
t→b−

y[1](t)

obe postoje i konaqne su ako i samo ako su uslovi 1/p, q, f ∈ L((d, b),C)
ispu�eni za neko d ∈ J .

Dokaz prethodnih tvr�e�a proizilazi iz teoreme o neophodnom uslovu, kao
i iz naredne teoreme o neprekidnom produ�e�u rexe�a matriqne diferen-
cijalne jednaqine na krajeve intervala definisanosti. Prethodno navodimo
jednu opxtu varijantu Gronvolove leme koja se koristi u dokazu teoreme o
produ�e�u.

Lema (Gronvolova nejednakost). Neka je J = [a, b] . Pretpostavimo da je
g iz klase L(J,R) pri qemu je g ≥ 0 skoro svuda i f realno-vrednosna i
neprekidna na J .

(i) (,,desna" Gronvolova nejednakost) Ako je y neprekidna, realno-vrednosna
i zadovo	ava

y(t) ≤ f(t) +

∫ t

a

g(s)y(s)ds, a ≤ t ≤ b,

onda

y(t) ≤ f(t) +
(∫ t

a

f(s)g(s) exp
(∫ t

s

g(u)du
)
ds
)
, a ≤ t ≤ b.

Specijalno, kada je f(t) = c , konstanta, dobijamo

y(t) ≤ c exp
(∫ t

a

g(s)ds
)
, t ∈ J.

Specijalno, kada je f neopadaju�a na [a, b] dobijamo

y(t) ≤ f(t) exp
(∫ t

a

g(s)ds
)
, a ≤ t ≤ b.

(ii) (,,leva" Gronvolova nejednakost) Ako je y neprekidna, realno-vrednosna
i zadovo	ava

y(t) ≤ f(t) +

∫ b

t

g(s)y(s)ds, a ≤ t ≤ b,

onda

y(t) ≤ f(t) +
(∫ b

t

f(s)g(s) exp
(∫ s

t

g(u)du
)
ds
)
, a ≤ t ≤ b.
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Specijalno, kada je f(t) = c , konstanta, dobijamo

y(t) ≤ c exp
(∫ b

t

g(s)ds
)
, t ∈ J.

Specijalno, kada je f neraastu�a na [a, b] dobijamo

y(t) ≤ f(t) exp
(∫ b

t

g(s)ds
)
, a ≤ t ≤ b.

TEOREMA. Neka je J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞ . Pretpostavimo da

P ∈Mn(Lloc(a, c),C), F ∈Mn,m(Lloc(a, c),C).

(i) Neka dodatno va�i i

P ∈Mn(L(a, c),C), F ∈Mn,m(L(a, c),C).

za neko c ∈ (a, b) . Za neko u ∈ J i C ∈ Mn,m(C) neka je Y rexe�e

poqetnog problema

{
Y ′ = PY + F

Y (u) = C, u ∈ J, C ∈Mn,m(C)
na intervalu J .

Tada graniqna vrednost
Y (a) = lim

t→a+
Y (t)

postoji i konaqna je.

(ii) Neka dodatno va�i i

P ∈Mn(L(c, b),C), F ∈Mn,m(L(c, b),C).

za neko c ∈ (a, b) . Za neko u ∈ J i C ∈ Mn,m(C) neka je Y rexe�e

poqetnog problema

{
Y ′ = PY + F

Y (u) = C, u ∈ J, C ∈Mn,m(C)
na intervalu J .

Tada graniqna vrednost
Y (b) = lim

t→b−
Y (t)

postoji i konaqna je.

Dokaz: Doka�imo tvr�e�e za sluqaj desnog kraja b , dokaz za levi kraj a je
potpuno analogan. Iz eksplictnog oblika Koxijevog rexe�a primenom Gron-
volove leme dobijamo ocenu

|Y (t)| ≤ (|C|+
∫ b

a

|F |) exp(

∫ b

a

|P |), a < t < b

iz koje sledi da je |Y | ograniqeno na [c, b) za c ∈ J , recimo nekom konstantom
B . Neka je {bi} proizvo	an strogo rastu�i niz koji te�i ka b . Tada za j > i
nalazimo

|Y (bj)− Y (bi)| = |
∫ bj

bi

PY | ≤ B

∫ bj

bi

|P |.

Odavde na osnovu apsolutne neprekidnosti Lebegovog integrala sledi da je
{Y (bi) : i ∈ N} Koxijev niz i prema tome te�i konaqnoj graniqnoj vrednosti.

Vratimo se sada nulama rexe�â Xturm{Liuvilove jednaqine. Naredna
lema opisuje globalni ,,raspored" tih nula u oblasti definisanosti rexe�a,
a tako�e omogu�ava kasniju klasifikaciju tih rexe�a, vezanu za fenomen os-
cilatornosti.
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Lema. Neka je data jednaqina

−(py′)′ + qy = λwy na J, λ ∈ R, (2.10)

pri qemu
1

p
, q, w ∈ Lloc(J,R), J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞ (2.11)

i pretpostavimo da je p > 0 skoro svuda na J . Tada su nule svakog netri-
vijalnog rexe�a y jednaqine (2.10) izolovane u unutrax�osti intervala J .
Ako netrivijalno rexe�e y ima nulu u regularnom kraju intervala J , tada
postoji odgovraju�a jednostrana okolina tog kraja u kojoj y nema drugih nula.

Dakle, jedino singularni kraj intervala J mo�e biti taqka nagomilava�a
nula nekog netrivijalnog rexe�a y jednaqine (2.10).

Dokaz: Prvo pokazujemo da ako y ima uzastopne nule c, d ∈ (a, b), c < d , onda
(py′)(h) = 0 za neko h ∈ (c, d) . Dobijamo

0 = y(d)− y(c) =

∫ d

c

y′ =

∫ d

c

1

p
(py′) = (py′)(h)

∫ d

c

1

p

prema teoremi o sred�oj vrednosti za Lebegov integral. (Podse�amo da je py′

neprekidna na J .) Dakle, va�i (py′)(h) = 0 ili
∫ d
c

1
p

= 0 , ali ovo drugo bi

dalo da 1
p

= 0 skoro svuda na (c, d) xto je u kontradikciji sa pretpostavkom

da je p > 0 skoro svuda na (a, b) .
Sada da bismo dokazali tvr�e�e pretpostavimo da postoji niz {tn ∈ (a, b) :

n ∈ N0} takav da tn → t0 i y(tn) = 0, n ∈ N0 . Tada y(t0) = 0 poxto je y
neprekidna i na osnovu prvog dela dokaza dobijamo niz {hn : n ∈ N} pri qemu
hn → t0 takav da (py′)(hn) = 0 . Poxto je y[1] neprekidna na (a, b) , sledi da
y[1](t0) = 0 . Ali y(t0) = 0 i y[1](t0) = 0 povlaqi da je y identiqki jednako
nuli na J zbog jedinstvenosti rexe�a poqetnog problema. Na osnovu dobijene
kontradikcije, zak	uqujemo da tvr�e�e va�i.

Sada mo�emo da formulixemo i doka�emo prvu od slavnih Xturmovih
teorema.

TEOREMA (Xturmova teorema o razdvaja�u). Neka koeficijenti jednaqine
(2.10) zadovo	avaju uslove (2.11) i neka je p > 0 skoro svuda na J . Ako su y i
z linearno nezavisna rexe�a jednaqine (2.10), onda z ima nulu izme�u svake
dve nule rexe�a y .

Dokaz: Pretpostavimo da y(c) = 0 = y(d) . Poxto su y i z linearno
nezavisni nijedno od �ih nije trivijalno rexe�e i nemaju zajedniqkih nula.
Prema prethodnom tvr�e�u mo�emo pretpostaviti da su c i d uzastopne nule
rexe�a y i da je c < d . Da	e, zame�uju�i y sa −y , ukoliko je neophodno,
mo�emo pretpostaviti da je y > 0 na otvorenom intervalu (c, d) . Tada

0 < y(t)− y(c) =

∫ t

c

1

p
(py′).

Ovo povlaqi da (py′)(c) > 0 . Inaqe, poxto je py′ neprekidna i (py′)(c) nije
nula, pretpostavka da (py′)(c) < 0 povlaqi da je py′ negativno u nekoj desnoj
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okolini taqke c , a ovo je u suprotnosti sa gor�om jednaqinom. Sliqno dobi-
jamo da (py′)(d) < 0 .

Sada mno�e�i jednaqinu za y sa z i jednaqinu za z sa y i oduzimaju�i
ih, dobijamo

0 = z(py′)′ − y(pz′)′ = [z(py′)− y(pz′)]′ .

Integracijom nalazimo da

z(d)(py′)(d)− z(c)(py′)(c) = 0 .

Pretpostavimo da z nema nula u (c, d) . Ako je z > 0 na (c, d) , onda je leva
strana gor�e jednaqine pozitivna xto daje kontradikciju. Sliqno kontradik-
ciju dobijamo i za sluqaj z < 0 , qime je dokaz zavrxen.

Ci	 slede�eg primera je da ilustruje da pretpostavka p > 0 skoro svuda
na J ne mo�e biti izostav	ena.

Primer. Jednaqina

−(py′)′ = 0 na (0, 1),
1

p(t)
= t−2 sin(

1

t
), 0 < t < 1

ima rexe�a u(t) = 1, v(t) = cos(1
t
), 0 < t < 1 na (0, 1) . Rexe�e u nema nula

na intervalu (0, 1) , dok je rexe�e v oscilatorno u nuli, tj. ima bekonaqan
broj nula u proizvo	noj desnoj okolini taqke 0 . Kraj�a taqka 0 je singu-
larna. Razmotrimo ovu jednaqinu na intervalu J = (ε, 1), 0 < ε < 1 . Tada
rexe�e u nema nula na J i za proizvo	an pozitivan ceo broj n mo�emo
izabrati ε dovo	no malo tako da rexe�e v ima n nula u intervalu J .

2.3. Xturmova teorema o pore�e�u

Fraza rexe�e diferencijalne jednaqine je oscilatorno u datoj taqki ko-
risti se u situaciji kada pomenuta taqka jeste taqka nagomilava�a skupa nula
tog rexe�a ( v. prethodni primer). Prema lemi iz prethodnog ode	ka, rexe�e
diferencijalne jednaqine (2.10) mo�e biti oscilatorno samo u singularnom
kraju intervala J . Sa druge strane, iz Xturmove teoreme o razdvaja�u sledi
da u singularnom kraju ili sva rexe�a te jednaqine jesu oscilatorna ili ni-
jedno nije. S tim u vezi dajemo slede�e definicije u sluqaju diferencijalne
jednaqine

−(py′)′ + qy = 0 na J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞ , (2.12)

pri qemu je 1/p, q ∈ Lloc(J,R) i p > 0 skoro svuda na J .

Definicija. (i) Kraj a ( kraj b ) naziva se oscilatornim ako postoji
rexe�e u jednaqine (2.12) koje ima bar jednu nulu u intervalu (a, c)
(u intervalu (c, b) ) za svaku taqku c ∈ J .

(ii) Ka�emo da je diferencijalna jednaqina (2.12) oscilatorna u taqki a
( u taqki b ) ako je taqka a (taqka b ) oscilatorna.
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Na osnovu Xturmove teoreme o razdvaja�u zak	uqujemo da su sva netrivi-
jalna rexe�a oscilatorna u singularnoj taqki jednaqine ili nijedno od �ih
nije oscilatorno. Dakle, oscilatornost u datom singularnom kraju je svoj-
stvo same jednaqine, koje ne zavisi od partikularnog rexe�a. Prema tome,
prethodna definicija je korektna.

Uvedena definicija omogu�ava da sve jednaqine tipa (2.12) razvrstamo u dve
disjunktne klase koje �emo oznaqavati sa O (oscilatorne) i NO (neoscila-
torne). Ova klasifikacija va�i u svakom singularnom kraju i naravno mo�e
se razlikovati u krajevima a, b odgovaraju�eg intervala J .

Sada se bavimo Xturmovom teoremom o pore�e�u koja je veoma bitno sred-
stvo za dobija�e dovo	nih uslova za oscilatornost.

TEOREMA (Xturmova teorema o pore�e�u). Pridru�imo diferencijalnoj
jednaqini (2.12), uz tamo navedene uslove za koeficijente, poredbenu jednaq-
inu

(Pz′)′ +Qz = 0 na J. (2.13)

Pretpostavimo da 1/P, Q ∈ Lloc(J,R) i da je zadovo	eno

Q ≥ q, 0 < P ≤ p na J. (2.14)

Ako je y netrivijalno rexe�e jednaqine (2.12) koje zadovo	ava y(c) = 0 =
y(d) za neke c, d ∈ J, c < d , onda svako rexe�e jednaqine (2.13) ima nulu u
zatvorenom intervalu [c, d] .

Dokaz: Poxto su nule rexe�a y izolovane prema lemi iz prethodnog ode	ka,
mo�emo pretpostaviti da su c i d uzastopne nule rexe�a y . Zame�uju�i y
sa −y , ukoliko je to neophodno, mo�emo tako�e pretpostaviti da je y > 0 na
(c, d) . Pretpostavimo da je z netrivijalno rexe�e poredbene jednaqine (2.13)
koje nema nula u [c, d] . Tada direktnim, mada zamornim, raqunom dobijamo
takozvani Pikonov identitet:

[
y

z
(py′z − Pz′y)]′ = (Q− q)y2 + (p− P )y′2 + P

(yz′ − zy′)2

z2
. (2.15)

integracijom dolazimo do∫ d

c

(Q− q)y2 +

∫ d

c

(p− P )y′2 = −
∫ d

c

P
(yz′ − zy′)2

z2
. (2.16)

Pretpostavka (2.14) povlaqi da yz′ − zy′ = 0 skoro svuda na [c, d] . Odatle je
f = y/z = 0 i poslediqno je y = 0 na [c, d] . Na osnovu teoreme o jedinstvenosti
rexe�a za poqetni problem sledi da je y trivijalno rexe�e na J i ovom
kontradikcijom je dokaz zavrxen.

2.4. Oscilatornost rexe�a

�elimo da u ovom delu proxirimo i podrobnije opixemo koncept osci-
latornosti uveden u prethodnom ode	ku. U tom ci	u, za poqetak predstavimo
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Xturm-Liuvilovu jednaqinu u obliku koji je pogodan za teoriju oscilatorno-
sti. Znak ,,minus" ispred glavnog qlana diferencijalne jednaqine (2.12) od
znaqaja je u spektralnoj teorijiXturm{Liuvilovog operatora, dok se u teoriji
oscilatornosti prouqava jednaqina oblika

My = (py′)′ + qy = 0 na J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, (2.17)

pri qemu pretpostav	amo da koeficijenti zadovo	avaju

1/p, q ∈ Lloc(J,R), p > 0 skoro svuda na J. (2.18)

Pri tome, sve do sada ustanov	ene qi�enice, vezane za oscilatornost, ostaju
na snazi i u ovom sluqaju. Dakle, prema lemi iz ode	ka o Xturmovoj teoremi o
razdvaja�u nijedno netrivijalno rexe�e jednaqine (2.17) ne mo�e imati taqku
nagomilava�a nula u unutrax�osti intervala J niti u regularnom kraju tog
intervala. Nule, ako ih ima, svakog netrivijalnog rexe�a jednaqine (2.17)
unutar intervala J su izolovane. Prema tome, samo krajevi intervala J
mogu biti taqke nagomilava�a nula netrivijalnog rexe�a jednaqine (2.17) i
to se mo�e dogoditi samo u singularnom kraju.

Definicija. Neka su u, v realna rexe�a jednaqine (2.17). Tada

• u se naziva istaknuto rexe�e u taqki a ako

(i) u(t) 6= 0 za t ∈ (a, d] i neko d ∈ J ,
(ii) svako rexe�e y jednaqine (2.17) koje nije umno�ak od u zadovo	ava

u(t)/y(t) → 0 kad t → a+ . (Primetimo da y(t) 6= 0 za t u nekoj
desnoj okolini taqke a , prema Xturmovoj teoremi o razdvaja�u.)

• v se naziva neistaknuto rexe�e u taqki a ako

(i) v(t) 6= 0 za t ∈ (a, d] i neko d ∈ J ,
(ii) v nije istaknuto rexe�e u taqki a .

Istaknuto i neistaknuto rexe�e u taqki b definixu se na analogan naqin.

Da bismo pojednostavili izlaga�e, xto je u kraj�oj liniji i u maniru
prethodne definicije, u nastavku formulixemo sve iskaze za levu kraj�u
taqku. Potpuno analogne definicije i tvrd�e va�e i za desnu kraj�u taqku.

Direktna posledica definicije je slede�e tvr�e�e:

Lema. Ako jednaqina (2.17) ima istaknuto rexe�e u u taqki a , onda svaki
nenula realni umno�ak od u jeste tako�e istaknuto rexe�e i nema drugih
rexe�a koja su istaknuta u taqki a .

Prema prethodnoj lemi istaknuto rexe�e u u kraj�oj taqki, ukoliko po-
stoji, jedinstveno je do na mno�e�e realnom konstantom. Neistaknuta rexe�a
nikada nisu jedinstvena; iz slede�eg razloga: ako je v neistaknuto rexe�e i u
istaknuto rexe�e, oba u istoj kraj�oj taqki, onda v+cu je tako�e neistaknuto
rexe�e za svako c ∈ R . Jednostavni primeri pokazuju da jedno isto rexe�e
mo�e biti istaknuto u jednoj kraj�oj taqki, dok je u drugoj neistaknuto.
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U prethodnom ode	ku uveli smo pojam oscilatornih i neoscilatornih jed-
naqina. Ispitajmo sada kakva je �ihova veza sa novouvedenim pojmom istaknu-
tog odnosno neistaknutog rexe�a. Jasno je odmah da se istaknuta odnosno
neistaknuta rexe�a ne mogu pojaviti u oscilatornim krajevima.

Ako je jednaqina (2.17) regularna u taqki a , onda za proizvo	no rexe�e
y funkcije y i py′ mogu biti neprekidno produ�ene do taqke a i istaknuto
rexe�e u postoji i zadovo	ava poqetne uslove: u(a) = 0, (pu′)(a) 6= 0 . Za
svako neistaknuto rexe�e v u taqki a mora va�iti v(a) 6= 0 .

Stav. Jednaqina (2.17) je neoscilatorna u taqki a ako i samo ako postoji
istaknuto rexe�e u taqki a .

Slede�i rezultat daje karakterizaciju istaknutih i neistaknutih rexe�a.

Tvr�e�e: Pretpostavimo da je jednaqina (2.17) neoscilatorna u taqki a .
Neka su u, v realna rexe�a koja zadovo	avaju u(t) 6= 0, v(t) 6= 0 za t ∈ (a, d] i
neko d ∈ J . Tada

(i) u je istaknuto rexe�e u taqki a ako i samo ako∫ d

a

dt

pu2(t)
=∞,

(ii) v je neistaknuto rexe�e u taqki a ako i samo ako∫ d

a

dt

pv2(t)
<∞,

(iii) ako je u istaknuto rexe�e i v neistaknuto rexe�e u taqki a , onda
postoji c ∈ R, c 6= 0, takvo da

u(t) = v(t)

∫ t

a

c

pv2(s)
ds, a < t ≤ d,

(iv) ako je u istaknuto rexe�e i v neistaknuto rexe�e u taqki a , onda

|u(t)v(x)| < |u(x)v(t)| za a < t < x ≤ d.

Sada �emo pomenuti nekoliko klasiqnih kriterijuma za ispitiva�e os-
cilatornosti jednaqine u taqki ∞ . Dakle, neka va�e (2.17) i (2.18) pri qemu
je J poluprava, tj. J = (a,∞) za neki a , 1 < a < ∞ i p = 1 . Primeni�emo
Xturmovu teoremu o pore�e�u koriste�i jednaqinu sa konstantnim koefici-
jentima

y′′ + δy = 0

za pore�e�e. Nalazimo da va�i slede�e

(i) ako q(t) ≥ δ > 0 , onda je jednaqina oscilatorna;

(ii) ako q(t) ≤ 0 , onda je jednaqina neoscilatorna.
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Praznina izme�u 0 i δ ostav	a prostor koji mo�e biti su�en koriste�i
Ojlerovu jednaqinu

y′′ +
1

4t2
y = 0

kao poredbenu jednaqinu xto je uqinio Kneser 1893. godine:

(i) ako q(t) ≥ 1+δ
4t2

, onda je jednaqina oscilatorna;

(ii) ako q(t) ≤ 1
4t2

, onda je jednaqina neoscilatorna.

Kneserov kriterijum mo�e se pobo	xati korixte�em slede�eg proxi-
re�a Ojlerove poredbene jednaqine:

y′′ + (
1

4t2
+

c

4(t ln t)2
)y = 0 .

(iii) Ako c > 1 , onda je jednaqina oscilatorna;

(iv) ako c ≤ 1 , onda je jednaqina neoscilatorna.

Ovaj proces mo�e se nastaviti da bi se dobio niz jaqih rezultata. Slede�a
poredbena jednaqina je

y′′ + (
1

4t2
+

1

4(t ln t)2
)y +

c

4(t ln(ln t))2
y = 0 .

(v) Ako c > 1 , onda je jednaqina oscilatorna;

(vi) ako c ≤ 1 , onda je jednaqina neoscilatorna.

I tako da	e proces se mo�e nastav	ati...
Sada dokazujemo jedan od najbo	ih me�u poznatim kriterijuma koji uk	uquje

oba koeficijenta jednaqine i poznat je pod nazivom integralni test.

TEOREMA. Neka va�e (2.17) i (2.18).

• Ako ∫ b

c

dt

p(t)
=∞ i

∫ b

c

q(t)dt =∞

za neko c ∈ J , onda je jednaqina (2.17) oscilatorna u taqki b .

• Ako ∫ c

a

dt

p(t)
=∞ i

∫ c

a

q(t)dt =∞

za neko c ∈ J , onda je jednaqina (2.17) oscilatorna u taqki a .

Dokaz: Dokazujemo tvr�e�e samo za desnu kraj�u taqku b , dokaz za levi
kraj a je potpuno anologan. Pretpostavimo neoscilatornost u taqki b i neka
su u, v pozitivno istaknuto i neistaknuto rexe�e, respektivno, na [d, b) za
neko d ∈ J . Oznaqavaju�i sa q = −(pv′)′/v na [d, b) i prime�uj�i parcijalnu
integraciju dobijamo∫ t

d

(pv′)′

v
(s)ds =

(pv′)

v
(t)− (pv′)

v
(d)−

∫ t

d

pv′
−v′

v2
(s)ds =

(pv′)

v
(t)− (pv′)

v
(d)
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+

∫ t

d

1

p

(pv′)2

v2
(s)ds = −

∫ t

d

q(s)ds→ −∞ kad t→ b.

Dakle, (pv′)(t)/v(t) → −∞ kad t → b i pv′ je negativno blizu b . Dakle, v
je opadaju�a u levoj okolini taqke b i prema tome ima graniqnu vrednost b ,
recimo,

v(t)→ L kad t→ b, 0 ≤ L <∞.

Iz ovoga sledi da, za neko h ∈ [d, b) i neko ε > 0 imamo

v2(t) < L2 + ε,
1

v2(t)
>

1

L2 + ε
, d ≤ h ≤ t < b.

Ovo povlaqi da ∫ t

h

ds

pv2(s)
≥ 1

L2 + ε

∫ t

h

ds

p(s)
, d ≤ h ≤ t < b.

Ovo i pretpostavka zajedno daju da∫ b

h

dt

pv2(t)
=∞ ,

xto je u kontradikciji sa taqkom (ii) prethodnog tvr�e�a s obzirom da je v
neistaknuto rexe�e u taqki b .

2.5. Deta	nije o vezi Xturm-Liuvilove jedna-

qine i pridru�enog sistema prvog reda

U ovom ode	ku razmatramo jedan od osnovnih rezulata iz teorije sistema
linearnih diferencijalnih jednaqina, koji �e igrati va�nu ulogu u slede�oj
glavi, a vezan je za Xturm{Liuvilovu jednaqinu sa spektralnim parametrom,
tj. za jednaqinu

−(p(x)y′)′+(q(x)−λw(x))y = 0 na J = (a, b), −∞ < a < b <∞, λ ∈ C. (2.19)

Pritom pretpostav	amo da su ispu�eni slede�i uslovi:

w, q ∈ C0([a, b],R), p ∈ C1([a, b],R), p(x), w(x) > 0, x ∈ [a, b]. (2.20)

Pod navedenim uslovima, za jednaqinu (2.19) ka�e se da je regularna.
Primetimo da pod uslovima (2.20) svako rexe�e jednaqine (2.19) pripada

klasi C2(J,C) , a sama jednaqina (2.19) ekvivalentna je sistemu diferencijal-
nih jednaqina prvog reda

y′ =
1

p(x)
z ,

z′ = (q(x)− λw(x))y ,

(2.21)

27



gde z(x) = y[1](x) = p(x)y′(x) . Dakle, vidimo da postoji jedinstveno rexe�e
ako su p(x)−1, q(x) i w(x) neprekidne na J . Prema ranije razvijenoj teoriji,
isti zak	uqak va�i i ako se samo pretpostavi da su prethodne funkcije
lokalno integrabilne na intervalu J .

Fundamentalna matrica sistema (2.21) data je sa

Π(λ, x, x0) =

(
c(λ, x, x0) s(λ, x, x0)

p(x)c′(λ, x, x0) p(x)s′(λ, x, x0)

)
, λ ∈ C, (2.22)

gde je c = c(λ, x, x0) rexe�e jednaqine (2.19) koje zadovo	ava poqetne uslove
c(λ, x, x0) = 1, p(x0)c

′(λ, x, x0) = 0 , a s = s(λ, x, x0) je rexe�e koje zadovo-
	ava poqetne uslove s(λ, x, x0) = 0, p(x0)s

′(λ, x, x0) = 1 . Pritom je x0 ∈ J
proizvo	na fiksirana taqka.

Iz prethodnog da je Π(λ, x, x0) neprekidna u odnosu na x i x0 , ali u odnosu
na λ va�i mnogo jaqi rezultat. Podse�amo da se funkcija naziva cela ako je
analitiqka u celoj kompleksnoj ravni C .

Sada mo�emo da formulixemo osnovni rezultat koji smo pomenuli u uvodu
ovog ode	ka. �egov dokaz izostav	amo, jer je veoma suptilan i izlazi iz
domena ovog rada.

Lema. Fundamentalna matrica Π(λ, x, x0) je cela funkcija u odnosu na
promen	ivu λ za sve fiksirane (x, x0) ∈ J × J .

Na kraju ovog ode	ka navodimo jox neke poznate qi�enice iz teorije si-
stema linearnih diferencijalnih jednaqina; one �e nam biti potrebne u slede-
�oj glavi.

Prvo, prema poznatoj Liuvilovoj formuli, modifikovani vronskijan ,

Wx(u, v) = u(x)p(x)v′(x)− p(x)u′(x)v(x) , (2.23)

nezavisan je od x ako su u(x) i v(x) rexe�a jednaqine (2.19) za fiksirano
λ ∈ C . Specijalno va�i jednakost,

det Π(λ, x, x0) = W (c(λ, · , x0), s(λ, · , x0)) = 1 . (2.24)

Drugo, rexe�e nehomogene jednaqine oblika

−(p(x)y′)′ + (q(x)− λw(x)) = g(x)w(x) (2.25)

jeste funkcija

y(x) = y(x0)c(λ, x, x0) + y′(x0)s(λ, x, x0) +

∫ x

x0

s(λ, x, t)g(t)w(t)dt . (2.26)

Tre�e, ako su u, v linearno nezavisna rexe�a jednaqine (2.19), onda va�e
jednakosti

c(λ, x, x0) =
u(x)p(x0)v

′(x0)− p(x0)u′(x0)v(x)

W (u, v)
,

s(λ, x, x0) =
u(x)v(x0)− u(x0)v(x)

W (u, v)
.

(2.27)

Jasno je da su obe funkcije rexe�a, a poqetni uslovi se trivijalno prove-
ravaju. Napomi�emo jox da funkcije u, v zavise i od parametra λ : u =
u(λ, x), v = v(λ, x) .
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3. RegularniXturm-Liuvilov graniqni

problem: razdvojeni graniqni uslovi

U ovoj glavi razmatramo savremenu varijantuXturm-Liuvilovog graniqnog
problema. Taj problem definisan je Xturm-Liuvilovom diferencijalnom
jednaqinom (na konaqnom intervalu) i tzv. razdvojenim graniqnim uslovima.
Za odgovaraju�i Xturm-Liuvilov diferencijalni operator rexavaju se pro-
blemi tipa (I) i (II) koji su formulisani u Uvodu.

Klasiqna varijanta pomenutog problema prvi put formulisana je i prouqa-
vana u slavnom zajedniqkom radu Xturma i �ozefa Liuvila iz 1837. godine.
Rad se osla�a na prethodne Xturmove rezultate o rexe�ima jednaqine (2.1)
(prikazane u prethodnoj glavi) i u �emu se prouqava mogu�nost da se elementi
jedne xiroke klase funkcija razviju u funkcionalni red (Furijeovog tipa),
generisan posebnim nizom rexe�a te jednaqine. Taj rad predstav	a klicu iz
koje se razvila savremena spektralna teorija diferencijalnih operatora.

3.1. Xturm-Liuvilov operator i graniqni uslovi

Osnovni rezultati ove glave bi�e dokazani pomo�u pred-Hilbertove teorije,
koju smo prikazali u prvoj glavi. Za to �e nam biti potreban jedan takav
,,radni" prostor. Neka je ν0 := C([a, b],C) prostor snabdeven skalarnim proi-
zvodom koji je definisan relacijom

〈f, g〉 =

∫
I

f(x)*g(x)w(x)dx . (3.1)

Razmatramo spektralni oblikXturm-Liuvilove jednaqine na proizvo	nom
segmentu [a, b] ⊂ R , tj. jednaqinu:

−(p(x)y′)′ + q(x)y = λw(x)y, λ ∈ C, (3.2)

pri qemu pretpostav	amo da koeficijenti jednaqine zadovo	avaju uslove (2.20).
Uslov pozitivnosti te�inske funkcije omogu�ava da se ova jednaqina napixe
u obliku

1

w(x)

(
− (p(x)y′)′ + q(x)y

)
= λy. (3.3)

Leva strana jednakosti (3.3) definixe jedan formalni diferencijalni ope-
rator L :

Ly :=
1

w(x)

(
− (p(x)y′)′ + q(x)y

)
. (3.4)

29



Ovaj operator− diferencijalni izraz dejstvuje na dva puta neprekidno dife-
rencijabilne funkcije i ,,prebacuje" ih u neprekidne funkcije. Pomo�u dife-
rencijalnog izraza L definixemo ,,pravi" diferencijalni operator L uvo-
�e�em slede�eg vektorskog prostora:

D(L) = {f ∈ C2([a, b],C)
∣∣BCa(f) = BCb(f) = 0}, (3.5)

gde je

BCa(f) := cos (α)f(a)− sin(α)p(a)f ′(a),

BCb(f) := cos (β)f(b)− sin(β)p(b)f ′(b) .
(3.6)

Kao xto �e biti pokazano ni�e, ovaj (pot)prostor je svuda gust u pred-Hilber-
tovom prostoru ν0 . Definiximo operator L : D(L)→ C([a, b],C) pomo�u

(∀f ∈ D(L))(∀x ∈ [a, b]) L(f)(x) := L(f)(x) .

Ovaj operator zove se Xturm-Liuvilov diferencijalni operator.
Da je oblast definisanosti tog operatora gusta u prostoru ν0 pokazuje

slede�e tvr�e�e.

Lema. Skup dvaput diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosaqem
C2
c ((a, b),C) je svuda gust u ν0 .

Dokaz: Neka je P (x) = 30
∫ x
0
y2(y−1)2dy = x3(6x2−15x+10) . Napomi�emo da

je po konstrukciji P (x) monotono rastu�a od 0 do 1 (specijalno 0 ≤ P (x) ≤ 1
za 0 ≤ x ≤ 1 ) i obe funkcije P ′(x) kao i P ′′(x) anuliraju se u x = 0 i x = 1 .
Stavimo P (x) = 0 za x ≤ 0 i P (x) = 1 za x ≥ 1 da bi bilo P (x) ∈ C2(R)

Da	e biramo f iz C([a, b],C) . Kako je f ravnomerno neprekidna mo�emo
na�i δ > 0 za svako ε > 0 tako da |f(x) − f(y)| ≤ ε kad god |x − y| ≤ δ .
Uma�uju�i δ , mo�emo pretpostaviti da je b − a = nδ za neki ceo broj n i
δ ≤ ε . Sada stavimo xj = a+ jδ, 0 ≤ j ≤ n i definiximo

fε(x) = f(x1)P
(x− a− δ/2

δ/2

)
+

n−1∑
j=1

(
f(xj+1 − f(xj)

)
P
(x− xj

δ

)
−f(xn−1)P

(x− b+ δ

δ/2

)
.

Tada fε ∈ C2
c ((a, b),C) i maxx∈[x1,xn−1] |f(x)− fε(x)| ≤ ε . Dakle,

‖f − fε‖2 ≤ 8M2R2δ + ε2R2(b− a) ≤ ε(8M2 + ε(b− a))R2 ,

gde M = maxx∈[a,b] |f(x)|, R = maxx∈[a,b] |r(x)| odakle tvr�e�e sledi.

Nije texko pokazati da isto va�i u sluqaju C∞c ((a, b),C) .
Vratimo se sada na graniqne probleme. Xturm-Liuvilov graniqni pro-

blem definixe se na slede�i naqin: Odrediti sva rexe�a y diferencijalne
jednaqine (3.2) koja zadovo	avaju graniqne uslove

BCa(y) = 0 , BCb(y) = 0 . (3.7)
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S obzirom da oba kraja segmenta [a, b] jesu regularna u smislu poznate
definicije, za ovaj graniqni problem (kao i za sam operator L ) ka�e se da je
regularan. Kako su uslovi koje rexe�e i �egov prvi izvod treba da zadovo-
	avaju dati posebno u taqki a i posebno u taqki b , uslovi (3.7) nazivaju se
razdvojeni graniqni uslovi. Specijalno, ako su samo vrednosti rexe�a
u krajevima segmenta jednake nuli, onda je req o Dirihleovim graniqnim
uslovima; ako to isto va�i samo za vrednosti izvodne funkcije, onda se radi
o Nojmanovim graniqnim uslovima.

Mo�e se pretpostaviti, bez ograniqe�a opxtosti, da je α ∈ [0, π) u graniq-
nim uslovima (3.7).

Na kraju, napomenimo slede�e: Jednaqina (3.3) pokazuje da rexava�e zada-
tog Xturm-Liuvilovog graniqnog problema jeste ekvivalentno odre�iva�u

skupa svih sopstvenih vrednosti odgovaraju�ih sopstvenih funkcija Xturm-

-Liuvilovog operatora L .

3.2. Svojstva Xturm-Liuvilovog operatora :

Lagran�ov identitet, Grinova funkcija,

rezolventa

Za ispitava�e spektralnih svojstava Xturm{Liuvilovog operatora L ko-
risti�emo ve� prikazanu pred{Hilbertovu teoriju. Dakle, prvo bi bilo po�e-
	no ustanoviti da je taj operator simetriqan i to je uqi�eno u slede�em
izlaga�u. Koriste�i dvaput parcijalnu integraciju dobijamo Lagran�ov
identitet ∫ d

c

g(Lf)w dx = Wc(g, f)−Wd(g, f) +

∫ d

c

(Lg)fw dx (3.8)

za f, g ∈ C2([a, b],C) i a ≤ c < d ≤ b . Ukoliko stavimo da (c, d) = (a, b) i
zamenimo g sa g* , dolazimo do

〈g, Lf〉 = Wa(g*, f)−Wb(g*, f) + 〈Lg, f〉 . (3.9)

Ovo je mesto gde smisao graniqnih uslova dolazi do izra�aja: Ako f i g zado-
vo	avaju graniqne uslove (3.7), onde su oba gor�a vronskijana jednaka nuli.
Zaista, pomenuti graniqni uslovi daju jednakosti

0 = BCa(f) = cos (α)f(a)− sin(α)p(a)f ′(a),

0 = BCa(g) = cos (α)g(a)− sin(α)p(a)g′(a).
(3.10)

Prema (2.23) va�i

Wa(f, g) = f(a)p(a)g′(a)− p(a)f ′(a)g(a). (3.11)

Razlikujemo dva sluqaja. Pretpostavimo da je α = 0 , onda iz prve jednaqine
(3.10) dobijamo f(a) = 0 , dok iz druge jednaqine (3.10) dobijamo g(a) = 0 .
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Imamo f(a) = g(a) = 0 , odakle direktno prema (3.11) vidimo da Wa(f, g) = 0 .
Neka je sada α 6= 0 . Tada iz (3.10) nalazimo

p(a)f ′(a) = ctg (α)f(a),

p(a)g′(a) = ctg (α)g(a).

Kada dobijene relacije uvrstimo u (3.11) nalazimo Wa(f, g) = f(a) ctg (α) g(a)−
ctg (α) f(a)g(a) = 0 . Dakle, u svakom sluqaju mora biti Wa(f, g) = 0 (potpuno
se analogno dobija razultat i za taqku b ). Na osnovu toga iz (3.9) dobijamo

〈g, Lf〉 = 〈Lg, f〉, f, g ∈ D(L) , (3.12)

xto pokazuje da je L simetriqan.
Me�utim, taj operator nije kompaktan, jer nije qak ni ograniqen. Ovo drugo

utvr�uje se slede�im primerom.

Primer. Posmatramo Xturm-Liuvilov operator L = − d2

dx2
na intervalu

J = (0, π) sa Dirihleovim graniqnim uslovima. Uoqimo niz funkcija

{fn} gde fn(x) = sin (nx), n ∈ N.

Neposrednom proverom uoqavamo da fn(0) = fn(π) = 0 . Dakle, funkcije fn
zadovo	avaju pomenute Dirihleove graniqne uslove, taqnije jesu iz domena
operatora L . Za taj niz funkcija va�i

‖Lfn‖
‖fn‖

=

√∫ π
0
n2 sin (nx) · n2 sin (nx) · dx√∫ π
0

sin (nx) · sin (nx) · dx
= n2 →∞ kad n→∞ ,

pa operator L ne mo�e biti ograniqen.

Reklo bi se da idemo pogrexnim putem, me�utim, pokuxajmo sa slede�im:
inverz od L mo�e biti kompaktan, pa na �ega mo�emo primeniti spektralnu
teoremu.

Kako broj 0 mo�e da bude sopstvena vrednost operatora L , taj operator
ne mora biti invertibilan. Zato �emo razmotriti operator L − z , za neki
fiksiran broj z ∈ C . Zbog simetriqnosti operatora L , prethodni operator je
invertibilan. Da bismo odredili inverz od L−z treba da reximo nehomogenu
jednaqinu (L − z)f = g , xto se mo�e uraditi koriste�i (2.26). Uz to f
je rexe�e diferncijalne jednaqine (L − z)f = g , pa mora biti iz domena
operatora L , tj. mora zadovo	avati graniqne uslove. Prema tome, moramo
izabrati nepoznate konstante u (2.26) tako da su graniqni uslovi zadovo	eni.
U tom ci	u izabra�emo dva rexe�a ub i ua homogene jednaqine, koja �e biti
prilago�ena naxim graniqnim uslovima i koristi�emo (2.27). U ovom sluqaju
(2.26) mo�emo pisati kao

f(x) =
ub(z, x)

W (z)

(
c1 +

∫ x

a

ua(z, t)g(t)w(t)dt
)

+
ua(z, x)

W (z)

(
c2 +

∫ b

x

ub(z, t)g(t)w(t)dt
)
,

(3.13)
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xto povlaqi

f ′(x) =
u′b(z, x)

W (z)

(
c1 +

∫ x

a

ua(z, t)g(t)w(t)dt
)

+
u′a(z, x)

W (z)

(
c2 +

∫ b

x

ub(z, t)g(t)w(t)dt
)
.

(3.14)

Ovde smo skra�eno zapisali

W (z) = W (ub(z), ua(z)) (3.15)

xto ne zavisi od x kao xto je ranije pomenuto u diskusiji o vezi Xturm-Liu-
vilove jednaqine i pridru�enog sistema.

Sada izaberimo c1 = 0 . Tada f(a) = cua(z, a) i f ′(a) = cu′a(z, a) (gde

c = c2+〈ub(z)∗,g〉
W (z)

). Ako izaberemo ua(z, x) tako da BCa(ua(z)) = 0 zak	uqujemo

da je BCa(f) = 0 . Sliqno biraju�i c2 = 0 i ub(z, x) tako da BCb(ub(z)) = 0
zak	uqujemo da je BCb(f) = 0 . Ali da li mo�emo ovo uvek uraditi? Recimo
da koriste�i poqetne uslove

ua(z, a) = sin (α), p(a)u′a(z, a) = cos (α) ,

ub(z, b) = sin (β), p(b)u′a(z, b) = cos (β) ,
(3.16)

dobijamo dva rexe�a tra�enog tipa, do na qi�enicu da vronskijan W (z) mo�e
biti jednak nuli. Sada �emo videti zaxto su toliko znaqajne nule vronskijana.

Lema. Vronskijan W (z) = W (ub(z), ua(z)) je cela funkcija koja se anulira
samo u sopstvenim vrednostima operatora L .

Dokaz: Pre svega, W (z) je cela zato xto to jesu ua(z, x) i ub(z, x) (kao i
�ihovi izvodi po x ). Xtavixe, W (z) = 0 povlaqi da su ub(z) i ua(z) linearno
zavisni, tj. ub(z, x) = c(z)ua(z, x) . Dakle, BCa(ub(z)) = c(z)BCa(ua(z)) = 0
pokazuje da je z sopstvena vrednost koja odgovara sopstvenoj funkciji ub(z, x) .

Specijalno, sve nule W (z) moraju biti realne i kako nule cele funkcije
ne mogu imati taqku nagomilava�a koja je konaqna (po teoremi jedinosti iz
kompleksne analize), mo�emo zak	uqiti da su sopstvene vrednosti operatora

L diskretne.

Napomi�emo da

ua(z, x)* = ua(z*, x) ub(z, x)* = ub(z*, x) , (3.17)

xto povlaqi W (z)* = W (z*) . Specijalno, oba rexe�a su realna za z ∈ R
(pretpostav	aju�i pritom, ovde i u ostaku ode	ka, da broj z nije sopstvena
vrednost operatora L ). Napiximo sada (3.13) u obliku operatora f(x) =
RL(z)g(x) uvode�i operator (rezolventa operatora L )

RL(z)g(x) =

∫ b

a

G(z, x, t)g(t)w(t)dt, g ∈ ν0 , (3.18)
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gde je

G(z, x, t) =
1

W (z)

{
ub(z, x)ua(z, t), x ≥ t,
ub(z, t)ua(z, x), x ≤ t,

(3.19)

Grinova funkcija za operator L . Napomi�emo da je G(z, x, t) meromorfna
funkcija u odnosu na z ∈ C sa polovima taqno u nulama vronskijana W (z) i
zadovo	ava

G(z, x, t)* = G(z*, x, t) G(z, x, t) = G(z, t, x) . (3.20)

Tada, po konstukciji, imamo RL(z) : ν0 → D(L) i

(L− z)RL(z)g = g, g ∈ ν0 . (3.21)

Preostalo je da proverimo jednakost

RL(z)(L− z)f = f, f ∈ D(L) , (3.22)

odakle bi sledilo da je Ran(RL(z)) = D(L) . Da bismo videli da (3.22) va�i,
nastav	amo kao u dokazu Lagran�ovog identiteta

RL(z)(L− z)f(x) =

∫ b

a

G(z, x, t)((L− z)f(t))w(t)dt

=
ub(z, x)

W (z)

∫ x

a

ua(z, t)((L− z)f(t))w(t)dt

+
ua(z, x)

W (z)

∫ b

x

ub(z, t)((L− z)f(t))w(t)dt

=
ua(z, x)Wx(ub(z), f)− ub(z, x)Wx(ua(z), f)

W (z)

= f(x) .

(3.23)

Ovde smo koristili Lagran�ov identet (3.8) i Wa(ua, f) = −BCa(f) = 0 ,
Wb(ub, f) = −BCb(f) = 0 u tre�em koraku.

Drugim reqima, RL(z) je inverz od L − z . Slede�a lema pokazuje da je
RL(z) kompaktan.

Lema. Operator RL(z) je kompaktan. Ako je z ∈ R , taj operator je si-
metriqan.

Dokaz: Fiksirajmo z i primetimo da je G(z, ·, ·) neprekidna na [a, b]×[a, b] ,
pa prema tome i ravnomerno neprekidna. Zato za svaki ε > 0 mo�emo na�i
δ > 0 tako da |G(z, y, t) − G(z, x, t)| ≤ ε kad god |y − x| ≤ δ . Neka je f(x) =
RL(z)g(x) . Tada va�i

|g(x)− g(y)| ≤
∫ b

a

|G(z, y, t)−G(z, x, t)||f(t)|w(t)dt

≤ ε

∫ b

a

|f(t)|w(t)dt ≤ ε‖1‖‖f‖,

kad god |y− x| ≤ δ . (Ovde smo koristili nejednakost Koxi-Xvarca u posled-
�em koraku.) Dakle, ako je fn(x) ograniqen niz u ν0 , onda gn(x) = RL(z)fn(x)
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je ekvineprekidan i ima ravnomerno konvergentan podniz po teoremi Arcela-
-Askolija. Ali ravnomerno konvergentan niz je tako�e i konvergentan u normi
koja je indukovana skalarnim proizvodom, xto sledi iz

‖f‖ =

√∫ b

a

|f(t)|2w(t)dt ≤

√
sup
x∈[a,b]

|f(x)|2
∫ b

a

w(t)dt = ‖1‖ sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Na osnovu prethodnog zak	uqujemo da je operator RL(z) kompaktan.
Ako je λ ∈ R, imamo G(λ, t, x)* = G(λ*, x, t) = G(λ, x, t) iz qega zbog

simetrije operatora RL(z) sledi:

〈g,RL(z)f〉 =

∫ b

a

g(x)*
(∫ b

a

G(λ, x, t)f(t)w(t)dt
)
w(x)dx

=

∫ b

a

(∫ b

a

g(x)*G(λ, x, t)w(x)dx
)
f(t)w(t)dt

=

∫ b

a

(∫ b

a

G(λ, x, t)g(x)w(x)dx
)
*f(t)w(t)dt = 〈RL(z)g, f〉,

qime je dokaz zavrxen.

3.3. Osnovna teorema o spektruXturm-Liuvilovog

operatora

Kao posledicu dosadax�eg izlaga�a, primenom spektralne teoreme iz prve
glave dobijamo

TEOREMA. Regularni Xturm-Liuvilov problem ima prebrojivo mnogo
realnih i prostih sopstvenih vrednosti λn koje se nagomilavaju isk	uqivo
oko taqaka ∞ ili −∞. Odgovaraju�e normirane sopstvene funkcije un mogu
se izabrati tako da budu realno-vrednosne i qine ortonormiranu bazu pro-
stora ν0 , tj. za svaku funkciju f ∈ ν0 va�i jednakost

f(x) =
∞∑
n=0

〈un, f〉un(x) (3.24)

po norimi prostora ν0 . Osim toga, za f ∈ D(L) ovaj red je ravnomerno
konvergentan na segmentu [a, b] .

Dokaz: Izaberimo λ ∈ R tako da RL(λ) postoji. Prema spektralnoj teo-
remi za kompaktne simetriqne operatore RL(λ) ima prebrojivo mnogo realnih
sopstvenih vrednosti αn takvih da αn → 0 i uz to ortonormiran sistem odgo-
varaju�ih sopstvenih funkcija un . Osim toga, kako je Ran(RL(λ)) = D(L)
svuda gust, sopstvene funkcije qine ortonormiranu bazu.

Xtavixe, RL(λ)un = αnun ekvivalentno je sa Lun = (λ + 1
αn

)un , xto

pokazuje da λn = λ+ 1
αn

jesu sopstvene vrednosti operatora L sa odgovaraju�im
sopstvenim funkcijama un .
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Dakle, prve dve tvrd�e su dokazane, osim qi�enice da su sopstvene vred-
nosti proste. Da bismo ovo dokazali, primetimo da ako su un i vn dve ra-
zliqite sopstvene funkcije koje odgovaraju λn , onda BCa(un) = BCa(vn) = 0
povlaqi Wa(un, vn) = 0 i prema tome un i vn su linearno zavisni. Speci-
jalno, un(x) je umno�ak ua(λn, x) i prema tome mo�e se izabrati tako da bude
realan.

Poka�imo da red (3.24) konvergira ravnomerno za f ∈ D(L) . Tada je f =
RL(λ)g za neki g ∈ ν0 , pa zato va�e jednakosti

f(x) =
∞∑
n=0

〈un, f〉un(x) =
∞∑
n=0

αn〈un, g〉un(x).

Osim toga, nejednakost Koxi-Xvarca pokazuje da ravnomerno na segmentu [a, b]
va�i ∣∣∣∣∣

n∑
j=m

αj〈uj, g〉uj(x)

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

j=m

|〈uj, g〉|2
n∑

j=m

|αjuj(x)|2.

za svaka dva prirodna broja m < n . Sada, na osnovu Parsevalove jednakosti
nalazimo da va�i

∑∞
j=0 |〈uj, g〉|

2 = ‖g‖2 , pa prema tome, prva suma na desnoj
strani jeste Koxijev odseqak konvergentnog brojnog reda. Druga suma na desnoj
strani mo�e se oceniti sa gor�e strane nezavisno od x ∈ [a, b] zato xto va�e
jednakosti

αnun(x) = RL(λ)un(x) =

∫ b

a

G(λ, x, t)un(t)w(t)dt = 〈un, G(λ, x, t, ·)〉

odakle sledi da je

n∑
j=m

|αjuj(x)|2 ≤
n∑

j=m

|〈un, G(λ, x, t, ·)〉|2 =

∫ b

a

|G(λ, x, t)|2w(t)dt ≤M(λ)2‖1‖,

gde M(λ) = maxx,t∈[a,b] |G(λ, x, t)| , ponovo prema (1.14).
Na osnovu prethodnog razmatra�a zak	uqujemo, koriste�i Koxijev kri-

terijum ravnomerne konvergencije, da funkcionalni red (3.24) konvergira
ravnomerno na [a, b] .

Raspored sopstvenih vrednosti operatora L mo�e se dodatno precizirati,
xto je sadr�aj slede�eg tvr�e�a.

Lema. Sopstvene vrednosti regularnog Xturm-Liuvilovog problema ograni-
qene su odozdo, pa se mogu urediti na slede�i naqin:

λ0 < λ1 < · · · . (3.25)

Pri tome, va�i Rejli-Ricov princip

λ0 = min
f∈D(L) : ‖f‖=1

〈f, Lf〉 . (3.26)
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Na kraju, napomenimo da se mo�e dokazati da i svaka funkcija f iz klase
deo po deo neprekidno diferencijabilnih funkcija na segmentu [a, b] , takva
da je f(a) = 0 ako je α = 0 i f(b) = 0 ako je β = 0 , mo�e biti razvi-
jena u ravnomerno konvergentan Furijeov red, generisan sistemom sopstvenih
funkcija oparatora L .

Primer. Osmotrimo Xturm-Liuvilov problem koji se pojavio u jednom
od ranijih primera.

L = − d2

dx2
, D(L) = {f ∈ C2([0, 1],C)

∣∣f(0) = f(1) = 0} ,

gde su odgovaraju�i prostor i skalarni proizvod dati sa

ν0 = C([0, 1],C), 〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(x)* g(x) dx .

Odgovaraju�e sopstvene vrednosti i normirane sopstvene funkcije su

λn = (πn)2, un(x) =
√

2 sin(nπx), n ∈ N .

Xtavixe, svaka funkcija f ∈ ν0 mo�e se razviti u Furijeov sinusni red

f =
∞∑
n=1

fnun(x), fn =

∫ 1

0

un(x)f(x)dx ,

koji je konvergentan u odnosu na ovaj skalarni proizvod. Ako pretpostavimo
da je f deo po deo neprekidno diferencijabilna pri qemu f(0) = f(1) = 0 , red
�e qak konverati ravnomerno.
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4. RegularniXturm-Liuvilov graniqni

problem: opxti samokonjugovani

graniqni uslovi

U ovom delu razmatramo opxti Xturm{Liuvilov graniqni problem. Za
razliku od klasiqne varijante tog problema, koju smo razmatrali u prethod-
noj glavi, sada se pretpostav	a da koeficijenti Xturm{Liuvilove jedna-
qine jesu samo integrabilni na datom intervalu, da mogu da me�aju znak i
da graniqni uslovi imaju oblik opxtih samokonjugovanih uslova, qiji jedan
specijalni sluqaj jesu razdvojeni graniqni uslovi. U zavisnosti od tipa
graniqnih uslova ustanov	avaju se svojstva spektra i sopstvenih funkcija
odgovaraju�eg Xturm{Liuvilovog diferencijalnog operatora.

4.1. SamokonjugovaniXturm-Liuvilov problem

Samokonjugovani Xturm-Liuvilov problem podrazumeva rexava�e sime-
triqne diferencijalne jednaqine

−(py′)′ + qy = λwy na J = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, (4.1)

qiji koeficijenti zadovo	avaju uslove

r = 1/p, q, w ∈ L1(J,R); (4.2)

pri qemu rexe�a te jednaqine treba da zadovo	avaju graniqne uslove

AY (a) +BY (b) = 0, Y =

[
y
py′

]
, (4.3)

gde je

A,B ∈M2(C), AEA* = BEB*, rank(A : B) = 2, E =

[
0 −1
1 0

]
. (4.4)

Napomena: Primetimo da nema ograniqe�a za znak nijednog od koeficije-
nata r, q, w . Tako�e, svaki od �ih mo�e biti identiqki jednak nuli na nekom
podintervalu intervala J .

Definicija. Pod trivijalnim rexe�em jednaqine (4.1) na nekom intervalu
I podrazumevamo rexe�e y koje je identiqki jednako nuli na I i qiji je
kvazi-izvod z = py′ tako�e identiqki jednak nuli na I .
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Definicija. Za realno-vrednosnu mer	ivu funkciju f ka�emo da me�a
znak na intervalu I ukoliko uzima pozitivne vrednosi na skupu pozitivne
Lebegove mere i tako�e uzima negativne vrednosti na skupu pozitivne Lebe-
gove mere.

Prema razmatra�ima iz druge glave, pretpostavke (4.2) obezbe�uju da gra-
niqni uslovi (4.3) budu korektno definisani poxto sva rexe�a i �ihovi
kvazi-izvodi mogu biti neprekidno produ�eni do kraj�ih taqaka intervala.
Ovo va�i za ograniqene i neograniqene intervale J .

Vratimo se sada na ispitiva�e sopstvenih vrednosti Xturm-Liuvilovog
operatora koji je odre�en jednaqinom (4.1) i graniqnim uslovima (4.3) za koje
se zahteva da va�i (4.4). Nametnu�emo dodatne uslove za koeficijente jedna-
qine da bismo izbegli patoloxke sluqajeve koji se jav	aju kada je r = 1/p
ili w identiqki jednako nuli na odgovaraju�em intervalu J kao i sluqajeve
sa sopstvenim vrednostima koje nisu realne. Pokazuje se da qak i u klasiq-
nom sluqaju kada p > 0 , ali w me�a znak na J , Xturm-Liuvilov operator
ima sopstvene vrednosti koje nisu realne, qak i sa Dirihleovim graniqnim
uslovima. Dakle, pretpostavi�emo da va�i (4.2) i uz to w > 0 na J . Uslovi
za koeficijente w i p koji su navedeni u narednoj teoremi mogu se dodatno
oslabiti. Napomi�emo da q mo�e biti pozitivno, negativno ili me�ati znak.

Slede�e tvr�e�e pokazuje da sopstvene funkcije u koje odgovaraju sop-
stvenim vrednostima koje nisu realne ne mogu biti normirane u skladu sa
zahtevom da va�i ∫ b

a

|u(x)|2w(x) dx = 1.

TEOREMA. Neka va�e pretpostavke (4.1)-(4.4). Ako je λ sopstvena vred-
nost problema (4.1)-(4.4) koja nije realna i neka je u �ena odogovaraju�a sop-
stvena funkcija, tada ∫ b

a

|u(x)|2w(x) dx = 0. (4.5)

Napomena: Diferencijalna jednaqina (4.1) definixe formalni diferen-
cijalni operator oblika (3.4), koji zajedno sa graniqnim uslovima (4.3) odre-
�uje Xturm{Liuvilov diferencijalni opertor L : D(L) → L2(J, w) . Pri
tome, kompleksna funkcija f pripada D(L) ako je

f, pf ′ ∈ ACloc(J) , f, L(f) ∈ L2(J, w)

i ako f zadovo	ava graniqne uslove (4.3). Ovde ACloc(J) jeste vektorski
prostor funkcija koje su apsolutno neprekidne na podsegmentima intervala
J , a L2(J, w) jeste Hilbertov prostor L2(J) sa skalarnim proizvodom (3.1).
Potprostor D(L) je gust u prostoru L2(J, w) , a uslovi (4.2) obezbe�uju sime-
triqnost operatora L .

Matriqni uslov (4.4) obezbe�uje da operator L jeste samokonjugovani
linearni operator, xto znaqi, po definiciji, da je jednak svom konjugo-

vanom operatoru L* . Zato se za graniqne uslove (4.3) ka�e da su samokonjugo-
vani, a za graniqni problem (4.1){(4.3) da je samokonjugovani graniqni
problem. Uslovi (4.2) obezbe�uju regularnost krajeva intervala J , pa pome-
nuti graniqni problem jeste regularan.
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Na kraju, ako je A = [aij]2×2 i B = [bij]2×2 , onda matriqni uslov AEA* =
BEB* jeste ekvivalentan jednakostima

a11a22 − a12a21 = b11b22 − b12b21 ,
a11a12 − a12a11 = b11b12 − b12b11 ,
a21a22 − a22a21 = b21b22 − b22b21 ,
a22a11 − a21a12 = b22b11 − b21b12 .

4.2. Kanonski oblik samokonjugovanih graniq-

nih uslova

Jasno je da graniqni uslovi (4.3) ostaju neprome�eni pri mno�e�u re-
gularnom matricom. Da bismo istra�ili kako se sopstvene vrednosti me�aju
za razliqite tipove graniqnih uslova, razmatramo kanonski oblik samokonju-
govanih graniqnih uslova.

Za naxe potrebe mo�emo razvrstati samokonjugovane graniqne uslove u tri
me�usobno disjunktne klase i koristiti slede�u kanonsku reprezentaciju tih
klasa:

(i) Razdvojeni samokonjugovani graniqni uslovi

A1y(a) + A2(py
′)(a) = 0, A1, A2 ∈ R, (A1, A2) 6= (0, 0),

B1y(b) +B2(py
′)(b) = 0, B1, B2 ∈ R, (B1, B2) 6= (0, 0).

Ovi razdvojeni uslovi mogu se parametrizovati na slede�i naqin:

cos(α)y(a)− sin(α)(py′)(a) = 0, 0 ≤ α < π,

cos(β)y(b)− sin(β)(py′)(b) = 0, 0 < β ≤ π.

(ii) Realni upareni samokonjugovani graniqni uslovi

Y (b) = KY (a), Y =

[
y

(py′)

]
gde K ∈ SL2(R) , tj. K zadovo	ava

K =

[
k11 k12
k21 k22

]
, kij ∈ R, detK = 1.

(iii) Kompleksni upareni samokonjugovani graniqni uslovi

Y (b) = eiγKY (a), Y =

[
y

(py′)

]
gde K ∈ SL2(R) i −π < γ < 0 ili 0 < γ < π .
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Slede�a lema pokazuje da smo napravili dobru klasifikaciju graniqnih
uslova.

Lema. Neka je dat graniqni uslov (4.3), pri qemu matrice A,B zadovo	avaju
(4.4). Tada je taj graniqni uslov ekvivalentan taqno jednom od razdvojenih,
realno uparenih ili kompleksno uparenih graniqnih uslova koji su gore defi-
nisani.

4.3. Teorema o spektru samokonjugovanogXturm-

-Liuvilovog operatora

Sada forumulixemo teoremu koja je glavni rezultat ovog dela. Kako je
najav	eno u uvodnom paragrafu, ona opisuje sopstvene vrednosti i sopstvene
funkcije samokonjugovanogXturm-Liuvilovog operatora u zavisnosti od klase
graniqnih uslova.

TEOREMA. Razmotrimo regularni Xturm-Liuvilov problem koji se sa-
stoji od jednaqine (4.1) sa koeficijentima koji zadovo	avaju (4.2) i grani-
qnih uslova (4.3)-(4.4). Pretpostavimo da je p realno-vrednosna funkcija na
J i da

w > 0 skoro svuda na J.

(Primetimo da nema ograniqe�a za znak koeficijenta p i q .) Tada:

(i) Sve sopstvene vrednosti su realne, izolovane, bez konaqne taqke nagomi-
lava�a i ima ih beskonaqno ali prebrojivo mnogo.

(ii) Ako p me�a znak na J , onda sopstvene vrednosti nisu ograniqene odozdo
niti odozgo i mogu se urediti tako da va�i

. . . ≤ λ−2 ≤ λ−1 ≤ λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . (4.6)

pri qemu λn → ∞, λ−n → −∞ kad n → ∞ . Svaka sopstvena vrednost
mo�e biti prosta ili dvostruka ali ne va�e dve uzastopne jednakosti
u (4.6) (poxto za prozivo	no λ jednaqina (4.1) ima taqno dva linearno
nezavisna rexe�a).

(iii) Ako p me�a znak na J i graniqni uslovi su razdvojeni, onda va�e stroge
nejednakosti u (4.6).

(iv) Ako p > 0 na J i graniqni uslovi su realni i upareni, onda su sopstvene
vrednosti ograniqene odozdo i mogu se urediti tako da zadovo	avaju

−∞ < λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ; λn →∞ kad n→∞ . (4.7)

Svaka sopstvena vrednost je prosta ili dvostruka ali ne va�e dve uza-
stopne jednakosti u (4.7) poxto za proizvo	no λ jednaqina (4.1) ima
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dva linearno nezavisna rexe�a. Napomi�emo da je λn dobro definisano
za sve n ∈ N0 , ali postoji neke proizvo	nosti u indeksira�u sop-
stvenih funkcija koje odgovaraju dvostrukim sopstvenim vrednostima ;
poxto svako netrivijalno rexe�e jednaqine za takvu sopstvenu vred-
nost jeste sopstvena funkcija. Za datu takvu xemu indeksira�a, neka
je un realno-vrednosna sopstvena funkcija od λn(K) za realne uparene
graniqne uslove, onda broj nula funkcije un u otvorenom intervalu J
je 0 ili 1 , ako je n = 0 odnosno n− 1 ili n ili n+ 1 ako je n ≥ 1 .

(v) Ako je p > 0 i graniqni uslovi su kompleksno upareni, onda su sopstvene
vrednosti proste i stroga nejednakost va�i svugde u (4.7). Xtavixe,
ako je un sopstvena funkcija od λn(γ,K), 0 < γ < π, −π < γ < 0 , onda
je broj nula funkcije Reun na [a, b) jednak 0 ili 1 ako n = 0 odnosno
n − 1 ili n ili n + 1 ako n ≥ 1 . Isti zak	uqak va�i za Imun .
Xtavixe, un nema nula u [a, b], n ∈ N0 .

(vi) Ako je p > 0 i graniqni uslovi su razdvojeni, onda stroga nejednakost
va�i svugde u (4.7). Xtavixe, ako je un sopstvena funkcija od λn , onda
je un jedinstvena do na mno�e�e konstantom i ima taqno n nula u
otvorenom intervalu J, n ∈ N0 .

(vii) Ako je p > 0 , onda za proizvo	ne samoadjungovane graniqne uslove: raz-
dvojene, realno uparene ili kompleksno uparene, va�i slede�a asimptot-
ska formula:

λn
n2
→ c = π2

(∫ b

a

√
w(x)

p(x)
dx

)−2
, kad n→∞ (4.8)

(viii) Ako p me�a znak i p+(x) = p(x) za p(x) > 0 i 0 inaqe kao i p−(x) =
−p(x) za p(x) < 0 i 0 inaqe, tada (4.8) poprima oblik:

λn
n2
→ c = π2

(∫ b

a

√
w(x)

p+(x)
dx

)−2
,

λn
n2
→ c = π2

(∫ b

a

√
w(x)

p−(x)
dx

)−2
kad n→∞ i kad n→ −∞ respektivno.

Preostalo je da jox iz ove opxte perspektive pogledamo na rezultate iz
prethodne glave. Time dobijamo dodatna precizira�a i dopunske informacije
o tim rezultatima.

Razmotrimo Xturm-Liuvilov problem koji se sastoji od jednaqine

−(py′)′ + qy = λwy na (a, b), −∞ < a < b <∞, (4.9)

zajedno sa razdvojenim graniqnim uslovima

A1y(a) + A2(py
′)(a) = 0, A1, A2 ∈ R, (A1, A2) 6= (0, 0)

B1y(b) +B2(py
′)(b) = 0, B1, B2 ∈ R, (B1, B2) 6= (0, 0)

(4.10)

i koeficijentima koji zadovo	avaju

p, q, w : (a, b)→ R, 1/p, q, w ∈ L(a, b), p > 0, w > 0 skoro svuda na (a, b).
(4.11)
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TEOREMA. Neka va�e pretpostavke (4.9)-(4.11). Tada

(i) Sve sopstvene vrednosti su realne i proste.

(ii) Postoji beskonaqno ali najvixe prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti
{λn : n ∈ N0} , one su ograniqene odozdo i mogu se urediti tako da zado-
vo	avaju nejednakosti

−∞ < λ0 < λ1 < λ2 < λ3 < · · ·

i uz to λn →∞ kad n→∞ .

(iii) Ako je un = un( · , λn) sopstvena funkcija koja odgovara sopstvenoj vred-
nosti λn , onda un ima taqno n nula u otvorenom intervalu (a, b) .

(iv) Izaberimo α ∈ [0, π) tako da

α =

{
arctg(−A2/A1) A1 6= 0
π/2 A1 = 0

,

sliqno izaberimo β ∈ (0, π] tako da

β =

{
arctg(−B2/B1) B1 6= 0
π/2 B1 = 0

.

Tada je svaka sopstvena vrednost λn jedinstveno rexe�e λ = λn jedna-
qine

θ(b, λ) = β + nπ, n ∈ N0 ,

gde je θ rexe�e jednaqine θ′ = p−1 cos2 θ + (λw − q) sin2 θ na J odre�eno
poqetnim uslovom θ(a, λ) = α za sve λ ∈ R .

(v) Niz sopstvenih funkcija {un = un( · , λn) : n ∈ N0} mo�e se normirati
da bude ortonormiran niz u pred-Hilbertovom prostoru H = L2(J, w) ,

Prema tome, ortonormirani niz {un = un( · , λn) : n ∈ N0} je kompletan
u H , tj. za svako f ∈ H va�i reprezentacija

f =
∞∑
n=0

cnun, cn =

∫ b

a

f(x)un(x)w(x) dx

u odnosu na normu prostora H .
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