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S. PRE S te

I,UVODNI ZADACI.RELACIJE I OPERACIJE

/1) ax™ My pxPae = 0

gde su a, b1 ¢ tri cela @gpgggg_broja 1 gde sum i n prirodni

brojevi,nema reSenja u skupu Ra racionalnih bro jeva.
RefSenje.Predpostavimo obrnuto,odnosno da jednadina /1/ ima

reSenje x = p/q u skupu Ra.Neka su p 1 g relativno prosti.Smenem

x= p/q u jednadini /1/ ona postaje

/2/ n*m+bp q® + cq"™ - 0
Izvr$idemo redukeiju svih brdjeva u /2/ po modulu 2

Ako je 1 bilo koji ceo broj,onda sa f/oznaélmo redukei ju po modulu

2 odnqggggf:;;LLd;EQ_;ahf neparan imi = 0! sko 1e_ilparan Simboli

17 1 0’ su reprezenti klase neparnih ednosno parnih brojeva.Sa

njlma su definisane operacije: 1’ + 1° = 0%, 17+ 0% 0'+ 17417,
i os0brElew, 10, 07=07,17;0°.0"=0" keje su u vezi sa

poznatim osobinama parnih i neparnih brojeva. o

Podto je ( s+t)’ = s'+14?,(st)’= s t’ za prozzvolgna
dva cela broga s i t to gednakost /2/ prelazi u $yw~r !

/3/ . | . P’ P’Q’+Q’“-O’

Buduéi da su p i q relatlvno prostl za njih mogu nastupl-
ti slededi sluca3evi
1/ pl= 1’, gq’=1"’ 2/ pi= 1°? q:m 0! 3/ py=0; q’= 1

Medjutim, /3/ nije ispunjena ni za gedan ed tih sludajeva,tj.
/3/ nije uopdte moguda.
Dakle,/1l/ zaista nema racienalnih refenja.
Primedba.Igvriiti generallza013u Jednaclne /l/ Takodae
posmatrati,umesto redukecije po modumu 2 redukcmgu po modulu k gde
je k proizvoljan prirodan broj. E
Zadatek 2.Neka je P(x) = a a alxﬁ*1+;..-+ a,

polinom stepena n sa celinm koeflclaentlma ao“ O,al.....,an.

Neka je m dat prirodan broj.Potreban i dovolgan uslov da PQl),

bude deljiv sa m za i = 1, 2 vasey n+ 1 ,... jeste da brojevi

P(1),?2 (2),++y P(n) 1 P(n+l) budu deljivi.sa m.Dokazati.
Uputstvo.Podi od ldentiteta L

P( x+Bn+1) =%y p(xen)+ (ﬁ+1)P(x+n 1 ~(n+l) P(x+nw2)...
(1871 B(2f0),

R oF e
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i primeniti metod matematlcke 1ndukczae,
b ”4”§Zadat kt:;3Dokazat1 r613613u

(AU BOAC AGUCN(B 7 o) =(anB) vaNc)u(slo),
gde su A, B i C podskupovi istog skupa S.

Reéeﬁjg.éesto je zgodnije cperatore U i /]oznaéiti _
respektivno sa . +.1 . , jer nam je podesnije u tom sludaju da
koristimo zakone koji ih vezuju 1 kojli su slidni s=a zakonlma
sabiranja i mnoZenja brojeva, Treba Jo§ narolito obratiti paszu
na zakone & U (A\B) = A 1 Aﬁﬁ“ {Bﬂ“}%:’ﬁ*odmsm ANA*B)= A 1
Ae (A+B) = A'koji su podesn131 za %orlscenJe. ‘

* Smenom\}lﬂ respektivno sa + 1.+ ,na osnovu izloZenog
imamo . S ' ' - . ' .

wu B ® vl o) (ai). (Ao .@a0) = (A+AB+AC+BO) - (B+C) =
(A+BO) (B+C) (AB+ACTBC) (AﬂB)U(AﬂC)U(BﬂG) pa je navedena rela~
clja dokazana ‘ :

Zadatak 5 Ako su & BiC podskupavz 1stog skupa S
prcverltl dali vaze reﬁaolge

1/ (AU B) -0 = (A~ 0)U(B-C)
2/ (4 v B\ v )21 o) a5,

C3/ gz )X xR\ x=0) = (¥lafrfon)u (xflanslo )
4/ (XU & WX U BYWX U ¢) = W 4)zfic)

?X ( 8,4je znak za simetriénu razliku /.

.zadaﬁaﬁk§>Ako su A A2’°"’An pedskupovi skupa & onda
vafi identitet '

s

U A

i=1

Refenje.Oznadimo levu stranu sa L,znake U 1 f\sa + 4.
(videti, zedatak 3) 1 madjimo i lﬂr,mp?=

vt

‘L_ A7 (A + Ag ) (A +hyt A’) o (A1+ Aptesot b A2

o)

n=-1

: . 1 .
185 e ay Cjer JeAA”~¢~QAP@sto je T = (L) %o je
‘E}...U An’

(A3 ’ PR |
L—(Al Ay e A ) (A + A2+ vee + An) =4y U Ay

el
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pa je gornji identitet dokazan.
Zadatak T.Dokazatl relagije
1/ AN(BUC U D) = (&NAB)T(AAC)U(AND )
2/ & U(BACAD) =(a U B)\a U ¢)\(4 U D)
Fi :
3/ & U(AN)B)U(aB* ) 0)U(A'A BACADURAABACAD?) = ¢
u kejime su A, B,ff 1 D podskupovi istog skupa a sa *? Je
sznaten kemplement. w

Zadatak 8.Proveriti da&l iz ANB = ANC 1 AU'B=A4ATC

sleiuge B = C. qu ’

Zadatak 9, Neka je S8 neprazan skup i neka je P(S) partitl~
van skup ovog skupa Neka znaci + 1 « respektivno oznaéuau

nperaazge U i[]okupa P/S/ ., Poznajudi X lGP(S),_naoi_Xn 1y,
w fankei ji Xy 1 Yy ko je |
/l/ XI’l"’f"l = AXR+BYI}.

lgde su b i B dva data ¢lementa skupa P(S)
et WA Ll wlig e N ‘
Regenje 1.Problem se svodi na reSavanjé skupovnog siste~

ma diferaijalnih jednadina(l)., Sistem /1/ se mo¥e podesnije
nepisati sa matricana 013i su elementz skup0v1 odnosgno elementi
iz P(8).Tako je ‘

o s P e seu = Gay iy o
| 5 | T
1z/2/ dObl3amO ,
= (B By My = %— f)i; iy - ( E‘)z 0, ,’;.
i u opSte : : . | '
73/ M= (BA ,f )H:Ml . /o =1, 2,i4./

sto se lako dindukeljom dokazuje.
' Prema tome problem se svodl na traZenje n ~ tog stepena
matrice ( ) Oznadimo (% B) sa K 1 podjimo od Jednakosti

.v‘

/4/ K ~(g 4 Lo+ (Q g), gde ¢ oznacuge prazan skup,
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Zbog ovoga,prema blnomnom obrascu iz /4/ doblaamo

/57 1= (& Dyn (B yach )-<%§i;@><%g>—'£ 7 4,

..+(% g) = (%"g) ('g f} Lm(gﬁ ) L+;,..~f-'LZ"1_4 [L %g)] ,
jer je (g 1t )k:: ( é E) /k proizvéljan ﬁrix?@éﬁ:b?oj/;'

Potencije matrice I su

-¢ 24 3= 9y, ﬁm;,z=f,”“-,

g/ '8 ¢ ,¢ B: .
odnosgno S 5 , S S
' IR Lnu{TL ’ Sko Je n paran

L , ako je =n neparan..
Zadnge tvrd jenje ae 1ak6'dokazujé'indukcijom.
Prema ovome /5/ postoge |
ﬁzcg %+<¢§>L
K~(¢ Q)“*‘(@ g) I‘+ C%'_g)'ﬁgﬁﬁ’
2

i ,ako je n¢2 j;}aréri i
(A Q) +(A Q) L +(A Q) 32+L2 , ‘'ako je n% 2 neparan.

¢ A g A ¢ A
Hyvrddéenjem L zadnje Jednakosti da ju
B
(B A) ako jen =1, 3, 5, T,eees
n 4 . ‘
/6/KE A B)‘ AB ’ LY

¢ up’ (4 g) eko jens= 2, 4,6, 8,....

Pr@ma ovome Jednakost /,/ dage

17/ X, = AXy+ BY X (A+B) Xy + ABYi_'_

1 1

&L
i3
;

= B+ A = 2-,4";;{;/' | YfABXf(MB') Y /ns1,3,.0/

L3 a




'"”Rééénje(j).-Prema /1/ je.

| Y = BX1+ AYl, Y= B(AX +BY; Y+ A (BX1+AY ) = ABX; + (A+B) Y

XZ: Xy +BYy, Xy = A (AX)+BY )+ B (BX;+AYy) =(A+B)X;+ ABY]_'

4= A [( A-i-B)Xl + ABYl + B (;BX + (A+B) Y] = Axl + BY;

Y4 B [A-HB)X + ABYl + A [}xBX + (A+B)Y.S BY, + AY;

jer je X + XY X( % Y ¢ P(S);; zakon apsorpeije. -

Odavde moZemo predpostaviti da vredi /7/. Matematlckom :
1nduk01gom se moZe 1ako opravdati ta predpostavka,odnosno izvesti
A

Zédatak 10..Re8iti slidan problem za sledede 51steme
dlferenclgalnlh 3edn301na, '

Xp= AX, +BY, =AX +BY X4 = AKX, +BY + C

a/ * g b/ X =AK BT o/ n+l
Yn+1; CYﬁ Yh+1= CXn+DYn Yn+1=DXn+EYn+ 3

a tekodje i za 'diferencne jednaSines:

AX a BX + C

a/ X, n+2

e R S

= A‘Xi--}- <:B e/ X

relao13a 8 na Sl@deCl nacin .
(a) s;(bn)-@»an- b 70, kad n->ee,
Ispitati rela013u

ReSenje. Podto an~ a —3 O kad n-ﬁao navedena relacija je

refleksivna.Ake je (an) s ( bn),onda a,= b, 0 / n-a/ ,pa

1 by~ 8,70/ n-200/ ,tj, (b)) s ( a,).Stoga je s simetridna.
Najzad ako je (a,) 8 (b)), (b)) s(ey), tada a, - b, ~%0, by~ ¢, —> 0
In 2/ pa &, ~ ¢, = (an— bn) + { by-¢,) —> O kad n->a¢. Znadi

8 Je 1 tranzitivna.PoSto je s refleksivna,simetridna i tranzitivna,
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el
zakljudujemo da je s relacija exvivalenci je.
]Zﬁﬁﬁ%éﬁww33 Weka je g relacija skvivalencije -skupa S 1

neka ge p permutacija skupa 5. Dokagzati da je relacija R defini-
sana na sledeéi nadin
xRy <> =psyp / xy, xp, yp €58 /,
gedna r91301ga ekvivalencije.
ReSenje.Podto Je xp sxp/%xp&s/ to je x R x
/ ¥ ox EES/ . Ako je x R y,o0mnda ¥p 8- yp-pa sbog -simetrije relacije
s Je yp s xp,odnosno y R %, 3lidne,x R y 1 vy R z daju x R 2.
Sto?a Jje R zaigsta relacija ekvivalenci je, S
Zadatak 24.Tspitati relacije s date u navedenim skupovi-
ma x '
'l-xsy@bxaxywzﬂl_ . /%, 7 €R /;

2. % 8y = yplyb /X,y prlrodnl brogev1, i< data permuta-
cija skupa prlrodnih bro jevas -

3. X 8y = /(wa) | /%, ¥, m.aeii brojevi/
4 E )%/ s sr/zc/@fp/x/g fp/x/ =ve/x/ £ /x/, 8/x/
i p/x/ su elementi skun& avih permuitacija skupa realnih brogeva.

5,(a,b) g (c d )qéeul be /a, b, ¢,d cell broaev1 b 1 d#

| ; #£0 /.
o *& S ¥ R S

6. x 8 y® x +y=y+x [x,y élementi semigrupe (S,+)/

Tz sy @x £ 32 /%,y €ER /

“%“Zadatak 25 JJ skupu R realnlh brogeva ge definlsana
rela013a 8 na slededi nadin

x5y € x 21 1y> 1.
Ispitati relaciju.

Regenje. Relaciaa 8 nlgeq;refleKSlvna 0dnosno nije x s x
za svako x € R, jer na primer megmml Relacija g Jje simetridna i

tranzitivna &to ge vidi iz qledr,ceg°

1/'Xsy?(>lly«>i)7‘>ysx; o
2/ x sy, vy r?(-x).iy?l y?lz.z?lﬁ%x)l:_'

z > 1) DX 8 2. _
Dakle, s Je 81metrlcna i tranéwmwvna a nlae reflekszvna.




Ovag primer dokazuge nezavn.snost akmome refleigm;
od aksmpga mmetménosti i tranmtivnostl. e

-«i’-“""*

. " \\PmmedbaoShcnu osoblnu imaju 1 sledede relaoa.;}e,;._”-

n e
i v 1/ x sy @r Ny / xy€R/ ; 2/xs y&2 x -'--a-,pa',.'._-_;_
@e su X 1 y elementi skupa [a, 1‘:}. N S,

»M-Zad‘f"atakU s}:upu .o =9a, b ,cj. Je definisana relaci;-'

ja s na slegdedi nadin.Eelement x je u relawiji sa elementom y,
ako i samo ako je par ( x,y)u skupu
| {a, 2 )  (a, D)
B = (b; a) (ba‘b) (b,c)
(e, ) (c, c)

Ispitati relaciju.

Reéenje Relacija s jJe reflekszvna i sz.metrléna Medgutlm
je a 8 »,b s c éck a ‘non'.s ¢, pa s nije tranzitivna.

Navedeni prlmev' dokazuje nezamsnost aks;ome tranz:rtlvnosti
od aksioma refleksivnosti i s;t.me’sriénostl. o 9

7 Zadatak @U skupu blnarmh relacija skupa S uodimo
dve operaczae Ui definisane na sledeéi nadin
x '(sl U sz)ywx sly ili X 8,¥
| X(sl ﬂsz)y@ X sly 1 oxsyy /%, ¥ €58/,

Dokazam da su navedene operac-lge komutativne,asocijativne, dlstrl‘“
._butlvne Jedna prema drugog i svaka prema sebi samoj.

5 E Resenge.lzmedgu blnarmh relacija skupa S i podskupa
'1h 8 x S ,prema definicije binarne relacije,postoji veza 1 - 1,
" 0dnogne binarnoj relaciji s odgovara jedan i samc jedan
Bs € S x 8 tako da je |

I o X sy @(X, y) EBS

B skupu Bs 3@dnoznacno odgovara, relacija s . Dokazademo da ako
je s = slU_sg,da je onda i Bs = le U Bsz.%alsta- = Sl s
- ‘ ‘ 2
daje

X syedx 84 111 x 8,575 t]
(x,yE Bs & ( %,y ) € Bs, 111 (x,y) € Bs,,

gto znadl Bs = Bsy U BsyeNa slian nalin dokazujemo da Je




8

BFI/\SE— le[)Bsz |

Posto je (le U Bsg) U Bsz= Bsq U (BszU BSB) imamo,

abog (le U Bs ) U.Bs, = Bs U § ) BS B(

3~
Bs, U (BSZ‘G Bs ) = le U Bs2 U ssm.leU fs2U 5 ) da je

s1 U sz)U S i

}s% U si) U 83 = Sl?(szU 55)}'tj (sl-U,sé)-U 83=:§¥U‘\SZU 8 ),

zarﬁri proizvoljne binarne relacije éi;sz-i 53 skupa Se Na tag

réf naoln je dokazana asoclJatlvnost operac;ge U.Ng sllcan nadin se
ka dokazuje 1 ostala tvrdgenga, o -

Sé; Uopste,za navedene U '[\vaée potpuno analogni zakeni kao
ne za skupovne operacije U if) .

As 7N - Wm%wfﬁ

\;;I ﬂ%} zigggatag :élleka je S dat skup i’ neka je ki funk013a ko ja

~preslikava S u ‘o'Dokazatl da je rela913a 8 deflnlsana na slededi

1 nading L | B N
(@f - X8y & f /X/ /y/ o [xyy €8/,
ofﬂ rela01ga ekvxvalen01aeo_ ' '”'17”"' SR
s Cbrauto, ako Je s bllo koga relacmga ekv1valen013e skupa
pff S onda - post031 funkc;ga ki / SuaS/ takva da. . -
X By &> £ /X/ \f./‘y/_ o /;}_;;':Sf es/.
Dokazatln. o '
Resenae Keko 3e f/x/ itfyi/‘ %o je X 8 X / ¥ X 6:8 )
Iz £/x/ = £/y/ sleduae f/y/ = f/X/, pa X 8 y DOVI&CL ¥ 8 X Iz
/%) = £/y/ i £/y/ = £/z/ sleduje da Jje f /X/ f/z/,pa xsyi
v sz povialdi x s z.Podto Je s relfleksivna,simetridna i tranzitivna
: to ge 8 relaCLJa @kvavalen013e.
v B Neka Je sada s bilo kakva, relacija ekvivalencije.Pomodu
8 ge skup S razlaZe u klase ekvivalencije.U svako] klasi ekviva-
lencije izaberimo po.aedan elemenat i presllkavanjem f definigimo
tako da svakom elementu jedre klase ekvivalencije cdgovara lzabra-
ni elemenat te klase ekv1valcn0136 Ovo - presllkavange prema aksiomi
Cé';' lzbora Zermelo - g ;postoji.Preslikavenje £ je presllkavange

skupa S5 u skup S. Clngenzoa x 8 y je ekvivalentna &injenica .

£/x/ = f/y/, pa je tyrdjenje u potpunostiy dokazano. A% p$ \A\Jiﬁk
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M/”Zadatakf .U skupu S -{i 2, 3, %} je deflnlsana_m__f_ ;
' r613013a s na SledQCl nalin, LR

x e ye(xy )€ {1, 1), (2.2), 1,2),1,9), 1,0, 3,
(2,4),(3, 4{} = Bg., Ispitatl da 1i je 's tranzitivna relacl—

ja.

Resenje,

Bs¥3 s m{'u Yviuve s S}m {(1,1), (1,2),(1,3),

(1,8),(2,2),(2,3), (2,4} y |
. Kako je Bs + Bs¥Bs tj. s + s €8 , tf. o jeste tranzitiv-
_ha relaci ja. o o
Primedba.Pri formlrangu Bs + Bs , mnozenge uredjenih warova
uiv €Bs , Smo vrEili po prav1lu mno¥enja parova /Brandtov

pr01zvod/ odnosno (Ci (b ) § _ (/5 ¥ =, L

p———

Zadatak 36 Ako su s i & tran51tlvne relacije onda nemora
biti tranzitivna relscija.Dokazati.

'@%w*ﬂ“ IZadatak B%XOznaCLmo 88 R/n/ broj relacija ekvivalencija koje
se mogu deflnlsatl u skupu sa n elemenats. :

n | e
- Dokazati jednekost R/m#l/ = (%)) R(W))//; R/0/=1, /1/
| ) V=0

_ Refenje.Broj R'/n/ relacija ekvivalencija koje se mogu
~definisati u skupu sa n elemenats je jednak broju razliditih
razlaganga skupa na nepmazne dlsauﬂktne podskupove &ija je unija
taj skup. ,

Za n =1 gkup S “ii li 1ma samo jedno navedeno razlagange,
pa je R /1/ leZa n = 2 skup S = -{ 1 2} ima razlaganja

1% { ég {¥1, a, ‘pa je R/2/ = 2 . Isti rezultat daje i /1/ za

1.Predpostavimo da/l/ vai sza

li

Il

n= 1,pa Je tvrdjenje talno za n
1,2,... n /indukcijska nipokeza/.

| Ako je S m-{a, 815 Bpyseee a‘}-bilo ko3i skup sa
n+l - im elementom,onda navedenih razlaganja skupa S u kojima se
u istom podskupu nalaze a i Jos{)(O‘ﬁ Vo= n) elementa iz 3,
prema indukcijskoj hlpotezz ima. (V) R(n-—:)) i }}) R (n-V).

Uzlma3u01‘y~ 0, I, 2,.4.. 1 dobi jamo sva razlidita razlaganja
skupa S na nepoznate disjunktne podskupove &ija je unija skup S.
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)1}
Zbog ovog R ( n+ 1)=,Z ( 5 ) R (V) gde je R /0/ =
/1/ uw pobpunosti dokazano.

"

Zadatak(iéB-Binarna relacija = ( mod m) je relacija
ekvivalencije.Stae su klase ekvivalencije ?

Refenje.Pre svega po definiciji & £ b (mod m) ako i samo 1 (
ako m‘(a ~ b).Uvek je a = a (mod m),znall relacija je refleksivna. E ;

. LA ]
Ako je a =D (qu m),onda_jﬁwj(a~ b) pa i ml(b~ a) ti. . ‘

13!

bz a (mod m). Znadi iz a = b(mod m) sleduje b = a(mod m),pa je

relacija simetridrna. Neka je a = b (mod m } i b = ¢ (mod m).Tada

je m\(a - b) i m\( b - c¢) pa i m‘( a ~ b)) +(b -c) tj. m\(a -c),

odnosno a = ¢ ( mod y).Relacija je takva tranzitivna.Podto je

refleK51vna simetridna i tranzitivna,ona je relacija ekvivalenci je.
Eelementl skupa S =40, 1 ,'2 eves M =1 su medgusobno

nekongruentni’pe mo@ulu m.Ma" koji celi broj van 'oga.skupa se

‘mo¥e prikagzati na jedan i samo jedan nadin u obliku mq + r,gde je

réjs,a q ceo broj,pé je kongruentan po modulu..m_broju' r.iz

tog skupa.Klase ekvivalenci ja Semo oznaditi sa 0%, 17,400 m=17)

one su A : | :
O,‘—{G im, 3_"' o o a A,'A l’ml[’im+l hast 219."5‘1,1_.;..}

. + ) ‘
(m —1)’—£m - 1,% m (mml) - 2m m—l) ' i}

Skup klasa ekvivalenciga 0, l? ve.o(m =1 )? dogovoreno

zovemo sistem ostataka po modulu m. | L o
L ' Ako Je g -elemenat klase D, ngu & omo takodjefoznaéavatifi~

| = b{mod m). '

S
SO
Ly
m"’
Q
H
=
[N
@
s
i_l
o
o
&

{1
o
B
&
924
’__l
=

Ll
[0
o
B
o]
i_l
o
1t

- G,

i ";‘391Jed1na r@l&ClJa kongruenczae u p§§§%§&m Z
A celih brojeva je = mod m. ‘

Re¥enje.Pre svega = mod n Je relécija kongruencije.Neka
jeﬁjbilo koja relacija ekvivalencije keoja Jje kongruencija u prste
nu 7 celih brojeva.Sada znadi,predpostavljamo ds iz a~b 1 o~d
sieduje | o ‘ | ; |

a+ c~b + 4 ' B _
" a.e~vbed

Oznadimo sa S skup elemenatanlO, Razlikovademo dva sludajas

. I sluéaj.Skﬁp S Iima samo jedan elemenat 0.0nda je ~J
- obidna jednakost ( = wmod 0) jer iz anNb i ( - b) N(-b) sleduje




- 11 -

ff a2 = bald,tj.2a - Db =0; a=n0, Jﬂ

1T sluéag Skup S ima vie od Jjednog elementa.Ako L ETS. ff
oné&l eﬁﬁ( pripada) S pa se u S nalazi bar jedan prirodan. br03. f
Oznalimo sa m najmanji prirodan broj koiji se nalazi u S.Ako Je_f
s £S5 bilo koji element onda se on moke jedinstvenc prikazati 0
obliku
s ='mq + T L

7 E ﬂj; "

/a,r su celi brojevi, O < r<;m / Iz s*VO meO - gni=¢ zakl judu- -

Jemo ﬁﬂw”ﬁ/s -mq = rde

gde je g ceo broj.

Ako je m = 1 onda je relacija~ takva da je aﬁdb za gve
a i b. Oquzowremo = mod 1, ' K

Ako jeé m veée od 1 onda 1z aer i ( ~ b )ﬂJ(~b) dobi jamo !
a- dNO;tj.a - b = mq, =D (mod m) pa 3aﬂJustvar1 = ‘mod' 1m. /

. e T
Zadatak " 40 U proveravanau lspravnosti obavlaenlh ognovnih

radunskih radnji desto se korlsti tzv.devetidna proba koja se u
osnovi oslanja na Sinjeniei da. a = b (mod 9),c.= d (mod 9) povlaéi
at+c & b+d (mod 9) 1 ac = bd(mod 9) Podesnost metode je u tome §to
za zadane prirodne. brojeve a i ¢ brojeve b i 4 doblgamo sabiraguél
cifre za. 8, odnosnoe za ¢ po modulu 9 :

U sludaju kada seiprlrodnl brojevi pisSu ne u dekadnom siste-
mu veé u sistemu &ija je'oshové'prirodan broj a (a>1),ispitati
dali slicna pravila kao za devetionu probu vrede za probu po
modulu a - 1, _

Primedba,Ovo jénjedan od problema profesvra D.Markovida.
Videti bliZ¥e u njegovom 6lanku; nekoliko problema(Ves.,drustva
mat. i fiz. NRS,VII,1-2,1955 g.).

Wwwjizaﬂn t?adatak 41 Ako je 1 prosf broj tada piab povliadi p!a

S

111 p\ - .

Resenje,Oznaks m,n /m, n celi brogeV1/ znadi da se m sadr-
Zi u n.Koristiemo teoremu: Ma kakvs dva cels broja a # 0,b#0 imaju
najvedi pozitivan zajednidki delilac a yb.0n se moZe prikazati kaso -
linearna kombinacija brojeva a i b,odnosno postoje celi brogevi ::' 
s i t takvi da je ( a b)m sa + tb Predjimo sada na dokaz stava. e




Tii je p/a 111 p non/a.hko je p/a onda je stav dokazan Neka J@
p non/a.Tada je ( p, a) = 1.Postoje cell brojevi s i+t takvi da

Je 1 = sa +tp.0davde,mno%eéi sa b, dobijamo: b = gabt+ tpb.Pofto
je p/ab odavde sleduje zaklgucak p/b Znadl 113 Je p{a 111 je %/b :
pa je stav dokazan Vazt i blri stav

Tz c‘ab, (a,c)= 1 sleduae o{b.

-
T Al.fZadatak Ako jJe s relativno proste sa m, tada iz sa = cb

(mod m) Eléduie a = b (mod m) , gde.su a, bic, b1 c kao i
mjjlkell brojevi. CR

§

: cb (mod m) sleduje da m ‘(ca - ¢b),odnos~
no m]c/amb/ Kako je (¢ , m) = 1 +o m‘(a -b) pa je a = blmod m ).

i

Resenje.lz ca

tZadatak 43 Ako je (c, m) =1,tada jednalina cx = b(mod m)

ima celo resenge x. Ma kakva dva resenga Xy i X, 8su kongruentna

po modulu m. i
Redenje.Kako (¢, m ) = 1, to postbje.celi brojevi s i

i takvi_da je 1 = sc+ tm, MnoZedi sa b imsmo b = sbe + tbhm a

ovde (sb)c = b (med m) pa je jedno refenje jednaline x = gba

o Neke su 7 1 Xy reéehja‘ Pade ox; = b(mod m),'

= b(mod m). Odavde exy = ch2(mod m) Posto (o, m) =1 to Je
X = T(mod m) prema zadatiu 42,

ﬁ-«_—u-ﬁ.b_‘__,__a-

1 s prirodan brog nema ra01ona1nih resenja,

) Zadatax 45 Dokazaﬁi da ako X2 = n(mod 65) ima redenja

22 n(mod 65 ) tekodje ina refenje.,

*w;%r > \Zadé;;QZ%//Ispltatl da 1i skup S uredjenih frqjki racio-
%éjnalnlh br5§é§é razliditih od trojke (0, O, 0) &ini grupoid u
&)

Zadatak i, Dokazat da ‘jednadina 30x™ = 91 /n veée od

EA
Yy odnogu na oper3013u +

(a, b, c)+(A, B, ) =(ai+bl+cB, aO+bB+cA aB+bA+cG)

v o ‘ . Sl
Resenje.Prema pravilu op@raolJe + pro:zvod dve uredgene

trojke je uredjena trojka.Treba jod ispitatz da 1i proizvod dve
trojke %(‘O 0, 0) moZe biti (O 0, 0).4k0 sk ovo desi onda
(8, ¥ ) nije grupoid.

Uslov da (2, b, c¢) + (A B, ¢ ) bude (o, O, O)dage sistem

ah + bl + B =
al + bB + chA = O
AB + DA + ol =




e
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Determinanta ovog sistema, shvadenog kac sistem gednacina _
po &, b 1 c,jef = ABC - A2~ B2-¢3.0va determinanta moje biti ';
jednaka O za (& B, C) # {0, 0, 0),Takoc na primer,za A = 1,_ff_._.tﬁ
B=-110C=0 jeA= 0. U ovom sludaju gornji sistem postaje

g =- ¢ = 0
¢ -~ b=20
b - a= 0

i bide zadovol3en na primer,sza a~b“ ¢ = 1l,Prema tome jJe
(1 1, 1) (l -1, O) Z(O: G:O)-
Dakle, (s %) nije grupoid.

ssastak A7iDat je skup § = atb Xmmo a ,b & Ra, aZ+bot o}
Ispitati da 11 je S grupoid u odnosu na Opﬁrﬁjlﬁu mnoyenga._

—’:é'/z‘j

Zadatak 48, Dokagzati da skup realnlh brojeva R 01n1 kvaz&—
grupu u odnosu ‘na operaciju:

<% y = 4 x + 3y. /x, yE€R /.

e, x
ReSenje.Ako su x, y €R onda je X+ x + 35y € R pa je(R,+ )
grupoid.Treba jo¥ ispitati jednadine a ¥ x = b, y1ﬁ"avﬂ b gde
su a 1 b dati realni brojevi. . .

it

Jednadina a x x = b, tj 8’4 a + %x
jedinstveno redenje x = % (p - a - 33) | ‘
3y y+ 3a = b ima u skupu R™
jedinstveno redenje jer je funkecijaf(y) = y3+ 3y permutacija
skupa R / preslikavs biuﬁivoko R na R/.

Znaci (R, + ) Jeste kvazigrupa._ : :

‘/@adatak 49, Ispitati da 1i skup R, pozitivnih realnih
f;brogeva ¢ini lupu u odnosu na operaciju 4

jbimaush@uR

Jednatina y + a = b, tj., y

1%
[
Sy

Xlﬁﬂy 2Xy = 07 :
Uputstvo Treba proveriti da 1i je ( R %?) kv321grupa
1 da 1i¥ ima jedinidan element.
' Zadatak 50.Ispitati da 1i su navedenim Cayle-evim tabli-
cana definisane semigrupq_ | \ - ‘ :

a bi f ai b i c

1. bi a ai 2. ala a Ze a a | b c
alala blb | & b h|c|al
| C e .a b ’




b ¢ 4 81 85 Bz . 8y
a 8 a R a1 &y 8y
‘booe d 28 B21 %1 %2 T2 . g,
e d . b aB a;L az a,,;s ‘ 33
d b ¢ . . oo ,

8yt 8 2 az L ey

Zadatak 51, U skupu S =u{a1,_a2,... ang su definisane
operacije

1/ a, ¥a. =a .. 2 o

i, J max(i,]) 2/ ai-%%aj ali*j[

3., a.%a. = a, f .‘ L oae . L ,

4 o 4/ 8y %aj = ai+j+i3/sabmanje i
mnozenge su po modulu n/

Ispitati u svim ‘sludajevaima de 11 je (S, %) semigrupa.

'n'nu-q-\‘l
;‘“%é?ﬂ"“““"”"\f;? Zadatak. Neka su % i o dve binarne operacije u 8

tako da je gza opera013u§k, operacija ¢ suprotna,tj.ako Je
X0y =y%x, ¥ X y-é-S,pokazatl_tvrdJenga.

1.Ako 3e(pera013a ¥kkvazzgrupna onda je 1 operacija o
kvazigrupna; B _ .
2.4ko je operacija ¥ asvcijativna,onda je 1 operacija
o agocijativna; | |
3, Ako operaci ja-¥ ima levi (desni) neutralni element,
onda operacija o inma &esnl (1evi)lneutra1ni element,

Regenje .
1/ Iz egzistencije Jedn@ﬁtavnog X, odnosno ¥, 1z jednadlna:
x¥ka=biavy==n, sleduje © jedinstvenost x, odnosno y,

1 v jednadinamas a o x = b L yoa=D1dime je pokazana kvazigrup—
nost operacije © ,

2/ Keko je (x%y) ¥z =120 (x¥y) =2 oly 0 x)

ix% (y&Kz)=(y¥kz)o x= 2z o(y © x) to zbog
Jednakostli (x % y) Mz = x¥ (v 4 z) sleduje da je 1 z o (y & x)=
=(z 0 y)o X.
3/ Iz x = ed x=x0 o i{ X = X% e! e’= o.x direktno
sleduje tvrdjenje. '




-l -
SN &f‘ ‘:3':3 . L“»\«!:};;‘ ie:'fw"&,.ﬁ. i’wzﬂ ?{ b

P B ,»’ L N . . . |
: %j Zadatalk 55, Neka je u © m.{a_ﬁ’, Bpy Bzy eeey B

sana operacija M na sledeél nadin aié 8y = fnax (1, 3) R

Pokazati da je opiti oblik komutativne operacije dat
obrascem ; . :
ay %aj = f(ai, as )Af ( aj,gi)
gde je f proizv'oljna- funkeija koja §2 preslikave u  S.
. ReSenje., Kako je operacijaA komitativna, jer Je max(i,.j)::
e (312) 10 o 2y X 8 = 2 (o0 28T agy )6 Core ) Ho

F o

&

9{%‘%} = 2y $-a;, Eto znadl da je operacija komutativih.

" Neka nam je za bile koju komutativiu operaciju ¥ data
multiplikativana tablhca za gkup S . Izaberimo za funkciju £ om
funkciju za koju je prema tablici, £ (ai,aj) m_..af?&_aj.ﬁ.‘ada je
zbog dokazane komutatlvnosti operacije. ‘

£ (ai,.aj)f ﬁ(aj,ai). = (_ai%_aj)‘&(aj*ai) = ( aj:)éaj)_ﬁ(”ai—)%j),
pokazana proizvoljnost funkcije f. '

Zadatak 56. Defini¥imo na skupu R re'alnih broje;va binarne
operacije &, @, + pomc}éu jednakostit a ® b = a+ b + 1,2 @ b= |
‘=a+ b +8b, a X¥b=(29Dp) e (abb).

1.Ispitati komtativnost i asocijativnost navedenih
operacija.

2.Ispitati levu 1 desmu distributivnest operacije @ prema
® , operacije & prema @ 13 prema ¥ . ' '

%, Da 1i je ( R, + , - ) izmomorfno sa (R, & ,0 )7

4., Ako je g =z 0z @ ( @?.%n) =2 K2 Koo K2 /
u oba sludaja n # 1 faktora/ , "z ’'= ;1 = z izvesti "binarne

formle" ( a & b)(nz (a A b&n. | .
| 5.Rediti jeggxaéine@(n)m o, thl Qg (n)
: pd
6.Izrazitl )
oo n! ? !
ooy ; } nt

A= A

pomodu elementarnih funkei ja.

7.Uvedimo "determinante" glidno obidnim determinantama

L




kj%M | o =16 -

smenjujuéi v definiciji obidnih determinanate + sa & 5

88

i - 1lnversznon operacijom Qperacije ® . Razvitl :
| 0 a a(z)
0o b b@
0 ¢ (2)

Zadatak. Ispitati da 11 se u svakom skupu S mo¥e defini-~

operar;l;]a ¥ takva da s

1/ 3% tbude asbcijativna,n'

2/ & ne bude asocijativha. 7
| ‘Refenje. 1/ Operacijaﬂagé-bja a /a, b €5/ je asocija-
1 tivna pa je odgovor na 1/ potvrdan, :
§ 2/ Ako S ima jedan i samo jedag element,onda ¥ ne postoji
jer mora biti‘amk a =a / a £3),. - o

Ako S ima bhar dva elementa a 1 b,onda je operac;aa _

o definisana pomodu aKa=2a¥ b'=b, b¥a =b¥b = a,a za ostale
parove / ako postoje/ ma kako je neasocijativna, jer : '

(a¥a) a # alaa), épasto & a)«p(a = bd a = a, a%(a%a)#
. : = a &?b ‘.

Z;datak;(J/'Neka je (S,%) data semigrupa sa Jedlnlonlm

§elementom 8. Naéi obrazac za doblgdnge svih operacija o takVLh

da Je L
- /1/ =2 o (4é~¥*o) ~(a o b)n%-c Ya, b, c &35 .
Resen3ea Jedmakost /l/ za b = e dage sledecu jednakost )
/2/ a O C ‘‘‘‘‘‘ + &, C é S S T SR
Prema /2/ problem nalazenga operaclje o se gvodi na
trazenge aC)e f/a/ Sa ovom zadnjom oznakom prema /2/ imamo

a6 b= F/a/% b. Smenom u /1/ iramo
t/a/ Y% (b ¥ c) = (£/2/ %b) ¥c¢ ¥, b, ¢ € 3,80 pret-

stavlja identitet, jer J@-* asoclgatlvna operaci ja.Dakle, f/a/ meZe
bitli pr 01zv013na ?unkblja pa je traZeni obrazac

a b= f/a/ o:f" (f: 5-23). ,
Zadatak T3.Neka je na skupu S ={a, a,,c;,,f' definisana
Jedna interna asociiativns operacija ¥ o Neka za elemente a i b
vaZe jednakoshis .
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/1/ ab = ba, aba= a, bab = b, /a-%kb

Ako je ¢ bilo koji element skupa S koji Je komutatlvan
ga elementom a /ac =. ca/, dokazatl da vaze relacijes

= ab /

0

1. acb = bac ; 2% ., be = cb.

ReSenje.Polagedéi od /1/,d0bijamo & ¢
“ 2

bac = beca = bcaba = bca” b= ba2 ch = %@égb = aCbhéjf :f'

chb = chab = cabb “acbb = bacb bbac = babd = bc;

Ov1m je tvrdgenge dokazano.

‘ ‘fk’74 Neka su S i T dva neprazna skupa, takva de je
/ Neka je- Lf jednoznacna funkclja koja preslikava skup
T na skup S i neka je f"l jedna inverzna funkeija ove funkecije.

T g e,

Neka je;dalje,un skupu 8 gyvuda definisana binarna opera013a'%a 7
U skupu T definigeémo’ operaCLJu #>na sledeél nadin

Y xby <f“ﬂﬂ4wm/>¥m,y@m/
1%, Ako ae (@,%t) semlgrupa “onda. je 1 (T A) gemigrupa.

Dokazati
©,Ako ( S;¥% ) ispunjava gakon ( x-¥y )LX( XMz )=z

/K, Y B QS) onda ( T, ) ispunjava zakon (xAY) %(x4z) = yOz
/¥x%,¥,5 T /iDokazatii s

30, 4ko (8, ?&.) poseduje Jedinilan element onda (7T, DY ne
mora da ga poseduje.

4°, Neka je (S ) sledééa semigrupa

%&J a b c
) a a

b a b o]

c a ¢ b
i neka je T skup svih realnih brojeva.lzabrati jednm funkeiju £,
kao i njenu inverzm £ -1 koja ispunjava predpostavke zadatka a
zatim pomodu /1/ konstru;satl operaci ju.
' Regsenje.U toku rejavanja od najbitnijeg znadenja su
ginjenice da je f (f /x/l = x / ¥x ( S / if ll?/x/ nije

za svako % £ T jednako sa™X. /. . 3% 7




10, Iz SLf e

B
(be)bz (f/x/%f/:zt/)bz = f 1/3?3?’81&:‘.‘ /X/*f/y/)ﬁ%f/ éf

Lo aresy) w/z/) 1 xA(yAz) - <l (s/5) ee/a))

[f/x/ * 257 2/y/ A 2/o))| = £ (e fn/ et/ % 2/9)) b
jie (xDy)hz = xAyAz ) / ¥x, 9, z E1/.

: Na taj nadin je trvdjeunje 1° dokezanos

29,

(x8y ) Bxbz) = £7L(e/x/ % £73)) be™Ne/x) st /o) ) =
e ee /2 % £ fy) ) el 2/x/ %1/2/ ] ﬁf/x/ %f/y/)%
%(f/x/ ‘*}{’f/Z/):] = ml(f/xf/%é f/z/ ) ybz / ¥ x,v, z ET /, jer

Slic¢no kao za 10-'-amo

B U U
-

#flspungava zakon \\Qf
(m)%(x%Z)my‘ﬂfz / ‘v‘x,y, . € s/,

Tako je 2° dokazano

'5 .Za dokasz /3/ dovoljno Je navesti prlmer Tako (S,X?) i
( 7,A) dati +adlicana ,

A >
#la v o LT Al o ¥
ale b oo Al A Sy
SRR v,
cle 1 1 $ly & &
0oldd ¥y

Ispungavagu /1/,gde je f (Dé) = f 06) =a, f (g%
£0) = c 1 £ jaj =l e 7L/p) =¥, 17/ = v
Dok ( S,%) ima jedinidan element a, grupoid ( T, ﬁ») nemsa
3ed1nléan elenent. B
4 Junkcija f Jje odredJena 1zborom trl dlSJunktna neprazn&
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1Rz skupa R takvih da je iiu L R;,=R 1 defz_ms

- podskupa Rl, R
£ .(_Rl)'m'.:a- , f(Rz) =b 1 f(R } = ¢. Inverzna funi{cz_ga Je' |
odredjena ako u Rl, R2 L R3 izaberemo regpektivno elemem;e 3:'1,_.:}.::’_'-'
r, 1 r5 1 definidemo fml(rl) = _1(1- ) = b 1 f -1 (r3)

Prema ovome zakl;}ucugemo da problem ima vide resenga.Evo
jednog od njih. .Neka je Rj {x 5 X 41} ' rl = 1 Rz {x ”ﬂx‘Q}

332 ?72. iR3 =l{x 5 x> 21, Ty = %3, Tada je obrascem /1/ odredjen—a

operac‘ija{b,éija se Cayleygeva tablica moZe ovako predoliti

1 1 1

R

1 .
Rl 2 3
Ryl 3 2

gde je, na primer, 450 =1, 040 =1, 243 = 3 1ta.
'Pri'medbai.JI’\Té,éinom koji je'izloéen pod 4° se mo¥e u skupu
realnih broj yawdei‘lnlsatl po volji mnogo asocigat:}.vnlh operaci;}ar

Nek_a je ® /x,y,%/ takva realna fun}cci;}a da
jednakost T /X,y,2 / Jednako O definiSe z jednoznatno kao funkelju
od x, L.y o ' o

Ako F / x, Y52 / ispungava uslov /1/ F /x,y,2/ = ®/y,2,%/
¥ x5y, 2 §€R pokazatl da operaczf_;]a}11!;r /2/ x %y z &P /x,y,8/ =0
'1spnn;;avc~ uslov /3/ =y K(x¥y) ¥x, yER.

Navesti 3edan primer takve funkciae F i operaoz.;]e%w

‘ Redenje. Operacija % definisana pomodéu /2/ prema /1/
ispunjava zah'bev 7 = X ¥y % x=y¥z, ¥zx7yE&ER, tj

x= y ¥ x%y) ¥ X, ¥ (_R pa je /3/ dokazana.

7a" F / x,y, / = X +y + 2 odgovaraguéa operacxga % ;Je

y,= =X -y i-ona 1spun3ava /3/.

adatak ’76 Neka je (S,%) konadna semigrupa. Pokazati da u
/7 S mora posto;}atl bar gedan idenpoteimat elemenat Pokazati da ako




da ako ( 8, *) nije konadna semigrupa takav element nemora da |

postoji.
Redenje.Neka je S reda g i neka je a { S bilo koji element.

Formirajmo skup

-, 4 g g+l
Ei - { 2£ 22 23,a2 ;g sevg a2 s a2 ‘}
- a : & H !

Skup Je podskup skupa S, U moraju bar dva element
biti jednaka inade S ima g + 1 elemenat.Neka a2 = 28 /ﬂ vede od s/

Ako ge X bllo kakav prlr%i?n broj onda mnoZedi ovu jednakost sa
Py, W E g
"a doblaamo S 4 .
2 _ 2 > "
5% +x = &8 +x /x 20/ / &/

i ¥
Potra¥imo x iz uslova _
L x =2 ( 2% x)

dee je = Zf.m o8+t 1l oo ova]j broj x jednskost / X/

postaje: ( 32£; 28 )2 y QQQL 23)
. . . 2£ﬁ 28
Odavde sledi gakijudak da je a idenpotentan.
Da bi smo dokazali drugi deo tvrégenga navedimo jedan
i)prlmer.Skup prirodnih brojeva u odnosu na sablranje &inl senigru-

\“pu bez ldenpotentnoo elementa,

et
hw__”___‘_,‘ e

S - ._.m—v-,w_h

’jgnekog senigrupl funkeija.
Redenje.Razlikovademo dva slucaga,prema some da 1li seni-

ﬂﬁw”“ .fZadatak 775 Dokazath da Je svaka senlgrupa 1zomorfna <{EV

grupa (S,% )} ima jedinicu 11i ne.Akc (S,% ) ima jedinicu e, svakon
~elementu a G;S dedelime funkeil ju f deflnlsanu na slededi nadin:
amx_\}:a /¥ x €5/, Ta,darfamfb dage x}{-amxﬁrb
/ Fx&S/,pa je e ¥a = e¥b,tj. & = b. Znadi,preslikavanije
aumafa Je preslikavanje 1 ~ 1 skupa S na izvestan podskup
P = Lfa ;: ak %} akupa svih fgnkcija koje S prevode u S.
Posto je xf o = x¥a b= (xf, )f = xf, o £, /¥x &S /,

Lo

to je f, 2 3 fa e f,,pa je ( P, 0 )3 (S,%) gde smo sa o oznadili
operaciju mnoZenja funkeija.Na taj nacin je u ovom sludaju tyvrd je-
nje dokazano.

;. Ako.(SM) nema gedlnzuu onda S pr031ru3emo elementom

e

gﬁiﬁ i u Sf= S U}? definifemo operaciju ® na slededi nadin
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x 6y= x%Y, akoxAy(';S

= X ’ akoymg
=y , ako X :q%-

gigtem ( 87 , & ) je, tekodje semigrupa %to se moZe
3 €5’ jedinilan element.

neposredno proveriti.U ovoj semigrupi Jje
f, definisanu

gvakom elelematu & € 8 dodelimo funkciju

na slededi nafin xf_ =x%a /F X € g7/, 0vo preslikavanje

/aw»fa / ée opet reglizovaii trareni izomorflzam kao i u gornjem

gludaju. Elelement f je dodat da blsmo 1 u OVOW sludaju imall
j odnosno da f_ = fb povladi a = b.

je takodje kvazl-

preslikavay

= ggﬁme ,,ngrnpoid:izotopap kvazigrupl
sripa.Dokazati. o
_ Re¥enje.Neka su (G
koji su izotopni.Tada je - : ) . .
R e (x%y) =P oV  /xy €&/
gde su f,\Piﬁjtriifunkoije koje Qgﬁggig%gﬂpreslikavaju G na K.
fuzikcije.i?rg_amé. /%] Je

3@45_1 ( K,0 y grupoid 1 kvazlgrupa-

Ove
funkeije imaju jedinstVene_inverzge‘
ek = [P Wl
Jeanstina x ¥ 2 = / &b €6 / tada glast

| vt [ Y 1'/x/ o (7‘// a/ j = b _-
oasxlef/x./ o ¥ /a) = £ /o/ . Bo¥to 9/(9;)’; £/v/ €K

'Y

jednadina ~x/ o‘fﬂé/ = £/b/ ima u K reSenje po‘%?zj. Neka je

to redenje / koje Je jedinstfenﬁ/ Jednako C; tj.&f?/x/ = c.lZ

E 'Yg/x/'m ¢~ imamo ‘x-zyzml /c/ € G. Dakle jednadina x% a = b ima
f% reenje u G. Ovo je redenje jedinétﬁené. : ; :
S1idno § jednagina a ¥x = v/ a,b €6 / ima jedinstveno

reéenje‘ufé,pa‘je ( G,% ) zaista kvazligruba.
 'Zadé£ék8l{‘Neka:je ~(Sj¥3 lupa.Neka u njoj vaZe uslovi
"<5agsy5/mxy@s/_a%u*w:<@$x>%m
(Fve€s) /%=y Es/ CxoRd ¥y) =(xED) KT,
 03;fﬁS) /*#xfﬁ'ﬁS/ ”}D*(y%%:)ﬂ(%¥ﬁ)*ﬁ-
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Tada ka¥emo da je a levi,b srednji i o desni agocijator lupe S.
Sa A;Q: -‘As i Ab oz‘jri;téi'mo redom skup svih levih, sgkup svih srednjih,
odnosno skup svih desnikh agoci jatora lupe.Dokazati da su ( A.Q"‘*‘)
( Ass %) 4 ( Ad’ *’) gru-pe.o ) |

' Primedba Ai, A_S i Ad postoje za pilo koju lupu,one uvek

sadrfe jedinidan element e €35 .,

| Regenje.Doka¥ino prvo da je ( AQ,.*;{ ) grupa.Neka a, b &\A_ﬁ
Tada . y o . : .
a¥ (x¥y)=(a¥x)Xy 1 b (x%Xy)=(b%xz)¥y
||/ % x,y €5/, Ako kod prve kod ovih- jednakosti smenimo x = b¥% X

E ona, pos#aje '

% - a%[(b%z)"%ﬂ=[a%(b%xj%y

odakle,posto su a, b @Aﬂimame

a %[b KX & yﬂ= ar’%Z(—b ¥EL) Ky =D(a%b) ¥(X¥y) -{éy
(0% )%y (e ¥v) Mk = [(a ?f‘f'?/* X]x gk,
Zadnja jednakost daje ak b éAQ .jer / ¥ x,y €g/=>

< ¥ ¥, vy € S/.%nad1 ( Ap, ¥ ) je grupoid.Odigledno je (Ai,% ) i
semigrupa.Dalje e € Ay Jer je (e x )y = e ¥z ¥y / ¥ x5 €5/,
Neka je za ég:&lﬂﬁ-_ element 2™t gesni inverzni.Ako stavimo L = a"li)é
= x ¥y / .x,y €s/, D = ‘(a__'.l")é ¥y / x,y @é/,on&a je
2 ¥ =C o a™) k(2% ) =(x3er), a¥ D= [ ap 7l £ A% v -
‘:;;%( ¥, tde 2% L = a¥D,pa je L = ﬁ, odﬁosnc_a-l ¥ (x ¥y) =
:(a“ji-x %) ¥y / x,v €8/, Dakle,a EAQ daje a“le'il.@ pa je (ﬁﬂ, ¥ )

zalsta grupa.

Na slifan nalin se dokaszuje da je ( ;A@:"‘\l) gTupa.

Kod'dokaza da je { AS,JK' ) grupa u delu dokazau kome se
lutvrdjuje da je (AS,% _) semigrupa sa jediniénim elementon imame
sline momente koje smo izlo#ili,pa taj deo i ne navodimo.Teskoda
se javlja kada se dokazuje da a E‘AS= povladi a_lGA'S gde je B-F

desni inverzan element za a.

‘Dokazademo prethodno ds je a"}‘ i levi invezen' element
Za a . Zaiste,neka je a4 2=t = e, 2”1 ¥-a = g. Tada je




=23 -
a™t = a—l‘){’e = “1%(33("1—1) =(a 17%3 ) Ko Lo @ x e jeir jené"”
-1

a € AS.Medju‘cim iz a 1o € % a™ zbog a 1_ = & ¥ & -1 imamo ea{-a 1

.5'£ #%a_ odakle je E?” e. Zpnati :a,'1 je levi inverzan element za a.
' Ako podjemo od L = x #(a l%y Y; D =(x¥a %%—y /%,y CS /

i gmenimo x = X X a,y = a ¥ ¥ imamo zbog A E,A da je
- (X¥a)#7Y, D [xw@%aj%aﬂo X 3 (a 3% ) =(Xxe)A,
pa ;]@I:—Dﬁa.x%(a -}éy) ~(x$ﬁa1)¥y /] % x,y €8 /. Znadi,
a {iA daje a 62A pa je ( AS,#?) grupa.

Napomena,Videti &lanak G. ¥. Garrison-~a Quasi-grups,
/Ann.of Mathe, 41 /1940/, 474 - 487/

T s

Lé Zadatak 82. Operaciaa %‘skupa S [é b. 82 je agocijativna

'ék?“j% i spunjen nelov x ¥y ¥z) = (xﬁ%y)-%“z, / ¥ x,7,2 €8 /»
’ Ovaa uslov se gastoji iz 27 gednakosﬁi Dokazatl da se u skupu S
- :ne.mo¥e definisatl opera013a~%-tako da sve,sem. JG&ne od tih jedna-
kestl,bu&u lspunaene. o C
Primedba.Ako skup 1ma Betiri 111U viée elemenata onda je

pera013a3ﬁ'mogace konstrulsatl tako da 1spuni |sve Jednakostl

MU — "'

o SRR

a30013at1vnostl sem. jedne. Druglm reéima u ovom slucagu Jednakosti

- asoclgatlvnosti pretstavlgaau nezaV1stan 81stem ‘aksioma.

C Detalyniye o ovHme videti w e TE G Szasz wa: Uber die
Unabhangigket der AssoZlat1v1tatsbedlngungen kommutativer
multlplloaxg_vex;_mkturen / Acta Soi. Math,, Szeged, 15,1954/,
tﬁ?- : LZadatak 83. /Veka Je %~gedna pinarna operacija definisana

s,

- skupu S sa n elemenata.Pokazatl da je broj medjusobno raglidi-
tih operacija u skupu S,‘lzomorfnlh operacijl %»aednak n!
r (&)

gde je r/a/ broj elemenata .grupe sutomorfizama grupoida (S.¥ ).

Refenje.Ako Fe o bilo koja izomorfna operaclja opereaci ji
yéonda jes _ : L N | |
1. £ (x o0 y) £/x/ ¥ £/y/ 7 ¥ x,y €5/ ade je £ lzvesna
permuitaci ja skupa s. Iz /1/7 imamc

j2/ xoy=ztT[e /x/se-f/y/J /¥ xy €50
Jednakost /2/ slu#i kao obrazac za dobijanje gvih izomor-
fnih operaclja operaclgl %1 Za ovo je dovoljno u /2/ umesto £

N e
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uzinmati redom elemente iz smmetrlcne grupe S

Medgutlm, u opdtem slucagu obrazac /2/ ne mora datl n!
ragli¢itih opersacija, jer mo g dve funkolje £, g € S datl istu
operaci ju Op = og.

Ispitajmo kada de oﬁo nastuplti.hAko ovo nastupi,onda:

5/ £ [f/x/ X :E/y/‘ g™t le/x/ ¥ g/y/] /% x,3 €si{ pa
(ex™) (£/3/ £//) = e/x/ % &/y/ | ¥ %,y €5/,008kle
4/ (et™) (x %y) = (er7L) /x/ % (et™) /y/ /¥ x,y €5/,

Iz /4/ zakljudujemo da gf™ é;A,gde je A grupa automorfigza-
ma grupoids ( Ss¥ ).Obrmuto, iz gf -1 €4 sleduje /3/,4%3. 0£=0 0
Ovo znadi da ako S, razlozlmo pomodu A S, = A+ Abz + ...+_Abkgﬂ'

it

gde je . METET’d” funk013e fi g ¢e prema /2/ dati istu operaciju

ako 1 samo ako i f i g budu u istom kos%etu Zbog ovoga je traZeni
broj Jjednak broju koseta »0dnosnoe pa je tvrdgonge u potpu-
nosti dokazano, T a

Primedba.Videti o ovome detalgnlge u &lanku V, Devide -a
/Glasnik mat, ~ leo i atron., Zagreb Ser.II,T,7,1952, st 4-6/

S
g

; Zadatak 841 Neka je (8,0 ) grupa.Deflnx51mo u ngog operac;gu
3&-pomoé£"3ednak08t1 : aden gL /a, b &G /. o
ﬂcﬁl/ Dokazati da je ( G~%€) kvazigrupa u kogog je.
<a‘¥vb>>ﬁfcm)ma%c /¥ a,b0 €6/
? 2/ Neka je ( G;*‘) bllO kakva. kvazmgrupa u kogog jo
(a%b)%(o%b) %c'/%t.abc@G/

Ispltatl da 1li se pomocu'%'l njenih inverznih operacija
mofe u G definigati operacija o tako dd je (G, o ) grupa.,

ReSenje., 1/ Neposredno ¥ori stedi definiciju grupe i
Osnovne osobine dokazuje se 1/.

2/ Pogto je (G, o) kvazzgmpa,aednakoséu xX¥a="h
/a,b éiG/ Je deflnmsana svuda u & gedna binarna Opéraolga o za
koju je a o b = X,Ovo je gedna inverzna operaclga operacije ¥

(a, o) Je takod je kvazigrupa.Ova operacija je asocmgatlvna sto se
zakl juduje na slededi nadin, Stavljajudi . a¥p = A, c%@ =

?
a¥% c = O jednakost (a *~b)-¥{c ¥b) = a ¥ ¢ daje A ¥ B=C,o¥p= 4,
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¢4 b=3B, a¥c=C odakle prema definiciji 0peraolge o doblaamcf

A=B0C,a=bohd, 2bo B, a=c o C., Eliminacijom, A, A, c o
dobijamo G o (Bo b) = (C o B) o b .Po¥to ¥ a,b,c € 3D¥ 1, 'Bf,-'-%j_
¢ &s yaSGClJathngft operacije Je dokazane. ﬁ“h%

P
rrrrrrr

i Zadatak 85, Neka je S neprazan skup i neka su ( S,1i )
/11,2, 2, 3,4/ Setiri kvazigrupe,takve da je :

1/ x(y22) =(x3y)42, ¥F,72ES.

Dokazati da su kvazigrupe { 8,1 ) ilzotopne sa istom grupom S, .
'~ Re¥enje. Neka je a €5 jedan fikeiran element., Uvedimo
gledéée funkcije:

2/ Lix = a;x, D;x=x1a /i=1, 2,3,4/.

Po§to su (S,1) /i = 1,2,3,4/ kvazigrupe uvedene funkeije
su permutacije /biunivoko preslikavanje S na S/.Prema /1/ za
X=a, zay=ailzaz=a lmamo redonm jednakostl

l(y 2 z) -—(I:3y ) 4z, x 1(L z)-:é:(ié:(fgx 1 Dzy 4(X 37 ),
¥ x,v,2 €'8. Iz ovih jednakosti imamo:
3/ ve I [(Ly)4 2], x 1z = (D, )4 (157 2)
% 3 y Dgl (D x)4 (L D2y£7 ¥ x,y,2 @;S Pa je dovol jno

dokazati tvrdaenge aedino z8a 5,4 . Koristedi /3/ gednakost /1/
daje

4 (@ 4L -1311[@33,)4 {(} o7t [(05m)4(25 D,9) 4
¥x,y, g;s. Neka su dalje F ‘f tri privremeno neodredjene
permutacije skupa S. Uvedimo operaciju ¥ pomodu jednakosti

5/ x4y =F](Fx) o+ (Vn]

Uvodaenaam%& pomocu /5/ Jednakost /4/ postaje i

6/ ?{ o,y 5 [ (Yisy) ¥ (f]} {Y’D g [(D x)% (‘//L"lnzy%ﬁ
£Ge .

Permutacije F, Vﬁi éemo potraéiti iz uslova da /6/'bude
jednadina a30013at1vnostm operacije ﬁk %a ovo je dovoljno da
F, 50 \;Vispune uglove

-1, _ -1 . =1 Y _
7/ 334 F =1, %DLZ_ Ll F =1, 7QL3“7pLg D2 ,g@e_sm@_sa 1
oznac¢ili ldentiéno preslikavanje. o '

P
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Preme /1/ za x = a, zg a dobijams IL;D, = D,L5. Koristedi

ovo za funkeije F,\f,\P dovoljno je izabratfszl, F £D4,
V=105, | P
Za ovako uzete permitaciie F,\Fdﬁ\kgje (8,% ) grupa.Jednekost
/5/ dokazuie tvrdjenje za (8,4 ), pa je tvrdjenje u potpunosti
dckazanoc. T :
IT. G RU P A

Zadatak-Li Skup brojeva S = {1, i, -1, m;S %ini Abelovu
grupu u odnosu na mno¥enje. _

Redenje.Proigvod bilo koja dve elementa ovog skupahje
opet element tog skupa. Asoéija%ivni zakon je ispunjen j@r vagl
za gskup svih kompleksnih brojeva a ovo Jje podskup tog skupa pa
vafi 1 za njega. U ovom skupu postoji jediniéni element.To je 1.
Svaki element ima gvoj inverzni 1“1m!mi, (—i)"lz —1(—1)—1m 1.
Primeéujémo jog da je mnoZenje komitativno.Stoga S &éini Abelovu
EXupile. ' ' '
zadatak 3. Neka je s'_m{ (a,b)}, /a, b su raclonalni broje-
vi, a # 0/.U skupu 8 je definisaha.operacija.ﬂf;mnméu

v (a, b) ¥ (c, 4) = (ac? beredd) .
Dokazati da je (S,¥) grupa.

o
i

Re¥enje.hko suia,bégc,&}racionalhi brojevi onda su takvi

A

%o i be + c%@} dﬁlje je ac razlidito od O ako 'su a i ¢ razliditi

od 0.Znadi % je unutrasnja operapija.Operacija’¥'je aSOGijaﬁiVna 
jer je . ' | '
[(a,b) % (c,d;j%(e,f) = (ac +c +4) ¥ (€)=

=({ace, bhce tcet+ de + e + f)

(a,b) %ﬁ’[(c,d) % (e,f)]'m (a,b) ¥ (ce,det & + T =
=(ace, bce + ce + de + e + f).
Potrafimo jednafini element.Ako je on (x,y) onda jednakost
. ‘:(asb)q& (k7Y) mu(a:b)‘ :-.j;j;f- 
daje jednostavno reSenje x = 1,y = -1.Zpadi (1,-1) €8 je jedl-
ni¢ni element. - - I
- Iz jednakosti

(a0 % (o) = (1,0




: 2 2%~ - ~

¢ini grupu u odnosu na operaclju mnofenja funkeija,

nalazimo da je inverzni element elemenata a,b sledeéi

+at+1
( & . _bratl

a ' a
Znagi (S ¥ Je zaista grupa.

Zada?ig/i, Skup S funkeija fl/x/ = X, Z/X/ = 11X ?

L e,

bS8 ; 4/X/m ;, 5/:x:/ = l-x i £ = &y odnosu

X X le
?ﬁé mno¥enje " funkclga deflnlsano sa f)/x/ o//ﬁ/xj [£ /xj]

“&ini grupu.

: Resenge Oznaéimo f /x/ kratko sa f?. Multlpllkatlvna tabli~
‘ca lzgleda ) '

AR I

i 5, 15, 5 g

leffz j;f3,'_fi' #é'fé" £y

f5.4 15 £, 5t £,

N T

£, .fS-_f.:___£6_:_ RN SO AU

£e | ‘:t‘.6 f4 f.‘5 £, f£5 f

Gde‘ na prlmer L -

4= [‘4/%3 3[- 7= ”ﬁg:f“j'“ bex= 5,

fgo Iy = 1‘6/x2] [ .m”\== X = fy
—E

Iz tablice vidimo da je S grupoid / +j. proizvod bilo.

S "koja dva elementa skupa S je elemenh\tog skupa /. Jedinidni
*;element Je f1. Svaki element skupa S ima inverznl element.Asoci-

jativnl zakon je ispunjen jer on vaZi kod navedenog proizvoda ma
- kakvih funkcija. Znadi 3 zaista 3ini grupu.

Zadatak 5. Uokazatl da skup realnih funk013a

.£s "”5’9 <3

X=-z ! x=-L x’




Zadatak 6. Dokamati da‘skup racionalnih brojeva

5 =17%7n

¢iju mnoZenja. y
Redenje. Proizvod ma koga dva elementa oveg skupa

T Zm} /m, n=0,T1, #2,... ¢&ini grupn u odnosu na opera-

1+ 2my 1 + 2m, ' 1 + z(m + m, + 2m1m2) .

. = je dement ovog
1+ 2ny L+ 2n, 17F 2(n1+ n2 + annz) v .
skupa. A30013at1vn1 zakon je 1snungen. Element % % g €3 je

38dlﬂlcnl.svakl element ima svog inverzni.Tako Je

(% : gﬁ) %m%r%ﬁw ZnaCl, S je grupa.

Zedatak 7. U skupu 'S svih uredjenih parova (m,n) celih
brojeva je definisana binarna relaoiya?zmtsledeéi‘naéin

(ml,nl)ﬁ’(mz,nz)éﬁ='ml = nq +2mn, = my~ n, + 2n1m2

lo.ﬁokazatilda je\ relacija ekﬁivalencije;

29, Ispitati da 1i skup sjo dini grupu u odnosu na operaci-

(mq, 1)4¥“(m2, ) = (ml + m +2mlm2, n; +. n2 + 2n1n )y

I N qutStvomﬂ}detl predhodni. zadatak.-ﬁi;.ﬁ‘ .
;:>pk ﬂﬁxZadatak 23ﬁ Skup C svih elémenata grupe : & koji su permu- .
? tativni sa svim elementima grupe G Clnl ‘normalnu podgrupu te

f/ grupe. {Wx‘gi 3N
\ Primedba. Skup ¢ se Zove ceﬂtar grupe G.
Rese%&f, Ako su a b giO onda je ax = xa,bx = xb / ¥ X;GEG/,

pa jo aBbivVEEd / ¥ x €6/. Znati, a,b €0 = a,b € C.Posto je
ex = xe / ¥ x €6 /,%0 je e €C. Dalje,ako je a €C,onda je

ax = xa / ¥ x €G/,pa je odavde xa+ =.aT1X /L x €6 /,t].

a_'le(} . W
Posto je x T0x = (% = Cx Tx =0/ ¥ x €G /,to je C
%fgwl& ;% ’
bormalndvgrup® G. , :
Zadatak 24. Neka je ( G @%) zadana grupa. Deflnlslmq-
" binarnu opera013u«¥~preko a¥ b= bea / a,b &a¢ /. ?okazatl da
je ( G ) grupa. |

ReSenje.lz a,b €G sleduje b. a =~a¥b ELG pa'je3(Gg¥)
grupoid.Kako Je :




X slededim postulatimas

e W4
TN

-29 =

(axb)¥c = (b a ) ¥ c = c . (b . a)

_ aﬁk(b¥0)=a%(c. =(c.b).a
-bo je ( G, semigrupa. Element e je ;}edlnmm jer je
aa(fe = e“ﬁa::

Tnverzan element elementu a je o jer je

_lﬁ’a = aeal = e,

ay(«a = 8 laze

Znadi (G,-y-) je zalsta gmpa.‘. | ‘
~Primedba. Grupe (g,8) i (G,¥%¥) u lzomorfne Dokazatl._
Zadatek 25. Ako su a, b i c elementli neke grupe, tada

:-}_jednaéina, Lo R

i
e
o
=3

xbxca

ima 3ed1nstvene resenge Dokazatl. R R &

Zadatek: 6 Dokazatl da se Abelova grupa S moze deflmsati
\f‘x i, -\__ = 3 "

1/ Ako a,b € S,onda a.b €3S k@\”{‘:}
-..~,._2/(a’b)c (bc)a zasveabcf,s |
Sk '?3/13051:031 e ES takav da Je ‘za svak;t a 6 S ae = a
4/Svakon & €9 edgovara a” @S takav da je aa 1o e
Ispitati nezavisnost postulata: 4/ od postulata 1/, 2/1 3/ .

_ . Zadatak 27. Konacna semlgrupa u ko;}og vazl zakon kancelacz.-—
'Je je grupa,Dokazati. SR - L - Lo
Zadatak 28. Semgrupa S = {a b, ...}u kojoj gvaka o-d jednaw

gina ax = b,ya = b / a, b G S / ima bar j=dno reéenae je grupa.

. [zadatak 29. Neka je (S, ¥ ) semigrupa sa kancelacijom.Neka

e
s /

-gvbkonm X & S odgovara najmanje jedan x é, S tako da je X-')Qv AL = X.

Dokazatl da je onda ( S,¥) grupa.
Regenje. Dokazacemo 8to je dovolano da u ovakvo] semigrupl
jednafine oblika a ¥ x =Db 1y % ¥ a = b imaju redenja.
Zaista Jaednaélna a ¥ x '£= b .:i_ma resenge x = a’fb jer

o (D

0y
_/“' a’'# b &Ca*—a’%jﬁ-x =av)€a iﬁbéa%x: .

Koristili smo a = a.§ a’¥ a. Na slifan nalin zaklgucu;emo

da jedna¥ina y ¥ a = b ima refenje y = bk a’.

Primedba. Detaljnije o ovome videtl u glanku Sur une .

o condition necessalre et suffisante pour gu’un semi -~ groupe ﬁoa.’c :




1ma3u 1st1 red.

v : 2 ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ ‘%———"":h 3} T'
\ :, Resenge° rmmeﬁlmo da va®i jednakost Qﬁgrlas) = s TaVg i
“za ma koji per elemenata (a, s) iz grupe G i za svaki ceo brod
Koristedi nju imamo ( & as) L= "1u*q s = 8 ; =

= g( smlasco(s as) _l = sesg = = e Odavde U)(a) <iks as, ) ?
(a) = Q(s“ o). . |

fﬁadatak 31f Neka su A 1 B elementz grupe G Pokazati -da jJe
B AT

Znaci, W

(43)

AB treba pokazati ( AB) (B"lA" ) = e,Zaisgta,koristedi a50013at1vn1
w1, =1 -1, ~1 1

zakon imamo : (AB).(B TA™%) = A [3(3 A j] Y [ZBB a7 =

= A'Eeﬂfl:lm AA“l = g, Spec&galna posledlca ovog stava 3e'.

W 2 (Y| e
‘munﬁxg?ﬁ__m )" 1b g e jén promzvolgan prirodan bro;.

atak 32 Elementl a i grupe G imaju isti red.

(,D(a) ): La (a)]"l N ...1

Refenje. ( a” = e prema

£§Z§ﬁgfr. = ¢t mte;ZnééiQD(a) fg’(afl) ,Iz,obg negednakdétl_
sleduge M)(a) %)( a 1), | . ~

?

= Zadatak 33@ Elementi ab i ba grupe G lmaau 1stl red.

” L
Fa : Ww‘v‘rbﬂ‘m v

L{ ReSenje.Ovo je neposredna posledlca zadatka 30 jer je
ab = 1(ba)be

";pw””ww Zadatak 34.Neka su A 1 B elementi grupe G.hko je
57143 = A® onda je BTTASBY = S i . Dokazati. .
Resenje.Za r = 1 tvrdgenge gla51 B"lASB = 25°F %40 je
tadno jer je o B
AS' = (Ak)S = (B AB) = B~lasp
Neka je o ‘ » =
N . T . r+l
Poka;imo da je Bm(r+1)AsBr-+ 1 _ As’k

/
Odavdeﬂ) as)‘qa(a) S11i&no adlé 36) [\ (s as)sk%o(s as) :F

zadatkp\Sl.Odavde (g ) ig@(a), Sliéno aU) (a ‘) ‘_ ~1 =

Resen;ecDa bismo pokazali da je B’lA”l inverzni element za

{ .

\




AR

-]

Iz /1/ dobijamo:

T T+l

Prema principu totalne indukcije tvrdjenje je dokazano.” 

Zadatak 35. U grupi 54 svih permutacija- od cetlri elemenw‘
ta 1, 2, 3, 4 naéi sledede podgupe:
a/ skup svih takvlh da skupzfi E} prlmenom/;gérelaZ1

fo
/ skup sv1h takvih da 1z a = b(med 2) sleduje %?{
b/’é(mod 2) " za svea,bizzfl 2, 3,4
/Permutaclga KlB) (24) ima, to. svoastvo/ LL

Zadatak 36 jiko su Hy 1 HZ dve podpnupe grupe G tada je

1 H /] Hzﬁ podgrqga gmpe Go I
"izad ;gﬁAko je konacan podskup S grupe G grup01d onda,
3 S grupa.

Reéeﬁje. Neka S azr 1. Bps o ,ak}bude grup01d éijl
elementi By 8oy resy By pripadaju grupi G-uzfvl, Bopoer By

‘k+1,.,.}0brazugemo éemue . : SRR F;w‘
' T
. fﬁal 5 152 .'I‘ | ak ‘ :) S
CI} fal“:l Bp8s  ee. & 8y : alsi {iii;mﬁp
L j . PR : ) ) * .
Ny gl
L L’f% azal 32 "o aZa’k : aZS
[ s '
\0 + 36 8 d 8000w 4 a5 s 88 = 22 900 slpoceco N T s ES
; a, a8y 885 ees 8, ap : a; s
f; * ¢ 0 0w ‘l LI L O I I B R I ) l. ® # 0 O 0O W @S 8 E 00 L A DD O E S * &
;{ 2 .
8y By 8o e ak - - akS

Pokazacemo da v skupu 8 mora biti jediniéni element i da
svaki element ima inverzni u skupu S. To ‘de biti doveljno za
dokaz da je S grupa.’ Skup %MS / PE MK/ ime k razliitih
elemenata, jer iz Q&«a<¥- 8 ap>@' sleduje %ﬂ. afgsto nije talno
izuzev kada Jeo( 2 . Posto je 'S grupoid to %AS = S,Uolimo u 8
element al +On mora bltl jednak sa nekim elementom iz alS.“:

i
t




Neka Je & = a8 A,' Odavde jera, = e ; znali u S se nalazi

jedinidni element grupe G. Poka¥imo jod da svakl element iz S
ima inverzni u S. Neka a_ € S ma koji element.BElement e iz S
mora biti jednak nekom elementu :Lzlaa;/M S.Neka je to 2. «Znaci

-

g = %Ma pa Je a, = 8., ba je gornji stav u potpunostl dokazan.

-
v/ kvedFEtr——— _
Refenje. a/ definiciji simetrija geometfiékerfigumé"je
biunivokn preslikavanje talaka te fugure na talke te figure koje
" guva" udaljenje tadaks. |

7 E&&a%aﬁ“ﬁéﬁ(wECl grupu simetrija za a/ pravougaonik;

- Neka su 1, 2, 3, 4 +temena pravougaonika, C centar i
neka su a i b prave kroz C koje su paralelne stranama 14;0dnosno
12 pravnugaonika. Pravougaonik ima sledede simetrdije:

1 2 3 4

( ' ' ) = *(l) : idenfiéhO'presiikévanje,
i 2 3 4 R
1 2 3 4 ,

( y N 4 5 ) m(l2)§34);.rotacija oko a ?%fjf’
1 2 3 4. ' : )

( ) = (14)(23); rotacija oko b zad .
4 3 2 1 '

-

1 2 3 4 §

( )=(13)(24); rotacija oko O za‘ji
3 4 1 2 '

ZnaCi grupa simetrija pravougaonika je

= ikl), (12)(34), (13)(24), (14)(233}

b/ Na slidan naéin Zakljuéujéma dé.je_grupaugimetrija
kvadrats o B i L e

(1), (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)625), <1s>;<24>j




- 33 - i
: Zadatak 39. Nadéi grupe simetrija za a / romb, b/ ra%nékﬁ_
ki EEQH%%P Tc/ ravnostrani trougao d/ prav1ln1 petougao. o ﬂ'

e

HResenae. Grpa prostog reda ne mo¥e imati pravu. podgrupu.g

Nekarae a £ G1a # e. Obragujmo skup S =4 a, a2, a5, arey a%f

= gde je g red grupe.Elementi ovog skupa su razllélti,ger ako je.

3
8 = af’{ /g}\)}‘;u / onda je a“\) M= e pa je skupz{a,_gaz,...,aﬂ

= @{iprava podgrupa grupe G 5to je nemogudée. Podto S ima g
razliditih elemenata grupe tho‘jéfs.;_hG pa je G ciklidna
grupe 1 a njen. generator.

_ Cikli¥ne grupe istog reda su izomorfne.

Régéﬂ3;; Neka su to grupe Gl =f,5,'a2, aBQ}..,agm eiﬁ i

‘G2 =£rb v, bB,..., b8 = é2j§' Biunivoko presllkavan3e ‘aato

sa a'Q= byge 1zomorflzam jer ( a . ¥ﬁ- thf = aﬂ?{ p° =
Vi Pl

= ) (a ) (a ) , gle smo sa s _ oznalili element skupa

jﬁl, 2,..., gLfkngl je kongruentan sa (1170) po modulu e

Dokaz je sllcan i zZa 01kllcne grupe sa beskonacno elemenate.

) N\

5 //27 Zadatak 42& Neka ge ¢ =ya, a°, a3,,.;, 8= i}_Clklléna
grupa reda g. Element af Je generator te grupe tada i samo tada
ako s p i g relativno prosti. _

Resenge Neka su p 1 g relativno p“osti. Pokafimo da je
aP generator Svi elementi skupa S 3{ap, agp ooy abP = i} su

. medjusobno razliiti jer ako je éop # af'P ,/J/}u’ tada je
'( O*f()p = e, a odavde g ﬁM)Pf $to je nemogude jer Je

/g:p/ =1a ﬂj/4<€- Dakle, S = G pa _je af zaista generator. ,“5
Koristili smo Ginjenicu da ako je a "= e onda Je&)ﬁa)/é? U
‘gornjen sludajuid(a)t= g, a = ( /#)p.
, Neka je sada aF generator. PokaZimo da je / p,gﬁw< 1. n 3
U protlvnom ako je /p,g/ = s # 1 skup aP, 32?,,,_, aP EJ = ¢ ?

~je prava podgrupa grupe G pa af nije generator.

Zadatak 43. Dokazatl da su poddrupe ciklicne grupe takodge

cikline.




[ Ms.»a

 Zadatak 44. Dokazati da grupa reda P/ p e prést

broj/ mora imati podgrupu reda P. o
S 12 3 A ,

zadatak 45. Permutaciju ( & } elemenata
_ ' -~ a b ¢ . @ '

1, 2, 3%, 1 4 oznadimo kratko sa abed. U sermutaciji abed kaZemc da
suaib, bic,odnosne ¢ i d dva susedna, glementa. Neka3ﬁ gkup
svih permutacija elemenata 1, 2, 3 i 4 kod kojih su 1 i 2 susedni.
Dokazati de K ne dini permutacionu grupu. Neka je HEX permutaciona
grupa. Pokazati da se K mo %e razlo#iti pomodéu H na slidan nalin

kao 8to se grupa razlaze po. podgrupl -

' Primedba.lavedeni problem je jedan deo problema koji ge
dao prof. D. Markov1c u Slanku : Napomene uz jedan elementarni
problem iz permutac;3a / Ves. drud.mat. i fiz. NRS, IX, 12 1957g /
P Z et

Zadatak 46j Ako a £ Q_(mod p) i p prost broj onda je

aP L= l(mod p) ./Fermat/. O o 1 N o
Resenge.Drukc;ge reseno treba dokazati (apml) = 1! .

. -1
Zaista (aP Y = (a™)V | a element a’# 0’ pripada mnltlpllkativnog
grugi {1’; 27,300, (p- l{] pa mora(a’ )p 1 piti 17,

v . -1
Znap; (ap_ ) =.1". Sli&no se dokazuae uopstenge ove teoreme koje
glagi : ako /a m/ = 1 onda je* acfb(%) = 1(m0d m) gde je (m)

#uler-ova funkeija koaa je brog relatlvno prostlh brojeva’ sa m -
nl Tako 3¢ mna primer,(5) —4,/5(6) 2yeae

/}k i on 3e clnllac broga £ . ,

Regenje. Pod periodom elementa a€ ¢ smatramo najmanji
~  pozitivan brog[ﬂKa), tukav da je a (a) = e. Ako je a = e,onda
je W(a) =1. Podto je 1 jg to je u ovom sludaju tvrdgenge dokaza~
no. Neka je a # e. Formirajmo skup H =73 a, az, aB,..., g, g+{]
svi elementi ovog skupa su elementi grupe G. Bar dva moraju biti
ista jer inaSe bi G imala ( g+l) &lan. Neka jJe ao = all/ 'ﬂ//w/

Tada Je a'Q 7M = e. Podto jJe Oﬁso Sg to u sku 242,2,3,... ff
postogl zna¢i bar jedan element ) <§4 tako da je a Ako
, & ako ik ina v1se

je on jedini takav onda je’ (a) =
takvih, u tom gkupu onda 3@6)(&) po- flnlclgl nagman31 od nglh
a takav smgurno postoji. Znadi u svakom slucagu postogl T {m\? .
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PokaZimo da je e (a ) / . Skugzz[-, ae, . (a) e

ciklicna podgxupa grupe G pa prems Lagrange ovo J teoreml .
/ti. red- podgrupe je ﬁlnllac reda grupe/. Time dokasz zavrsen.'”““'

. Wa) . '——grw
Specijalno‘ 1263 a)/'g sledl.'ag = @ jer je af= g ) -

g 0@ /e
-1 EE - N

“Eétak 48g U grupi & reda 7 reéltl gedna01nu X = y2.
\%

“ Uputstvoo Neka je- a generatornm element grupe G. Ako

f‘stav1mo xi="gh vy = 2d /0£1i, j €6/,onda se problenm r@savanga

! : i
gornje gednaczne svodz na trafenje i 1 J iz uslova a3 = D

odakle je. a-l-2d. ¢ odnosno 31 = 2§ = Tk /k ceo brog/. Iz dobije~
ne chfantove J@dﬁ&@lme treba tra21t1 i 1 Je o

.._ﬂ"""_
G e s ]
o e, o i

ﬁgﬁgfak 49§ Neka su A i B dve podgrupe grupe G. Skup

. AB = Ja, b, a fZA b ﬁiB e grupa tada i, sama ako’ ge AB Bk,

" ' Redenje.Neka je prvo AB = “BA. Ta@ﬁé se svaki element
oblika b.a /b éLB ES Q:A‘/'msze naplsatz u obliku albl/alﬁiA bl€QB/
Koristedi ovu c1ngenlcu i éinjenicu da su A 1 B podgrupe grupe

G lako pucveravamo da s&up,slemenata A*B u odnosu ‘ha operaclgu
grupe G dini- grupuﬂyNEKa.%rugp skup A+B &ini grupu u odnosu.na -
operaciju grupe G. Tada ae G;A B, eb GTA B~£>ebae _%'alblﬁiA B tj.

ba € AB za sve b €B a CA pa Je BA CAB. Jednakost(ab) 1-3.1 by

Ja,a-€ A, b,b é;B/ daje ab = b la 1_ pa ab f?BA tg. ABCZBA Iz
1 1
BACAB ABCBA zaklgucugemo AB = BA, L -

e

- w 'Zadptak 5%} Dokazati da simetridna grupa S, moZe biti
- - generirani BT 1 - om transpozici jom

(12), (13}, (14),..., (1 n~1) 3
Regsenje. Svaki element grupe S se moze prikazati kao e
proizvod izvesnog broja transpozicija. Tako na primer /1234°o.n/_;
=(12).(13).(14)...{(1n). Pvrdjenje de dakle,biti dokazano ako
pokafemo da se bilo koja transpozmclga (ab) mo¥e 1zra2lt1 preko
navedenih tkansg021013ae To sledi iz ‘

(ap) = (1b)“1(1a>(1b) CamTt e an.
Zadatak 51, Pokazati da se simetridna grupa S, /" skup

svih permutacija e?em@nmta 1, 2,..., n/ moze generlsatl pomocu
permitacija: Py = (1y“2‘_3,n..., n-1), P, = §-1, n).

R TSR Ao




a;.\\‘ /.f _ 36 _
Redenje. Svaka permut3013a iz gkupa S5 moZze se razloZiti

" u proizvod dvodlanih ciklusa (a,b) / 16 2%n; 1<n<sn/, pa
je dovoljnn dokazati da se {. a,b) moze dobiti pomodéu Pl i B, .

Primetimo da Je Pl 1 = (1,n), Py PP = (2,0}, 000,

PlszPg = (k,n); /li&kSanl/.Stoga je

(a,b) =(n, a)"l(n-b)(n.a)z (n,2)(n,b)(n,8) = 1{%29 pyP P‘%
Ovim je tvrdjenje dokazano.

Zadatak 52. U grupl parnog reéa ima neparan bro} elemenata

\30131 je red dva. Dokazatl.

}H,ﬁ\ir‘\_Zadatak 534 Data je Abelova grupa G. Ako je S skup svih
‘ elemenata grupe G koaacnog reda onda Je 8 podgrupa grupe G. Dokazati.

Refenje.Posto je grupa G Abelova to vredi jednzkost

(ap)= & Oy / n preizvoljan ceo broj; a,b € ¢ /. Koristedi_owvu
aednakost, zakljudujemo da ako a i b imaju redovekj(a) i (b)
regpektivno -da je onda o

)‘D(a)lD )Z’.-.l‘D(a)D(b) . a,(a)l;a(b)_:: |

épa o ab ima SLgurno konacan red kOJl je izvestan delilac broga

&(a)&)(’b) . Znadi-a, bﬁS::; abEs. Dalge,postoa(a) l:’)(aig‘)
zakl jute jemo da aéS’__%a €S. \Ta;]zad je e €5, pa je S zaista
\;\“\Q{%‘I‘uljav R w\_ﬁ : |
b > kﬁfﬁfﬁ§wif> Dokazati da se mo¥e desiti da grupa ima dva

s

///51stema nezavisnih generatora elemenata,tako da oba sistema lmagu

razllclt broj elemenata. ,
Resen3e. Dovolsno je navesti prlmer. Tako, cikliéna grupa

) 2 6 :
06 ={;a, 87,400y @& = € moze 1mat1 gledede sisteme nezavisnih

generatornlh elemenata. Prvi sistem &ini element a.Drugi sistem

dine elementi A '2'1 B = a’. Zaista,ovo su nezavigni elementl

i svaki element grupe se moZe dobiti pomocu nglh f.f'*'_* '

' A2:B, aaﬁ A a3-~ B a4 A 5 AB, 6 As
Tvrdﬁaenge je dokazano 3er Jedan 31stem 1ma{lfelement

a drugli ima 2° elementa. - RN P S S
Primedba. Nadi nekollko 31stema nezav1sn1h;genératornlh._

elemenata. za grupu ( Z + )
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il Zadatak §§@ Blnarna re1a013aj}3e w grupi G ovako deflnl =
sana'Neka je H podgrupa grupe G onda jJe aij ako je 1 samo ako;,;-f
je ab 1&]&. Pokazati da 3e to r61301Ja ekv1valenclge i nadéi klase i
ekvivalencija. . ' '  _'
Regenje. Blnarna relacija je relacija ekvzval@nC1Je ako
je refleKSlvna, 51metr1§na i trangitivne.Primetimo prvo da jJe .

ag 1= e C H tg._a&Da, odnosno relacija je refleksivna. Neka je

%fb t3. ab~ é:H tada je (ab )ll = ba 1€,H pa je bjDa Zn301
relacija Je s1metrlcna.Neka 36 a p b i bﬁp ¢ ; tada jJe ab_ &;H
1é.H a odavde (ab™ ) (bc—l) 1C:H pa je adﬁ c.tj. relacija
je tranzmtlvna.Dakle relaCLJa“@ ie relaclga ekv1valeRCi3e.
. Ako je & bilo koji element iz G, onda ge njegova klasa
ekv1valen013e C gledeéi skup. -
| :{ aij} {X ‘¥a 151%5} #i x €Ha}= Ha
3. takozvanm d%snl koset elementa . h
@m( Neéi gentar grupe G Zf'e A,A%, )3 ,B,AB,A%B ﬁBj
2 - ‘
p4= e, 8% = B9BE = A°B. C=53c6 1 ggf&;\ §fi%&E
) Regenje. Multlplmkatlvna tablica ove grupe je

N Y S AB 8’8 A’B
e e A A2 a® . B 1B #%B 35
A oA ;x_? W3 e s 4% a%B: B,
221 42 W3 e x4’ % B AB
W1 a® e a4 A 4% 3 AB %
B 5 4% 4% B 4% 4 e A°
a3 | a3 B 4% 4% A3 A% & e
2%p | 4%8 AB B A°B e e e A
2| 873 4%B B B A e 83 a?

jer je, na primer ( A2B)+(a%B) = a%(BA)(4B) = A%A7BAB = A(BA)B=
= AATBB = eB® = A%, |
U centar ¢ pre svega ulazi e. Ispitajmo da 11 je A € C.
Posto AB # BA to A ne pripada C jer nije komutativan sa B,

takodje ni B ne prlpada centru. A3 ééO jer ako bi ABGijonda

=
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bi i A = AB)Bé,C gto.nije. Element AB ne pripada centru jer na
primer (AB) A =3B # A(AB) 51i¢no ABB ne prrzpada ¢ der

(A3B)B = & # A'= B (A5B) 1 4%B € C jer A (42B) =A7B dok(A’ 2p) A=AB.
T spitajmo jog da 1i A2C,G . Pqﬁto je & A2 komutatlvan ga A1 B to
je komutativan sa. svima elemantlma grup@ o, Znadi C =7 e, A;}

L T T

Eﬁﬁfﬁfk 57\ Ako je element ¢ grupe G reda m.nB gde su
m i n relativno prostl,tada se ¢ moke napisatl na “jedan 1 samo
jedan nadin kao proizvod dva komutativia elementa reda W in
respektivio. ) o o

Redenje. Podto su m i 1 relativno prosti %o postoje cell

projevi x i y tekvi da Jje mx ¥ 1y = 1. Dalje, C = o * 1y

iy, X M,N, gde smo sa M ozna01ll element C Ny i sa N element
o, ovi elementi su komutatlvnl.Pokazlmo da su reda m i . Kako .
je Mo (Ony) —(Cmn) izfy” e to aeé?(m)<; m.  Pretpostavimo

: . _ N

l{IM)<m. Eada e (0 _ ny) () (¢ () Odavde poBto
¢ ima periodu mn.je mn \yn&b(M) %3 mly-ﬁ)(m) gto Je nemoguce,
ger prema Jednakestl mx + ny = 1 .80 ¥ i n relativnc prosti,a jos

()< m, po pretpostavcg.ﬁakle W) =mn . Na slidan nadin
mo Zemo zaklgucmtrﬁ) (W) = n Dokazali smo da se pod navedenlm

il

uslovima mogu naéi M i N koji su ¥omutativni,reda m i n i takvi
da je C = MN. Pokazimo da je ovakyo ragtavljanje jedinstveno.
Neka je C = MyN; gde su Ml i My Komutatlvnl i redam i n. Tada'

MeN = Mfﬁl . Stepermu jemo ohe stmane sa AY. Zbog komutatlvnostl
1 W= N% = e dobijemo M = Mﬁy . Kako se prema 3edna01nl

mx + ny = 1 dobija ny =1 ~mx,to je I M%wmx ndakle

. my ~ % my "% . - |
S de M(MT) = M, . (NLl) , tj. M=y . Iz jednakosti MN =M, Ny
dobijamo najzad i Ny= N pa je tvrdjenje u potpunosti dokazano.

7adatak 58, Neka je & Abelove grupa kxonadnog reda &iji.
elementi aq,8p5¢ 0 ag imaju redom periode l ,6(2, ...,;/§.
Tadas ' - o

1. Sveki element grupe G se, moze ne 1sﬁ1 brog nacina :
pretstaviti u oblikus (+) alf aéﬁ%; ﬁﬁl O 1,...§(1 *1/m

2. Ako ‘je Kk broa pretstavlganga Jedlnlénog elementa '

e &G, toda geoflfﬂ(z ojn kg

Ll
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2/ Ake je 7p prost broj koji se sadrzi u g,tada p05£§31a.

u G bar jedan element periode p. r“b__
Resenae 1/ Svaki element 2y pripada G se. moze Yar’ nalijﬁ

o .

3edan naCln prlkazatl u obli u,\ée,ger Je - a, = 1 8o wee Bg 1 _f

c N -0 '
8y a1-1—1 'f’_,ag7 Oznacmmo sa k brog nal na pretstavijanja Jedlnlw
gnog elementa e &G u obliku (ﬁ) Neka je &_ #’Je pilo koji izabaz~:
element iz G Neka je E» DrOJ nadina pretstavlganga ovog -

elementa u oblxku (%) . |
Mno¥edi svako pretstavljanje (%) elementa e sa ai‘
dobijame k raleCltLh pretstavljanja za a; ,StOga*£ 2 k.S druge
A -1
strane,mnoZeéi svako pretstavlgange (%) elementa a, sa  a;
dobijamo~€i razlid¢itih pretstavljanja elementa e. Zbog ovog k = ff

Zhaéi?g =k pa je fvrdjenje pod jedan dokazano.,

. 2/ Sv1h forml (%) 1ma0(1,fx;,s,, oij;g\a.sa druge strane

1h ima kg, pa sledugefxaof 'ﬂgf = kg, s -
5/ p/g~%> D 2 b oo X plO( za neko l,paaé

gdeoge h lzvestan prlroqan broj. Element a je element reda. P
pa je tvrdgenge pod tri dokazane. ' ‘

=

E&Lﬂ = Zadatak 59.Neka je e grupa i neka je fa binarna’ ' relaci v\‘
1 njoj deflnlsana na sledecl natins | L K

= Xﬁy@?, SQ(} y = ‘_shlxé.

{ 1/2Dokazat1 da Je'M§ relacija ekvivalencije.

2/ Ako je G- grubda koaacnog red’,onda je broj elemenata
svake klase ekvivalencije delilac reda grupe.Dokazati,

3/ ko je X ¥y, onda J€£D(X) é)(y)

4/ Nadi Gé@ ako 3@ @ simetridna grupa 84

ReSenje. 1/ 72 5 = e e x = e xe /x€G/ ,pa Je ngx
za svako x € G. o , |

Ako je y = 8 — xs /8 G~G/,qnda je x = Sysnl, ti. XJ@;y

jer de sys™t = (s y(sThH L/ 5T EG /.
Najzad x @y 1 xj@ z daju y = sflwxs,,z-: tmlyt /s, tEG/,

pa je z = (s8t)"~ L ow(st) Jst e / . Dakle, X @z .

/’”—“

PoSto je ¥ refleksivna, s1metrlcna i traHZLtlvna gakl julr
jemo da Je%@ relacija ekvivalencije.

2/ Neka jJje a GﬁG pr01zv013an element grupe G. NQG%OVM
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klasa cekvivalencije G e O g” ag} U zadnjod uniji

ne mogu biti svi glanovi unije raz 18iti.0vo je od bitnog znata-

-

ja. za broj elemenata u C , Tepitajmo zato, kada je s las = 1t “at.

Neka Jje s 1as = T 1at .Mada je ts la = ats 1,pa eleménti
a i téal moraju biti permutatlvnl,Oznac;mo ga Na gkup svih B
elemenata grupe G koji su permutatlvnl sa elementom &. Ovaj akup
Na je pngrupa-grupe*G~[ videti zad. 21/. Znali ts. l& Na.Ova Cinje-
nica znafi da u razlaganju

(%) G = Na + (Na ,b2 + ... +(Ha) b

grupe G pomodu podgrupe Na elementi ts i s padaju u 1st1 koset.
Lako se€ zakl juduje da @;Neﬁ§§ s as = T 1aﬁ pa je prlpadange
elemenata s 1 % istom kosetu u razlaganju (¥) i potreban i dovo~
1jan uslov da ge 8 las = % lat Odavde Zaklgucuaemo da v U 1&%3
ime onolike razlilitih clemenata koliko u (). .ime koseﬁa? égaél

u Ca ima @ elemenata.Kako se€ Q,, prema. Lagrange=ovo] teoremi,
sadrzi u redu grupe G, to Je.ﬁvrd3enge u potpuposti dokazano.

3/ Ovo sleduje prema gadatku 30.

4/ Koristedi gadatak 91 zakljudujemo dé S (F ima elemente
Cls 02: %, 04: i 05 gde je Cl {(l)(z)(a)(fi-)j
iklE) (13),(14), (23) 624) , (342} Cs —f?lZ)(34),(13)(24),

(14)(231}
C4= (123), (124}, (134), (234) (132}, (142), (143), (243)_f
5 (1234) (1243) (1324), (1%42), (1425) (1432)

E——

P
Zadatak 60 Ako je svaki elememt konadne grupe G,izuzev
gedlnlcnog Efgﬁem%a e,reda dva,tada je G reda o, '

e

. Regenje. Pre svege, grupa je Abelova. Neka su al,az,..., X

L ; '«\
E o \jﬂ' ,'

g@neratorni elementi grupe G. Uodimo “gkup

O

o

element grupe G ima takvu jednu i samo'jédnu”féktbrizabiju'?@eko




S
aoa
b b

generatornith elemenata. Znacl S = G Brog sv1h elementa
S e 2k' otuda sieduje gornje ﬁvrdgenge.

vadatak 61. Dokazati da je 1zomorflzam kod grupa
jedna relacija ekvivalencije. -

radatak 62. Pokazati da su izomorfne sledede grupe:

G = 1,1 —1,';%} /‘operacija'mnoéénja.bxojeva /s

G{.‘

Mo Aff -1 o o - ’/

e o 1 (-1 o) Mo -1
H
jl: 0

i

Joperacija matrilno mnoZenje /.
Refenje. Elemente grupe G1 oznatimo respektivno sa
al,ag,a3,a4; a‘druge grup@‘@z 58 bl’bZ’bB’ b4u.0dgovarajuée

tablice mno¥enja onda izgledaju:

&y 2, 8z ay by b2 b3 ‘ b4
R _
a1 | 8q 8y az a4, bl bz b2 b3 b4
a, | 8y 8z 8y aq ‘ b2 b2 b3 b4._ bl
T B R S S g iby by D Do
ay a4 él_ a2“‘ sz ;;. .b4 b4 b1 b2 b3

Uvedimo biunivoku preslikaﬁmja%definisano sa
a0¢> . Iz navedenih tablica zakljiulujemo da je

(aQL?J = (30?6) ( a@¢$ Da 3@}5 igomorfizam.

Primedba. Nadi sve 1zomorflzme 1zmeé3u Gl i G2 .

radatak 6%, Da 1i je multiplikativna grupa svih pozi-
tivnih realnih. brojeva igomorfna sa aditivnom grupom svih
realnih brogeva?'
Zadatak 64. Yeka je (G‘é’) zadana grupa 1 neka Jje
a £ G jedan’ odr@dgen element. Dokazati da je ( G, ¥ )F(6,°),
gde je opera01ga deflnlsana Jednakoscu X 0 y= *~a,ﬁw ’
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¥

e ¥ X,¥ é‘:G‘

4

elove.

PO w/"‘““‘“ :
:7 é;>i Zadatak 65/ Postoje samo dve grupe reda 4,0be su
AYel - S -

ReSéﬂje; Navedenli iskaz znadi da u mnostvu grupa reda
4 postoge samo dve neigomorine. Nesa je G = 4€,8, b, C
me kakva grupa reda 4. Elementl a, b, C mogu_b1ﬁ1 reda 4

"3i1i 2. Razlikovademo ava sludaja:

I sludaj : Bar jedam od elemenata a, b, ¢ je reda 4.

2 3

cha ie 1o element a . Skup S =7 e, &, &, aL} ime 4
razlidita elementa grupa G pa ge g = ¢ ; znall G je
ciklidna grupa. ‘ |

11 sludaj: Nijedan od elemenata a, 0, C nije reda 4.

Tada su svi reda dva. Tada 12 a2 = e, b2 = &, c2 = g sle-

duje a=a_l,b = b”l, c =_c"1_pa je aba‘lbﬂlz(ab)zz e tj.

ab = ba, slitno ac = c&, be = cb pa je'grupa'"Abelovaw U

skupu S =u{e, 'a;'b, ab ¢ se nalage 4 razlicita elementa
grupa. Znatl 5 = ¢, Multiplikativna tabllca grupe izgleda.

S: a b ab
@ ei“ a b ab
a | a. e ab D
b b . ab e a
ab |ab b a &
Ovakva grupa gove se Klein- ova vierer grupa.

Zadatak 66 Postoje-samo” “dve- grupe reda 6, jedna je
Ty e

cxklz@ﬁaf”’gedna nekomutatlvna B

Redenje. Neka je G _Zfe, A, B, ¢, D, EUF grupa reda
6. Njeni elementl mogu biti reda 1 / tekav je samo e /s
reda 2, reda 3, ili 6. Razllkovacemo dva slucaaaL

I slucaj: U G postoal bar Jjedan’ element reda 6 Neka

je to A . Tada skup S = 7€, A, AE;'A3- A4;fA? f'
razlléltlh elemen&ta grupa Pa Je G = S %3., }
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I1 slu€aj: U G ne postoji ni jedan element”rééa“G
Tada su elementi razli¢iti od e, reda 2 i 3. Svi ne- mogu .
biti reda 2 Jer grupa nije reda Zk Znaci u G postogl bar
jedan clement reda 3. Neka Jje to A, Skup Sl— A, A ABH'i}

je podgrupa grupe G. Neka B £G i B Gésl. Formirajmo skup
S zijx, A?, AB, AB, AZB, AEQ} ( A3 %)'. Svi elementi

ovoge. skupa su rasgliliti, Ako‘postogl grupa G u IT sludaju,
mora biti G = 3. Radl formiranja multlpilkatlvnog tabloa

potraz1mo prethodno Bg. Moguée su ove pretpestavke:
1/ B® = A 4/ B® = 4B,
2/ «ggg';-ng;-i?,,b g5/ _B2&= AZB,
50 B = e, 6/ B° = B.

Pretpoéfavke 4, 5, 6 dovode odmah do kontradikecije
zbog pretpostavke o B . Neka je B2 = A , odavde zaklgucu3e~

mo da ge B reda %, inade bi bilo A= e gto nlge. Iz 52 A

bi sledllo 33 AB s Tj. AB = e pa je B‘z.AZ sto nije

2

mogude, "jer B gés . Dakle je B # A°. Odavde opet zaklju-

- 3ak dd ae B reﬁa 3 pa- je B> =.A°B tj. A°B = e Eto daje

nB‘%'ﬁ'; gto nlge moguée. Dakle je B2 #. AZ. Zna01 sko u
II-slﬁéaJu postogl grupa G mora b._ _ti- B2 = g -, Nadjimo sada
BA.' Moguce su ove pretpostavke: .
1/ BA = A4, o 4/. BA = B,
2/ B = A2 5/ BA = B,
3/ BA-c, 6 BA - %5

Pretpostavke 1 2 , 3, 4 neposredno dovode do konira-

dlk013@° Neka je BA = AB . Tada je (AB)7= B2 = B #£ e,

(83)2 = 22 4 o, pa je AB reda 6 Sto je nemogude.Dakle mora
biti BA'=A%B , S
.- Na. osnovu nadjenih podataka lako je formiratis

i
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multiplikativn@_tablicu.ona izgleda: .

A - A% B ap A%B

o 42 B AR i e

8% e B o B

e A A°B B AB

AZB AB e G . 5_

FERVS: R A% A e 42

a?Bls% B B . A° A e

gde gé na prlmer, B.AZ = (BA) A = A2 BA = AZ;AzB = AB,
22 2 -

it

- B.AB = (BA ) B = ABB = A%,

AB AR = A.é (B AB) = A, A = e .

Iz ove tabllce mO?emo saznatl da ge s zalsta grupa,
pa u II slucaju postoal zalsta samo -’ Jedna grupa. '

Zadatak 67. Ako su dve grupe 1zotopne pnda su one i
1zomorfne. Dekazatl.

Redenje. Ve sman3u3u01 opsﬁost rasudalvanja pretposta-
" yimo da su obe grupe (&%) i ( G,© Y o kojima je red
definisane na istom skupu G. Podte su ( G—%») i ( G,o0 )
izotopne,to postoje tri permutacije f, gib skupa G, takve
da |

B ¥ f(X%ﬁyﬂg/ﬂohm/,¥x,y€G-

7a y = e /e Jje jedinilni élement grupe & / jednakost/1l/
daje: £/x/ = g/x/ oh/e/ a za X = e f/y/

C | | _ /e/¢oh/y/ pa o
R /x/ = £/x/ © L~h/eZ] b

smenom u/1/ dobl3am0=;;-h¥ﬁ"
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2/ T (xXP=/ 0¥y, Fxy€e g jo o

F/X/ [h/e/] "1 [‘/e/J'“1 o t/x/.

Jednakost /2/ dokazuje. tvrdgenge jer 3e F /x/ pexmaw-'
taclga skupa G.

_ Gene;allzacija. Navedeno.tvrdjenje je specijalan
sludaj sledede teoreme + Ako su ( G ) 1 ( G,o ) dva
grupoida od kojih prvi ime jediniéni.elemenﬁ,a drugi -je
‘semigrupa i akp*su'ﬁzotopni,onda su oni i izomorfni.

| Ovu teoremu je dokazao A Sade / Videti o tome Pacif.
Jour of Math.Vol. 9. No. 2, 1959' P 583 m‘584 /

. Zadatak 68 Clkllcnog grupi reda 3 radéi i 170moanu
grupu matrica. - R .

Zadatak 6?:LAko su dve grupe antllzomorfne onda st Ol
i 1zomorfne"ﬁﬁ“k ati. =

Resenje.. Neka su Gy i‘Gé antiizomorfne i nekd presliv.
:7”vange::f-}‘x:ﬂvxf fox éiG xf_€;G23/ ostvaruje antitizomos-

fizam.nga.j' - S D T
('xy)f - y?-Xf , ¥ x, 7 €6,
Uvedimo pr981ikavanje‘g'jednakoééu xg = Xifl, gde o
¢xf) 7t inverzan element elemenata xf € G, . Ovo preslikeven'-
je presllkavange I--1 grupe Gl n th Kakowje

(xy) g = [(xy@"l-_—“ _E'y"f)(xfa' :.\'_.ﬂ,:-:t’)f‘l(byf‘)-"lmxg-yg, ¥, 9€ Gy
preslikavanje g je izomérfizam ra je_tvféjenje dokazano.
; Zédatak.YO.'Dokazati_cayley - évu:teorenu : Ma Xkom

elementu a_lgrupe G.::{gl s Bps ces af,o.a{aégkoordin?ra;”

mo permutaciju a)

= 8

gl :(EL a2 -",.“a,. g

S e W ee, )

Tada skup svih. ov1h permutacxga formlza g /podgrupu od
S / izomorfmu . datog grupi @ pri blﬂﬂLVGkOm preslikavan;u

zaééih a’ .
‘ 4

Ve | R ) -
Dokaz. Skup GJ x:Z;1 85 5 seeo ,"agSformirajmaua.

prema navedeno; @omvenciji Navedeno presllkavange je- 1"70 f;j%
Neka je a,. a = a - Poka¥imo da je a’ . a’, = Et?J” L
_Zaista:‘ % ‘2\ T | y_;~: o

o o o



8y ,aé PP ag . 8q By o ee e ag
aé.a{ = Ra.a a,2 'a-a =
/ Y 1 g 2 92 g /Ui apd .o aga
a By e e a 8,8 . eoo aa
= ( 1 2 g ) ( & 2 g . 5

ce. B3 2
l ﬁ Jaziua / g 1%\ a, a | gy .Z

1z dokazane 1zomorflge sleduae posto ie - G grupa,
da je G' grupa, podrgupa 51metrlcne grupe Sg._a

Zadatak T1l. Grupl iz zadatka 4 na01 1zemorfnu reguw
 1arnu grupu permutaClJa.

Resenae. Korlste01 Gayley‘— evu teoremu 1zomorfnu
'regularnu grupu permutacmaa dablgamo iz¥njene multlpllkatlvﬁ@
*tabllceaNadglmo odgovaragucu permutaclgu z2 f4 :

To znaél”da je f' R )

1 2 3 4 5

_ o |
0 =0 4 65 1 3 2) 7 (WEOE:

it

L - A J
§lic¢no nalazimo i pstale permutacije.Cela grupa G? fl

= (1), £, = (123)(456) ;. = ( 132)(465),_f; =(14)(26)(35),

"‘fg‘z (15)(24)(35), ¢ (16)@5) (34)e
;:Zadatak 72;. Grupl'{', —i ; 1,_4%j /oper3013a ;#;Yfﬁ

mnoéenja'kompleksnlh brogeva/ Vaol azomorfn
nit permutaolga.'»rf.' | |
Resenge. Stav1mo al = l,%?*

-Naélnl_mc_).- é__e__mu_. : _._- -_




a4, aa, 8y s a23== Gal
8z, By 855 ai} = Ga2
a1, 25, 85 54{} Ga3
Bos 39y a4;l" 3 3 Gajr
oD A UDE o .
Gmie je ayr = (1423), &) = (1324), a5 (1),_ 7=(12)(34)

pa je tra%éha izémorfﬁa grupa _ o
- (1), (1423), (1324), (12)(34) .
Zadatak 73 Na polgu 33‘su datl pollnoml X, 2x, 1+2x,
2+ ZX, 1+x, 2+X. ' ';
o 1/ Dokazatl da je. skup tlh pollnoma gxupé u odnosu.**
na mnozengeﬂ supstltu0130m. | .

2/ Ispltatl da 11 3@ presilkavnge-

’ e i)

(,X Sox 1+2x 2+2x - T4z 2;x‘ VL
@ @y (1) (23 (123) .. (132)

izomorfigam ili antiizomorfizam ? - o .
7oa+ Ek“; '”,, &:3 3 semlgrupa
u odnosu na mnozenae supstltu0130m.

4/ Ispltatl da 1i 3eiﬁa + bx ; b # 0 ; a, b f,J 'g

3/ Dokazéfi éa Je

grupa u odnosu na mnoZenje supstltu01gom.

‘ Zadatak T4. U skupu N svih pr;rodnzh brojeva’ dEflnlsatL
~ bar jedmu opera013u-% tako da ( b %‘) bude grupa.

ReSenje.. Izmedgu skupova 7 / skup. SVlh celih brcgeva/
i N uspostav1mo korespodenexau 1 =~ 1 na sléd901 naéln o

. Qio, 1,1, 2, -2, 3, --3, 4 A, 5,; 5,.:5§g*
1, 2, 3, 4, 5, 6, T. 8, . 9," 10 _11, i
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Analitiéki izgraz ove koresﬁddencije’je
t/n/ = (_1)n.[% / n prirddan broj/, a inverszna funkeija

je f”l/c/ =2 ¢ +-8{(c) / ¢ ceo broj/,gdé je
.‘ﬁ} iO, c =0
(c) = 1 ¢ #£0
Opevaci ju % éemo definisati iz uslova da je(Z,+ (V%)

i da se izomorfizam ostvaruje preslikavanjem f, odnosno

/nn%"m/ = f/n/ + f/m/ / ¥ n, m_&fN'/. Odavde

n §§31= -1 ( f/n/ + f/ﬁy ) , pa Je ¥ potpuno odredjena u
(N,%-) jeste grupa. - %

s Zaéatak 755 Neka su H 1 G dve 1zomorfna grupe.

_,_,._.w.—m..___.ﬂ—.-

Kardlnalnl broj skupa svih lzomorflzama izmedju H 1 & je
jednak kardinslnom broju skupa -svih automorfizama grupe G.

Repenje:Neka su J= {f, f y o j ('[{ 9)
i A= ié, b,....¢redom skupovi svih '
{gomorTizama grupe (H,o ) na grupu
(G# ) i automorfizZama grupe (C% ).

Neka Jje.f. jedan fiksirani-
elemenat skupa J. Tada je .

l/ (x oly‘) f = Xf'%?yf HX,V(,H.
sko je ¥ bilo koji element iz J
onda je.

2/ (x o y))a = Xf%y?o ELXJ cH.
-1

"Iz /1/ imamo X:%y (xf o yf - ) f, pa je (x&y) f
I L. oaavde preﬂa /2/ Je(g"¥‘y) f"l79 “iTL;-

t5. £ €A Podto £ o=t 17% poviadi . 2

zaklguougemo da  je- premlkavan;e(# 7)—*&
presllkavanae skupa J u Dkup A._“

Dalge ako Je
je fa @/J / ovo se dob;*’z




— 4_9...

da jeﬁﬂ-ﬁa pa je ggpreslikavanje skupa J na skup &, "
odnosno k ( J) = k (A) , pa je tvrdjenje dokazano.

ettt

wmiy Agigatak 76( Dokazati da Je %rupa Abeliva tada i samo
tads ako je presllkavanje Ae>» A", Be=» B 7, ... automorfi-
zZam.

ReSenje. Predpostavimo prvo da je preslikavanje

}XﬁLélA_l, B &= BT , +.. automorfizam. Tada elementu AB

sa gedneistrane cdgovara A -1 B"l, a sa druge strane(AB)” -1

Znadi, (AB)_; = a7l gL, Uzmzmo“ inverszne elemente sobe

strane pa imamo AB =-( A” o 1) = BA t3j. grupa je Abelova.

Neka, sada,grupa bude Abelova. Preslikavanje A-=5A 1

l

Ba>Bt, ... je Pbiunivoko jer ko Jeoﬁ-*ﬁf 19{-—9/5 onda

36/6 d~*l éﬁi—DL"l -patig %ﬁ' Ovo presllkavange je

'automorflzam Jer ako je hes A 1,.B4h9131 onda je

4B <> (48) lw-A'lB -l
| Zadatak 77 Potreban je dovoljan uslov da grupa G
bude Abelava geste da presllkavange Aém%Az IBéw%IBZ s o0 bude

endomorflzam Dokazatl.

k

k B;faB yoae

Zadatak 78 Neka Je presllkavange A —2A
/k)’l prlrodan brog / biunivoko presllkavange grupe G .
‘ Dokazatl ‘da G ne moze bltl reda k" -gde Je n prirodan broj.
- Refenje.Neka je A #-éﬂ e bilo koji element grupe G.

Predpostavimo da je red grupe Jjednak x" , gde Je %lizvestan
prirodan broj. Tada [ vmdetl zadatak 47 [/ je A = & pa iz

-1 )k Kk

( A = e 1ie =e , prema pretpostav01 bluﬂlvokostl

navedenog presl&kavanga doblgamo K n-1
A = e ,
Nastavl jajuéi Ovaj‘pqstupak dolazimo d6 A¥ = e,odakle A=e

jer je i ek = e. Time je dokaz zavrden jer nas je pretpos-

tavka da je red grupe k" dovela do kontradikcije.
Zedatak 7T9. Potreban i dovoljan uslov za preslikavanje.
x-% axb grupe G, gde su a i b dva fiksiranas elementa .

|




grupe G, bude automorfizam je ab = e. Dokazati.

Zadatak 80. Neka je G grupa reda 8 sa definisionim
Jednakeostima

Pokagati da je & izomorfna sa grupom svih svojih
automorflzama‘

Ako se grupa G moze pTOlZVEStl pomocu elemenata a i b,

koji zadovoljavaju relaclgu /1/ a’ = b = (ab)2 =
./ e je jediniéni . elémenat grupe € / pokazatl da se

grupa G sastoji iz Sest elemenata: al bk /m=0,1 , 2;k=0,1/.

Zadatak 81. Ako su G i H grupa onda i skup ¢ x H
svih uredjenih parova.(gi,‘hj )+ gy € a, hj €H / &ini

grupu odnosno operaciju’

(gl’ h ) ( gz: ) = ( glggs lh2 )

Resenge. Navedena Op@raClJa Je unutrasnga u skupa
¢ x H, _a50013at1vna, Jedinidni element je el, €5, /e1 je

jediniéni element grupe G e, Je J@dlﬁlcnl element grupe H/.

Ako je { g,h) bilo koji element iz ¢ x H onda ( g l,h"l)

je ngegov inverzni. Znadi ( G x H.) je gzaista grupa.
Primedba. Dobijena grupa G x H se zove direktan
proizvod grupa G i H, ‘

(gﬁéﬁfﬁg §5 Dokazati da je direktan proizvod dve
cikliéne grupe relativno prostog reda, ciklicna grupa.

ReSenje. Neka su C mia, aZ,..., ‘yd E}
CS mié, bz,,.o, p° = e%j ciklidne grupe reda r,'odnosno S

Element (a, b ) ima osoblnu (a,fb)?’

S druge strane,ako (a b) ~(el,62) 1mam :?
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pa T !k i s{k . Kako'je / r, s / = 1, to je / r,'S//k;:;i pf? q
Znadi perioda elemenata (2, b ) je r.s pa jJe tvrdéeﬁjé;f

u potpunoéti dokazano. | -
Zadatak 83. Ako su &y i G, grupe,onda su grupe

G, x @

1 2 2
‘Generalizacija. Akc su Gy Gy 1 G3 grupe onda su grupe

16y, xGq izomorfne. Dokazati.

Gl X G X G3, G2X G3 X Gl’ G3 X Glx G2 , e+ lLzomorfne.

Zadtak 84. Skup svih racionalnih brojeva oblika
oMzl P /m, n, p celi brojévi / u odnosu na mno¥enje &¢ini
grupu izomorfnu grupi ( Z,+ ) x ( Z,+) x (Z,+). Dokazati.

sadatak 85. Skup umutragnglh automorfizama grupe G
~&ini grupu homomorfnu datoj gruph. '

Reéenje. Axo je a EG onda njemu'édgovara uﬁutraénji

automorfizanm f Xf =g lxa / x:élG/ Skup unutrasnalh

-automorflzama 01n1 kao sto 3@ poznato grupa. Posto Je

xfgb*é(?b)_ :?'..f(ab) = v T xab (ng * e

Zakijdéujemo f ab. | f . b’ pé je‘presllkavange au—af b«%fb,.
homomorflzam grupe G na grupu unu+rasn31h automorflzama

grupe G. _ ‘ '
Zadatak 86.. Potreban i dovolgan uslov da element a

grupe G lﬁ&uC1ra 1ndentlcan unutrasngl automorflzam Jje
da Je au centru grupe G .

: Zaéatak 89. tran21t1vne grupe G od n promenﬁjivih
je delglv sa n .. | , P i
Resenge. Grupa G. permutaczaa od n promen131v1h

“Xys Xpy esey X, S€.Z0VE tranzxtlvna ako ona sadrii permu
tacije 51 koge Xl prevode u x% za i = 1, %z erety 1L

Speci jalng ako ge G. reda n, ‘onda se zZove regularna'.

Skup SVlh permuta013a iz grupe G koge Xl prevode u X Eine

grupu H, POdgrupu grupe G / jer proizvod takve dve'fa_

*".




permutacije prevodi xq u Xy / . Obrazulmo skup

= --; P s
5 i{H, HSQ, HSB{ ; HS;S gde smo sa 82,783, » Sy

oznadili / n - 1/ - vu permutaciju 1z ¢ koje prevode Xy
respektivno u kz,xs, S S Tekve u ¢ sigurno postoje,
jer je G tranzitivna. Hodemo da dokafemo da je S = G.Neka je
- X Kpeee Xy )
X Kiewe X

i k)

tecija iz G. Primetimo da a. ST

= € ¢ ma koja permu-
'prevodi Xp W Xy Otuda
asgl =hn H. Znaci a = hsiﬁfﬁsi pa Jje a €35, Znadi,zaista
“je 8 = G. Tvrd jenje je dokazano jer svi elementi u S su raz-
1i¢iti a njihov broj je deljiv sa n . -

Zadatak 90. Podgrupa 1ndeksa 2 Je uvek 1nvar13antna

" podgrupa. .
. Redenje. Neks H (LG i neka g/h 2 gde su g 1 b redovi

..tgrup@ G. i H. PokaZimo da Je H<iG ._3321021mo grupu G preko

- njene . podgrupe H. Veka gezfti( GmH } bild kakav element.
Tada G = H -+ HZ:L sakodje G = HJ{-ZH . Odavde je

H7= ZH 3.5 HEMH

~Posto ovakva gednakost VaZl i za2%@;H to znacm za makakav
2:@&* G JeZL }1E; H, &to znadi da je HCG.
Zadatak 91+ Pokazati da je V, {(1) (12)(34) (13) (24},
(14)(2323 normaelina podgrupa simetridne grupe Sy

ReSenje. Slmeﬁrlcna grupa 84 se sastoii od ovih permu-

tacijas (1),(12),(13),(14), (23) (24) (34) (12)(34)’

(13)(24), (14)(23), (125), (124), (134), (132) (142 ) (143)
(243), (1234),(1243), (1524) (1342}, (1423) (1432) Prlmetlmo
odmah da u (84 - V4) nema permuta013a obllka_(ab)js

da‘geAvéclS4“ +rpba An doka7emo da ako Je x ES




Lo

e it T

— e

._55_.
permutacija, da je onda xt V% ZQVQ‘}
Napi8imo x uwobliku .
: 1 2 31 4
= (o //b ¥ o )

Tada x“1v4x = -x“l-{(l»),-: (12)(34), (13)(24),(14)(23& X =

et 2 @200 % 1 anes © L4 (230 f2

Zf(l) (“‘/3' ?/@W(ﬁd‘} “J/m%&;)j‘ = v, .Koristili

smo vaZnu gednakost_

: 12 s e D oees 0 1,1 2 ...m
.._OZfA o(oqo-—a{w .ooéz « v O(i’l -ia { . l‘

A T ( azg
‘{ O’Al‘l OJZ -..,0(&4 7_‘,-,.5‘0_2, O(I/z = D(u, azro . o O(

Zedatak 92. Nadi S Jc gde ge s szmetrlcna grupa
4 4.

od 4 elementa a 64 Klein m'ova vmerer podgrupa.‘

Jadatsk 93. Neka su & i B podgrupe grupe G i neka Je
A normalﬁa podgrupa grupe G.-Bokazatl da 3e A/lB normpalna
podgrupa grupe B.. e D He

_...-n-——w——--i

i Zadatak 94.,Ako si k1 B dve normalne podgrupe grupe
i akwwgé‘ﬂf%ﬁ-m,e ,ﬁada ‘svaki element lZ A Je komutatlvan
sa svakim elementom iz B.

Resenge.Neka a ﬁ:A ; b (,B . Obrazujmo aba lb =1
Pogto su'd 1 B dve normalne podgrupe to je aba &:B
ba-l‘—lﬁiﬁ , pé ”éﬁaci aba -1y é:B i a.ba b 1£TA tg.‘
aba”t Q;A/)B . PoSto je A{WB = e to je aba 1y -1 2 e,‘
odakle je ab = ba, pa Je tvrdgenje dokazano. o

. Zadatak 95. Dokazatl da je skup{ll agﬁg'égﬁ,.l,*agj
invamaantan‘pqégkug grupe G: {al,__ag, a3,_..'.'5-'. ag%g_a‘,“ "
svaki prirodan broj k.

‘Re¥enje. Oznalimo dati skup sa 5. Treba dokgﬁati]uif

A

)
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i
]
da je a”'S,a = sk »a bilo kuji & € ¢ . Koristidemo jednakost
1k -1

s = ( 8 as ) xoja vaki za mekojli par elemenata a 1 s

iz grupe za gvaki prirodan broj k. Pomocu nje imamo:
-1 _ -1 K ‘k }
zay',\7 Skaﬂ'“ a”ﬂ i By e aJ

ok -1 % -11c
—‘{ v 21 & ag a, av, e g 5

~1 k kTZ _
m{(a‘\) alao) s 'D 2 \7 ....(a? gv S—- Sk

-1

B - . l — - ‘ -
Jer skup S1 —i- ala\> a,pazav,....., a\7 agavji ima g
razllcltlh elemenata pa je isti kao sama grupa.

\\\\ Prlmedba . Vacl i druge skupove sllcne oscbine.

l'f‘*-—-—«v--—w“ e

4f~;7,//ﬁ ‘Zadamak 96 Ako Je;f kongruencija u grupl G,onda

_,,.....,.-.-M N

postogl normelna podgrupa H. grupe G, takva da za sve a,b@ G

3@ a@ Db ako i samb ako ab” @iH Dokazatl,
Reéenje,:?oétg 3e-kongruen0133_to je
1/, j? rela013a ekv1valen01gef |
2/ 12.-ajsb_. -'o'gid sleduje -ac béo

'5’ ~ Oznadimo sa H klasu ekv1valen01ge za 3ed1nlcn1 element
e, Pokafimo da je H normalna podgrupa za G. Neka a,. b CH .

/f Tada a‘S@e, b?e , pa je abdUes, ab e t;}._a.b{Hn 1z

gf e i a JF at imamo a. a.\jD e.a™d, 4. a_iﬁ) e .

znadi a C;H Otuda je H podgrupa z8 G . Neka s&f@, a €EH

/ tada iz relacija aj5 , B j3 jbs sleduje s_iéifs

( JG s as, s";asm§ e , pa je s~ as €H. ZnaCl H Je normalna
podgrupa grupe G pa 3@ stav dokazan. S

i

g hyk:
gedna relacm;a ekv1va1enC13e ”

Refenje. Navedena relaCiJa Je feflekglyn
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x = xex (e €H, e £K) . Ona Je mmetrlcna jer xJoy da;je

hyk/heﬁ,kCK), odakle : y = hvxk™*

[§

X
/h'"l@H, k- CK / pa je ijX . Najzad, Jt) je tranmtlvna _
jers xJOy, yJDz =x = byyky, ¥ = h,zk, /hl,h?_&H kl,k,é—{(

172

- pa je i x=hih,zk k. / hy,h, €4, k&, EK ) = }i/:z .

podgrupa,jer Yo KXC-K / Fx €6/ =2 x lKK =K / y X&,G/

A grupe G, “I)Tredstavlaa skup Q‘TL vy 3 xCHM, ¥ CN} u odnosu g
‘na operaciju u grupis G .2 '

Zax \e@:M ;e@N doblgjamoee e@Q.Ako
T X.Y @rQ / x G?M Y &N/ onda i S ‘ :
| vl ‘1 -_-—1 -1 :;_-j-,é-l_r'____.xiuy--l__ caq
'Jer y 13{ y (EM Kako je x. y"lx 1=e ‘to-‘lsva‘,”})ci élement o

)fxﬁadtak 98 L\Neka je H podgrupa grupe G. Dokazati da je 1

( ~

K /\s Hs nermalna grupa G. ' : !

Resenge. i\Teposfedno se dokazuje da je K podgrupa \
grupe G. Ako je,dalje x ( & pilo koji element,imamo ‘

"1 Kx f -1/ /7 Bs} X %ﬂ 3%9";.153:{ = 'QG(SX) ——1}3.(:%)5

S€G = sBG

-1

ﬁﬁG T Br = K, t;], X KXCK, pa je K zaista normalna

Ladatak 99, ‘Neka 'su M 1 N 1nvar13antne podgrupe

ReSenje. Neka su x . ¥ i X Y bllo kogja dva el@menta
Q/ :x; X &M v, YEN /. Zbog 1nvarlgantnostl podgrupa
IVI i N va¥i X~ yX AEN . Prema ovome je

(x.3) (X Y) - s lyRy - 1o Je q

jer x. X (“ﬂ Ay € . 7Znadi(Q,*) je grupoid, a svakako i
semlgrupa zbog a80013at1Vﬁostl operacije grupe G. |

Q ima inverzni elemem; Znadi (g,°) je grupa,podgrupa
grupe G. . o ‘ AR
- PRoverimo da 1i je invarijantna podgrupa. Za s (@“‘G- va¥i
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s lyys = (57 xs)i(s7tys) €Q

jer silXSié,M;'sﬂlys EN. . Znadi Q je invarijantna podgrupa
grupe G. | _ ' B
Zadatak 100, Dokazatl da je :enﬁaf % bilo koje grupe

¢ normalna podgrupa za G‘l da je G/Z izomorfna sa grupom
“unutradnjih automorfizama grupe G. '

Zadatak 101. Weka su a = (12) 1 b = (13)(24) dva
elemenﬁd grupe.84.“Fermirati.podgrupu grupe 84 ¢iji su

generatorni elementi a i Db,a zZatim nadi grupu unutradnjih
- automorfizama te podgrupe;r '

R o . .
{ ;f* fZadatak 102 Neka je C centar nekomutatlvne grupe G.

1

’Dokazatl "da- faktor grupa G/C nlge 01kllcﬂa.ﬁ,-

e S

'Refenje. Pretpostav1mo cbrauto da Jje G/C cmkllcna i
da je Cb njen generatornl element. Tada je G/C i{(GB) ;o0 '<
'Aﬂ)<; + a?} bez obz;ra na moo skupova G i C. Kako jJe

(Cb Cb /= 00<'Q<7TF°/, svaki element grupe G ima oblik

cb / 3 CC “@OC \)c:‘f—,ﬂ(} / Ako St.l. Clb:m i Czb\)i ozb’M

dva elementa grupe G tada H
."4' L e

c_2"bp . clb‘ = CyCpb /u, feqsy €5 €C/,pa

i

je grupa"kdmutativna. Dobi jena kontradikeija dokazuje

tvrdjenje.
Zadatak 10%.. Yeka je G centar grupe ¢ i neka je

G/C prostog reda. Dokazatl da je G komutatlvna grupa.

Uputstvo. Videti prethodan zadatak._

Zadatak 104. Neka je S skup od n Aelemenata i neka '
T CS ima m /m<n/ elemenata. Neka Je, dalje, u3“kupu’? _Qfﬁ
svuda deflnlsana blnarna operac;ga f (x,y), tako o
(T,f) grupa. T RE R et

- Ispitati: da 11 se f (Xy) moze pr031rltl

opera013u '
bude grupa

w (Y y ) svuda de?lnlsanu na skapu S tak“"da'(
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Primedba, F (x,y ) je proSirenje za £ (x,¥ ) akq-i;; __;5?
x,y) = £(xy) za x,y € T

ReSenje,Prema Lagrange - ocoj teoremi problem je
mogué jedino ako je m/n . Ovo je,znali,m¥an uslov.Pokaza~
demo da je i dovoljan za egsistenc ju F(X,y).

it

Neka m/n, tj. neka je n
k

m,k gde je k lzvesian ceo
broj. Sa Gk i\c, yeee 5, C = el} ozpadimo cikliénu grupu

reda k. Neka su tl = e, 2,..; m'SVi eieﬁénti grupe (T,f).

Neka je (P x Cys0 ) direktan proizvod grupa T i Cp. Skup
(Tx¢C ) ima tadno n elemenata. Neka je p funk913a kOJa

presllkava $ na T x C takva da je p (ti, l) / i=1,2,...0/.
Tada je‘operacija P (x,y ) = l (p/x/o p/y/ ) definisana

na. - Sitavom skupu S i F (x,y ) = f (X,Y) za x,7 ( T . Podto
je (8,F ) grupa dokazali smo da je. problem mogué ako je
m/n i nasll smo. 3@dnu funk013u F (X,y)

Generallza01na . Prou01t1 slloan problem 78, kva21grupe
semlgrupe,prstene i sllcno.'

Zaéatak 105 Dokazatl da 3e kvaternlonska grupa

N Prlmedba. Vekomutatlvna grupa 'se zove hamlltonlgan
ako je svaké ngena podgrupa norma]na poagrupa.

- Resenge. Kvaﬁernlonsku grupu G Gine kvaternloml

K +

o
1, 1, I i k u odnosu na operaczau mnozenaa kvater~

‘Hiona. Ova grupa 3@ nckomutatlvna.
Posto Je red grupe S R naene podgrupe mogu biti Jedino

reda 1, 2, 4, 1 8 Podgrupe reda 1 i 8 su normalne podgrupe.

Podgrupe reda 4 su takodae ﬂormalne Jer 3e indeks ov1h ”

_ podgrupa- 2., 0staje jos da ge dokaze da. su podgrupe reda 2
nnrmalne.,Podto 2 prost brog 6ve podgrupe mora ju bltl aiklidn:
Kako +je Jedino element - 1 reda 2,reda:2 je jedino
‘podgrupa.H_:{;— i, 1 ‘Pogto Je G = H + Hl + Hk ‘i

@ = H+ iH + JH + ki, zaklguquemo Qa Je H normalna podgru~
pa grupe G / kvaternidnske grupe /.




» 5 =
Na 1ta] naéin sve podgrupe nekomutativne grupe G su
normalne pa jé ¢ hamiltonijan.
gadatak 106. Naéi grupu automorfizama za

a/ ciklidnu grupu reda 12, b / Klein = ovu vierer=- grupu

ef Sz d/ kvaternionsku grupu, “e / semigrupu &iji su 818%?-
. ‘ . ) . - i

1, 2, 33600y, n @ operacija max £/ C. x'cz . gde su

62 i c 01kllcne grupe reda 2 0dnosno reda 4.
wwf"iib‘ zadatﬂgwﬂ07 Na01 sve automorflzme adltlvne grupe

racicnalnih brojeva. R

Rezultat . xf = ex 3 gde je c raciohalan broj razlidit
od nule° o ‘

7adatak 108, Dokazati da grupa automorfizama nekomuta-—

tivne grupe G ne moZe bltl 01k11cna.'
. Resenge. Grupa unutrasnalh automorflzama U grupe G

je izomrfna sa G/C / ¢ centar grupe G / Posto G/C nije
ciklidna /v1det1 zad. 102 /,ne mo¥e ni U biti czkllcna.
Grupa A SVlh auﬁomorflzama grupe G nlae ciklidaa jer ngena
podgrupa U nlge 01kllcna. 3 ' :

T Zadatak: 109. Neks  je G'=£e; A, 4%, B, AB, ‘AZBJ’
=2

w'/_,..-- e,

( AB = B = e, BA —‘A B ) data grupa. ¥acl sve ﬂgene podgruw
pe normalne podgrupe odgovaraguce Faktor - grupe,
kompozmclone nizove 1 nizove 1ndoksa. L

Redenje. Prave podgrupe mogu biti reda 2 1 reda 3.
Podto su 2 i 3 prosti brojevi, to su one ciklidne. Da bi
amo ih odredili obrazujemo potencije svakog elementa date

grupe dok ne'dobijemo e . Skupovi potencija su:
?‘\




s -

He ={A2B, (A2B)2J2 nf A°B, ejjer (A°B)%= A°B.A°B =

= A2(BAYAB = AZABAB = ABAB = e
-{ '

Dakle,prave podgrupe grupe G su : Hq, HB’ H i H5’
Indeks podgrupe H1 je 2 pa je ona normalna podgrupa/zad 90/.
Za ogstale cemo pokazatl da nisu. Obrazugmo A 1H3A . Kako jJe

A7 2 A% 4o

A1H3 AHA—A[ j /ABA Aeﬁﬁﬁ ,Jm
oo Fen.

| Znaéi HB i H4 su konjugovane podgrupe,otuda ni H4 nije

mormalna podgrupa G, Obrazujmo A H A . S1ié¢no kao gore imamo

S | 2
“A HBA-HAHBA.—A{AB } [ABA jg j~H3#H

'}"ZnaCl HB,' 4, 5:sa kongugovane podgrupe Pa. posto su razli-
Eite to nijedne nijé normalnsa. : i
o Neprave podgrupe grupe G su Hg. 1 G . Pastogl samo ovaj
nig kompozmczga GC>HI>H6 Redovi ov1h grupa su rcspektlvno
6,.3, 1 pa Je. nlz 1ndeksa % , % “odnosno 2 3 Nadjimo sada
=rfaktor grupu-: koja odgovara podgrup¢ 1 Razlozzmo G preko Hl:
G = Hy % H.B . TraZena, faktor grupa G/H 3e skup elemenata
Hl 1 HlB shabdeven sa poznatonm opgra01gom,mnozenga éva

podskupa ‘bilo koje grupe. Nad jimo na primer H B. H B .

et Jef 0 o vitffr 03

..%BAB ABAB ,:‘ABAB ABAB ABB BAB,BA®B, B

' »=f, Az,-A, Ay e A® ] /A A% ﬁ: ¥, .

da tablica mnOVenga faktor grupa izgleda: :




l Hl HlB -
I, S p—
Hl Hl NlB
HlB‘ 'ﬁlB Nl

Najzad, faktor grupa Hl/ H ima elemente A, Az, e .

Ona je 1zom0rfna 88 Hl

{ Zadatak 110 fNeka su H.1 K dve podgrupe’ grupe G

takve “da je | B :
1/ 'H(\K =&, e jednaéini'element-grupe G
5/ wk=1ih, ¥kEK, ¥ cu .
5/ @ = H.K, tada

“10 G' MHXK .
2, Hi K su lnvarlaantne podgrupe grupe G

i 6/H™ Ky G/K,_ H. e
Resenae L. Prema uslovu 3/ svakl element grupo G . se

mo%e napisati w obliku h.k, h C,H X é?K . Ova reprozenta—
cx3a svakog elementa je jedinstvena jer hk = hlkf%hl h =

= kl 1o /zbog 1/ ,pa h = hl,‘gwinresllkavnge hkﬁ:ﬁh k

oznacuae 1zomorflzam A H x X,. pa- Je- tvrdgenge l dokazane.

2. Ako je h.k bilo~ kOJl element grupe 6 tada 363

(h k) 1y (nk) = ket Hobk =K 1Hk —k lkH H,pa je

B 1nvarigantna podgrupa grupe G
Ostall deo tvrdgenga se dokazuje bez teskoca°

\Zadatak 111 Svaka Abelova grupa G konacnog reda se
moze pm%opltl u grupu u k0303 jednalina X2 = Q.28 svako
a E;G ima redenja. Proverltl ﬂavedeno tvrdaenge._i
( Primedba. ReBiti- analogan problem za opstlgﬁ aedna-
gimu,kao na prlmer = a/n>1 prlrodan br*”*i*-“r=a. A

Zadatak 112 Ako G/H ime, podgrupu_K gd
nh, K reda k, onda G lma podgrupu Z red'Jk

je K< £ tada je <. Dokazatl.,-f“
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Zadatak 113. Ako su a i b dva elementa grupe G onda
se a- 1b 1ab = Lg ﬁ] zove komutator elemeﬁata a i b Ako ge _

a bj za gve a,b &G u centru grupe G onda se G zZOve
nllpoteﬁtna grupa klage 2 Dokazaﬁl slededée- tvrdjenjes:

Operacija a.jﬁb = a bt]grupu ¢ je asocijativna ope~
r3013a tada 1 samo tada ako_;p G nllpontna grupa klase 2.

m:.tak 114 -\]-ac i sve podgru pe 78 C 3_}{:1 i C o grupu P

reda 12 komp62101one nigove 1 nizove indeksa. | .

Resenge. Kod C1k110ne grupc sve njene podgrupe su
takodje cikli¥ne i  normelne su. Neka je genarutor element

5. Tads grupa izgleda:.
G:;-i?i;: a2"a3"?4!'35s a6’fa7’ a8Q39,~ alO, "a}l,alzx i}

Obrazovanjem skupova poten013a1a gvih &lanova grupe
glidno kao.u zadatku 109 doblgame da su sve podgrupe date

grupe % . .

a, a7, 8 ’ua5$ ‘8'6‘5 373 3'8’ a9’ralo’ a]:l?_a}g‘?@"e s °

Primetimo da su H2 i H3 meksimalne normalne podgrupe
za Hl. Pedgrupa H4 je maksimalna normalna podgmupa za Hz.
Podgrupa H5 je maksinalna normalna podgrupa za H3 i za |

H2, a H6 je maksimalna normalna podgrupa zé H5 Zbog svega
ovoga su kompozicioni nigovi:

1/7 Hy PP H, D> M, >> He
5/ H Y HyO> Hg P Hg

A3




a nizovi indeksa su respektivio
1/ 2,2, 3; 2/ 2, 3, 2; 3/ 3, 2, 2.

Zadatak‘lIB Ako je G cikliéna grupa reda Dpq tada
ona 1ma jednu i samo Jednu podgrupu reda p. Dokazati.

Resenge, weka, je a €& generatornm element grupe G.
Tada je ( al )p = aP? = e, a skup e}emeﬂata'ZTaq y azq .,ap?%

dini podgrupu reda p grupe ¢. Poka¥imo da Je to jedina
podgrupa reda. p. Neka je P izvesna podgrupa reda p grupa G.
Kao podgrupa cmkllcne grupe i P Je ciklié¢na grupa. Neka je

ot € G njen gcneratornl element. Buduéi da je ( a )p” e,

imamo ip = 0 ( mod pq ) odakle iz 0( modg Y,t3. i= kq
/ k prirodan broj/.

ARk - e ..

Dakle,.generatofni element pretpostavljene grupe P
mora biti oblika L (aq)k, Med jutim, ovo zhaéi da je fg

generatornm element aq pa ge tvrdjenje u potpunostl doka~-
Zano. '
zadatak 116. Naéi sve podgrupe cikliéne grupe G reda
Uputstvo.‘Préma prethodnor zadatku postoji'jedna i
samo jedna podgrupa ove .grupe reda p, gde je p. deTllao
broja 30. Ako je a- ( G generatorni element grupe G, tada
pedgrupe grupe G 1ma3u sledece gen,ratorne elemente: -

’ a2, aj, 35, a6, alQ, alB, aEO;_

Zadatak 117. Grupa reda p2, gde je p proét'ﬁpoj je
uvek Abelova. Dokazati. | B

Regenje. Za p = 1 je tvrdjenje talno. Neka je p~21 .
" ga C oznadimo centar date grupe G, a sa ¢ oznalimo red
centra / broj elemenata wentra.

Centar, kao /normalna / podgrupa grupe G mora imati
red koji se sadrii u redu grupe G tg. u p2. Tvrdgenge ce

biti dokazano ako doka¥emo da Je o = pz,
je grupa Abelova. :




Med jutim, onda je @ ="c pa 3e e p_i#”

Pretpostavimo ¢ = 1. U ovom slucagu C_ iﬁ

a £ e bilo kOJl elemant iz G onda ngegova klase ekvzvalen”
L

clje za rclaclgu j3: %j‘y' f;; f}/jéﬁ@ y = éf.

xs /v1d6t1

zadatak 59 / ne mofe imatl samo jedan element Jer bl onda fiﬁi,;:

va¥ilo a € C . Njegova klasa ekvivalencije ne mo%e 1matl
© ni p2 elemennta, Jer na ‘primer e naqf3a . Dakle, ngegdva _
klasa ekv1v3len01ge,prema zadatku 59, sadr%i tadno p eleme-

nata. Ovo va¥i za ¥a € G / a £ e /

RelaOLJ%j3odgovara razdvaa%nge grupe G na klase
ekvivalencija, a ton rarlaganju GngVura 1zvusna Jednakost

oblika p2 ) +éﬁp gd@ je )\brog klasa ekv1valen013a kcje
sadr¥e po p elemehata. Medgutlm, iz pg = 1 +;3 P doblaamo

7P ‘3 ?éto e nemoguée jer je p>1. Znedi o A Lo
| Uslov1 ¢ # 1, ¢ # D, c/pgfdaju c = P?utj- ¢ = C,pa je

G Zalsta Abelova: grupa. - -

2

Zadatek 118. Dokazati da je grupa G reda P, gde 38

p prost bro;,r631va grupa.. .

Resenge. Prema zadatku 117, G jc Abelova grupa.Zato
au 303 sve podgrupe normalne podgrupe. ‘Ako 39‘ G 01kllcna
grupa sa generatornlm elementom a, onda Jog seAge&an‘kompo—-

zicioni niz
GPHES>I

gde a'e.H‘[b: w2, i.., BP = e; b =alt 6’%?11 =¢fej

Odgovarajuéi niz indeksa je p, D, pa je G rediva grupa jer
je ovo niz prostih brojeva.

Ako G nije cikliZna grupa,onda u G mora svaki element
a # e Dbiti reda p. U ovonm sludaju G poseduje kompozivioni

¢u>r, ¢ m[a,a2...,apxeij, I=[§,

kome odgovare niz indeksa p, p, pa je G rediva

niz

Dakle, u svakom sludaju je G rediva grﬁpa.Na taj
nadin je tvrdjenje dokazano.




.fZadatak 120 "Abelova grupa reda p.q ,gde su p 1 g
p dstl ‘brojevi Je resiva grupa Dokazatl.

Zadatak 121. Oplsatl sve grive sa 9 elemenata.

Zadtak 122 U grupl G pod komutatorom elemenata

a 1 b nazivamo element ¢ =at v lap ., ¢ / prii igvod

grupe G / je grupa generlrana od svih komutatora grupe G
Dokazati da je G’ normalna podgrupa grupe G i da je G/G?
Abelova grupsa. .

Redenje. ¢’ je normalna podgrupa, Jjer bilo koji unu-
trafnji automorfizam £ : xf = s ~xs prevodi komutator

a—lbflab u komutator (af )"l (bf)—l (af) (bf),pa zbog toga

je €'f =6 . | |
Grupa G / ¢ Je komutativna, jer ako su a¢’™ 1 v’

bilo koja dva koseta onda je aG’ . be’ =ath =ab . b la lbaG—

= baG = b¢ . ad .
Koristili smo dinjenicu da je b 'a lbaéie’“
- Zadatak 123, N@ka Je G prvi izved grupe G / v1detl
_Aprethodnl zadatak/ . Neka ge H normalna podgrupa grupe G,
,”tako;da je G/H Abelova grupa. Tada je G’podgrupﬂ za H

Zadatak 124. Neka Je X eleltment grupe G. Neka ge Nx
normallzator za x,t). skup sv1b elemenuta grupe G koji su

per- utatlvn;_sa x. Neka je Cx 01kllcna p@dgrupmﬁ grupe G
' 81ji je generatorni element x. Dokizati da.je Cx normalna
podgrupa 8. NX. v 7'_
'f Zaaatak 128. Neks je G grups reda po, gde je p
prost broj. Kog je reda centar ove grupe’ ¢;~:':':;55v*"-
Zadatak 126. Pokazatl da su re§ive grupe 83  343fﬂ

/ simetridne gruvpe/.

Zadatek 127. Grupa G reda Pa, gde ae p'prost b_ojzge
01kllcna ili izomorfna sa dlrektnlm prelzvodom dve c;kllcne
grupe. Dokazati, : - SR P : :
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Reenje. Prema zedatku 117 grupa G mora biti Avelova
grupa.hko je G oik}iéné onds je tvrdjenje dokazamo.Neka G
nije ciklicna. Neka'jé a # e igvestan element grupe Ge
Skup svih njegovih potencija H =4 a, a2, coey af = e je
normalna podgrupa reda d grupe G. Faktor - grupe G/H je reda
P, pe mora biti cikli&an. Neka je Hb /b €6 / gcneratornz
element ove grupe /b # e i P = Tada ma koji element
grupe & ima- jednoznalnu reprezentaciju u ébliku &

/‘ Oél'ﬁ m<yp/, pa je ¢ igomorfna grupa -CP Xy CpA, gde

Gp oznacuge cikliénu grupu reda D.
. Zadatak128. Neka je G Abelova grupa 1 neka je H
podgrupa grupe G. Pokazati da grupa G ima bar Jednu podgrupu
zomorfnu sa G/H..

| Zadatak 129. Neks su H i K maksimalne invarijantne
podgrupe‘Za'G, neka H# K 1D = :0A K . Tada je

¢ /HZ K/ D, G/K{:JH/D.

zadatak 130. Neka je G konalna grupa, N njena normal-
na podgrupa. Neka su N i G/N reSive grupe. Pokazati da je
G grupa resiva. |
Zadatak 131, Formirati bar jednu grupu Eiji svi

elementi csim e imaju red p, gde je p zadan prost broj.

Re¥enje. Ovu oOsobinu ime grupa 0, X Cy s gde je
Gp ciklidna grupa reda p; : |
Zadatak 1%2. Neka su A i B dve date grupe. Grupa G
se zove ekstenzija grupe A pomodéu grupe B, ako G ima
normalnu podgrupu A’ izomorfnu sa A 1 ako je G/A° Y g,
Dokazati da A i B ne odredjuju jednoznalno grupu G.

Refenje. Ako su h i B ciklidne grupe reda 2 onda i
cikli&na grupe reda 4 i Kiein - ova vierer - grupa su

ekgcenzije grupe A pomocu grupe B.

Zadatak 133 Neka su Hl i H2 normalne podgrupe grupe
G i neka je HZ’ Hl tﬂko da je Hl/H normalna podgrupa za

G/HZ.Dokazati de Je kvocijent grupa grupe G/H2 prena podrguw

pi Hl/H2 izomorfna sa G/Hl.
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Zadatak 134. Ako je red grupe paran broj tada jednadi-
na Xg = € u ovoj grupl ima bar dva reSenja. Dokazati.,

Zadatak 135. Dokazati da je aditivna grupa R racional-
nih brogeva Jedinsg grapa sa svojstvima: 1/ R je Abelova,

2/ R Jje beskonacna 3/ SVakl endomorflzam je ili automorfl—
zam ili presllkavange na nul - element,

zadatak 136. Dckazati da svaka grupa sa vide od
dva elementd ima’ bar Jedan automorfigzam razlidit od
identidnog preslikavania. |
Zadataka 137. Ako je G‘grupa bez centra / +j. centar
sadr¥i samo’e /onda je i grups automorfizama ove grupe
takodje bez centra. Dokazati.,

dadatak 138. Dokagzati da. aditivna grupa racionalnih
bto jeva nema ni je&nulpravu‘podgrupu_konaénqg indeksa.
Zadatek 139. ‘eka je G grupa reda m, . n., takva da
G ima normelmu podgrupu H koja je ¢ikliénaﬁi-r§da m. Neka

3e G/H cikli®na grupa. -

Tada G mo%e biti génerirana sa dva elementa a i b
m r

takva da- je a = e, bt = g , ba = a® b, gde su r i ¢
celi brejevi +takvi da su broaev1 r/s =1} i sn -1 :
multip;i broja m. Dokazati. . -

‘ReSenje. Za a uzmimo jedan od gen@ratornlh elemen ta
podgrupe H. Pofto je G/H cikli¥na grupa, to bar jedan
kos¢t Hb ( b 4EH ) je generatorni element te grupe.Neka

Hb oznaduje jedan odredjen generatorni element grupe G/H.

Na taj nadin smo izabrali a i b Ma koJji €lement grupe
G je u izvesnom kosetu ¢ Hb)k = HpE , PE svakl-element

grupe G je oblika fbk /0 £&Lmnm, O s’k< n / ger su

elementi iz H oblika a /'O<ﬁe<1ﬁ}" Ne: tag nadin. J@- :
dokazano da su.a 1 b upn@ratornl elerentl grupe G. Dokaza*-

demo da a 1 b ispunjavaju i ostall deo tvrdgenja fft*g 13' 
Po¥to je (Hb)™ = H, to je b QSH odnosno postogl

tekav broj r /0 S r<m/ ds Je b
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H normalna podgrupa grupe G to pHb L = H, pa odavde

bt €H , tj. vab”t = &%, gde je s odredjen broj /O< scmw/.

Kako je jasno da je a® = e, ostaje jod da se dokaZu jednakgs~

$ir (s=1) =0 (modm) i s"

© Iz jednskosti pab L = as'uzimanjé@ r - tih potencija

- 1= 0 ( med m).

obe strane imamo ba’b -1 =_asr, sto préma at = bn'daje

n sr T 81 T sr s(rml)

b = a7 ,o0dnosno a .= a ., lz a =& dobijamo a = e,

odakle s ( » = 1) 20 (mod n).

Na Slidan nadin ulzmungem s = tih potencxaa jednakost 2

8
Cpap Tt = a° deje . bas b Lo ogs , a obe zajedno daju p? ap™? @,

-X S}C

Induk0130m se moze lako dekazaﬁ& da ge uypste pFap ™= a

za svakl prirodaﬂ broa x.
: e n .
n_ .r PRI - E
Uz;maguol X = n,prema b™ = a” dobijamo &’ da- je

. ‘ e . g1 .
jedanko a, odakle Je a® " =" . Najzad a2~ = daje

snf‘lig; 0 ( mod m ),pa ge tvrdgenge u" potpunosti. dokazano.

Zadetak 140 i\?eka je ( 3,%) arupa,gde je R skup
realnih brojeva. Ako je funkcija F (X y) = FRY neprekldna

po x Ity onda postogl neprekldna permuta013a i if skupa R
takva da je £ ( x+ y) = T /x/ % £/y/, ¥ x,¥. ER...

" ReSenje.Pokakimo: -prethodno da je F/x,y/ strogo

-monotona po x. i strogo monotona po y . Neka &b ','ta&a
je edM ace ¥1b , gde je e Jedlnlonl ‘element  grupe (R %ﬁ

Ako bi za nekoc’m,lo c%a>c%b tﬂdaiz—e%a{e%b
c;ézi)czy&k) zmklguquemo prema pretpostavc1 neprckidnosti,

egzistenciju broja d @akvog da aediﬁ? a=a# b, ~Med jutim,
odavyde a = b,to Je nemogucu, Znadi i o< D, *4><:€%'a<cjﬁ b,

¥oe (:R, pa. je funk013a F/X y/ rastuca po‘ ¥y Slidno, dokazu-
jemo da. je rstuca i po X. | - v

g dalaem rasudglvqngu,polazecl od-. funkc;onalne
3ednaClne

1/ t(xty) = /% X1y
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konstruisademo jedno njeno redenje f /x/ koje ée zadovolji-
ti uslove tvrdjenja koje dokazujemo.
7, y‘iif;'/l/ daje : f/2x/ = fz/x/ i sli&no
2/ f/nx/ u

/ u = f/x/ n prlrodan brog / . Defini¥imo £/1/ = a sde

i

je 4 lzvestcn broj vedi od e. Tada /2/ daje f£/n/ _dn, _
Punkcija g/u/ = u? je neprekidna i strogo monotona -

po u,za svako u. Zbog ovoga, jednadina u? = 3 ima,jédnisﬁve—

no relenje u,. '

UVedimo U, = f(l) . ko je dalge, L bllO kakav

pomtlvan bro;] 6nda uvodimo £ ‘]g ); ﬁé//)

Funkcmga f /X/ ge na taJ nadin’definisana na skupu

Ra(+) , poz;tlvnlh racionalnih brojeva. Ako su. % , nfE-"Ra(ﬁ-)
-onga - | B | ST

(B4R - (AP , +p _‘mi :pl oy
£(B 4R ) = (BEP) (%)= PR D =G -

= f ( E ), pa f/%x/ zadovoljeve./I/ na skupu Ra ..
Funk013a f/x/ JC strogo monc tons ne skupu Ra (+)

Zalsta,pnjvp f(l )>e, 3@1" f(é‘) <e dage f/l/<3-e ;_e_-,.é"to
suprotno deflnicigi da je f/l/:pue_.‘ Zbvog ovoga"
mel L (o L |
& (—==) = 9615 ) > T /m n €N / ,pa ako
n n
.. D '
€T > sigurmo jo £ ( 2)>2(E) /2, L€Ra(+) /.
© Na taj nadin f£/x/ JC rastuca na Ra (+) . Za X =0 uvodimo

£/0/ = e éﬁq je u skladu sa jednadinom /1/
Neka sada x bude bilo koji pozxtlvan realan broa.c.
Prema Dedekindu x Jje odredjeno k=zo. pr qek dve klase

irnj i {an, r, < x< R racionsa 1n1h bro;]evc:h. Uvedlmo

definiciju: f/x/ = llm f (r Y = lim £ (R ) OVa deflnl_g
“% U 3 O

cija je, kao dto se lako zﬂkl]uouge Jﬂﬂnoznacnu 3er uvedene_

granidne vrednosti postoje i Jeﬁnnke su Na OV”;fﬁf ff fﬁLT




£/x/ je definisana za x20i Za x <0 uvedimo definicijui = .

f/x/ = f_1/~x/ . Funkcija f/x/ je na taj nadin definisana |
za gvako x.Citalac de lako proveriti da je f£/x/ ne@rekidna-'
‘rastuda funkcija / dakle,sigurno neprekidna permutacija/ziv
da f/x/ zedovoljava jednafinu /1/ Na taj nain, £/x/
postoji pa je wtvrdjenje u potpunosti dokazano.

Primedba : Dctaljnijc o ovome videzi u knjizi 3
Vorlessungen uber Funtionalglefchungen und ihre Auwendungen

J. Aczel-a /Bagel - Stuttgard 1961 godlne/ EXN zjqiy
TIT PRSTEI\]I, DOMENI I POLJA, TEORLJA GALOIS-A PR

fZadatak 1] Neka je 8 skup svih realnih neprekidnih

funkcxga t /xgy/ U S definisone su operacije + 1 . na
slededi nac;n
(f+ g) (xy) = 2/x,5/ + &/x,5/, (£ &)(x,¥)= ff/x t/. g/t,y/dt
/f,g {;S / ;‘Lspltatl da 1i je { S; oy ) prsten.
A Reqenae.oper3013e + 1 . su unutrasng@ operao;ae skupa
S. Sistem (Sﬁ,) je_gxupa jer , h-
1/ o+ je. a80013at1vaa operaC13a _
2/ funkc;3a 0: /x,y/-» 0 je neutralni element
3/ ma f/x,y/ suprotan element. je -£/x,y/.
Grupa (- S,+ ) je Abelovd jer je f/x,y/ +efx,y/i=8/x,y/+
+ £/x,5/ /#f e £5/.
Sistem ( S,+ ) je semigrupa jer je . asocijativna

operaci ja kao 8t0.se vidi iz sledeceg: |

: oo . 1.1 ey
[(-f,g> hj(x,y> r:f(_fg)(x?t)hu,_y)dt_sj(g £(x,b)gll , 1) u(t,y)
| d&) at ff;(xb)g(é t )h( t,y) d%dt f(x,&)(jg 4 ,t)n

(t,y) at) ad= ff(x, L)(gh)( 8,y ) d%—[f (en) (x3)




/v -0 -

Bgduox da Je -

if/gﬂlj(x,y) £ £(x, t)[g(t y) +n (t,yJ dt—~jf (x,t)g(t,y)at+

+J~" £(%,8) n(h,x) ab =] 1 f.gef.0 ) (x,5),
) o -

:l(gm) f}(x,_y_) wj[g (x,%) + ‘n-(x,t)] £(t,y) at = § glx, t)£(t,y)at

6}

+"'fh»-~(-}5?ﬁ Y of (t,y) At = [g.f- + h.f (x,¥)

za gvako f;gﬁh é;S,zakljuéuquo da je mnofenje distribudivno
prema sabiranju. :'
Inadi (S,+), jeste prsten. .
_ TVZadﬁg%g:gl'Ispitati da 1i jJe (S,+:)“prsfen u slede-
¢im sluéajevima:q S e e
1/ S je skup svih parnlh brogevc S+ 10 su obiéno_'
sebiranje odnosno mno%enje. -

2/ S je skup svih brogeva obllka a + bV 2 /a,b celi
brojevi , + 1 . su oblcno sablranae i mnowenge,
_ o
%2/ S je skup svih matrlcu obllka ( 0 ) /a, b, ¢
celi brogevz /s o+ i . g sublranJe i mnozenge matrlca.
f'4/-S:3é'sku§ sv1h uredgenlh parova realnih brogeya,
+ i - su operacije definisane na slededi nadin: =
{a,b + (A,B) = {(a+ A, b+ B )
(a;b) . (4,B) = (ah+ bBah+ba),

5/ 8 je skup svih realail neprekidnih funkczaa
£ /x/,0 4 i- su_éeflnlsane na slededi naczn :

S (frg)(x) = £/ + g/x/

(£8)(x) f[g/g/] .
6/ 8 je.skup‘svih realnlh funk013a f/xjy / 3 %ii:ﬁ"

At

definigane pomocu Jednﬂkostl.

\



- 7L +
(£+ g)(x,y) = £/x,5/ + &/x,5/
f[:é/x,y, g/x,y/j.i .
£7%§§§E§%MM;]Neka je 8 jedan skup i neka suﬁﬁ, X, ¥, Z;; .

;S njegovi pOdSkupOVl. Sa X' ozns@imo komplement: skupa X.

1l

(r.8)(x,¥)

U skupu P(8) = @, X, ¥, Z,..., S svih podskupova skupa S
sabiranje i mno¥enje pomodu: o
X-Y = x0Y

v = (x0\v) W (zNE)
1/ Pokazati'da je (P.(8), + , .) prsten.
2/ Pokazatl da ae X =X/ t3. prsten je-Boolemov/

Regenje. Oper8613a + je ustvari smmetrlcna razlika.
skupova. Ova. je opera013a unutradnja operacija skupa P(S).
Asocijativnost ove oper c;ge SMo dokazall u zadatku 4.1
'glave. _ . ' : .
One. je komutativna. Blement @ éiP(S) je jediniéni
element opera01ge +. jer je X + @ B +X = ( X(WQ )L’Q/\X )

X[]S =X/ ¥X &P (S '. Elelement X’ Je€ “inwverszan. element
elelmenata X jer. ;;e % N X =X 4 1= (Xﬂ X )U (XﬂX ) =
sUsp =

Znacx (s, +) Je Abelova Zrupa.

Gperacxga ‘ 3e unutrasnga operac13a skupa P (8} ..0Ona
je. komutatzvna i a8001aat1vna opera013a Pogto Je

Y + X% = 1Ny + x(\z ={(an’)’ﬂ(}{f\z U[(X/\Y )(\(X()z\

[X Uy )ﬂ(XﬂZ )]U[X/‘Y ) (1 (X’w’y Einx% ]UA

[( X/\Y[\X YU X/lY[\Z )] [X/\Y/\Zjﬁ/) Yﬂ] )(/][[J/)Z)U
U(‘Yﬂz) = X (Y+Z)- o/ ¥ %, 08, 'zgs/‘

Zaklaucugeme da je opera013a . levo dlstrlbutlvna
'prema operaclgl + . Posto Je - komutatlvna to je 1spun3en i
desni dlstrmbuﬁlvan zakon op93301ge.- prema ‘operaciji- +

RS
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Ne taj nadin je ( P 8) , +, ) zaiste prsten.
2/ Posto je X[)X =x/ % x &P (8) / to Je X°= X
/ ¥ X €?r (s) /, pa'je tyrdjenje u potpunosti- dokazano.

. Primedba. Navedena teorema j& Jjedan od dveju teorema
 Stone-a kdje dokeazu ju ekvivazemciju Boole-ove algebre 1
Boolerovog prstena sa jedihﬁénim‘elémentom. - R
| vaastak 4] + Neka je (P,+, ) prsten sa jedipidnim . .
elementom ¢ . Dokazati da je (2,8 ,9 Y takedje prsten gde su

@ i © definisane s&

x®y=xtyte, Xy=xyrxty /XY €r/ .

Dokazati relaciju (P,+,*) = (P, ®,0).
;“\fng:>?lé§§§§;£qu U iﬁtggralﬁom domenu‘vgée‘j§dnakostig
1/ a0=0" A/ /-a/ b= e
2/ A—-/a.: +b/= "/—a/“+ A/-b/" 5/ /..,a/ /- =b/ : N
3/_‘5 = /-1/a ;":5/ ako je ¢ £ 0 1 ca ='cb onda je

ReSenje. 1/ Primetimo da‘je é-( a+ 0 ) = ara + 8.0 i

da je a.(g'+ 0) = a~a+ O;Vpa‘je‘afa4~a90 = a+a + 0, a
odévde 3' 0:;'O.L R | %

2/ Sa:—Qﬂsé ﬁo'kgnvemciji'cﬁnaﬁajé'eléménﬁ'ihﬁéfzan‘
clementy w odnosu na sabiranje fj.0(+ﬁ (- ) =.0..Kako .
je sa jedne strane (a + D) +f ~(a+ b;] = 0, a sa druge

strane (;a + b) [}-a) + (=b) | = P (4a)¥'b + (Ep) =
0 + 0 =0 %o je Cé T b)%‘[{(a+ﬁé];i(a + D) +Zj24é)+ (?bﬂ .

Dodajuéi na obe strane - (a +1bj'dqhmjeﬁo'jédnakqét'2-/‘f"

(e ey (e

HTe ar(cDe=1.ed (D) e=]ie(

=0 = 5.0 ; 0 Sleduje ( "'1) a ﬂ"’ . T
je (-a)b = = ab. . ' e
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5/ Koristedi predjasnju Jednakest dobi jamo s

(-2)(-b) = - [a('-bﬂ ) [-b) ] [ba] “Pab] ?5 4

jer je uvek - { - 0() “0( podto (-0\) +¢;i_- o, tg. DZ J‘e inverzni

za - VKu odnosu na gabiranje. |

6/ Neka je ca = cb i ¢ # 0. Odavae ca‘+(~c)b=.0,tj.
0 = ca +c (-b) = [g + (—bf] Posto je c £ O, ne mdée
biti ia + ( - b) # O jer b1 c [a + (=D) | bileg razlidito

od O $tc ovde nije. Znali a +(-b) =0 pa je & =Db .

Primedba. Jednakostl 1/ 2/ 4/ i 5/ vage i w svakom xi

rstenu

el@mentl 1dempotentnl. Dokazatl da- Je Boole—ov prsten
kmrakterlstlﬂe 111 1 111 2.1 da je komutatlven° o

Regenje. Ako P ima samo jednan element onda je
karakterlstlka 11 1spun3ava gve navedene usilove.:
Neka P 1ma bar dva elementa. Tada '

a,b € P=>(a + b)2 = a2 + b2+ ab + ba«#? a + b + a+b +ab -tba >

ab + ha = O

Odavde za b = a dobijemo. at a = Q. /¥ a Q;P/,pa Jﬁ o
P arskteristike 2. Medgutlm ondo je i.ab + ab O opa

ab + ba = 0 =Dab + ba + ab =.ab=Dva = ab / ¥a,b GP/ st@

znadi da je P komutativan. '
Ne taj nacin je tvrdgen3e u potpunostl dokazano.
Zada‘tak 7.\ Ispltatl da 1i ge navedenim Cayley evim

tablicama definisana prsten. -

sla v e a el 2 b ¢ a4

alb c a a ala v ¢ a

blca a »_ - - b{B 4 b A

c d a b c d ! b = d

ala b o a ala 4a-a a _
! i
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Zadatak 8. Tspiteti da 1i skup svih realnih lineernih.
m
funk013a ax + b c;nx prsten u odnosu na operaCLJu X i.
. definisane sa : - |
(ax+ 1)+ ( ox+d) = ( atc ) x + (b + ),
(ax '+ b')'f (ex ¥‘d) = acx + { ad + b ) .
ngatak 9.0 skupu N prirednih brojeva definisati
opera013u 8. i-@ , tako daJ(,N,Q ; @')7bude-a / prsten b /
polje. o L
7edatak 10, Neka gu a i b dva permutctlvna elementu
m—TTT
prstena kergkterisike 2. Dokazatl da ge

( a + b)z = (a - )2': 2% + bP= a’-b°,

Zg@gﬁgg/Ll Ako u aditivnoj Abelovoj’ grupi ( G,+ )
uvedemo opéraciju mno¥enja pomodu a b 0 za sve a,b ( &

onda je ( G, +,- ) prsten. Dokazati.
Zggztak 12, Ispitati skup 2 cellh.brogeva 13 odnosu
na. operacije i@ deflnlsane pomocu

a8b=oa f,b 5 2, . O b= 2a +2b +ab+ 2
Dali je ( Z; +, - VB (7, 8,0)°2
Zzggﬁgkﬁ;i Ako u prstenu P karakterlstlke 2 vazi-

(a + b)2 = 8% 4 b2

Dokazeti.

za sve & b é~P onda ge_psten korutativan.

Zadatak 14, U nekomutat;vnom prstenu P definidimo
operaciju + pomodu x¥ y = Xy - ¥X.

a/ Pokazati da je %ﬁ distributivna prema sabiranju.

b/ ?okazai.

: X~%{y‘*'z) + ¥y %«( z'#'x ) + Zﬁ(( Xay) 0
/Jacobl—ev identitet/. . . :

e datak 15( Neka je ( P+, )'prsten“u_kome;pbstoji
I“’/ﬂwﬂ—ﬁx TR RN s

Jndqn eTEment ¢ osobines C DR i R

1/ éb = a =  b

Dokagati da je u ovakvom prstenu ak51oma

2/ At b = b " N J,.a’ b @P
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posiedica ostalih aksiome 1z { P,+,« ) | |
Refenje. Besz aksxoma /2/ se u prstemu (P, +, )_igﬁodé;;ﬁk_ f
syrdjenja: a(-b) =(-2) b = ~{ab), ¥a, b €P, pa ih U B
daljem izvodjenju koristimo.
Kako je t ¢ [; (a + bi] =-(~c)(a + b)_m(-c)a +{ =c) b=
c {(-a) +¢c (-b) =c¢ [}—a) +(-p)} , prema /1/‘imamo
“(a +1b) = (-a) +(=b), ¥a, b &P.
Oda-vde - [—-(a + b)] = [(-—a )+ (mbj pa prems osobinama

grupe ( B+ ) /=(p+a) =(-p)+(-q), -(-p) = p, ¥p,a €/,

imanmo _ . .
a+ b=Db+ a, ¥a,b_€,P=.

Zadatak 16. Neka Jje S5 skup svih uredjenih-p arovea
celih brojeva. U ovom deflnlslmo operacije +,° , ¥ pamocuo

(a,b) +(a’,b?) = (a+ a’,b+ b’)

(a,b).(a’,b’) = aa’ + 2bb’, ab’+ ba’)’

(a,b) % {(a’,b’) = (sa’+ 3bb’,ad’+ba’).

1/ Pokazatl da su ( S,+,* ) i ( S,+,%?)‘prsténi.
Ziﬁagkuzatl da ti pfétehi‘nisu izomarfni.

;/1 Mwa:> sdatek 17/ Skup brojeva S a + b {if gde st
, N R
a i b eceli brogevm 01n1 lntegrﬁlnl domen.

o et

'f-ven dvema oper101gqmu sablrnngem i mnééengem k031

! “1/ Uwodnogu.na,sqp;r nje &ini Abelovu grupu.
2/ U odnosu na mnééenje :'Lspun;;zwe-zrﬂ.,lfl_{t;_e‘__jng_e_°
'a/akoaés b@Sondaa »pEs

'b/ako je a # O b # 0 ondq Jje -ab # O hlement O 3@5
Jedlnlcnl element za sablrﬂnge,

e/ ab = ba

d/ (ab) ¢ = a(bc) :
e/ Pes%ogl 1 % 0 takav da je a. l = a zaa { 8 ..

-

3/ Vaii- dlstrlbutlvnl zakon '7— 7 fM‘m'¥fj._.¢g_ _,

T
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a. (b + ¢c) = 23b+ a.c.
Neka a + b(ﬁ: o + d{;-e S , tada je
(a+ b%ﬂﬁ) +{c + d{\ ) = (a+ o)+ (b’ + dJ\.@_S i

(a+ b{ﬁ} (¢ + d{ﬁ) = (ac i+ 3bd) (ad + bc) E;‘@‘s jer

zbir 1 proigvod celih brojeva ge cCeo brog. Asoclgatlvnl i
komutativni zakon za Snblruﬂjc i mnoZenje su 1spungen1.
Distributivni zokon jJe lspungep. Jedinidni element za sabi-

fanje je 0 = O'+'O{;-( S a za ﬁnoéenje je 1= 1 + O{; & s.
Inverzni element élémeﬁtu a+ bl 3 za sabifanj@ je

(@) + .b)(" € 5. Neka a + bﬂ_nﬁ‘o c o+ béh\# ¢ tada je
(- a+ bv” ) ( C ¥ déﬁs # 0. Znadi chSta 5 Je integralni

domen. ’
‘Zadatek 18. Neka.je S skup evih brojevae cblika
) % + % {:; gde su:a}\bféeli brojevi. Da 1i je ( S,+,+) inte-

gralni domen?

@&ma&wﬂf,gi§> adaég:j;;% Sigtem ost%taka Jp po modulu Py gde je
T prost brog u odnosu na opera01ge sablrange i mnozenge
¢ini polge."‘ - ‘

. Resenae. U 31stema ostataka se smblranae i mnOﬂenJe
definidu sa a’+, b’ = (atb)’ ,‘a’ b’ = (ab)’ .Da bi smo

dokazall da je Jp polge treba da dokuzemo

l/ Da je JP Ab01OVw grupa u odnosu na sabiranje.

| 2/ Da JG skup Jp bez 3ed1nlénog elementa za sabiranje
AbelﬂvM grupa u odnosu ne mnozenae.

13/ Da va#i &1str1butlvn1 zukon mnoz@nga prema

sabiranju. | “f‘“""'““-
Ake a’,b’ @;J' onda &'+ b’é;J o Za sébifaﬁjé vagi

asocijativni zakon jer ( a’+b’ ) + 0’ = (a+b)’ + c’ :Ea+b)+5_,:
.{a +‘(b + ¢ ﬂ = a’+ (‘b+c), - a’+(b’+ c ) TS DL S

- Blement 0° je jedinidni za sa blrange,ger a’+ O’ 45'

= ( a+ 0)’ = a°*,
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M2 koji element a’ ima inverzni, to je (-a)’ . Znali

Jp je aditivna Abelova grupa jer vaZzi i komutativni zakon.

Weke je J  skup 17, 27, ven , (p-1)7. bko @€, V€I,

onda je a’.b’ = ( ab)’# 0’ jer ako bi bilo (ab)’ = O’ imali
bismo p/ab, odakle poito je p prost broj je p/a il /b
ti. a’= 07 ili b’= 0’ &to po pretpostavei nije. Znééi
b’ = (ab)’ ( Jp, Za mnofenje je ispunjg? asoci}étivn;.
zakon jer Je -
(a22b7) .07 =(ab)?.c'= L(ab)cj u[a(bc] = a2, (be)’=a’(blc?).
Element 1’ je jedinidni element za mnoéenje“jéi'ée
e = (ai1) T a’. Neka je a’ELJ na koji.Poéto/a,p/:l
to jednadina ax = 1(wmod p) ima Jedno resenge x = q . 2a
element a’ Jje g’ inverzan u odnosu na mnozenge,ger Jé”\.
a;:q"= (aq) = 1’, & naravno q’éfJ?. Po¥to je a’b’ =
=(ab)’= (ba)’= b’a’ %o:je?zaista‘Jp Abélova'muitipiikativna
grupa. Najzad, ispunjen je 1 distributivai zakon jer je
ar (e o7) = a0, (PF ) —@a (4 o)’ (ave ac)’=(ab)+(ac) =
a'h’t alc’ , pa Je dokaz zavrsen. o ' |
' Prihetimo da sko p nije prost‘bréj‘énda,Jpznije
~polje,veé samo prsten. Dovoljno je primetitiﬂsam@?to sto

ako je p = Q . k gde 3@\E( £ 1, lﬁ # 1 onda je 1’ k! =

m(fk) = o’ leko 1 8, 4 gr g xo # 0’ pa Jy'nije polje.
U 6dnosu na mno¥enje podskup §1°, b" ousf -1)¢%
skupa JP ¢ini grupu ako su brOJ@Vl 1, a, b, .n.,(p—l)rclau

tivno prosti sa pi ako ovag podskup S%erl sve tmkve
elemente, : . o
da primer za J6-=ZT ’{_1’, 2’555’,4’ , 5’jfta grupa
ima elemente 1* 1 57, ok _
Zadatak 20. Neka je C skup sv1h realnzh neprekidnih
_ bbutatualiets
funkeija ‘definisanih ng[:o i] ‘U AEds o “*“Q”Eﬁvfﬁ
n301n ;o "

£/%/ + g/X/
f/X/ . _g/x/o

+ 3 {f + g)(X)
t (g (x)
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: zéékéZati da ( C,+,..) nije integralni domen,ali da
wgéste prsten. S

e Uputstvo. De ( C sty ) n13e 1nt@graln1 domen
ﬁzaklguéugemo na-sledeéi nadin. Ako je- ‘

_ (" ‘ ' A
o - - Otx<z S F ?Of:':x:i::%--
_ 2 2 _ -5
£/ x/= " . i g/xkq
| 11 1
i o pexe 1
onda je f/x/ gg/)(/w—' /0% x<l/.

Zadatak 21 Veka je S skup sv1h ured jenih trogkl

e L f

realnih brojeva. Neka suu S deflnlsane opera01ge + i
na SltdéCl nadin : f

i

{a,b,c ) + (A B, G‘)_ (a% A--b,+-B,;c.+=O).

\}V/\ (f_m;d > a,bc) . ( A, B o D

" Dokagati da ( S,+, °) ispunjava sve ak31ome prstena
izuzev aSGClJatlvnOStl za mnoyenge.

Ei

(bC Bc, ch - Ca, aB~—bA)

Prlmedba.,ﬁavedenl prlmgr dokazuge nezaV1snost
aksiome a50013at1vnostl mno¥enja kod prstena od ostallh

sksioma prstena.
/"—’\

fZadatak____g»l U prstenu 7 oell broggva deflnlslmo ; |
operacije ® i O pomodu

e R T

a®b =3a+Db+1
a ® b= aﬁ T a % b _ '
Dokazati da su ( Z,+,-) 1 ( Z,8, © ) izomdrfni prsfeni.
~ Refenje. Gvedimo'preslikavanjefﬁ pomodu jednakosti _f/
o af) = a+ 1 | ' - |

/& je ceo broa/ Ovo prcsllkavanJe je 1zomorflzam ﬂavedenlh
i struktura jer je

(a @‘b‘-)"(ﬁ = .,a &b +1l= ' a+ b +2 = ﬁ + b
(a @b)f}: 2 ® b+ 1 =2ab+ a +b +1l= (a+1)(b+1) é % o

/a, b celi brojevi/. Sl
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¥ taj nadin je tvrdjenje ddkaﬁandijgfi '
prsten. R
Zadatak 23. Neka je S skup svzh uredgenlh trogkl, B
ra01ona£%1h brojeva., Neka je u s deflnlsano sablrangea_____ff[“ﬁ;

i mno¥enje:
<al’bl’ci) . (az,bz,cz) m(a1c2+’blb2 +'clc2; Zalng'blcg +

Da 1i je ( S . ,*) polje 2

Zadatak 24 "Da- 1i. s€ u datom skupu -5 mogu deflnlsatl:

1—____,/—"“
operacxae i tako ‘a5 oba szstema ( 5,7, ) 1“
(s, «,% ) budu prstenl ? -

Resenge,aﬂkorﬁs ima- samo Jedan element Ey onda se
) "moraju definisatl gednakostlma a+ a=a.a-= a }
Neposredno se moza “proveriti da je ( 8,+, ) kéo i

( S,“; ¥ ) prsten N Zna01 u ovom slucaau Je bdgovof'potvr—
' Heka § ima. MLSe od jednog elementa. Ako' su (S o, 0 )
i( 8y%; * ) pratent: orida ( S, + ). 1 (s ) moragu b1t1
'Abelove grupe. Ako.je O gedlnlcnl element prve grupe ‘onda

prema csobinama prstona mora. biti =x. Q}ﬁ‘;.QF%za ¥ o (:S,pa

(S +) ne moZe biti grupa jer bi inadle X‘O+ =0 +; 0y /¥x € 8 /

povuklo x = Oy / ¥x &8/, 8to se Kosi sa pretpostavkom da S

ima vide od jednog elementea,

@aa%éiw iko su (Pyy +,7) 1 (Py,*,. ) prsteni tada
je sistem ( Pyx Py, + ,*)} prsten u kome su operacije + 1 °
definisane na sledeéi nacin

(31;32 ) *“V(blsbz) =(al+. bla a2 + b.2 )

(?l’az)‘(bibg) fgal.bl, aseb, ) /89,0y, €r 32’b2‘§.P2 .
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Ako =u ( Plp+ ) i PZ? + ) tela ondsa Pl X P2, + "') niJe

tele. Dokagati navedena tvrdjenjsa.

Primedba . Prsten (Plx P2

izvod prstens ( Py, +,°) 1 ( Pyt - ).

.k,+ ) se gove direktan pro-

Zadaﬁg§/26. formirati diréktan proizvod prstena
( 53,+ ,°) i prestena (JQ, + ,+) . Da 1li wva¥i relacija
(312"%' ’.)% (J XJ4) s ) 7.

Za@gﬁgk 2] hko su Hl i H2 redom podprsteni prstena
P1 i P2 da 1i je podprsten Hl X H2 deprsten Pl X-Pé,?

- Zadatak . 28 Dokazatl ako su P, 1 P2 prstenl, da su

1
onda prstenl Pl X P i P x P1 1zomorfn1.

Zadgjgguz9 Neka je P prst@n ga Jedlnlanm elementcm.
Ako je ( P o ) cmkllcna grupa onda je prsten (P,+, °) izo~
morfan idi sa ( Jm +' * ) 111 sa ( Z, T, ) Dokazat1, |

E Resengengﬁ RalekHJ@mO dva sludaja prema tome da 1i-
P ima konadno elemenata 111 1ma beskonacno~ elemenata. Lko

P.ima m elemenata 0, e, y By onda Jednakost

23, 4,...
'fef-ME/Odk‘ £<m/pmwkw1£-b MmaOMWMOﬁp
iz, é% = ke sleduje [ t —k/e = 0, ‘udakle /ftk/a = 0 gde smo
sa a oznaczll gemeratornl element grupe (P + ) Posto je
O<i{hk<lm, a Ua(a = m zaklguéugems da Je jdnakost (¥-k)a=0
nemoguca.,

Prema dokazanom elementi prstena P su slededi:

e, 2e,.3e, ...,me = O . Zakon x.(y * z)

/ ¥% , ¥, 2 € P / nam daje ( ie) . (je)
sablrange i mnoZenje su deflnisane na slde01 naéln, 1e A+ 3e =

( i+ 3)e, (ie)(je) “(13)@. Otuda 3e (Py+, )Cd (Jm,. _ ')?'
Tako da je u ovéem slulaju tvrdgeﬁae dokazano. ;5 jj¢f Q:-

XY ¥ XeB

(13) e pa za P

Ako P ima beskonalng elemenata onda posto Je(P o+ )
~ciklic¢na grupa,tih elemenata ima prebrojivo. mnogo Ako Je :
e 61” 3@(1,11/1101*11 elcment on&a Jednazcost Ae /ue/) _ e{,— Z /
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povlaca;qﬁ/» jer u obrnutom slucaju postojli broj k # 0,%akav
da je ka =°0 /a generatorni element grupe (P, +) /, pa je
broj e lemenata grupe ( P,+ ) konalan.

Ako stavimo e = a, a? = &:a éﬂé i.gnizvesni_celi
brojevi/ onda jednakést.ae = a daje b= 1 pa je/Lfﬂ.i 1.
7nadi e mo¥e biti generatorni elemént prstena P. Elementi

prstena P gu oblika ic / i €7 / . Zakon xi(y + 2 ) =

=x.y + x.2 / ¥ x,v,2& P / nam govori da je (ie).(je) =
=(ij)e / i,j €% /, pa su sabiranje i mnoZenje u‘pfsteﬁu
P definisane na slededéi nalin : “ | ‘
ie + Jje = (1 T 3)6 s (ie).(je) :(ij)e, Oe=0 /l;J GZ /-
Prema dobijemom rezultatu zakljudujemo. da va%i rela-
ecija ( P,+ o) = (Z,+,¢) . Na taj nadin je tvrdjenje u
potounosti dokazano. - ' o

Zada%ak 30 ﬁaéi'sVe detaijhije'nulé ﬁréﬁeﬁa'Jm.

Zaaatakxﬁl Prsten Jm se moze potopltl a polge tada
i samo tada ako Je m prost broj. Dekazatl., : -

je p prost broga . .
Redenje. 7 p. = 1.jedini-prsﬁen'je‘(_s,;+;,- )-gde‘ B

je S-uf 3 i.a +a=a.a=a. Neka je_p)ﬂ_; Pbsfoji

bar jedan prst@n sa p elemenata .'*akav ge ‘na prlmer, Jp
Neka. je: (° Pg,%i, ) bilo kogl prsten sa p elemenata

i neka su njegovi elementi O, By eees ap gde je O = nula

tog prstens,odnosno jédinién; element aditivne.grupe ‘

( P.x+ ) . Kako je red gruve ( P,+ ) prost broj ona mora

biti ciklidna i-svaki element a; /[ 2&1<p / joJ Je.

g@neratorn¢-nlomeﬁt OZﬂaClmO 32 sa & . ‘Tada su svi elemen-

ti prstena P SWed601 3;@; Da, B85 aa. ( p— l)a pa—- |

Posto mora da va51 zakon X(y + z) = X.¥ + x.z 
/ ¥x , 5y, z EP / zaklgvquemo da Je (la)(ga) —(13)& a

/ 151, i<y /,.Odavde za#lguéugemo-dﬂ Je opermclga mnoze#
nje potpuno odredjena ako znamo a.a. Razlikujemo sluslajeve:
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'I sluca;j a2==0 Tada je Xy = 0 /%Zx,éfé]?/ Sistem

( P £,*) koa koga je. (1&) t ja ={(i+ j)a, ia.ja =0
:f u ovom sluéagu dini prstenn Ovo Je_tzv. nule - prsten.
e T sludaj a o - ka gde je 0<kep . Podto Je /k,p/ 1,

to postoge cell brogeV1 s i t tﬂkv1 da je sk + tp = 1

' Uvodgengem elementa A = sa’, prema 32 = ka , zaklgucuaeme

da je 4% = 52a2 = s(sk)a = sk)(sa) e A Jer je sk 1(mod p)

-Elementi prstena ( P,+ ) se mogu i pomocu A izrazi-
‘tl.‘Elementl prstena su 4, 2A eev 5 ( p-1)A, pA . 0.Posto

je A% = & zakljudujemo da Jje LA+ gh = (i+ 3) A, 14,34 =

=(i)h [/ O<fi,j«<p / . Slstem ( P e ) sa ovako. defini-
sanim opera013ama dini prsten 1zomorfan PEEEEEEﬂiipM+ <),

Preme tome reda 1'% gde Je P prost. brog postoge dva

T

b e

neizomorfna prstena. T qu 3 l nula - prsten reda p..

e b 'LV . ~“MMw
wwww—Qjﬁzg_ ?Zadatak 53 - Neka Je P prsten sa gedlnlenlm elemen-
om e,

Ako P 1ma Jedan 1 samo Jedan desni * inverszan

/ eloment a 1; onda 3e a %  lev1 1nverzan element Dokagati.
Resenge. Posto je a (- a’ 1+ a_lauu e ) = aa” +(aa"l)a -

i ea-=e, zaklguéugemo da je a~t & amia - e desﬁi;injerzan

f element elementa a. Posto’. je a 1-gedinstven desni inﬁerzni

_element{mora biti'a l+ a”law— e = aul, Gdavde je
Ty T

[ aTa=-ce, pa je a™t s levi inverzan element.
| _ -

Lﬁ\x . Ha taj naé;n je tVrdjenje~dokazano.
| é&@gﬁﬁg;ég' cha J¢ prsten B1 podprsten prstena B
i neka je prsten Al ;zomorfan prstenu Bl . Dokazatl da_
ge Al mofe profiriti u prsten A tako da JO prsten A 120-  

morfan prstenu B

ReSenje. Neka preslikavaﬁjé' :,t-_1;
f. skupa A na skup B1 rcallzuge 1zo-f;':;7;jp

morflzam. Tada, Je°
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 x+y=(xteyr) £

1/ -

x.y =(xf © yO)£ T /x,y €4/,

gde smo sa + 1 ~ oznatili operaci-

je prstena Al, a sa @ i1 ® operacije
prstena Bl . Skup & formirajmo na
slededi nadin: A = AlLk B - Bl)'i
Uvedimo preslikavanje F pomoéu obrascas

_ ‘xf ako je x EAl
2/ X o=
X ako je x £B - %4

0vo presllkavamge uspostavlga gorespodencxgu 1.~ 1
1znmed ju skupova A i B. : :

.U skupu A deflnlSlmO opermc1ae * 1 pomoéu
(x+y)~—(ﬂ@yF)F

(x.y ) (xF 0 .yE Y E‘

Sistemﬂ( A, + gz- ) Je praten lzomorfan prstenu_
( B @ , © ) . Prema /1/ i /2/ ‘zaklgucugemo da se ovako
deflnlsane operacije za x,y (:Al poklﬂpaau sa operaci jama
prstena ( Al, ,i Y . Zpaéi- Al je podprsten za prsten.A ,
t3. A de pr051ren3e za Ay - | o

Na ta] nacln je tvrdjenje w potpunostm dokazano.

(;;datak 35 Svaki integralni*ddmen“se mo%e potopiti
u polge. = _ ‘ )

Uputstvo Dokaz je glidan’ uvodgenau polga ra01onal—
nzh brogeva pomocu prstena cellh brogeva.

Zadatak 36. .. Neka. je e ma kakav prsten, Z prsten

W

celih’ brogeva. ﬁn,skupu B Z? m,a {} o/ om G;Z ‘& (;A J
cgu deflnlsane blnarne opcra01ge + Vi_;{ pomodu

( m, a) «+ ('n, b) (m‘+ n, a + b )
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(n,b) = (mn, na + mb + ab )

(psb)é@ m=p, a = 1{]

1/ Ispltatl Sta je (B, +, « ) .

2/ Pokazati da u B.postOJi jedinicni element za opera=-
ciju g - SRR |
. 3/ Pokszati da je ( A’, + ,+) = ( A, +,+ ) gde je
”A»%{Ozﬁ , 0 €7, a €,

 ReSenje. 1/ (B,+) je Abelova grupa . ( B, .) 3@ sem18
grupa,aer Je operacija s unutrasnga i 3

[E m,a) .(n,b;} . {p,c) ::(mn,“na + ﬁb + ab) . (p,c ) =

m(mnp,pngl+ pab +pmnc + nac+mbe+abe)

(m a) [?n B). (p,oi] {(m,a) .(up, pb + nc + be ) =

=(mnp, pna+ pmb . + pab + pmne + nac+ mbcg
: - +abe

Posto vake i oba distributivna zakona operacije +
prema . Jjer je '

&ma)+(nbn(p,)w(mtmaa+b)(mo)m
#(mp + np, pa + pb -+ me * ne +ac + be ) =
=(ni,a) . (p,g) %-(n}b). (p,c)- 4 o
@Ki%Bm@)+C%bU”’@ﬂﬁim&)+(E@ifmbf
to'je (B, + , . ) prsten;. Lo
2/ Iz definicije
(m,2). (n,b) = (mn, na+ mb + ab )
zakljulujemo da je (1,0), / gde je ¥ €2, 0 €A/ jedini-
¢ni element. S
'3/ Uspostavimo biunikoko preslikavahje lTzmedju
A? = {O, a}:i A ﬁ'ga. pomdéﬁ ( O,a)¢@§a:; Ovd]pfééi&kévaﬁje
oznaduje-izomorfizal Izmedju(h’, + , . ) i'C'A*+-~?~)Ujer'3e
(O;a)'+ (0,b) =(O a+ b’ )én&a + b .“1;
-<o‘,ad (0) = (0, ab)@a Bl




Primedba. Iz navedencg » rasudjivaﬁja se zakljuéu3e
poznata Cinjenica da sé svakil ‘preten A meze potopiti u
prasten B kojli ima Jedlﬂlcnl element.

S Zadatak 374 Neka Je J5 sistem ostataka po modulu 5.
= :
Formirati bar Jedan pollnom ¢iji svi koeficijenti nisu O

kojl za svako:x:EZJ' ima vrednost O’.
Resenge. Takav Je pelznom _
P/x/ = x(x-1') (x-2') (x~3’ )(X—4 ) = x-17.x =-x5+ 4°x

Zadatak 38. Ako konacno polge 1ma n elemenata onda
— I

n mora biti oblika p gde Je p prost brog. Dokazati.

Zadatak 39 Svakl konadan 1ntegra1n1,domeﬂ je polje.

i u_.__....,.-—a-—-"'

Dokazaﬁl

Zadq§%§~40 Neka je ( P, +': ) komutativan prsten sa
jediniénim elementom €. Dokazatl da skup 5 svih ¢lemenata
pretena P koji poseduju 1nverzan element Clnl multlplxka—

tivaw’ grupu.

Zadatak Al Da 1i skup sv1h Legularnlh matr;ca reda

n élnl “telo odnosu, na abjraﬂge i mnozenge matrlca?

| Zadatak 42, Neka jJe D konacqn 1ntegralnl -domen sa n
elsmgﬁgﬁa ;1, Boyene 5 By Neka m (x) = (XT 1) ,.Sxe?n) .
Dokazati'da ako dva polinoma . £ /X/ i g/x/ na D definifu -
Lstm funkeiju da je onda m/x/ faktor pollnoma t/x/ - g/x/.

Zaactak . 43, Ako 1ntegra1nl domen D ima beskonaéﬂo
elemenata ondq dve pollnomne funKC13e P i Q su Jednak@
tada samo tada ako su polinomi P/X/ i Q/x/ sa Jednakmm
odgovarngu01m koeflclgentlma.

, Polje sa cetlrl elementa. .

a/ Dokagzati da F

Zadatak 44. Neka Je B

. ima karskte rlstlku 2.:3g t

A




gde su a, by
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b/ Dokazati da

jednadinu & v x =0,

svaki element oveg polja zadovoljava

Zedatak 45, Dokazati da je polje Co kompleksnih bro-

£

a

jeva ifomorfno polju matrica
)

b

, /2, b su realni/.
a

Z§§§§§§,46. Dokazati dr je polje Ra(lfzﬁ, /ﬁ m nije

racionalen/ , izomorfno polju matrica
a b
mb 8

Zadatak™47. Dokazati da polja Ra ( {E) i Ra({qg)

nisu izomorfna.

Zadatek 48. Dokazatl da je polje Ra () izmomorfno

polgu Ra (x) .

Zadagak 49. Polju Ra ( J’“

polje matrica.

' Zadatak 50. Uoczmo skup

g T

. a+ bl
S =q | .
o —c+di

¢, 4 -ma-kakvi-realni brojevi a i imaginarna

jedinica. .
1/ Dokazatl da J@(S +o,

2/ Dokazati da je ( S,+ ,.
snih brojeva Co. :

ReSenje. 1/ Ma koji element skupa

pisati 4
21 22
- 21
gdg-su'zlg zg~kempleksni brojevi.
" Lako je - proVefﬁfi da je (S,

Uolimo:

-

{ ) naéi izomorfno

‘c+df}
a-bi?¥

.+ ) telo /nekomitativno polje/,' |

) ekstenzija po}jé komplek~

S moZemo i ovako




Neka

=2, Zq e Y1
Tada njihov proizved -
Zuy - 250, a8 * ZpHp |
| ' €s’
B0 - 52“1 -_ . glﬁl_;:.52u2 |
‘jer je u suprotnom siﬁéaju'
21u1  ; i, =0

odskle je -,
o R R ) - B
B R A T R
‘%to je nemoguée jer . . . , |
Uy Uy

Sllcnlm zuk13u01bangem kao u zadatku 57. moéeﬁb o

"pokazutl da Je ( S’ ) grupe, all ne Abelova 3er pr012v0d

‘u ovon slucqgu nlge konutatlvan. Posto JOS ‘vage i 1ev1 i
desnl élstrlbutlvnl zakon mnozenga prema sublrangu to ge

(s,+ ; ) telo.

2/ Uogimo postupaﬁ?iﬁ{‘(l /a c rcalnl /

gkupa S . Uspostav1mo biunivoko presllkavanje izmedjg _%;Cc_«
- skupa kompleksnih brojeva na sledeéi nadin: R

~




Tada je

o L 4 : D= o T
a a _ '__ ¥ 5«1 + o

1 1 “Co o Bp €1 7 Yo 2

e (a) +a,) + i Cclj+ c25) = (ay +.i,¢l) +3§a2 + i co)

5%1a2 f.clo2 alc2 + cla2

) , , N

1 ~Cp ) =8 Cpm G 8 B8,y =Cy Cp '
L Lo *‘f"?l A N -

' - R el
&y (ala2 clc2 Yo+ i 84Cy fJClaz )f ( ap+ 1 ol).(a2+1 e,

Znadi ( Ei + e ) je polje igomorfno polju C.
Otuda ( S,+,+ ) je. eksten213a polja C.

</"%”;?i7 Zadatak Svako polje karakteristike "o " je
eksteHZLJa polaa Re racionalnih brojeva. Dokazati.

Refenje. Oznadimo sajF poéﬁatraﬁo polje i sa e €7
jedinidni element tog polga. Pesto J@ karakteristika polja

" o to Jednﬂkost cle = cze gde su Cq i 02 celi brojevi
povla01 ¢y = 02. Zbog ovoga su u skupu S ;Zf{..;— 39,—2@,
”“\/52—"-36, . isvz elementllmedgu sobom rwzl§01t1. Ako je
ce LS/ c#0/ sa_?;:e,ozn301mo ngegov inverzan element.,
-Dalje, neka g e/ q#0, pi g celi brojevi /‘éznaéavé

p . ( ie) . Tada, éto-se moZe neposredno, proveréti sku§
T SVlh elemenata po]ga F obllka g_ e /q # O,p 1 q celi
brogev1 / 5lnl polge u odnosu na operaclge polgaagresllkavg
nje 2 E e; realizuje 1zomorflzam ( Ra, + )= YT, )

g
' Zbog 0V0£3 je polje F eksten21ga polga Ra_.:.
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7adatak 52. Dokazati da aditivna grupa .( F,+ ) polja ¥
ne moZe biti izomorina éa multiplikativnom grupon tog polja
/ Videti : Amer. Math Monthly,Oct 1956, probleﬁ 4644/ .

. Zadatgk 5%, Dokagati da Jje za polje Ra jedino pod-
polje Ra. g1idno dokazati za J / o prost broj/ -

Zadatak 54. Konstrulsatl sve tela sa 2, 3, 4 1 &
- ey = .
elemenata.
Z%Qﬁﬁﬁﬁwiiu Neka je C centar prstena P i neka je &

jedan odredjen element centra. U prstenu P definisana ie
rela01gaj? na sledeéi nading

XJOy' éé> z (:P X -y = za,
Dokagati da Je rela01gakf33edna relaczga kongruenCLJe.

Zadatak 56. Nadi sve kongruenci je prstena Jm.

e BT

Zadaﬁﬂk 57 Neka su p 1 g dva racionélna'broja.takva

da q + 47 nlj@ kvadrat ni Jeang racionalnog broaa Uocxmo

a bp
s =)( )
b a + qu

gde a, b &Ra . |
1/ Dokazati da jJe (8, + ,°*) poljeu.

b a bp ' -
2/ Presiikavanje ( )=a(a,b) je biunivoko
b avgb
preslikavanje izmedju 8 1 :i ==[Y a,b fﬁ za?n&ERﬁ.. Kako
szﬂtreba deflnlsuﬁl binarne operacije + 1 o tako da bude
r~ .
(E )W(S’J‘“a )
: Refenje. 1/ ( 8,+ ) Je Abelmva grupa,8to se mo e
neposredno proverltl. Neutraln; element je o =( O_)
0 O

/ a=0, b=0 / . Uoéimn SQHDISRup S henm 0 Oznpéime ovaj
sa §’. Pokazademo da je ( S’, ) Abelova-grupa.
8  b1p a,  bppo v




o BR W

pilo koja dva elementa .z 37 , njihov proigvod Jje:

alb2 + bla2 + blbzq 248, +_pblb2 + q a1b2+b +bl 2t)
Odavde saznagemo komrtativnost. mékcdgg v:dlmo da vag
proxzvod prlpada S . Poka¥imo da pripada S7, Neka je obrnuto:s

18y + Dybpp = 0 agbot Dydpt ybyg = O

Pogto a; i by nisu jednovremeno 0, to Je

Odavde je a22_+ azbéq = .%2”p = ¢ o Ovu jednakost moZemo 1

‘oveko pisati: _

(aé bgcy i bz-‘?‘( q° +4p ) =0
sto je nemoguce jer q + 4p nije pdﬁun kvadrat racionalnog
broja i a, 1 b, nlsu oo fadnel ngli . Zmadi (87, +) is

komatativan grupoid. Elemenu
1

E o= ) &8’
0 1

je jedinidni i dobija se za @&=1, o = 0 .

)

Ao

5? b
A= ( )é” onda i
oo atbu
a8+ 32{] e-b
st 0B
D N

PoSto je jo8 opere el Ja mickenia nmetolca asociistivon
to je ( 87, ) zaista Ahelova grupa. i '

Dlstrlbuu¢vn1 ralkon g?bj”ﬁnﬂa prema- mucenju je oo
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ispunjen. Na osnovu svega ( 8,+ ,+ ) Je polje.

2/ Dovoljno Jellzdeflnlsatl + i ‘rrtgledeéi nadins
‘.(?}'l-’bl) J“(azzb ) = (al+ 8'2: bl+ b )
.(:al"bl) (&2?13 ) = (a"] 2 o pblbgy alb2+-bla2+,blb2q )

ra éé.“('}iiwf .: ’)5biti izomorfnﬂ'struktura sa ( S,+ - ) .

Lw;?—,/’ Zadatek 58i Dokazati aa polje Ra r@01onaln1h brojeva
nema ar glh utomorflzama izuzev 1ntentlckog presllkavanga.

Doyaz Neka 3@55 automarflzam polg ‘Ra. Iza + 0 = a

[QN—
" sleduje & + (Df{ ;5:m 0, Iz a.l = afa £ 0/

, G
sleduge afﬁ ; ta. 155-— 1. Iz “~ 1+ 1 slé?ij;
= 2 . Indvk0130m lako dokazugemo da ako je
r013v013an prlrodan brog da Je onda ng = n., 1z gednﬁw
kosti & +_£Wma ) ;“Q sleduge a + ( o )?/ }ﬂ/tg.
(mé”‘) fm(. ) ger(3?6 | 0. Tz 2 . g = 1 /a # 0 /
m?glﬂj; a . % =1a odavde Je l;é = al—' ;

Nakw ge sada E / q # 0 / bllo kGJl ra czonulnl brog

Ngemu odgovara3u01 element ( E ) mora biti g‘_jef‘

o d o i g

Znadi pre%posbavlgenl automorfizanm mora bltl identitko pres-
likavanje. Tlme je stav u potpunost1 dokazan.

(Zadatak 59J-Dokazat1 da polja Ra ( Jns i Ra (Jﬂﬁ) nisu
1zomor1na / Ra je polje racionalnih brogeva/
Refenje. Svaki element polja Ra (V7) se mo¥e jednns-
) 4yeno naplsatl u obliku a_+ aq §_\ a polga R, (fﬂﬁd u
oblilku b+ blﬁfﬂw gle a_, &y, by, by & Ra . PretpostaVme
obrruto da su izomorfna, izomorfizanm oznaélmo sag;i Weka

{ffggr— b + bl_qll . Elementﬁﬂf- je koren nesvodlglve

jednadine a2“ 7 =0, na polgu Ra ; to Je njegova deflnlclo—

na jednadina. Znaoldﬂﬂ_ E T pa obadve
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(f{?f;'{3 )j— "rj- Kako je zfﬁ~ 7 / videti zad. 58 / to
ise 7 *0(¢ )}T o7 ). 7 ff( b+ bllﬁﬁ ). ( by blvpi)

2

Znadi b, + by N1 Je koren jednadine x> - 7 = 0,§to je

nemoguée jer su b bi po pretpostavei racionalni. Znadi

O ]
polja nisu'iZOmorfna.

Zadatak ; O%naéimo sa Ra skup svih racionalnih

_broaeva a n3 ove elemente sa  a, b; c, dy .}JfNeka'je Sl
skup{% + b{% . 82 skup matrlcat!b‘ a ’a skup S3

skup parova (a,b ) snabdeven sa xélaoijom ekvivalencije R

neka je

i

tako da je (a,b ) = (c, a) ako i samo ako jea=c¢, b=4d

i sa oper3013ama sablranaa i mnozenga deflnlsanlm sa:d

(a,b ) + (¢,d) = ( a + c-bn*»d)k
(a,b). (c d ) =(ac + 3bd, ad -+ be ) .
Pokazatl da su S1 s 52, S3 medausobno ”
izomorfns pOlJa. ) ' - e
Resenge, Pokazlmo da Je Sl polae. Dovolano Je
dokazatl da ge S1 1ntegraln1 domen i da svakl element
“ﬂrazllclt od 0 1ma svog 1nverzn1 u odnosu na mnozenae. U
zadatku 17 dokazasho pod manglm platpostavkama da je Sl
'1ntegra1n1 domen.\Pokazxmo JOS da a + bﬂfﬁ = 0O ima lnverzni
v odnosu na mno¥enje. Reéévanjém jednadine (a+‘b1r§3(x +‘y{%3: :

=" 1 nalagimo

a b
X = e y=- == -5
8-2“3b2 ! _ : “,842- 3b2 |

Posto a + Db (37 O to a2 - Bb # O i za element &f bdME 3@

—3b S et 3b

1ﬁverzan element

Znacl S1 je polge._nj*-”t*:“




8y preko jednakostl
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Uspostavime sada preslikavanje ¥ skupa Sl na skup

Aa +-b‘(§ ) B o= ol :
7 b a '

Ovo preslikavanje Jje biunivoko . Poka¥imo da je

[?ac.+.3bd )%(ad + bc) {i]F~

izomorfizam. Zaista:

_w[k a + b{;} (¢ + 4 Y;erF

ilac + %bd  3(ad + be

#

£
A
Loy

It

l2d + 'bé ac + Bbd il e

( a ¥ b (M) Fo. c.+ d(;

[? a+ b{ﬁ ) + (¢ + d{;ui]iF-Z2 a+c )+ (b+ dagﬁj
j

= a + D dﬂq) ¥ +(o + dd-—) F pa je B zaista 1zoforflzam.
?esto Je S1 polge to je 1 82 polje 1zomor£no sa . nglm. Ako
uspostav1mo presilkavangeyé skupa S1 na S3 preko -
( a + b3 ) = (&, D ) na slilan na01n zaklguéugemo da je

83'lzomorfn0 polge polju Sl y pa je stav u potpunostl
dokaz — '

JR— Z datak 6ﬂ &eka je Rzgg skup svih pollnoma 52
| /ﬁ;m“__pﬂﬂ_

realnin kseflclaentlma. Neka je J 1ldeal ( XZ% 1) .Dokazatl

da je polje Co ( kompleksnzh broaeva) 1zomor£n0 sa - kvoel-

"ﬁ Jent pratenen R (x3/J .

Redenje. iéeal J je’ glavnm 1deal za x2+ 1 EfR (x) ,

odnosno dJ. g1x1+ 1) p/x] : p/xj (iR (ﬁi} Neka JeA
P/x/ G:RQﬁj pol;nom stepena 2 _111 veceg 0d 2. Deobom S

SR AR
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;?f/#z;;%1$23%:1 imamo
_ . '7'i/” P/x/ = (x° +1) S/%x/ +oax+Db
.gde je 8/x/ €R (i} i a i b izvesni realni brojevi. Na
ognovu /1/ je ' 2
P/X/ = ax + b.(modg ) .
Polinomi ax + b'i cx+ 4 / a,b,c,d &R / su .= mod J

rako 1 éémo gko je a = c, b = d.

.Na osnovu napred iéloﬁeﬁpg u svakoj klasi'ekviﬁalen—
cijé po med J”ﬁbstoji jedan;i.éémo jedan polinom oblika

ax + b/ a, b ER / Sa ¢ oznadimo klasu ekv1valen01ae

X+b .
u kOJOJ je pollnom ax + b . Tada Je RZ?]/ J “‘ibaxﬁ b’
; a, b £€R sa opera013ama.;

- Tex b T oxid = Care) x+ (br Q)
2/ . | ' L
CZ

Cox + b . Text a = “cxfad.bc)+ (ba - ac)

/ ( ax +ib ) (ex + d) m; x(ad,+_5§ j'}-(pd - ac) (mod J ) /.

Preslikavatje C, +_t)vﬁ§a¢ + b Jje biunivoko presli -

kavanje skupa R c:y / J na, skup Go, svih kompleksnlh
brojeva. R _
Na osnovu /2/ sleduje dokaz tvrdJenga.
QQQSE§5\62. Nacdi sv? ideale glededin prsténa :
a/ Jg' b J

17 ¢ Jg X I 4/ Ra[¥) e/ Ra £/ R.

“Zméatak 63. Ispitati da 1i navedeni skupovi dine
ideale navedene prstene:
a/ 0,27, 4%, 67, 8, 10° za Iy, b/ 17,57,57,7,9",11" za
¢/ 0, 57,10 za J15 4/ skup s$vih r%ainih pOLinsma;g;
p/x/'GSOBine v/8/ =0 za prsten R (xJ. | |

Zadatak 64. Za element a prstena P kazemo an 362. 

i’

nul-potentan ako je ah_ 0 za 1zvestan prlrodan brOJ h Dokazatla
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da u komutativnom prstenu skup svih nul- potentnih elemenata
gini ideal teg prgtena. o

Zadatak 65 Neka je P komutativan prsten 1 J ngegov

ideal Neka je S CiP skup svih elemenata prstena koji ina-
Ju ogobinu

J%aﬁs, Jn@N, aﬂé'J.

Dokazati da je S ideal prstena P / tzv. radikal
ideala J/. '

Zadatak 66. Poljima Raf {’—) , Ra d{f‘ Eﬂh) ,Ra £Fﬂ

g prrrrenm e

3
gde JGJ? Jedan koren gednaélneuf> ufD 4 ¢ naéi izomor-
fne kvocijent prstene.

Zadatak 67 Naéi prsten endomorflzﬂma za beskonacnu

ciklidmi” gfupu.
“ Resenge. Ako Je a C:C generatornl element te grupe
onda Je grupa O-—Z{:... sy — 3a, u2a,'—a, 'O, a, 2a, Ba,..:j?.

ﬁeka_gevf, x> xf / x €0 / endomorflzam grupe C Tada
je

1/ (X +‘y)f Xf + yf / ¥X, v EfC / N
Odavde je'Of 0V Zay = —x dohlgamo (—x)f = = (Xf)

/ ¥x €0¢ /i Takedge iz /1/ sleduje (cx)f q(xf) / ¥c_€fZ,
Fx éEC / Na taj‘nacin je £ potpuno odredgenq:pqgnﬁ#aﬁﬁéﬁ
af Jer ge onda (ca) f = c(af) / ¥ o é?z / |

Neka Je af ca, gde ge e 1zvestan oeo brog Taaa je

xf = ox za svako X GEG. Kako je.

(X +y)f .= c(x *ty ) :-cx“+ cy = xf + yf /@x,y f%c/,
szak13uéu3emo da Je il endomorflzam za svako c EEZ ._Na ta ]
naCLn su svi endomorflzml "dati formulom xf CX s Ako Je
Xf‘* CX endomorflzam f oznaéugemo sa £ Kako CqX = 02X

/ ¥x E£C ; 01,02 €7/ daje 01 = 02 zaklaucugemo da je

presllkavanae Ca-a°f / i éiZ / blunlkOVO pr@sklkavange*




nps - Zicelih bfoje#a ﬁé 5knp B svih endomorfizama grupe C.

= ¢Lgnx = Xf
1re 0102

%(f .
c1 €2
| i / ¥x EC H 01,026 Z /:

Ovo nanm daje réla013u'

o ( B, +, ) = ( %, y? )

pa je trafeni prsten endomorfizama E ;zomorfan prstenu
Cellh brojeva Z . | | -  L:ﬂ

= A x B direktan proizvod

. Zadatak 68. Neka ;]e C
beskonacnlh ciklidnih grupa ( A,+) i (B;+) . Dokazati da

je prsten. endomorflzama grupe C izomorfan prstenu matrica
reda 2 ¥iji su elementi celi brogev1. e > , A
.} 1?B-i;b:'<:§fzmzs

: Resenae.'Neka s A iﬁa ;¢ € 7
grupe A i B i neka gu a odnosno b njihovi- generatornl ele~
¥

menti.Elementi grupe'c su obl&ka (-@a,gng_) /e,s & 7/

a operacija ove grupe je L
(ca, gb ) + (cra, s’b )-E);'c + c')a, (s + 87) 3;
/o, e’y 88 €8/
Trazenge endomorfizama-grﬁpé C se svodi na tragenje

funkc13a £ / X, xf éic / koje - zadovolgavaau uslov

: '... Z}ca,sb)+ (c a; s’bi] f = (ca sb)f +(c a,s’b)f
/ # c,S, c ,s’ @%Z / .

Iz /1/ neposredno doblgamo 3ednakost1

(0,0)f =(0, O), (ca sb)f = c(a O)f + s(O b)f /c s C,Z /
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Prema tome f je potpuno odredjena pognavanjemn
(2,00 1 (0,b) f. iko stavimo (a,0)f =(ja,kb) (0,b) £=(1a,mb)
gde su j, k, 1 m smvesni celi brojevi,onda je
/... (ca,sb)f = c(ja,kb)+ s (a,md) = (cjatsla,
,skb + smb) / ¥c,s €z /.

‘Ovako odredjena funkeija f zadovbljava uslov /1/ 8to se
mo¥e lako proveriti., . -
Na taj nadin pri prelzvolgnom lzboru cellh brojeva

3, k l i funkcxga f odredjena pomoca /2/ je endomorfl—

zam grupe C. Funk01ju . deflnlsanu pomoou /2/ oznacavamo gsa”
T . Cl
( J E y . Ncpog?edno se dokazuge da €3 ) £-J k’)
ako i samo ako je ]} = j’,.kné ¥, 1= g
Zbog ovoga preslikavanje (-3 k')af 4 '7 - Je

bluanOkO Preslikavanje skupa mm__w*ad~m—a 1 m.
M svih matrmca ‘veda 2 8iji su elementi cell brogev1 na
skup B svih endomorflzama grupe [l Kako Je '

. £ J
(1w G e ) f(l+ 13w )
PO S ) f =
ok it ok SEEE SN
(1 m ) - (l; _ m’) (1 m Yo (1: IIl’ )

/_¥‘j,j’, k,k*, 1,17, n,m’ €& 3 /,
§to se mo e neposredno prbveriti, zaklguougemo da vazi
relacija ' A B
(M, +,° )é%( B¢ ,e) o
Na tag nadin, Je tvrdgenge u potpunostl dokazano.

Primedba. Va¥i slidna teorema Za. dlrektan pr01zvod

n beskonactnih ClkllChlh grupa ‘i ga odgovarajuéi prsten
matrica.

oy

. gadatak 69. Nadi prsten endemorfizama za sledede

\’u




e - 8- ,.

;,grupé';'a / Klelnuovu vierer - grupu, b / ciklidm grapu
%: reda m, ¢/ grupu Cpx c./ OP i Cq_su plklaéne grupe reda p
odnosno q/ . o
a/: adltlvnu grupu ra01ona1n1h brojeva.,

Zéﬂﬂfiﬁfzgm Bilo kOJl pesten Je 1zomorfan sa Aekim
podprstenom prston% enéomorflzama neke grupe. Dokazatz._

Zadatak Tl. Neka je P dat komutatlvan prsten i

w

neka je P [ﬁ) pcllnomnl prstén ovog prstena, U P [}ﬂ
deflnxsano 3@ presllkavange na slededi na01n Ako He'

f/X/ “”ao+ alg.f{ej_+ a n-éﬂP Kx], onda je slika

'.J - n V .o . i 2 s W
f’/x/ = a1+2a Xt 000+ nAX L . Proveriti da 1i vage

sledece rela013e;

(f + g)’ - £+ gy (cf )’¥ cf’ / Cé_P /5 (£e)"
~fe .J?'_g._" )

Zgggﬁggﬂzz Nacl sve nule pollmoma x? + 1 u

prstenu realnih kvaterﬂlona. S _
- z@_ggwu polaut':;S a[é’, 19,2_’,"3’ , 4jje
daﬁa jednadina %% = 2’ . PoKazati da se I mo%e potopiti u
polje F u kome ta jednadina ima redenja. Nadi mimimalﬂo
‘polje ¥ navedene osobine. |

Redenje. Direktnomﬁpzoverom zakljuéujemo_da_;

nijedah koren jednaline zg = 27 nije u polju-J5; Badi fdrmi—

ranjs polja F, postupime na sledeéi naCLn.- - St
U skupu L = Jngeflnlsimo sledece opera01ge° if
(a, b))+ (c,d)= oy b :

(a,b) . (c,d) =




-9 - Dol otdud
Sistem ( E,+ ,* ) Jje polje. U ovom polju skup

E’ gvih elemenata ( 2,0 ) / a €J5 / Jje podpolje polja E.
Jednakogti : ‘

(8., O ) + (b:o ) o (a+ D, O)

(2,0).( b,0) = (ab, 0 )

nam dokazuju da je ( B v L) = | Jg ,-_) , pa je
polje E prqéirénje.polja J5 . “

Jedna®ine x° = 8 u polju E glasi X% = (22, 07).
Koreni ove jednadine su ( 07,1°) i (0*, - 1’), pa je E
pro¥irenje polje Jg u kome jednadina %% = 2’ ima refenja.
Polje E je minimalno polje te.oscbine,éto se vidi na slede-
- 4i nadin : Neka je F bilo kakvo polje koje je ﬁroéirenje
‘polja Jy u kome jednalina %% = 27 ima reéenjé . Ako Je
r jedan koren,ondé je —r drugli njen kofen. Elemente ovog
polja‘oznaéimo-sa 0,1,2,3%,4,r, -r,a,b, ...,gde su 0, -1,
2 3, 4 korespondentni elementi elementima 0, 11, 27,
37, 4* iz polja J5 . Skup S elemenata oblika 8+ br, gde
a, b 6[0,- 1, 2,3, 4}11 odnosu na operacije + i .
¢ini polje. Uovom polju su r i -r. Kako- je (a + br) +
+ ( c+dr)=.('a+c ) +(br+d)ri (a+br)‘<c+dr) =
= ( ac + 2bd) + { ad + be ) r  jer re =2 , zakljudujemo
da je preslikavanje a + bre (a’, b’ } igomorfizam polja

S i polja B . Zbog ovog je E zalsta minimalno polje u

kome . jednalina x2 = 2’ ima redenja, pa je tvrdjenje
dokazano. . '

Zadatak T4. Neka je ( %§+’ * ) polje sa sedam

elemenata._

1/ Dokazu3u01 da pOStOgl samc jedno nelzomorfno S

polge sa sedam elemenata formlratl aditivau i multlpllka—

tivou tablicu tog polaa. BRI
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2/ Polge K., pote piti u polje u kome jednadina

_5”2 3e / e - jedinidni element polja / ima resenga.

3/ Objasniti nadin formiranja jednog poljs u o

- kome sve jednadine oblika: ax’ + bx + ¢ = 0 / a # dﬁE;ﬁ7,O~

mila polja KT’imaju redenja,

| ReSenje. 1/ Neka su elementi polja e , 2e, %e,
43, Se, 6e, Te = 0 gde'je e jedinica polja, a 0 nula polja.
Distributivnost mno¥enja prema sabiranju daje.( ie)(je) =
= (i) e/ 1,5 =1, 2, . , "7 /. Kako e Te = O bide
T7x = 0 za s%ako x iz polja,pa polje K7 mora biti izomor-

fno polju ( Tyt e ) gde Iq ozhaluje sistem ostataka

po modulu 7.

2/ Jednaina x2 = 3e tj . xz-x.B{ nema resenja u

polju K, jer 172 = 622 1, 2’2 = 5% = 47, 3122 4’2= 27
Sistem ( Jo x J7 + , « ) gde 1 { a,b)‘+(c,d) =
= (a +c ¥, b vd ), (a,b) . (c,d) = ( ac + 2bd, ab +be)
/ a,b, c,d €§ Jo /[ pretstavlja ekstenziju polja Jg jer
podskup i}a 0 ) ; a G?J 3 oVOg skupa u odnosu na operacije
tog skupa ¢ini polje 1zomorfn0 polgu J7. U ovom polgu su
r@éenga navedene Jedna01ne; %y w‘(O’, 1’) i xi:‘(Of,6’ )
Dobijeno polje nazovimé In d%z )
3/ Svéka!j@dnaéina
| /3 ax+ bx + ¢ =0, [/ a#0/
na polju J7 se moZe dovesti na oblik (8ax + b)2 = b2v4ao
pe sve jednaline /A / se mogu re§iti ako se mogu rediti
jednadine oblika %% = £ y /7 £ (& J7 / « Iz izloZenog

pod 2/ vidimo da su od interesa slulajevi £= 37, 57, 6°.

Trafeno polje je, dakle, polje J7({ ﬂ §-) 6131

je nadin formiranja slidan formiranju polja J ('Q3’
Dovoljne je vrditi postepeno prosmrenae polga J7 '_;,_
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na primer Jo < J{F}CJ @v \(-)C T ((— (_/, \ﬁ’ .

Zadetak 7%. Izraziti diskriminantu jednatine

% & pﬁl + g =05

preko xoeficijensa-ta D "1 .q.
Resenae. Pod dlskrmmlnantom kubne gedna01ne_

smatramo sk kvadrat alternatlvne funk0lge

'Y}P':-»(Xl - %, ) ( X, - % )(XZ _ x3)
Ovu funkcxgu‘? ne mengagu permuta013@ (1)
(123), (132) iz 33 £3. ngena grupa je altern%tlvna AB .
Prlmenom SVlh permuta013a iz 85 naf’ona ce pr901 111'ufo
ili u fj "Podto Jeéa ﬁﬂz to prlmenom na kege permuta—
cije 1z 83 diskriminanta se nede m@nJatl drukélge redeno 02>

je simetridna funkelja korena Xy Xp g XB 3edna01ne pa se
moze izraziti preko koeflclgenata P idq. Prcdalmo na £0 -
1zrazavanJe° ' '

A = - (e, (g% 2 ( x, =) (x xg) (g ) (557

“"Z;l 1 (x + XB) * szaj [2 X (Xl"‘XB )+ Xlx'ﬂj
{gaf (%L+Xﬁ-l%)

-KorlsteC}.qeénakostl Q¥ Xy oy ® 0 I XXX Ky + XpXg = P

mozemo pls%atl.

Zﬁxl jé] 2?5X2 + ézgmxz + E;]ger na prlmer

. ,X2X3 = P‘— }f:l.(x2 +lX5).% D ~:-gi .(+Xl) = p*+;xi.% slidno.

A= [3 et B ERNC BN

IZ JeénakOStl X1+ Xg *xz =0 kvadriraﬁaémff~
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_ fffddbijamo*

2 e 2-—- | ‘ _ | ‘
X+ %, v Xz = - 2( %y xp*. Xy Xzt XXz )_ - 2p, a iz

XXy T X1X3*+ XpXz = D kvadrl?angem dobijamo

A R S 3 S o R
x5 x2 + Xl x3 + X2X3 - 2x1 ngg-(‘xif-XQ*;KMQ P

pa J '
027 [+3p(29)+9pp +27q]*-4p -27q
A
8to Je ﬁrazenm lzraz, "Koristili smo -1 X1X2X3 = =4

Zadatak 76 Dokazatl da. Je dlskrlmlnanta D jedna-

.c;ne n- tog stepena aoxn + a1 nﬂl 4+ i + an'" 0 date'
ma polju F, . | |
n 8 8 Qe s o |
1 -T2 n-1

S1 S5 ‘53 e S,

Sp-1 % | Sn‘lf?;" ‘”San&
X . - . .
Hgd@ je Si =;i‘ 3 ) /xl, Xp,+-+ 5 X, =~ koreni jedna-
gine/ A=

Uputstvo. Dlskrlmlnantu 1) izrazitirkao_kvadrat

keo kvadrat Wronski- eve determinante, a zatim primeniti

- pravila o mnoZenju determlnanata._

Zadﬂtak 7. Dlskrlmlnanta je dna01ne nwtog stepena

T T

ns polju karakteristike 2-je potpun kvadrat. Dokazatl.

l

a@gtak-TBQ Eelement 5

ISE Ao _
3'+ 3x2 e 2x-« I O ﬂovestl *

polga Ra ( @ )

gde je © Koren jednadine & 3
na normalan oblik.
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Redenjel . Potraéimc takve racionalne brojeve

é;b,c da je —g§§~i—& =g %-426%—0 . Ovo’ je ekvivalentno
. _’ o 9 .

+ 1

]

trafenju 8, b i ¢ iz uslovas = 20 +. 1 (a@z'% e + c)(@2+l).

ot = -307 + 26%+ 6 =-3

'Kako‘jé'ga = -3 6% + By
2.

0

(-3 6% 2041 ) 207 6='116° =5 6 -3 , dolazimo do

uslova: ‘29 + 1 12&» 3b +‘cA%iQ_(f5a-+‘3b Y + (=32 + b +c).
30davde. 12a - 3b te=0, -5a+3b=2 L =% 4b + ¢ = 1.

A IZ;QV?% gistema nalazimo a = %“,'b =1, o= %
28 + 1 10 5 . -
pa je g2 g = 5 8% 1o+ 2 , ¢ime Jje dobijen traZeni

‘5 o

ﬁwnarmalﬁi dblik;l'L” ” S

fRééenjé“2.; Potraz1mo buk11d0v1m algoritnom najve-
';~01 zajednidki delllac pollnoma X2 * 1 i X? o 3x L 2x=- 1.
IZ‘JEdnakostlz"x3+ 3X - 2x - l (x L) x A+ 3)

H(3xo -4 PRl s (- 3x PR (-F+5)% -5

eliminacijom (= 3% -4 ) thdbijamo :

1/ O ok - 1) e 3}:—4 )+<x +1 (-3 5x + 21)»» 25,

. pa- st navedeni- pollnoml relatlvno prostl. Iz°/1/" za X = ©

dobijamo: L o
o L ﬁgﬁ”ﬁ“\ 26 +1 _
P D e /DAL JE
(6° +1) 2565025 56 w1y 0 w1
/ ° \xx;%wN_ﬂ;;M/- -

= glw (2@ +1) (-30%- 50 +.21 ) = 5= (697 - 136%+ 376+ 21).

‘ . 2B+ 1 SO
Kako je @3 = #392 + 28 +11;fimamo —5—— = % 92 + © + % ;

& +1
$to smo i prvmm nadinom nasll.. B

Zadﬂtak 79, Neka je @3 - 3@ + 3 Z O\.'DékaZati da

/47 = @2 - 1 zadovolgava 3ednaclnu
3 2 - . &

oM




Dokazati da je: 6. 2 . % i k_

Zadatak 80. Dokazati da z = XX, + Xz%y gde

~ 3 2 _
su Xl, X5y XB, x4 koreni gednac:lng x4 toajx + 8,X + a,4 =

=0 / 84y 85,83, 5,4 @ga , ima grupu reda 8 i dokazati da

je : : :
23 - a22.‘2 + (a?]_a3 - 4a4) z - aﬂr(a% - 4a, ) - 832 = 0

Zadatak 81. Polje Ra (&) nastalo je iz polja Ra

adjunkeijom © , definisanim sa 82 - 56° + 26 + 1 = 0 ,
v

_m‘am rec:l.proéan elemcnt elementu 1 + 0 + @ .

- Resenge. POl}_l’lOIﬂ x3 -.— 5X + 2x + 1 je tnesvodljiv

.y pol;]u Ra /_ jer nema ni jedan racionalan koren / pa

3-5}: + 2x + 1 i x2+x+1relat1vno

'M‘_zsu pollnoml.x
| prosti: Znedi postoje polinomi P /x/ 1 Q/x/ tale da je
P/X/(X'%X*f-l)'{rQ/X/(X’*SX +2x+l)

Polinome -P /x/ i Q/%/ -éemo odrediti Buklidévim algorit-

x’= 5x° + 2x + 1 = (x5 x + 1 )(x~ 6)+(7x+ 7)
¥+ x+l = (7). Fxel
Smenom pollnoma Tx + 7 iz prve u drugu jednadinu
dobi jamo:
%+ x + 1 = (:x-”5x+2x+1)-—(x+x+1)(x—6y
. . % x+ 1
odakle 1 = (X + x + 1)( % - %

nadi P /x/ = -%C - %X +1;

Smenom u / X/ x= 6 imamo

2

1=(6"+e 1) . (1~"

traZeni reciprodan element : 1
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Zadatak 82 . Polju Ra Je adjungovan element ©
definisan %ﬁéz -8 +1=0. I}crkgi,zati da skup Ra (©)
g¢ini polje. Nali 'gruptlx automorfizama ovog polja.

" ReZenje. Skﬁp Ra(0) je ~skup svih izraza a1+a2@-r
gde 2y, 8 &Qa_o Pogto je Sednadina 0° -8 + 1=
nesvodljiva na polju Ra to je by * az@ = byt b, @ ako
i s'afmo_a.ko. ée 8 ﬁ‘bl,‘ 8, = bye

1. Sku'p{a-}d * azgj u odnosu na sabiranje gini
Abelovu grupu ;;er - : -

iL/ (afaz )+(b+‘o2@) =(a +bl) + ( a, +b2) o

2/(agt a @) +(bl+b2@) = (b1+ b 9)+(a1 2 ):“

3/[ ¥ a @)+(bl+ b2@ﬂ +( cqt 029)—( g aZG) +[(bl
-‘+b©)+( cz +02@-ﬂ

4/ 0 =0 + 0.9 ERa ._.E;
(- a1)+ 'alt) :
5/ *(8» + 8« @ ) =+{ “’12 ) @‘P 3. svakl element

_:Lma J.nverznl element 41 odrosu. na sablrangje,
o II, Skup@.‘S -—-'-é ayr *-8p e gde al @- 7£'O+ 0.9
gini-Abelovu multiplikativou grupu jer:

. vl ’ . 2 N - P
1/ hko.je a,+8,9 G 'S,', ; by ¥ 'b2@- & 57, onda

L | i . ol wa

(2% 856 ) . (by+ bo0) = a1F1_+.?152j_f a,Pp8% = 8Pyt B 0p% ¢

+ aZbl@ +82b2@_1)=( «:‘a :b‘ - )+(a +a b | + a‘ b )@(S’
R ._,‘;l 1" 2 2 WP T T RRe

jer ako je- &y ¥ a2Q 1 + b,® ;é 0.+ O e onda je 1

(ag+ .-a297‘..) (o 1+ b, @ ) ;é 0 + 0% ,@)

o/ (agr a,®) . ( b1+ b, ) = (b “ b,0). (a ¥ a2@ )

Gl

5/[@11«32@; )‘(b}f bzgﬂ" (01*'029 ) = (al+.a.2€‘-). E




_Z: YT Y T, | cq ¥ c,® )
| 4/ 1= 1+006 ¢
5/ leka a, ¥ 329 @;S; spolinomi a, + azx i x2—ﬁ+l
su relativno prosti pa postoje polinomi P /x/ i Q /x/
takvi da jJe _ : ; _ |
1= P /x/ . a) * S,X% b+ Ql/x/ . (Xz—x+ 1).
Odavde za x = 6 ', zbog 6° - O + 1 = O imamo
1i=P /8 /. (a}w + aé@) , pe je P/ © / inverzan element
elemenata &y + 329 . Naravno P/e / ( 8’ ,jexr se moZe dovesti
na oblik by bgé i P/ 8/ # 0. Znadi ma koji element &
'al+sazg}¥ 0 inme ima'inverzan element za mnoZenje.

III. Ispunjen ae distributivni zakon mnoZenja
'Prema sablrangu. 0

Stoga je Ra (@) polae
Teka Je 96nm,kakav automorflzam polja Ra (8 ).

”, jerani='ELQprema
zadatku 58. Kako je 86 -6 + 1 =0 to o;éu ( 6% o+ 1)5j

)5 % ?{W (955)2—(9;!” 1, t3.

) +1.=0,pa je ili & 1ili 1-90 =8, ,

_ Tada ge

(aq+ 'é e )é f«(&- azfg

pa de biti deflnlsqn ako odre&imoag

gde Je 92 drugi koren jednadine 6% -9 + 1% = 0. Prvo
reseme G}é o “daje identidko preslikavemje T.

_ "Proverimo da 1li Jje preslikavan]e , %8 kcge je
G)?é-* 8y automorflzam. Presllkavanae je blﬂﬂlVOkO.;_:

Zghl a 2} ) ¥ (b + 1,6 :)g{ [; + b1)+(a2+bé?i]$}

Dalaea

¥



- EOT -

:(a + bl) + a,*+ b ) e, ;.(a1+ a2@1)+( b+ b%%))'z

_(al+ 2,8 )Sﬁ + ( b+ 0,0 )96. |
[ka,+ 8, e ) (b + b @;]#{ [’ b+ ale + agbl@ + 32b2@éZ¢/
glbl ' 32 ) +(a b2 fazbl + a2b2 @%ﬂ P

a;by = a,bs . a1b2 % azbl + azb

2 ;, Nl
(éi;déé@é;:é‘b. ) = ( a + a @)fg(b +b, o) LQ{ t3. }j/

~je zaista. autamorflzam.

il

Sl

Grupa automorfizama je 6= 'I,"”';”

Zadat§§W§3 Data ge Jednaclna l
'X4+l x’»O

1/ Dokazati da je Jédnaéina'nesvoaljiva na pokju Ra

o/ Dokazati da je jedﬂaéinavﬁofmalna '

3:'3/ Adgunk013om rqdlkala formlratl polje korena
jednaline.

515{4/ Nacm grupu.automorflzama ko renskog polga i
‘permuta01onu grupu Jednaclne, L
| | Resenje. 1/ Jedn®01na X4 + l ; O'ﬁeﬁa'fécfonalnih
korena pa polinom £+ 1 nema. 11nearn1h racxonalnlh faktora.
Poka¥imo da nema.ni kvadratnih raclonalglh:faktora,?retpos~
tavimo obrpute da Je
| XA + 1= ( X + px + ?‘) { x + o8x.+ t )
gdé ;ﬁ,‘qgrs % é?Ra . Odavde dobijamo sistem -°

B+ s = Q.Z.. - pte b g8 =0
ps + q +t =0 gt = &
Smenom s = - p iz prve u ostale jednadine dobi jamo

. sistem:




. gdé J@ Kk =0,1; 2,3, +tj.

¢+ t - p°=0 /1)
o/t -qa/ = O 7
gt = 1 - /3

IZZQ/ jep =0 1li % =q . Aké pi bilo p = 0 onda bi /1/

T /3/ daje q+ t = 0, gt = 1 §to je nemogude, a ako pi

pilo t = q onda prema /1/ i-/3/ je 2q - p2 = O, q

8to je takodje nemoguce ako 0,4 é;Ra o
A

Znaci x" + 1 je ncsvodlglv na polgu Ra.

2/ Oznadimo jedan koren:jednaéine-sgfj.-Onda su
bstali koreni H“P’J% y - L jer je_jadnaéina‘simetxiéna

3/ Koreni 3edna01ne an:

2k + 1Z1__ l_ :
)(kﬁw C .4~ |

bikvadratna jednalina.

X = l(J_“ f-3 X JE- o -2 ) ;
% F r) = (F -2 ) .

Pol3e korena- Jednaélne Ra (d i; 2). Ma koji elément ovog

polja je oblika
| a + be;‘ + c iiZ. d

gde a, b,lc, d @:Ra Polje korena ge takodge i |
. Ra (ﬁ) = Ra ( (—; + 4*2 ),Jjer je Jjedna-
gina normalna.

4/ butomorfizmi polja Ra ({2, ﬂ~ 2) su dati tablicom:

[ P - S o
2 2 -2 2 — 2
-2 -2 -2 - =D oD

Lako zakljudujemo jedﬁakgéﬁifyi7
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A° =B =1, AB = BA =C.

pa je grupa automorfizama

G__:zz{;z,‘ A; B, AEJ;'

'-tj; Klein¥ova‘vierer grupa . Primenom automorfizama i, A,
B;' AB na niz ('Xl{'xz,_XB, X4;) dobijamg:
(s %y ¥5s % ) = o *'2:;5‘3:_,}{4-“) a
(215 %5, X35154 A = (%, %, Xy, X3 )
(#1;_;2;AX5;‘%4)3.;5.(X4ﬁ-13’5xz’Xi )
(kl;.xé’ﬁxs; xy B = (x5, Xy oy xp )
Zﬁaéitpéféutaqi?na grupa-jedﬁaéine'je:
123 4 1 234 1 234 12 3 4

o 1254 2.0 4 3 4 3 2 1 --:-3-:.-4' 102

1

[{_) (12)(34),<_: (13)(24),__ <14><23>J1

: Zadatak 84. Nacl permuta01onu grupu 3edna01ne

'na'polju Ra. o |
Resenae. Po definieiji permutaczona grupa Jednaclne

'pn/x/ = 0 na polgu ¥ je skup S gvih’ permutaczga iz S koje
imaju- svogstvoa“' S

AJ Ako Jeﬁ&( Xl, xz,p,,. ) Xn) ‘0ma koga ”
raclonalna relaczga 1zmed3u korena gedna01ne pn/x/ = O sa
koeflclacntlma u polau B onda prlmenom ma koge permutacx3e
iz S ta Jednakost opet postage Jednakost. | _ 

B/ Ako Je‘P(Xl ,;Xzf?_.;. Xﬁ ) ra010nalna

=
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funkcija knrena sa koeficijentima iz F 1 ako T?S mvﬁonda
jé‘f('xl, Koy oo xn‘) jednako nekom broju iziﬁolja F .
Data jednalina ima jedéhfkoren 1. Oznadimo ga sa
- . L 1 V-3 1 -3
X Q;tall koreni su x, = -5 * Ty 1 x3.: - 5 -3
Napidimo sada nekoliko relacija ‘izmedju korena X175 XpiXg u

polja Ra. Takve suz

54
5/.. X3 1 [

A% o= 1
2/ X2+'X‘33'—1 6/'xl+X2+x3=O
‘3/ “i%': 1ﬁ¥ 0 ﬁ/" xiﬁé+ X1X5-+ XpXz = 0
'4/: Xg -1 =0 8/ - xmEEg =L

Oznaéimp.grupu.jednaéine sa S. Simetriéna grupa 83
ima permuta013e (1), (12), (13), (123), (132}, (23) .

Odredlmo medgu nglma ‘one koge ove gednakosﬁl prevode u
jednakosti, wml demo kratko re01 one koge ne mengaau ove
relacije. Permutacija (12) relac;au 3/ prevodl u x2 -1= 0

¥to je taéno tj. ona ne menja, re1a013u 5/,‘a11 (12) menga
.relaolgu 1/ Jer je prevodl u x2 -1 Fto nlge tacno. Znaél
(12) ;é.s . Permutacija (13) prevoli relaCLJu 1/ u X3— 1,
Sto nije. Znadi - (13) ﬁés . Zbog istog razloga i (132) @is.
Permutaci ja (123) prevodi 1/ x,=1,8t0 nije (123) §és .

Kao "kandidati " za grupu_gedn301ne su ostale
permutac1ge (1), (23). ‘Po§to'je“grﬁpa jedna8ine grupa,to

ée grupa jednadine biti ili (1) ild. (1) (23f;'PoEéZQéeﬁo
da grups Jedna01ne nije (1). Pretpostavimo bbrnuto da Je

| grupa (1), Funkc;ga x 8%y A 7X3 ima grupu (1), Jer iz

53 ngu ne menja samo (1). Prema svojstvu B ova funkclga Je
gednaka nekom broju iz Ra, £to ova oomgledno nlge jer Je

o : r”_ _
X1+8X2+7X3~-1+8(-w2—+\ )+7(........ “3)%118..
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Znadi grupa jednadine nije (1) veé je (1), (23) .
. Zadatak 85. Wadi permutacionu grupu jednadine
w.—e/*——_—'—/) 3 o :
x° =~ 9% + 9 =
u polgu Ra. |
Resenge. Prlmetlmo odmah da gedn301na nema nl jedan

racionalan koren, pa Je_nesvodlglva. PermutaCLOna grupa

- nesvodljive jednaldine,preme poznatoj' teoremi .je trantitivna.
Grupa Sé‘ima ove tranzitivne. podgrupe:

zftl),. (123), (13212 ir'ﬁsé”'

Da bismo od1u0111 da 1i je. grupa AB lll 83 potra21mo dikri-
minantu.: dﬁ Ona ae | S '
625 % & 4p 2¥q = ~4(=9)3 - 27.9°% = 277
'Posto Je : f ‘ o
(- % ) (X - % ) ( X $3I) 

_to ova rela013a ge

‘ Cxpom 2 ) (Xl B X3 ) (X - Xa )_ ,_j_,}}
U pol ju Rai Ygu menJaJu permutac;ae iz, 83— A3 pa grupa ne
moZe biti S, . Zna01.gruparge&naolne;gg Ag. '

'fzadaggg;gﬁa Izvesti,diskusiguupermutacione grupe

X3 +.a32‘¥ EX-+'0 .é O
u polgu Ra, gde suungenl koeflclgent1 a, ;B;{cﬁi'“
‘ Reéenge. Razllkovacemo dva slucag% ;
I slucag : Jednaélna ge nesvodlglva u pol;u Ra.

Tada 303 grupa mora bltl tranzltlvna, 3. 111 je A3 ili 83 .
Akoﬂ§5€ZRa onda Je grupaf; ‘a 'ako szjﬁa onda 3@!1

: ‘  II slucag Jedna01na gé SVOlelVa u polju Ra. Ovde
i‘cémo razlzkovatl dva sluoaga pr@ma tome da 1i Jedna01na

"-,lma Samo 3edan r301ona1an koren 111 ava trl.-‘
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Ako 1ma ‘samo- jedan racionalan koren i ako njega
oznadimo sa % onda je grupa 3ednac1ne (1), (23)

Ako chna01na 1ma gva tri ra01ona1na korena onda
joj je grupa (1) jer (1) prvo ne menga bllo ‘koju relaciju

medju korenima i ‘drugo bilo koja racionalna funkcija korena .

88 koeflclgentlma iz Ra je jednaka racionalnom Broju.
' Ispunjeni su znodi zahtevi A i B definicije grupe pa je

- {1) zaista grupa.’

Zadatak 87. Obrazovati jednadinu p/x/ = 0 najni-
teg stepena.u polju,Ra ko ju zadovoljava u = J;ﬁ+ Vg“
1/ Dokazati da je polje korena jednadine Ra /u/

2/.Dokazati da-je'Ra u = Ra { q2a dﬂﬁ)

3/ Nadi sva podpolga polja Ra (\’ 3 )

4/ Wacm grupu automorflzama polga Ra ( Jw- J“é ),
sve naene podgrube kae i odgovaraguca podpolga p013a
.Raf(\[;: J;‘) w koglma st te podgrupe grupe date gedna01ne
‘ '_  _ 5/. ispltatl svodljivost- pellnoma p/x/ u svim
-‘Hpodp0131ma njegovog korenskog polga. B |
| Régenje, 1/ PostS%\E + Gﬂwtreba da bude koren
J@dna01ne sa- ra01ona1n1m koeflclgentlma to naeni korenl
moraju.biti i~ - {ﬁ Uﬂg {Mﬂ J—m Vﬁh‘~ dﬁﬁ\Prema
- tome 3edaaclna nagnlzeg stepena zadovolaena brogmnuﬁmm Vﬁ#ﬂ
je cetvrtog stepena.J;ﬁ demo ovako obrazovatl._

Uﬂf +_Vﬂh x (’ﬁ Kvadrlrangem dobi jamo s

\iﬂ g{gﬂ x+2 =3 x“ -1 = ngﬁx B odavde je s

x+ —2x2 + 1= 85

tj.' k4:— 105° + 1= o
“Kao p/X/ mozemo uzetl p/x/ i%_f longf;l . Ma

koji elemer*™ =~Lja Ra u se jedinstveno mo¥e napisati u

| opliku_ao+ a] u + azgz +_a3u3 . Posto su koreni pollnoma_
o/x/ X =u o, Xp= - u,_x3; i_;_l@u:— uj,yxﬂm_F;% =0 3«-~10u,

to zakijuéujemo da je polje korena jednadine v/ x/ :'O"zaista
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Ra u jer svi koreni su 1 njemu.

2/ Ma koji element polja Ra (\{r— r) se mo%e
prikazati u obliku a + b d—; + C‘E + d{{- \[./ a,b,c,d ERa/.
"Podto je u = ‘[2-+ E to u -G,Ra (r , ﬁ ). pa ge Ra(\[’ (3)9)21(@}
Pokaﬁiﬁo i o'brnuto Do?roljno je pokezati da je \ =.' i \G’@Ra(u)

Iz u ‘:-—.. ? imamo u - \r {;, a kvadriranjem
u2-2u2+2=3 “ta. : u__"lﬁﬁa(u),i[z\);'*um(ﬁ-’

gleduje FERQ (u), pa je dokazano da je Ra ((/—' J—_ﬁ ERa(u)
Znadi Ra (u) Ra . (lr \r‘) . “ |
3/ Ma-Koje podpolje polja Ra-(rr } sadrii
1M 0. Otuda’ sadrm Ra ‘. Po¥to je ma. koji element polaa

.Ra({_q ﬁ)obllkaa+bl/2-+c[}—3’—+dr.r,ab cd@Ra,

mogu se naplsatl oviT. sluca;]evl. -
: - ' T sludaj s Podpoige po“l ja Ra (VJ\ \l-‘ ) sadrm
a ne c:adrmr \[\ \{—5 . To je podpolge Ra’ (ﬁ

1T slucag E Podpolge polga Ra (\f’!}—% sadrzl\/ 3 a

ne sadrzzr V—— \[_ . To ;]e podpolﬂg__ Ra (|/—\
III slucag. Podpolge Ra (JE ﬁjB ) sadr¥i J; ﬁ
b

ne sadrm \f ﬁ ._To Je podpol ‘e Ra (\} .()

gde a, 4 ERa .
IV sluca;; g Podpolge pol;;a Ra (r— F) sadrm, dva

oé 1ra01ona11teﬁa\f— ‘I" ifé—. u— .. Lako zakl;;ucugemo

da .je onda to podpol;}e samo pol;]e Ra (f_ L/‘ ) .
V.. sluca;] :- Podpolje polja Ra (ﬁ ﬁ ne sadrii

Il.'L ;Jedan od elemenata ( \ﬁ, éé;\f_ . To je Ra.

L Znaél sava podpolga su ' F(a (F, Ra(r—, Ra. (d,2. @)
| 41 Ra (\{5 (3 ). '

7 4/ da bismo definisali automorflzam dovoljno je
navesti elemente u koje se preslikavaju ﬁ— i.\ﬁ jer

racionalni brojevi moraju biti -invarijantni. E\Teka--ge%ma

A
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L AN S - |
”{J*i;gxuomalflaam tada iz ( Jv)z - 2 =0 i (\jfszu % = 0

%€”;'%iédu je (d‘;é)g S2=0 1 ( Vfw%d S0/ sliome FE0

-1llu{gw 4l ~'V;”4_3U21ma3u91 razne moguonosti gakl ju~
‘cugemo da automorflzml‘mogu biti: <tmo presllkavangall A,B,C
..data tabllcOm ' ' ' S

Moze se doquatl da su ova presllkavanga zalsta automorflzml o

Ui demo to dokszati za C. Zaista

aij'Ea*blr‘*“03 +Caflr l]/)+(>(4/ﬁr+df(/§+0r(/‘ (FJC

:'[mlwcbwﬁ_ oy T3+ Cas U A3 Jo -

:-_(a+f9()}-(b-r/b)(\}()i-(f%“%(v")'*(dd)(‘/;( 1[_)
x...z) Yoo ( \r) +d(ﬁ( rj%lz:ép(lf;zm

.J( F)(—ﬁ) (a+b]f2—+cﬁ+ dd;f)o+
s bl B e ' -
B LSS R S A R fg.f.jf‘/gqm;)jcﬁ

-_m[ o( (\7)\/’ +- aA}ifﬁ v adlz J§ +bol£+bﬂ2+

+ bg)z
cd/LB +c()-l/_£ ddl/_r+

g (-2 Y +a (= 3)+

+
+

bJQ\rg cozlr . @;/9[(

a2 3

+oa (-2 )(—- 3 }_+ b _(-n..__g .) +_-b' 2+ b (-3 -)+ b 2.(= 3)+

e (-3 L+ el (= 2)(- 3)‘*7?Qiy3'* ' (- 2) 3+ d (- 2).
| c -”‘ | (=3 )+

d2(-3) d"_' 3(-—-2)+d;a+b(-2)+c(-3)+
(-—2)(-—3) | :‘;:'(-2)+(—3>+(m2)<-3)

+

'—(af* b 2 ‘e 3 ST 3 ) 5 _( :fi_-23¥**fr3;;ffﬁéa:'3)c‘




- 115 -

_ U skupu automorfizama nad jimo generatorne. Nad jimo
- “A.B. Radi toga nadjimo €"_ AB 1 d 3 ABI

7 - (amn- (Ypr--(T9--(2
GAB" .( BA)B:BB:—\(‘;_ |

Odavde zakljudmjemo AB = C . Na slifan nadin

dobi jamo I = 32 = T , KB = BA Zn301 kao geﬂaratornl se

15

i

mogu uzeti A 1 B pa 3@ trazena grmpa automorflzam.
o= ‘1, A, B, AB |
a njens ﬁaltiplikgﬁiﬁﬁa?tabliea;;

r | 1 a BT aB
A A I, . AB B

B | B 5B T A
CAB AB v B . A T

: Nadglmo sada podgrupe ove grupeo Gne mogu.. bltl
reda 1, 2,1 4 e Olﬂltelgl reda grupe/ Reda 11 4 su pod-
-gTUpe H Zr‘} i@ HZ.I A , B, .Agj;. Fodgrupeﬁreda 2,

posto Je 2 prost brog,*moragu b1+1 ciklidne. To su H2 =
Zf ;f !I@ Giﬁ Ei {n ) A%}f
Nadalmo podpolje &1 ji se elementi ne monJagu prime-

‘nom automorflzama podgrupe H2 Ma ko ji element polga

Re (ffq {B ) Je R bUE + cd§” + d(ﬁnﬂg . Potrebno i

'dovclgno da se ne menga prlmenOm autom@rflzama iz H2 je da:

(. a * bvf_+ c{f + ddﬁV?') A= a+dl2. + oLgh dféﬂrﬂ
£j. a = bl 2 + c¥3 - @J’d; a + b¥2 + ¢ 3 + d{”vﬁ

d =0 pa skup a + CV"@;§u£(§) Ye trajeno podpo~

4

Odavde b
lje. Analogo elementl podpolaa Ra (Vﬁﬁ ge ne‘,;w' mengagu

Prlmenom automorfizama Hz = I E{? a elemente -
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 ;f-podpo13a Ra ({*.qb) ne mengagu automorfizmi H {E AE:}

'; o | Prema éeflnlclal grupa jednadine u nekom podpolgu i
korenskog polga JednaCLRe je skup gvih automorfizamsa koren~ |
skog polga k031 ne menjaju elemente togogolga Tako ge u :

 p0l3u Ra grupa Jednaolne G, pol ‘u Ra ( {#3 je H3, u polgu :
Ra(vﬂﬂ) je HZ’ u poliju Ra(Vﬂu rf‘ 3e H4 a u polju .

© Ra ((ﬁy Vﬁr) je Hy

5/ Radi ispitivanja SVOlelVOStl pollnoma v/ x
nadjimo permutacionu grupu Jedn301ne.

Korene Jednaolne ozna01mo sa Xy U;’+][ﬂ ’

{z -5, R ERNE xy”f b

Prlmenom automorflzama na korene neposredno doblga—_f]
mo odgovaraauce permutacmge {7z permutacione grupe: S

L : | 2 % 4 ;fii
(Xl’ %2 XB’ x) T=(x, %, %55 %) I > .4):(1) ig;;
, 12 3 4
(Xl’ Epa1Xzs Xy ) A = (XB’ Xy X1y % ) A= ( S ) (13) ._
o TR |
(Xl’XZ’ "..XB-s‘ "X,y )B —_:( X4: X3z Loy Xl) B-( N )=(14)
TR SRR LB el a3y |
) o L 1 s g Xl
(x5 %5 %35 %) 4B = (35, % 4’X ) 43 - = (12) |
S 214 3

(34) |
Grupe jednadine i sveodljivost u reznim podpoljima

korenskog polja demo ovako tablicom igraziti:

Pod- SRR Tranzitivnost - Svodljivost
polje ‘_;Gr?Pa JFQQaCl%e grupe ) p/ %/

CRa |1, 12 34, 13 24,14 23 Tranzitivna  Nesvodljiv

Ra 2| 1, 14 25 Ne%fdnzitiﬁw"s§oaljiv
"Ra 3| 1, 13 24 o Netran21t1v— :Svddljiv
L ] . oo . _ ngt W
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Ra 2. 3| 1, 12 34  Netranzitivna " avodljiiv
Ra 2, 3| 1, . Tetrenzitivna Svodljiv

Na:priﬁérﬁ'éeﬁo'pokazati kako se?faktOriZacija u
nekom podrucau polja Ra - (ﬁi;;qﬂ% ) moze 1zvré1tl Izvr51cemo

faktorlzaClJu pollnoma Ra ( Jﬁs
ST - Pre. svega Jje

p/x/ = (x—xl)(x-xg)(X*X3)(X—x4)

,Ovo je faktorlzaolga u Ra.(V(F\f% ) .. Podto (x wlx ) 1

(x - xz) (% - %n ) se ne menja i prlmenom permut%czga

(1), (14) (32) tJ. grupe Jedna01na u Ra (Jﬁm) to (x = x4)

i (x = x2 Y (x - x3 ) su pollnoml na polju. Ra.(vr-) Zalsta'

(X—Xl)(x-X) = (Xf) ..,{5)( ng f) (x - 2)%- 3
. T

(any) (e x;) <x+(2 +W3 e x—lfa +t/2 ) =(x (2 )7 -

3 = x° + ZX{wf- 1 pa ge faktorlzaolga pollnoma p/xj u RQ(PFB;

P/x/ ' 2 ZXdr; 2 ) X2 i 2:x11rvﬁ -1 )
__Egéiﬁk_ﬁﬁ Data Je Jednaémnu-
p/x/ :XB - 3X + 1 =0

é/(Dokazatl da je nesvodlalva u polju Ra

"b/ﬁﬁbkazaﬁi da je _ JCdﬁaOlna narmalna u’ odnosu na
polje Ra i nadi XZ i X3 prekc Xl; -

¢/ Nadi permutac;onu grupu Jedna01ne u Ra.

5. 3% + 1l = O nema racio-

Resenge. a/ Jednaélna X
nalnih korena pa je otuda p/x/ nesvodljiv polinom na polju
Rao : - :

b/ Treba dokazéti da ako je_jédan quén jednaéine
% =P da su X, i %5 polinomi po\r na polju Ra, tj.da su

u Ra (ja). $iji su elementi oblika:
N :
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a+“bfl+ ch ioa, by ¢ € Ra.
Predpostav13a3u01 da je Jedan koren X, -JO potra%idemo X, 1

xx- . Kako je: : . : ;f
3 , o
3"—3x+1=(1{ f)(x +ﬁx +Je 3)+Jo3.. pr1= |

( X —ja) \JDX +J@ - 3 ). . s
A*'to ostala qu korena dob13amo iz gedna01ne_.

o %° +f3x + - 5 = 0 :f
Iz nje x, = j}h '}'iz fj R 2 (f—/lz -3 2)
é; a ey

3 ok

Da- bi X2 i x dP) potrebno je ¥ dovolgno da postoge

racionalni “brojevi a, b, ¢ takvi da Je

AL S 5
R e f A
| Potra21mo lh iz ove 3edﬂak03tl koga pOSle uproscenaa i uzl“_;i;i
f“manja u 0b211u03 Z 9@1 -1 posthier |
. . 12 i/@ = ( 8 - 2bc ) b/O(Q.ab + 6bc‘m 02) +

B o 3/O ( b + 30 + 2ac )
odavde doblgamo sistem gednaélna Lo

182 o 2bc . = 12

2/ 2ab % 6bc - cf = O

3/ b2+ 30° + Jac = -3
Mnozengem trece jednadine sa 4 i sabiranjem sa

prvom dobijamo:

2

8% e 1p? 4 1202

_+ Bece . - 2be = 0
Uoclmo sada 31stemu ‘ o |
" / Zab + 6be -g? =0
2

| 5/ a% & 4v% + 1202 4 Bag ~ 2be = O
._Iz gednaélna 1/, 2/ 3/ zakljudujemo da ¢ # O. Deledi 4/ i

5

5/ ga o i stav13a3u01 % = X, 2

2 =Y dobijamo

'ZXY + 6Y ~1.=0"
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__3? F4Y° + 8% - 2Y + 12

LllmlH“ClJOm X iz ovih jednalina dolazimo .do’

16Y4 - 8y’

"+ 4Y 4+ 1 =

V"Ovde zqklguquemo da je Jedlno r3010na1no resenge Z0.

- to Ye X = 2 . Iz 3ednakost1

 [¥7¥ L. Reko je X =

—_— X,
.C

Y nalazimo . Brojeve

a h i ¢ s%da trazamo iz s;stema.

e .-Uzimamo jedno.

Iz njega éobijémd'd%a'feéénja za a,b,

jer Arugo reSenje a =-4,

od njih . a mm4,‘b = =1, ¢

b =1, ¢ =2 daje isto. reseng@ ZE x2E i‘ig'i chnakost/ + /[

postaje:

B <12~§/o>2ﬂ<4

- 3}5 2)2

“aikoreni su:

n“

Jﬁ ;o 4 Jﬁ %10 2)~ 2 Qp \/0

t/o + %/) 2y =

I teko 3e doquano da je Jjednalina

w.

- 3x + 1

normalna na polju Ra.

c/ Korenskc

‘polje jednadine je Ra\yﬁ') JAiutomorfizmi

csu dati tablicom:

ovog. polga I, A B

?{“jam';

_ 2’—/37‘.9@ é/ e

korene 34 Xl Jp

Oznatimo

a..ff;ﬁ

'-XB = -2 ‘if Tuda Je"_:
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' 1 2 3
(Xl, Xps Xg ) I = | Qxl, X5 Xg) gnadi I < L o 3 y=(1)
) 1 2 3
';.(X}_!Xgﬁ XB)A' ; ‘ ( XZ’ X39 Xl? znacli A< (2 3 1)2(}-23)
. - 1 2 3
(%, Xy, Xz ) B = (XB,-XI,XZ ). znadi BGe=> ( Y=(132)
1 2

jer né prlmerx (Q,f) fZ)A=2 —(\f].A)—Ej)A)zz
R K AV i

+ %joa~i}o '?[3 = -4 3/) £ ﬁfa ..i/o ¢/9 4 _

-=—4+5\f>+4/> —2(3-—1)~(3/o /0)——-2370

i sliéno.
Znali permutaciona grupa jednadine je

= (1), (123),(332) .

H

*Napomena. Ovaj zadatak se mogao rediti i na ovaj
‘nadin. Kod;jédnaéin@ X?,- 3x + L =0 je

VoD =V-427 = 270 = a1 ( 13”)'3’—4 27 = 9 { Ra.

Pogta J@ Jednaélna nesvodlglva to je njena grupa

3 = (l) , (123), (132)
Ovo jJe reguzarna grupa pa je jednadina normalna.
‘ Ladatak 89.-Vaéi definicionmu jednalinu elemenata
2 + ?Eﬁ- + 3/ na pelju Ra .
_Zadafak 90.7Pdlinom

e gt

e ontl on o
v/x/ . = 2n+1x ey X 4 o tarx toag Jay 4 #.0/

na polgu Ra je nesvodljiv na polju Ra. sgko postogl takav

prost p da ge

Spm1 # 0 (804 D), Ap= .= an =0 (md p),

|




a,. = & = e =8 ¢ mod p~ , &y 0 mod p~ .

Dokazati.

Zﬂdatak 91 Ispitati svorljivost pelinoma u odnosu

na naveéeno polge
o/ x* -1, Ra (f-2); b/ % +8x=2,Ra(F2)

Zadatak 92. Data je jednalina - 0x° - 9 =0

na polju Ra .
1/ Formirati korensko polje N date jednaline .
2/ Naéi grupu automorfizama polja N prema polju
Ra, sve podgrupe te grupe 1 odgovarajuéa podpolja korenskog

polja u kojima su te podgrupe grupe jednaline. .

Zadatak 93%. Navesti sve automorfizme slededih
——

polja: ‘
Ra (V-3 , Ra (14 5), Re (Y2, (3,3
Zadatak 94. Diskutovati grupu jednaline
acatar oo . :
4+ 2a5° +b =0 /a, b (Ra/u
polju Ra. L ‘

Zedatak 95; Nadi grupu u polju Pa jednaline

-

* +ax’ +bx° tax+1 =0
Dokazatl da jJe potreban i doveoljan uslov da grupa
jednadine bude Klein - ova vierer grupa da broj ( b+ 2a+2)
(b - 2a + 2 ) bude potpun kvadrat. '
Zadatak 96. Neka ge polje K normalno na polgu Fi

S ——

neka ¥ ima nadpolje L koje je podpolje polja K /B CL CK /.

”_:Dokazatl da je K normalno polje na polgu L .
' Zadatak 97 Dokazati da je = \jnesvodlalva na_

f;fP013u Ra (1). Nadi grupu jednadine u tom polgu. o
i Zﬁdat k- 98, Nodi sve nesvodljive kvadratne: trlnome L
_P/X/ o DX+ q,na polgu J5 Zadatak 99 Formlratl korensko}
”p°13813@dna0ln@ 2 = 0,date u J. Zﬂdatak 100 Nacl R

o1 jednadine X7+ x + 1 =0, Q,PQlJu 52.” i G

KA X, +.1






