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Metoda promenǉivih okolina za rexavaǌe problema kontinualne

optimizacije

Rezime

Klasiqne metode lokalne pretrage u praksi qesto ne dovode do naj-

boǉeg, globalnog rexeǌa nekog optimizacionog problema. Za razliku

od ǌih, metoda promenǉivih okolina (engl. Variable Neighborhood Search,

VNS) je metaheuristiqki pristup zasnovan na sistematiqnoj promeni

okolina unutar prostora rexeǌa u toku pretrage, u ciǉu pronala�eǌa

boǉeg rexeǌa. Metoda je prvi put izlo�ena u literaturi 1997. godine

i prvobitno se koristila za rexavaǌe problema kombinatorne opti-

mizacije, a danas se xiroko primeǌuje i na probleme kontinualne op-

timizacije. Efikasnost metode u velikoj meri zavisi od veliqine i ge-

ometrije korix�enih okolina, od naqina sluqajnog izbora taqaka u fazi

razmrdavaǌa VNS metode kao i naqina pretra�ivaǌa okolina u fazi

lokalnog pretra�ivaǌa. Pretra�ivaǌem pogodno izabranih okolina,

VNS je efikasnija od mnogih drugih metaheuristiqkih metoda pri rex-

avaǌu brojnih problema globalne optimizacije.

U radu �e biti prikazan algoritam metode promenǉivih okolina,

razliqite tipove okolina koje se koriste, kao i metode lokalnog pre-

tra�ivaǌa koje su se pokazale efikasnim u praksi. Zatim �e biti pred-

stavǉena implementacija algoritma razvijena u ovom radu, rezultati

za probleme razliqitih dimenzija koji su poznati iz literature, kao i

odnos tih rezultata sa poznatim rezultatima drugih metaheuristiqkih

metoda.

Kǉuqne reqi: kontinualna optimizacija, globalna optimizacija, metoda
promenǉivih okolina, metaheuristike.

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Optimizacija
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1 Uvod

1.1 Optimizacioni problem

Uopxteno reqeno, optimizacija je proces pronala�eǌa rexeǌa koje je

najboǉe (u zavisnosti od konteksta problema) pri odre�enim uslovima.

Zadatak matematiqke optimizacije se mo�e formulisati na slede�i

naqin [18]:

min
x∈X

f(x), (1.1)

gde je X ⊆ S. Skup S nazivamo prostorom rexeǌa, dok je X podskup pro-

stora rexeǌa, qiji elementi zadovoǉavaju izvesna ograniqeǌa, defini-

sana u zadatku. Realnu, ograniqenu funkciju f : S → R nazivamo funk-

cija ciǉa. U sluqaju kontinualne (neprekidne) optimizacije, S = Rn.

Ukoliko je S konaqan ili prebrojiv skup, tada govorimo o kombina-

tornoj (diskretnoj) optimizaciji.

Ukoliko prona�emo x∗ ∈ X takvo da je f(x∗) ≤ f(x), za svako x ∈ X, tada

ka�emo da je x∗ taqka globalnog minimuma funkcije f , odnosno opti-

malno rexeǌe problema (1.1), a vrednost f(x∗) je globalni minimum, tj.

vrednost funkcije ciǉa koja odgovara optimalnom rexeǌu. Ako postoji

ε > 0 takvo da za neku taqku x∗ va�i da je f(x∗) ≤ f(x), za svako x ∈ X
i ||x∗ − x|| ≤ ε, gde je || · || funkcija norme u prostoru Rn, tada je x∗

taqka lokalnog minimuma, a f(x∗) lokalni minimum. Ukoliko postoji

samo jedan lokalni minimum, on je ujedno i globalni minimum. Me�u-

tim, u praksi qesto postoji mnogo lokalnih minimuma nekog problema

i zadatak je prona�i najmaǌi me�u ǌima. Taqaka globalnog minimuma,

odnosno rexeǌa koje mo�e imati istu (minimalnu) vrednost funkcije

ciǉa tako�e mo�e biti vixe, ali je obiqno zadatak prona�i samo jednu

od ǌih.

S obzirom na to da je maxx∈X f(x) = −minx∈X(−f(x)), problem maksimiza-

cije se mo�e svesti na problem minimizacije, pa je dovoǉno razmatrati

samo problem tra�eǌa minimuma funkcije f .

Potreba za rexavaǌem problema optimizacije se javǉa u mnogim oblas-

tima: u in�eǌerstvu, obradama podataka, finansijskom planiraǌu, pro-

ceni rizika, nauqnom modeliraǌu, transportu robe, hemiji itd. Glavni

problem je u tome xto najqex�e postoji mnogo (qesto i beskonaqno

mnogo) lokalnih minimuma, posebno u sluqaju problema velikih di-

menzija (sa velikim brojem promenǉivih), a takvi problemi su qesti
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u praksi. Qak i u sluqaju problema maǌih dimenzija, klasiqne (eg-

zaktne) metode koje garantuju nala�eǌe najboǉeg rexeǌa qesto zahte-

vaju suvixe raqunarskog vremena ili memorije da bi se rexeǌe naxlo

(pod uslovom da ono postoji). Mnogi problemi i diskretne i kontinu-

alne optimizacije spadaju u klasu problema za koje nije poznat algo-

ritam polinomijalne slo�enosti za ǌihovo rexavaǌe (NP -kompletni

problemi) [43, 63]. Qak i za sluqaj diskretne optimizacije, gde je

skup X qesto konaqan, nije po�eǉno primeniti egzaktne metode jer sa

pove�aǌem broja promenǉivih se broj elemenata skupa drastiqno pove-

�ava pa ideja tra�eǌa globalnog minimuma nekom egzaktnom metodom

postaje nepraktiqna. Tako�e, nekad nije mogu�e primeniti egzaktne

metode i zbog toga xto matematiqki model kojim je definisan sam pro-

blem ima previxe ograniqeǌa. Zbog toga, razvijene su drugaqije, meta-

heuristiqke metode koje ne garantuju da �e se globalni minimum na�i,

ali da se u relativno kratkom vremenu izvrxavaǌa na raqunaru mo�e

na�i rexeǌe koje je u izvesnom smislu ”dovoǉno dobro”.

1.2 Pregled najpoznatijih metaheuristika

Heuristike su, u najopxtijem smislu, robustne metode i tehnike ite-

rativne prirode zasnovane na iskustvu koje brzo daju rexeǌe koje je,

za potrebe korisnika, dovoǉno blisko optimalnom rexeǌu. Metaheuri-

stika je skup algoritamskih koncepata koji se koriste za definisaǌe

heuristiqkih metoda koje su primeǌive na xirok spektar problema.

Kao vrste aproksimativnih metoda optimizacije, specijalne heuristike

(engl. specific heuristics) se usko prilago�avaju konkretnom problemu, uko-

liko bi se primenilo na neki drugi problem, moralo bi se sve ispoqetka

implementirati. Za razliku od ǌih, metaheuristike su opxtiji kon-

cepti koji se mogu primeniti na razne klase problema optimizacije.

Mo�e se posmatrati kao generalizovana metodologija koja mo�e biti

iskorix�ena kao strategija u konstruisaǌu fundamentalne heuristike

za rexavaǌe optimizacionih problema. [63].

Neke metaheuristiqke metode, poput metode promenǉivih okolina, u

u�em ili xirem smislu su zasnovane na principu lokalnog pretra�i-
vaǌa (engl. Local Search, LS) [11]. Ovaj princip podrazumeva konstru-

isaǌe neke strukture nazvane okoline (ili vixe ǌih) u prostoru rexe-
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ǌa. Naime, svakom elementu x ∈ S se dodeǉuje neki podskup N(x) ⊆ S,

koji se naziva okolina od x, a ǌeni qlanovi su susedi od x. Pre-

tra�ivaǌe polazi od proizvoǉne taqke (rexeǌa) iz prostora S, koja

se proglasi za najboǉe rexeǌe. Zatim se u svakoj iteraciji pretra�uje

okolina najboǉeg rexeǌa i u ǌoj nalazi, prema nekom definisanom prav-

ilu, sused koji predstavǉa slede�e rexeǌe. Ukoliko se takav sused ne

mo�e na�i, ili ako je ispuǌen neki drugi kriterijum zaustavǉaǌa,

metoda staje i posledǌe generisano teku�e rexeǌe se uzima za aproksi-

maciju optimalnog rexeǌa.

Glavni nedostatak ovog principa prilikom rexavaǌa problema glo-

balne optimizacije (1.1) je taj xto se u procesu pretrage qesto ne mogu

izbe�i zamke lokalnih minimuma, odnosno ,,zaglavǉivaǌa” u okolini

istog. Zato se, izme�u ostalog, i odre�uje posebna struktura okoline

ili vixe ǌih, kao i kriterijum za izbor slede�eg suseda u konkretnoj

okolini, a za neke metaherustike se uvode neke druge ideje za prevazi-

la�eǌe ovog problema.

U daǉem tekstu su navedene neke od najpoznatijih metaheuristika, sa

ǌihovim osnovnim idejama, dok se detaǉniji opisi metaheuristika i

ǌihovih modifikacija mogu na�i u [5,11,24,44,58,59].

1.2.1 Simulirano kaǉeǌe

Simulirano kaǉeǌe (engl. Simulated Annealing, SA) [11] je metahe-

uristika koja je spoj deterministiqke i probabilistiqke strategije

pretra�ivaǌa prostora rexeǌa. Na poqetku se generixe neko poqetno

rexeǌe x, ono postaje teku�e rexeǌe, a zatim u svakoj iteraciji ova

metoda bira na sluqajan naqin nekog suseda iz okoline trenutnog re-

xeǌa, prihvataju�i ga kao novo, teku�e rexeǌe, ne samo u sluqaju

poboǉxaǌa, ve� i u sluqaju pogorxaǌa vrednosti funkcije ciǉa, ali sa

izvesnom verovatno�om. Ta verovatno�a se postepeno meǌa tokom ite-

racija, po unapred definisanom zakonu. Na taj naqin se zamka lokalnih

minimuma mo�e izbe�i u ve�em broju sluqajeva i tako pove�ati xansa

za dobijaǌe kvalitetnog rexeǌa.

Osnovna ideja simuliranog kaǉeǌa zasniva se na analogiji sa zakonima

i algoritmima statiqke termodinamike. Prvi algoritam koji simulira
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procese termodinamike je izlo�en u radu [49]. On simulira proces kon-

trolisanog hla�eǌa (kaǉeǌa) nekog rastopǉenog materijala do posti-

zaǌa kristalizovanog qvrstog staǌa. Ovaj algoritam na sluqajan naqin

meǌa trenutnu konfiguraciju atoma materijala, xto dovodi do promene

ǌegove unutraxǌe energije. Ako se energija smaǌuje, nova konfigu-

racija se prihvata, a ako se pove�ava, nova konfiguracija se prihvata

sa izvesnom verovatno�om koja se odre�uje prema Bolcmanovom termodi-

namiqkom zakonu. Polaze�i od neke sluqajno generisane konfiguracije

atoma, ovaj proces se ponavǉa zadati broj puta na svakoj temperaturi,

pri qemu se temperatura postepeno smaǌuje (tzv. xema hla�eǌa). Uko-

liko je ovo smaǌivaǌe dovoǉno sporo, zakoni termodinamike ka�u da �e

materijal te�iti da postigne staǌe minimalne energije, tj. da oqvrsne

u pravilnu kristalnu strukturu.

Decenije su proxle da bi u [21] i [42] bilo pokazano da ovi osnovni prin-

cipi mogu biti primeǌeni i na probleme optimizacije, pri qemu do-

pustivo rexeǌe odgovara jednoj konfiguraciji atoma materijala, vred-

nost funkcije ciǉa ǌegovoj unutraxǌoj energiji, a potencijalni prelaz

u susedno rexeǌe mogu�oj promeni staǌa energije. Od tada se ova

metodologija i primeǌuje za rexavaǌe problema optimizacije. SK je

zasnovano na lokalnom pretra�ivaǌu. Ono uvek prihvata boǉe rexe-

ǌe, dok loxije prihvata sa izvesnom verovatno�om koja zavisi od toga

koliko je novo rexeǌe loxije od teku�eg i koja opada sa opadaǌem tem-

perature. Temperatura ima zadatak da kontrolixe fleksibilnost pri-

hvataǌa pogorxaǌa funkcije ciǉa, a time i pretra�ivaǌe prostora

X. Kriterijum zaustavǉaǌa, kao i naqin definisaǌa xeme hla�eǌa,

su osobenosti samog algoritma simuliranog kaǉeǌa i od ǌihovog de-

finisaǌa, kao i od ve� pomenutih osobina lokalnog pretra�ivaǌa, za-

visi i efikasnost samog algoritma. Trebalo bi napomenuti da se ne

mo�e za svaki problem definisati opxta pravila za izbor pomenutih

parametara, tako da se do adekvatnih vrednosti parametara za rexavaǌe

konkretnog problema ili grupe sliqnih problema simuliranog kaǉeǌa

dolazi obimnim eksperimentisaǌem.

1.2.2 Tabu pretra�ivaǌe

Osnovni koncept tabu pretra�ivaǌa (engl. Tabu Search,TS) za rexa-

vaǌe problema optimizacije predlo�io je Glover, 1985. u radu [25], dok
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su sliqne ideje nezavisno razvili Hansen i Jaumard, 1987. godine [29].

Tabu pretra�ivaǌe se bazira na ideji lokalne pretrage i koristi tzv.

adaptivnu memoriju, tj. pam�eǌe odre�enih informacija o prethod-

nim fazama procesa pretra�ivaǌa, koje zatim utiqu na izbor slede�ih

taqaka u iterativnom procesu [11]. Naime, u svakoj iteraciji n = 1, 2, ...

quva se istorija H prethodnog pretra�ivaǌa, tj. zapis koji pamti una-

pred izabrane karakteristike nekih od prethodno generisanih taqaka.

Okolina N(xn) trenutne taqke xn se modifikuje u zavisnosti od isto-

rije H i na taj naqin dobijemo okolinu N(xn, H) koji predstavǉa skup

suseda za slede�u taqku pretra�ivaǌa xn+1. Poxto ovaj skup mo�e

biti ponekad suvixe veliki (posebno pri rexavaǌu problema konti-

nualne optimizacije), uzima se ǌegov ,,mali” podskup N
′
(xn). Naredna

taqka iterativnog niza xn+1 se odre�uje kao najboǉa u prostoru N
′
(xn) u

odnosu na neku funkciju procene f(x,H) koja, opxtem sluqaju, mo�e biti

izmeǌena i koja zavisi od istorije H. Pogodnim definisaǌem N(xn, H)

i f(x,H) mogu se, kao kandidati za slede�u taqku pretra�ivaǌa, fa-

vorizovati oni susedi taqke xn koji imaju ili nemaju karakteristike

sadr�ane u istoriji H. Tabu pretra�ivaǌe dozvoǉava i uspiǌu�e po-

make, tj. kada dolazi do pogorxaǌa funkcije ciǉa i tako izbegava za-

glavǉivaǌe u lokalnim minimumima.

Najva�niji deo ove metodologije predstavǉa definisaǌe odgovaraju�e

adaptivne memorije, tj. naqin formiraǌa i a�uriraǌa istorije H. U

osnovnoj verziji tabu pretra�ivaǌa, postoji samo jedan tip memorije -

kratkoroqna memorija, kod koje u svakoj iteraciji istorija H pamti ka-

rakteristike taqaka generisanih u odre�enom broju prethodnih itera-

cija (tzv. tabu lista). Tako definisana memorija ima ulogu da, zabra-

ǌuju�i neke susede iz okoline trenutne taqke, spreqi vra�aǌe pretrage

tokom odre�enog broja narednih iteracija na neke od ranije generisanih

taqaka. Na taj naqin se omogu�ava xireǌe procesa pretrage u neke nove

oblasti dopustivog prostora X. Qesto kratkoroqna memorija nije do-

voǉna da se postignu dve faze koje se periodiqno smeǌuju - lokalna

intenzifikacija (zadr�avaǌe u nekoj ,,dobroj” oblasti prostora X) i

globalna diverzifikacija (pretra�ivaǌe u neke nove, neistra�ene de-

love prostora X). Zato se u razvijenijim verzijama tabu pretra�iva-

ǌa, ovakva memorija kombinuje sa nekim oblicima dugoroqnijeg memo-

risaǌa, u ciǉu poboǉxaǌa i ubrzaǌa pretrage [11]. Detaǉniji prikaz

glavnih karakteristika dugoroqne memorije mo�e se na�i u [26] i [16].
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1.2.3 Genetski algoritmi

Genecki algoritmi (engl. Genetic algorithms, GA) su metaheuristika

koje simuliraju proces genetske evolucije jedne populacije jedinki pod

dejstvom okru�eǌa i geneckih operatora. Svaku jedinku u populaciji

karakterixe hromozom, koji se moze smatrati ǌenim jedinstvenim kodom.

One jedinke iz populacije koje su vixe prilago�ene okru�eǌu, me�u-

sobno se i daǉe reprodukuju (primenom operatora na ǌihove hromozome)

i tako stvara nova generacija jedinki, prilago�enija od prethodne.

Ovaj proces se nastavǉa, pri qemu se iz generacije u generaciju pove�ava

proseqna prilago�enost qlanova populacije.

Genetski algoritmi se mogu koristiti za rexavaǌe raznih problema

kombinatorne i kontinualne optimizacije [40]. GA je zasnovan na op-

xtim principima genetike, primeǌene matematiqkim jezikom: svakom

rexeǌu iz skupa X razmatranog problema dodeǉuje se, na taqno de-

finisan naqin, kod (hromozom) rexeǌa. Kod mo�e biti konaqan niz

simbola nad nekom azbukom, matrica, drvoidna struktura ili neka kom-

binacija (npr. niza i matrice). Naqin kodiraǌa zavisi od karakter-

istika razmatranog problema optimizacije. Skup kodova svih rexe-

ǌa iz X qini prostor kodiranih rexeǌa X. GA iterativno vrxi pre-

tra�ivaǌe u prostoru kodiranih rexeǌa X. U svakoj iteraciji algo-

ritam generixe odre�en skup taqaka iz X koji predstavǉa populaciju.

Za svaku taqku xi u n-toj iteraciji se odre�uje ǌena ,,prilago�enost”

F (xi), gde je F takozvana funkcija prilago�enosti. Ona mo�e biti bax

jednaka funkciji f . Ako je f ,,skupa” za raqunaǌe, onda se za F uzima

neka funkcija koja je jednostavna i ,,jeftina” za raqunaǌe u vremenskom

smislu, ali tako da dobro odslikava kvalitet rexeǌa. Zatim se na

sluqajan naqin biraju one taqke iz X koje �e uqestvovati u stvaraǌu

nove populacije. To se realizuje operatorom selekcije koji favorizuje

boǉe prilago�ene jedinke, tj. jedinke sa ve�om vrednox�u funkcije F ,

pa se na takve jedinke deluje operatorima, definisanim po uzoru na

genetske transformacije u bioloxkim sistemima. U osnovnoj verziji

algoritma primeǌuju se dva takva operatora - ukrxtaǌe i mutacija.

Operator ukrxtaǌa je postupak u kome se sluqajno uzajamno razmeǌuju

delovi kodova (hromozoma) dva rexeǌa (roditeǉa) iz X i tako dobi-
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jaju kodovi dva nova rexeǌa (dece). Ovakav operator se primeǌuje na

svaki par roditeǉa (koji su izabrani operatorom selekcije), ali na

sluqajan naqin sa unapred zadatom verovatno�om ukrxtaǌa pu. Opera-

tor mutacije vrxi promenu sadr�aja koda nekog rexeǌa iz X sluqajnom

zamenom pojedinih simbola ovog koda sa nekim drugim simbolima iz

azbuke simbola. Ovakav operator se primeǌuje na svako dete sa unapred

zadatom verovatno�om mutacije pm. Mutacija igra sekundarnu ulogu u

formiraǌu jedinki nove generacije, pa bi verovatno�a pm trebalo da

bude veoma mala (obiqno reda 10−3). Ukrxtaǌem dobro prilago�enih

jedinki dobijaju se jedinke koje su prilago�ene bar koliko i roditeǉi,

ako ne i boǉe, dok se mutacijom izbegava dominacija jedinki sa istim

osobinama. Na taj naqin se generixe nova populacija koja predstavǉa

slede�u generaciju u procesu pretra�ivaǌa. Kod osnovne verzije GA

pretra�ivaǌe obiqno staje kada se dostigne neki unapred zadat maksi-

malan broj iteracija. Detaǉnije karakteristike ovog algoritma mogu

se na�i u [10,14,27].

1.2.4 Optimizacija mravǉim kolonijama

Ideju imitiraǌa ponaxaǌa i kretaǌa mrava u kolonijama za diza-

jniraǌe metode koja se mo�e koristiti za rexavaǌe problema u opti-

mizaciji je prvi put predlo�io Dorigo u [15] (engl. Ant colony opti-

mization, ACO). ACO je zasnovana na principima kretaǌa mrava u po-

trazi za hranom i kako nalaze put za povratak u skrovixte. Prilikom

kretaǌa mravi ispuxtaju i ostavǉaju trag, tzv. ”feromone”. Ciǉ os-

tavǉaǌa tragova je navo�eǌe ostalih mrava na ,,pozeǉan” put gde bi

trebalo da se kre�u u potrazi za hranom. Jedan mrav put bira na os-

novu jaqine traga feromona na ǌemu. Proces ovog algoritma primeǌen

na optimizaciju je slede�i: prvi korak je inicijalizacija, koja se sa-

stoji u odre�ivaǌu broja mrava m (vektora u skupu dopustivih rexeǌa

xk, k = 1, 2, ...,m) koji �e biti ukǉuqeni u pretragu, ǌihov inicijalni

raspored (obiqno se raspore�uju na sluqajan naqin unutar prostora

rexeǌa), poqetna jaqina traga feromona za svakog mrava, kao i naj-

bli�eg mrava do skrovixta (poqetno najboǉe rexeǌe xbest). Zatim se

iterativno n = 1, 2, ... vrxi modifikacija i a�uriraǌe za svakog mrava

(svakog vektora xk) koja zavisi od traga feromona, koji se za svakog
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mrava dinamiqki meǌa tokom pretrage. Odre�uje se teku�e najboǉe

rexeǌe nakon izmena pozicija mrava (izmena vektora pretrage xk), a

zatim se za svakog mrava a�urira ǌegova jaqina traga feromona, prvo

tzv. fazom evaporacije (engl. evaporation phase), odnosno redukcijom ja-

qine traga po ugledu na bioloxke transformacije, a onda i a�uriraǌem

traga na naqin koji zavisi od generisanih rexeǌa xk, k = 1, ...,m (engl.

reinforcement phase). Jedan od predlo�enih naqina [63] je da se trag fero-

mona a�urira samo za p mrava koji su najbli�i skrovixtu (p najboǉih

teku�ih rexeǌa me�u vektorima xk), dodavaǌem nekog pozitivnog broja

∆ na teku�u jaqinu. Na taj naqin se daje informacija o �eǉi daǉeg

kretaǌa mrava (rexeǌa du� dopustivog prostora rexeǌa). Kriterijum

zaustavǉaǌa je obiqno maksimalan dozvoǉen broj iteracija.

1.2.5 Optimizacija kolonijom pqela

Optimizacija kolonijom pqela (engl. Bee Colony Optimization, BCO),

koja kao i ACO spada u grupu metaheuristiqkih metoda koje su zasno-

vane na tzv. inteligenciji roja (engl. swarm intelligence), je inspirisana

ponaxaǌem pqela u potrazi za hranom. Predlo�ili su je Luqi� i

Teodorovi� 2001. godine [46]. Pqele u prirodi tragaju za hranom i

donose uzorke nektara u koxnicu gde se ispituje ǌegov kvalitet. Kva-

litetniji nektar je pra�en plesom pqela kojim se ukazuje na pravac

i daǉinu odakle je donet. Svaka pqela se sa nekom verovatno�om od-

luquje ili da prati trag gde je ve� prona�en dobar nektar, da igrom

,,reklamira” mesto hrane i time ,,regrutuje” druge pqele da prate taj

trag ili da nastavǉa da traga za novim izvorom hrane. Metoda se prvo

sastoji od inicijalizacije, odnosno svakoj pqeli (B - broj pqela kao

ulazni parametar) se dodeǉuje jedno poqetno (prazno) rexeǌe. Svaka

iteracija metode se sastoji iz dve glavne faze: predǌa faza ili let

unapred (engl. forward pass) i zadǌa faza ili let unazad (engl. back-

ward pass). U predǌoj fazi, pqele pretra�uju ceo prostor dopustivih

rexeǌa, primeǌuju�i unapred definisan broj pomeraja, qime se kon-

struixu (ili poboǉxavaju) pozicije pqela (teku�a rexeǌa, tj. taqke

koje se koriste u pretra�ivaǌu). U zadǌoj fazi, sve pqele sadr�e in-

formacije o kvalitetu rexeǌa ostalih pqela. Ideja plesa pqela je u

algoritmu implementiran raqunaǌem funkcije ciǉa. Kada se izraqu-

naju sve vrednosti funkcije ciǉa u teku�im rexeǌima za svaku pqelu,
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svaka pqela odre�uje, sa izvesnom verovatno�om, da li ostaje lojalna

svom rexeǌu ili ne. Pqele sa boǉom vrednox�u funkcije ciǉa imaju

ve�u xansu da zadr�e teku�e rexeǌe. Pqelama, koje ostanu lojalne

svom rexeǌu, tzv. regrutima (engl. recruiters), ta rexeǌa razmatraju

preostale pqele. One pqele koje ne ostanu lojalne postaju neopredeǉene

(engl. uncommited) i moraju da preuzmu neko od rexeǌa lojalnih pqela.

Odluka koje �e se rexeǌe preuzeti se donosi uz izvesnu verovatno�u,

pri qemu boǉa rexeǌa imaju ve�u xansu da budu rexeǌa nelojalnih

pqela. Tako u svakoj iteraciji dolazi do podele pqela na lojalne (re-

cruiters) i nelojalne (uncommited). Razlika izme�u ACO i BCO je u tome

xto komunikacija izme�u mrava je indirektna i zasnovana na pojedina-

qnim komponentama rexeǌa, a pqele komuniciraju direktnim pore�eǌem

(parcijalnih) rexeǌa. Detaǉniji opis algoritama zasnovanih na ovoj

ideji se mo�e na�i u [13,47].

9



2 Metoda promenǉivih okolina

2.1 Osnovne ideje i varijante metode promenǉivih okolina

Metodu promenǉivih okolina (engl. Variable Neighborhood Search, VNS)

su 1997. godine predlo�ili Mladenovi� i Hansen u radu [53], a ideja

je prvi put izlo�ena 1995.godine [50]. Metoda je prvobitno razvi-

jena za probleme diskretne optimizacije, a danas nalazi xiroku pri-

menu ne samo za probleme diskretne, ve� i za probleme kontinualne

optimizacije. Osnovna ideja ove metode zasnovana je na sistematiqnoj

promeni okolina, nastoje�i istovremeno da se na�e lokalni minimum,

kao i mogu�nosti da se iz ǌega ,,pobegne”, ukoliko to nije globalni

minimum problema. VNS se zasniva na tri zapa�aǌa [18,34]:

1) Lokalni minimum u jednoj okolini nije nu�no lokalni minimum za

neku drugu okolinu.

2) Globalni minimum je lokalni minimum u svim okolinama.

3) Za veliki broj problema lokalni minimumi su relativno blizu

jedni drugima.

Posledǌa stavka, koja je qisto empirijska, ukazuje na to da lokalni

minimum qesto sadr�i informaciju o globalnom i zbog toga se javǉa

potreba za istra�ivaǌem okolina lokalnih minimuma. Ova tri za-

pa�aǌa se mogu koristiti deterministiqki, stohastiqki ili kombi-

novano, qime se dobijaju razliqite modifikacije VNS-a. Za bilo koju

varijantu VNS-a, potrebno je u prostoru X iz (1.1) definisati konaqan

skup okolina koje oznaqavamo sa Nk, k = 1, 2, ..., kmax, gde Nk(x) oznaqava k-

tu okolinu taqke x. Najuqestaliji sluqaj je N1 ⊂ N2 ⊂ N3 ⊂ · · · ⊂ Nkmax.

Na Slici 1.1 ilustrovan je naqin pretra�ivaǌa okolina kod metode

promenǉivih okolina (preuzeto iz [1]).

U daǉem tekstu navedene su neke od osnovnih varijanti VNS metode, dok

se vixe detaǉa mo�e na�i u [30,31,34,35,53].

2.1.1 Metoda promenǉivog spusta

Kako lokalni minimum u jednoj okolini nije obavezno lokalni mi-

nimum u nekoj drugoj okolini, promena okoline se mo�e odvijati pri-
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Slika 1: Ilustracija primene metode promenǉivih okolina

likom lokalne pretrage, u potrazi za globalnim minimumom. Vari-

janta metode promenǉivih okolina koja se zasniva na ovoj ideji na-

ziva se metoda promenǉivog spusta (engl. Variable Neighborhood Descent,

VND) [18, 31, 34]. Nakon xto se odabere sistem okolina kao i ǌihov

redosled biraǌa N1, N2, ..., Nkmax, metoda kre�e izvrxavaǌe od poqetne

taqke x koja se postavǉa kao najboǉe rexeǌe x u prvoj iteraciji, a

zatim vrxi lokalno pretra�ivaǌe, nekom metodom lokalne pretrage,

u prvoj okolini N1(x). Neka je prona�eni lokalni optimum u okolini

N1(x) oznacen sa x’. Ukoliko vrednost funkcije ciǉa u taqki x
′
nije

boǉa od x, indeks k se uve�ava za 1 i pretraga se nastavǉa u narednoj

okolini Nk(x), sve dok je k ≤ kmax. Svaki put kada je prona�en lokalni

minimum x′ u okolini Nk(x) boǉi od x, tj. takvo da je f(x
′
) < f(x), ono se

proglaxava za najboǉe rexeǌe (x ← x
′
), k se postavǉa na 1 i pretraga

se nastavǉa u okolini N1(x). U svakoj iteraciji, kad god je rexeǌe lo-

kalne pretrage x
′
u okolini Nk(x) loxije od trenutno najboǉeg x, indeks

k se uve�ava za 1 i pretraga se nastavǉa u okolini Nk(x). Proces se

zaustavǉa kada obi�emo sve okoline trenutnog rexeǌa x. VND metoda

kao rezultat vra�a vrednost funkcije ciǉa u taqki x i tu vrednost

proglaxavamo za rexeǌe naxeg problema.

VND je deterministiqka metoda, xto znaqi da u svom izvornom obliku

ne sadr�i ideje sluqajnog izbora. Prilikom lokalnog pretra�ivaǌa

okolina VND najqex�e koristi strategiju najboǉeg poboǉxaǌa (engl.

Best improvement strategy), odnosno taqka x
′
koja se dobije prilikom lo-

kalne pretrage u nekoj okolini je i najboǉe poboǉxaǌe. Druga mogu�-
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nost je primena strategije prvog poboǉxaǌa (engl. First improvement

strategy) koja u konkretnoj okolini pronalazi prvo rexeǌe x
′
koje je

boǉe od trenutnog i pretragu daǉe nastavǉa posmatraju�i okoline

Nk, k = 1, 2, ...kmax taqke x
′
. Strategija prvog poboǉxaǌa se koristi

u sluqajevima kada je strategija najboǉeg poboǉxaǌa suvixe vremen-

ski zahtevna, npr. kod slo�enih problema gde je texko na�i dopustive

susede ili okolina sadr�i suvixe veliki broj dopustivih rexeǌa koje

bi trebalo sve obi�i.

Pseudo-xematski prikaz metode promenǉivog spusta predstavǉen je Al-

goritmom 1.

Algoritam 1. Osnovna struktura metode VND.

/* Inicijalizacija */

Definisati niz okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok k > kmax

/* Istra�ivaǌe okoline */

Prona�i najboǉe rexeǌe x′ u okolini Nk(x);

/* Da li se pomeriti? */

Ako f(x′) < f(x) onda
Postaviti x← x′, f(x)← f(x′) i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.

2.1.2 Redukovana metoda promenǉivih okolina

Prilikom upotrebe metode promenǉivih okolina, obiqno najvixe vre-

mena zahteva tra�eǌe lokalnog minimuma u konkretnoj okolini, kao i

,,beg” iz zamke lokalnog minimuma jednom kada je prona�en. Zbog toga je

u [31,34] predlo�ena nova varijanta VNS-a, tzv. redukovana metoda pro-

menǉivih okolina (engl. Reduced Variable Neighborhood Search, RVNS ), koja
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u potpunosti odbacuje tra�eǌe najboǉeg rexeǌa u konkretnoj okolini,

ve� tra�i samo prvo poboǉxaǌe funkcije ciǉa f(x′) u nekoj taqki x′,

da bi nakon tog poboǉxaǌa nastavila daǉe pretragu u okolini taqke

x′. RVNS metoda se najqex�e koristi za dobijaǌe kvalitetnih rexeǌa

koja daǉe predstavǉaju poqetna rexeǌa za neke druge metaheuristiqke

ili egzaktne metode. Me�utim, postavǉa se pitaǌe kako se kretati

kroz prostor rexeǌa, odnosno definisati kako u konkretnoj okolini iz-

abrati rexeǌe koje �e biti upore�eno sa teku�im najboǉim rexeǌem, u

pogledu vrednosti funkcije ciǉa. Najjednostavniji pristup je pomerati

se na sluqajan naqin. Naime, nakon definisaǌa strukture okolina Nk,

k = 1, 2, ..., kmax i odre�ivaǌa poqetnog rexeǌa x (postavǉaju�i ga u

poqetnom trenutku kao trenutno najboǉe rexeǌe, tj. x ← x), iz prve

okoline N1(x) se na sluqajan naqin bira taqka x′. Zatim se porede vred-

nosti funkcije ciǉa u taqki x′ i u taqki x. Ukoliko je f(x′) < f(x),

postavǉamo za novo trenutno najboǉe rexeǌe x′ (x← x′), k se vra�a na

1 i pretraga se nastavǉa poqevxi od prve okoline N1(x). Ukoliko je

f(x′) ≥ f(x), indeks k se uve�ava za 1 i pretraga se nastavǉa u narednoj

okolini taqke x. Postupak sluqajnog izbora taqke x′ iz okoline Nk(x)

naziva se razmrdavaǌe (engl. shaking). Kada se pretra�e sve okoline,

tj. kada k dostigne vrednost kmax, RVNS metoda nastavǉa proceduru

pretrage, postavǉaju�i k = 1 i pretra�uju�i okoline iznova dok se

ne postigne poboǉxaǌe ili neki kriterijum zaustavǉaǌa (npr. maksi-

malno vreme izvrxavaǌa, maksimalan broj iteracija, maksimalan broj

iteracija izme�u dva poboǉxaǌa itd.). Pseudo-xematski prikaz metode

RVNS dat je Algoritmom 2.

Algoritam 2: Osnovna struktura metode RVNS.

/* Inicijalizacija */

Definisati niz okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax;

Definisati kriterijum zaustavǉaǌa;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Na sluqajan naqin izabrati taqku x′ u okolini Nk(x);

/* Da li se pomeriti? */

Ako f(x′) < f(x) onda
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Postaviti x← x′, f(x)← f(x′) i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.

2.1.3 Osnovna varijanta metode promenǉivih okolina

Kod VND metode je primarno bilo tra�eǌe lokalnog minimuma, dok je

kod RVNS varijante najva�nija ideja sluqajnog izbora taqke, odnosno

razmrdavaǌe, koja nam omogu�ava da pretra�imo i najudaǉenije oblasti

podskupa X skupa rexeǌa, pod uslovom da definisan skup okolina to

dozvoǉava. Osnovna varijanta metode promenǉivih okolina (engl. Basic

Variable Neighborhood Search, BVNS) koristi ideje prethodne dve metode.

Prikaz pseudokoda osnovne varijante VNS metode dat je Algoritmom

3. Nakon xto se definixu okoline N1, N2, ..., Nkmax, poqetna taqka x

i odredi kriterijum zaustavǉaǌa, pristupa se procesu razmrdavaǌa,

odnosno bira se sluqajna taqka x′ iz prve okoline N1(x), a zatim se pri-

meǌuje lokalna pretraga u nekoj okolini taqke x′, koja ne mora nu�no

da bude ista okolina koja se koristi u procesu razmrdavaǌa (qak ne

mora biti ni iste strukture). Postupkom lokalne pretrage odre�uje

se neki lokalni minimum x′′. Ukoliko je x = x′′ (xto bi znaqilo da je

pretraga stigla ,,na dno doline”), primeǌuje se lokalna pretraga na

slede�u okolinu taqke x, tj. N2(x). Ako je x 6= x′′ i f(x′′) ≥ f(x), nije

prona�eno boǉe rexeǌe od trenutnog i pretraga se nastavǉa tako�e u

okolini N2(x). U sluqaju da je f(x′′) < f(x), boǉe rexeǌe x′′ se prih-

vata kao trenutno najboǉe i opisani postupak se daǉe primeǌuje oko

taqke x′′, odnosno postavǉa se x← x′′ i k = 1. Kada se obi�u sve okoline

neke taqke, odnosno kada se dostigne kmax, pretraga se nastavǉa oko iste

taqke postavǉaju�i k = 1. Iterativno ponavǉamo proceduru razmrda-

vaǌa i lokalne pretrage dok se ne ispuni neki kriterijum zaustavǉaǌa

(npr. maksimalan broj iteracija).
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Algoritam 3: Pseudo-xema metode BVNS.

/* Inicijalizacija */

Definisati niz okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax;

Definisati kriterijum zaustavǉaǌa;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Na sluqajan naqin izabrati taqku x′ u okolini Nk(x);

/* Lokalna pretraga */

Primeniti neku metodu lokalnog pretra�ivaǌa u okolini

rexeǌa x′ kako bi se dobio lokalni minimum x′′ problema;

/* Da li se pomeriti? */

Ako f(x′′) < f(x) onda
Postaviti x← x′′, f(x)← f(x′′) i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.

2.1.4 Opxta varijanta metode promenǉivih okolina

Ako se procedura lokalne pretrage u BVNS varijanti zameni VND

metodom, dobija se Opxta metoda promenǉivih okolina (engl. General

Variable Neighborhood Search, GVNS), qiji koraci su prikazani Algorit-

mom 4.
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Algoritam 4: Osnovna struktura metode GVNS.

/* Inicijalizacija */

Definisati niz okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax koje se koriste za razmrdavaǌe;

Izabrati skup okolina Nl, l = 1, 2, ..., lmax koje se koriste za lok. pretragu;

Definisati kriterijum zaustavǉaǌa;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Na sluqajan naqin izabrati taqku x′ u okolini Nk(x);

/* Lokalna pretraga */

2: Postaviti l← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije l > lmax

/* Istra�ivaǌe okoline */

Prona�i najboǉe rexeǌe x′′ u okolini Nl(x
′);

/* Da li se pomeriti? */

Ako f(x′′) < f(x) onda
Postaviti x′ ← x′′, f(x′)← f(x′′) i idi na 2;

inaqe
Postaviti l← l + 1;

kraj
/* Da li se pomeriti? */

Ako f(x′′) < f(x) onda
Postaviti x← x′′, f(x)← f(x′′) i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.

2.1.5 Metoda promenǉivih okolina sa dekompozicijom

Metoda promenǉivih okolina sa dekompozicijom (engl. Variable Neigh-

borhood Decomposition Search, VNDS) je kombinacija BVNS-a i ideje razbi-

jaǌa problema na potprobleme maǌih dimenzija [36]. Naime, za poqetnu
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taqku x, svi atributi (npr. koordinate taqke) osim ǌih k, su fiksi-

rani prilikom lokalne pretrage. Na taj naqin se definixu modifiko-

vane okoline Vk(x), k = 1, 2, ..., kmax, gde je Vk(x) ⊆ Nk(x). Poqetan korak

metode je isti kao i za BVNS, izabere se na sluqajan naqin taqka x′ iz

okoline N1(x). Umesto pretrage cele okoline N1(x), sada se rexava pro-

blema nala�eǌa lokalnog minimuma po jednom (jer je na poqetku k = 1)

nefiksiranom atributu koji je sluqajno odabran. Neka je y skup takvih

atributa (na poqetku je to samo jedan), a skup fiksiranih y′. Zatim se

vra�a rexeǌe lokalne pretrage y′′, generixe se novo rexeǌe kao skup

fiksiranih atributa i dobijenog y′′ i poredi se sa do tada najboǉim

rexeǌem x. Ukoliko nije postignuto poboǉxaǌe, prelazi se na slede�u

okolinu (k = 2) i iterativno se ponavǉa postupak sa razmrdavaǌem i

lokalnom optimizacijom dok se ne na�e boǉe rexeǌe od trenutnog. Sada

je prostor Vk(x) dimenzije 2 i rexava se dvodimenzionalan problem lo-

kalne pretrage. Iterativno se ponavǉa potupak za k ≥ 2. Kada je za neko

k na�eno boǉe rexeǌe x′′ = y′′∪y′, ono se prihvata (x← x′′) i pretraga se

daǉe nastavǉa u okolini N1(x). Kriterijum zaustavǉaǌa se mo�e defi-

nisati na razliqite naqine, kao maksimalno vreme izvrxavaǌa metode,

maksimalan broj izvrxenih iteracija itd.

Algoritam 5: Pseudo-xematski prikaz metode VNDS.

/* Inicijalizacija */

Definisati niz okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax;

Definisati kriterijum zaustavǉaǌa;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Na sluqajan naqin izabrati taqku x′ u okolini Nk(x);

Odrediti skup atributa y rexeǌa x′ koji ne karakterixu x,

tj. y = x′\x;
/* Lokalna pretraga */

Primeniti neku metodu lokalnog pretra�ivaǌa u prostoru rexe-

ǌa za y i dobijeni optimum oznaqiti sa y′, a sa x′′ odgovaraju�e

rexeǌe za polazni problem, x′′ = (x′\x) ∪ y′;
/* Da li se pomeriti? */

Ako f(x′′) < f(x) onda
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Postaviti x← x′′, f(x)← f(x′′) i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.

Ponekad se, osim ulaznog parametra kmax, kod VDNS metode uvodi jox

jedan parametar koji oznaqava maksimalno dozvoǉeno vreme za izvr-

xavaǌe potproblema ili maksimalna dimenzija potproblema koji re-

xavamo. Ako bi se taj parametar dostigao tokom implementacije metode,

postavili bismo k = 1, tj. nastavili bismo pretragu na potproblemu

najmaǌe dimenzije i time potencijalno ubrzali proces pretra�ivaǌa.

U zavisnosti od prirode problema, mo�e se definisati da naredna

okolina bude Nk′, gde je k′ = k + kstep (umesto k = k + 1), ili k = kmin

(umesto k = 1). Struktura metode VNDS prikazana je Algoritmom 5.

2.1.6 Zakoxena metoda promenǉivih okolina

Kod problema optimizacije koji imaju mnogo lokalnih minimuma, oni

su najqex�e blizu jedan drugom i metode zasnovane na lokalnom pre-

tra�ivaǌu relativno lako pronalaze lokalne minimume koji su bliski.

Me�utim, postoje i problemi kod kojih se lokalni minimumi nalaze

vrlo daleko jedni od drugih, u izolovanim delovima prostora, me�u-

sobno ogra�enim prostranim izvrnutim ”planinama”. U tom sluqaju,

po�eǉno je koristiti strukturu okolina koje su ve�ih dimenzija, da

bismo ,,pokrili” potencijalan globalni minimum grupisan oko lokalnih.

Sa pove�aǌem veliqine okolina pove�ava se i procesorsko vreme neo-

phodno za ǌihovo pretra�ivaǌe. U graniqnom sluqaju metoda se pre-

tvara u vixestruko lokalno pretra�ivaǌe (engl. Multistart search), koje

je maǌe efikasno. Jedan od naqina kojim bi se ovaj problem mogao pre-

vazi�i je primena Zakoxene metode promenǉivih okolina (engl. Skewed

Variable Neighborhood Search, SVNS) [18, 33]. U ovoj modifikaciji osnovne

VNS metode, dozvoǉava se prelazak iz jednog lokalnog minimuma x u

drugi lokalni minimum x′′ i u sluqaju pogorxaǌa funkcije ciǉa. Kri-

terijum za prelazak iz jednog rexeǌa u drugo koristi kombinaciju
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vrednosti funkcije ciǉa u tim rexeǌima i ǌihovu udaǉenost. Neka

je sa ρ(x, x′′) oznaqena udaǉenost rexeǌa x od x′′, kao npr. Euklid-

sko rastojaǌe. Prelazak iz rexeǌa x u x′′ bi�e dozvoǉeno ukoliko je

f(x′′) − α · ρ(x, x′′) < f(x), gde f oznaqava vrednost funkcije ciǉa, a α je

unapred zadati pozitivan parametar. Parametar α se bira eksperimen-

talno tako da omogu�i pretra�ivaǌe okolina daleko od x kada je f(x′′)

ve�e od f(x). Na primer, da bi se izbeglo pomeraǌe od x ka bliskim

rexeǌima kada je ρ(x, x′′) malo, mo�e se izabrati velika vrednost za pa-

rametar α. Za α = 0, SVNS metoda se svodi na metodu BVNS.

Algoritmom 6 data je pseudo-xema za SVNS.

Algoritam 6: Pseudo-xema metode SVNS.

/* Inicijalizacija */

Definisati niz okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax;

Definisati kriterijum zaustavǉaǌa;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

Odrediti parametar α i metriku ρ;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Na sluqajan naqin izabrati rexeǌe x′ u okolini Nk(x);

/* Lokalna pretraga */

Primeniti neku metodu lokalnog pretra�ivaǌa u okolini

rexeǌa x′;

Neka je x′′ dobijeni lokalni minimum problema;

/* Poboǉxaǌe ili ne? */

Ako f(x′′) < f(x) onda
Postaviti x← x′′, f(x)← f(x′′) i idi na 1;

Ako f(x′′)− α · ρ(x′′, x) < f(x) onda
Postaviti x← x′′ i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.
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Parametar metode α se bira eksperimentalno tako da omogu�i pre-

tra�ivaǌe okolina daleko od x kada je f(x′′) ve�e od f(x). Na primer, da

bi se izbeglo pomeraǌe od x ka bliskim rexeǌima kada je ρ(x, x′′) malo,

mo�e se izabrati velika vrednost za parametar α i suprotno. Obiqno

je potrebno izvrxiti preliminarne eksperimente u ciǉu odre�ivaǌa

adekvatne vrednosti parametra α za konkretan problem koji se rexava

SVNS metodom ne bi li se pronaxla odgovaraju�a formula za navedeni

parametar.

2.1.7 Paralelizacija

Ideja paralelnog izvrxavaǌa algoritma je proistekla iz �eǉe za

ubrzaǌem procesa i smaǌeǌe raqunarskog vremena koje je potrebno za

rexavaǌe problema, a tako�e i za pove�aǌem kvaliteta istra�ivaǌa

prostora u kom se nalazi rexeǌe (preko tzv. nezavisnih niti pretrage).

Nekoliko strategija za paralelizaciju VNS-a je predlo�eno u litera-

turi (pogledati [12, 54]). Paralelizacija se mo�e posti�i koriste�i

programski interfejs, npr. OpenMp, koji slu�i za povezivaǌe raqu-

narskih jezgara i ǌihove memorije, uz odre�enu strategiju (ili vixe

ǌih). U radu [12], predlo�eno je nekoliko strategija za paralelizaciju.

Jedna od mogu�ih strategija je istra�ivaǌe razliqitih okolina VNS

metode paralelno, tako xto se koraci metode (razmrdavaǌe i lokalna

pretraga) izvrxavaju u isto vreme na razliqitim procesorima anal-

iziraju�i razliqite okoline. U radu [32] izvrxena je paralelizacija

definixu�i procesore po prioritetima, sa jednim nadre�enim i neko-

liko podre�enih procesora za pretra�ivaǌe vixe okolina. Nadre�eni

procesor vodi raquna o kriterijumu zaustavǉaǌa, a�uriraǌu rexeǌa,

donosi odluke o usmeravaǌu daǉe pretrage, dok podre�eni procesori

izvrxavaju delove VNS metode poqevxi od koraka razmrdavaǌa. Vixe

detaǉa o ideji paralelizacije i naqinima realizacije se mo�e na�i

u [12,54].

2.2 Metoda promenǉivih okolina u kontinualnoj

optimizaciji

Iako je prvobitno slu�ila za rexavaǌe problema diskretne opti-

mizacije, gde i danas nalazi veliku primenu, u posledǌih desetak go-
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dina metoda promenǉivih okolina uspexno je primeǌivana i na pro-

bleme kontinualne optimizacije. Prvi kontinualni problem za koji je

predlo�ena primena VNS-a je bio Veberov problem (engl. Multisource We-

ber problem), u literaturi poznat i pod nazivom lokacijsko-alokacijski

problem (eng. Location-alocation problem) [7, 8]. Kod ovog problema, dato

je n potroxaqa koji se nalaze na unapred poznatim lokacijama, a za-

datak je na�i pozicije (u prostoru R2) m novih postrojeǌa koji uslu-

�uju pomenute potroxaqe, tako da se minimizuje ukupna cena trans-

porta robe (i/ili ukupno vreme neophodno za opslu�ivaǌe potroxaqa).

Naredni problem kontinualne optimizacije na koji je primeǌen VNS je

uopxteni problem bilinearnog programiraǌa (engl. General bilinear pro-

gramming problem) [31]. Iako oba ova problema pripadaju kontinualnoj

optimizaciji, glavni koraci za rexavaǌe su kombinatorne prirode. Na

primer, za Veberov problem, okolina neke taqke (kontinualnog rexeǌa)

se mo�e definisati ili premextaǌem objekata ili realokacijom potro-

xaqa. Na ovaj naqin ukupan broj rexeǌa je uvek konaqan. VNS metoda

u kontinualnoj optimizaciji, bez elemenata diskretizacije je prvi put

predlo�ena u [55] gde je razmatrano rexavaǌe nelinearnog problema bez

ograniqeǌa za dizajn rasutog spektra polifaznog radara (engl. Spread

spectrum radar polyphase code design problem). Danas se izvorni VNS kom-

binuje i sa drugim metaheuristiqkim metodama, u ciǉu poboǉxaǌa

efikasnosti algoritma. Me�utim, qesto se ta kombinacija (u stru-

qnoj literturi poznata i pod nazivom hibridizacija) oslaǌa na karakte-

ristike konkretnog problema, tj. suvixe je kompleksna i, za razliku

od VNS-a, retko se uspexno mo�e primeniti na vixe razliqitih pro-

blema, iako su problemi slicni. U posledǌih nekoliko godina, razvi-

jen je softverski paket GLOB za rexavaǌe nelinearnih problema sa

intervalnim ograniqeǌima [45, 51], koji je usavrxen u radu [17] doda-

vaǌem vixe razliqitih varijanti VNS-a koje korisnik ima na raspo-

lagaǌu. Za mnoge probleme kontinualne (kao i kombinatorne) opti-

mizacije, VNS metoda se pokazala uspexnijom od drugih metaheuris-

tiqkih metoda [34,45,55].
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2.2.1 GLOB - VNS

Problem globalne kontinualne optimizacije bez ograniqeǌa se defi-

nixe kao:

global min
x∈X

f(x), (2.1)

gde je f : Rn → R neprekidna funkcija na kompaktnom skupu X. U

ve�ini sluqajeva iz prakse, tra�eǌe globalnog minimuma nije lako

sprovesti usled prisustva qesto mnogo lokalnih minimuma, qiji broj

mo�e da raste eksponencijalno u skladu sa porastom dimenzije pro-

blema. Pored odre�ivaǌa najmaǌeg minimuma me�u svim lokalnim mi-

nimumima, neophodno je obezbediti i da raqunarsko vreme potrebno

za rexavaǌe tog problema bude xto je mogu�e maǌe. Ipak, u opxtem

sluqaju, mogu�e je konstruisati algoritme koji sa nekom dozvoǉenom

grexkom ε mogu na�i rexeǌe, koje je u tom smislu aproksimacija taqnog

rexeǌa.

Kǉuq GLOB-VNS-a je u definisaǌu razliqitih okolina koje �e istra�i-

ti prostor rexeǌa. Tako�e, u radu [9] je pokazano da generisaǌe slu-

qajnih taqaka uniformnom raspodelom u fazi razmrdavaǌa, koja je na-

jqex�i izbor u literaturi, nije uvek i najboǉi naqin za sluqajan od-

abir taqke u konkretnoj okolini. Upravo ovi parametri su istra�eni

i doveli do razvoja softvera GLOB-VNS [17, 52], koji je konstruisan u

xirem smislu, tako xto rexava ne samo probleme bez ograniqeǌa, ve�

i probleme sa ograniqeǌima.

Neka je Nk, k = 1, 2, ..., kmax konaqan skup unapred definisanih okolina i

Nk(x) skup taqaka koje pripadaju okolini Nk taqke x. Pitaǌa na koja bi

trebalo obratiti pa�ǌu prilikom definisaǌa okolina su slede�a [34]:

a) Koje karakteristike okolina su obavezne da bi metoda mogla da

na�e globalni minimum (ili rexeǌe ,,blizu” globalnog minimuma)?

b) Koje osobine okolina su po�eǉne, s obzirom na iskustvo, u prona-

la�eǌu rexeǌa?

v) Da li bi okoline trebalo da budu ugǌe�dene i ako ne, kako ih

urediti?

Prva dva pitaǌa su najopxtija i baziraju se na �eǉi da se rexeǌe

primenom VNS metode na�e xto br�e, a da se pritom, ne znaju�i gde se

najboǉe ,,doline” nalaze, okoline definixu tako da obi�u ceo prostor
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X i da se ne ostavi mogu�nost da se veqito zaglavimo u maǌoj ,,dolini”.

Preciznije, �elimo da ceo skup X bude sadr�an, u svakom trenutku, u

uniji svih okolina Nk(x), tj.

X ⊆ N1(x) ∪N2(x) ∪ · · · ∪Nkmax(x), ∀x ∈ X.

Ovaj sistem okolina mo�e biti formiran tako da bude ugǌe�den, tj.

da va�i:

N1(x) ⊆ N2(x) ⊆ · · · ⊆ Nkmax(x), X ⊂ Nkmax , ∀x ∈ X.

Najqex�e se ugǌe�dene okoline definixu na slede�i naqin:

Nk(x) = {y|ρ(x, y) ≤ ρk} (2.2)

gde je ρ(·, ·) funkcija rastojaǌa, odnosno metrika u prostoru Rn × Rn.

Metrika je uglavnom neko lp rastojaǌe izme�u dve taqke, gde 1 ≤ p ≤ ∞.

Obiqno se uzima da je p = 1, p = 2 ili p = ∞. Definisaǌem metrike

odre�ena je struktura okolina G, a okolina Nk je odre�ena geometrijom

G i brojem ρk. U radu [17] se koristi neugǌe�dena struktura okolina:

Nk(x) = {y|ρk−1 ≤ ρ(x, y) ≤ ρk} (2.3)

za koju je pokazano da u sluqaju brojnih problema kontinualne opti-

mizacije dovodi do boǉih rezultata u odnosu na strukturu ugǌezdenih

okolina. Jox jedan jednostavan sistem okolina dobija se kompresijom

skupa X oko taqke x. Naime, ako je X definisan kao:

X = {(x1, x2, ..., xn ∈ Rn)|ai ≤ xi ≤ bi, ai, bi ∈ R, i = 1, ..., n}, (2.4)

tada se okolina oko x∗ mo�e definisati kao:

x∗i − xi ≤ ri(x
∗
i − ai) (2.5)

xi − x∗i ≤ ri(bi − x∗i ) (2.6)

za neke 0 < ri ≤ 1, i = 1, ..., n.

GLOB-VNS dopuxta da korisnik sam odredi koja �e se metrika kori-

stiti ili se metrike automatizovano tokom rada meǌaju po nekom una-

pred definisanom redosledu. Radijusi ρk se meǌaju sa pove�aǌem in-
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deksa k i vrednosti radijusa su ili unapred definisane od strane ko-

risnika ili se po automatizmu izraqunavaju u procesu optimizacije.

Pored definisaǌa geometrije okolina, javǉa se i problem naqina defi-

nisaǌa raspodele sluqajnih brojeva P koja �e se koristiti za nala�eǌe

sluqajne taqke x′ iz okoline Nk(x) u koraku razmrdavaǌa. U ovu svrhu,

najqex�e se u literaturi koristi uniformna raspodela. Slo�enost

izraqunavaǌa za generisaǌe taqke na sluqajan naqin u Nk(x), preko uni-

formne raspodele, zavisi od geometrije ovog skupa. Odre�ivaǌe sluqa-

jne taqke sa uniformnom raspodelom u okolini definisanoj l∞ normom

(n-dimenzionalna kocka) je jednostavno, ali u sluqaju da se koristi

neka druga norma, ovaj proces se uslo�ǌava. Na primer, za generisaǌe

sluqajnih taqaka uniformno raspore�enih u okviru jediniqne kugle B

mogu se koristiti razliqiti algoritmi. Jedan naqin je metoda probe

i grexke (eng. acceptance- rejection method) koja najpre generixe sluqa-

jnu taqku, uniformnom raspodelom u kocki Q = [−1, 1]n, a zatim se vrxi

provera da li se taqka nalazi unutar ili izvan B. U sluqaju kada je

taqka van B, ona se odbacuje i proces se ponavǉa sve dok se ne dobije

taqka koja �e biti unutar kugle B. Ova metoda je jednostavna za imple-

mentaciju, ali za ve�e dimenzije je dosta neefikasna. Kako su sa poras-

tom dimenzije n-dimenzionalna kocka Q i unutar ǌe odgovaraju�a kugla

B nesrazmerne, ovaj pristup nije pogodan za velike dimenzije. Alterna-

tivno, mogu se koristiti sferne koordinate kako bi se prevazixao ovaj

problem, ali u tom sluqaju algoritam koristi trigonometrijske funk-

cije qije izraqunavaǌe znaqajno usporava algoritam. Drugi, efikas-

niji naqin za generisaǌe sluqajnih brojeva preko uniformne raspodele

sastoji se iz dva koraka [18]:

1) Arens - Diter algoritam ([1], [33]) se koristi za brzo generisa-

ǌe jednodimenzionalne normalne sluqajne promenǉive. Generi-

saǌem n-dimenzionalnog sluqajnog vektora na ovaj naqin, nakon

normiraǌa, dobija se, uniformnom raspodelom, taqka na jediniq-

noj sferi.

2) Sluqajan polupreqnik r se generixe uzimaju�i u obzir da je funk-

cija gustine za r proporcionalna povrxini sfere polupreqnika r,

tj. Crn−1. Funkcija raspodele F (x) i ǌen inverz su jednostavni
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za raqunaǌe, te se r mo�e dobiti kao r = F−1(u), gde je u ∈ [0, 1]

uniformno dobijena sluqajna veliqina.

Struktura GLOB-VNS metode prikazana je Algoritmom 7. Kod ove metode,

korisnik mo�e da izabere geometrijske strukture Gl indukovane l1, l2 ili
l∞ normom u (2.2) i (2.3), kao i za Pl uniformnu ili hipergeometrijsku

raspodelu. Tako�e, korisnik mo�e da proizvoǉno definixe broj i re-

dosled parova geometrija okolina i raspodela (Gl,Pl), l = 1, ...,m.

Algoritam 7: Pseudo-xema metode GLOB-VNS.

/* Inicijalizacija */

Izabrati parove (Gl,Pl), l = 1, ...,m;

Postaviti polupreqnike ρi, i = 1, ..., kmax ;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti l← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije l > m

Formirati okoline Nk, k = 1, ..., kmax koriste�i geometrijsku

strukturu Gl i polupreqnik ρk;

Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Generisati taqku y u okolini Nk(x) koriste�i raspodelu Pl;
/* Lokalna pretraga */

Primeniti neku metodu lokalne pretrage u okolini y

kako bi se dobio lokalni minimum y′;

/* Da li se pomeriti? */

Ako f(y) < f(x) onda
Postaviti x← y i idi na 1;

inaqe
Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj

Postaviti l← l + 1;

kraj
kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.
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U sluqaju procedure lokalne pretrage, u literaturi se mo�e na�i

vixe predloga. Iz praktiqnih razloga efikasnosti je dobro da na

izboru budu i metode pogodne za optimizaciju nediferencijabilnih

funkcija, kao i br�e metode za optimizaciju glatkih funkcija. U [4]

predlo�en je metod oblasti povereǌa (eng. trust region), dok u GLOB-

VNS paketu [17], korisnik ima izbor xest razliqitih metoda lokalne

pretrage [18]:

• Nelder - Mid (engl. Nelder - Mead, NM) metoda [57] spada u klasu

metoda direktne pretrage koje ne koriste (parcijalne) izvode funk-

cije, pa se zato koriste za lokalnu pretragu nediferencijabilnih

funkcija. Ideja metode je da se koristi simpleks, poliedar odred-

jen sa n+ 1 taqkom. U svakoj od iteracija, jedna od ǌegovih taqaka

se odbacuje i zameǌuje novom, qime se dobija novi simpleks. NM u

svojoj originalnoj verziji koristi tri probna koraka: refleksiju,

ekspanziju i kontrakciju. Ovim koracima se formiraju tri nove

taqke, a jedna od ǌih zameǌuje najloxiju taqku simpleksa. Uko-

liko nijedna od ovih novih taqaka nema maǌu vrednost funkcije

ciǉa od najloxije, najloxijih n taqaka se pomera ka najboǉoj u

tom trenutku, tzv. skupǉaǌem (eng. shrinking). Ovaj postupak se

ponavǉa dok simpleks ne postane dovoǉno mali ili se ne ispuni

neki drugi kriterijum zaustavǉaǌa.

• Huk - �evis (engl. Hooke-Jeeves, HJ) metoda [41] sastoji se od dva

koraka. Ideja je da se u svakoj iteraciji odrede smerovi u ko-

jima grafik funkcije ima ,,brda” i ,,doline”, a zatim se ,,doline”

slede do nove taqke. Postupak algoritma zapocihǌe tako xto se

iz trenutne taqke u svakoj iteraciji naprave ,,koraci” du� svake

od osa. Korak je uspexan ako se vrednost funkcije smaǌila, a

neuspexan ako se vrednost funkcije pove�ala ili ostala ista. Za

funkciju sa n promenǉivih, metoda zahteva (najmaǌe) n smerova za

pretragu. U zavisnosti od toga kako se meǌaju smerovi pretrage,

neki od ǌih mogu da stignu do lokalnog minimuma relativno brzo,

dok neki smerovi zahtevaju vixe vremena za pretragu.

• Rozenbrok (engl. Rosenbrock, RO) metoda [60] u svakoj iteraciji

vrxi pretra�ivaǌe du� svakog od n ortogonalnih pravaca, gde je

n broj promenǉivih u funkciji ciǉa. Pomeraǌe taqke du� jedne
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ose vrxi se za unapred zadati korak. Ukoliko funkcija ciǉa ima

maǌu vrednost od vrednosti u prethodnoj taqki, u slede�em pre-

tra�ivaǌu du� istog pravca vrednost za koju se pomeramo se mno�i

sa poznatim koeficijentom α > 1. U sluqaju da poboǉxaǌe nije

postignuto, u slede�em pretra�ivaǌu du� tog pravca, vrednost za

koju se pomeramo se mno�i sa −β, 0 < β < 1. Ovaj korak itera-

tivnog procesa se ponavǉa sve dok se u svakom pravcu ne pojavi

bar jedno uspexno i jedno neuspexno pretra�ivaǌe. U original-

noj verziji, u svakoj narednoj iteraciji se obezbe�uje da vektori

pravaca budu ortogonalni poznatim Gram-Xmitovim postupkom or-

togonalizacije.

• Metoda najstrmijeg spusta (eng. Steepest Descent, SD) polaze�i od

proizvoǉne poqetne taqke x0 najpre odre�uje vrednost gradijenta u

toj taqki ∇F (x0) = ( ∂F
∂x1

(x0), ∂F
∂x2

(x0), . . . , ∂F
∂xn

(x0)). Gradijent pokazuje

smer u kom funkcija najbr�e raste u okolini te taqke, dok je smer

najbr�eg opadaǌa odre�en antigradijentom −∇F (x0). Funkcija se

pretra�uje u tom smeru, tj. rexava se problem jednodimenzion-

alne optimizacije, ne bi li se naxao koeficijent pravca αk. To se

uglavnom posti�e nekom od tzv. metoda direktne pretrage. Svaka

slede�a taqka iterativnog niza se raquna po formuli xn+1 = xn−αk·
∇F (xn). Dobijeno rexeǌe se prosle�uje kao inicijalno za narednu

iteraciju. Postupak se ponavǉa dok se ne ispuni neki kriterijum

zaustavǉaǌa (ili vixe ǌih).

• Fleqer - Pauel (Fletcher - Powell) metoda [22] pripada skupu tzv.

kvazi-ǋutnovih metoda. Postupak metode je slede�i: kada se u

iterativnom procesu do�e do taqke xk, k = 0, 1, 2, ..., najpre se odre-

�uje u ǌoj vrednost gradijenta i vrednost u taqki x0 odgovaraju�e

aproksimacije inverza Hesijan matrice u taqki xk (matrice dru-

gog izvoda) funkcije F : Rn → R u k-toj iteraciji, Hk. Zatim

se rexava problem minimizacije funkcije jedne promenǉive, kako

bi se odredili skalari αk. Koeficijent αk se odre�uje kao taqka

minimuma (ili aproksimacija taqke minimuma) funkcije φ(α) =

F (xk+α ·dk), gde je dk rexeǌe jednaqine dk = −Hk ·∇F (xk). Primenom

obrasca xk+1 = xk−α ·Hk∇F (xk), k = 0, 1, ... nalazi se slede�a taqka.
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Matrica Hk odre�uje se iz jednakosti koju su predlo�ili Fleqer

i Pauel:

Hk+1 = Hk +
SkS

T
k

SkY T
k

− (HkYk)(HkYk)
T

YkHkYk
, k = 0, 1, ...

gde je H0 proizvoǉna simetriqna pozitivno definitna matrica

(obiqno H0 = I), Sk = xk+1 − xk i Yk = ∇F (xk+1)−∇F (xk).

• Fleqer - Rivs (eng. Fletcher - Reeves) metoda [23] pripada klasi

metoda koǌugovanih pravaca u kojoj se ne koristi Hesijan ve�

samo gradijent funkcije. Svaka slede�a taqka iterativnog niza se

raquna po formuli xk+1 = xk +αkpk, gde je pk+1 = −∇f(xk+1) +βFRk+1 ·pk
i βFRk+1 = ||∇f(xk+1)||2

||∇f(xk)||2 . U svakom koraku se tra�i koeficijent pravca

αk nekom metodom pretrage. Kao poqetna aproksimacija za pravac

se uzima p0 = −∇f(x0). Iterativni postupak se ponavǉa dok se ne

ispuni neki kriterijum zaustavǉaǌa, obiqno kada ||∇f(xn)|| ≤ ε.

Prve tri metode lokalne pretrage ne zahtevaju gradijent funkcije i

mogu se koristiti i kada funkcija ciǉa nije glatka. Za preostale tri

metode neophodan je podatak o gradijentu funkcije koji mo�e biti ili

zadat od strane korisnika ili izraqunat nekom od numeriqkih metoda.

2.2.2 Gausovska metoda promenǉivih okolina za probleme konti-
nualne optimizacije

Ukoliko se za trenutak vratimo na polazni problem (1.1) ili (2.1), s

obzirom da je broj kmax razliqitih okolina koje se koriste konaqan,

u najve�em broju sluqajeva nije mogu�e, polaze�i od trenutno najboǉe

taqke algoritma VNS-a, dosti�i svaku taqku iz skupa X. Zbog ovoga,

postoji mogu�nost da se ne dosegnu oblasti gde se mo�e nalaziti glo-

balni minimum. Drugim reqima, ova ideja sistematiqnih okolina se

mo�e primeniti kada problem koji se razmatra nema ograniqeǌa tipa

(2.1), nego je sa intervalnim ograniqeǌima oblika:

globalmin
x∈X

f(x) (2.7)

gde je X = {x ∈ Rn|ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n}. Parametri ai i bi su poz-

nati za konkretan problem, odnosno zna se u kom rasponu, maǌem ili
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ve�em, se nalaze koordinate promenǉive. Sada je jednostavnije imple-

mentirati ideje iz poglavǉa (2.2.1) koje se tiqu definisaǌa okolina,

odnosno pokriti ceo prostor, sada prostor intervalnog ograniqeǌa X.

Me�utim, dimenzije okolina ne bi trebalo da budu suvixe velike, jer

bi to uzrokovalo usporeǌu algoritma pretrage. Ovde �e biti opisana

varijanta VNS-a koja nema nedostatak nepokrivaǌa celog prostora X

u svakom trenutku iterativnog procesa. Umesto definisaǌa niza raz-

liqitih fiziqkih okolina N1(x), ..., Nkmax(x) i procesa razmrdavaǌa u

okolini Nk(x), mo�e se uzeti da su sve okoline jednake celom prostoru

rexeǌa i definisati niz raspodela P1(x), ..., Pkmax(x) koje �e se kori-

stiti u postupku razmrdavaǌa. Jednostavnosti radi, mo�e se uzeti

za svaku Pk(x) da je n-dimenzionalna normalna raspodela centrirana

u x. Ovakva varijanta VNS-a naziva se Gausovska metoda promenǉivih

okolina (Gaus-VNS) i prvi put je predlo�ena u radu [9]. Koriste�i ovaj

pristup, teorijski je mogu�e ,,skoqiti” iz teku�eg najboǉeg rexeǌa u

bilo koju taqku celog prostora rexeǌa. Time je mogu�e dosti�i do

oblasti gde se nalazi globalni minimum polaze�i od bilo koje taqke,

ukoliko pametno izaberemo matricu kovarijansi. Glavna ideja Gaus-

VNS-a je da se okoline taqke x, {Nk(x)}1≤k≤kmax, zamene raspodelama

verovatno�a {Pk(x)}1≤k≤kmax. U koraku razmrdavaǌa slede�a sluqajna

taqka �e se birati koriste�i raspodelu verovatno�a Pk(x).

Ukoliko bi se za Pk(x) izabrala uniformna raspodela sa nosaqem Nk(x),

tada bi se dobio klasiqan pristup VNS-a. Za raspodele sa neograniqe-

nim nosaqima prirodan izbor je vixedimenzionalna Gausova raspodela

sluqajnih brojeva. Po Centralnoj graniqnoj teoremi, niz sluqajnih

veliqina, pod odre�enim pretpostavkama i okolnostima, grubo govore�i,

konvergiraju ka sluqajnoj promenǉivoj koja ima normalnu raspodelu.

Pretpostavimo u daǉem tekstu da je Pk(x) vixedimenzionalna Gausova

raspodela sa oqekivaǌem x i matricom kovarijansi Σk. Drugim reqima,

sluqajna taqka u koraku razmrdavaǌa se generixe n-dimenzionalnim

sluqajnim vektorom y sa funkcijom gustine:

φ(y) =
1

(2π)
n
2

√
|Σk|

e−
1
2

(y−x)T Σ−1
k (y−x), |Σk| = det Σk.

Ukoliko �elimo da implementiramo metodu, veoma je va�no da se ko-

risti efikasan generator sluqajnih brojeva sa Gausovom raspodelom.

Sluqajne veliqine sa gustinom raspodele Pk(x) se mogu lako dobiti od
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n nezavisnih vrednosti z1, ..., zn dobijenih Gausovom raspodelom sa mate-

matiqkim oqekivaǌem 0 i disperzijom 1, za koju postoje generatori pseu-

dosluqajnih brojeva. Jedan od primera je The Ziggurat Method [48]. Ako

je Σk = LkL
T
k Holecki dekompozicija simetriqne i pozitivno definitne

matrice Σk, onda je sluqajan vektor dobijen kao y = x + Lkz, gde je

z = (z1, ..., zn), vektor sa nezavisnim sluqajnim veliqinama, sa raspode-

lom N (0, 1). Odavde, generisaǌe sluqajnog vektora, koriste�i Pk(x), se

svodi na raqunaǌe Holecki dekompozicije matrice Σk, a zatim generisa-

ǌa n nezavisnih brojeva koriste�i normalnu raspodelu sa oqekivaǌem

0 i disperzijom 1.

Postupak se dodatno olakxava ukoliko se za matricu kovarijansi Σk

uzme umno�ak jediniqne matrice I, tj.

Σk = σ2I, k = 1, 2, ..., kmax, (2.8)

jer je u ovom sluqaju Holecki dekompozicija jednostavno Σk = (σkI)T (σkI).

Tada su koordinate zi sluqajnog vektora z jednodimenionalne nezavisne

Gausove sluqajne veliqine sa oqekivaǌem 0 i disperzijom σk.

Algoritam 8: Pseudo-xema metode Gaus-VNS.

Izabrati skup matrica kovarijansi Σk, k = 1, ..., kmax ;

Na sluqajan naqin izabrati poqetno rexeǌe x ∈ X i x← x ;

ponavǉaj naredne korake dok nije ispuǌen kriterijum zaustavǉaǌa

1: Postaviti k ← 1;

ponavǉaj naredne korake dok nije k > kmax

/* Razmrdavaǌe */

Generisati y koriste�i Gausovu raspodelu sluqajnih brojeva

sa oqekivaǌem x i matricom kovarijansi Σk;

/* Lokalna pretraga */

Primeniti neku metodu lokalnog pretra�ivaǌa u okolini

rexeǌa y kako bi se dobio lokalni minimum y′ problema;

/* Da li se pomeriti? */

Ako f(y′) < f(x) onda
Postaviti x← y′, f(x)← f(y′) i idi na 1;

Postaviti k ← k + 1;

kraj
kraj
Stop. Taqka x je aproksimacija rexeǌa problema.
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Nakon razmrdavaǌa i opisanog naqina dobijaǌa sluqajne taqke iz

celog prostora pretrage (X ili Rn), primeǌuje se lokalna pretraga u

ciǉu dobijaǌa poboǉxanog rexeǌa. Za dobijaǌe lokalnog minimuma

koristi se neka od metoda koje su pomenute u prethodnom odeǉku (2.2.1).

Pseudo-xemaski prikaz metode Gaus-VNS-a dat je Algoritmom 8.

3 Implementacija metode promenǉivih
okolina

U ovom odeǉku je predstavǉen naqin implementacije metode promen-

ǉivih okolina, odnosno kako su formirane faze same metode. Za im-

plementaciju VNS-a korix�eno je programsko okru�eǌe MATLAB 2016b.

Pri rexavaǌu nelinearnih problema globalne optimizacije, kao mera

kvaliteta metode najqex�e se uzima ukupan broj raqunaǌa vrednosti

funkcije ciǉa do trenutka kada je dostignuto optimalno (ili najboǉe)

rexeǌe. Ova mera je pogodna radi lakxeg upore�ivaǌa rezultata usled

razliqitih performansi raqunara na kome se eksperimenti izvode. Me-

�utim, od ulaznih parametara poput kriterijuma zaustavǉaǌa ili od

izbora metode lokalne pretrage zavisi broj pozivaǌa funkcije (i gra-

dijenta) i du�ina rada. U ovom radu je, kao mera kvaliteta, korix�en

broj pozivaǌa vrednosti funkcije ciǉa.

Za definisaǌe strukture okolina korix�ene su lp norme, gde je p = 1,

p = 2 i p = ∞. Okoline su definisane formulama (2.2) i (2.3), gde

se formula (2.2) primeǌuje ukoliko je parametar k dostigao poqetnu

vrednost k = 1. Heuristike koje su korix�ene za korak razmrdavaǌa su

slede�e:

H1: Skup okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax su formirane koriste�i l∞ normu.

Sluqajna taqka y ∈ Nk(x) u koraku razmrdavaǌa se dobija tako xto

se prvo generixe taqka z na jediniqnoj l∞ ,,sferi” uniformnom

distribucijom pojedinaqnih koordinata, a zatim se, ponovo istom

distribucijom, na sluqajan naqin izabere radijus iz skupa [0, ρk].

Zatim se skaliraǌem vektora z izabranim radijusom i transli-

raǌem dobije sluqajna taqka y ∈ Nk(x);

H2: Skup okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax su formirane koriste�i l2 normu.

Primeǌena je ista ideja kao i za skup okolina koje su dobijene
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heuristikom H1, gde se za odabir taqke z koristila acception-rejection

metoda pomenuta u odeǉku (2.1);

H3: Skup okolina Nk, k = 1, 2, ..., kmax su formirane koriste�i l1 normu.

Ovde se sluqajna taqka y ∈ Nk(x) bira kroz dva koraka: prvo,

sluqajna taqka z = (z1, z2, ..., zn) se generixe na l1 ,,sferi” koriste�i

specijalnu, hipergeometrijsku distribuciju: z1 koordinata se bira

uniformno iz skupa [−1, 1], dok se za k = 2, ..., n − 1, zk bira uni-

formno iz skupa [−Ak, Ak], gde je Ak = 1 − |z1| − |z2| − ... − |zk−1|,
dok posledǌa kooordinata zn uzima vrednost An sa proizvoǉnim

(sluqajnim) znakom. Zatim se koordinate taqke z permutuju na

sluqajan naqin. Na kraju se na sluqajan naqin, uniformnom di-

stribucijom, izabere radijus iz skupa [0, ρk], a zatim se skaliran-

jem vektora z izabranim radijusom i transliraǌem dobije sluqajna

taqka y ∈ Nk(x);

Heuristika H3 je predlo�ena u radu [17]. Naime, iskustvo pokazuje

da se za velike dimenzije problema proces pretrage mo�e znaqajno

ubrzati razmrdavaǌem tako da se samo nekoliko koordinata znaqa-

jno razlikuju od trenutno najboǉeg rexeǌa x.

Heuristike H1-H3 su modifikovane u ciǉu ǌihove primene na naqin

definisan formulom (2.3).

Radijus ρk okoline Nk(x) se raquna po formuli ρk = kd
kmax

, gde je d ma-

ksimalna udaǉenost trenutno najboǉe taqke x od granica intervalnog

ograniqeǌa X (videti [17]).

Predlo�ena VNS implementacija koristi slede�e procedure lokalne

pretrage:

• Nelder-Mid metoda, ukratko objaxǌena u poglavǉu (2.1), je im-

plementirana na isti naqin kao u originalnoj verziji Neldera i

Mida u [57]. Formula za kriterijum zaustavǉaǌa je:

Error =
Fmax − Fmin
|Fmax|+|Fmin|

2
+ 1

(3.1)

• Modifikacija Nelder-Midove metode, qije su ideje preuzete iz

[19]. Naime, u fazi skupǉaǌa (engl. shrinking) se ne meǌaju sva

temena simpleksa, ve� samo q onih qija je vrednost funkcije ciǉa
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najve�a, gde je q broj koji u poqetku uzima vrednost 0 i pove�ava

se za 1 dok god se nije postiglo poboǉxaǌe u jednoj iteraciji

metode Nelder-Mida. Kada q dostigne vrednost dimenzije pro-

blema, postavǉa se ponovo na 0.

Tako�e, jox jedna izmena osnovne verzije Nelder-Midove metode sa-

stoji se u primeni faze restartovaǌa. Prilikom izvrxeǌa jednog

poziva modifikovane Nelder-Midove metode, rexeǌe se uzima kao

poqetna taqka novog poziva, odnosno konstruixe se novi simpleks

qije je jedno teme upravo posledǌe dobijeno rexeǌe. Proces se ite-

rativno ponavǉa dok ne do�e do unapred definisanog maksimalnog

broja restartovaǌa ili ako nema poboǉxaǌa.

• Metoda najstrmijeg spusta koristi kombinaciju ideja prezento-

vanih u [2], [66] i [67].

Za poqetnu iteraciju se koeficijent pravca α0 tra�i metodom di-

rektne pretrage. Ona se zasniva na kombinaciji paraboliqke in-

terpolacije i ideje zlatnog preseka, algoritma qiji su koraci

predstavǉeni u [6]. Paraboliqku interpolaciju primeǌujemo u

svakoj iteraciji direktne pretrage da bismo naxli aproksimaciju

taqke u kojoj se nalazi vrednost slede�eg najboǉeg rexeǌa, dok

ideju zlatnog preseka koristimo kao neku vrstu ,,korekcije”, u slu-

qaju da se nije naxla taqka u trenutnoj okolini koja je najboǉa,

odnosno ukoliko se nije ostvarilo poboǉxaǌe.

Zatim se u svakoj narednoj kombinuju dve formule:

1) Ukoliko je ostatak pri deǉeǌu k sa 4 jedan ili dva, onda je

formula za koeficijent:

αk =
sk−1s

T
k−1

sk−1yk−1

(3.2)

gde su gk = ∇f(xk), sk−1 = xk − xk−1 i yk−1 = gk − gk−1.

2) Ukoliko ostatak nije jedan ili dva, onda se koeficijent raquna

po formuli:

αk =
1

||gk||
||sk−1||

+ 1
αk−1

(3.3)
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Za kriterijum zaustavǉaǌa se koristi ocena:

||gk(x)||∞ = max
1≤k≤n

|gk(x)|. (3.4)

• FRVJL metoda (engl. Fletcher-Reeves-Wei-Yao-Lui, FRWYL) je gradi-

jentna metoda koja koristi Fleqer-Rivsov koeficijent popravke

pravca:

βFRk =
||gk+1||2

||gk||2
(3.5)

i koeficijent koji su predlo�ili Vei,Jao i Lui u [65]:

βWY L
k =

gTk+1(gk+1 − gk( ||gk+1||
||gk||

))

||gk||2
. (3.6)

Svaka naredna taqka iteracije se raquna kao xk+1 = xk + αkdk. Ko-

eficijent pravca αk se odre�uje direktnom pretragom [6], dok se

pravac pretrage dobija iz

dk+1 = −gk+1 + βFRWY L
k dk, (3.7)

gde je βFRWY L
k = 1

2
βFRk + 1

2
βWY L
k . Na poqetku je d0 = −g0.

• BFGS metoda (engl. Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno,BFGS) je ite-

rativna metoda koja pripada klasi kvazi-ǋutnovih metoda za re-

xavaǌe problema optimizacije. Koriste�i oznake kao kod metode

najstrmijeg spusta, kod BFGS metode se naredna taqka iterativnog

niza racuna po formuli xk+1 = xk + λkdk, gde je dk pravac koji se

dobija kao rexeǌe jednaqine Bkdk = gk, gde matrica Bk predstavǉa

aproksimaciju Hesijan matrice funkcije ciǉa u taqki xk. Formula

za raqunaǌe matrice Bk data je formulom (izlo�enom u [56]):

Bk+1 = δk(Bk −
Bks

T
k skBk

skBksTk
) +

yTk yk
yTk s

T
k

. (3.8)

Broj λk je koeficijent pravca u k-toj iteraciji koji se dobija di-

rektnom pretragom, koriste�i kvadratnu interpolaciju i metodu

zlatnog preseka [6]. Umesto rexavaǌa sistema za dk, aproksimira

se zapravo inverz Hesijana Bk funkcije ciǉa u k-toj iteraciji,
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Hk = B−1
k . Formula za Hk iz [56] je:

Hk+1 =
1

δk
[Hk −

Hkyksk + sTk y
T
kHk

yTk s
T
k

+ (
δk
γk

+
yTkHkyk
yTk s

T
k

)
sTk sk
yTk s

T
k

], (3.9)

gde su γk = min{1, yTk s
T
k

||yk||2+|skgk+1|
} i δk =

n−γk
||yk||

2

yT
k

sT
k

n−
||BksT

k
||2

skBksT
k

.

Kao parametar za kriterijum zaustavǉaǌa uzima se ||g(xk)||∞.

U MATLAB-u je implementacija izvrxena tako xto je za svaku proce-

duru lokalne pretrage formirana posebna funkcija koja tu ideju pre-

trage ugra�uje u metodu promenǉivih okolina. Funkcije su nazvane na

slede�i naqin:

• VNSNM - kombinacija VNS-a i originalne metode Nelder-Mida;

• VNSBFGS - kombinacija VNS-a i kvazi ǋutnove metode BFGS;

• VNSFRWYL - kombinacija VNS-a i gradijentnih metoda Fletcher-a,

Reevs-a, Wei-a, Yao-a i Lui-a;

• VNSSD - kombinacija VNS-a i metode najstrmijeg spusta;

• VNSRMNM - kombinacija VNS-a i modifikovane Nelder-Midove

metode.

Sve pomenute metode se u komandnom prozoru pozivaju sa:

[broj poziva, y, x0] = Ime metode(f, kmax, region,m,max it, tolloc, varargin),

gde je f funkcija ciǉa (qiji su argumenti, odnosno promenǉive zadate

u vektorskom obliku), region opseg promenǉivih zadat u obliku matrice

n × 2, gde se u i-tu vrstu matrice upisuje, redom, najmaǌe i najve�e

ograniqeǌe i-te koordinate promenǉive, kmax maksimalan broj okolina

odre�ene geometrijske strukture (heuristike), m je parametar kojim

odre�ujemo koju heuristiku (od gore pomenutih) �elimo da primenimo.

Ukoliko je m = 1,m = 2 ili m = 3 primeǌuje se odgovaraju�a heuri-

stika H1, H2 ili H3. Ukoliko �elimo da funkciju pozovemo za sve

tri heuristike pa da se one redom meǌaju kada se dostigne parametar
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broja okolina kmax, to se mo�e uqiniti pozivaǌem za vrednost m = 4.

Parametar tolloc je taqnost lokalne pretrage. Broj max it je parametar

maksimalnog broja poziva funkcije ciǉa i program prekida sa izvrxa-

vaǌem ukoliko nakon izvrxeǌa lokalne pretrage, broj poziva funkcije

postane ve�i od max it. To je ovde glavni kriterijum zaustavǉaǌa. Me-

�utim, ukoliko je poznata vrednost minimuma neke funkcije ciǉa f , on

se opciono mo�e zadati u okviru strukture varargin tipa cell-array, gde

je prvi argument strukture poznati minimum, a drugi je kriterijum za-

ustavǉaǌa kojim definixemo koja je taqnost sa kojom �elimo da naxe

krajǌe rexeǌe odstupa od taqne, zadate minimalne vrednosti funkcije

ciǉa. Izlazni parametri su vrednost na�enog minimuma y, ukupan broj

pozivaǌa funkcije ciǉa br poziva, kao i sluqajna taqka x0 koja je u opsegu

odre�enom sa region.

Xto se tiqe racunaǌa gradijentnog vektora, svi parcijalni izvodi se

aproksimiraju formulom za numeriqko diferenciraǌe taqnosti O(h2),

tj. i-ti parcijalan izvod u taqki x = (x1, x2, ..., xn) se raquna po formuli:

f
′

xi
(x) =

f(x1, ..., xi−1, xi + h, xi+1, ..., xn)− f(x1, ..., xi−1, xi − h, xi+1, ..., xn)

2h
,

gde je korak h postavǉen na vrednost h = 0.0001.

Me�utim, nije u interesu pojedinaqno pozivaǌe navedenih funkcija, ve�

testiraǌe proseqnih i najboǉih rezultata vixe takvih poziva. Za tu

svrhu se koriste implementirane funkcije:

• av = averageNM(f, kmax, region,m,max it, tolloc, k, varargin) - za VNSNM;

• av = averageRMNM(f, kmax, region,m,max it, tolloc, k, varargin)

- za VNSRMNM;

• av = average(f, kmax, region,m,max it, tolloc, k, varargin) - za VNSBFGS,

VNSSD i VNSFRWYL.

Ovde ulazni parametar k oznaqava broj pozivaǌa odgovaraju�e metode.

Za funkciju average() korisnik sam unosi koju lokalnu pretragu (odnosno

skra�enicu iste) �eli da primeni i testira. Kao izlazne argumente ove

funkcije vra�aju:

1) av(1) - proseqan broj pozivaǌa funkcije ciǉa u k izvrxavaǌa;
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2) av(2) - proseqan minimalna vrednost funkcije dobijena u k izvrxa-

vaǌa;

3) av(3) - najbr�i rezultat (najmaǌi broj pozivaǌa funkcije ciǉa)

dobijen u k izvrxavaǌa;

4) av(4) - broj uspexnih izvrxavaǌa, odnosno broj onih izvrxavaǌa

koji su doveli do taqnog rexeǌa fmin (ukoliko je poznat) u okolini

definisanoj kriterijumom zaustavǉaǌa. Ukoliko minimum nije

poznat, broj uspexnih izvrxavaǌa nije izlazni argument funkcije.

Tako�e, pozivom navedenih funkcija za testiraǌe se na izlazu, u ko-

mandnom prozoru, xtampaju sluqajne taqke od kojih se polazilo pri

uzastopnim pozivima ovih funkcija. Neki nizovi sluqajnih taqaka pri

pozivu funkcija za testiraǌe za odre�enu test funkciju saquvani su u

fajlu podaci.m.

Sve testirane funkcije se nalaze u MATLAB fajlu funkcije.m ili kao

zasebno definisane funkcije u fajlu koji je nazvan kao i sama funkcija,

kao na primer Dikson.m, Rozenbrok.m itd. Tako�e, opseg promenǉivih za

svaku od test funkcija se nalazi u fajlu funkcije.m, gde je matrica na-

zvana dodavaǌem skra�enice za funkciju na req reg (na primer, regcv za

Kolvil funkciju, regras10 za Rastrigin funkciju dimenzije 10 itd.).

4 Eksperimentalni rezultati

U ovom odeǉku predstavǉena su pore�eǌa rezultata dobijenih imple-

mentacijom VNS algoritma iz odeǉka 3 sa dobijenim rezultatima pos-

toje�ih heuristika iz literature. Najpre se vrxe pore�eǌa rezultata

sa uspexnim VNS heuristikama iz literature, a zatim sa rezultatima

drugih metaheuristika za resavaǌe problema globalne optimizacije.

Kao parametar pore�eǌa korix�en je broj pozivaǌa funkcije ciǉa.

Vrednosti ulaznih parametara koji su dali najboǉe rezultate za GLOB-

VNS dati su u [17]. Iste vrednosti parametara su primeǌene i za Gaus-

VNS [18].

Za vrednost ulaznog parametra kmax je u rezultate unesena ona vrednost

parametra za koju je algoritam doveo do rexeǌa za najmaǌe vremena (u

kontekstu broja pozivaǌa funkcije ciǉa). U ciǉu pore�eǌa, preuzeti
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su rezulati iz [64] i [4] i prikazani su u ovom radu.

4.1 Standardne test funkcije

Za prvi deo testiraǌa su uzete glatke standardne test funkcije iz

literature [4,37]. Ove funkcije su izabrane iz dva razloga. Prvi je xto

su iste funkcije u literaturi uzete za testiraǌe i upore�ivaǌe rezul-

tata. Drugi razlog je taj xto su karakteristike ovih test funkcija

dovoǉno raznolike da pokrivaju veliki broj problema koji se javǉaju

u globalnoj optimizaciji. U skupu standardnih test funkcija nalaze

se: funkcije koje imaju nekoliko izolovanih lokalnih minimuma poput

Goldxtajn i Prajs funkcije, funkcije sa mnogo nagomilanih lokalnih

minimuma poput Xubert ili Rastrigin funkcije, funkcije qiji glo-

balni minimum le�i u veoma uskom otvoru (poput bunara) kao xto je

sluqaj sa Isom funkcijom ili funkcije koje imaju oblik vrlo uzane do-

line (poput kaǌona) kao xto je sluqaj sa Rozenbrok funkcijom [37].

U nastavku je dat pregled standardnih test funkcija i ǌihovih osnovnih

karakteristika.

1) Branin funkcija (RC)

• Broj promenǉivih: 2.

• Definicija: RC(x1, x2) = (x2− 5.1
4π2x

2
1 + 5

π
x1− 6)2 + 10(1− 1

8π
) cos(x1) + 10.

• Intervalno ograniqeǌe: 5 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 15.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): nema.

• Taqka globalnog minimuma:

(x1, x2) = (−π, 12.275), (π, 2.275), (9.42478, 2.475).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.397887.

2) Isom funkcija (ES)

• Broj promenǉivih: 2.

• Definicija: ES(x1, x2) = − cos(x1) cos(x2)e−(x1−π)2−(x2−π)2 .

• Intervalno ograniqeǌe: −10 ≤ x1 ≤ 10, −10 ≤ x2 ≤ 10.
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• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): mnogo lokalnih mini-

muma.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2) = (π, π).

• Vrednost globalnog minimuma: -1.

3) Goldxtajn i Prajs funkcija (GP)

• Broj promenǉivih: 2.

• Definicija: GP (x1, x2) = u · v, gde je:

u = 1 + (x1 + x2 + 1)2(19− 14x1 + 3x2
1 − 14x2 + 6x1x2 + 3x2

2),

v = 30 + (2x1 − 3x2)2(18− 32x1 + 12x2
1 + 48x2 − 36x1x2 + 27x2

2).

• Intervalno ograniqeǌe: −2 ≤ x1 ≤ 2, −2 ≤ x2 ≤ 2.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): 4 lokalna minimuma.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2) = (0,−1).

• Vrednost globalnog minimuma: 3.

4) Rastrigin funkcija (RT) [37]

• Broj promenǉivih: 2.

• Definicija: RT (x1, x2) = x2
1 + 2x2

2 − 0.3 cos(3πx1)− 0.4 cos(4πx2) + 0.7.

• Intervalno ograniqeǌe: −1 ≤ x1 ≤ 1, −1 ≤ x2 ≤ 1.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): mnogo lokalnih mini-

muma.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2) = (0, 0).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

5) Hamp funkcija (HM)

• Broj promenǉivih: 2.

• Definicija: HM(x1, x2) = 1.0316285+4x2
1−2.1x4

1 + 1
3
x6

1 +x1x2−4x2
2 +4x4

2.

• Intervalno ograniqeǌe: −5 ≤ x1 ≤ 5, −5 ≤ x2 ≤ 5.
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Tabela 1: Tablica koeficijenata za H3,4

k akj ck pkj
1 3.0 10.0 30.0 1.0 0.6890 0.1170 0.2673
2 0.1 10.0 35.0 1.2 0.4699 0.4387 0.7470
3 3.0 10.0 30.0 3.0 0.1091 0.8732 0.5547
4 0.1 10.0 35.0 3.2 0.0381 0.5743 0.8828

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): nema.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2) = (0.0898,−0.7126), (−0.0898, 0.7126)..

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

6) Xubert funkcija (SH)

• Broj promenǉivih: 2.

• Definicija: SH(x1, x2) = (Σ5
k=1k cos(k + (k + 1)x1))(Σ5

k=1k cos(k + (k +

1)x2)).

• Intervalno ograniqeǌe: −5 ≤ x1 ≤ 5, −5 ≤ x2 ≤ 5.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): 742 lokalna mini-

muma.

• Taqka globalnog minimuma: 18 globalnih minimuma.

• Vrednost globalnog minimuma: -186.7309.

7) Hartman funkcija (H3,4)

• Broj promenǉivih: 3.

• Definicija: H3,4(x1, x2) = Σ4
k=1cke

−Σ3
i=1aki(xi−pki)2 .

• Intervalno ograniqeǌe: 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 2, 3.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): 4 lokalna minimuma.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2, x3) = (0.114614, 0.555649, 0.852547).

• Vrednost globalnog minimuma: -3.86278.

8) Kolvil funkcija (CV )
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Tabela 2: Tablica koeficijenata za S4,10

i aij ci
1 4.0 4.0 4.0 4.0 0.1
2 1.0 1.0 1.0 1.0 0.2
3 8.0 8.0 8.0 8.0 0.2
4 6.0 6.0 6.0 6.0 0.4
5 3.0 7.0 3.0 7.0 0.4
6 2.0 9.0 2.0 9.0 0.6
7 5.0 5.0 3.0 3.0 0.3
8 8.0 1.0 8.0 1.0 0.7
9 6.0 2.0 6.0 2.0 0.5
10 7.0 3.6 7.0 3.6 0.5

• Broj promenǉivih: 4.

• Definicija: CV (x1, x2) = 100(x2
1 − x2)2 + (x1 − 1)2 + (x3 − 1)2 + 90(x2

3 −
x4)2 + 10.1((x2 − 1)2 + (x4 − 1)2) + 19.8(x2 − 1)(x4 − 1).

• Intervalno ograniqeǌe: −10 ≤ xj ≤ 10, j = 1, 2, 3, 4.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): nema.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2, x3) = (1, 1, 1, 1).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

9) Xekel funkcija (S4,m)

• Broj promenǉivih: 4.

• Definicija: S4,10(x1, x2) = −Σ10
i=1[Σ4

j=1(xj − aij)2 + ci]
−1.

• Intervalno ograniqeǌe: 0 ≤ xj ≤ 10, j = 1, 2, 3, 4.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): 10 lokalnih mini-

muma.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2, x3) = (4, 4, 4, 4).

• Vrednost globalnog minimuma: -10.5364.

10) Hartman funkcija (H6,4)

• Broj promenǉivih: 6.

41



• Definicija: H6,4(x1, x2) = Σ4
k=1cke

−Σ6
i=1aki(xi−pki)2 .

• Intervalno ograniqeǌe: 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 2, 3.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): 6 lokalnih minimuma.

• Taqka globalnog minimuma:

x = (0.201690, 0.150011, 0.476874, 0.275332, 0.311652, 0.657300).

• Vrednost globalnog minimuma: -3.32237.

Tabela 3: Prva tablica koeficijenata za H6,4

i aij ci
1 10.00 3.00 17.00 3.50 1.70 8.00 1.0
2 0.05 10.00 17.00 0.10 8.00 14.00 1.2
3 3.00 3.50 1.70 10.0 17.00 8.00 3.0
4 17.00 8.00 0.05 10.00 0.10 14.00 3.2

Tabela 4: Druga tablica koeficijenata za H6,4

i pij
1 0.1312 0.1696 0.5569 0.0124 0.8283 0.5886
2 0.2329 0.4135 0.8307 0.3736 0.1004 0.9991
3 0.2348 0.1451 0.3522 0.2883 0.3047 0.6650
4 0.4047 0.8828 0.8732 0.5743 0.1091 0.0381

11) Grivank funkcija (GR)

• Broj promenǉivih: 6.

• Definicija: GR(x) = Σ6
j=1

x2j
4000
− Π6

j=1 cos(
xj√
j
) + 1.

• Intervalno ograniqeǌe: −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 2, ..., 6.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): mnogo lokalnih mini-

muma.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 0, 0, 0, 0, 0).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

12) Dikson funkcija (DX)
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• Broj promenǉivih: 10.

• Definicija: DX(x) = (1− x1)2 + (1− x10)2 + Σ9
j=1(x2

j − xj+1)2.

• Intervalno ograniqeǌe: −10 ≤ xj ≤ 10, j = 1, 2, ..., 10.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): nema.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, ..., x10) = (1, ..., 1).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

13) Rozenbrok funkcije (Rn)

• Broj promenǉivih: 2,5,10.

• Definicija: Rn(x) = Σn−1
j=1 [100(x2

j − xj+1)2 + (xj − 1)2].

• Intervalno ograniqeǌe: −5 ≤ xj ≤ 10, j = 1, 2, ..., n.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): nema.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, ..., xn) = (1, ..., 1).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

14) Zakarov funkcije (Zn)

• Broj promenǉivih: 2,5,10.

• Definicija: Σn
j=1x

2
j + (Σn

j=10.5jxj)
2 + (Σn

j=10.5jxj)
4.

• Intervalno ograniqeǌe: −5 ≤ xj ≤ 10,j = 1, 2, ..., n.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): nema.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, ..., xn) = (0, ..., 0).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

15) Rastrigin funkcije (RAn)

• Broj promenǉivih: n = 1, 2, 3, ....

• Definicija: f(x) = 10n+ Σn
k=1(x2

k − 10 cos(2πxk)).
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• Intervalno ograniqeǌe: −5.12 ≤ xj ≤ 5.12, j = 1, 2, ..., n.

• Broj lokalnih minimuma (pored globalnog): 11n.

• Taqka globalnog minimuma: (x1, ..., xn) = (0, ..., 0).

• Vrednost globalnog minimuma: 0.

Za pregled rezultata uzeta je raqunska slo�enost, tj. ukupan broj

raqunaǌa vrednosti funkcije (koji se uzima u obzir i prilikom tra�eǌa

gradijenta funkcije ciǉa) sve dok algoritam ne pre�e dozvoǉen broj

poziva funkcije ciǉa ili ne prona�e aproksimaciju globalnog mini-

muma, ukoliko je on zadat. Kriterijum zaustavǉaǌa, ukoliko nam je

poznata najmaǌa vrednost funkcije ciǉa fmin, je:

|fmin − y| ≤ 10−4|fmin|+ 10−6, (4.1)

dok je maksimalan broj poziva funkcije ciǉa za sve test primere posta-

vǉen na 4 · 105.

Program je izvrxavan po 10 puta za svaku test funkciju i za krajǌi

rezultat su uzete proseqne vrednosti dobijene u svih 10 izvrxavaǌa.

Rezultati su predstavǉeni u Tabeli 5 koja je organizovana na slede�i

naqin:

• U prvoj koloni nalazi se odgovaraju�a oznaka funkcije.

• U drugoj koloni je dimenzija problema tj. broj promenǉivih test

funkcije.

• U tre�oj koloni se nalazi vrednost ulaznog parametra kmax.

• Naredne dve kolone se odnose na rezultate poznate iz literature:

VNS-1 [4] i VNS-2 [64]. Rezultati su predstavǉeni raqunskom slo-

�enox�u za dobijaǌe optimalnog rexeǌa.

• Kolona oznaqena sa ,,LOK. MIN.” sadr�i informaciju o tome koja

metoda lokalne pretrage, od onih koje su izlo�ene u odeǉku 3, je

korix�ena za svaku test funkciju.

• Naredne dve kolone sadr�e proseqnu raqunsku slo�enost algori-

tama Glob-VNS i Gaus-VNS za dobijaǌe optimalnih rexeǌa u 10

izvrxavaǌa.
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• Pretposledǌa kolona sadr�i informaciju koja heuristika (ili

vixe ǌih), od onih koje su predstavǉene u odeǉku 3, je korix�ena

za svaku test funkciju.

• Posledǌa kolona sadr�i proseqnu raqunsku slo�enost varijante

VNS-a predstavǉene u odeǉku 3.

U tabeli su upisani najboǉi proseqni rezultati metode VNS-a, kao i

za koju lokalnu pretragu, za koju heuristiku i za koju vrednost kmax se

postigao najmaǌi broj poziva funkcije ciǉa.

Najboǉi rezultat, tj. najmaǌi broj u tabeli, koji predstavǉa raqunsku

slo�enost za dobijaǌe optimalnog rexeǌa, je istaknut.

Trebalo bi napomenuti da ovi rezultati nisu direktno uporedivi sa

algoritmom predstavǉenim u ovom radu zbog drugaqijeg kriterijuma za-

ustavǉaǌa i tolerancije koja se koristila u odre�enim delovima pro-

grama.

Tabela 5: Eksperimentalni rezultati za standardne test funkcije

funk. n kmax VNS-1 VNS-2 LOK. MIN. GLOB-VNS Gaus-VNS heur. VNS

RC 2 10 153 308 NM 131 112 H1 78
ES 2 10 167 - NM 163 148 H1 135
GP 2 10 - 206 NM 260 116 H2 184
RT 2 10 246 - RMNM 206 199 H1 190
HM 2 10 335 - FRWY L 160 80 H2 147
SH 2 10 366 - RMNM 382 591 H2 264
H3,4 3 10 249 521 RMNM 246 223 H1 324
H6,4 6 10 735 1244 SD 397 448 H2 561
CV 4 10 854 - BFGS 669 497 H3 1119
S4,10 4 5 590 988 BFGS 599 399 H3 857
GR 6 10 807 - RMNM 135 126 H3 75
DX 10 10 2148 - BFGS 1640 1576 H3 1485
R2 2 10 556 - RMNM 158 125 H1 235
R5 5 5 1120 - BFGS 1286 1308 H3 1495
R10 10 10 2653 - BFGS 2357 2561 H3 2581
Z5 5 5 837 - BFGS 728 461 H2 234
Z10 10 10 1705 - FRWY L 1142 1010 H3 1037
RA10 10 10 - - SD 52471 85589 H3 14083
RA30 30 10 - - SD 366950 599635 H1 52548
RA50 50 10 - - SD 1334842 1504701 H1 86863

Kao xto se mo�e videti iz Tabele 5, VNS algoritam predlo�en u

ovom radu je u 10 od navedenih 20 test funkcija dao najboǉi rezultat,
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dok je u nekoliko sluqajeva relativno uporediv sa GLOB-VNS-om ili

Gaus-VNS-om. Ciǉ ovih testova je bio direktno pore�eǌe navedenih

algoritama, koriste�i iste ili sliqne parametre, radi dobijaǌa re-

alistiqnije slike. Vidimo da su za najmaǌe dimenzije najpogodniji

lokalni pretra�ivaqi NM i RMNM zajedno sa heuristikama H1 i H2,

dok za dimenzije ve�e od 3 su dominantni BFGS i SD, dok je sve prisut-

nija heuristika H3 u predstavǉenim najboǉim rezultatima.

4.2 RezultatiVNS metode i pore�eǌa sa rezultatima drugih

metaheuristika na standardnim test funkcijama

U ovom odeǉku prikazano je pore�eǌe rezultata predlo�ene VNS metode

sa nekoliko poznatih metaheuristika predlo�enih u literaturi za re-

xavaǌe problema globalne optimizacije, kao xto su: TS, GA, mravǉi

algoritmi, raxtrkana pretraga (engl. scatter search) [39], metaheuri-

stike zasnovane na inteligenciji roja (engl. swarm intelligence) i ǌihovi

hibridi. Izabrane metode i ǌihovi najboǉi rezultati za svaku pojed-

inaqnu funkciju ciǉa predstavǉeni su u Tabeli 6. U prve dve kolone

se nalaze nazivi metoda i ǌihove skra�ene oznake.

U tre�oj koloni su date reference na literaturu iz kojih su preuzeti

rezultati. Kako ne postoji ustaǉena terminologija za imena metaheu-

ristika na srpskom jeziku, one su u tabeli navedene u originalu.

U posledǌoj koloni su navedene oznake kriterijuma zaustavǉaǌa koji

su korix�eni, za svaku metodu.

Izvrxiti direktno pore�eǌe ovih metoda je jako texko iz vixe razloga.

Jedan je ve� spomenuti kriterijum zaustavǉaǌa: razliqite metode ko-

riste razliqite formule za mereǌe uspexnosti metode, kao i kraj pro-

cesa pretrage za rexeǌem. Kriterijumi zaustavǉaǌa u navedenim meto-

dama, qije oznake su u posledǌoj koloni Tabele 6, su:

|f − fmin| < 10−4 · |fmin|+ 10−6 (4.2)

|f − fmin| < 10−4 · |finit|+ 10−6 (4.3)

|f − fmin| < 10−4 · |fmin|+ 10−4 (4.4)
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Tabela 6: Metaheuristike za rexavaǌe problema globalne opti-
mizacije
Metaheuristika Oznaka Ref. Zaustavǉaǌe
Genetic and Nelder-Mead GNM [61] (4.2)
Continuous Reactive Tabu Search CRTS [3] (4.1)
Swarm with Nelder-Mead SNM [68] (4.2)
Continuous scatter search CSS [39] (4.1)
Restarted modified Nelder-Mead RMNM [69] (4.1)
Hybrid Continuous Interacting
Ants

HCIAC [62] (4.3)

Directed Tabu Search with adap-
tive pattern search

DTS [38] (4.1)

Variable neighborhood search VNS ovaj rad (4.1)

U ovim formulama, f oznaqava vrednost funkcije ciǉa dobijenu pri-

menom odgovaraju�e metode, fmin je unapred poznata vrednost global-

nog minimuma, a finit je proseqna vrednost funkcije ciǉa dobijena po-

laze�i od 100 sluqajno izabranih dopustivih taqaka. Kriterijum (4.1)

je najstro�iji pa je za ǌegovo dostizaǌe potrebno izvrxiti ve�i broj

izraqunavaǌa vrednosti funkcije ciǉa. Ukoliko je poznata vrednost

globalnog minimuma, predlo�eni VNS koristi upravo ovaj kriteri-

jum zaustavǉaǌa. Glavni kriterijum zaustavǉaǌa je maksimalan broj

poziva funkcije ciǉa, odosno sve dok broj poziva funkcije ciǉa ne

postane ve�i od unapred definisanog parametra max it.

U Tabeli 7 dat je pregled rezultata svih 8 metoda. Pore�eǌe je vrxeno

na osnovu proseqnog broja izraqunavaǌa vrednosti funkcije ciǉa, po-

laze�i od 100 razliqitih poqetnih taqaka dobijenih na sluqajan naqin,

do trenutka dok se ne prona�e aproksimacija poznatog optimalnog rexe-

ǌa fmin u okolini definisanoj kriterijumom zaustavǉaǌa ili dok se ne

prestigne maksimalan broj poziva funkcije ciǉa. Neke od metoda nisu

uspele da dostignu minimum u svih 100 poziva. U tim sluqajevima, u

zagradi je zapisan ukupan broj uspexnih izvrxavaǌa i proseqan broj

pozivaǌa funkcija je naveden samo za uspexna izvrxavaǌa.

Eksperimentalni rezultati pokazuju da VNS u proseku posti�e boǉe

rezultate u odnosu na ostalih sedam metoda. Rezultati koji su is-

taknuti u Tabeli 7 oznaqavaju najmaǌe proseqne raqunske slo�enosti,

dok iskoxene vrednosti oznaqavaju druge po kvalitetu. U obzir se uzi-

maju samo metode koje su u svih 100 pokretaǌa doxle do rezultata. VNS

je u 3 od 9 sluqajeva trebalo najmaǌe proseqnog raqunaǌa vrednosti
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Tabela 7: Pore�eǌa rezultata 8 metaheuristika iz literature
F-je GNM CRTS SNM CSS RMNM HCIAC DTS V NS

BR 295 38 230 65 60 - 212 71
GP 259 171 304 108 69

(80)
34533 230 226

HT3 492 513 436 - 67 - 438 325
HT6 930 750 - - 398

(50)
- 1787

(83)
547

RO2 459 - 440 292 224 18747 254 235
RO10 14563

(83)
- 3303 5847

(75)
5946
(95)

- 9037
(85)

3104

S5 698
(85)

664 850 1197 912
(90)

17761 819
(75)

825

S10 635
(85)

693 - - 318
(75)

- 828
(52)

860

SH 345 - 753 762 275
(40)

- 274
(92)

266

funkcije ciǉa, dok je drugi po kvalitetu u qetiri sluqaja.

4.3 Neglatke test funkcije

Za ispitivaǌe uspexnosti predlo�ene metode na funkcijama koje nisu

glatke koristila se modifikovana metoda Nelder-Mida opisana u odeǉku

3. Test funkcije preuzete su iz radova [20, 28]. Kao kriterijum zau-

stavǉaǌa za nala�eǌe dovoǉno bliskog rexeǌa optimalnom je izabran

kriterijum (4.3), dok je kriterijum zaustavǉaǌa lokalne pretrage po-

stavǉen na vrednost 10−5, osim za funkcije iz 6), gde su boǉi rezultati

postignuti za kriterijum 10−4. S obzirom na to da u nekim sluqaje-

vima algoritam ne�e dosti�i optimalno rexeǌe koje �e nam biti po-

znato u narednim test primerima, kao dodatan kriterijum zaustavǉaǌa

korix�en je maksimalan broj poziva funkcije, odnosno algoritam se

prekida ukoliko broj poziva funkcije ciǉa, nakon izvrxeǌa lokalne

pretrage, postane ve�i od dozvoǉene vrednosti. Neglatke funkcije koje

su uzete u razmatraǌe su:

1) Generalization of MAXQ

f(x) = max1≤i≤n x
2
i ,
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fmin = 0.

2) Generalization of MXHILB

f(x) = max1≤i≤n |
∑n

j=1
xj

i+j−1
|,

fmin = 0.

3) Chained LQ

f(x) =
∑n−1

i=1 max{−xi − xi+1,−xi − xi+1 + x2
i + x2

i+1 − 1},
fmin = −(n− 1)

√
2.

4) Chained CB3 I

f(x) =
∑n−1

i=1 max{x4
i + x2

i+1, (2− xi)2 + (2− xi+1)2, 2e−xi+xi+1},
fmin = 2(n− 1).

5) Chained CB3 II

f(x) = max{
∑n−1

i=1 x
4
i + x2

i+1,
∑n−1

i=1 (2− xi)2 + (2− xi+1)2,
∑n−1

i=1 2e−xi+xi+1},
fmin = 2(n− 1).

6) Radar polyphase code design function

f(x) = max{φ1(x), φ2(x), ..., φ2m(x)},
X = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn|0 ≤ xi ≤ 2π, i = 1, ..., n}, gde je m = 2n− 1 i

φ2i−1 =
∑n

j=i cos(
∑j

k=|2i−j−1|+1 xk), i = 1, ..., n,

φ2i = 0.5 +
∑n

j=i+1 cos(
∑j

k=|2i−j|+1 xk), i = 1, ..., n− 1,

φm+i = −φi, i = 1, ...,m.

4.4 Rezultati VNS metode na neglatkim test funkcijama

U Tabeli 8 su prikazani statistiqki podaci o ponaxaǌu predlo�ene

modifikovane Nelder-Midove metode pri testiraǌu navedenih negla-

tkih funkcija. Tabela 8 je organizovana na slede�i naqin:

• U prvoj koloni su upisana imena funkcija koje testiramo;
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• U drugoj koloni je naveden broj promenǉivih odgovaraju�e test

funkcije;

• U tre�oj i qetvrtoj koloni su navedeni rezultati metoda iz [19],

koje primeǌuju VNS metodu sa lokalnom pretragom RNM (Nelder-

Mid sa fazom restartovaǌa) i metodu RMNME (modifikovana i

restartovana Nelder-Midova metoda sa ekspanzijom veliqine sim-

pleksa). U svakoj od tih kolona se nalaze informacije o: proseq-

nom broju pozivaǌa funkcije ciǉa u 10 izvrxavaǌa, broju uspeha

u procesu nala�eǌa optimalnog rexeǌa (u zagradi) i proseqnoj

vrednosti rexeǌa u 10 izvrxavaǌa (ukoliko algoritam nije uspeo

da prona�e odgovaraju�i optimum u svih 10 pokuxaja).

• U petoj koloni su upisani rezultati modifikovane Nelder-Midove

metode (skr. MODNM) kombinovane sa VNS-om, implementirane i

predstavǉene u ovom radu. Kolona je organizovana na isti naqin

kao i prethodne qetiri kolone.

• Posledǌa kolona sadr�i informaciju o tome za koju od izlo�enih

heuristika iz odeǉka 3 je algoritam doveo do najboǉeg rexeǌa.

Za prvih pet test funkcija je maksimalan broj poziva funkcije ciǉa

postavǉen na 30000, dok je za posledǌe dve postavǉen, redom, na 2 · 105

i 1.2 · 106. Kao rexeǌa do kojih te�imo sti�i algoritmom u posledǌa

dva test primera su preuzeta rexeǌa iz rada [55] koja su dala najboǉi

rezultat u 10 izvrxavaǌa i ona su upisana u kolonu fmin. Za poqetnu

taqku iterativnog procesa u sluqaju Radar funkcije je uzeta vrednost

x0 = (x1, ..., xn), xi = 1, i = 1, ..., n [55].

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 8, mo�e se videti da VNS u kombi-

naciji sa modifikovanom Nelder-Midovom metodom izvrxava uspexno

svih 10 pokuxaja u 3 od prvih 5 sluqajeva, dok u dva sluqaja nalazi

rexeǌe koje u proseku ne odstupa znaqajno od optimalnog. Predlo�ena

metoda je uspela da na�e za Radar odd funkciju 6) za dimenziju n = 7

minimum koji se poklapa na prve 4 decimale sa rexeǌem iz [55], dok za

n = 10 ne odstupa znaqajno od rexeǌa koje je u tre�oj koloni Tabele 8.
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Tabela 8: Testiraǌe neglatkih funkcija

f n fmin VNS+RNM RMNME VNS+MODNM H

MAXQ 10 0 5601(10) - 5387(10) - 2054(10) - H1

MXHILB 10 0 10873(10) - 7583(10) - 20492(5) 0.0003 H2

LQ 10 -12.7279 5277(10) - 4669(3) -12.7254 23916(5) -12.7264 H3

CB3 I 10 18 8292(10) - 6334(10) - 9724(10) - H1

CB3 II 10 18 9775(10) - 7975(9) 18.003 6351(10) - H1

Radar 7 0.4972 - - - - 201841 0.4972 H2

Radar 10 0.4105 - - - - 1205191 0.4449 H2

4.5 VNS metoda za razliqite strukture okolina

U Tabeli 9 prikazani su rezultati na osnovu kojih se mo�e zakǉuqiti

kako se VNS ponaxa pri odre�enoj lokalnoj pretrazi u zavisnosti od

promene okolina, odnosno heuristike. Za lokalnu pretragu se koristio

modifikovani Nelder-Mid (MODNM). Maksimalan broj okolina je za

sva testiraǌa postavǉen na kmax = 10 osim za testiraǌe heuristike

H123 gde je kmax = 5, da bi se br�e redom meǌale heuristike H1, H2

i H3. Maksimalan broj iteracija 5 · 104. Kriterijum zaustavǉaǌa je

kriterijum (4.3). Pored pomenutih heuristika H1, H2 i H3 u odeǉku

3, analiziran je i uticaj tako�e pomenute hibridne heuristike H123.

Analiza je sprovedena na sedam test funkcija, od toga qetiri glatke i

tri neglatke. Rezultati su predstavǉeni u Tabeli 9.
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Tabela 9: Pore�eǌa rezultata pri promeni heuristike
f n H1 H2 H3 H123
S4,5 4 17243

(10)
27135
(7)

-8.6231 37537
(4)

-7.0941 41436
(3)

-6.5844

H6,4 6 1199
(10)

2206
(10)

2701
(10)

2671
(10)

S4,10 10 15558
(10)

38580
(4)

-7.2914 35381
(4)

-7.2913 33483
(5)

-7.8321

Z10 10 6352
(10)

5552
(10)

6251
(10)

6328
(10)

MXHILB 10 26292
(4)

0.0003 20492
(5)

0.0003 23464
(4)

0.0002 26433
(3)

0.0002

CB3 I 10 9724
(10)

11017
(10)

17124
(10)

16147
(9)

18.0018

CB3 II 10 7693
(10)

7329
(10)

7317
(10)

6351
(10)

Na osnovu rezultata prikazanih u Tabeli 9 mo�emo da zakǉuqimo

da naqin definisaǌa heuristike je va�an faktor u konstruisaǌu al-

goritma pretrage. Vidimo da heuristika H1 posti�e u ve�em broju

sluqajeva najboǉe rezultate, osim za funkcije Z10, MXHILB i CB3 II,

gde su redom boǉe heuristike H2, H3 i H123. Me�utim, iz Tabele 5

se tako�e mo�e primetiti i da za neke druge metode lokalne pretrage

(BFGS i SD pre svega) za dimenzije n = 10 i n = 30 je najboǉe rezultate

uglavnom dala heuristika H3, tako da veza izme�u lokalne pretrage i

okoline nije zanemarǉiva.
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5 Zakǉuqak

U ovom radu prikazana je metoda promenǉivih okolina i ǌena pri-

mena na probleme kontinualne optimizacije za probleme maǌih i ve�ih

dimenzije. Pokazala se kao idejno jednostavna metoda koja ostvaruje

boǉe rezultate od prethodno konstruisanih metaheuristika. Zajedno

sa nedeterministiqkim pristupom sluqajnog odabira taqaka i algorit-

mima lokalne pretra�ivaǌa, ova metoda ispuǌava kǉuqnu ideju pre-

trage - rasejavaǌe (diverzifikaciju) po prostoru u potrazi za rexeǌem

i zadr�avaǌe u okolini gde se rexeǌe mo�e nalaziti. Diverzifikacija

ostvarena uz pomo� vixedimenzionalne Gausove raspodele se u velikom

broju primera pokazala uspexnijom u odnosu na sluqajan, uniforman

izbor taqke u fazi razmrdavaǌa, pogotovo za velike dimenzije. Vari-

janta VNS-a predstavǉena u ovom radu se pokazala uspexnijom u odnosu

na neke modifikacije VNS-a poznatim iz literature i u odnosu na neke

druge (meta)heuristiqke metode, uzimaju�i u obzir broj pozivaǌa funk-

cije ciǉa.

Pri testiraǌu glatkih funkcija, metoda je proseqno dala najboǉe rezul-

tate koriste�i lokalne pretrage poput modifikovane Nelder Midove

metode (MODNM), kvazi ǋutnove metode BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno) i metode najstrmijeg spusta SD (steepest descent method), kao i

heuristiku H3, mada u nekim sluqajevima su ostale lokalne pretrage i

geometrijske strukture davala boǉe rezultate za ulaznu funkciju ciǉa.

Implementacija VNS-a i Nelder-Midove metode sa modifikovanom fa-

zom skupǉaǌa i dodatom fazom restartovaǌa se pokazala korisnom pri-

likom minimizacije neglatkih funkcija.

Neki od pravaca daǉeg razvoja i unapre�eǌa dobijenih rezultata mogu

biti:

• Implementacija Gausove raspodele za dobijaǌe sluqajnih taqaka,

kao i testiraǌe nekih drugih raspodela;

• Hibridizacija metode sa drugim heuristikama, npr. sa Tabu pre-

tra�ivaǌem;

• Razvijaǌe funkcija u proceduralnom programskom jeziku (npr. C-

u) za efikasno implementiraǌe metode u kontekstu procesorskog

vremena;
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• Paralelizacija i izvrxavaǌe na vixeprocesorskim raqunarima.
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[31] P. Hansen, N. Mladenović. Variable neighborhood search: Principles and appli-

cations. European journal of operational research, 130(3): 449–467, 2001.
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