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Predgovor

U ovom master radu prikazane su osnovne osobine operatornih matrica koje dejstvu-
ju na direktnim sumama Hilbert-ovih prostora, sa najve�im naglaskom na pozitivnost
i kontraktibilnost, kao i �ihova primena u operatornim nejednakostima. Rad se
sastoji od qetiri glave.

U prvoj glavi prikazane su osnovne definicije i svojstva ograniqenih operatora
na Hilbert-ovim prostorima. Uveden je pojam adjungovanog operatora, klase samoad-
jungovanih operatora sa parcijalnim ure�e�em na �oj, potklase pozitivnih operatora
kao i klase kontraktibilnih preslikava�a. Konaqno, uveden je pojam direktnog zbira
Hilbert-ovih prostora, zajedno sa operatornim matricama i �ihovim elementarnim
osobinama.

U drugoj glavi je izlo�ena teorija kontraktibilnih 2 × 2 operatornih matrica.
Poqevxi od jednostavnijih kriterijuma kontraktibilnosti operatornih matrica di-
menzija 2× 1 i 1× 2 dati su osnovni kriterijumi kontraktibilnosti i prikazana je
faktorizacija proizvo	ne 2× 2 kontraktibilne operatorne matrice.

U tre�oj glavi je predstav	ena teorija pozitivnih 2 × 2 operatornih matrica

oblika

[
A B
B∗ C

]
. Dat je osnovni kriterijum pozitivnosti i razne vrste faktorizacija

istih. Uz pomo� Levinson-ovog sistema operatornih jednaqina dati su operativniji
kriterijumi provere pozitivnosti, kao i, preciznije, invertibilnosti i singularno-
sti pozitivnih operatornih matrica. Za deta	niji pregled na materiju izlo�enu u
drugoj i tre�oj glavi pogledati [FF].

Qetvrta glava poqi�e navo�e�em poznatog tvr�e�a o polarnoj dekompoziciji ogra-
niqenih operatora. Zatim se predstav	a klasa jako kvadratno sumabilnih (j.k.s.)
nizova operatora i pokazuje se slaba konvergencija reda

∑∞
n=1AnXBn, za j.k.s. nizove

{A∗n}n∈N i {Bn}n∈N i proizvo	an ograniqen operator X. Koris�e�e�em tehnike
izlo�ene u prethodnim glavama, na elegantan naqin, pomo�u karakterizacije poziti-
vnosti operatornih matrica, izvodi se dokaz uopxte�a nejednakosti Cauchy-Schwarz-
Bunyakovsky-og, pomo�u koje se na kraju pokazuje jaka konvergencija gore napomenutog
reda. Za deta	niju priqu o nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og za elementa-
rne operatore na Schatten-ovim idealima ili za slabe*-integrale operatorno vredno-
snih funkcija pogledati [J99] i [J05] (kao i tamox�e reference).



2 PREDGOVOR [0



Glava 1

Kontrakcije na Hilbert-ovim
prostorima

1 Ograniqeni linearni operatori na Hilbert-ovim
prostorima

Na poqetku uvodimo osnovne pojmove i oznake vezane za ograniqene linearne opera-
tore na Hilbert-ovim prostorima.

Sa H i H′ �emo oznaqavati kompleksne Hilbert-ove prostore. Tako�e, sa 〈·, ·〉 �emo
oznaqavati skalarni proizvod, a sa ‖ · ‖ skalarnim proizvodom indukovanu normu na
oba Hilbert-ova prostora (kada je nedvosmisleno o kom Hilbert-ovom prostoru je req).

Definicija 1.1. Linearan operator T : H → H′ je ograniqen ako postoji pozi-

tivan broj M takav da za svako h ∈ H va�i ‖Th‖ 6 M‖h‖. Infimum brojeva M za

koje va�i prethodna nejednakost naziva se normom operatora T i oznaqava sa ‖T‖.

Lako se poka�e da je ovaj infimum u stvari i minimum, tako da za ograniqene
operatore uvek va�i nejednakost ‖Th‖ 6 ‖T‖‖h‖, za svako h ∈ H. Klasu svih ograniqe-
nih linearnih operatora oznaqavamo sa B(H,H′).

STAV 1.1. Linearan oueraxor T : H → H′ je neurekigan ako i samo ako je

oιraniqen.

Za dokaz Stava 1.1 pogledati [ADJ, Stav 2.7].

Definicija 1.2. Za T ∈ B(H,H′) ka�emo da je odozdo ograniqen ako postoji

c > 0 tako da je ‖Th‖ > c‖h‖, za svako h ∈ H.

Slede�a lema, qiji se dokaz mo�e na�i u [ADJ, Lema 2.8], nam daje neophodan i
dovo	an uslov egzistencije i ograniqenosti inverza linearnog operatora.

LEMA 1.1. Surjekxivni oueraxor T ∈ B(H,H′) ima inverzni oueraxor
koji je (xako�e linearan) oιraniqen ako i samo ako je ogozgo oιraniqen.

Kroz ceo rad �emo sa 0 oznaqavati nula operator, a sa I jediniqni operator.

Definicija 1.3. Za ograniqen operator T �emo re�i da je singularan ako ima

netrivijalno jezgro.
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Definicija 1.4. Neka je T ∈ B(H,H′). Adjungovani operator T ∗ ograniqenom
operatoru T je jedinstveni operator iz B(H′,H), takav da je za svako h ∈ H i h′ ∈ H′〈

Th, h′
〉

=
〈
h, T ∗h′

〉
.

Adjungovan operator uvek postoji i jedinstven je, pogledati [W, Teorema 4.13]. U
slede�em stavu su definisane osnovne osobine adjungova�a.

STAV 1.2. Za sve A,B ∈ B(H,H′), C ∈ B(H′,H′′) i svako α, β ∈ C je

1◦ (αA+ βB)∗ = ᾱA∗ + β̄B∗,

2◦ A∗∗ = A,

3◦ (CA)∗ = A∗C∗,

4◦ I∗ = I,

5◦ ‖A∗‖ = ‖A‖,

6◦ ‖A∗A‖ = ‖AA∗‖ = ‖A‖2,

7◦ A∗A = 0 ako i samo ako je A = 0,

8◦ A je inverxibilan ako i samo ako je A∗ inverxibilan, a u xom sluqaju

je (A∗)−1 =
(
A−1

)∗
.

Izme�u jezgra i slike me�usobno adjungovanih operatora postoji slede�a veza:

TEOREMA 1.2. Za svaki A ∈ B(H,H′) va�i

1◦ N (A) = R(A∗)⊥
def
= H	R(A∗) i N (A∗) = R(A)⊥

def
= H′ 	R(A),

2◦ H = N (A)⊕R(A∗) i H′ = N (A∗)⊕R(A),

3◦ N (A) = N (A∗A),

4◦ R(A) = R(AA∗).

Dokazi prethodna dva tvre�e�a se mogu videti u [W, Teoreme 4.13, 4.14, 4.17 i 4.19]
ili su �ihova direktna posledica. Svaki slabo konvergentan niz operatora iz B(H)
se adjungova�em prevodi u isti takav niz i adjungova�e prolazi kroz slabi limes, o
qemu govori slede�a

TEOREMA 1.3. Agjunιova�e je slabo neurekigna oueracija na B(H).

Dokaz prethodne teoreme se mo�e na�i u [ADJ, Teorema 11.15].

Definicija 1.5. Operator T ∈ B(H,H′) se naziva izometrijom ako je ‖Th‖ =
‖h‖, za svako h ∈ H, a koizometrijom ako je ‖T ∗h′‖ = ‖h′‖, za svako h′ ∈ H′. Operator
T je unitaran ako je izometrija i ako je R(T ) = H′.
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Iz ‖Th‖2 = 〈Th, Th〉 = 〈T ∗Th, h〉 i ‖h‖2 = 〈Ih, h〉, na osnovu jednakosti kvadratnih
formi dobijamo da je T izometrija ako i samo ako je T ∗T = I. Sliqno, T je koizometri-
ja (tj, T ∗ je izometrija) ako i samo ako je TT ∗ = I. Kako je izometrija uvek in-
jekcija, iz definicije sledi da je unitaran operator uvek invertibilan. Ako je T
unitaran, iz invertibilnosti i T ∗T = I (karakterizacija izometriqnosti) sledi da
je T−1 = T ∗, pa je T i koizometrija. Obrnuto, ako je T izometrija i koizometrija,
va�i T ∗T = TT ∗ = I, pa je T bijekcija, a samim tim, uz izometriqnost, i unitaran.
Time smo upravo pokazali slede�i:

STAV 1.3. Oueraxor T ∈ B(H,H′) je unixaran ako i samo ako su T i T ∗

izomexrije i xaga je T−1 = T ∗.

Slede�i stav govori o raxire�u linearnog operatora po neprekidnosti na zatvore�e
�egovog domena.

STAV 1.4. Neka su H i H′ Hilbert-ovi urosxori i L svuga ιusx vekxorski

uoxurosxor og H (xj. L = H). Neka je A0 : L → H′ linearan oueraxor xa-

kav ga je

‖A0‖L
def
= sup
‖h‖=1,h∈L

‖A0h‖ < +∞.

Taga uosxoji jeginsxven neurekigan linearan oueraxor A : H → H′ xakav
ga je Ah = A0h za svako h ∈ L. Pri xome je ‖A‖ = ‖A0‖L.

Dokaz prethodnog stava se mo�e na�i u [ADJ, Stav 7.3]. Sada navodimo jednu pomo�nu
lemu koja �e nam biti od velike koristi pri dokazima u narednim poglav	ima.

LEMA 1.4. Neka su oueraxori A ∈ B(H,H′) i B ∈ B(H,H′′) xakvi ga uo-
sxoji uozixivna konsxanxa M xakva ga je ‖Ah‖ 6M‖Bh‖, za svako h ∈ H.
Onga uosxoji oueraxor C : R(B) → H′ xakav ga je A = CB, za koji va�i

‖C‖ 6M .

4 Definisa�emo prvo operator C na R(B). Neka je g ∈ R(B) proizvo	an. Onda

postoji h ∈ H takvo da je g = Bh. Definixemo Cg
def
= Ah. Ukoliko je g = Bh = Bh1,

za h, h1 ∈ H, va�i ‖A(h1 − h)‖ 6 M‖B(h1 − h)‖ = 0, odakle je Ah = Ah1, pa je
definicija preslikava�a C korektna. Za proizvo	ne g1 = Bh1, g2 = Bh2 ∈ R(B) i
α, β ∈ C imamo

C(αg1 + βg2) = C(αBh1 + βBh2) = CB(αh1 + βh2)

= A(αh1 + βh2) = αAh1 + βAh2 = αCg1 + βCg2,

pa je preslikava�e C linearno. Na osnovu definicije je za svako h ∈ H CBh = Ah,
tj. A = CB. Za proizvo	no g = Bh ∈ R(B) je ‖Cg‖ = ‖Ah‖ 6 M‖Bh‖ = M‖g‖, pa je
‖C‖ 6 M . Na osnovu Leme 1.4 operator C je mogu�e produ�iti na R(B) bez uve�a�a
norme i ono zadovo	ava uslove leme.

Napomenimo da sluqaju jednakosti u Lemi 1.4 va�i da je ‖C‖ = M. Tako�e,

operator C se mo�e dodefinisati na ceo prostor H′′, stav	aju�i Cg
def
= 0, za g ∈

R(B)
⊥
, pri qemu �e i da	e naravno va�iti ‖C‖ 6M .
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2 Kontrakcije i pozitivni operatori na Hilbert-ovim
prostorima

Definicija 1.6. Operator T ∈ B(H,H′) se naziva kontrakcijom ako je ‖T‖ 6 1.
T se naziva strogom kontrakcijom ako je ‖T‖ < 1.

Kako je ‖T‖ = ‖T ∗‖ va�i da je T (stroga) kontrakcija ako i samo ako je T ∗ (stroga)
kontrakcija.

Definicija 1.7. Operator Q ∈ B(H) se naziva samoadjungovanim ako je Q =
Q∗.

Definicija 1.8. Operator Q ∈ B(H) se naziva pozitivnim (u oznaci Q > 0)
ako je 〈Qh, h〉 > 0, za svako h ∈ H. Za operator Q �emo re�i da je strogo pozitivan

ako je 〈Qh, h〉 > 0, za svako h ∈ H \ {0}. Za operator Q �emo re�i da je pozitivan i

invertibilan ako postoji δ > 0 takvo da je Q− δI pozitivan operator.

Napomenimo da je pozitivan operator uvek samoadjungovan. U klasu samoadjungovanih
operatora uvodi se (delimiqno) ure�e�e 6 na slede�i naqin.

Definicija 1.9. Za samoadjungovane operatore �emo re�i da va�i A 6 B ako i

samo ako je 〈Af, f〉 6 〈Bf, f〉 za svako f ∈ H.

STAV 1.5. Neka su oueraxori A,B,C,D ∈ B(H) samoadjunιovani, P ∈ B(H)
i α > 0 uroizvo	ni. Taga va�i:

1◦ ako je A 6 B i B 6 C, onda je i A 6 C,

2◦ ako je A 6 B i C 6 D, onda je i A+ C 6 B +D,

3◦ ako je A 6 B, onda je αA 6 αB,

4◦ ako je A 6 B, onda je P ∗AP 6 P ∗BP i

5◦ 0 6 P ∗P 6 ‖P‖2I.

4 Za proizvo	no h ∈ H imamo:

1◦ Iz A 6 B i B 6 C sledi 〈Ah, h〉 6 〈Bh, h〉Ch, h〉, pa je A 6 C.

2◦ Iz A 6 B i C 6 D sledi 〈(A+ C)h, h〉 = 〈Ah, h〉 + 〈Ch, h〉 6 〈Bh, h〉 + 〈Dh, h〉 =
〈(B +D)h, h〉, pa je A+ C 6 B +D.

3◦ Iz A 6 B i α > 0 sledi 〈(αA)h, h〉 = α〈Ah, h〉 6 α〈Bh, h〉 = 〈(αB)h, h〉, pa je
αA 6 αB.

4◦ Iz A 6 B, za proizvo	no P ∈ B(H) sledi 〈P ∗APh, h〉 = 〈APh, Ph〉 6 〈BPh, Ph〉 =
〈P ∗BPh, h〉, pa je P ∗AP 6 P ∗BP .

5◦ Za proizvo	no P ∈ B(H) va�i 〈P ∗Ph, h〉 = 〈Ph, Ph〉 = ‖Ph‖2 > 0, pa je P ∗P > 0.
S druge strane je 〈P ∗Ph, h〉 = ‖Ph‖2 6 ‖P‖2‖h‖2 = ‖P‖2〈h, h〉 = 〈(‖P‖2I)h, h〉, pa
je P ∗P 6 ‖P‖2I.
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Kao laku posledicu Stava 1.5 navodimo slede�u lemu koja �e nam biti od koristi u
dokazu glavne nejednakosti posled�eg poglav	a.

LEMA 1.5. Neka su oueraxori P,Q ∈ B(H) uroizvo	ni. Taga je:

P ∗Q∗QP 6 ‖Q‖2P ∗P. (1.1)

4 Kako je na osnovu svojstva 5◦ Stava 1.5, Q∗Q 6 ‖Q‖2I, na osnovu svojstva 4◦

istog stava dobijamo da je P ∗Q∗QP 6 P ∗(‖Q‖2I)P = ‖Q‖2P ∗P .

Imamo slede�u vezu izme�u kontrakcija i pozitivnih operatora.

STAV 1.6. Neka je T ∈ B(H,H′). Taga je T konxrakcija ako i samo ako je

I − T ∗T uozixivan oueraxor u B(H).

4 Za proizvo	no h ∈ H je ‖h‖2 − ‖Th‖2 = 〈h, h〉 − 〈Th, Th〉 = 〈(I − T ∗T )h, h〉,
odakle tvr�e�e direktno sledi.

Svaki pozitivan operator se mo�e korenovati, kako to pokazuje slede�a

TEOREMA 1.6. [kvadratni koren pozitivnog operatora] Za gati uozixivan
oueraxor Q ∈ B(H) uosxoji jeginsxven uozixivan oueraxor S > 0 (u

oznaci S =
√
Q) za koji je S2 = Q, uri qemu S komuxira sa svim ouera-

xorima sa kojima komuxira i Q.

Dokaz prethodnog tvr�e�a se mo�e prona�i u [ADJ, Teorema 12.9]. Norma kvadratnog
korena pozitivnog operatora se lako raquna, xto nam pokazuje slede�a

LEMA 1.7. Neka je oueraxor Q ∈ B(H) uozixivan. Taga je:

‖
√
Q‖ =

√
‖Q‖. (1.2)

4 Na osnovu Stava 1.2 imamo ‖Q‖ = ‖
√
Q
√
Q‖ = ‖

√
Q
∗√
Q‖ = ‖

√
Q‖2, odakle

korenova�em dobijamo jedakost (1.2).
Napomenimo da se kvadratni koren pozitivnog operatora Q mo�e dobiti kao unifor-
mni limes odgovaraju�eg niza operatora pn(Q), gde pn ∈ C[X], n ∈ N. Tako�e, Q je

invertibilan ako i samo ako je
√
Q invertibilan i va�i

√
Q
−1

=
√
Q−1. Svakoj

kontrakciji �emo dodeliti slede�i bitan operator.

Definicija 1.10. Neka je T ∈ B(H,H′) kontrakcija. Operator
√
I − T ∗T naziva

se operatorom defekta operatora T i oznaqava sa DT , a zatvore�e �egove slike

oznaqava se sa DT = R(DT ).

Oqigledno je da je T (I − T ∗T ) = (I − TT ∗)T , pa je i za svaki polinom p ∈ C[X]

Tp(I − T ∗T ) = p(I − TT ∗)T.

Uzimaju�i niz polinoma takav da pn(t)⇒
√
t na [0, 1], dobijamo suDT iDT ∗ uniformni

limesi operatora pn(I − T ∗T ) i pn(I − TT ∗), redom. Kako je onda Tpn(I − T ∗T ) =
pn(I − TT ∗)T za svako n ∈ N, prelaskom na graniqnu vrednost dobijamo da va�i
slede�i bitan identitet:

TDT = DT ∗T. (1.3)
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Kako za svako h ∈ H imamo da va�i

‖h‖2 − ‖Th‖2 = 〈(I − T ∗T )h, h〉 = 〈D2
Th, h〉 = ‖DT ‖2

dobijamo jox jedan va�an identitet vezan za operator i �egov operator defekta:

‖h‖2 = ‖Th‖2 + ‖DTh‖2 za svako h ∈ H. (1.4)

Doka�imo sada slede�u karakterizaciju stroge kontraktivnosti.

STAV 1.7. Oueraxor T ∈ B(H,H′) je sxroιa konxrakcija ako i samo je

I − T ∗T , ili ekvivalenxno, I − TT ∗ uozixivan i inverxibilan. Konxra-

kcija T je i sxroιa konxrakcija ako i samo ako je DT , ili ekvivalenxno,

DT ∗ inverxibilan.

4 Neka je T stroga kontrakcija. Tada je ‖T‖ = ‖T ∗‖ 6 1, pa za svako h ∈ H va�i
da je ‖Th‖, ‖T ∗h‖ 6 ‖h‖. Odatle dobijamo:

‖(I − T ∗T )h‖2 = 〈(I − T ∗T )h, h〉 = ‖h‖2 − ‖Th‖2 > ‖h‖2 − ‖T‖2‖h‖2 = (1− ‖T‖2)‖h‖2

i

‖(I − TT ∗)h‖2 = 〈(I − TT ∗)h, h〉 = ‖h‖2−‖T ∗h‖2 > ‖h‖2−‖T ∗‖2‖h‖2 = (1−‖T ∗‖2)‖h‖2

odakle, kako su 1 − ‖T‖2 > 0 i 1 − ‖T ∗‖2 > 0 sledi da je I − T ∗T > (1 − ‖T‖2)I i
I −TT ∗ > (1−‖T ∗‖2I), pa su operatori I −T ∗T i I −TT ∗ pozitivni i invertibilni.
Obrnuto, neka postoje δ1 ili δ2 > 0 takvi da je I − T ∗T > δ1I i I − TT ∗ > δ2I. Za
svako h ∈ H je onda

‖Th‖2 = ‖h‖2 − ‖(I − T ∗T )h‖2 6 ‖h‖2 − δ1‖h‖2 = (1− δ1)‖h‖2

ili
‖T ∗h‖2 = ‖h‖2 − ‖(I − TT ∗)h‖2 6 ‖h‖2 − δ2‖h‖2 = (1− δ2)‖h‖2

odakle uzima�em supremuma po h ∈ H jediniqne norme dobijamo da je ‖T‖ 6√
1− δ1 < 1 ili ‖T ∗‖ 6

√
1− δ2 < 1, pa je, u oba sluqaja (kako je ‖T‖ = ‖T ∗‖), operator

T stroga kontrakcija. Posled�i deo tvr�e�a sledi iz qi�enice da su operatori
I − T ∗T i DT , kao i I − TT ∗ i DT ∗ istovremeno pozitivni i invertibilni.

Za kraj ode	ka �emo navesti teoreme analogne teoremama o konvergenciji monotonih i
ograniqenih realnih nizova. Dokaz naredne teoreme se mo�e prona�i u [ADJ, Teorema
12.7].

TEOREMA 1.8. Neka je {An}n∈N niz uozixivnih oueraxora u B(H), xakvih
ga je An > An+1 za svako n ∈ N (xj, monoxono ouagaju�i niz uozixivnih
oιraniqenih oueraxora). Taga uosxoji uozixivan A ∈ B(H) xakav ga je

A = s− limn→∞An.

Direktna posledica je slede�a teorema koja �e nam biti od znaqaja kod jako kvadratno
sumabilnih nizova operatora.

TEOREMA 1.9. Neka je {An}n∈N niz uozixivnih oueraxora u B(H) xakvih
ga je An 6 An+1 za svako n ∈ N i neka uosxoji realan M > 0 xakav ga je

‖An‖ 6 M za svako n ∈ N. Taga uosxoji uozixivan A ∈ B(H) xakav ga je

A = s− limn→∞An i urixom je ‖A‖ 6M .
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4 Posmatrajmo niz operatora {Bn}n∈N definisanih sa Bn
def
= MI − An za svako

n ∈ N. Za proizvo	no h ∈ H je 〈Bnh, h〉 = M‖h‖2 − 〈Anh, h〉 >M‖h‖2 − ‖An‖‖h‖2 > 0,
pa su operatori Bn pozitivni. Tako�e je za svako n ∈ N, Bn−Bn+1 = (MI−An)−(MI−
An+1) = An+1 − An > 0, pa je niz {Bn}n∈N i monotono opadaju�i. Na osnovu Teoreme
1.8, znamo da postoji B ∈ B(H) takav da je B = s−limn→∞Bn = s−limn→∞M−An koji
je pozitivan. Direktno sledi da i niz {An}n∈N jako konvergira i to ka ograniqenom
operatoru A = MI − B. Za proizvo	no h ∈ H imamo 〈Ah, h〉 = 〈limn→∞Anh, h〉 =
limn→∞〈Anh, h〉 > 0, kao i ‖Ah‖ = ‖ limn→∞Anh‖ = limn→∞ ‖Anh‖ 6M‖h‖, na osnovu
neprekidnosti skalarnog proizvoda i norme, odakle sledi pozitivnost, kao i tra�ena
procena norme operatora A.

3 Direktan zbir Hilbert-ovih prostora

U ovoj sekciji �emo uvesti direktan zbir najvixe prebrojive familije Hilbert-ovih
prostora i osnovne osobine i identitete vezane za �ega.
Neka je {Hn}n∈N niz Hilbert-ovih prostora. Posmatrajmo slede�i skup:

∞⊕
n=1

Hn =

{
h ∈

∞∏
n=1

Hn :

∞∑
n=1

‖hn‖2Hn <∞

}
. (1.5)

Skup
⊕∞

n=1Hn se na prirodan naqin mo�e opremiti skalarnim proizvodom i on �e
biti Hilbert-ov prostor.

TEOREMA 1.10. Preslikava�e 〈., .〉⊕∞
n=1Hn :

⊕∞
n=1Hn×

⊕∞
n=1Hn → C gefini-

sano sa:

〈h, g〉⊕∞
n=1Hn

def
=

∞∑
n=1

〈hn, gn〉Hn (1.6)

je skalarni uroizvog na
⊕∞

n=1Hn i qini ιa Hilbert-ovim urosxorom.

4 Doka�imo prvo da je izraz (1.6) dobro definisan. Neka su h, g ∈
⊕∞

n=1Hn
proizvo	ni. Koris�e�em nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og na svakom od
prostora Hn, kao i na prostoru kvadratno sumabilnih nizova dobijamo:

∞∑
n=1

|〈hn, gn〉Hn | 6
∞∑
n=1

‖hn‖Hn‖gn‖Hn 6

√√√√ ∞∑
n=1

‖hn‖2Hn

√√√√ ∞∑
n=1

‖gn‖2Hn <∞,

pa red u (1.6) apsolutno konvergira, odakle sledi �egova dobra definisanost. Doka-
�imo sada da izraz (1.6) definixe skalarni proizvod na

⊕∞
n=1Hn. Neka su f, g, h ∈⊕∞

n=1Hn i λ ∈ C proizvo	ni. Kako su svi Hn Hilbert-ovi prostori, iz linearnosti
sume reda, kao i linearnosti i neprekidnosti kompleksnog konjugova�a sledi:

〈f + g, h〉⊕∞
n=1Hn =

∞∑
n=1

〈fn + gn, hn〉Hn

=
∞∑
n=1

〈fn, hn〉Hn +
∞∑
n=1

〈gn, hn〉Hn = 〈f, h〉⊕∞
n=1Hn + 〈g, h〉⊕∞

n=1Hn ,
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〈f, g〉⊕∞
n=1Hn =

∞∑
n=1

〈fn, gn〉Hn =
∞∑
n=1

〈fn, gn〉Hn =
∞∑
n=1

〈gn, fn〉Hn = 〈g, f〉⊕∞
n=1Hn ,

〈λf, g〉⊕∞
n=1Hn =

∞∑
n=1

〈λfn, gn〉Hn = λ

∞∑
n=1

〈fn, gn〉Hn = λ〈f, g〉⊕∞
n=1Hn

i, kako je za svako n ∈ N, izraz 〈hn, hn〉Hn = 0 ako i samo je hn = 0, sledi:

〈h, h〉⊕∞
n=1Hn =

∞∑
n=1

〈hn, hn〉Hn = 0 ako i samo ako je hn = 0, za svako n ∈ N,

zbog pozitivnosti svakog qlana gor�eg reda, pa je h = 0 u
⊕∞

n=1Hn. Dakle (1.6)
definixe skalarni proizvod na

⊕∞
n=1Hn. Xto se �ime indukovane norme tiqe, u

nastavku rada �e nam biti koristan slede�i izraz (koji �e se doduxe koristiti u
formi konaqnog zbira):

‖h‖2⊕∞
n=1Hn

=
∞∑
n=1

〈hn, hn〉Hn =
∞∑
n=1

‖hn‖2Hn .

Doka�imo sad kompletnost prostora
⊕∞

n=1Hn u normi indukovanoj skalarnim
proizvodom (1.6). Na osnovu [ADJ, Stav 7.1], dovo	no je pokazati da je svaki apsolutno
konvergentan red u

⊕∞
n=1Hn i konvergentan. Neka je (h(k))k∈N proizvo	an apsolutno

konvergentan red u
⊕∞

n=1Hn, tj. neka je

∞∑
k=1

√√√√ ∞∑
n=1

∥∥∥h(k)
n

∥∥∥2

Hn
=

∞∑
k=1

∥∥∥h(k)
∥∥∥⊕∞

n=1Hn
=: C < +∞, (1.7)

za neko C > 0. Iz nejednakosti Minkowski-og direktno dobijamo√√√√ ∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

∥∥∥h(k)
n

∥∥∥
Hn

)2

6
∞∑
k=1

√√√√ ∞∑
n=1

∥∥∥h(k)
n

∥∥∥2

Hn
= C, (1.8)

odakle sledi da je za svako n ∈ N
∞∑
k=1

∥∥∥h(k)
n

∥∥∥
Hn
6 C < +∞. (1.9)

Kako je svaki od prostora Hn Hilbert-ov, sledi da apsolutno konvergentni redovi u

(1.9) i konvergiraju u tim prostorima, tj. postoje gn :=
∑∞

k=1 h
(k)
n ∈ H, za svako n ∈ N.

Neka je g := (gn)n∈N ∈
∏∞
n=1Hn. Iz osnovne nejednakosti za Hilbert-ove prostore Hn i

nejednakosti (1.8) dobijamo:

∞∑
n=1

‖gn‖2Hn =

∞∑
n=1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

h(k)
n

∥∥∥∥∥
2

Hn

6
∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

∥∥∥h(k)
n

∥∥∥
Hn

)2

6 C2 < +∞, (1.10)

odakle sledi da g ∈
⊕∞

n=1Hn. Dodatno, upore�iva�em jednakosti (1.7) i nejednakosti
(1.10), dobili smo da za svaki apsolutno konvergentan red (h(k))k∈N va�i slaba osnovna
nejednakost∥∥∥∥∥∥

( ∞∑
k=1

h(k)
n

)
n∈N

∥∥∥∥∥∥⊕∞
n=1Hn

=

√√√√ ∞∑
n=1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

h
(k)
n

∥∥∥∥∥
2

Hn

6 C =
∞∑
k=1

∥∥∥h(k)
∥∥∥⊕∞

n=1Hn
. (1.11)
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Primenom slabe osnovne nejednakosti na ostatak reda, dobijamo∥∥∥∥∥g −
K∑
k=1

h(k)

∥∥∥∥∥⊕∞
n=1Hn

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=K+1

h(k)

∥∥∥∥∥⊕∞
n=1Hn

6
∞∑

k=K+1

∥∥∥h(k)
∥∥∥⊕∞

n=1Hn
→ 0, (1.12)

kad K → ∞, jer je red sa desne strane nejednakosti (1.12) ostatak konvergentnog
reda. Dakle, red

∑∞
k=1 h

(k) konvergira ka g, u normi prostora
⊕∞

n=1Hn, qime je dokaz
zavrxen.

Prethodna Teorema 1.10 opravdava slede�u definiciju.

Definicija 1.11. Neka je {Hn}n∈N niz Hilbert-ovih prostora. Tada
⊕∞

n=1Hn
nazivamo direktnom sumom Hilbert-ovih prostora {Hn}n∈N u odnosu na skalarni

proizvod (1.6).

U nastavku �emo se baviti samo sluqajem proizvoda konaqne familije {Hi}ni=1

Hilbert-ovih prostora. U tom sluqaju, definisan je
⊕n

i=1Hi
def
=
∏n
k=1Hi, kao i skala-

rni proizvod na �emu sa

〈〈f, g〉〉 def= 〈f, g〉⊕n
i=1Hi

def
=

n∑
i=1

〈fi, gi〉Hi ,

u odnosu na koji je
⊕n

i=1Hi Hilbert-ov prostor.

Definicija 1.12. Neka su {Hi}ni=1 i {Gj}mj=1 konaqne familije Hilbert-ovih pro-

stora i neka su Ti,j ∈ B(Hi,Gj). Tada je operatorna matrica preslikava�e

[Ti,j ] 16i6n
16j6m

:
n⊕
i=1

Hi →
m⊕
j=1

Gj :


h1

h2
...

hn

 7→

∑n

j=1 T1,jhj∑n
j=1 T2,jhj

...∑n
j=1 Tm,jhj

 , (1.13)

pri qemu mo�emo koristiti i notaciju


T1,1 T1,2 . . . T1,n

T2,1 T2,2 . . . T2,n
...

...
. . .

...

Tm,1 Tm,2 . . . Tm,n

 def
= [Ti,j ] 16i6n

16j6m
.

Kao i u sluqaju skalarnih matrica, navedeno preslikava�e Hilbert-ovih prostora
je i linearno.

STAV 1.8. Preslikava�e [Ti,j ] 16i6n
16j6m

gefinisano u (1.13) je linearno.

4 Za sve (gi)
n
i=1, (hi)

n
i=1 ∈

⊕n
i=1Hi i za svako α, β ∈ C imamo:

[Ti,j ] 16i6n
16j6m

(α(gi)
n
i=1 + β(hi)

n
i=1) =

 n∑
j=1

Ti,j(αgj + βhj)

m

i=1

= α

 n∑
j=1

Ti,jgj

m

i=1

+ β

 n∑
j=1

Ti,jhj

m

i=1

= α[Ti,j ] 16i6n
16j6m

(gi)
n
i=1 + β[Ti,j ] 16i6n

16j6m
(hi)

n
i=1
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Tako�e, i raquna�e adjungovanog operatora operatornoj matrici [Ti,j ] 16i6n
16j6m

je ana-

logno sluqaju skalarne matrice.

STAV 1.9. Za svako n ∈ N i za svako [Ti,j ] 16i6n
16j6m

∈ B(
⊕n

i=1Hi,
⊕m

j=1 Gj), je

[Ti,j ]
∗
16i6n
16j6m

= [T ∗j,i] 16j6m
16i6n

. (1.14)

4 Za sve (hi)
n
i=1 ∈

⊕n
i=1Hi i (gj)

m
j=1 ∈

⊕m
j=1 Gj je

〈
[Ti,j ] 16i6n

16j6m
(hi)

n
i=1, (gi)

m
j=1

〉
⊕m
j=1 Gj

=

〈(
n∑
i=1

Tj,ihi

)m
j=1

, (gj)
m
j=1

〉
⊕m
j=1 Gj

=
m∑
j=1

〈
n∑
i=1

Tj,ihi, gj

〉
Gj

=
n∑
i=1

m∑
j=1

〈
hi, T

∗
i,jgj

〉
Hi

=
n∑
i=1

〈
hi,

m∑
j=1

T ∗i,jgj

〉
Hi

=

〈
(hi)

n
i=1,

 m∑
j=1

T ∗i,jgj

n

i=1

〉
⊕n
i=1Hi

=

〈
(hi)

n
i=1, [T

∗
j,i] 16j6m

16i6n
(gj)

n
j=1

〉
⊕n
i=1Hi

,

qime je dokaz zavrxen.



Glava 2

Kontraktivnost blok

operatornih matrica

1 Kontraktivnost blok operatornih matrica dimenzija

2× 1 i 1× 2

Neka su H, H′, H1 i H2 Hilbert-ovi prostori i T operatorna matrica oblika

T =

[
A
C

]
: H → H′ ⊕H2, (2.1)

gde su A i C operatori koji dejstvuju na odgovaraju�im prostorima. Slede�a lema
igra osnovnu ulogu u svim dokazima ovog poglav	a.

LEMA 2.1. Oueraxor T gefinisan u (2.1) je konxrakcija ako i samo ako

je A konxrakcija i uosxoji konxrakcija Y : DA → H2 xakva ga je

C = Y DA. (2.2)

U xom sluqaju, formula

WDT
def
= DYDA (2.3)

gefinixe unixaran oueraxor W : DT → DY . Posebno, T je izomexrija ako

i samo ako je Y izomexrija.

4 Neka je A kontrakcija i neka va�i (2.2), gde je Y kontrakcija. Koriste�i
jednakost (1.4) dobijamo:

‖h‖2 − ‖Th‖2 = ‖h‖2 − ‖Ah‖2 − ‖Y DAh‖2

= ‖DAh‖2 − ‖Y DAh‖2 = ‖DYDAh‖2 > 0 za svako h ∈ H.

Dakle, T je kontrakcija i iz prethodnog imamo da je ‖DTh‖2 = ‖h‖2 − ‖Th‖2 =
‖DYDAh‖2, tj. ‖DTh‖ = ‖DYDAh‖ za svako h ∈ H, pa na osnovu Leme 1.4 postoji W
koje zadovo	ava (2.3) koje je izometrija prostora DT i DY i koje je oqigledno na, pa je
unitaran. Obrnuto, ako je T kontrakcija, za svako h ∈ H je ‖Th‖2 = ‖Ah‖2 + ‖Ch‖2 6
‖h‖2, pa su i operatori A i C tako�e kontrakcije. Imamo:

‖Ch‖2 6 ‖h‖2 − ‖Ah‖2 = ‖DAh‖2 za svako h ∈ H.
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Na osnovu Leme 1.4 postoji kontrakcija Y : R(DA) → H2 takva da va�i (2.2). Na
osnovu Stava 1.4, Y se produ�uje do kontrakcije na DA.

Slede�e tvr�e�e je direktna posledica Leme 2.1 i Stava 1.7.

LEMA 2.2. Neka je A sxroιa konxrakcija. Taga je oueraxor T gefinisan
u (2.1) sxroιa konxrakcija ako i samo ako je Y iz (2.2) sxroιa konxrakcija.

4 Kako je A stroga kontrakcija, na osnovu Stava 1.7, operatorDA je invertibilan.
Na osnovu (2.3) je operator DT invertibilan ako i samo ako je DY invertibilan, pa
konaqan zak	uqak sledi opet iz Stava 1.7.

Posmatrajmo sada operator T oblika

T =
[
A B

]
: H⊕H1 → H′ (2.4)

gde su A i B operatori koji dejstvuju na odgovaraju�im prostorima. Prime�uju�i

Lemu 2.1 na T ∗ =

[
A∗

B∗

]
: H′ → H⊕H1 dobijamo slede�i rezultat.

LEMA 2.3. Oueraxor T gefinisan u (2.4) je konxrakcija ako i samo ako

je A konxrakcija i uosxoji konxrakcija X : H1 → DA∗ xakva ga je

B = DA∗X. (2.5)

U xom sluqaju, formula

WDT ∗
def
= DX∗DA∗ (2.6)

gefinixe unixaran oueraxor W : DT ∗ → DX∗. Posebno, T je izomexrija ako

i samo ako je X izomexrija.

STAV 2.1. Neka je T : H → H′ konxrakcija. Taga je oueraxor

RT
def
=

[
T DT ∗

DT −T ∗
]

: H⊕DT ∗ → H′ ⊕DT (2.7)

unixaran.

4 Adjungova�em jednakosti (1.3) dobijamo da je

T ∗DT ∗ ⊆ DT , (2.8)

pa je operator RT dobro definisan. Primenom Leme 2.1 dobijamo da su kolone opera-
tora RT izometrije (kontrakcija Y je zapravo jediniqni operator, pa je i izometrija).
Na osnovu (1.3) kolone su i me�usobno ortogonalne, pa je operator RT izometrija. Kako
je R∗T = RT ∗ matrica istog oblika dobijamo da je i operator R∗T tako�e izometrija.
Na osnovu Stava 1.3, RT je unitaran operator, qime je dokaz zavrxen.

Definicija 2.1. Operator RT definisan u (2.7) naziva se matricom rotacije

operatora T .
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STAV 2.2. Neka je T konxrakcija oblika (2.4) i neka je X �ome ingukovana
konxrakcija koja zagovo	ava (2.5). Taga je oueraxor W : DT → DA ⊕ DX
gefinisan sa

WDT
def
=

[
DA −A∗X
0 DX

]
(2.9)

unixaran.

4 Na osnovu Stava 2.1, kao i jednakosti (1.4) dobijamo da je blok operatorna
matrica

T ′ =

 A DA∗X
DA −A∗X
0 DX

 =

 A DA∗ 0
DA −A∗ 0
0 0 I

I 0
0 X
0 DX

 (2.10)

izometrija prostora H⊕H1 u prostor H′⊕DA⊕DX kao kompozicija dve izometrije.

Prime�uju�i Lemu 2.1 na T ′ =

[
A′

C ′

]
, gde je A′ =

[
A DA∗X

]
=
[
A B

]
= T (zbog

jednakosti (2.5)) i C ′ =

[
DA −A∗X
0 DX

]
, kako je T ′ izometrija, sledi da postoji kontra-

kcija W : DT → DA ⊕ DX , tdj C ′ = WDT . Kako je operatorna matrica C ′ gor�e
trougaona i operatori sa dijagonale imaju gustu sliku, sledi da je operator W
surjektivan, pa je i unitaran, qime je dokaz zavrxen.

Od znaqaja za naredne dokaze �e nam biti i slede�a dva tvr�e�a dualna Lemi
2.3 i prethodnom Stavu 2.2 qiji su dokazi analogni navedenim tvr�e�ima, te su
izostav	eni.

LEMA 2.4. Oueraxor T gefinisan u (2.4) je konxrakcija ako i samo ako

je B konxrakcija i uosxoji konxrakcija X : H → DB∗ xakva ga je

A = DB∗X. (2.11)

U tom sluqaju, formula

W∗DT ∗
def
= DX∗DB∗ (2.12)

gefinixe unixaran oueraxor W∗ : DT ∗ → DX∗. Posebno, T je izomexrija

ako i samo ako je X izomexrija.

STAV 2.3. Neka je T konxrakcija oblika (2.4) i neka je X �ome ingukovana
konxrakcija koja zagovo	ava (2.11). Taga je oueraxor W : DT → DX ⊕ DB
gefinisan sa

WDT
def
=

[
DX 0
−B∗Γ DB

]
(2.13)

unixaran.
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2 Kontraktivnost do�e trougaonih blok operatornih

matrica dimenzije 2× 2

U ovoj sekciji �emo dati kompletnu karakterizaciju svih kontrakibilnih do�e
trougaonih blok operatornih matrica dimenzije 2×2. U ovoj sekciji �emo posmatrati
operator T oblika

T =

[
A 0
C D

]
: H⊕H1 → H′ ⊕H2, (2.14)

gde operatori A, C i D dejstvuju na odgovaraju�im prostorima.

LEMA 2.5. Oueraxor T gefinisan u (2.14) je konxrakcija ako i samo ako
su oueraxori A i D konxrakcije i uosxoji konxrakcija Γ: DA → DD∗ xa-
kva ga je oueraxor C oblika

C = DD∗ΓDA. (2.15)

4 Pretpostavimo da je operatorna matrica T kontrakcija. Neka su h ∈ H i
h1 ∈ H1 proizvo	ni. Tada je∥∥∥∥[A 0

C D

] [
h
0

]∥∥∥∥2

= ‖Ah‖2 + ‖Ch‖2 6
∥∥∥∥[h0

]∥∥∥∥2

= ‖h‖2

i ∥∥∥∥[A 0
C D

] [
0
h1

]∥∥∥∥2

= ‖Dh1‖2 6
∥∥∥∥[ 0
h1

]∥∥∥∥2

= ‖h1‖2,

odakle sledi da su operatoriA iD (i C) kontrakcije. Dakle, kontraktivnost operato-
ra A i D je potreban uslova za kontraktivnost operatorne matrice T , pa �emo u
nastavku dokaza pretpostaviti da je taj uslov ispu�en. Iz Leme 2.1 sledi da je T
kontrakcija ako i samo ako je preslikava�e Y : D[

A 0
] → H2 definisano sa

[
C D

]
= Y D[

A 0
] (2.16)

kontrakcija. Direktnim raqunom dobijamo

D[
A 0

] =
√
I −

[
A 0

]∗ [
A 0

]
=

√[
I 0
0 I

]
−
[
A∗

0

] [
A 0

]
=

√[
I 0
0 I

]
−
[
A∗A 0

0 0

]
=

√[
D2
A 0

0 I

]
=

[
DA 0
0 I

]
, (2.17)

gde je posled�a matrica oqigledno tra�eni pozitivan koren matrice. Dakle operator
Y je vrsta oblika

[
Y1 Y2

]
i �egov domen je D[

A 0
] = DA⊕H1. Zamenom (2.17) u (2.16)

dobijamo [
C D

]
=
[
Y1 Y2

] [DA 0
0 I

]
, (2.18)

pa je C = Y1DA i D = Y2. Na osnovu Leme 2.3, vrsta
[
D Y1

]
(qija kontraktivnost je

ekvivalentna kontraktivnosti Y =
[
Y1 D

]
) je kontrakcija ako i samo ako jednakost

Y1 = DD∗Γ definixe kontrakciju Γ: DA → DD∗ . Korix�e�em jednakosti C = Y1DA
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dobijamo konaqno da je do�e trougaona operatorna matrica T kontrakcija ako i samo
ako su operatori A i C kontrakcije i postoji kontrakcija Γ: DA → DD∗ takva da je

C = Y1DA = DD∗ΓDA,

xto je trebalo i dokazati.

STAV 2.4. Neka je T konxrakcija oblika (2.14) i Γ �ome ingukovana kon-
xrakcija gefinisana jegnakox�u (2.15). Taga su oueraxori W : DT → DΓ⊕DD
i W∗ : DT ∗ → DA∗ ⊕DΓ∗ gefinisani sa

WDT
def
=

[
DΓDA 0
−D∗ΓDA DD

]
(2.19)

i

W∗DT ∗
def
=

[
DA∗ −AΓ∗DD∗

0 DΓ∗DD∗

]
(2.20)

unixarni.

4 Na osnovu Leme 2.1 prime�enu na kontrakciju T =

[
A′

C ′

]
, gde je A′ =

[
A 0

]
i

C ′ =
[
DD∗ΓDA D

]
, dobijamo da postoji kontrakcija Y =

[
Y1 Y2

]
: DA ⊕ H1 → H2

tdj. C ′ = Y A′, i pritom iz jednakosti (2.18) sledi da je Y1 = DD∗Γ i Y2 = D. Da	e,
na osnovu Leme 2.1 sledi da postoji unitaran operator W1 : DT → DY takav da je

W1DT = D[
Y1 Y2

] [DA 0
0 I

]
. (2.21)

Kako je Y =
[
Y1 Y2

]
kontrakcija i va�i Y1 = DD∗Γ = DY ∗2

Γ, sledi da je Γ kontrakcija
koja zadovo	ava jednakost (2.11), pa na osnovu Stava 2.3 sledi da postoji unitaran
operator W2 : DY → DΓ ⊕DD takav da je

W2D[
Y1 Y2

] =

[
DΓ 0
−D∗Γ DD

]
. (2.22)

Tada je operator W = W2W1 : DT → DΓ ⊕DD unitaran i va�i

WDT = W2W1DT = W2D[
Y1 Y2

] [DA 0
0 I

]
=

[
DΓ 0
−D∗Γ DD

] [
DA 0
0 I

]
=

[
DΓDA 0
−D∗ΓDA DD

]
,

pa je operator W tra�eni unitarni operator koji zadovo	ava (2.19). Prime�iva�em
prethodno dokazanog na operator T ∗ analogno dolazimo da je operatoraW∗ definisan
jednakox�u (2.20) tako�e unitaran, qime je dokaz zavrxen.

STAV 2.5. Oueraxor T gefinisan u (2.14) je konxrakcija ako i samo ako

je A konxrakcija i formula C = Y DA gefinixe oueraxor Y : DA → H2 xa-

kav ga je oueraxor
[
Y D

]
: DA ⊕H1 → H2 konxrakcija.
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4 Neka je T kontrakcija. Na osnovu Leme 2.5 operatori A i D su kontrakcije
i postoji kontrakcija Γ: DA → DD∗ tdj. va�i jednakost C = DD∗ΓDA. Definixemo

operator Y
def
= DD∗Γ: DA → H2. Sada, na osnovu Leme 2.4 direktno sledi da je

vrsta operator
[
Y D

]
: DA ⊕ H1 → H2 kontrakcija. Obratno, ako je A kontrakcija

i C = Y DA, gde je Y : DA → H2 operator tdj.
[
Y D

]
kontrakcija, na osnovu Leme

2.4 sledi da je i operator D kontrakcija i da postoji kontrakcija Γ: DA → DD∗ tdj
Y = DD∗Γ. Dakle, va�i jednakost (2.15), pa je na osnovu Leme 2.5 do�e trougaona
operatorna matrica T kontrakcija, qime je dokaz zavrxen.

3 Kontraktivnost operatornih blok matrica dimenzije

2× 2

U ovoj sekciji �emo izvesti opxti oblik kontraktibilne 2 × 2 matrice. Neka je T
blok operatorna matrica oblika:

T =

[
A B
C D

]
: H⊕H1 → H′ ⊕H2 (2.23)

gde suA,B, C iD operatori koji dejstuju na odgovaraju�im prostorima. Sve prethodne
rezultate u ovom poglav	u, kao specijalne sluqajeve obuhvata naredna

TEOREMA 2.6. Oueraxor T gefinisan u (2.23) je konxrakcija ako i samo

ako je A konxrakcija i oueraxori B, C i D su oblika

B = DA∗X, C = Y DA i D = DY ∗ΓDX − Y A∗X (2.24)

ιge su oueraxori X : H1 → DA∗, Y : DA → H2 i Γ: DX → DY ∗ konxrakcije.

4 Neka je T kontrakcija. Posmatraju�i T kao kolonu T =

[[
A B

][
C D

]], iz Leme 2.1
sledi da je i operator

[
A B

]
tako�e kontrakcija. S druge strane, posmatraju�i T kao

vrstu

[[
A
C

] [
B
D

]]
, iz Leme 2.3 sledi da je i operator

[
A
C

]
tako�e kontrakcija. Dakle,

uslovi da su prva kolona

[
A
C

]
i prva vrsta

[
A B

]
kontrakcije su oqigledno potrebni

da operatorna matrica T bude kontrakcija, pa �emo u nastavku dokaza pretpostaviti
da su oni zadovo	eni. Na osnovu Leme 2.3, postoji kontrakcija X : H1 → DA∗ takva
da je B = DA∗X. Na osnovu Leme 2.1 postoji kontrakcija Y : DA → H2 takva da je
C = Y DA. Iz Stava 2.2 sledi da je operator W1 : D[

A B
] → DA ⊕ DX definisan

jednakox�u

W1D[
A B

] =

[
DA −A∗X
0 DX

]
(2.25)

unitaran. Neka je A′ =
[
A B

]
i C ′ =

[
C D

]
=
[
Y DA D

]
. Primenom Leme 2.1 na

operator T =

[
A′

C ′

]
dobijamo da je operator Y ′ : D[

A B
] → H2 definisan jednakox�u

Y ′D[
A B

] =
[
Y DA D

]
(2.26)
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kontrakcija. Posmatrajmo operator Y ′W ∗1 : DA⊕DX → H2. Mo�emo ga smatrati vrsta
operatorom

[
Y1 Y2

]
, sa komponentama Y1 : DA → H2 i Y2DX → H2. Korix�e�em

Y ′W ∗1 =
[
Y1 Y2

]
, kao i jednakosti (2.25) i (2.26) dobijamo

[
Y1 Y2

] [DA −A∗X
0 DX

]
= Y ′W ∗1W1D[

A B
] = Y ′D[

A B
] =

[
Y DA D

]
. (2.27)

Odavde sledi da je Y1DA = Y DA, pa je Y1 = Y (jer su domeni oba operatora DA). Na
osnovu Leme 2.3 sledi da je vrsta operator

[
Y Y2

]
kontrakcija ako i samo ako izraz

Y2 = DY ∗Γ definixe kontrakciju Γ: DX → DY ∗ . Ubaciva�em Y1 = Y i Y2 = DY ∗Γ
u jednakost (2.27) dobijamo −Y A∗X +DY ∗ΓDX = D, pa va�i i posled�a jednakost u
(2.24), qime je dokaz zavrxen.

STAV 2.6. Neka je oueraxor T konxrakcija oblika (2.23) i X, Y i Γ �ome

ingukovane konxrakcije gefinisane u (2.24). Taga su oueraxori W : DT →
DY ⊕DΓ i W∗ : DT ∗ → DX∗ ⊕DΓ∗ gefinisani sa

WDT
def
=

[
DYDA −(DYA

∗X + Y ∗ΓDX)
0 DΓDX

]
(2.28)

i

W∗DT ∗
def
=

[
DX∗DA∗ −(DX∗AY

∗ +XΓ∗DY ∗)
0 DΓ∗DY ∗

]
(2.29)

unixarni.

4 Kako je operator T =

[[
A B

][
C D

]] kontrakcija, primenom Leme 2.1, kao i u

proxlom dokazu dobijamo imamo kontrakciju Y ′ definisanu sa (2.26) i neka je opera-
tor W ′ : DT → DY ′ indukovani unitarni operator. Tada va�i W ′DT = DY ′D[

A B
].

Iz prethodnog dokaza Teoreme 2.6 imamo unitaran operator W1 definisan sa (2.25),
kao i slede�u vezu

Y ′W ∗1 =
[
Y DY ∗Γ

]
, (2.30)

gde je kontrakcija Γ: DX → DY ∗ dobijena primenom Leme 2.3 na kontrakciju Y ′W ∗1 =[
Y1 Y2

]
(videti jednakost (2.27)). Dodatno, Stav 2.2 nam daje unitaran operator

W2 : D[
Y DY ∗Γ

] → DY ⊕DΓ definisan jednakox�u

W2D[
Y DY ∗Γ

] =

[
DY −Y ∗Γ
0 DΓ

]
. (2.31)

Koriste�i D[
Y DY ∗Γ

] = Y ′W ∗1 dobijamo jednakost

D2[
Y DY ∗Γ

] = I −W1(Y ′)∗Y ′W ∗1 = W1D
2
Y ′W

∗
1 . (2.32)

Sledi da za svaki polinom p ∈ C[X] va�i p(D2
Y ′) = W ∗1 p(D

2[
Y DY ∗Γ

])W1, pa formira-

�em niza polinoma koji uniformno te�i kvadratnom korenu, pri graniqnom prelasku
dobijamo jednakost

DY ′ = W ∗1D
[
Y DY ∗Γ

]W1. (2.33)
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Ovo i jednakost (2.25) nam daje

W ′DT = DY ′D[
A B

] = W ∗1D
[
Y DY ∗Γ

] [DA −A∗X
0 DX

]
= W ∗1W

∗
2

[
DY −Y ∗Γ
0 DΓ

] [
DA −A∗X
0 DX

]
= W ∗1W

∗
2

[
DYDA −(DYA

∗X + Y ∗ΓDX)
0 DΓDX

]
,

(2.34)

pa je operator W = W2W2W
′ koji je definisan jednakox�u (2.28) unitaran, kao

kompozicija unitarnih. Prime�iva�em prethodnog na operator T ∗, dobijamo da je i
operatorW∗ definisan jednakox�u (2.29) tako�e unitaran, qime je dokaz zavrxen.

Slede�i stav je laka posledica prethodnih tvr�e�a.

STAV 2.7. Neka je T konxrakcija gefinisana u (2.23), X, Y i Γ �ome

ingukovane konxrakcije koje zagovo	avaju (2.24) i neka su A, X i Y sxro-

ιe konxrakcije. Taga je T sxroιa konxrakcija ako i samo ako je Γ sxroιa
konxrakcija.

4 Iz jednakosti (2.28), kako jeW invertibilan, sledi da je DT invertibilan ako
i samo ako je operatorna matrica WDT invertibilna. Kako je ona gor�e trougaona,
�ena invertibilnost je ekvivalentna invertibilnosti operatora sa dijagonale, tj.
operatoraDYDA iDΓDX . Kako su operatori A,X i Y svi stroge kontrakcije, �ihovi
defekti DA, DX i DY su invertibilni. Dakle DT je invertibilan ako i samo ako je
DΓ invertibilan, pa konaqan zak	uqak sledi iz Stava 1.7.

Lema (2.2) nam govori da su operatori A, X i Y svi stroge kontrakcije ako i samo ako
su oba blok operatora

[
A B

]
i
[
A∗ C∗

]
stroge kontrakcije. Dakle, ako su

[
A B

]
i
[
A∗ C∗

]
stroge kontrakcije, onda je operator T iz (2.23) stroga kontrakcija ako i

samo ako je Γ iz (2.24) stroga kontrakcija. Kao posledicu Teoreme 2.6 imamo slede�i
stav o faktorizaciji.

STAV 2.8. Ako je oueraxor T gefinisan u (2.23) konxrakcija, onga se T
mo�e fakxorisaxi:

T =

[
I 0 0
0 Y DY ∗

] A D∗A 0
DA −A∗ 0
0 0 Γ

I 0
0 X
0 DX

 (2.35)

ιge su X, Y i Γ konxrakcije gefinisane u (2.24) koje gejsxuju na ogιovaraju-
�im urosxorima.

4 Teorema 2.6 nam obezbe�uje postoja�e svih navedenih kontrakcija i pritom va�e
jednakosti (2.24). Mno�e�em matrica sa desne strane jednakosti (2.35), koriste�i
(2.24) dobijamo

[
I 0 0
0 Y DY ∗

] A D∗A 0
DA −A∗ 0
0 0 Γ

I 0
0 X
0 DX

 =

[
I 0 0
0 Y DY ∗

] A DA∗X
DA −A∗X
0 ΓDX


=

[
A DA∗X

YDA −Y A∗X +DY ∗ΓDX

]
=

[
A B
C D

]
= T,
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qime je dokaz teoreme zavrxen.

Slede�i stav, koji je u suxtini ve� dokazan, je tako�e direktna posledica Teoreme
2.6 i ima va�nu ulogu u mnogim primenama.

STAV 2.9. Neka je T blok oueraxorna maxrica oblika (2.23), ιge su ouera-
xori A, B i C fiksirani. Taga uosxoji oueraxor D xakav ga je maxrica
T konxrakcija ako i samo ako su oueraxorne maxrice

[
A B

]
i

[
A
C

]
(2.36)

obe konxrakcije. U xom sluqaju, formula (2.24) usuosxav	a 1−1 koresuo-
genciju izme�u skuua svih konxrakxibilnih oueraxornih maxrica T
oblika (2.23)i skuua svih konxrakcija Γ: DX → DY ∗.

U prethodnom Stavu 2.9, kontrakcija T je jedinstveno odre�ena zadatim kontrakcijama
(2.36) ako i samo ako jeX ili Y ∗ izometrija, jer je u tom sluqaju operatorDX iliDY ∗

nula operator odakle je DY ∗ΓDX tako�e nula operator, pa je operator D jedinstveno
odre�en jednakox�u D = −Y A∗X. U suprotnom, uzima�em Γ = 0 dobijamo prethodni
sluqaj, a uzima�em Γ 6= 0 tako da ni DY ∗ΓDX nije nula operator dobijamo drugaqiji
operator D, a samim tim i drugaqiju operatornu matricu T .
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Glava 3

Pozitivna definitnost

operatornih matrica

1 Pozitivno definitne 2× 2 blok matrice

U ovom poglav	u �emo dati kompletnu karakterizaciju svih pozitivno definitnih
2× 2 operatornih matrica.
Kroz celo poglav	e �emo posmatrati operatornu matricu T definisanu sa:

T =

[
A B
B∗ C

]
(3.1)

koja dejstvuje na proizvodu Hilbert-ovih prostora H ⊕ G, gde su A, B i C linearni
operatori koji koji preslikavaju odgovaraju�e Hilbert-ove prostore. Na osnovu 4◦ u
Teoremi 1.2 znamo da je za svaki pozitivan operator Q koji dejstvuje na H, R(Q) =

R(
√
Q), tj da je zatvore�e slike kvadratnog korena pozitivnog operatora jednako

zatvore�u �egove slike. Naredna teorema je pozitivno definitna verzija Leme 2.5
koja je dala potpunu karakterizaciju svih do�e trougaonih kontraktibilnih blok
matrica.

TEOREMA 3.1. Oueraxorna maxrica T gefinisana u (3.1) je uozixivna
ako i samo ako su A i C oba uozixivni i uosxoji konxrakcija Γ: R(C) →
R(A) koja zagovo	ava

B =
√
AΓ
√
C. (3.2)

4 Pretpostavimo da je T pozitivna matrica. Za proizvo	no h ∈ H i g ∈ G imamo
da je: 〈[

A B
B∗ C

] [
h
0

]
,

[
h
0

]〉
=

〈[
Ah
B∗h

]
,

[
h
0

]〉
= 〈Ah, h〉 > 0,

〈[
A B
B∗ C

] [
0
g

]
,

[
0
g

]〉
=

〈[
Bg
Cg

]
,

[
0
g

]〉
= 〈Cg, g〉 > 0,

odakle sledi da su A i C pozitivni operatori. Da	e, za proizvo	ne h ∈ H i g ∈ G
je:

0 6

〈[
A B
B∗ C

] [
h
g

]
,

[
h
g

]〉
= ‖
√
Ah‖2 + 2Re〈Bg, h〉+ ‖

√
Cg‖2. (3.3)
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Tvrdimo da postoji pozitivna konastanta M takva da je

‖Bg‖ 6M‖
√
Cg‖ za svako g ∈ G. (3.4)

Pretpostavimo suprotno. Onda postoji niz {gn}n>1 u G takav da za svako n > 1 va�i
n‖
√
Cgn‖ 6 ‖Bgn‖ 6= 0. Uz odgovaraju�u normalizaciju mo�emo pretpostaviti da je

‖Bgn‖ = 1, za svako n > 1. Stav	aju�i g = −ngn i h = Bgn u (3.3) dobijamo

0 6 ‖
√
Ah‖2 − 2nRe〈Bgn, h〉+ n2‖

√
Cgn‖2

6 ‖
√
A‖2‖Bgn‖2 − 2n‖Bgn‖2 + n2 ‖Bgn‖2

n2
= ‖
√
A‖2 − 2n+ 1.

Za dovo	no veliko n posled�i izraz je negativan, odakle dobijamo kontradikciju.
Dakle, nejednakost (3.4) va�i. Na osnovu Leme 1.4 dobijamo da postoji operator
Q : R(C)→ H takav da je B = Q

√
C. Zame�uju�i B = Q

√
C u (3.3) dobijamo

0 6 ‖
√
Ah‖2 + 2Re〈

√
Cg,Q∗h〉+ ‖

√
Cg‖2 = ‖

√
Cg +Q∗h‖2 + ‖

√
Ah‖2 − ‖Q∗h‖2. (3.5)

Kako je R(C) ⊇ R(Q∗), za dato h ∈ H mo�emo na�i niz {gn}n>1 u G takav da je
lim
n→∞

√
Cgn = −Q∗h, tj. da je izraz ‖

√
Cgn + Q∗h‖2 proizvo	no mali. Odavde iz (3.5)

zak	uqujemo da je ‖Q∗h‖ 6 ‖
√
Ah‖, za svako h ∈ H. Na osnovu Leme 1.4 dobijamo

da postoji kontrakcija Γ1 : R(A) → RC takva da je Q∗ = Γ1

√
A. Uzima�em Γ

def
= Γ∗1

dobijamo B = Q
√
C =

√
AΓ
√
C, tj. da va�i (3.2), qime je prvi smer dokaza zavrxen.

Doka�imo sada drugi smer. Pretpostavimo da (3.2) va�i. Koriste�i jednakost
(1.4) dobijamo:

〈T (h, g), (h, g)〉 = ‖
√
Ah‖2 + 2Re〈

√
AΓ
√
Cg, h〉+ ‖

√
Cg‖2

= ‖
√
Ah+ Γ

√
Cg‖2 − ‖Γ

√
Cg‖2 + ‖

√
Cg‖2 = ‖

√
Ah+ Γ

√
Cg‖2 + ‖DΓ

√
Cg‖2 > 0, (3.6)

pa je operator T pozitivan.

Kao posledicu ove teoreme imamo slede�i stav.

STAV 3.1. Neka je T uozixivan operator oblika (3.1) i Γ ingukovana
konxrakcija gefinisana u (3.2). Taga su oueraxori W : R(T ) → R(A) ⊕ DΓ i

W∗ : DΓ∗ ⊕R(C)→ R(T ) gefinisani sa

∆ =

[√
A Γ

√
C

0 DΓ

√
C

]
= W

√
T (3.7)

i

∆∗ =

[√
ADΓ∗

√
AΓ

0
√
C

]
=
√
TW∗ (3.8)

unixarni.

4 Kako je, na osnovu Stava 1.14, ∆ =

[ √
A 0√
CΓ∗

√
CDΓ

]
, direktnim raqunom

dobijamo da je ∆∗∆ = T =
√
T
√
T , pa za svako x ∈ H ⊕ G va�i jednakost

‖∆x‖2 = 〈∆∗∆x, x〉 = 〈Tx, x〉 = ‖
√
Tx‖2,
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pa na osnovu Leme 1.4 postoji unitaran operator W : R(
√
T ) → R(∆) tdj. ∆ = W

√
T .

Sliqno, direktnim raqunom dobijamo da je ∆∗∆
∗
∗ = T =

√
T
√
T , odakle sledi da

postoji unitaran operator W1 : R(
√
T ) → R(∆∗∗) tdj. ∆∗∗ = W1

√
T . Adjungova�em i

stav	a�emW∗
def
= W ∗1 dobijamo tra�eni unitarni operator koji zadovo	ava (3.8).

Primetimo da nam jednaqina (3.7) daje gor�e trougaonu faktorizaciju operatora T
u smislu da je T = ∆∗∆, gde je ∆ gor�e trougaona blok operatorna matrica. S druge
strane, jednaqina (3.8) nam daje do�e trougaonu faktorizaciju operatora T u smislu
da je T = ∆∗1∆1, gde je ∆1 = ∆∗∗ do�e trougaona blok operatorna matrica.

STAV 3.2. Neka je T uozixivan oueraxor oblika (3.1). Taga se T mo�e

fakxorisaxi

T =

[√
A 0

0
√
C

] [
I Γ
Γ∗ I

] [√
A 0

0
√
C

]
. (3.9)

4 Direktnim raqunom dobijamo da je proizvod matrica sa desne strane jednakosti
(3.9) jednak T u (3.1), gde je operator B dat jednakox�u (3.2). Kako je operatorna
matrica T pozitivna, konaqan zak	uqak sledi iz Teoreme 3.1.

Slede�i stav daje karakterizaciju pozitivnih i invertibilnih operatornih matrica.

STAV 3.3. Oueraxor T gefinisan u (3.1) je uozixivan i inverxibilan

ako i samo ako su oueraxori A i C uozixivni i inverxibilni i va�i

jegnakosx (3.2), ιge je Γ sxroιa konxrakcija.

4 Ako je T pozitivan i invertibilan, onda postoji δ ≥ 0 takvo da je T > δI. Za
proizvo	no h ∈ H i g ∈ G dobijamo:〈[

A B
B∗ C

] [
h
0

]
,

[
h
0

]〉
=

〈[
Ah
B∗h

]
,

[
h
0

]〉
= 〈Ah, h〉 > δ〈h, h〉,

〈[
A B
B∗ C

] [
0
g

]
,

[
0
g

]〉
=

〈[
Bg
Cg

]
,

[
0
g

]〉
= 〈Cg, g〉 > δ〈g, g〉,

pa su i operatori A i C pozitivni i invertibilni. Dakle, u nastavku mo�emo bez
uma�e�a opxtosti pretpostaviti da su operatori A i C pozitivni i invertibilni.
Jednakost (3.7) pokazuje da je

√
T invertibilan ako i samo ako je DΓ invertibilan,

ili ekvivalentno, ako i samo ako je Γ stroga kontrakcija (Stav 1.7). Dakle T =
√
T
√
T

je invertibilan ako i samo je Γ stroga kontrakcija, qime je dokaz zavrxen.
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2 Levinson-ovi sistemi operatornih jednaqina

dimenzije 2

Za operatornu matricu

[
A B
B∗ C

]
∈ B(H⊕G) posmatrajmo slede�i sistem operatornih

jednaqina: [
A B
B∗ C

] [
−F
G

]
=

[
Q
E

]
(3.10)

gde su operatori F,Q ∈ B(G,H), i G,E ∈ B(G).

LEMA 3.2. Neka je oueraxor A inverxibilan i neka su oueraxori G i

Q uoznaxi. Taga uosxoje jeginsxveni oueraxori F i E koji su rexe�a

sisxema (3.10):

F = A−1BG−A−1Q (3.11)

E = CG−B∗A−1BG+B∗A−1Q. (3.12)

4 Kako je −AF + BG = Q, sledi da je AF = BG − Q, pa, kako je operator A
invertibilan, operator F dobijamo mno�e�em posled�e jednakosti sa A−1. Zamenom
dobijenog F u jednaqinu −B∗F + CG = E dobijamo tra�eni izraz za operator E.
Jedinstvenost rexe�a sledi iz invertibilnosti operatora A.
Levinson-ov sistem za operatornu matricu T iz (3.1) je:[

A B
B∗ C

] [
−F
I

]
=

[
0
E

]
(3.13)

gde je E ∈ B(G) i G ∈ B(G,H). Ako je operator A invertibilan, iz prethodne Leme
3.2, dobijamo jedinstvena rexe�a (3.13):

F = A−1B i E = C −B∗A−1B. (3.14)

STAV 3.4. Neka su oueraxori A ∈ B(H) i C ∈ B(G) uozixivni i inver-

xibilni. Taga je oueraxor T gefinisan u (3.1) uozixivan (uozixivan
i inverxibilan) (uozixivan i sinιularan) ako i samo ako je rexe�e

E Levinson-ovoι sisxema (3.13) uozixivno (uozixivno i inverxibilno)

(uozixivno i sinιularno).

4 Za proizvo	no g ∈ G, jednaqina (3.13) daje T

[
−Fg
g

]
=

[
0
Eg

]
. Skalaranim

mno�e�em ove jednakosti sa

[
−Fg
g

]
dobijamo:〈

T

[
−Fg
g

]
,

[
−Fg
g

]〉
= 〈Eg, g〉. (3.15)

Odavde direktno sledi da pozitivnost (i invertibilnost) operatorne matrice T
implicira pozitivnost (i invertibilnost) operatora E. S druge strane, pretpostavi-
mo da je operator E pozitivan. Za proizvo	no g ∈ G, iz jednakosti (3.14) sledi
Eg = Cg−B∗A−1Bg, odakle skalarnim mno�e�em posled�e jednakosti sa g dobijamo:

〈Eg, g〉 = 〈Cg, g〉 −
〈
B∗A−1Bg, g

〉
= ‖
√
Cg‖2 − ‖

√
A
−1
Bg‖2. (3.16)



§2.] Levinson-ovi sistemi operatornih jednaqina dimenzije 2 27

Iz pozitivnosti operatora E i (3.16) sledi da je ‖
√
A
−1
Bg‖ 6 ‖

√
Cg‖, za svako g ∈

G, pa na osnovu Leme 1.4 postoji kontrakcija Γ: R(C) → R(A) takva da je Γ
√
C =√

A
−1
B, ili ekvivalentno, B =

√
AΓ
√
C. Pozitivnost operatorne matrice T sada

sledi diretno iz Teoreme 3.1. Zamenom B =
√
AΓ
√
C u (3.14) dobijamo:

E = C−
√
CΓ∗
√
AA−1

√
AΓ
√
C = C−

√
CΓ∗Γ

√
C =

√
C(I−Γ∗Γ)

√
C =

√
CD2

Γ

√
C. (3.17)

Kako je operator C invertibilan, jednakost (3.17) nam govori da je operator E pozi-
tivan i invertibilan ako i samo ako je operator D2

Γ (a samim tim i DΓ) pozitivan i
invertibilan, xto na osnovu Stava 1.7 va�i ako i samo ako je Γ stroga kontrakcija.
Na osnovu Stava 3.3 sledi da je operatorna matrica T pozitivna i invertibilna
ako i samo ako je operator E pozitivan i invertibilan. Neka je sada operator E
pozitvan i singularan. Na osnovu prethodno dokazanog znamo da je opeatorna matrica
T pozitivna. Ubaciva�em proizvo	nog ne-nula vektora g iz jezgra operatora E u

jednakost (3.13) direktno dobijamo singularnost od T , jer

[
−Fg
g

]
6=
[
0
0

]
pripada jezgru

od T . S druge strane, ako je operatorna matrica T pozitivna i singularna, onda je na

osnovu vec dokazanog i operator E pozitivan i postoji ne-nula vektor

[
h
g

]
∈ H ⊕ G

takav da je T

[
−h
g

]
=

[
0
0

]
. Ubaciva�em u (3.1) i rexava�em dobijamo h = A−1Bg.

Sledi da je g 6= 0 i na osnovu (3.14) dobijamo da je h = Fg. Dakle, iz (3.13) imamo:[
0
0

]
= T

[
−Fg
g

]
=

[
0
Eg

]
, pa ne-nula vektor g pripada jezgru operatora E. Dakle,

operator E je singularan, qime je dokaz zavrxen.

Prethodni Stav 3.4 nam daje operativniji kriterijum provere pozitivnosti opera-
tora T definisanog u (3.1) u odnosu na Teoremu 3.1 kada su operatori A i C strogo
pozitivan i invertibilanni. Teorema 3.1 tvrdi da je operator T pozitivan ako i samo

ako je operator Γ =
√
A
−1
B
√
C
−1

kontrakcija, pa je za korix�e�e ovog kriterijuma
potrebno izraqunati inverze kvadratnih korenova oba operatora A i C. Sa druge
strane, Stav 3.4 nam daje pozitivnost operatora T ako i samo ako je pozitivan operator
E = C − B∗A−1B, za qije nam je izraqunava�e dovo	an inverz operatora A. Sliqan
zak	uqak va�i i za pozitivnost i invertibilnost, kada Stav 3.4 uporedimo sa Stavom
3.3. Naredni stav je laka posledica Teoreme 3.1, Stava 3.4 i (3.14).

STAV 3.5. Neka je T uozixivna oueraxorna maxrica oblika (3.1), ιge su
oueraxori A i C oba uozixivni i inverxibilni i Γ jeginsxvena konxra-
kcija gefinisana sa B =

√
AΓ
√
C. Taga je jeginsxveno rexe�e Levinson-ovoι

sisxema (3.13):

F =
√
A
−1

Γ
√
C i E =

√
CD2

Γ

√
C. (3.18)

Dogaxno, oueraxorna maxrica T je uozixivna i inverxibilna (uozi-
xvna i sinιularna) ako i samo ako je Γ sxroιa konxrakcija (DΓ je sinιu-
laran).

4 Da jednakosti (3.18) daju jedinstveno rexe�e Levinson-ovog sistema (3.13),
videli smo u dokazu Stava 3.4. Tako�e je invertibilnost, kao i singularnost operato-
rne matrice T ekvivalentno invertibilnosti, tj. singularnosti operatora E, redom.
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Kako je operator C, a samim tim i
√
C invertibilan, iz jednakosti E =

√
CD2

Γ

√
C

sledi da je E invertibilan ako i samo ako je D2
Γ, pa i DΓ, invertibilan. Na osnovu

Stava 1.7, sledi da je operatorna matrica T invertibilna ako i samo ako je Γ stroga
kontrakcija. Tako�e operatorna matrica T je singularna ako i samo ako je operator
E singularan. Doka�imo da je E singularan ako i samo ako je DΓ singularan. Ako
je g ∈ G \ {0} takav da je Eg = 0, zbog invertibilnosti operatora

√
C sledi da je

D2
Γ

√
Cg = 0, pa i DΓ

√
Cg = 0, gde je

√
Cg ∈ R(C) \ {0}, odakle sledi singularnost

operatora DΓ. Obrnuto, neka je f ∈ R(C)\{0} takav da je DΓf = 0. Tada je f =
√
Cg za

neko g ∈ G \ {0} i va�i Eg =
√
CD2

Γ

√
Cg =

√
CD2

Γf = 0, pa je operator E singularan,
qime je dokaz zavrxen.

Za kraj ove sekcije �emo navesti i dual Levinson-ovog sistema (3.13). Neka je T
operator definisan u (3.1). Posmatrajmo slede�i sistem operatornih jednaqina:[

A B
B∗ C

] [
G∗
−F∗

]
=

[
E∗
Q∗

]
(3.19)

gde operatori F∗, G∗, E∗ i Q∗ dejstuvju na odgovaraju�im prostorima. Slede�a lema
je dual Leme 3.2, stoga je zbog sliqnosti dokaza isti i izostav	en.

LEMA 3.3. Neka je oueraxor C inverxibilan i neka su oueraxori G∗ i
Q∗ uoznaxi. Taga uosxoje jeginsxveni oueraxori F∗ i E∗ koji su rexe�a

sisxema (3.19):

F∗ = C−1B∗G∗ − C−1Q∗ (3.20)

E∗ = AG∗ −BC−1B∗G∗ +BC−1Q∗. (3.21)

Dual Levinson-ovog sistema (3.13) je:[
A B
B∗ C

] [
I
−F∗

]
=

[
E∗
0

]
(3.22)

gde je E∗ ∈ B(H) i F∗ ∈ B(H,G). Ako je operator C invertibilan, onda nam iz
prethodne Leme 3.3 direktno sledi da je:

F∗ = C−1B∗ i E∗ = A−BC−1B∗ (3.23)

jedinstveno rexe�e sistema (3.22). Dual Stava 3.4 je slede�e tvr�e�e.

STAV 3.6. Neka su oueraxori A ∈ B(H) i C ∈ B(G) uozixivni i inver-

xibilni. Taga je oueraxor T gefinisan u (3.1) uozixivan (uozixivan
i inverxibilan) (uozixivan i sinιularan) ako i samo ako je rexe�e

E∗ Levinson-ovoι sisxema (3.22) uozixivno (uozixivno i inverxibilno)

(uozixivno i sinιularno).

4 Posmatrajmo operatornu matricu

Î =

[
0H→G IG
IH 0G→H

]
: H⊕ G → G ⊕H, (3.24)

tj. operator Î takav da je Î(h, g) = (g, h), za svako h ∈ H i g ∈ G. Mno�e�em sleva
sistema (3.22) sa Î dobijamo Levinson-ov sistem (3.13) gde su operatori A, B i C
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zame�eni operatorima C, B∗ i A, redom, dok uloge operatora E i F imaju operatori
E∗ i F∗, redom. Sada konaqan zak	uqak sledi iz Stava 3.4 i qi�enice da je operatorna
matrica T pozitivna (pozitivna i invertibilna) (pozitivna i singularna) ako i samo

ako je operatorna matrica ÎT Î∗ =

[
C B∗

B A

]
pozitivna (pozitivna i invertibilna)

(pozitivna i singularna).

Sliqno Stavu 3.4 i �egov dualni Stav 3.6 tako�e daje operativniji kriterijum
provere pozitivnosti (i preciznije invertibilnosti i singularnosti). Glavna razli-
ka je sto je za raquna�e operatora E = C−B∗A−1B potrebno invertova�e operatoraA,
dok je za raquna�e operatora E∗ = A−BC−1B∗ potrebno invertova�e operatora C. U
zavisnosti da li je lakse invertovati operator A ili C (xto u konaqno dimenzionim
sluqajevima mo�e zavisiti od dimenzija operatora, pogotovu ako je jedan od �ih
dimenzije 1) sada mo�emo birati koji �emo od navedena 2 stava primeniti.

Za kraj poglav	a navodimo i stav koji je dualan Stavu 3.5. �egov dokaz je jednosta-
vna posledica Teoreme 3.1 i (3.23), pa je stoga i izostav	en.

STAV 3.7. Neka je T uozixivna oueraxorna maxrica oblika (3.1), ιge su
oueraxori A i C oba uozixivni i inverxibilni i Γ jeginsxvena konxra-
kcija gefinisana sa B =

√
AΓ
√
C. Taga je jeginsxveno rexe�e Levinson-ovoι

sisxema (3.22):

F∗ =
√
C
−1

Γ∗
√
A i E∗ =

√
AD2

Γ∗
√
A. (3.25)

Dogaxno, oueraxorna maxrica T je uozixivna i inverxibilna (uozi-
xivna i sinιularna) ako i samo ako je Γ sxroιa konxrakcija (DΓ∗ je sin-

ιularan).
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Glava 4

Uopxte�e nejednakosti

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og

1 Polarna dekompozicija ograniqenog operatora

Definicija 4.1. Operator V ∈ B(H) naziva se parcijalnom izometrijom

ako postoji zatvoren potprostor M ⊆ H takav da je ‖V f‖ = ‖f‖ za svako f ∈ M,

a ‖V f‖ = 0 za f ∈ M⊥. Pritom se sam M naziva poqetnim ili inicijalnim, a

R(V ) = V (M) kraj�im prostorom parcijalne izometrije V .

Dokaz slede�eg va�nog tvr�e�a se mo�e na�i u [ADJ, Teorema 12.22].

TEOREMA 4.1. [polarna dekompozicija ograniqenog operatora] Za svaki A ∈
B(H) uosxoji uozixivan oueraxor D i uarcijalna izomexrija V xakvi

ga je A = V D. Xxavixe, ovakva reurezenxacija je jeginsxvena ukoliko su
D i V sureιnuxi relacijom N (V ) = N (D).

Uobiqajena oznaka za operator
√
A∗A je |A|, pa jeA =V |A| (vidimo iz dokaza prethodne

teoreme), xto se naziva polarnom dekompozicijom za A. Pri tome je V parcijalna
izometrija iz R(A∗) = R(|A|) u R(A) i V = 0 na N (|A|) = N (A).

STAV 4.1. Neka je A ∈ B(H) i A = V |A| �eιova uolarna gekomuozicija.
Taga je za svako θ ∈ [0, 1]:

V |A|θ = |A∗|θ V. (4.1)

4 Indukcijom se lako poka�e da je za svako n ∈ N zadovo	eno A(A∗A)n =
(AA∗)nA. Odavde sledi da za svaki polinom p ∈ C[X] va�i da je Ap(A∗A) = p(AA∗)A.

Uzimaju�i niz polinoma koji uniformno te�i ka funkciji x 7→ x
θ
2 na [−‖A‖2, ‖A‖2],

prelaskom na uniformni limes dobijamo jednakost A |A|θ = |A∗|θ A, pa je

V |A| |A|θ = V |A|θ |A| = |A∗|θ V |A| . (4.2)

Neka je f ∈ R(|A|) proizvo	no. Tada postoji g ∈ H takvo da je f = |A| g. Iz (4.2)
sledi da je V |A|θ f = V |A|1+θ g = |A∗|θ V |A| g = |A∗|θ V f , pa je na osnovu Stava 1.4,
V |A|θ = |A∗|θ V na R(|A|). Kako je V = 0 na N (|A|) = N (|A|θ), za f ∈ N (|A|) va�i
V |A|θ f = |A∗|θ V f = 0, pa zbog H = R(|A|)⊕N (|A|) jednakost (4.1) va�i na celom H,
qime je dokaz zavrxen.
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2 Jako kvadratno sumabilni nizovi operatora

Definicija 4.2. Za niz operatora {An}n∈N u B(H) ka�emo da je jako kvadra-

tno sumabilan (skra�eno j.k.s.) ako za svako f ∈ H va�i:

∞∑
n=1

‖Anf‖2 <∞. (4.3)

Za j.k.s. niz operatora {An}n∈N iz B(H) va�i da je:

∞∑
n=1

〈A∗nAnf, f〉 =
∞∑
n=1

‖Anf‖2 <∞ za svako f ∈ H, (4.4)

odakle ograniqenost operatora
∑∞

n=1A
∗
nAn sledi iz Teoreme Banach-Steinhaus-a, kao

i slaba konvergencija niza parcijalnih suma
∑N

n=1A
∗
nAn ka

∑∞
n=1A

∗
nAn kada N →∞.

Kako je u pita�u monotono rastu�i niz pozitivnih operatora po normama uniformno
ograniqenih sa ‖

∑∞
n=1A

∗
nAn‖, na osnovu Teoreme 1.9 sledi i jaka konvergencija datog

reda, xto opravdava sam naziv ovakvih nizova operatora.

TEOREMA 4.2. Neka su gaxi nizovi {An}n∈N i {Bn}n∈N u B(H) xakvi ga
je
∑∞

n=1 ‖A∗nf‖2 + ‖Bnf‖2 <∞, za svako f ∈ H (xj. xakvi ga su nizovi ouera-
xora {A∗n}n∈N i {Bn}n∈N jako kvagratno sumabilni). Taga za svako X ∈ B(H)
reg:

∞∑
n=1

AnXBn (4.5)

slabo konverιira u B(H) i za �eιovu normu va�i:∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

AnXBn

∥∥∥∥∥ 6
√√√√∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

AnA∗n

∥∥∥∥∥
√√√√∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

B∗nBn

∥∥∥∥∥‖X‖. (4.6)

4 Zbog kvadratne sumabilnosti nizova {A∗n}n∈N i {Bn}n∈N izrazi
∑∞

n=1AnA
∗
n i∑∞

n=1B
∗
nBn definixu ograniqene linearne operatore na H. Za proizvo	ne f, g ∈ H

imamo:

∞∑
n=1

|〈AnXBnf, g〉| 6
∞∑
n=1

‖X‖‖Bnf‖‖A∗ng‖ 6 ‖X‖

√√√√ ∞∑
n=1

‖Bnf‖2

√√√√ ∞∑
n=1

‖A∗ng‖2

= ‖X‖

√√√√ ∞∑
n=1

〈B∗nBnf, f〉

√√√√ ∞∑
n=1

〈AnA∗ng, g〉 6

√√√√∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

AnA∗n

∥∥∥∥∥
√√√√∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

B∗nBn

∥∥∥∥∥‖X‖‖f‖‖g‖,
(4.7)

pa red 〈
∑∞

n=1AnXBnf, g〉 konvergira za svako f, g ∈ H. Dakle niz parcijalnih suma∑N
n=1AnXBn slabo konvergira ka operatoru

∑∞
n=1AnXBn, kad N → ∞, pa �egova

ograniqenost, kao i tra�ena procena norme slede iz (4.7):∣∣∣∣∣
〈( ∞∑

n=1

AnXBn

)
f, g

〉∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=1

|〈AnXBnf, g〉| 6

√√√√∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

AnA∗n

∥∥∥∥∥
√√√√∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

B∗nBn

∥∥∥∥∥‖X‖‖f‖‖g‖
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uzima�em supremuma po ‖f‖ = ‖g‖ = 1.

Kako je na osnovu Teoreme 1.3 adjungova�e slabo neprekidna operacija na B(H), iz
prethodne Teoreme 4.2, dobijamo slede�u korisnu posledicu:

POSLEDICA 4.3. Neka su gaxi nizovi {An}n∈N i {Bn}n∈N u B(H) xakvi
ga je

∑∞
n=1 ‖A∗nf‖2 + ‖Bnf‖2 < ∞ za svako f ∈ H. Taga regovi

∑∞
n=1AnXBn i∑∞

n=1B
∗
nX
∗A∗n slabo konverιiraju i va�i:( ∞∑

n=1

AnXBn

)∗
=

∞∑
n=1

B∗nX
∗A∗n. (4.8)

3 Uopxte�e nejednakosti

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og

Ovu sekciju zapoqi�emo pomo�nom lemom, direktnom posledicom Stava 4.1.

LEMA 4.4. Neka je X ∈ B(H) i θ ∈ [0, 1]. Ako je X = V |X| uolarna gekomuo-
zicija oueraxora X, onga va�i jegnakosx:

X = |X∗|1−θ V |X|θ . (4.9)

4 Iz Stava 4.1, direktnim raqunom dobijamo X = V |X| = V |X|1−θ |X|θ =
|X∗|1−θ V |X|θ, tj. tra�enu jednakost (4.9).

Koriste�i prethodnu Lemu 4.5, dobijamo slede�u korisnu nejednakost.

LEMA 4.5. Neka je X ∈ B(H) i f, g ∈ H. Taga va�i:

|〈Xf, g〉| 6
√
〈|X|2θ f, f〉〈|X∗|2−2θ g, g〉. (4.10)

4 Koris�e�em nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakowsky-og i jednakosti (4.9)
dobijamo:

|〈Xf, g〉|2 = |〈V |X| f, g〉|2 =
∣∣∣〈|X∗|1−θ V |X|θ f, g〉∣∣∣2 =

∣∣∣〈V |X|θ f, |X∗|1−θ g〉∣∣∣2
6 〈V |X|θ f, V |X|θ f〉〈|X∗|1−θ g, |X∗|1−θ g〉 = 〈|X|2θ f, f〉〈|X∗|2−2θ g, g〉,

pa tra�enu nejednakost (4.10) dobijamo korenova�em prethodnog izraza.

Za dokaziva�e glavne nejednakosti u nastavku �e nam do znaqaja biti slede�e
tvr�e�e.

STAV 4.2. Neka je X ∈ B(H) i θ ∈ [0, 1]. Taga je oueraxorna maxrica:[
|X|2θ X∗

X |X∗|2−2θ

]
: H⊕H → H⊕H (4.11)

uozixivno gefinixna.



34 UOPXTE�E NEJEDNAKOSTI CAUCHY-SCHWARZ-BUNYAKOVSKY-OG [4

4 Neka su f, g ∈ H proizvo	ni. Tada je:〈[
|X|2θ X∗

X |X∗|2−2θ

][
f
g

]
,

[
f
g

]〉
= 〈|X|2θ f, f〉+ 〈X∗g, f〉+ 〈Xf, g〉+ 〈|X|2−2θ g, g〉

> 2

√
〈|X|2θ f, f〉〈|X|2−2θ g, g〉+ 2Re〈Xf, g〉 > 2 |〈Xf, g〉|+ 2Re〈Xf, g〉 > 0,

gde smo koristili nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, kao i
nejednakost (4.10).

Na osnovu Stava 1.5 znamo da je za svaki pozitivan operator C i proizvo	an
ograniqen operator D, operator D∗CD tako�e pozitivan. Kao direktnu posledicu
ovoga imamo slede�u lemu.

LEMA 4.6. Za uroizvo	ne oueraxore A,B,X ∈ B(H) i uroizvo	no θ ∈ [0, 1]
je oueraxorna maxrica:[

A |X∗|2−2θ A∗ AXB

B∗X∗A∗ B∗ |X|2θ B

]
: H⊕H → H⊕H (4.12)

uozixivno gefinixna.

4 Direktnim raqunom dobijamo([
0 B
A∗ 0

])∗ [|X|2θ X∗

X |X∗|2−2θ

] [
0 B
A∗ 0

]

=

[
0 A
B∗ 0

] [
X∗A∗ |X|2θ B

|X∗|2−2θ A∗ XB

]
=

[
A |X∗|2−2θ A∗ AXB

B∗X∗A∗ B∗ |X|2θ B

]
,

odakle na osnovu Leme 4.2 sledi pozitivna definitnost tra�ene matrice (4.12).

TEOREMA 4.7. Neka su {An}n∈N i {Bn}n∈N nizovi oueraxora u B(H) xakvi
ga je

∑∞
n=1 ‖A∗nf‖2 + ‖Bnf‖2 < ∞ za svako f ∈ H. Taga je za svako X ∈ B(H) i

svako θ ∈ [0, 1] oueraxorna maxrica:[∑∞
n=1An |X∗|

2−2θ A∗n
∑∞

n=1AnXBn∑∞
n=1B

∗
nX
∗A∗n

∑∞
n=1B

∗
n |X|

2θ Bn

]
: H⊕H → H⊕H (4.13)

uozixivno gefinixna.

4 Redovi koji se pojav	uju kao matriqni elementi u 2 × 2 blok operatornoj
matrici u (4.13) predstav	aju ograniqene linearne operatore na osnovu Teoreme 4.2.
Konkretno, za �ene vandijagonalne elemente ovo je eksplicitno iskazano u Teoremom
4.2 i �enom Posledicom 4.3, za dijagonalni element

∑∞
n=1An |X∗|

2−2θ A∗n ograniqenost

sledi iz Teoreme 4.2, primenom na |X∗|2−2θ umesto X u sluqaju Bn := A∗n, za svako
n ∈ N, dok se ograniqenost sume

∑∞
n=1B

∗
n |X|

2θ Bn dokazuje se analogno. Kako je[∑∞
n=1An |X∗|

2−2θ A∗n
∑∞

n=1AnXBn∑∞
n=1B

∗
nX
∗A∗n

∑∞
n=1B

∗
n |X|

2θ Bn

]
=
∞∑
n=1

[
An |X∗|2−2θ A∗n AnXBn

B∗nX
∗A∗n B∗n |X|

2θ Bn

]
> 0

na osnovu Leme 4.6, poduprte qi�enicom da je suma pozitivnih operatora (pa i
operatornih matrica) tako�e pozitivan operator.

Koriste�i prethodnu Teoremu 4.7 i Teoremu 3.1 dolazimo do glavnog tvr�e�a ovog
poglav	a.
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TEOREMA 4.8. [Uopxte�e nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og] Neka
su {An}n∈N i {Bn}n∈N nizovi oueraxora u B(H) xakvi ga je

∑∞
n=1 ‖A∗nf‖2 +

‖Bnf‖2 <∞ za svako f ∈ H. Taga za svako X ∈ B(H) i svako θ ∈ [0, 1] va�i:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣
2

6

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An |X∗|2−2θ A∗n

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn. (4.14)

Suecijalno, uzimaju�i θ = 1 gobijamo∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣
2

6

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

AnA
∗
n

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

B∗nX
∗XBn, (4.15)

uri qemu reg
∑∞

n=1AnXBn, xxavixe, jako konverιira.

4 Na osnovu Teoreme 4.7 je operatorna matrica (4.13) pozitivno definitna.
Kako su elementi glavne dijagonale pozitivni, a elementi sporedne dijagonale jedan
drugom adjungovani, matrica (4.13) je oblika (3.1), pa kako je i pozitivno definitna,
na osnovu Teoreme 3.1 sledi da va�i jednakost (3.2), to jest da postoji kontrakcija

Γ: R(
∑∞

n=1B
∗
n |X|

2θ Bn)→ R(
∑∞

n=1An |X∗|
2−2θ A∗n), takva da je:

∞∑
n=1

AnXBn =

√√√√ ∞∑
n=1

An |X∗|2−2θ A∗nΓ

√√√√ ∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn. (4.16)

Koriste�i nejednakost (1.1), ‖Γ‖ 6 1 i (1.2), dobijamo:

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣
2

=

√√√√ ∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ BnΓ∗

( ∞∑
n=1

An |X∗|2−2θ A∗n

)
Γ

√√√√ ∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn

=

√√√√ ∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn

√√√√ ∞∑
n=1

An |X∗|2−2θ A∗nΓ

∗√√√√ ∞∑
n=1

An |X∗|2−2θ A∗nΓ

 ·
·

√√√√ ∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn 6

∥∥∥∥∥∥
√√√√ ∞∑

n=1

An |X∗|2−2θ A∗nΓ

∥∥∥∥∥∥
2
∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn

6

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An |X∗|2−2θ A∗n

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

B∗n |X|
2θ Bn.

Za utvr�iva�e jake konvergencije reda
∑∞

n=1AnXBn dovo	no je primeniti (4.15) na
ostatak reda

∑∞
n=N AnXBn i za svako f ∈ H dobiti∥∥∥∥∥

∞∑
n=N

AnXBnf

∥∥∥∥∥
2

=

〈∣∣∣∣∣
∞∑
n=N

AnXBn

∣∣∣∣∣
2

f, f

〉

6

∥∥∥∥∥
∞∑
n=N

AnA
∗
n

∥∥∥∥∥
〈 ∞∑
n=N

B∗nX
∗XBnf, f

〉
6

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

AnA
∗
n

∥∥∥∥∥ ‖X‖2
∞∑
n=N

‖Bnf‖2 → 0,

kad N →∞, qime je dokaz zavrxen.
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