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IIpenrosop

Y oBOM MacTep paJiy IpUKa3aHe Cy OCHOBHE OCOOMHE OIIEPATOPHUX MATPUIA KOje JIejCTBY-
jy Ha mupekTHuM cymama Hilbert-oBux mpoctopa, ca majsehuM HATIACKOM HA TTO3UTUBHOCT
¥ KOHTPAKTUOWMJIHOCT, KA0 W FHhUXOBA MPUMEHA y OMEPATOPHUM HEjeIHAKOCTHMA. Paji ce
CacTOju OJI YETUPHU TJIaBe.

VY mpRBoj riiaBu NpUKa3aHe Cy OCHOBHE jeduHUIMje W CBOjCTBA OTPAHUYEHUX OTIEPATOPA
ua Hilbert-opum mpocropuma. YBejieH je 1ojaM aJijyHTOBAHOT OINEPATOPA, KJIACE CAMOA/I-
JYHTOBAHMX OTIEPATOPA CA MAPIUjAJTHUM ypehemeM Ha 1H0j, TOTKJIIACE MO3NTUBHUX OTIEPATOPA
Ka0 ¥ KJIACE KOHTPAKTUOWITHUX IIPECIuKaBamba. KOHATHO, YBEEH je [ojaM JIMpeKTHOT 36upa,
Hilbert-oBux mpocropa, 3ajeno ca omepaToOpHUM MATPHUIAMA M FHbUXOBUM €JIEMEHTAPHUM
ocobuHaMma.

Y Apyroj riiaBU je M3JI0XKEHA TEOPHja KOHTPAKTHOMIHUX 2 X 2 OIEePaTOPHUX MATPUIA.
IloueBmmn o1 jeTHOCTABHUjUX KPUTEPH)yMa, KOHTPAKTHOMIHOCTH OIEPATOPHUX MATPHUILA, JIH-
MeH3dja 2 X 1 m 1 X 2 1aTv ¢y OCHOBHU KPHUTEPHUjYMU KOHTPAKTHOMIHOCTH W IPUKA3aHA je
daxTopuzaImja TPOU3BOJbHE 2 X 2 KOHTPAKTUOMIIHE OMEPATOPHE MATPHUIIE.

Y Tpehoj riaBu je mpeacTaB/beHA TEOPHja MO3UTHBHUX 2 X 2 ONEPATOPHHX MATPHUILA,

B* C
uctux. ¥3 nmomoh Levinson-oBor cucrema onepaTopHUX je/IHAYUHA JATH CY OIEPATUBHU)U
KPUTEPHU]yMHU TIPOBEPE MO3UTUBHOCTH, KAO U, IPENU3HN]je, MHBEPTUOUIHOCTH U CUHTYJIAPHO-

obJInKa, [ } . 1aT je ocCHOBHM KpHTEPH]YM HOSUTHBHOCTH U Pa3He BpcTe (PaKTOPU3AIII]a,

CTH TIO3UTUBHUX OMEPATOPHUX MATPHUIA. 34 AeTAJbHUJU TIPETJIEN HA MATEPH]y U3JI0XKEHY ¥
napyroj u tpehoj rmasu norsenaru [FF].

Yerspra riiasa mounke HaBohemeM To3HaATOT TBPhHEmka O TOJIaPHO] TIEKOMITO3UITHA] U OTPa-
HUYEHUX OIEPATOPA. JaTHM CE ITIPEJICTaB/ha KJACA JAKO KBAJPATHO CyMabuiaHuX (j.K.C.)
HU30Ba OLEPATOPa K 1oKa3yje ce caaba kouseprenuuja pega » o Ap X By, 33 j.K.C. HU30BE
{A}}nen u {Bn}neny u mpoussosbal orpanudeH omeparop X. Kopuchememem TexHmke
W3JI0XKEHE Y TTPETXOIHUM TJIABAMA, HA, €JIETAHTAH HAYUWH, TOMONY KapakTepu3aluje mO3uTH-
BHOCTH OIIEPATOPHUX MATPHIIA, U3BOJIU CE JIOKA3 YOUIITewha Hejeqaakoctu Cauchy-Schwarz-
Bunyakovsky-or, momohy koje ce Ha kpajy 1moka3yje jaka KOHBEPIEHIIK]a TOPE HAIIOMEHY TOT
pena. 3a meramHujy mpuay o Hejeqrakoctu Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-or 3a ememernTa-
pHe onepaTtope Ha Schatten-osum upeannMa nin 3a caabe™-uHTErpaie onepaTopHo BPETHO-
canx dyukipmja norsiegarn [J99] u [JO5] (kao n Tamorme pedepentge).
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I'maBa 1

Konrpakmnuje vHa Hilbert-oBum
IIPOCTOPUMA

1 Orpannvyenu suHeapuu oneparopu Ha Hilbert-oBum
MIPOCTOPUMA

Ha moveTky yBOIMMO OCHOBHE TTOjMOBE M O3HAKE BE3AHE 33 OTPAHUYIECHE JTUHEAPHE Omepa-
tope uHa Hilbert-osum mpocropuma.

Ca H mn H' hiemo ozmauasarn kommiekcre Hilbert-oe npocrope. Takobe, ca (-, -) hiemo
O3HAYABATH CKAJAPHU MPOU3BOJ, & ca || - || cKamapHrM MpOU3BOIOM MHIYKOBAHY HOPMY Ha
ob6a Hilbert-osa npocropa (kama je nemsocmucaeno o kom Hilbert-osom mpocropy je ped).

JEouHUInIA 1.1. Jluneapan omeparop T: H — H' je orpaamyen ako mocroju moszu-
tuBaH 6poj M Ttakap ja 3a cBako h € ‘H Baxwu ||Th| < M| h|. Hapumym 6pojera M 3a
KOje BaXKd NPeTXO/Ha HEJeJHAKOCT Ha3uBa ce HOPMOM oreparopa T n o3nadasa ca ||T|.

Jlako ce mokaxe ma je oBaj mH(MUMYM y CTBAPM M MHUHHUMYM, TAKO & 33 OTPAHUICHE
omeparope yBek Baxu uejennakoct ||[Th|| < ||T||||k]], 3a cBako h € ‘H. Knacy cBux orpannde-
HUX JIMHEAPHWUX orepaTopa oznadasamo ca B(H, H').

CtaB 1.1. Jluneapan ouepawop T: H — H' je neupexugan axo u camo axo je
OLPAHUMEN.

3a jmoka3 Crasa 1.1 nornenaru [A/LJ, Crap 2.7].

JdeonHnuInIA 1.2. 3a T € B(H,H') kaxemo ja je 040310 OrpaHUYEH AKO IIOCTOjU
¢ > 0 tako ga je ||Th|| > ¢||h||, 3a cBako h € H.

Canepneha sema, unju ce gokas moxke Hahim y [AJL], Jlema 2.8], nam jaje meonxojan u
JIOBOJbAH YCJIOB €I3UCTEHIH]e M OTPAHHICHOCTH MHBEP3a, JIMHEAPHOT OIEepaTopa.

JIEMA 1.1. Cypjexwiusnu ouepawop T € B(H,H') uma uneepanu ouepattiop
xoju je (Wwaxohe auneapar) OoLpaHUYEH AGKO U CAMO GKO je 0g03JO OLPGHUYEH.

Kpo3z 1ieo past hemo ca 0 o3navasaru Hysa onepaTop, a ca | jeMHuYHN OIepaTop.

JEouHUIMIA 1.3. 3a orparuwden oneparop 1 hemo pehwu ga je cmHryaapaH ako umMa
HETPHBHjaJIHO je3rpo.
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JEouHUINIA 1.4. Heka je T € B(H,H'). Agjynarosanu oneparop T* orpanmdenom
oneparopy T je jemuucrsenn oneparop u3 B(H', H), takas ga je 3a ceako h € H u h' € H’

(Th,h'y = (h, T*h') .

AnjysroBan omeparop yBeK mocToju u jemuHcTBeH je, morsegatu [W, Teopema 4.13]. Y
cnejiehem craBy cy JjieduHHCAHE OCHOBHE OCOOMHE a/1jyHTOBAHA.

CtaB 1.2. 3a cee A,B € B(H,H'), C € B(H',H") u cearo o, € C je
1° (eA+ BB)" = aA* + BB*,
2° A = A,
3° (CA)* = A*C™,
4° 1 =1,
5° 4% = |4,
6° [|A*All = [|AA*] = [|A]?,
7° A*A =0 axo u camo axo je A =0,

8° A je unsepwiubuUAAH AKO U CAGMO aKO je A* unsepwubUAAH, G Y UWLOM CAYHAJY

je (A1) = (A7)
Wsmebhy jesrpa u cimke melycobmo agjyHroBaHMX omepaTopa mocToju ciaeacha Besa:

TEOPEMA 1.2. 3a cearxu A € B(H,H') sasrcu

10 N(A) = RAL P 91 6 RIAY) u N(A%) = RA)- "2 % o R(A),

2° H=N(A)®RA*) uH =N(4*) dR(A),
3° N(A) = N(A*A),
1° R(A) = R(AA").

Jokazu nperxonna asa tBpehema ce mory Bumern y [W, Teopeme 4.13, 4.14, 4.17 u 4.19]
um Cy BHUXOBa, JupekTHa nocjaeauna. CBakm cinabo konseprentan Hu3 oneparopa u3 B(H)
ce aJ[jyHIOBambeM IIPEBOJU Y UCTU TAKAB HU3 U a/[jYHIOBAKE MIPOJIa3u Kpo3 ciabu JimMec, o
geMy rosopu ciaeneha

TEOPEMA 1.3. Agjyniosarse je caabo neuperxugna ouepayuja wa B(H).
Jokaz mperxonue Teopeme ce moxe Hahn y [AJLJ, Teopema 11.15].

JeonHuinIA 1.5. Oneparop T € B(H,H') ce nasusa mzomerpujom axko je | Th| =
|k, 3a cBaxo h € H, a komzomerpujom axo je || T*h'|| = |I/||, 3a ceako h' € H'. Oneparop
T je ynurapan ako je uzomerpuja u ako je R(T) = H'.
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Uz ||Th||* = (Th,Th) = (I*Th,h) u ||h||> = (Ih,h), HA OCHOBY jeIHAKOCTH KBaIpPATHIX
dopmu mobujamo ga je T n3omerpuja ako u camo ako je T*1T = [. Ciwano, T je KouzomeTpu-
ja (rj, T je m3somerpuja) ako u camo ako je TT* = I. Kako je m3omeTpuja yBeK WH-
jextmja, n3 meduHUHje caeau A je YHHTApaH OmepaTop yBeK muBeptubmman. Ako je T
yHuTapaH, u3 uaseprubuaaoctd u T*T = [ (KapakTepu3alyja n30METPUIHOCTH) CJIETH /1A,
je T=! = T* ma je T u xousomerpuja. O6puyTo, axo je T m30MeTpHja M KOM3OMETDHja,
Baxku 1*T =TT* = I, na je T bujeknuja, a CAMHM THM, ¥3 U30METPUIHOCT, U YHATAPAH.
Tume cmo ynpaso nokasasm ciiegehu:

CtaB 1.3. Ouepawiop T € B(H,H') je ynuwmapar axo u camo axo cy T u T*
usometipuje u waga je T—1 =T*.

Caenehu crtaB roBOpH O palivupeny JIMHEAPHOT OIEPATOPA [0 HEITPEKUTHOCTH HA, 3ATBOPEHE
HETOBOT JIOMEHA.

CTtAB 1.4. Hexa cy H u H' Hilbert-osu upocwiopu u L ceyga tycti 6eKULOPCKU
wowupocwop og H (wj. L = H). Hexa je Ay: L — H' auneapan ouepaiuop wa-
Kase ga je

b
|Aollz & sup || Aoh|| < +oo.
Inll=1,hec

Taga uocwioju jegunciieen Heuperugarn auneapan ouepaiwop A: H — H' waxae
ga je Ah = Aph 3a ceaxo h € L. IIpu wome je ||Al = || Aolz-

Jlokas nperxomnor crasa ce moxe Halin y [AJIJ, Crap 7.3]. Cana HaBoaumo jejHy nomMohiny
JeMy Koja he maM GHTH 01 BeJIMKE KOPHCTH IPH JOKASAMA Y HAPEIHHM IIOTJIABJHUMA.

JIEMA 1.4. Hexa cy ouepatopu A € B(H,H') u B € B(H,H") wmaxeu ga uo-
cwoju uosuwueHa kKoncwanwa M waxea ga je |Ah| < M||BhL||, 3a ceaxo h € H.
Onga uocwoju ouepawop C: R(B) — H' waxas ga je A = CB, 3a ®xoju sascu
IC] < M.

A Jledurucahemo npso oneparop C' ma R(B). Heka je g € R(B) npoussosman. Ouua

nocroju h € ‘H takso na je g = Bh. ledunumemo Cg b Ap, Ykomuko je g = Bh = Bhy,

3a h,hy € H, saxu ||[A(hy — h)|| < M| B(h1 — h)|| = 0, onakne je Ah = Ahy, na je
nedununmja npecaukapama C KOpeKTHA. 3a npou3BosbHe g1 = Bhi,go = Bhe € R(B) u
a, B € C umamo

C(ag1 + Bg2) = C(aBhy + BBhy) = CB(ahy + Bha)
= A(ahy + Bhe) = aAhy + fAhy = aCg; + BCga,

ma je mpecnukasame C muueapuo. Ha ocHoBy medunurmje je 3a csako h € H CBh = Ah,
Tj. A = CB. 3a npoussomno g = Bh € R(B) je ||Cy| = [|AR[| < M|[|Bh| = M]|g||, na je
|C|| < M. Ha ocroBy Jleme 1.4 oneparop C' je moryhe mpomyxuru ua R(B) 6e3 ysehama
HOPME ¥ OHO 33JI0BOJHABA YCJIOBE JIEME. O

Hanomennmo ja coyuajy jemmakoctn y Jlemu 1.4 Baxu ga je ||C|| = M. Taxkobe,
omeparop C ce moxe noxedunucatu Ha 1eo npocrop H”, crapmajyhm Cg ek 0,3a g €

——1
R(B) ", npu uemy he u name Hapasuo Baxurn ||C|| < M.
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2 KonaTpaknuje n no3utuBHu oneparopu Ha Hilbert-oBum
IIPOCTOPUMA

JeouHULNIA 1.6. Oueparop T € B(H,H') ce nazusa konrpaknujom axo je | T|| < 1.
T ce nasuBa CTPOroM KoHTpaknujoM ako je ||T|| < 1.

Kako je ||T|| = || 77| Baxu na je T' (cTpora) koaTpakmuja ako u camo axo je T™* (c¢rpora)
KOHTpPaKITHja.

JIEomHUIIMIA 1.7. Oneparop Q € B(H) ce nasmBa camMoagjyHropanuM axo je () =

Q.

JEomHUIMIA 1.8. Oneparop Q € B(H) ce nazupa modmrusauM (y osuanu Q) > 0)
ako je (Qh,h) > 0, 3a ceako h € H. 3a oneparop @ hemo pehu na je crporo mo3uruBan
ako je (Qh,h) > 0, 3a ceako h € H \ {0}. 3a oneparop @ hemo pehu na je mo3mrTuBan u
uHBepTHOUIAH ako noctoju § > 0 TakBo 1a je () — §1 mo3uTHBAH O1IEPATOP.

Haromenumo jia je 103uTuBaH OLEPATOP YBEK CAMOA/IjyHIOBaH. ¥ KJIACy CaMOa/ljyHIOBAHUX
omeparopa yBoju ce (gemumudHo) ypeheme < Ha cienehn Hadu.

HeEonHUIMIA 1.9. 3a camoaxnjyarosane oneparope hemo pehn ga Baxu A < B ako u
camo ako je (Af, f) < (Bf, f) 3a crako f € H.
CtAB 1.5. Hexa cy ouepawopu A, B,C,D € B(H) camoadjyntosanu, P € B(H)
u « > 0 upoussonnu. Taga easicu:
1° axo je A< B u B<C, onda je u A<C,
2° axoje A BuC<D, onda je u A+C < B+ D,
3° axo je A < B, onda je cA < abB,
4° axo je A < B, onda je PAP < P*BP u
5° 0 < P*P < ||P|J*I.
A 3a npoussosbuo h € H umamo:
1° U3 A< Bu B<C cnemn (Ah,h) < (Bh,h)Ch,h), ma je A <

C.
2° U3 A< BuC <D cuenu ((A+ C)h,h) = (Ah,h) + (Ch,h) < (Bh,h) + (Dh,h) =
(B+ D)h,h),naje A+C < B+ D.

3°Us A< Bua >0 cwem (¢A)h,h) = a(Ah,h) < a(Bh,h) = ((aB)h,h), na je
aA < aB.

4° N3 A < B, 3a npoussomto P € B(H) cnenu (P*APh, h) = (APh, Ph) < (BPh, Ph) =
(P*BPh, 1), ma je P*AP < P*BP.

5° 3a mpomsBosbHo P € B(H) Baxu (P*Ph,h) = (Ph, Ph) = |Ph|? > 0, na je P*P > 0.
C npyre crpane je (P*Ph,h) = ||Ph||> < | P|*|[hl[* = ||P|*(h, h) = ((|P|*I)h, h), na
je P*P < ||P|J*I.
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d

Kao naky nocmenuity Crapa 1.5 mHaBomumo caenehy snemy koja he mam 6utu oj Kopuctu y
JIOKA3y TJIABHE HEjeTHAKOCTH TIOCIEIHET TTOTIABIbA.

JIEMA 1.5. Hexa cy ouepawopu P,Q € B(H) upouszsonnu. Taga je:
P*Q*QP < ||Q|*P*P. (1.1)

/A Kaxo je ma ocmoBy cBojcrBa 5° Crasa 1.5, Q*Q < ||Q||*I, ma ocmoBy cBojcTpa, 4°
HcTOTr cTaBa gobmjamo ma je P*Q*QP < P*(||Q|*I)P = ||Q||*P*P. O

Nmamo cuenehy Besy usmely koHTpakiuja u HO3UTUBHUX OLIEPATOPA.

CTAB 1.6. Hexa je T € B(H,H'). Taga je T xonwmuparuyuja ako u camo axo je
I — T*T uosuwusan ouepawop y B(H).

/A 3a mpomssommro h € H je ||h||? — |Th||?> = (h,h) — (Th,Th) = ((I — T*T)h,h),
oyakJie TBpheme JIMPEKTHO CJIE/TH. O

CBaku MO3UTHBAH OIEPATOP CE€ MOXKE KOPEHOBATH, KAKO TO MOKa3yje cieneha

TEOPEMA 1.6. [kBagpaTHu kopeH no3utusHor onepatopal 3a gamu uosuwiusan
ouepawop () € B(H) uocwoju jeguncween uwosuwusar ouepawop S > 0 (y
osnayu S = \/Q) 3a xoju je S* = Q, upu uwemy S KomyWupa ca ceum ouepa-
WOPUMA CA KOJUMG Komywupe u (.

Joka3z nperxogaor tplema ce moxe nuponalin y [AJ1J, Teopema 12.9]. Hopma kBajparHor
KOpeHa IIO3UTUBHOT OIIEPATOPa, Ce JIAKO padyHa, IITO HAaM IOKa3yje cieaeha

JIEMA 1.7. Hexa je ouepawop ) € B(H) uosuwmusan. Taga je:

Vel = VIQll. (1.2)
A Ha ocmoy Crapa 1.2 umamo ||Q] = [[VQVQ| = VO VQ| = |VQ|?, onakme

KOpeHoBamweM jiobujamo jemakocr (1.2). O
Hanomenumo 13 ce KBaJpaTHH KOPEH IIO3UTHBHOT onepaTopa, () Mozke J1o0uTH Kao yHu]pOp-
MHM JuMec oarosapajyhier musza omeparopa p,(Q), rue p, € C[X], n € N. Takobe, Q je
MHBEPTHOMIAL aKO W caMo ako je /Q) mmBeprmbmian m saxn VQ & = /Q L. Cpakoj
KOHTpaknuju hemo momenutu ciaenehn Guran omepaTop.

JEouHUInIA 1.10. Heka je T € B(H,H') konrpaknuja. Oneparop /I — T*T nazusa
ce omeparopom agedekTa oneparopa T u osnauasa ca Dr, a 3aTBopeme Herope CJIHKe
ozHauaBa ce ca Dy = R(Dr).

Ouursesno je na je T (I —T*T) = (I — TT*)T, na je u 3a ceaku noauaom p € C[X]
Tp(I — T*T) = p(I — TT*)T.

Vanmajyhn 5U3 mommHOMA TaKaB 1a P, (t) = v/t 1a [0, 1], no6ujamo cy Dy u Dy« yandopMaR
smumvecn oneparopa pp(I — T*T) n p,(I — TT*), penom. Kako je ouna Tp,(I — T*T) =
pn(I — TT*)T 3a cBako n € N, mpesackoM HA TPAHWYHY BPEJHOCT JOOHjaMO Jia BaXKu
cnenehn GuTaH MIEHTHTET:

TDy = Dp-T. (1.3)
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Kako 3a cBako h € ‘H nmamo 1a BaxKu

1Al = IThI[* = (I — T*T)h, h) = (D7h, h) = | Dr|?

J00mjaMo jOII jesiaH BaXKaH MIEHTHTET BE3aH 3& ONEPATOP W FHEroB omeparop jaedexTa:

|h||? = |Th||? + |Drh|* 3a csaxo h € H. (1.4)
Hokaxumo cama ciefehy KapakTepu3alujy CTpOre KOHTPAKTUBHOCTH.

CtaB 1.7. Ouepawop T € B(H,H') je cwupota xonwparuuja axo u camo je
I —T*T, uau exsusasentiro, I — TT* wosuwusarn u uHeepwubusan. Konwpa-
kuyuja 1T je u cupora KOHWPAKUUJA GKO U camo axo je Dr, uau exeusaseHiiHo,
Dy« unsepwubusan.

A Heka je T crpora kourpakimja. Taga je ||T|| = ||T*|| < 1, na 3a ceako h € H Baxu
na je [|Th]|, |T*h|| < ||h]]. Onatiae nobujamo:

I(Z =T*T)A|* = ((I = T*T)h, h) = |R|* = ITR]* = [|h]]* = | TI[R]* = (1 = I T]*)]|R]*
n
I( = TT*)R|* = (I = TT*)h, by = Bl = |T*RI* = [A)* = TR ]* = (1 = | 7*]%) 1]

omakie, kako ¢y 1 — |T||?> > 0w 1 — [|[T*|?> > 0 caemm ma je [ —T*T > (1 — ||T|*)I w
I—-TT* > (1—||T*||?I), ma cy oneparopu I —T*T u I —TT* HO3UTUBHA U HHBEPTHOMITHL
O6pnyTo, HeKa mocToje 01 wrn 0o > 0 Taku ja je I —T*T > 61 u [ — TT* > 021. 3a
cBako h € H je onna

ITh|* = [R]* = (1 = T*T)R|* < [IR]* = d1]llf* = (1 = a0l

nJIn

IT*hII* = [|AlI* = (1 = TT*)R|* < |[R]* = o2]|Al* = (1 = &2)|R?

OJlaKJIe y3UMameM cympeMyma 1mo h € H jemmrumane mopme mobujamo ma je ||T|| <
V1—01 <1wm |[T*]] < +/1— 062 < 1,1aje, y 0ba cayuaja (kako je | T|| = ||T*||), oneparop
T crpora kouTpakiuja. llociaeamu geo0 TBphema Caear u3 JIUIHEHUIE J1a CY OMepaTopu
I—T*Twu Dp, ka0 u I —TT* u Dp+ HCTOBPEMEHO TTO3UTUBHA ¥ WHBEPTHOMIIHMA. O

3a kpaj ojiesbKa heMo HABECTH TeOpEMe aHAJIOIHE TeOpeMaMa O KOHBEPIeHIUjU MOHOTOHUX U

OrpaHMYeHUX peasHux Huzosa. Jlokas HapejHe reopeme ce moxe nponahu y [AJ1J, Teopema
12.7].

TEOPEMA 1.8. Hexa je { A, }nen Hu3 uosuwusnux ouepawopa y B(H), warxeur
ga je A, > A,+1 3a ceaxo n € N (wj, monoworo ouagajyhu Hu3 UO3UWUSHUL
otpanunenur ouepawopa). Taga uocwoju uwosuwusan A € B(H) waxas ga je
A=s5—1lim, 00 Ap.

HupekTHa mocaeaua je ciaemeha reopema koja he nam 6urn ox 3HaYaja KO, JaKO KBAIPATHO
CyMaOWITHUX HU30BA OMEPATOPA.

TEOPEMA 1.9. Hexa je {A,}en HU3 uo3umiushux ouepawopa y B(H) warxeur
ga je A, < A,y1 3a ceaxo n € N u Hexa uoctoju peasaan M > 0 waxae ga je
|Anl] < M 3a ceaxo n € N. Taga uocwoju uvosuwusarn A € B(H) wakras ga je
A=s—lim, o A, u upumom je | Al < M.
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A Tlocmarpajmo nu3z oneparopa { By, }nen nedunncanux ca By, e arr - A, 3a CBaKo

n € N. 3a npoussosno h € H je (B,h,h) = M||h||?> — (A,h, h) = M||h|? — ||A.||[|R]? = 0,
na cy oneparopu B, nosurusuu. Takofe je 3a ceakon € N, B, — B, 11 = (MI—A,)—(MI—
Apt1) = Apt1 — Ay 2 0, na je vus { By, }hen 1 MonoToHO onagajyhu. Ha ocuoBy Teopeme
1.8, suamo ja mocroju B € B(H) takas na je B = s—lim,,_, oo By, = s—lim,, oo M — A,, KOju
je nosuruBan. upekrro caeau ga u Hu3 { A, }nen jAKO KOHBEPIEpa M TO K& OIPAHUYEHOM
oneparopy A = MI — B. 3a uponspossHo h € H mmamo (Ah,h) = (limy,_ oo Aph,h) =
limy, o0 (Aph, h) = 0, ka0 u || Ah|| = || limy—o0o Anh|| = limy, o0 ||Anh|| < M||A||, na ocHOBY
HENPEKUJIHOCTH CKAJAPHOT IIPOU3BOJIA M HOPME, OJIAKJIE CJIE/IU TIO3UTHBHOCT, KA0 M TPAYKEHa,
porena Hopme oneparopa A. O

3 Hwupekrtan 306mp Hilbert-oBux nmpocrTopa

VY oBoj cekmuju hemo yBecTu aupekrtan 36mp majsurne mpebpojuse damvmumje Hilbert-oBux
MPOCTOPA W OCHOBHE OCOOWHE W WJICHTUTETE BE3aHE 33, Hhera.
Heka je {Hy, }nen vuz Hilbert-osux mpocropa. ITocmarpajmo caegehu ckym:

@Hn:{he HHH:Zth@n@o}. (1.5)
n=1

n=1 n=1

oo
Ckyn @, | H,, ce na IpupoJaH HAYHH MOXKe OLUPEMUTH CKAJAPHUM IIPOH3BOJIOM U OH he
6utu Hilbert-oB mpocTop.

TEOPEMA 1.10. IIpecauxasarse (.,.) g~ 3, D2 Hon XDyl Hn — C gedpunu-
camo ca:

oo
ned
(D@ 1, = D (s Gn)r, (1.6)
n=1
je cranapru upouseog wa P | Hy, u wunu ta Hilbert-osum upocuiopom.
A Jokaxumo npeo na je uspas (1.6) nobpo meduuucan. Heka cy h,g € @r7 | Hy

npousBosbHU. Kopuchewem mejennakoctn Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-or wa cBakoMm o
npocTopa Hy,, KA0 U HA MPOCTOPY KBAJIPATHO CyMaOMJIHAX HU30BA HOOMjaMo:

o0

00 00 oo
D ks ga) sl < Y Malla lgnllze, < 4| D halliy, | D llgnll3,, < oo,
n=1 n=1 n=1 n=1

na pen y (1.6) amcosryTHO KOHBeprupa, OJaKJe Clefu merosa 1obpa medunucanoct. Joka-
KHUMO cafa na uspa3 (1.6) nedunume ckanapun npoussox va ), | H,. Heka cy f,g,h €
@D, Hn u A € C nponssosman. Kako cy ceu H,, Hilbert-oen npocropu, n3 smreapuoctn
CyMe pejia, Kao U JIMHEAPHOCTU W HEMPEKUIHOCTH KOMILIEKCHOT KOH]YTOBAHA CJIEIH:

o0

(f+ 9. D)@ =2 (fn+ gnshn)r,

n=1

= Z<fm hn)w,, + Z(gm h)w, = (M@=, + (9 M@=, 1,
n=1 n=1
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<f7gNBg;1Hn j{:.ﬁugn zizaﬂugn Hn zg:f%hfﬁ'ﬂn <g7fNBn 1 Hno
n=1 n=1 n=1

o0

M D 1, = A G,

n=1

jhvgn A<f’9NBZ;1Hn

||M8

1, Kako je 3a cBako n € N, uzpa3 (hy, hn)n, = 0 ako u camo je h, = 0, cremu:

o0

(hy W)@ m, = Z<h”’ hn)n, =0 ako u camo axo je h, = 0, 3a cBako n € N,

n=1
300r HO3UTUBHOCTH CBAKOL WIaHA rOpmer pexa, ua je h = 0y o Hy. Haxae (1.6)
Jedunuiie crasapuu upoussog Ha @ | Hy. Lo ce muMe HHAYKOBaHE HOPME THYE, y
HACTaBKy pajia he mam 6utm kopucran cienehu mspas (koju he ce momymie KopucTuTH y
dopmu korauHOT 30Mpa):

[e.e]

1% 2 = (s b Z e

n=1
JIoKaxKUMO €aJ] KOMIIETHOCT mpoctopa €Pr” | Hy, y HOPMH HHIYKOBAHO] CKAJAPHUM
upoussojiom (1.6). Ha ocuory [AJ1J, Cras 7.1], JoBOJBHO je 1IOKa3aTH /13 je CBAKH AIICOJIY THO
KOHBeprenrat peny €, | H, u koupeprenrtan. Heka je (h%)) e TPOM3BOIBAH AIICOLYTHO
kousepreuran peny o Hy, 1j. Heka je

Z Hh k)Herf L, =< (1.7)

3a Heko C > 0. U3 mejennakoctn Minkowski-or gupekTHO m00mjamMo

] (OO )2
> (1.8)
=1 U Hn
ofaKJIe caeId Ja je 3a cBako n € N
k) ‘H < C < +0. (1.9)

Kako je cBaku oji nmpocropa H, Hilbert-os, citejin jia amcosyTHO KOHBEPT€HTHU DPEJIOBU Y

(1.9) 1 KOHBEPrUpPajy ¥ TUM IPOCTOPUMA, Tj. IOCTOJE G, = Y po g hglk) € H, 3a ceako n € N.
Hexa je g := (gn)nen € [[—; Hn. VI3 ocuosue nejeanaroctu 3a Hilbert-ose upocrope Hy, u

uejenpakoctu (1.8) mobujamo:

i lgnll3, = i Zh(’“) < Z ( ) > < C? < +o0, (1.10)
n=1 n=1 |lk=1 m

[o¢] .
onakJe ciaenu 1a g € @7 | Ha. Z[O,zLaTHO, yuopehusamenm jeanakocru (1.7) u nejenakocTn
(1.10), mobuma cMo s1a 3a cBaxH ancoxyTHo Kouseprentan pes (h(F)).cn Baxu caba ocHoBma,
HejeIHAKOCT

( h,g’@) — Z
k=1 neN @Zo:l,Hn n=1

s

k=1

N gC:;Hh“)H@?lHN. (1.11)
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IIpumenomM cirabe OCHOBHE HejeTHAKOCTH Ha OCTATAK pela, J00HjaMo

K o0 [e%9)
— N pk) - p(k) < Hh(k) H S0, (112
AP0 S Y 2 Mg, 0 12
= D Hn k=K+1 @, Hn k=K+1

kam K — oo, jep je pen ca mecue crpane mejeamakoctu (1.12) ocrarak KOHBEPreHTHOT
pena. Taxme, pen > oo h*) komseprupa ka g, y Hopmu npoctopa @50, H,,, TuMe je g0ka3
3aBPIIEH. O

IIperxonma Teopema 1.10 ompasmasa caenehy nedurummjy.
JeEonHNIMIA 1.11. Hexa je {H,}nen mm3 Hilbert-oux npocropa. Taza @, | Hr

nazupavo qupektaom cymom Hilbert-oBux npocropa {H, }neN ¥ OJHOCY HA CKaJIapHH
nponssox (1.6).

Y macraBky hemo ce GaBurm camo cuydajeM mpomssoga konaune dammimje {H;}
. . . n naed n
Hilbert-oBux mpocropa. ¥ tom cay4qajy, nedunncan je P | H; "= [[,_; Hi, ka0 u ckasa-
PHU [IPOU3BOJL HA HEMY Ca,

n

(o) ™ LD, " i g,

i=1
y onHocy Ha koju je €D, H; Hilbert-os npocrop.

Heoununuia 1.12. Heka cy {Hi};, n{G;}]L, konaune pammumije Hilbert-opux npo-
cropa u Heka cy T; j € B(H;,G;). Tana je omepaTopHa MaTpHI[A HPECIUKABAHE

hy > -1 Tk

n m h ET_L Ty hs

2 j=1+2,5%

Tl PHi= DG || = : , (1.13)
i=1 j=1 : L

hn Zj:l Ton,jhj

T171 TLQ e Tl,n
i T271 T272 e T27n ed
IpH YeMy MOXKEMO KODHUCTHUTH W HOTAIIH]Y . . . = [Tm] 1<ign -
: : - : 1<<m

Tmi Tmo .. Thn

Kao u y ciyuajy ckasapHux mMarTpuia, HaBejieHo npeciaukasame Hilbert-osux npocropa
j€ U JIMHEeapHO.

CtaB 1.8. IIpecauxasare [T} ;] i<i<n gepunucaro y (1.13) je auneapro.
1<<m

A 3Bacse (g;)q, (hi)l, € B, H; u 3a cBako «, € C umamo:
m

n
(T3] 1sisn (algi)izy + Blhi)izy) = > Tij(ag; + Bhy)
- =t i=1
m m

n n
=a | T + B Y T = a[Ti ] <
i=1

1<i<n
: 1<jsm
Jj=1

(9i)i=1 + BlT; 4] 1<i
1<)

ININ

" (hi)?:l

i=1 i=1
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O]
Takolje, n padyHame aJjyHroBaHor onepaTopa omneparopuoj marpunu [1; ;] i<i<n je aHa-
1<j<m
JIOTHO CJIydajy CKajiapHe MaTpHIIe. ’
CtaB 1.9. 3a ceaxo n € N u 3a ceaxo [T”]fffﬁ € B(DQL, Hi. DL, G)), je
[Ti,j]*lsisn = [Tg*z} 1<jsm - (1-14)
1<i<m 1<i<n
A 3Bacse (hi)iy € Dy Him (95)7, € DL, G; e
n m
<[Tz‘,j] isisn (hi)izs, (9¢)}":1> = <<Z nghz> ,(gj)T:1>
@j:l g] =1 ]:1 @;n:l g]_
m n n m n m
S MOS0 Sl B (O oy
j=1 \i=1 g, i=1j=1 i=1 j=1 "
n
m
= <(hi>?17 Zj—zjgj > = <(hz‘)zn17 [T]*J Lgism (9j)?1> )
7=l =1 @ " o Dz s

quMe je J0Ka3 3aBPIIEH.



I'taBa 2

KonrpakTuBHOCT 6JIOK
ollepaToOpHUX MaTpHUIia

1 KoHTpakTUBHOCT OJIOK ONEpaTOPHUX MaTPUIlA AUMEH3Uja
2x1mlx?2

Hexka cy H, H', H1 u Ho Hilbert-osu npocropu u T oneparopHa MaTpuia 0OJUKa

C

rie ¢y A u C omeparopu Koju JejcTBYjy Ha omroeapajyhum mpocropuma. Creneha sema,
WT'PA OCHOBHY YJIOTY y CBUM JOKA3WMa, OBOT' TIOTJIABIBA.

T = {A] cH — H & Ho, (2.1)

JIEMA 2.1. Ouepawop T gedpunucan y (2.1) je konwparyuja axo u camo axro
je A xonwparyuja u uoctioju konuwiparuyuja Y : Dy — Hy warea ga je

C=YDy4. (2.2)

Y wom cayuajy, dopmyaa

WDr ™ Dy Dy (2.3)
gepunuwe yrHuwapar ouepawop W: Dy — Dy . Ilocebro, T je uszomewpuja axo
U camo axo je Y usomewpuja.

A Heka je A koHTpakimja u Heka Baxu (2.2), rme je Y komrpaknuja. Kopucrehn
jemnakocr (1.4) mobujamo:

Ihl* = ITR]? = |hl* — | AR[* — Y Dahl|?
= ||Dah|* = ||YDah||* = | DyD4h||* > 0 3a cBako h € H.

Hakne, T je xouwrpaxuuja u u3 uperxoguor mmamo ja je ||Drh|?> = ||h]|? — || Th|> =
| Dy Dah|?, j. |Drh|| = ||[Dy Dah|| 3a caxo h € H, ma ma ocuosy Jleme 1.4 mocroju W
Koje 3a710B0sbaBa (2.3) Koje je uzomerpuja nmpocropa Dr u Dy u Koje je OYuIrIe[HO HA, Ta, je
yrurapan. O6pryTo, axo je T konTpaxmmja, 3a ceako h € H je | Th||?> = ||AR||? + ||Ch|]* <
|R||?, ma cy u onmeparopu A m C Taxohe konTpaxumje. Mmamo:

ICR|I < ||hl% = | AR||? = |[DaR|? 3a cBako h € H.
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Ha ocuoy Jleme 1.4 mocroju kourpakmuja Y : R(D4) — Ho makBa ja Baxu (2.2). Ha
ocaoBy Craga 1.4, Y ce nmpoayxyje g0 KoHTpakmuje ua D 4. O

Caenehe tepheme je aupektHa nociaeauna Jleme 2.1 u Crasa 1.7.

JIEMA 2.2. Hexa je A cwupota konwparuuja. Taga je ouepawmop T gepunucan
y (2.1) cwupota konwparyuja axo u camo axo je Y ua (2.2) cwupora Konwparyuja.

A Kako je A ctpora koHTpakiuja, Ha ocaoBy Ctapa 1.7, otepatop D 4 je nHBEpTHOMIAH.
Ha ocroBy (2.3) je oneparop Dy waBepTHOMIaH ako u camo ako je Dy wHBepTHOMIAH, TIa
KOHAYaH 3aK/by4ak cienu omer u3 Crapa 1.7. 0

[Tocmarpajmo caja oneparop 1T' obnka
T=[A Bl:HeH1—H (2.4)
rie cy A u B omneparopu Koju nejcTBYjy Ha oarosapajyhum mpocropuma. IlpuMemyjyhu
A* .
Jlemy 2.1 wa T = [B*} : H' — H ® Hy nobujamo cinenehm pesyarar.

JIEMA 2.3. Ouepawiop T gepurnucan y (2.4) je xonwiparyuja ako u camo axo
je A xonwpaxuyuja u uocwioju konwparyuja X : Hi — D« waxea ga je

B=DyX. (2.5)
Y wom cayuajy, popmyaa
WD "2 Dy Do (2.6)
gepunuwe yrnuwapar ouepawop W: Dr« — Dx~. ITocebro, T je uzomewmpuja axo
u camo axo je X usomewpuja.
CTtAB 2.1. Hexa je T: H — H' wonwparyuja. Taga je ouepatuiop

Ry "® [T DT*;} :H @D — H &Dr (2.7)
Dy -T

YHUWAPpaH.
A Apjyurosamem jeamakoctu (1.3) mobujamo 1a je
T*Dp- C Dr, (2.8)

ma je oneparop Rr nobpo medwmuuncan. [Ipumenom Jleme 2.1 nobujamo mga cy Kosione omnepa-
Topa R n3omerpuje (KOHTpakImja Y je 3ampaBo jeIMHATHA OTIEPATOD, 1A jé ¥ H30METPHja).
Ha ocrosy (1.3) kosore cy u meljyco6uo oproronasiae, na je oneparop Ry uzomerpuja. Kako
je R} = Rp+ marpuna uctor obsmka jnobujaMo sia je u omneparop [U Takohe mzomerpuja.
Ha ocuoy Crasa 1.3, R je yHuTapaH omeparop, 4ume je JIOKa3 3aBPIIEeH. ]

JIEouHUIMIA 2.1. Oneparop Ry nedpunncan y (2.7) nasupa ce MATPHUIIOM pOTAIjHje
oneparopa T'.
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CTtAB 2.2. Hexa je T konwparyuja obaura (2.4) u nexa je X rbome ungyrosana
roHwparyuja roja 3agososmasa (2.5). Taga je ouepawop W: Dr — Dy @ Dx
gepunucan ca

aed [DA —A*X} (2.9)

WDr "= 0 Dx
YHUWAPAH.

A Ha ocuoy Crasa 2.1, ka0 u jemmakoctu (1.4) mobujamo ma je GJIOK OmepaToOpHA

MaTPHUIA
A DpgpX A Dy 0O (I O
T =|Ds —A*X|=|D4s —-A4* 0| |0 X (2.10)
0 Dx 0 0 Il |0 Dx

uzomerpuja npocropa H @ Hq y npoctop H' @ Dy @ Dx Kao KOMIO3UIM]a ABe U30MeTPHje.
/

é,], rae je A = [A Du-X] = [A B|] =T (sbor

Dy —-A*X
0 Dx
kupja W: Dp — Dy @ Dy, toj C' = WDr. Kako je oneparopua marpunia C’ ropme
TPOYraoHa W ONEPATOPH Ca JAWjaroHajle MMajy TYCTy CJIHKY, ciaenum na je omepatop W

[Mpumemyjyhu Jlemy 2.1 ma 77 = [

jemmakocru (2.5)) m C' = { ] , Kako je T’ wzomerpuja, caeay Jia mOCTOju KOHTPA-

CYpPjEKTHBAH, 1A je M YHUTAPAH, YNME je JI0Ka3 3aBPIIeH. O

Op 3Hagaja 3a HapemHe gokase he mam 6mru m ciaeneha gpa TBphema myanna Jlemu
2.3 u nperxomuom CtaBy 2.2 4uju cy JOKAa3W aHAJOTHU HABEJIEHWM TBPDEHUMA, TE Cy
A30CTABJbEHU.

JIEMA 2.4. Ouepawop T gedpunucan y (2.4) je konwparyuja axo u camo axro
je B xonwparuyuja u uocuwioju xwonwparuuja X: H — Dp- waxea ga je

A=DgX. (2.11)
Y mowm cayuajy, gopmyaa
W,Dr " Dy.Dp. (2.12)

gepunuwe ynuwapan ouepawiop W,.: Dr« — Dx-. Ilocebrno, T je usomewpuja
aKo u camo axo je X uszomMeuwpuja.

CtAB 2.3. Hexa je T konwparyuja obaura (2.4) u nexa je X rbome ungyrosana
roHwparyuja xoja 3agososasa (2.11). Taga je ouepawop W: Dy — Dx @ Dp
gepunucan ca

(2.13)

WDy ned [ Dx 0 }

—-B*I' Dp

YHUWAPAH.
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2 KOHTpPaKTHUBHOCT J0H€ TPOYTaoHUX OJIOK OIllepaTOPHUX
MaTPHUIlA TUMEH3uje 2 X 2
Y oBoj cekmuju hemo JaTh KOMIUIETHY KapPaKTEPU3AIlU]y CBUX KOHTPAKUOWIHUX JIOMHE

TPOyraoHux OJIOK OIepATOPHUX MATPHUIIA AUMeH3Hje 2 X 2. Y 0B0j ceKnuju hemo mocMaTpaTu
omeparop T obsmka

A 0
T:[C D]:’HEBH1%H'EBH2, (2.14)

rae oueparopu A, C' u D pejecrByjy Ha oproBapajyhum npocropuma.

JIEMA 2.5. Ouepawiop T gepurucan y (2.14) je kxonwparyuja axo u camo axo
cy ouepawopu A u D xwontuparuyuje u woctuoju konwparuyuja I': Dy — Dp« wa-
xea ga je ouepawop C obaukra

C = Dp-T'Dy. (2.15)

A IlpernocrasuMo na je omeparopua Marpuna 1 kourpakunuja. Heka cy h € H u
h1 € H, npoussosbau. Tasa je

lle 2] b
lle ]l

onaxkte caeau jia cy oneparopu A u D (u C') korrpaknuje. Jlakie, KOHTPAKTUBHOCT OTIEPATO-
pa A u D je morpebaH ycioBa 3a KOHTPAKTHBHOCT omepaTopHe marpuie 1, ma liemo y

2

2 '
=||Ah||2+||ch||2<] ] — la?

0

2 2

= |[ha]?,

.
— 2 <
1Dh |2 < H [hl_

HACTaBKY JI0Ka3a MPETTOCTABUTH Ja je Taj ycioB ucnymen. U3 Jleme 2.1 cinemm na je T'
KOHTPAKIHja aKO W CAMO aKO je TIpecjuKapame Y : D[ A 0] — Ho nedunucano ca

[C D] = YD{ (2.16)

A 0]

KOHTpakmuja. JupekTHuM padsyHoM j100ujamo
* I 0 A*
Dry g =VI-[4 04 0}2\/[0 I]_{OMA 0]
Lo A*A 0] _ /[D% 0] _[Da ©
_\/[o I}_[ 0 0]_\/[({‘ I}_[O I]’ (2.17)

/e je HOCTIe/ha MATPUIIA OUUIIE/IHO TPAZKEHU IO3UTHBAH KOPeH Marpuie. Jlakie oneparop
Y je Bpera obumka [Y7 Y] u meros jomen je D[A O] = Da®H1. 3amenom (2.17) y (2.16)

J00mjaMo

(2.18)

[ Dl=M Y [DA O},

0 I
ma je C =YDy u D =Ys Ha ocuony Jleme 2.3, BpcTa [D Yl] (urja KOHTPAKTHBHOCT je

€KBUBAJIEHTHA KOHTPAKTUBHOCTH Y = [Yl D]) jé KOHTPAaKIMja aKO U CAMO aKO jeTHAKOCT
Y1 = Dp-I' nedunume xourpakmujy I': Dy — Dp-. Kopumthemwmem jemaakoctn C' = Y1D 4
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J001jaMO KOHAYHO T je& JOHEe TPOYTraoHa OIMepaTOPHA MATPHUIA 1T KOHTPAKIHja KO M CAMO
ako cy omeparopu A n C' KoHTpakIimje n moctoju koutpakimja [': Dy — Dp+ Taksa 1a je

C=Y1Da = Dp-I'Day,
IITO je Tpebaso u JI0Ka3aTH. O
CTAB 2.4. Hexa je T xonwparyuja obaura (2.14) u T’ rwome ungyrosana xom-

wparyuja gedunucara jegnarowhy (2.15). Taga cy ouepawopu W : Dy — Dr@&Dp
u Wy: D« — Dax @ Dp+ gedpunucaru ca

WDy P __ID)F* ?SA ;D} (2.19)
u -
W.Dy. " | P 6‘* _111:*1)12{)*] (2.20)
yrHuwapHu.

A/

C”} raeje A =[A 0] n
' = [DD*FDA D], J06HjaMo J1a IOCTOJU KOHTpaknuja Y = [Y1 Yg] : DA D H1 — Ho
tj. C' = YA, u upurom u3 jepnakocru (2.18) caemu ja je Y1 = Dp«I' u Y3 = D. [aswe,
ua ocuoBy Jleme 2.1 ciaeau ma mocroju yamrapan oneparop Wi: Dy — Dy Takas ma je

A Ha ocuosy Jleme 2.1 mpumermeHy Ha KOHTpakmujy T = [

(2.21)

WyDy = D[ Da 0}

Y; Yg][o Il

KakojeY = [Yl Yg] KOHTpaKmuja v Baxwu Y1 = Dp+1' = DYQ*F, coreqm 112 je I kourpakimja
KOja 3a710BOJbaBa jeaHakocT (2.11), ma wa ocuoBy Crasa 2.3 cieiu Ja MOCTOJU YHATAPAH
omepatop Wa: Dy — Dr & Dp Takas j1a je

| Dr 0
WQD[Yl YQ] = [—D*I‘ DD] . (2.22)
Tama je oneparop W = WoWi: Dy — Dr & Dp yHUTapaH U BaxXu
Dy 0
WDy = WoW, Dy = W2D[Y1 3 [ oA I}
| Dr 0 Dy 0| | DrDgy 0
- |-D*T" Dp 0 I| |-D*TDsy Dpl|’

na je oneparop W Tpaxkenu yHUTAPHM ONEpaTop Koju 3a10B0sbaBa (2.19). Ilpumemusamem
MIPETXOJIHO JOKA33aHOT Ha oneparop 1™ aHAJIOrHO J101a3uMO Ja je onieparopa W, nedbunucan
jennakomhy (2.20) Takolje yHuTapas, uume je JIOKa3 3aBPIIEH. O

CTtAB 2.5. Ouepawop T gepunucan y (2.14) je xonwparyuja axo u camo axo
je A konwparuuja u opmyaa C =Y D,y gedpunuwe ouepawiop Y : Dy — Hy wa-
Kae ga je ouepatuop [Y D] : Dy & H1 — Ha vonwparuuja.
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A Heka je T kourpakmyja. Ha ocuoBy Jleme 2.5 omeparopu A u D ¢y KOHTpakImje
u moctoju KouTpakimja I': Dy — Dp+ Taj. Baxku jeauakoct C = Dp«I'D 4. Hedwururnemo
omepatop Y ned Dp«I': Dy — Ho. Cagma, va ocuoBy Jleme 2.4 nupekTHO cjemu Ja je
BPCTa OIEPATOP [Y D] : Dy @ H1 — Ho xourpakimja. O6paTHo, ako je A KOHTpaKITHja
uC =YDy, vie je Y: Dy — Ho oneparop Tij. [Y D] KOHTPAKIuja, Ha OCHOBY Jleme
2.4 cmenm j1a je m omeparop D KOHTpakiuja u fa nocroju kKourpakmuja [': Dy — Dp+ Taj
Y = Dp-I'. Jakne, Baxu jeguaroct (2.15), ma je wa ocuoBy Jleme 2.5 nome Tpoyraona
omeparopHa MaTpuia 1 KOHTPaKIHja, YUME je JI0KA3 3aBPIIeH. ]

3 KOHTpakTHMBHOCT OIepaTOpPHUX OJIOK MaTpula JANMEH3Uje
2 X2

Y oBoj cexmumju hemo m3BecTn ommTu 0O0JIUK KOHTpakTuOmIHEe 2 X 2 marpuie. Heka je T
6J10K oTepaTopHA MATPHUIA OOJIMKA:

A B
T:[C D]:H@Hl—wﬂ’@% (2.23)

e cy A, B, C u D oniepaTopu KOju J1ejCTyjy HA oaroBapajyhum npoctopuMma. CBe TpeTxo/iHe
pe3ysaraTe y OBOM IIOTJIABJBY, KA0 CIEIMjaHE CaydajeBe o0yxBarTa HAPEIHA

TEOPEMA 2.6. Ouepawiop T gedpunucar y (2.23) je xonwrparyuja axo u camo
axo je A xonwmpaxuyuja u ouepawopu B, C u D cy obauxa

B=DsX, C=YD4 u D=Dy.TDx—YA*X (2.24)

tge cy ouepawopu X: Hi — Dax, Y: Dy — Ho u I': Dx — Dy+ konwuparuuje.

[A B
¢ D]
CIIe[TA 13 je U OIepaTop [A B} Takohe korTpakiuja. C sipyre crpane, nocmarpajyhu T' kao

A Heka je T xourpakmnuja. [locmarpajyhu T kao komony T = { ] , m3 Jleme 2.1

A B . A .
BPCTY || o pll ™ Jleme 2.3 ciemm 1a je u omepaTop c Takohe kouTpaknmja. lakie,

YCJIOBH JIa Cy IIPBa KOJIOHA U IIpBa BpCTa [A B} KOHTPAKIIHje Cy OUUIIIETHO TOTpebHM

A
C
Ja omepatopua Marpura 1’ Oyme KOHTpaKIimja, 1a NeMo y HACTABKY JI0KA34, MTPETIOCTABUTH
Ja cy onm 3370Bosberu. Ha ocnoBy Jleme 2.3, moctoju kKorTpakmuja X : Hi — Dy« Takea
1a je B = Dy«X. Ha ocuoBy Jleme 2.1 nocroju konrpaknmja Y: Dy — Ho Taksa ja je

C =YDy Uz Crasa 2.2 cireau 1a je omeparop Wi: D[A B] — Dy ® Dx nedunucan

jegHaKoIIhy
B [DA —A*X}

o Dx (2.25)

Wiy p]

yuurapan. Heka je A’ = [A Bl u C' = [C D] = [YD4 D). llpumenom Jleme 2.1 na

/

omepatop T = [ c

] nobujamo n1a je omeparop Y': D[ ] — Ho nedpunucaH jepHaKOMNy

A B

Y’D[ =[YDa D] (2.26)

A B
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kouTpaknuja. [Tocmarpajmo onepatop Y'Wi: Dy @ Dx — Ha. MoxkeMo Ta cMaTpaTH BPCTA.
OTIEPATOPOM [Yl Yg], ca xKommoueHTama Yi: Dy — Ho m YoDx — Ho. Kopumthemem
Y'Wi = [Y1 Ya], kao u jemmaxocrr (2.25) u (2.26) noGmjamo

Dy —-A*X

0 Dy =|[YDs D]. (227

Y1 Yo [ ] = Y’Wl*WlD[ = Y’D[

A B] A B]
Onasne caenu ma je Y1 D4 =YDy, naje Y1 =Y (jep cy momenu o6a oneparopa Dy). Ha
ocuoy Jleme 2.3 caenu 5@ je BpcTa onepaTop [Y Yg] KOHTPAKIMja aKO U CaMO aKO m3pa3
Yo = Dy+I' pedpunumme xourpakmujy I': Dx — Dy+. Ybamupamwem Y7, = Y u Yy = Dy-I
y jennakoct (2.27) nobujamo —Y A*X + Dy+«I'Dx = D, na BaXXu U NOCJTEHA jeJTHAKOCT Y
(2.24), gume je jgoKa3 3aBpIIEH. O

CTAB 2.6. Hexa je ouepawop T konwiparyuja obaukra (2.23) u X, Y u T reome
ungyrosane Konwparyuje gepurnucane y (2.24). Taga cy ouepawopu W: Dy —
Dy & Dr u W,: Dp« — Dx+ ® D+ gedpunucanu ca

W Dr Zle:(b |:DY0DA _(DYAb)i;_XY FDX):| (228)
u
W, Dp " {DX*ODA* _<DX“‘g;;;fF DY*)} (2.29)
yHuwapHu.

(A

C D
IPOIIOM JIOKa3y j1obujamo umamo kouTpakimjy Y’ nedunucany ca (2.26) u neka je onepa-
rop W': Dy — Dy nnpykosann ynurtapuu oneparop. Taga saxu W/ Dp = Dy/D[ A B]'

A Kago je omepatop T = KOHTpakKImuja, nmpuMeHoM Jleme 2.1, Kao u y
J paTop ]

U3 mperxomror gokaza Teopeme 2.6 umamo yuurapan omneparop Wi medwunucan ca (2.25),
Kao u caemehy Be3y
Y'W{ =[Y Dy-I], (2.30)

rie je Kourpakiyja I': Dx — Dy~ nobujena npumenoM Jleme 2.3 Ha KoHTpakimjy Y' Wi =
[Yl Yg} (Bugeru jemnakocr (2.27)). Hoparno, Cras 2.2 maMm gaje yHUTAPaH ONEPATOD

Wy D[Y Dy*F} — Dy & Dr nedwnucan jegmaxorihy
_|Dy YT
WQD{Y Dy*F] = [ 0 Dr } . (2.31)
Kopucrehin D =Y'W; nobujamo jegnakoct
Y Dy-T| !
2 INk YA * 2 *
=1- Y)Y = W1 D5y W7. 2.32

Caeytu 1a 3a cBaxu nostunom p € C[X] azxu p(D2,) = Wi p(DT W1, na ¢popmupa-

Y Dy.T]
HEM HI33 TTOJIMHOMA KOJU YHUMOPMHO TEXKHU KBAIPATHOM KOPEHY, TTPU TPAHUYHOM TTPETACKY
JobmjaMo jeTHAKOCT

Dy = Wl*D[ ]Wl. (2.33)

Y Dy«
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Oso u jenmakoct (2.25) HAM Jaje

—_— R Dy —A*X

WDT—Dy/D[A B] _WlD{Y Dy*F] [ 0 DX
wrs [Dy YT [Da —A*X] .. [DyDs —(DyA*X +Y*TDx)
_W1W2{0 DFHO DX}_W1W2[ 0 DrDx ’

(2.34)

na je omeparop W = WolWoW' xoju je medwnucan jegmaxkowhy (2.28) ynurapan, Kao
KOMITO3UIIN]a YHUTAPHUX. |IpuMemrBameM MpeTxoaHor Ha oneparop 1™, nobujamo ma je u
oneparop W, nedunucan jennakomrhy (2.29) Takobhe yaurapaH, aumMe je 10Ka3 3appined. [

Cnenehu craB je Jaka OCJIEIUITA TPETXOTHUX TBPhema.

CtAB 2.7. Hexa je T wonwparuyuja gepunucara y (2.23), X, Y u I' rome
uHgyKosaHe KoHWpaKyuje Koje 3agosomasajy (2.24) u nexa cy A, X uY cwpo-
te konwparyuje. Taga je T ctupota xKonwparuyuja axo u camo axo je I' cupota
KoM paryuja.

A U3 jeanaxocru (2.28), kako je W nnseprubunan, caemu na je Dp nnseprubuian ako
¥ caMO ako je omeparopua marpura W D uaseprubumiana. Kako je ona ropwme TPOyraoHa,
IbEHA, WHBEPTUOUIIHOCT je €KBUBAJICHTHA WHBEPTUOWIHOCTH OIEPATOPA Ca JUjaroHAJeE, Tj.
oneparopa Dy D4 u DrDx. Kako cy oneparopu A, X u Y cBu cTpore KOHTPaKIHje, BUXOBH
gedektn D4, Dx u Dy cy waBeptubunnun. Jlakne Dy je nuuBepTHOMIAH aKO W CaAMO aKoO je
Dr waBepTrOuUIaH, a KOHAUAH 3aK/bydak ciean u3 Crasa 1.7. O

Jlema (2.2) mam rosopu ja cy oneparopu A, X u'Y ¢Bu crpore KOHTPaKIuUje aKo U CAMO KO
cy oba GJI0K omepaTopa [A B] u [A* C*} crpore Kourpaknuje. Jlakie, ako cy [A B]
u [A* C’*] CTpore KOHTpaKImje, OHa je omepaTop T u3 (2.23) cTpora KOHTPaKIHja aKO U
camo ako je I' u3 (2.24) crpora konrpaknmja. Kao mocnenuy Teopeme 2.6 mmamo coenehu
cTaB O (hAKTOPU3AIII]H.

CTAB 2.8. Axo je ouepawiop T gedpunucan y (2.23) xonwparyuja, onga ce T
Mmooice parwopucaiu:

T—[I 0 0 ip, —a o|llo x (2.35)

0V Dy 1" o 0 Dy

] A Dy O (I O
ge cy X, Y ul xkonwparyuje gepurucane y (2.24) xoje gejctuyjy na ogrosapajy-
hum upoctopuma.

A Teopema 2.6 mam 06e36ehyje mocTojame CBUX HABEJICHINX KOHTPAKITA]A U IIPUTOM BAXKE
jemnakocru (2.24). MHuoxkemeM MaTpuna ca JecHe crpaHe jemnakocru (2.35), xopucrehm
(2.24) mobujamo

A Dy O]l o© A DiX
po 0 o Dol x| <o 0 ]o Six
I'lo o 71| |0 Dy I'l'o TIbDy

[ A DX _[4 B _,
~|YD4 -YA*X+Dy.TDx|” |C D]~
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quMe je J0Ka3 TeopeMe 3aBpIIeH. O

Cnenehu crag, koju je y cymruau Beh jokaszan, je Takohe JTUPEKTHA TIOCe uIa Teopeme
2.6 m mMa BaXXHY YJIOTY Y MHOTHM ITPUMeHaMA.

CtAB 2.9. Hexa je T 6.a0% ouepatiopha mawpuya obaura (2.23), tge cy ouepa-
wopu A, B u C ¢purcuparnu. Taga vocwoju ouepawop D waxas ga je mMawspuua
T xoHWPAKUUJGE GKO U CAMO AKO CY OUEPAWOPHE MEGUWLPULE

A
A B 2.
[A B] wu M (2.36)
obe xonwiparyuje. Y wom cayuajy, gopmyaa (2.24) ycuocwasmsa 1—1 xopecuo-
geHuujy usmehy cryua ceuxr KOHWPAKWUOUAHUT OoUepaoOPpHUL mawpuuae T
obaura (2.23)u ckyua ceux konwparyuja I': Dx — Dy~.

Y uperxomguom Crasy 2.9, kourpakiuja T je jequHCTBEeHO ojipeheHa 3a1aTM KOHTPAKIIMjaMa,
(2.36) ako m camo ako je X mam Y* mzomerpuja, jep je y Tom caydajy oneparop Dx uim Dy«
HyJa onepaTop omakie je Dy«I'Dx takohe Hyna omeparop, ma je omeparop D je TUHCTBEHO
onpehen jeamakorhy D = —Y A*X. ¥V cynporrom, y3umamem [' = 0 mo6ujaMo mpeTxomHm
cay4daj, a ysumameM I # 0 Tako ga uu Dy-I'Dyx Huje myia oneparop mobHjaMo APyraduju
omepaTop D, a caMuM THM W APYTAYUjy ONEpaToOpHy MaTpuiry 1.
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I'maBa 3

Ilo3uTuBHA AePUHUTHOCT
ollepaToOpHUX MaTpHUIiia

1 Ilo3suTuBHO geduHHUTHE 2 X 2 OJIOK MaTpPHIIE

Y 0oBOM TIOTJIaBJBY heMO JaTh KOMILJIETHY KApPaKTePU3allnujy CBUX MO3UTUBHO Jie(DUHUTHUX
2 X 2 onepaTopHUX MATPHIIA.
Kpos neno nornasme hemo mocmarpaTtu onepatopHy marpuily 1 pedunucany ca:

T = [é‘* g} (3.1)

KOja mejcrByje Ha mpouseoay Hilbert-osux mpocropa H @ G, tiae cy A, B u C' nuHeapuu
OIepaToOpu KOJU KOjHu Ipecaukapajy oaropapajyhe Hilbert-ose mpocrtope. Ha ocmoBy 4° y
Teopemu 1.2 3naMO 12 je 3a cBaKM MO3WTHBAH onepaTop () koju Aejcryje Ha H, R(Q) =

R(VQ), Tj ma je 3aTBOpeme CJIUKe KBaJIPATHOT KOPEHA IIO3UTUBHOT ONEPATOPA jEJIHAKO
3aTBOpEHY merose cauke. Hapenna Teopema je mo3utwBHO jeduauTHa Bep3uja Jleme 2.5
KOja je JaJia HOTIYHY KapaKTepWu3alujy CBUX JOHEe TPOYIaOHMX KOHTPAKTUOMWIHUX OJIOK
MAaTPHIIA.

TEOPEMA 3.1. Ouepawopna matupuuyae T gedpunucana y (3.1) je uosutwusna
axo u camo axo cy A u C oba uosumueru u uwocwoju konwparyuja I': R(C) —

R(A) xoja 3agosomasa
B = VATVC. (3.2)

A TlpernoctaBumMo jia je T’ TO3UTHBHA MATPHUIA. 3a TPOU3BOBHO h € H 1 g € G mMamo

" BB~ -
([ e ) L) =C[es) - []) = oo =0

omakite ciaemu ma cy A u C mosurusHU oneparopu. Jlame, 3a nmpoussomue h € Hu g € G
jer

o< (g o] [o] [B]) = VAN + 23teta. 1y + 1 (33)
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TepauMo Ja MOCTOjU MO3UTHBHA KOHACTaHTa M TakBa Ja je
|Bgll < M|VCq]| sa coaxo g € G. (3.4)

[pernocragumo cytuporao. Ouja mocroju uu3 {g, }n>1 y G Takas jia 3a cBako n > 1 Baxwu
n||[VCgnll < ||Bgn|l # 0. Y3 oxrosapajyhy mopManmzamnujy MOXKeMO TPeTTOCTABATH Ja. je
|Bgn|| = 1, 3a cBako n > 1. Crasmajyhu g = —ng, u h = Bg, y (3.3) mobujamo

0 < ||[VAR||? = 2nRe(Bgn, h) + n2|VCgn|?

Bgn|?
< IVAPIBgal? = 2] Bgnll + 2 L2910 = VA2 2041,

3a JI0BOJLHO BEJIMKO M TIOCTEIHW M3pa3 je HeraTUBAH, OJIaKjie JOOMjaMO KOHTDAIUKIIH]Y.
Jlaxne, nejenmakoct (3.4) saxu. Ha ocnosy Jleme 1.4 nobujamo nma mocroju omeparop
Q: R(C) — H Taxas ma je B = Qv/C. Bamemyjyhu B = Qv/C y (3.3) mobujamo

0 < [VAR|]? + 2Re(VCyg,Q*h) + ||V Cy|* = |[VCg + Q*R|* + |[VAR|* — |Q*h|*. (3.5)

Kako je R(C) O R(Q*), 3a maro h € H moxemo Hahn vu3 {gn}n>1 y G Takas na je
lim VCg, = —Q*h, 7j. na je mspas ||[v/Cg, + Q*h||* upomssomro mamu. Oxasie u3 (3.5)

n—o0

sakmbydyjemo ma je ||Q*h|| < |[V/Ah|, 3a ceako h € H. Ha ocuopy Jleme 1.4 mobujamo

na mocroju kKourpakmumja I'1: R(A) — RC Taxsa ga je Q* = I''VA. Yaumamen T b 1
nobujamo B = Qv/C = VATV C, 1j. na Baxu (3.2), anmMe je IPBH CMep J0KA3a 3aBPITIEH.

Horaxumo cama jpyru cmep. IIpernocraBumo ma (3.2) Baxku. Kopucrehu jegnakoct
(1.4) nobujamo:

(T(h,g), (h,9)) = [VAR|* + 20e(VATVCyg, h) + |V Cy]|?
= [IVAR + TVC|? = |ITVCyl* + [VCyl* = VAR +TVCy|* + | DrVCy|* > 0, (3.6)

ma je omeparop 1’ TO3UTHUBAH. O

Kao mocieguiy oBe Teopeme nmamo caeaehu cras.

CtAB 3.1. Hexa je T uosuwmusan onepamop obaura (3.1) u HGYKOBAHA

xonwparyuja gedunucana y (3.2). Taga cy ouepawopu W: R(T ) 7?( )@ Dr u
Wi: Dr- @ R(C) —» R(T) gepunucaru ca

A= [*OF gﬁ?}:wﬁ (3.7)

A, = [‘/Zf r {/‘%F] =VTW, (3.8)

YHUWAPHUY.

A Kako je, Ha ocuoBy Crasa 1.14, A = [\/%ZP* \/6(')D }, JUPEKTHUM PavIyHOM
r

nobujamo ma je A*A =T = /T\/T, na 3a ceako x € H & G BasKU jeTHAKOCT

1Az|* = (A*Ax,z) = (Tz,z) = ||VTz|%,
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na ma ocwoBy Jleme 1.4 mocrojur yrmrapan omeparop W: R(VT) — R(A) tuj. A = W/T.
CiandHO, AMPEKTHHM padyHOM nobmjamo ma je A AY = T = /TV/T, omaxne cienu aa
nocroju yuurapan omeparop Wi: R(VT) — R(AY) waj. AF = WiVT. Axjyarosamen u

cTraBbameM W, red W mobujamo TpakeHn yHUTAPHU OIEpPAaTOp KOju 3a70Bosbaka (3.8). [

IMpumernmo na vam jennaqwna (3.7) maje ropme Tpoyraony dakropusanujy oneparopa T
y cmucay ga je T'= A*A, e je A ropme Tpoyraona 60K oneparopua marpuna. C apyre
crpane, jennaunna (3.8) Ham aaje jome TpoyraoHy daxropusanmjy oneparopa 1Ty cMuciy
jgaje T'= A7Ay, roe je Ay = A} nome Tpoyraona 6JI0K olepaToOpHa MATPHIIA.

CTtaB 3.2. Hexa je T uosuwusan ouepawop obaura (3.1). Taga ce T moorice

paxtiopucatiu " e
T_[o \%} {FI ﬂ[o xOFC]

A JIupekTHUM padyHOM JI0OMjaMO J1a je IPOU3BO MATPHUIA €A JECHE CTPAHE JeTHAKOCTH
(3.9) jemmax T y (3.1), rye je oneparop B gar jenmakomhy (3.2). Kako je omeparopna
MaTpuria ' MO3WTUBHA, KOHAYAH 3aKbydak cienn u3 Teopeme 3.1. O

(3.9)

Carenehu cras fgaje KapaKTepu3aliijy TO3UTHBHUX U HHBEPTUOMITHIX OMIEPATOPHUX MATPHUIIA.

CtaB 3.3. Ouepawop T gepunucan y (3.1) je wosuwusan u uneepwubusaH
axo u camo axko cy ouepatiopuy A u C Uo3UWUBHU U UHBEPWUOUAHU U BAIHCU
jegraxocw (3.2), tge je I' cuupota xonwparyuja.

A Axo je T mozuTrBaH ¥ MHBEPTHOWIAH, OHJa mocToju & > 0 TakBo fa je T > 61. 3a
upousBosbHO h € H u g € G nobujamo:

(o &) lo): o)) = ([ o)) = cansm = s0nm
o el BB - (L] Bl - o> 500

ma ¢y u oneparopu A u C' mozutveHu u wHBepTHOMIHU. Jlakie, y HACTABKY MOXeMO He3
YMAIhEHa, OMIITOCTA TTPETIOCTABATH Ja ¢y onepatopu A u C MO3UTHBHYA Y WHBEPTUOWITHH.
Jemmaxocr (3.7) moxazyje ma je v/T uHBepTHOMIAH AKO B CaMoO ako je Dr mHBeDTHOMIAH,
WJIM €KBUBAJICHTHO, KO U caMo ako je I' crpora konrpaknumja (Cras 1.7). Hakme T' = VTVT
je naBepTubuian ako u camo je I' crpora KOHTpaKIuja, YuMe je JI0KA3 3aBPIIEH. O
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2 Levinson-oBu cucTeMM ONEpPATOPHUX jeaHaAYMHA
JAUMeH3uje 2

B .
B C} € B(H®G) nocmarpajmo ciegehin cucrem onepaTopaux

{54* g] [_GF} B [g] (3.10)

rje cy oneparopu F,Q € B(G,H), n G, E € B(G).

[ A
3a omepaTopHy MATPHILY

jeTHauYnHA:

JIEMA 3.2. Hexa je ouepatiop A unsepmiubuaar u Hera cy ouepawopu G u
Q wosnawmu. Taga uocwoje jegunctsenu ouepawmopu F u E xoju cy pewerva
cucwema (3.10):

F = A'BG-4A71Q (3.11)
E = CG-B*A™'BG+ B*A7'Q. (3.12)
A Kako je —AF + BG = Q, cnenu na je AF = BG — @, na, kako je omeparop A

WHBepTHOUIAH, onepaTop F mobujaMo MHOKemeM Hociaeme jeaaaroctn ca A~ Bamenom
nobujenor F'y jemnauuny —B*F + CG = E pobujaMo TpakeHu u3pas3 3a omneparop K.

JeIMHCTBEHOCT peliema ciieiu U3 HHBEPTUOUITHOCTH omepaTopa, A. O
Levinson-oB cucrem 3a oneparopuy marpuiy 1 u3 (3.1) je:
A B||-F 0
& o712 519

rie je E € B(G) u G € B(G,H). Ako je oneparop A unseprubuian, u3 nperxoane Jleme
3.2, mobujamo jemmucTBEHA pemema (3.13):

F=A"'B n E=C-B*'A"'B. (3.14)

CTAB 3.4. Hexa cy ouepawopu A € B(H) u C € B(G) uosuwmiusnu u uxeep-
wubuanu. Taga je ouepawop T gedpunucan y (3.1) uosuwusar (wosuwusam
u uHeepwWubusar) (UO3UWUBAH U CUHLYAAPAH) GKO U CAMO AKO je pewerve
E Levinson-oeot cuctuema (3.13) woduwuero (Wo3uueHo u uHeepWUbUAHO)
(Wo3uwWUEHO U CUHLYAGPHO).

A 3Ba npoussossno g € G, jenmaumna (3.13) maje T [_59} = [0

Eg] . Ckajapanum

. —-F .
MHOXKEHEM OBE JETHAKOCTH Ca [ g g} Jobujamo:

<T [_59} ’ [_59} > = (Eg9). (3.15)

Onasse UPEKTHO CJEAy N3 MO3UTHBHOCT (M WHBEPTUOMIHOCT) omeparopue marpure T
UMILTAIAPA TO3UTHBHOCT (1 MHBepTHOWIHOCT) onieparopa E. C apyre crpaHe, IpeTHocTaBy-
MO g2 je oneparop E mosutuan. 3a mpom3Bo/bHO ¢ € G, u3 jemmakoctu (3.14) cuenm
Eg = Cg— B*A~'Bg, onakiie cKaJapHEM MHOXKEHEM IIOCIe e jeTHAKOCTH Ca, § JO06HjaMo:

(Eg,g) = (Cg,9) — (B*A™'Bg, g} = [VCql|> - VA ' By (3.16)
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V3 nosurusaOCTH oneparopa E u (3.16) cieam ma je H\/ZilBgH < IV Cyl|, 3a crako g €
G, na ma ocuoBy Jleme 1.4 mocroju komrpakumja I': R(C) — R(A) taksa ma je I'VC =
\/Z_IB, WM €KBUBAJICHTHO, B = VATV/C. To3urusroct omepaTopuae marpure 1 caia
cremu muperro u3 Teopeme 3.1. Bamernom B = VATYC' y (3.14) nobujamo:

E = C—VCT*"VAA'WWATVC = C—V/CT*TVC = VC(I-TI*T)VC = VCDiVC. (3.17)

Kako je oneparop C' waseprubumnan, jegnakoct (3.17) mam rosopu ma je oneparop F noswm-
THUBAH U WHBEPTHUOMIAH aKO U CAMO aKO je OIepaTop D% (a camum TuM ¥ Dr) MO3UTHBAH U
wHBepTHOUIAH, MTO Ha ocHOBY CraBa 1.7 Baxku ako u camo ako je I' crpora KoHTpakimja.
Ha ocunoBy Crapa 3.3 cienu ja je oneparopHa MaTpunia 1 IO3WTUBHA U WHBEPTUOWIIHA,
aKo W caMoO ako je omeparop F mo3uwrwBanm m waBepTubmian. Heka je cama omeparop E
[IO3UTBAH U cUHTyJapaH. Ha OCHOBY IpeTX0/IHO JOKA3aHOT 3HAMO JIA je OIeaTOPHA MATPHUIIA,
T nozwruBHa. YbanuwpBarmeM ITPOWM3BOJLHOT HE-HYJIA BEKTOpPA ¢ u3 je3rpa omeparopa F y

. . . —F .
jemnakoct (3.13) mupekTHo Hobujamo cunrymapHoct o1 1, jep [ p g ] #+ [g] IIPHUIIAJIA je3rPy
on T'. C apyre cTpane, ako je onepaTopHa MaTpuila, 1 TO3UTHBHA W CHHTYJIAPHA, OHJIA, je Ha,

. h
OCHOBY BeIl, JIOKA3aHOI U O1epaTop F mo3mTtuBaH v mOCTOjU HE-HYJIA BEKTOD ceHDG
g

Takas sia je T’ [_gh] = {8

Caemm na je g # 0 m ma ocuoy (3.14) mobumjamo na je h = Fg. Jakue, n3 (3.13) umamo:

]. Véanusamwem y (3.1) u pemasamem gobujamo h = A~!Bg.

[8} =T [_59 ] = [ E?g]’ Ia He-HYJa BEKTOp ¢ Hpunajaa je3rpy omepartopa FE. [lakie,

oneparop F je cuarynapan, aume je J0Ka3 3aBPINCH. ]

[Tperxomau Cras 3.4 HaM faje olepaTUBHU]U KPUTEPH]YM IPOBEPE TO3UTHBHOCTH OILIEPa-
topa T nedunucanor y (3.1) y onmocy ua Teopemy 3.1 kama cy oneparopu A u C' cTporo
mo3uTuBaH u nHBepTuUbWIanuU. Teopema 3.1 TBpam j1a je onepaTop 1’ MTO3UTHBAH AKO U CAMO
ako je omeparop I' = \/Z_IB\@_l KOHTPAKIHN]a, TIa je 33 KOpuiiheme OBOT KPUTEPHUjyMa,
moTpebHO M3pavdyHATH WHBEp3e KBaJIpaTHUX KOopeHoBa oba omepatopa A m C. Ca japyre
crpane, Ctas 3.4 HaMm j1aje MO3UTUBHOCT omepaTopa 1’ aKo u caMo aKO je TTIO3UTUBAH OTIEPATOD
E = C — B*A™!'B, 3a 4nje HaM je m3pauyHaBame J0BOJbaH HHBep3 omeparopa A. Ciraan
3aKJbyUaK BAXKU U 33 MO3UTHBHOCT M MHBEPTUOMIHOCT, Kaja Cras 3.4 ynopeaumo ca CraBom
3.3. Hapennu cras je saka mocnemuma Teopeme 3.1, Crapa 3.4 u (3.14).

CtAB 3.5. Hexa je T uosuwiuena ouepauwiopua mawpuua obauxa (3.1), tge cy
ouepawiopu A u C 06a wosuwusHu u uHeepwubusru u I’ jeguncuusena xonwpa-
rxyuja gepurucana ca B = VATVC. Taga je jegunciiseno pewerse Levinson-oeot
cucwema (3.13):

F=VA 'TVC w E=+VOD/C. (3.18)

Hogawino, ouepatiopra mawpuua T je wo3utueHra u uHeEPpWUOUAHG (LO3U-
wWeHa u cuHlyaapHa) ako u camo ako je I' ctupota konwparyuja (Dr je cumniy-
AAPAH ).

A Ha jemmakocru (3.18) majy jemmncTBeHO perieme Levinson-osor cucrema (3.13),

e cMo y jtokazy Craga 3.4. Takobhe je MHBEpTUOMITHOCT, KAO U CHHTYJIAPHOCT OMIEPATO-
pue Marpune T eKBUBAJIEHTHO HHBEPTUOWIHOCTH, Tj. CAHIYJIAPHOCTH omepaTopa F, pemoM.
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Kaxko je omeparop C, a camnm tuMm 1 v/C HHBepTHOWIAH, U3 jepHakocTn F = \@D%\@
cieny fa je E maBepTmOmiian ako m camo ako je D%, ma u Dr, naseprubunan. Ha ocroBy
Crapa 1.7, ciieqin fa je oneparopHa Marpuiia 1 nmHBepTUOWIIHA aKO U camo ako je I' ctpora
koHTpakmnuja. Takohe onmeparopua Marpura 1 je CHHTYJIapHa aK0 W CAMO aKO je OmepaTop
E cuarynapan. Jdokaxkumo aa je F cMHrygIapan ako W caMo ako je Dr cunryiaapad. Ako
je g € G\ {0} rakas ma je Eg = 0, 36or museprubmmmnoctn omeparopa vC ciaemu ma je
D\/Cg = 0, ma u Drv/Cg = 0, tiie je VCg € R(C) \ {0}, omaksie cieu cunrysaproct
omeparopa Dr. O6pryTo, rexa je f € R(C)\ {0} maxar ma je Drf = 0. Tama je f = v/Cg 3a
nexo g € G\ {0} w Baxn Eg = VOD2V/Cg = VCD%f = 0, na je onepatop E cunrymapan,
YuMe je JIOKa3 3aBPIIeH. O

3a kpaj ose ceknuje hiemo Hapectu u gyan Levinson-oor cucrema (3.13). Heka je T
oneparop aedunucan y (3.1). Tlocmarpajmo caepehu cucrem ONEpATOPHUX jeIHAIMHAS

[154* g} {—GF} B [g} (3.19)

rge oneparopu Fy, Gy, Fy u Q. nejcrysjy Ha oaroapajyhum npocropuma. Cueneha sema
je nyan Jleme 3.2, crora je 360r CAMYHOCTH JIOKA3A UCTU U U30CTABIHEH.

JIEMA 3.3. Hexa je ouepatiop C' unsepuiubusan u Hexa cy ouepawopu G, u
Q+« vosnawu. Taga uocwoje jeguncweeru ouepawopu F, u F, xoju cy pewersa
cucwema (3.19):

F. = C'B*G.-07'Q. (3.20)
E. = AG,- BC™'B*G,+ BC'Q,. (3.21)

Jyas Levinson-osor cucrema (3.13) je:

5 o) |r)=[5] 2

rae je B, € B(H) m F, € B(H,G). Axo je oneparop C mHBepTHOMJAH, OHIA HAM W3
mperxonane Jleme 3.3 TUPEKTHO ClAETH Jia je:

F,=C'B* u E,=A-BC'B* (3.23)
jemmucTBEHO pememe cucrema (3.22). Jdyasn Crasa 3.4 je caenehie repheme.

CtAB 3.6. Hexa cy ouepawopu A € B(H) u C € B(G) uosuwusnu u uHsep-
wubuanu. Taga je ouepawop T gedpunucan y (3.1) uwosuwusar (uwosuwusam
u uneepwWubusar) (UO3UWUBAH U CUHLYAAPAH) GKO U CAMO AKO je pewerve
E, Levinson-oeot cuctiema (3.22) w0o3utiusHo (UO3UWUSHO U UHBEPWUOUAHO)
(Wo3UWUBHO U CUHLYAGPHO).

A TlocmarpajMo onmepaToOpHy MaTpPHILY

f:[o%g Ig }:’HEBQ—)QEB’H, (3.24)
Iy Ogyn

1j. oneparop I Takas ga je I(h,g) = (g,h), 3a cBaxo h € H u g € G. Muoxemem cieBa
cucrema (3.22) ca I nobujamo Levinson-o cucrem (3.13) rme cy omeparopu A, B u C
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zaMmemenn oneparopuma C, B* u A, pesom, JIok yiore onepatopa E u F uMmajy oneparopu
E, un F,, penom. Cajta koHauaH 3akbyuak ciean u3 Crasa 3.4 u IUBEHUIIE J12, je OTIePATOPHA,
Marpuia T’ mo3uTHBHA (TO3UTHBHA ¥ HHBEPTUOMIIHA) (IO3UTUBHA U CHHI'YJIAPHA) KO M CAMO

B A

(MO3UTHBHA W CHHTYJIADHA). O

. PO C B*
ako je oneparopna marpuna [T1* = [ NO3UTHUBHA (IO3UTUBHA W WHBEPTUOWJIHA)

Canuno CraBy 3.4 u weros myasau Cras 3.6 Takohe naje onepaTWBHUjU KPUTEPHUJYM
IPOBEPE MO3UTUBHOCTH (M TPEIU3HK]E€ MHBEPTUOMIHOCTH U CUHTYJIapHOCTH). [naBHa pas3mim-
Ka je CTO je 3a pauyHame oneparopa I = C'—B*A~! B norpe6uo naBepTOBame OnepaTopa, A,
JIOK je 3a padyHame oneparopa F, = A— BC~! B* norpe6uo unseprosame oneparopa C. Y
3aBUCHOCTH JIa JIU je Jakce uaseproBaTu oneparop A wmu C' (mro y KOHAYHO JTUMEH3UOHIM
CJIy4ajeBuMa, MOYKE 3aBHUCHTH OJ JUMEH3M]d OIEePaTopa, MOTOTOBY aKO je jesaH O mux
numensuje 1) caga MoxkeMo Guparu Koju hemo of HaBejeHa 2 CTaBa IPUMEHUTH.

3a Kpaj moTJIaB/ba, HABOAMMO U CTaB Koju je jyasan CraBy 3.5. Fberos noka3s je jeanocra-
BHa mocyeauna Teopeme 3.1 u (3.23), ma je cTora m U30CTaBIHEH.

CtaB 3.7. Hexa je T uosumiuena ouepamwopra mawmpuya obauxa (3.1), tge cy
ouepatiopu A u C 06a uosuliushy u uneepwiubusnu u I’ jegunctieena KoHwpa-
xuuja gepunucana ca B = AT/ C. Taga je jegunciuseno pewerve Levinson-oeot
cucwema (3.22):

-1
F.=VC T*VA wu E.,=VADiLVA. (3.25)
Hogawmno, ouepatiopra mawpuya T je wo3utwueHa U uHBEPWUOUAHG (LO3U-
WuBHA U cuHlyaapHra) axo u camo axo je I' cuupota konwparuyuja (Dr- je cun-
tyaapan).
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I'maBa 4

Yomiureme HejeJHAKOCTU
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-or

1 TIlonapHa AeKOMIIO3UIKja OrPAHUYEHOT OIlepaTopa

JEomaUIIA 4.1. Ouneparop V € B(H) nasusa ce mapuujaJHOM H30METPHjOM
ako rmocroju 3arsopen norrnpocrop M C H rakas ga je |V f|| = ||f| 3a crako f € M,
al|lVf|l = 03a f € M*. Ilpurom ce cam M Hazmpa MOYETHUM WM HHHUIHjATHOM,
R(V) =V (M) rkpajssum mpocTopoM napijaine nzomerpuje V.

Jokas caeneher Baxkuor tephema ce moxe uahn y [AJ]J, Teopema 12.22].

TEOPEMA 4.1. [nonapHa gekomno3uuuja orpaHudeHor onepatopal 3a cearxu A €
B(H) wocwoju uosduwusar ouepawop D u wapyujasna udomewpuja V wareu
ga je A =VD. IMlwasuwe, 08aKEaG pPeupe3eHwaAUUIa je jeguUHCUBEHA YKOAUKO CY
D u V cupetnymu peaayujom N (V) =N (D).

Yobuuajena o3naka 3a oneparop vV A*Aje |A|, maje A =V |A| (BumuMo U3 J0Ka3a MpeTXOIHe
TEeOpeMe), MTO Ce HA3MBA MOJAPHOM Aekommosurujom 3a A. [Ipu rome je V maprmjanna

msomerpuja u3 R(A*) = R(|A]) y R(A) u V =0 ma N(|4]) = N(A).

CtAB 4.1. Hexa je A € B(H) u A = V|A| wetosa uosapra gexomuosuyuja.
Taga je 3a ceaxo 0 € [0,1]:
VAl =A% V. (4.1)

A Wapyknujom ce Jiako mokaxke Ja je 3a cBako n € N samoposmeno A(A*A)" =
(AA*)"A. Opasae cienum na 3a ceaku nosmaoM p € C[X] Baxnu na je Ap(A*A) = p(AA*)A.
VYaumajyhu vHuz nosmuoma Koju yHUGOPMHO TexXn Ka GYyHKIMU T — 2% Ha [— 14112, 1| Al1?],
OpeIackoM Ha yHu(OPMHE JuMeC 1o0ujamo jesaakoct A |A|0 = |A*|0 A, ma je

VIAl AP = V(AP |Al = |47V Al (4.2)

Heka je f € R(]A|) npomsBosbno. Tama mocroju g € H takeo ma je f = |A|lg. Uz (4.2)
cemm g je VAP f = VA" g = |4*°V |Al g = |A*° V£, na je ma ocrosy Crasa 1.4,
V04 = |A*°V ma R(A]). Kako je V = 0 ma N(JA]) = N(|A]"), 3a f € N(|4]) Baxn
VA’ f =|A*° Vf =0, na 360r H = R(|A|) ® N(|A|) jemmaxocr (4.1) Baxu ma nenom H,

quMe je J0Ka3 3aBPIIEH. U
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2 Jako KBaJpaTHO CyMaOMJIHU HU30BU OIlepaTopa

JEonHUIMIA 4.2, 3a #u3 oneparopa {A,}neny v B(H) kaxemo sga je jako xBazpa-
THO cymabuiaH (ckpaheHo j.k.c.) ako 3a cBako [ € H Baxu:

> A1 < oo (4.3)
n=1
3a j.k.c. Hu3 oneparopa { A, }nen 13 B(H) Baxu ja je:
D (AR ALf f) =) [ Anf]? < 00 sa csaxo f € H, (4.4)
n=1 n=1

0JIaKJIe OTPAHUYEHOCT oleparopa y - A* A, cienu u3 Teopeme Banach-Steinhaus-a, kao
1 caaba KOHBEPreHIdja HI3a, IaPIjaJHuX CyMa 27]1\[:1 Ar A, ka )y 2 AF A, kaga N — oo.
Kako je y mutamy MoHOTOHO pactyhu HU3 MO3UTUBHUX OMEPATOPA MO HOPMAaMa, yHUGMOPMHO
orpaHutveHuxX ca ||> .- A% Ay, Ha ocroBy Teopeme 1.9 ciienu u jaka KOHBEPreHIMja JATOT

peaa, mToO OIIpaBaaBa CaM HA3WB OBAKBUX HHU30Ba OIIepaTopa.

TEOPEMA 4.2. Hexa cy gawiu nuzosu {A,}nen v {Bplnen y B(H) wareu ga
ge Yo AL FII? + | Buf]? < oo, 3a ceaxo f € H (wj. wiaxeu ga cy nusoeu ouepa-
wopa {A! }nen u {Bn}nen jako xeagpammno cymabuanu). Taga 3a ceaxo X € B(H)
peg:

i AnX B, (4.5)
n=1

caabo xouseptupa y B(H) u 3a rwetosy Hopmy eastcu:

< X[ (4.6)

o0 o
> AnAi |\ |1 BB
n=1 n=1

A 36or kBagparue cymabuinoctu uu3o8a { A% }en u { By fnen uspasu Y oo A, AN u
>o2 | BBy, nedunumy orpanndene JuHeapHe omneparope Ha . 3a mpoussomre f,g € H
HNMaAMO:

o0
Z A, X B,
n=1

oo

Y HAXBuf )l < D IXNIBaf 1ALl < IX N4 D IBafl24| D 459l
n=1 n=1 n=1 n=1

= IXI\| Y (BiBafs f)y| D (AnAngs 9) < o[ 1D AnAs|l\[|[D_ BiBal[IIXIH £l
n=1 n=1 n=1 n=1
(4.7)

na pex (> -7 A, X By, f,g) kouBeprupa 3a cako f,g € H. Jlakie HU3 HapIUjalHUX CyMa
Zﬁ;l A X B, caabo xouseprupa xa oueparopy » .o ApXB,, kag N — 00, 1a merosa
OTPAHMYEHOCT, KAO W TParXKEHa TPOIEHa Hopme caee u3 (4.7):

(e )

<D (AnXBuf,g)] < XAl

n=1

i Ap A
n=1

i B:B,
n=1
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y3umameM cynpemyma 1o || f|| = ||g]| = 1. O

Kako je ma ocuoBy Teopeme 1.3 anjynrosame caabo menpekugna onepanuja na B(H), u3
nperxoame Teopeme 4.2, nobujamo cimemehy kopucuy mocsemuity:

ITocaenuniA 4.3. Hexa cy gawu nusosu {A,}nen v {Bplneny y B(H) waxeu
ga je > o0 AL fII? + | Buf]|? < 0o 3a ceaxo f € H. Taga pegosu > oo A, XB, u
Yool B X*AY caabo xoneepLlupajy u eadtcu:

(i AnXBn> - i BIX*AX. (4.8)
n=1 n=1

3 VYomnreme HejeTHAKOCTH
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-or

OBy cekIujy 3al09UmBEMO IOMONHOM JieMoM, JupeKTHOM nocieaunom Crasa 4.1.

JIEMA 4.4. Hexa je X € B(H) u 0 € [0,1]. Axo je X =V |X| wosrapra gexomuo-
3uyuja ouepawiopa X, OHGG 8GAHCU JEGHAKOCUL:

X =[x "vix|’. (4.9)

A U3 Crasa 4.1, gupektHuM padyHoMm jobujamo X = V|X| = V|X]1_9\X\9 =
|X*' V' |X|°, 1j. rpaxeny jemmaxocr (4.9). O

Kopucrehn nperxonny Jlemy 4.5, nobujamo ciemehy KOpucHy HejeIHAKOCT.

JIEMA 4.5. Hexa je X € B(H) u f,g € H. Taga saorcu:

(X £, a0 < A UXP2 £, X272 g, ). (4.10)

A Kopuchemem mnejenmakoctu Cauchy-Schwarz-Bunjakowsky-or u jennakocrn (4.9)
Jobujamo:

(XL, 9l = [VIX]f,9)f = ‘<’X*\1_9V\X\6f,g) o ‘(V\X\Gf, X710 gy

<(VIXI L VX PUXT0 91X ) = (X £ 00X g.9),

na Tpaxkeny HejeauakocT (4.10) mo6ujaMo KOPEHOBAKEM MPETXOIHOI U3Da3a. O

3a JoKa3uBam€ TJIABHE HEJEJHAKOCTH Y HACTABKY he HaMm 10 3Hauaja OGutu cienehe
TBpheme.

CTAB 4.2. Hexa je X € B(H) u 0 € [0,1]. Taga je ouepawiopra matipuya:

20 *
[‘X| X | HEH s HeH (4.11)

X ‘X*’2_20

Uo3UWUBHO gePuHUWHA.
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A Heka cy f,g € H npouzsomuu. Tama je:

XP X T . -
<[ | X*|2—20] HE [QD = XP ) X0 0) + (XL + (XP 2 g,)

> 2 J(XP? £, X2 g,6) + 2Re(X [, g) > 2((X £, 0)] +2Re(X f, g) >0,

e CMO KOPHUCTHJIM HejemHakocT m3mely apuTMmerwdke W reOMeTpPHjcKe CpeiwHe, Kao u
Hejemakoct (4.10). O

Ha ocnoBy Crasa 1.5 3Hamo jga je 3a cBaku nosutuBaH omeparop C W TPOU3BObAH

orpauuden omnepatop D, omepatop D*C'D rtakohe nmozutuBan. Kao AupeKkTHY HOCIEIAILY
oBOTa MMaMo cJiiejiehy siemy.

JIEMA 4.6. 3a upoussosmtne ouepawope A, B, X € B(H) u upoussonno 6 € [0, 1]
je ouepatiopHa Mawpuya:

AIX**P2 4+ AXB

: 4.12

U03UWMUBHO gePUHUULHA.

A JuperTHUM padayHOM H00UjaMO

o B\ |Ix* x* 0 B
A0 X x| AT 0
[0 A X*A* X[ B|  |A|X*)**A*  AXB
C BT o) ||x***a xB | | BX*A* B |X”B|’

olakJe Ha OCHOBY Jleme 4.2 ciequ nmosurusHa JebwHATHOCT TpaxkeHe marpuie (4.12). [

TEOPEMA 4.7. Heka cy {A,}nen U {Bp}neny Husosu ouepatiopa y B(H) wakreu
ga je > o0 |ALfII? + | Bufl|? < 0o 3a ceaxo f € H. Taga je 3a ceaxo X € B(H) u
ceaxo 0 € [0,1] ouepawopra mawpuya:

St An | XA ST AXB,
e8] * * Ak oo *
Yooy B XA Yoy B | X|T By

n

T HeH - HeH (4.13)

UO3UWUBHO gePuHuUHa.

A Pemopn Koju ce I0jaB/byjy Ka0 MATpPUUIHH ejJeMeHTH y 2 X 2 GJIOK OIepaToOpHO]
marpunm y (4.13) npegcraBibajy orpaHnueHe quHeapHe oneparope Ha ocHOBY Teopeme 4.2.
KonkperHo, 3a BeHe BaHMjarOHAJHE eJIEMEHTE OBO je eKCILTAIUTHO ncKa3aHo y Teopemom
4.2 u mwenom Iocaenunom 4.3, 3a qujaronasnnn eaemenr y o Ay, | X* 1272 A* orpammuenoct
cinequ w3 Teopeme 4.2, npumenom Ha | X *\2729 ymecro X y caygajy B, = A,
n € N, 1ok ce orpanuuaenocr cyme y o B | X 1 B, nokazyje ce ananorno. Kako je

3a CBaKO

Yooty An | XA S AnX B, :i Ap| XP0AL AXB, |
Sl BiXFAL S Bi|XIPB.| 4~ | BiX*AL,  BiX[PB.|”

Ha OcHOBYy Jleme 4.6, mogynpre YWmHEHUIIOM /3 je CyMa NO3WTHBHUX Omeparopa (ma u
OIIEPATOPHUX MATPHUIIA) Takohe MO3UTHBAH OIEPATOP. O

Kopucrehu nperxomuy Teopemy 4.7 u Teopemy 3.1 mona3zmmo 10 ryiaBHOT TBphema OBOT
[OTJIABIBA.
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TEOPEMA 4.8. [Yonwrewe nejegnakoctu Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-or] Hexa
cy {An}neny u {Bn}nen nusosu ouepawiopa y B(H) waxeu ga je > oo || ALfII* +
|Bof|I? < oo 3a ceaxo f € H. Taga 3a ceaxo X € B(H) u ceaxo 0 € [0,1] sasrcu:

2

o o [oe)
S AXBa| <D A X P AL B X[ B, (4.14)
n=1 n=1 n=1
Cueyujaaro, yaumajyhu 60 =1 gobujamo
[o@) 2 x x
> AXBn| < | AnAL||)  BiX*XB,, (4.15)
n=1 n=1 n=1

upu wemy peg y > A, XB,, wiiasuwe, jako KoHeepLupa.

A Ha ocmoBy Teopeme 4.7 je omeparopua marpuna (4.13) mosurusHO neduHMTHA.
Kako cy eneMeHTH rilaBHe JHjaroHaJie MMO3UTHBHU, a €JIEMEHTH CIIOPEIHE qUjaroHate jeJaH
apyrom agjyarosanu, Mmarpuna (4.13) je obawka (3.1), na Kaxo je u mO3UTUBHO jepUHATHA,
Ha ocHOBy Teopeme 3.1 caemu ma Baxu jemHakocT (3.2), TO jecT Ja MOCTOJH KOHTPAKIHA]A,

U: R, B X% Bn) — RIS, A | X272 Ax), raksa na je:

n

o o0 oo
> AXBn= | > A | X AT D By | XY B, (4.16)
n=1 n=1

n=1

Kopucrehu nejeguakocr (1.1), [|T']| < 1 u (1.2), gobujamo:

o 2 [e.e] oo o0
> A XB,| = | Bi|X|* B, <ZAHX*|229A;>F > B |X[* B,
n=1 n=1 n=1 n=1
o0 (o] * o
= D BiIXIP By (| D An X AxT D A | XA AT
n=1 n=1 n=1

o oo 2 (o]
S OB IXP By < ||| DA XHPArT > B IX[Y By
n=1 n=1

n=1

<

o0 o0
Z An | X*2720 Ax Z B |X|* B,.
n=1 n=1

3a yrephuBame jake konseprenuuje pega y -, A, X B, nososbHO je upumenuru (4.15) Ha
ocrarak peaa y oo\ Ap X By, u 3a cBako f € H noburu

2 2

(e 1)
S A4 <i BZX*Xan7f> <S4
n=N n=1

n=N
Kag N — 00, YUMe je JOKa3 3aBPIleH. U

i A, X B, f
=N

o0
Z A, X B,
n=N

<

oo
IX12 D IBafII* =0,
n=N
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