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PRÉFACE 

Ce. livre est le résultat d'un seminaire qui fut tenu à l'Institut Mathéma
tique de Belgrade au cours de l'année 1966-1967. Dans ce livre se trouvent 
quelques-uns de problèmes de la théorie qualitative des équations différentielles 
qui furent traités dans les conférences du séminaire par les auteurs de ce livre. 

Les auteurs 



EDmONS SPÉCIALES DE L'INSTITUT MATHÉMATIQUE 
DE BEOGRAD 

Tome 7 

T. PEYOVITCH 

EXISTENCE ET QUELQUES PROPRIÉTÉS 
ASYMPTOTIQUES DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 

BEOGRAD 
1969 



A ma femme 

Lioubitza Peyovitch 



Dans ce Mémoire nous allons exposer quelques résultats sur l'existence 
et quelques propriétés asymptotiques des équations différentielles ordinaires dont 
nous nous sommes occupés à plusieurs repri')es, en modifiant quelques-uns de nos 
résultats antérieurs et ajoutant encore quelques autres résultats. Pour cela nous 
utilisons exclusivement la méthode classique des approximations successives de 
Picard. Les intégrales sont celles de Riemann. Enfin, nous mentionnerons les 
résultats d'autres auteurs concernant la même question.!) 

Nous commencerons cet exposé par l'équation linéaire du premier ordre 
et le terminerons par un système d'équations 

dx, n 
-= :z: au;(t) xk+ jj(t)+F,,(t, Xl'···' XII)' (i= l, 2, ... , n) 
dt k-I 

et par quelques équations spéciales. 

1. Equation linéaire du premier ordre. - Soit donnée une équation 

(1.1) dx =a(t)x+f(t) 
dt 

dont la solution générale est 

; a(l)dl [ ft -; a(l) dl 1 f a(s)d.s [ , ft -i a(s)ds 1 
(1.2) x=e 'o C+ 10 e 10 f(t) dt =e 'o C+ to e t

o
• f(~)d~ 

où a (t), f(t) sont des fonctions réelles et continues de la variable réelle t"> to. 

(1.3) 

(1.4) 

Il faut distinguer plusieurs cas: 
10

• Supposons que l'on ait 
1 

l a(s)d.s 

lim e 10 = k =1= 0, 00, (k = nombre fixe), 
1--+00 

co 1; 

J -l a(s)ds 

lim e 10 f(~)d~=O. 
1--+00 

1 

1) Nous avons commencé à nous occuper du problème des solutions asymptotiques 
des équations différentielles ordinaires en 1932 par un Mémoire intitulé: "Sur les solutions 
asymptotiques des équations différentielles linéaires" (Publications mathématiques de l'Uni. 
versité de Belgrade, t. l, 1932). ' 
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On peut choisir la constante C de manière que la solution (1.2) prenne 
la forme 

t ~ 

l a(s)d. [ / 1 - l a(s)ds ] 

x=io "k+ Je 10 fCf..)df, 

• 
d'où l'on a, d'après (1.3) et (1.4), lim x=l, 1 étant un nombre fixe. 

1-+00 

Lem m e 1.1 ° - L'équation (1.1) admet, pour t;;. to, sous les conditions 
(1.3) et (1.4), toutes les solutions asymptotiques bornées avec C bornée.!) 

Il faut remarquer que la condition (1.4) est remplie, si l'on a 

1 

f(/) I=M, (a (t):;é:O), pour tE[to, 00), 
-a (/) 

M étant un nombre fixe, car on a 
~ ~ 

J
oc - l a(s)ds Joo fe€,) - J a(s)ds 

e 1. f(f,)df,= -a(ç)' -a(f,)e 10 df,< 
1 1 

00 {+-U(t)' du;;. 0, 
<M fldul=M 1 

t u(t)--, du<O 
k 

avec 
1; ~ 

- l a(s)ds - l a(s)ds 

U (f,) = e 10 du = -a (f,) e to d f, 

où l'on a, d'après (1.3), lim u(t)=_1 . 
t-+oo k, 

2°. Supposons que l'on ait 
1 

l a(s)ds 

(1.5) Hm i o = 0, Hm f(/) = b,2) a (t)#O. 
t-+oo t-+oo -a (1) t .,., to 

En appliquant la règle de Stolz à l'équation (1.2.) on aura, sous la con-
t 

- l a(s)ds 

dition (1.5) et sous la condition que la fonction e 10 admet la dérivée 
pour tE[to' 00), 
(1.6) limx=b. 

t-+oo 

00 ~ 

J 
-l a(s)ds 

1) En remplaçant la condition (1.4) par la condition e to f(ç) d ç - 0 (1) 

les solutions de l'équation (1.1) sont bornées. 
2) b étant un nombre fixe. 

10 
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Lem m e 1.2° - L'équation (1.1) admet pour t;;;. tO, sous la condition 
(1.5), toutes les solutions avec la propriété (1.6.) 1) 

3°. Supposons que l'on ait 
1 

(1.7) 
l a(s)d.r 

Hm elo = + 00, Hm 1 (t) = b. a (t) =1= O. 
1..... 1-+ .. - a (/) 1;"/0 

Choisissions la constante C de manière que l'intégrale (1.2) prenne la forme 

1 1 

l a (s) d.r J -l a(s)d.r 

x=/o e 10 f(~)d~, .. 
on obtient, d'après la règle de L'Hospital, la propriété (1.6). 

Lem m e 1.3° - L'équation (1.1) admet, pour t;;;. to' sous la condition 
(1.7), une solution avec la propriété (1.6). 

4° Soit a (t) = 0, on obtient la cas du numéro . 1 ° avec k = 1. 

5° Soit a (t) = r, où r2,) est un nombre réel et négatif, on obtient le cas 
du numéro 2°. 

6° Soit a (t) =r, où r est un nombre réel et positif, on obtient le cas 
du numéro 3°. 

(1.8) 

avec 

(1.9 ) 

7° Supposons que l'on ait 

lim a(t)=r. 
t ....... 

L'équation (1.1) peut être écrite sous la forme 

dx ~ -=rx+f(t)+o(t)x 
dt 

lim ~(t)= Hm [a (t)-r] = 0 
t~oo t~oo 

ou sous la forme da l'équation intégrale 

t 

(1.10) x= et(t-to) [C+ J e-,(I;-/o) f(~) d ~ + J e-,(I;-tu) ~ (~) x d~] . 
~ ~ 

co 1; 

J 
-r a(s)ds I(t) 

1) Si l'on a e to I(~) d ~ =0 (1) au lieu Hm --- b, les solutions de l'équa-
''''CO -a (t) 

10 
tion (1.1.) sont bornées. 

2) Le nombre r peut être complexe r = p + 6 i. 
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It faut distinguer plusieurs cas: 

a) r est un nombre réel négatif ou complexe r = p + 6 i à partie réelle p < O. 

Considérons les approximations de l'équation provenant de l'équation (1.10) 
t 

(1.11) Xm = Xo + ert J e-rl;; ~ (~) Xm- t d ~ 
to 

avec 

(1.12) Xo= er(t-to) [C+ J e-r(l;;-to)f(~)d~] 
to 

où Xo est une solution asymptotique bornée, c'est-à-dire 

(1.13) 

M étant une constante fixe.1) 

Pour m= 1, l'équation .(1.11) donne 
t 

!xt-xo!<ePt J e-pl;;!~(~)!!xo!d~ 
ou, d'après (1.13), 

to, 

t 

(1.14) !Xt~xo! < MePt Je-p/; !~(~)! d~= Me: (t)<Me: 
to 

avec, d'après (1.9), 
lim e:(t)=0,2) e:=Maxe:(t). 
t........ t~to 

Pour m = 2, l'équation (1.11) donne 

!x2-Xd<&t J e-pl;;!~(~)!!XI-Xo!d~\ 
to 

d'où l'on a, d'après (1.14), 

(1.15) 

!Xl-XI! <Me: e: (t)< M e;21 

En continuant ainsi de ~ uite, on aura 

1) Si la fonction I(t) satisfait à la condition ,lim l(t)=a (a=constante fixe), elle 
' ...... 00 

peut être écrite sous la forme I(x) = a + cp (1) avec lim cp (t) = O. Alors l'équation (1.12) entraîne: 
t ...... ", 

dxo 
(La) dt = rxo + a + cp (t), (r;"'O). 

Si l'on pose Xo - Yo + A, où A est une constante donnée par l'équation Ar + a = 0, l'équation 

(La) devient alors dyo -ryo+cp(t), c'est-à-dire, l'équation dxo =rx+/(t) avec Iim I(t)-O 
~ ~_ .. 

2) En appliquant la règle de Stolz à l'inégalité (1.141. 
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avec 

I~co 

Puisque e(t)-+O pour t-+oo, on peut choisir to assez grand pour que l'on ait 

(1.16) e= MaxE: (t)< 1. 
1;;;' 10 

Par conséquent, la série .. 
(1.17) x=xo+ 2: (Xm-Xm-l)' 

m-l 

d'après (1.15) et (1.16), converge uniformément pour t>/o, 10 étant assez grand, 
et représente la solution dé l'équation (1.8) avec la propriété 

(1.18) lim (X-Xo) = O. 

Lem m e 1. r a) - L'équation (1. 8) admet pour t> to, sous les condi
tions (1.9), (1.13) et (1.16), toutes les solutio~ avec la propriété (1.18). 

b) r est un nombre réel positif ou complexe r = p + 6 i à partie réelle p > O. 
Considérons les approximations successives de l'équation provenant de 

l'équation (1.10) 
1 

(1.19) xm = Xo + en J e-r!; 3 (~) Xm-l d ~ .. 
avec 

1 

xo=ert J e-rl;f(~)d~, 
co 

où la solution Xo satisfait à la condition (1.13). Pour m= 1, l'équation (1.19) 
donne 

ou, d'après (1.13) 

(1.20) 

avec, d'après (1.9), 

(1.21) 

IX1-xol <&t J ~13(ç)llxol dç 
1 

.. 

lim e(t)=0,1) e=Maxe(/)<l. 
I~co I;;;'to 

En continuant ainsi de suite, on aura 

IXm-Xm-ll < Nem-1 e(t)<Mem 
avec 

lim (xm-xm-I)=O, (m= 1,2, ... ). 
I~oo 

1) En appliquant la règle de l'Hospital à l'inégalité (1.20). 
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La sene de la forme (1.17), d'après (1.21), converge uniformément pour 
t> to, to étant assez grand, et représente la solution de l'équation (1. 8) avec 
la propriété (1.18). 

Lemme 1.7° b) - L'équation (1.8) admet pour t>/o, sous les condi
tions (1.9), (1.13) et (1.21), une solution avec la propriété (1.18). 

c) r = 6 i est un nombre imaginaire ou égal à zéro (6 = 0). 

Dans ce cas l'équation (1.19) devient 

t 

(1.22) xm=xo+e8t~ f e-81~8(~)Xm-ld~ .. 
avec 

t 

Xo = ,pIt J rl~ f(~) d ~ 
00 

où Xo satisfait à la condition (1.13).0 Pour m= 1 l'équation (1.22) donne 
00 

1 Xl-Xo 1 < J 18 (~) Il Xo 1 d ~ 
t 

ou, d'après (1.13), 
00 

IX1-xol<M J 18(~)ld~=Me:(t)<M~ 
t 

avec 

(1.23) lim e:(t)=O, e:=Maxe:(t)<l, 
t->-oo 

to étant assez grand, sous la condition 
GO 

(1.24) lim J 18 (~) 1 d ~ = O. 
t->-oo t 

En continuant ainsi de suite, on aura 

IXm-Xm-ll < M e:m- 1 e: (t) < M e:m 

avec 
lim IXm-Xm-l = 0, (= 1, 2, ... ). 
t->-GO 

La série de la forme (1.17), d'après (1.23) et (1.24), converge unifor
mément pour 1> to' 10 étant assez grand, et représente une solution de l'équa
tion (1.8) avec la propriété (1.18). 

1) La solution Xo est bornée si l'on a 
GO 

Hm J e-6i~f{1;)d1;-O. 
t->-GO t 
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Lemme 1.7° c) - L'équation (1.8) admet, pour t> to, sous les condi
tions (1.9), (1.13), (1.23) et (1.24), une solution avec la propriété (1.18). 

Il faut reII1.arquer que l'équation (1.1) ne change pas de forme si l'on pose , 
l 'l'(.r)d.r 

x=ye'· 

c'est-à-dire, on obtient l'équation 

avec 

dy =A(t)y+B(t) 
dt . 

, 
- l q.(.)d.r 

A(t)=a(t)-<p(t), B(t)=f(t)e 0 

Dans ce cas, on peut étudier les propriétés différentes de la relation 
, 

(2.1) 

- l q.(.)ds 

xe 10 pour t _00.1) 

2. Equation do premier ordre. - Soit donnée une équation 
dx 
-=a(t)x+ f(t)+<p (t, x) 
dt 

où a(t), f(t) sont des fonctions réelles et continues de la variable réelle t>lo; 
<pet, x) une fonction satisfaisant aux conditions: 

{

a) continue et bornée pour la variable réelle t>to, Ixl< 00; 

(2.2) b) <p (t, 0) = 0; 

c) 1<p(t,X)-<p(t,x)I<À(t)IX-xl, 

oÙ À (t) est une fonction positive et continue de. la variable réelle t > to. 
Ecrivons l'équation (2.1) sous la forme de l'équation intégrale 

t [ 1 t 1 t 1 l G(')d.r - l G(s)dlj - I.(,)ds 

x=e'° c+le 10 f(~)d~+Je '0 <p(~,x)d; 
~ ~ 

(2.3) 

et appliquons la méthode des approximations successives, en supposant que 
l'équation 

fixo = a (t) Xo + f(t) 
dt 

admet la solution asymptotique bornée, c'est-à-dire 

(2.4) Ixol <M, pour t> to, 

M étant un nombre fixe. 

1) Concernant les résultats exposés dans le paragraphe N! 1, il faut voir les travaux de 
Perron [8], de Tatarkiewicz [11], de Kostin [37[ et d'autres. 
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(2.5) 

T, P~yovitch 

Il faut distinguer plusieurs cas. 

10 Supposons que l'on ait 

r 
; a(.)ds 

lim i o =ki=O,oo, (k=constante), 
1-+00 

1 J
oo - i a(J)ds 

lim e 10 À (~) d ~ = O. 
1--"00 t 

L'équation (2.3) peut être écrite sous la forme 

1 [1 ~ 1 !; . ]U l a(s)ds J -I a(s)ds J -l a(s)ds 

x=io i o f(~)d~+ i o cp(~,x)d~ 
œ 00 

d'où l'on a 
1 1 1;; 

(2.6) 
l a(.)ds J -l a(s)ds . 

Xm = Xo + i o e 10 cp (ç, Xm-I) d ç 

avec 

Pour m= 1, l'équation (2.6), d'après (2.2), donne 

ou, d'après (2.4), 
1 oo!; 

l a(s)ds J -l a (s) ds 

(2.7) Ix1-xO!<Me 10 e 10 À(ç)d~=Me(t)<Me 

1) On peut choisir la constante C de manière que la solution (2.3) prenne la forme 

1 !; !; 

l a(s)ds [1 JGO.,.. l a(.)ds Jt - l a(s),u ] 
x-e'° T+ e to f(f,)df, + e to cp(f"x)df, . 

t GO 

où 1 est un nombre fixe. 

2) 1 cp (l, xo) 1 = 1 cp (l, xJ-CP (l, 0) 1 <À (/) 1 xol. 
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avec, d'après (2.5), 

Hm e:(t) = 0, e:=Maxe:(t). 
I-HI> 1;;' 10 

Pour m= 2, l'équation (2.6), d'après (2.2), donne 

-où, d'après (2.7), 
IX2-x11 <Me:e: (t)<Me:2• 

En continuantainsi de suite, on aura 

(2.8.) 

.avec 
lim IXm-Xm-l!=O, (m= 1, 2, ... ). 

1-+00 

Puisque e: (t) _ 0 pour t _ co, on peut choisir to assez grand pour que l'on ait 

{2.9) e: = Max e: (t)< 1. 
1;;' 10 

Par conséquent, la série 
00 

(2.10.) x=xo+ L (Xm-Xm-l)' 
m=l 

d'après (2.8.) et (2.9.), converge uniformément pour t;;;. to. to étant assez grand, 
let représente la solution de l'équation (2.1.) avec la propriété 

(2.11) lim Ix-xol=O. 
1-+00 

Thé 0 r ème 2.1 0
• - Sous les conditions (2.2), (2.4), (2.5) et (2.9), 

l'équation (2.1) admet pour t;;;. to, une solution avec la propriété (2.11). 

20 Supposons que l'on ait 

1 

l a(s)ds 

(2.12) Hm i o =0, 
1-+00 

lim ~= 0 a(t):;601) 
1-+00 -a (t) 

Considérons les approximations successives de l'équation provenant de 
'équation (2.3) 

1 1 1;; 

(2.13) 
l a(slds J -l a(s)ds 

xm= Xo + elo e 10 tp (~, Xm-l) d ~ 
10 

t 
1 a(s)ds 

1) En supposant que la fonction elo admet la dérivée. 

2 T. Pelovié, M. Bertolino, o. Rakié: Quelques problèmes ••. 
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avec 

t [ t ~ 1 l a(s)ds J -J a(s)ds 

Xo = eto C+ e to f(f,) d f, . 
to 

Pour m= l, l'équation (2.13), d'après (2.2), donne 

ou, d'après (2.4), 

avec, d'après (2.12), 

(2.14) lime:(t)=O, 
t~co 

En continuant ainsi de suite, on aura 

e:=Maxe:(t)<1. 
t~to 

IXm-Xm--ll .;;; M e:m- l e: (t).;;; M e:m 

avec 
Hm !Xm-Xm--l!=O, (m= 1,2, ..• ). 
t-+oco 

La sene de la forme (2.10) d'après (2.14), cnnverge uniformément. pour 
t ;;. to' to étant assez grand, et représente toutes les solutions de l'équation (2.1) 
avec la propriété (2.11.}. 

Thé 0 r ème 2.2°. - L'équation (2.1) admet pour t;;. to, sous les conditions 
(2.2), (2.4), (2.12) et (2.14), toutes les solutions avec la propriété (2.11). 

3°. Supposons que l'on ait 
t 

(2.15) 
J a(s)ds 

lim i o = + 00, 
t_co 

Iim 2QL=0, 
t_co -a(t) 

a(t)#O. 
t~to 

Considerons les approximations de l'équation provenant de l'équation (2.3) 

t t 1;; 

J a(s)ds r -l a(s)ds 

(2.16) xm=xo+io. e to tp(f"xm-I)df, .. 
avec 

t t 1; 

J a(s)ds J -l a(s) ds 

xo=io e to f(f,)df.. 
co 
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l'our m = 1, l'équation (2.16) d'après (2.2), donne 

-ou, d'après (2.4), 

.avec, d'après (2.15), 

{2.17) lim E (t)= 0, E= Max E (t)< 1. 
t-+ .. t;;;.to 

En continuant ainsi. de suite, on aura 

! xm-xm-I!";; M Em- 1 E (t)..;; M Em 

avec 
lim !Xm-Xm-I! = 0, (m= 1, 2, ... ). 

t-+ .. 

La série de la forme (2.10) d'après (2.17), converge uniformément pour 
t> to' to étant assez grand, et représente une solution de l'équation (2.1) avec 
la propriécé (2.11). 

Théorème 2.3°. - L'équation (2.1) adm~t, pour 1>to, sous les con
ditions (2.2), (2.4), (2.15) et (2.17), une solution avec la propriété (2.11). 

4°. Soit a (t) = O. On obtient le cas. du numéro 1° avec k = 1. 

5°. Soit a (t) = r, ou r est un nombre réel et positif. On obtient le cas 
du numéro 2°. 

6°. Soit a(t)= r, ou r est un nombre réel et positif. On obtient le cas 
du numéi'O 3°, 

7°. Supposons que l'on ait 

lim a(t)=r:foO; 
t-+oo 

alors, l'équation (2.1) peut être écrite wus la forme 

(2.18) 

avec 

dx = rx + I(t) + ljJ (t, x) 
dt 

ljJ (t) = 8 (t) x + cp (t, x), lim 8 (t) = lim a (t)-r = O. 

Le procédé de la recherche de solution asymptotique de l'équation (2.18) se 
ramène à un des cas du numéro 5°. ou 6°. 

Considérons l'équation 
dx 
-=att)+cp(t,eZ). 
dt 
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Si l'on pose eX = y, on obtient l'équation 

dy =a(t)y+y(jl(t,y)=a(t)y+~(t,y), 
dt 

c'est-à-dire, on obtient l'équation (2.1) avec /(t)=O. 
Il faut remarquer que l'équation (2.1) ne change pas de forme si l'on pose , 

l W(s)ds 

x=ye'O 

c'est-à-dire, on obtient l'équation 

avec 

dy =A(t)y+B(t)+C(t,y) 
dl 

t 

A(t)=a(t)-~(t), 
- l W(s)ds 

B (t) =/(t) e 10 

[ i <P(S)dS] -; <p(s)ds < 

C(t,y)=(jI t,ye'° e 10 

Dans ce cas on peut étudier des propriétés variés de la relation 
1 

- l <p(s)ds 

xe 10 pour t-HXJ. 

3. Système d'équations linéaires à coefficients constants. Soit donné un 
système d'équations linéaires 

(3.1) 
dx n_ 
-' = L aux" + fi(t) 
dt k=J 

(i=1,2, ... ,n) 

où a;" sont des constantes, fi (t) fonctions continues de la variable réelle t"> to 
et satisfaisant aux conditions 

(3.2) Hm fi (t) - 0.1) 
t ..... "" 

1) Si les fonctions/i(t) satisfont aux conditions lim/,(t)=b, on peut écrire /,(t)= 
1 ....... 

-b,+'h(t) avec lim 1\1,(/)=0. Le système (3.1.) alors devient 
1--.00 

(3.a) 

Si l'on pose Xi = y, + Ai' où Ai sont des constantes données par les équations 
n _ 
:E au,Ak+bj=O detlaikl*O, 

k=l 
le système (3.a) devient 

dYi n 
-d - :E aikYk +Iji, (/), 

t k-l 
c'est-à-dire, on obtient le système (3.1.) avec Hm Iji, (t) -O. 

' ..... 00 
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Le système (3.1.) par les transformations linéaires à coefficients constants 
n n 

(3.3) y,= 2: IXi);X); ou Xi= 2: ~);Y);, 
k=l k=l 

peut être ramené à la forme canonique dépendant des racines de l'équation 
caractéristique 

(3.4) =0. 

'" a",,-r 

Si toutes racines 'i de cette équation sont distinctes, le système (3.1), 
après les transformations (3.3), -peut être ramené à la forme 

dy, 
-="y,+({lt(t) 
dt 

avec 
n 

(3.5) ({l,(t)= 2: (J.ikf);(t), (i=1,2, ... ,n). 
k-l 

Si l'équation (3.4) a des racines multiples, à cru:.que racine multiple '] ='2 = 
= ... =, p correspond un groupe d'équations de la forme 

(3.6) 

dYI ( ) - = '] YI + ({lI t , 
dt 

dYa ( ) -='lY2+YI +({l2 t, 
dt 

dyp ( ) -='lYP+YP-I+({lP t 
dt 

où les fonctions ({lt (t), d'après (3.2) et (3.5), satisfont aux conditions 

(3.7) lim ({li (t) = 0, (i = 1, 2, .•. , n). 
t-+oo 

L'intégration du système (3.6) donne 
t 

y] = e'dt-to) [Cl + J e-r)(t-tl) ({l1 (t) dt] • 
to 

t 1 

(3.8) 
Y2 = e'1 (I-to) [C2 + Je-ri (t-to) ({l2 (t) dt + J ~-rl(t-to) YI dt] , 

~ -
1 1 

YP = e'1 (t-to) [Cp + J e-r ! (t-to) ({lp (t) dt + Je-ri (t-1o) Yp-l dt] 
to to 
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ou 

(3.9) 
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1 

1 
YI = e"1 (1-10) [Cl + J e-" (1-10) CPl (t) dt] , 

10 

1 1 

Y2 = e'" (t-Io) {C2 + J e-,,(I-Io) CP2 (t) dt + J dtl [Cl + 
10 10 

Il 
+ J e-'t(t2- IO)CPl (t2)dt2]}, 

10 

Il faut distinguer plusieurs cas. 

1 0. ri est un nombre réel négatif ou complexe ri = Pl + 61 i à partie réelle Pl < O. 
Selon la règle de Stolz et d'après (3.7), les solutions (3.9) admettent les 

propriétés 
(3.10) limYl=O, (1=1,2, ... ,n). 

1 ..... 00 

c'est-à-dire, d'après (3.3), les solutions du système (3.1) admettent les propriétés 

(3.11) (i=I,2, ... ,n), 

Lemme 3.1°. Le système (3.1) admet, pour I>to' sous les conditions 
(3.2), toutes les solutions avec les propriétés (3.11). 

2°. ri est un nombre réel positif ou complexe ri = Pl + 61 i à partie réelle 
Pl>O. 

Ecrivons les équations (3.8) sous la forme 

1 

YI = e",1 J e-"I CPl (t) dt, 
00 

1 1 

Y2=e",I[J e-"lcp2(t)dt+J e-"Iyldt], 
00 00 

1 1 

Yp = e',1 [J e-"I CPP (t) dt+ J e-"I YP-l dt] 
00 00 

ou 
1 

YI =e'11 J e-"I CPl (t)dt, 
co 

(3.12) 1 1 l, 

Y2=e'II[J e-'llcp2(t)dt+ J dtl J e-'112cpl(t2)dt2], 
00 00 co 
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Il est facile à voir que les solutions (3.12) admettent, selon la règle de 
l'Hospital et d'après (3.7), les propriétés (3.10). Par conséquent les solutions 
du système (3.1) admettent, d'après (3.3), le3 propriétés (3.11). 

Lemme 3.2.0 
- Le système (3.1) admet, pour t>to, sous les condi

tions (3.2), un système de solutions avec les propriétés (3.11). 
30 ri = 61 i est un nombre imaginaire ou égal à zéro (61 = 0). 

Les solutions (3.12) admettent les propriétés (3.10), si, d'après (3.12), 
les intégrales 

00 00 00 

J dt l J dt2 • ., J rel i Ip 'PI (tp) dtp , 

Il Ip_I 

00 00 00 

J dtl J dt2 • •• J rel1lp-I 'P2 (tp-l) dtP-l' 
Il Ip-2 

convergent. La convergence des intégrales ci-dessus~se ramène, d'après (3.5), 
à la convergence des intégrales 

00 00 00 

(3.13.) J dtl J dt2 • •• J r 61ilp il, (tp)dtp, (k= 1, 2, ... , n). 
Il Ip_1 

Par conséquent les solutions du système (3.1) admettent, d'après (3.3), les 
propriétés (3.11). 

Lem m e 3.30 
- Le système (3.1) admet, pour t> to, sous les conditions 

(3.2) et si les intégrales (3.13) convergent, un système de solutions avec les 
propriétés (3.11). 

Il faut procéder de la même manière pour toute~ les racines de l'équa
tion caractéristique (3.4). 

Par conséquent, pour les système d'équation (3.1) où ~k sont des con
stantes, fi. (t) fonctions intégrables pour la variable réelle t;;. to' avec les con
ditions (3.2), on aùra le théorème suivant: 

Thé 0 r ème 3. - Les équations (3.1) admettent pour t> to, sous les 
conditions (3.2), un système de solutions avec les propriétés (3.11), si pour chaque 
racine multiple ri = r2 = = r p = 61 i convergent les intégrales (3.13). Ce système 
de solutions dépend d'un nombre des constantes arbitraires égal au nombre des 
racines réelles négatives ou complexes à parties réelles négatives de l'équation 
caractéristique (3.4). 

Il faut remarquer que le système (3.1) ne change pas de forme si 
l'on pose 

(À = constante); 
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c'est-à-dire, on obtient le système 
dz - n -
-' = (att- À) Z, + 2: tZt" z" + Ji, (t) e-Àt 

dt k=l 
k;él 

pour l'étude des propriétés des relations 

x,e-Àt pour t_oo. 

n est évident que le théorème 3. est valable pour une équation linéaire 
d'ordre n 

d 7l x - d 7l - 1 x - dx -
-+al --+ ... +an-t-+anx=!(t) 
dt n dt n - I dt 

sachant qu'elle peut être ramené au système d'équations de la forme (3.1). 

4. Système d'équations du premier ordre. - Soit donné un système 
d'équations 

dXj n 
(4.1) -= L: at,,(t)x,,+ Ji,(t) + F,(t, Xl'···' Xn), (i= 1, 2, ... , n) 

dt k=l 

ou sous la fo~me 

(4.2) 

avec 
n 

(4.3) $, (t, Xl' ••• , X n) = L: ai" (t) X" + Ft (t, xl' ... , x n), 
k=l 
k;éi 

où ait (t) sont des fonctions réelles et continues de la variable réelle t;;;. to. 
jj (t) fonctions continues de la variable réelle t;;;. to; fonctions$t (t, Xl' ••• , xn) 
satisfont aux conditions 

{

a) continuées et b~r~ées pour la variable réelle t;;;. to' 1 xii < 00 

b) $,(t,0, ... ,0)-0, 

c) 1 $t (t, Xl' ... , Xn)-$t(t, Xl' .•• , xn)1 < À (t) [i 1 X"-x,,l] 
k=l 

(4.4) 

où À (t) et une fonction positive et continue pour la variable réelle t;;;. 10. 

Ecrivons le système (4.2) sous la forme des équations intégrales 

/ aH (s)ds [ J! -fail (s)ds 

X, = lo Ct + e 10 Ji, (~) d ~ + 
10 

(4.5) 

1 ; ] - I aH (.)ds 

+ J e 10 $, (~, Xl' ••• , Xn) d ~ 
10 
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et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que 
les équations 

dx1 
-=aii(t)x? + fie!) 

dt 1 

admettent les solutions asymptotiques bornées, c'est-à-dire 

(4.6) 1 x? 1 .;;; M, pour t;;. to, 

M étant un nombre fixe. 

(4.7) 

Il faut distinguer plusieurs cas: 
1° Supposons que l'on ait 

I
( 

1--+00 

1 f
oo -lajj(S)ds 

lim e 10 À (ç) d ç = ° 
t 1--+00 1 

1 

J aH (s)ds 

lim i o =k,=I=O,oo 

et considérons les approximations successives du système provenant du sys
tème (4.5)0 

(4.8) 

avec 

1 1 1; 

l ajj (s) ds J -J ajj (s)ds 
m lu 10 m-l m-l x1+x?+e e <Pi(Ç,X1 ""'Xn )dç 

co 

1 1 

J ajj(s)ds [ 1 1 J -aii(S)ds ] 

x? = i o 
_i + f elo li (ç) d ç . 
k i 

co 

Pour m = l, le système (4.8), d'après (4.4), donne 

1) En choisissant les constantes Ci de la manière que l'on ait 

li sont des nombres fixes. 
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ou, d'après (4.6) et (4.7), 

avec 
lim e: (t) = 0,1) e:=Maxe:(t). 
t-+oo t~to 

Pour m=2, le système (4.8), d'après (4.4) et (4.9), donne 

I x~-x! <Mn2 e:e:i (t)< Mn2 e:e: (t) < M(n e:)2. 
1 1 

En continuant ainsi de suite, on aura 

(4.10) 

avec 
lim IX7'-x7'- I I=O, (m= 1, 2, ... ,). 
t-+oo 

Si l'on a 

(4.11) ne:<l, 

les séries 
00 

( 4.12) Xi = x? + 2: (x~n_·x7'-I) 
m=l 

d'après (4.10) et (4.11), convergent uniformément pour t;;. to' to étant assez 
grand, et r.eprésentent les solutions des équations (4.2) satisfaisant aux conditions 

(4.13) lim (Xi-X?) = 0 
t ..... oo 

Thé 0 r ème 4.1 0
• - Les équations (4.2) admettent pour t;;. to, sous les 

conditions (4-4), (4.6), (4.7) et (4.11), un système des solutions avec les pro
priétés (4.13). 

2°. Supposons que l'on ait 
t 

(4.14) 
J ajj (s)ds 

lim /0 =0, 
1-+00 

1· À (t) 0 
lm = 

1-+00 -ail (t) , 
aji (t)=ftO. 

t;a: to 

Il faut considérer les ,-pproximations successives du système provenant 
du système (4.5) 

1 1 1; 

(4.15) 
J aij (s)ds r -J ajj (s)ds 

m 0 10 10 rli. (t: m-l m-l)dt: Xj =xj+e • e 'Vi ",Xl ,oo"Xn " 

10 

1) e(t)=Maxe;(t) (i=1,2, ... ,n). 
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:avec 

Pour m= 1, le système (4.15), d'après (4.4), donne 
1 1 <; 

l aji(s)ds r -l aH (s)ds [n ] 
IXI-x?<lO e 10 À(~) 2: IXOI d~ 
l,. k=1 k 

10 

{)u, d'après (4.6) et (4.14) 

1 1 1; 

l aH Is) dsJ - r aH (s)ds . 

IX1-X?I<nMlO e 10 À(~)d~=nM~(t)<nMe(t)<Mne 
10 

avec 
lim e(t)=O, e: ="Max e (t). 

1-+00 t~to 

En continuant ainsi de suite, on aura 

(4.16) 

avec 
lim IX7'-X7'-I! = 0, (rn-l, 2, .,. ,). 

1-+<:0 

Si l'on a 

(4.17) ne<l, 

les séries de la forme (4.12), d'après (4.16) et (4.17), convergent uniformé
ment pour t;;;;. to, to étant assez grand, et représentent les solutions des équations 
(4.2) satisfaisant aux relations (4.13). 

Thé 0 r ème 4.2° - Les équations (4.2) admettent pour t;;;;. to, sous les 
conditions (4.4), (4.6), (4.14) et (4.17) toutes les solutions avec les propriétés (4.13). 

3°. Supposons que l'on ait 

1 

(4.18) 
J a(j(a)ds 

lime 10 
=+00, 

1-+<:0 

lim À (t) 

1 .... <:0 -aH (t) 
0, ~i (t) =1= O. 

1;;' 10 

Il faut considérer les approximations successives du système provenant 
du système (4.5) 

1 1 1; 

(4.19) 
J aH (a) ds J -J ai;(a) ds 

Xm. = XO. + elO e 10 ffi (1: Xm-I xm-I) dl: , , 'Vi~, l ' .•. , n ~ 

<:0 
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avec 
t 1 l; 
l ajj(s)ds J -l ajj(s)ds 

>!/=io e 10 . fï(ç)dç. 
00 

Pour m = 1, le système (4.19), d'après (4.4), donne 

ou, d'après (4.6) et (4.18), 

avec 
lim s:(t)=O, s:=Maxs:(t). 

1_00 1-;'/0 . 

En continuant ainsi de suite, on aura 

(4.20) 

avec 
lim IX7'-x7'- l l =0, (m= l, 2, ... ,). 
I_co 

Si l'on a 

(4.21) 

les séries è.e la forme· (4.12), d'après (4.20) et (4.21), convergent unifor
mément pour t:;;. to, to étant assez grand et représentent les solutions des équa
tions (4.2) sarisfaisant aux relations (4.13). 

Thé 0 r ème 4.3° - Les équations (4.2) admettent pour t:;;. to' sous les 
conditions (4.4), (4.6) (4.18) et (4.21) un système des solutions avec les pro
priétés (4.13). 

Il faut bien remarquer que nous avons suppo~é que tous les coefficients 
ait(t) (i= 1, 2, ... , n) du système (4.2) satisfont à la même condition, c'e3t-à
-dire, l'une des conditions désignées par les numéros 1°., 2°. et 3°. Mais on 
peut avoir tous les trois cas en même temps, c'est-à-dire, chaque coefficient 
aii(t) satisfait à l'une des conditions désignées par les numéros 1°., 2°. et 3°. 
Cela sera une combinaison de tous les trois cas et les résultats des recherches 
sont le3 mêmes. 

4°. Supposons que les coefficients iZtk(t) des équations (4.1.) satisfont 
aux conditions 

(4.22) lim aik(t)=~k (i, k= 1, 2, ... , n), iZtk = con st. 
1_00 
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Le système (4.1) peut être écrite sous la forme 

(4.23) 

avec 

(4.24) 
{ 

€Il~ (t, Xl' •.• , Xn)= i 3u: (t) Xk + F~ (t, Xl' .•• , Xn) 
k=1 

3i1c(t)=lljk(t)-~k, lim 3ik (t)=0. 
t ........ 

29 

Si toutes les racines de l'équation caractéristique (3.4) sont distinctes, le sys
tème (4.23) se ramène, par les transformations (3.3), à la forme canonique 

dy, = ri Yi + cp, (t) + 'Fi (t, y, ... , Yn) 
dt ' 

,où les fonctions CPi (t) sont données par les formules (3.5); les fonctions 
'Fi (t, YI> ... ,Yn), d'après (3.3), (4.4) et (4.24), satisfont aux conditions: 

(4.25) 
{

al) continues et bo~nées pour la variable réelle t> to, 1 Yi 1 < 00 

hl) 'Fi (t, 0, ... , 0) - 0 

Cl) l'Fi (t, Y l , .•• , y n)- 'Fi (t, Yl' ... ,Yn)l.;; !Jo (t) [i 1 Yk-Ykl] , 
k=1 

où !Jo (t) est une fonction positive et intégrable pour la variable réelle t> to, 
satisfaisant à la condition 

,(4.26) lim !Jo (t) = O. 
t ........ 

SI l'équation caractéristique (3.4) a des racines multiples; à chaque racine 
multiple ri = r2 = ... = rp correspond un' groupe d'équations de la forme 

(4.27) 
1 

dYt =rlYl+CPl(t)+'Fl(t'YI,···,Yn), 
dt 

1 

d;; =rl Y2+Yl + CP2 (t) + 'F2(t'Yl'··· ,Yn), 

d;p· ~ ~:;p.; ;~~ ~ ~~ ~t~ ~.~ ~ ~t: ;l~ : .... , ~~)~' 
dt 

-Considérons les approximations successives des équations ci-dessus 
dym . 

d/ = ri JI'{' + CPl (t) + 'FI (t, ym-l, ... ,>,::,-1), 

dy;' 
dt

2 
= rl>i' + Y'{' + CP2 (t) + 'F 2' (t, Yi-l, ... ,>,::,-1) 
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ou sous la forme des équations intégrales 
t t 

Yi = erl (t-to) [Cl + Je-ri (t-Io) tfil (t) dt + J e-rl (1-10) 'YI (t, Yi'-l, ... ,Y,;'-l) dt] , 
10 10 

1 t 

~ = e'1 (t-to) [ C2 + Je-ri (1-10) tfi2 (t) dt + Je-ri (t-to) Yi' dt + 
to to 

t 

+ J e-rl(/-to) 'f2 (t, Yi-l, ... , .1.:'-1) dl]~. 
10 

........................................ " ...... " ...... .. 
ou 

(4.28) 

r 
Yi = e'ICt-to) [Cl + je-ri (t-to) IF) (t) dt+ 

10 

1 + j e-rl(l-to) 'fI (t,Yi-l, ... ,.r,:r-l) dt] , 
10 

i 
1 

1 

1 

1 

Y~ = erl(t-to) {C2 + Je-ri (t-tu) tfi2 (t) dt + 
10 

1 Il 

+ J dll [Cl + Je-ri (t2-to)tfil (12) dl2 + 
to 10 

Il 

+ J e-r1 (t2- /O) 'fI (t2 ,yr- I , ••• ,Y.:'-l) d12 ] + 
to 

1 

+ J rrl(t-to) 'F2 (t, Yf- I, ... , Y.:'-l) dt } 
10 

~ ...................................... . 
et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que les.. 
équations 

............. .. , 
dl 
d: =rlY~ +~-1 +tfip(t) 

admettent un système de solutions asymptotiques bornées, c'est-à-dire 

(4.29) IY?I<M, Pour t;;;. to, (i= 1, ... ,p) 

M étant un nombre fixe. 
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Il faut distinguer plusieurs cas: 

a) ri est nombre réel négatîf ou complexe ri = PI + 61 i à partie réelle Pl < O. 
Le système (4.28) peut être écrit sous la forme 

(4.30) 

fym=,,o+e'lljle-'II'Y (t ,,,,.-1 ym-l)dt 

1 

2 .YI l ,.rI , ••• , n ' 

10 

l ~= y~+e'11 [j e-'II 'Y2 (t, YT- 1, ••• , Y,:'-I) dt+ 
10 

1 Il 

1 
+ j dtlj e-'IIZ 'YI (t2 ,YT-1, •• , ,y::,-I)dt2] 

10 10 l ................................ . 
avec 

1 

y~ = e'I(I-lo) [CI + ] e-'I(I-Io) q:ll (t) dt] , 
10 

1 1 Il 

~ = e'l (1-10) {C2 + ] e-'I (1-10) q:lz (t) dt + ] dtl [CI + ] e-'l (Iz-Io) q:ll (E2) dt2 ]} , 

- --
Pour m = 1, le système (4.30), d'a.près (4.25), donne 

ly~-y~l<ePllf e- P1I (Jo(t)Lt IYZIJdt, 

Iy~- y~1 < eP11 {J e-
PII 

(Jo (t) [ t lyZ IJ dt+ J dtl ] r P11z 
(Jo (t2) [ i lyZ 1] dt}, 

10 k-l 10 10 k=1 

ou, d'après (4.2)), 

( 1 

Ilyl-y~1 < nM ePII ] e-P11 (Jo (t) dt = Mn el (t) < Mn e(t) < Mn e, 
10 

(4.31) 
1 

i 
1 1 Il 

ly~-y~l<nMePII[] e-PII(Jo(t)dt+] dtl ] e-PIIZ (Jo (tz) dtz] . 
10 10 10 

l =Mnez (t) ,Mn e (t)< Mne, 
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.avec, d'après (4.26), 

Hm e: (t)1) = 0, 
t-+CIO . 

e:=Maxe:(t). 
1~/o 

Pour m=2, le système (4.30), d'après (4.26) et (4.31), donne 

Iyr-yll < Mn2 e:e:l (t)< Mn2 e:e: (t) < M(n e:)2, 

IY~-YJI < Mn2 e:e:2 (t) <Mn2 e:e: (t)< M(n e:)2, 

En continuant ainsi de suite. on aura 

(4.32) 

avec 

lim 1>1'->1'-11 = 0, 
1-+00 

(m= 1, 2, ... ). 

Si l'on a 

(4.33) ne:<1 

les Eé'ies de la forme (4.12), d'après (4.32) et (4.33) convergent uniformé
ment pour t;;;. to' to étult assez grand et rfprésentent les solutions des équa
tions (4.27) satisfaisant aux relations 

(4.34) lim (y,-y!) = 0, 
1-+00 

(i = 1,2, ... , 0). 

b) rI est un nombre relatif positif ou complexe r = Pl + 61 i à partie réelle 
,Pl>O. 

Pour cela le système (4.28) peut être écrit sous la forme 

00 

1 

(4.35) 
,,m _ • .0 + eT,t [J e-r,1 'F (t ,,m-I ,,m-I) dt + .)'2 -)'2 2 '.)'1 , ••. '.)'n 

00 

1 t 

1 
+ J dtl J e-r2/2 'Ft (t2 , y~-I, ... ,y:;,-I) dt2] 

00 00 

l .................................. . 

') t(/)=Maxtj(t) (i=1,2, ... ,p) 
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avec 

00 

1 1 Il . 

~= e"ll [J e-'ll 'P2 (t) dt + J dtl J e-'ll2 'Pl (t2) dt2] , 
00 co co 

Pour m= 1, le système (4.35.), d'après (4.25.), donne 

IY~_Y~I<ePlt! e-'lt~(t)Lt IY21] dt, 

IY~-~ 1 < &11 {j e- PII fL(t)[·t 1Y2I]dt+ 
1 k-I 

ou, d'après (4.29), 
co 

IY~-Y~I < nM ePI I J e-rll fL (t) dt= Mn el (t) <Mn e (t) <. Mn e, 
1 

co co co 

IY~-Y~I <. nM ePlt Je-Pli fL (t) dt + J drl J e-Po12 fL (t2) dt2 = 
1 1 /1' 

= Mn eJt) <.41n e (t) < Mne, 

avec, d'après (4.26), 

lim e(t)=O, e=Maxe(t). 
t-co t;:::: to 

En continuant ainsi de suite, on aura 

(4.36) 

avec 
lim ly;n-J1'-11 = 0, 
I-+co 

(m= 1, 2, ... ). 

Si l'on a 

(4.33) 

les séries de la forme (4.12), d'après (4.36) et (4.33) convergent uniformément 
pour t> to, to étant assez grand, et représente les solutions des équations 
(4.27) satisfaisant aux relations (4.34). 

3 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes' .. 
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(4.37) 

avec 

T. Peyovitch 

c) ri est un nombre imaginaire ri = 01 i ou égal à zéro (01 = 0). 
Le système (4.35) devient alors 

f JI{' = yIf + e61Î1 j r 61it 'YI (t,JI{'-I, ... ,yr;:-l) dtp , 

j Y'; ~ Yi +"e," ~ j e-"u 'l', (l, 1;'-', ... ,Y;:-') dl + 

1 
t OOtl 

1 ..... + t' t~· .. ':'.'1',. (l,. 1;'.-' ' .... : : ~~') dl:] , 

t 

y~ = e61 it J r 61it ~I (i) dt, 
co 

t t tl 

~ = e61it [J e-6tit ~2 (t;) dt+ J dtl J e-61it2 ~I (t2) dt2] , 
.. 00 00 

Pour m= I, le système (4.37), d'après (4.25), donne 

Iyl-ylfl < i ~(t) L~II.v2'Jdtl' 
IYi-ygl<j ~(t) [2:IY21] dt+ 1 dt!!. ~(t2)L~lly2IJdt2' 
....................................... 

ou, d'après (4.29) 
00 

Iyl-ylfl < nM J ~(t)dt =nMô.1 (t)<nMô.(t)<Mnô., 
t .. 00 .. 

ly~-ygl<nM J ~(t)dt+ J dtlJ ~(t2)dt2=MnÔ.2(t)<Mnô.(t)<Mnô., 
t t tl 

avec 
Hm ô.(t)=O, ô. = Max (t), 

t ........ t~to 

sous les conditions 
00 00 00 

Iim J ~ (t) dt= 0, 
t ...... oo 

t 
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Les conditions ci-dessus se ramènent à la condition 

'" '" '" 
(4.38) 

pour une racine multiple ri = r2 = ... = r P' En continuant ainsi de suite, on aura 

(4.39) IY;"-Y7-1 1 < Mnm Em-l Ei (t) <Mnm Em-l E (t) <M(n E)m (i= 1, ... , p) 

avec 
lim Iy;,,_y;,,-II=O, (m=1,2, ... ). 
t-"'" 

Si l'on a 

(4.33) 

les séries de la forme (4.12), d'après (4.39) et (4.33) convergent uniformément 
pour t> to' to étant assez grand, et représente les solutions des équations (4.27) 
satisfaisant aux relations (4.34), sous les conditions (4.38). 

11 faut procéder de la même manière pout toutes les racines de l'équa
tion caractéristique (3.4). 

Si toutes les équations de la forme (4.27) admettent POUL t> to les solu
tios satisfaisant aux relations (4.34), les équations (4.23) admettent pour t> to, 
d'après, (3:3), les solutions satisfaisant aux relations 

(4.40) (i=1,2, ... ,n). 

Par conséquent, pour les équations (4.23) nous avons le théorème suivant: 

Théorème 4.4. - Les équations (4.23) admettent, pour t>to' un sys
tème des solutions avec les propriétés (4.40), sous les conditions (4.25), (4.26), 
(4.29) et (4.33) et sous les conditions (4.38) pour chaque racine multiple 
r1 =r2 =··· =rp=61 i de l'équation caractéristique (3.4). Ce système dépend d'un 
nombre de constantes arbitraires égal au nombre de racines réelles négatives ou 
complexes à parties réelles négatives de l'équation caractéristique (3.4). 

Pour étudier l'existence et les propriétés asymptotiques de solutions des 
équations linéaires à coefficients variables, il faut poser Fi (t, Xl' ... , Xn) = 0, 
et les équations (4.1) et (4.23) deviennent les équations linéaires 

(4.41) 

où l'on 

dx n 
-' = 2: Oik(t)Xk+ !t(t), 

dt k=1 

a, d'après (4.3) et (4.24), 
n 

<Il i (t, Xl' •.• , X n) = 2: aik Xk' 
k=l 
ki=i 

n 

<Ili (t, Xl' ... , X n) = 2: 8ik (t) Xk' 
k=l 

Par conséquent, le système d'équations linéaires (4.41) est un cas parti
culier des équations (4.1) et (4.23) pour Fi(t,xl, ... ,xn)=O, et tous les 

3" 
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résultats obtenus pour le!) systèmes (4.1) et (4.23) sont valables pour Je système 
linéaire (4.41). 

Considérons le système d'équations 
dx, - = lZ( (t) + Ft (t, eXI , ••• , eXn). 
dt 

Si l'on pose eX' = Zt, on aura 

dZ
j = lZ( (t) Zi + Zi Ft (t, Zl' ... , zn) = ai (t) Z( + «Pi (t, Zp •.. , Zn), 

dt 

c'est-à-dire, on obtient le système (4.1) avec ft (t)=:O. 

Il faut rem'uquer que le système (4.1) ne change pas de forme si l'on pose 
t 

J <jJ(t)dt 

Xi =Zi eto 

c'est-à-dire, on obtient le système 

(5.1) 

t 

d n - J<jI(t)dt 

~ = [lZ(i (t)-I)I (t)] Zi + 2: lZ(k (t) Zk + ft (t) e to + 
~ k-l ' 

koFi 

t t t 
l <jI (t) dt h(t)dl -I<jI(t)dtO 

+Fi [t, Zl i o 10 ] to , .•• , Zn e e 

5. Quelques équations spéciales. - 10
• Considérons l'équation spéciale 

dx = ± <p' (t) X + I(t), 
dt <pet) , 

où lU) est une fonction continue et cp (t) une fonction positive; monotone, 
admettant la dérivée continue de la variable réelle t;;;. to' 

Ecrivons l'équation (5.1) sous la forme 

JI 'l" (s) ds [ t JI; 'l" (S) ds lU 
± 'l'~ J ~ 'l'~ 

x=e 10 c+ e 10 f(é,) dé, 

10 

(5.2) 

1) Concernant les résultats exposés dans le paragraphe Ng 4, il faut voir les travaux 
d'autres auteurs cités dans "Index bibliographique" et surtout les travaux de Perron [8], de 
Tatarkiewicz [11] et de KOCTHH [37]. 

2) L'équation (5.1) avec le signe + et - donne 
r t 

x=<p(t) [CI + jf(;) d Ç]. CI=~; x __ l_[C2 + j<P(Ç)f(Ç)d Ç] , 
<p(,,) <p(to) <pet) . 

-' -
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Existence et quelques propriétés 

Il faut distinguer plusieurs cas: 

a) Supposons que l'on ait 

lim cp(t)= + 00, 
t_co 

co 

lim J j(~)d~=O. 
t_co 

t 

37 

L'équation (5.2) avec le signe + laquelle peut admettre une solution asympto
tique bornée pour t> to est de la forme 

(5.4) 

co 

X = -cp (t) f f('f.,) d~1) 
tp (~) 

d'où l'on a, d'après (5.3) et d'après la seconde formule de la moyenne, 

(5.6) lim x=O. 
t_co 

Il faut remarquer que la condition 
co . 

limJj(t)dt=O 
t_co 

t 

peut être remplacée par les conditions 
co f Jet) dt= 0 (1), 

to 

lim tp(t)f(t)=o 
t_co tp'(t) , 

Théorème 5.1°. a) L'équation (5.2) avec le signe + admet, pour t>to, 
sous les conditions (5.3), une solution avec la propriété (5.6). . 

b) Supposons que l'on ait 

(5.7) lim cp(t)= + 00, 
t_co 

lim tp (t)f(t) 1,2) 
t_co tp'(t) 

L'équation (5.2) avec le signe - devient alors 

(5.8) 
t 

x=_l [C2 + Jcp(~)f(~)d~] 
tp (t) 

to 

d'où l'on a, d'après (5.7) et d'après la règle de Stolz, 

(5.9) Iim x=l. 

1) En choisissant la constante Cl de la manière que l'on ait 

2) 1 = constante fixe. 

co 

J f(t) 
C1 + -dt=O. 

tp (t) 
to 
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Il faut remarquer que la condition 

1· <p (t)/(t) lm l, 
t_oo <p'(t) 

peut être remplacée par la condition 

00 

J cp(t)f(t)dt=O(l) 
to 

et l'équation (5.8) admet la propriété (5.6). 

Théorème 5.1°. b) L'équation (5.2) avec le signe-admet,pour I>to' 
sous les conditions (5.7), toutes les solutions avec la propriété (5.9). 

c) Supposons que l'on ait 

(5.10) lim cp (t) = 0, 
t_ .. 

1· <p(t)/(t) lm 1. t_.. <p'(t) 

L'équation (5.2) avec le signe + devient alors 

(5.11) 

d'où l'on a, d'après (5.10) et d'après la règle de Stolz, 

(5.12) lim x= -1. 

Il faut remarquer que la condition 

lim <p (t)/(t) = 1 
t_oo <p' (t) , 

peut êire remplacée par la condition 

00 

J l(t) dt = 0 (1) 
<p (t) 

to 

et l'équation (5.11) admet la propriété (5.6).0 

Théorème 5.1°. c) L'équation (5.2) avec le signe + admet, pour t>/o, 
sous les ~onditions (5.10), toutes les solutions avec la propriété (5.12). 

d) Supposons que l'on ait 
00 

(5.13) lim cp (t) = 0, 
t_oo 

lim J fer,) d r, = O. 
t_oo 

t 

1) Ce cas est au fond le cas du numéro b). 
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L'équation (5.2) avec le signe - devient alors l'équation (5.8). Mais l'équation 
laquelle peut admettre une solution asymptotique bornée, est de la forme 

00 

x= __ I_J q>(~)j(~)d~ 
<p (t) 

/ 

d'où l'on a, d'après (5.13) et d'après la seconde formule de la moyenne, la 
propriété (5.6). 

Il faut remarquer que la condition 

"" 
lim J j(t)dt=O 
/ ....... "" / 

peut être remplacée par les conditions 

"" J Jet) dt = 0 (1), 1im <p(t)f(t) 0,1) 
/ ....... 00 <p' (t) 

te 

Théorème 5.1°. d) - L'équation (5.2) avec le signe - admet, pour 
t"> to, sous les conditions (5.13), une solution avec la propriété (5.6). 

2°. Considérons l'équation 

(5.14) 
dx <p'(t) 
-= ±-x+ j(t)+~(t,x), 
dt <p(t) 

où j(t) est une fonction continue et q> (t) une fonction posItIve, monotone, 
admettant la dérivée continue de variable réelle t"> to' q> (t, x) une fonction 
satisfaisant aux conditions 

(5.15) 
{

ex.) continue et bornée de la variable réelle t"> to' 'x, < 00 ; 

~) ~ (t, 0) = 0; 

y) 'ht,X)-~(t,x),<À(t),X-xl, 

où À (t) est une fonction positive et intégrable de la variable réelle t"> to. 

Ecrivons l'équation (5.14) sous la forme de l'équation intégrale 

/ '(s ~ '( !;. l ,( 

± J :(s; ds [ rI Of J :(:; ds r Of J :(:~ ds ] 

x=e la C+ cJ e la J(~)d~+. e la ~(~, x)d~ 
~ ~ 

(5.16) 

et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que 
l'équation 

dxo = ± <p'(t) x + Jet). 
dt <p (t) 0 

1) Ce cas est au fond le cas du num~ro a). 
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admet la solution asymptotique bornée, c'est-à-dire 

(5.17) 

(5.18) 

Ixol<M, pour t>to' 

Il faut distinguer plusieurs cas: . 

a) Supposons que l'on ait 

limcp (t)= + 00, 
t ..... oo 

00 

lim J À (~) d~ = 0.0 
t ..... oo 

t 

L'équation (5.16) avec le signe +, laquelle peut admettre une solution asYmpto
tique bornée, pour t> to' est de la forme . 

d'où l'on a 

(5.19) 

avec 

00 00 

x = -cp (t) J f(~) d~-cp (t) J cjI (~, x) d~ 
'II (~) 'II (~) 

t t 

00 

x =x -m(t)J 1/J(~,Xm-1) d~ 
mOT 'II (~) 

00 

J f(~) ~ 
Xo= -cp(t) -d",. 

<p{Ç} 
t 

Pour m= 1, on aura, d'après (5.15), (5.17) et (5.18), 

(5.20) 

avec 
lim e(t) =0, e=Maxe(t). 

t;;;.to 

Pour m=2, l'équation (5.19), d'après (5.15), (5.17) et (5.20), donne 
00 

Ix2-xII < cp (t) J À (~) Ixl-xoi d~ < Me e (t) < Me2 • 
'II (~) 

t 

En continuant ainsi de suite, on obtient 

IXm-Xm-ll <Mem- 1 (e(t) <Mem 
avec 

lim 1 Xm-Xm-l 1 =0. 
' ..... 00 

Si l'on a 

(5.21) 

00 

1) Ou À(t)dt=O(l), lm , J J
' <p(t)À(t) 0 

t ..... '" '11'(/) 
to 
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la série 
co 

(5.22) X=Xo+ 2: (Xm-Xm-J 
m-l 

convergent uniformément pour t> to, to étant assez grand, et représente une 
solution de l'équation (5.16) avec le signe + et avec la propriété 

(5.23) lim (x--:- xo) = Q. 

Théorème 5.2°. a) - L'équation (5.16) avec le s.gne + admet, pour 
t>to' sous les conditions (5.15), (5.17), (5.18) et (5.21), une solution avec la 
propriété (5.23). 

b) Supposons que l'on ait 

(5.24) lim !fi (t) = + 00, 
I-+CO 

lim cp(t)À(t) =01) 

I-+co cp'(t) , 

L'équation (5.16) avec le signe - devient alors 
1 1 

(5.25) x=_1_[C1
2) + r!fl (~)f(~) d~ + J !fi (~) ~ (~, x) d~] 

cp (t) • 
~ ~ 

d'où l'on a 

(5.26) 

10 

avec 

Pour m= 1, l'équation (5.26), d'après (5.15), (5.17) et (5.24), donne 
1 1 

!x1-Xo! <-I-f !fi (~) À(~) Ixo! d~ <M_l_J !fi (~)À(~) d~=Me: (t) <Me: 
cp (t) cp (t) 

~ ~ 

avec 
lim e: (t)= 0, e: = Maxe: (t). 
I-+CO 1;;;'/0 

En continuant ainsi de suite, on aura 

IXm- Xm-11 <Me:m- 1 e: (t)<Me:m 
avec 

lim !Xm-Xm-l! =0. 
t-+co 

co 

1) Ou J cp(t)À(t)dt=O(l). 
10 

2) C1=Ccp(tJ, cp (tJ>O. 
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Si l'on a 

(5.25) 

la série de la forme (5.22) converge uniformément pour t> to, to étant assez 
grand, et représente toutes les solutions de l'équation (5.16) avec le signe -
et avec ~a propriété (5.23). 

Théorème 5.2°. b) L'équation (5.16) 'avec lesigne-admetpourt>to' 
sous les conditions (5.15), (5.17), (5.24) et (5.25), toutes les solutions avec la 
propriété (5.23). 

c) Supposons que l'on ait 

(5.26) Hm qJ (t) = 0, lim cp (t)À (t) = 0 1) 

I~oo cp' (t) , 

L'équation (5.16) avec te signe + devient alors 
1 

x=xo+qJ(t) l ~:~~;) dË, 

ta 

avec 

d'où l'on a, d'après (5.15), (5.17) et (5.26) 

IXm-Xm-ll.;; M e;m-l e; (t).;; M em 
avec 

t 

lim e:(t)= lim qJ(t)J À(;)dË,=O, 
1_00 t_oo cp(c,) 

la 

(5.27) e:=Maxe:(t)<l 
1_00 

Théorème 5.2°. c) - L'équation (5.16) avec le signe + admet pour 
t>to' sous les conditions (5.15), (5.17), (5.26) et (5.27), toutes les solutions 
avec la propriété (5.23).2) 

(5.28) 

d) Supposons que l'on ait 

lim qJ (/) = 0, 
t ...... oo 

00 

f À(/) 
1) Ou -dt=O(l). 

cp (1) 
10 

lim J À (ç) d (Ë,) = 0.3) 

t-"'" t 

2) Ce cas est au fond le cas du numéro h) 
co 

3) Ou lim cp (t)À (t) 0, J À (1) dt = 0 (1). 
I_CO cp' (t) 

10 
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L'équation (5.16) avec le signe -, laquelle peut admettre une solution asympto
tique bornée, est de la forme 

ao 

X=Xo-_l_J tp (é) ~ (~, x)d~ 
cp (1) . 

t 

avec 
ao 

Xo=--_· tp(~)f(~)d~ 1 J' 
cp (t) 

t 

d'où l'on a, d'après (5.15), (5.17) et (5.28), 

IXm-Xm-ti < Mem- 1 e (t) <Mem 

avec 
ao 

lim e(t)=- tp(~)À(~)d~=O, l' J 
,_ao cp(t). . 

t 

(5.29) e=Maxe(t)<l 
t~to 

Théorème 5.2°. d) - L'équation (5.16) avec le signe - admet, pour 
t>to, sous le conditions (5.15), (5.17), (5.28) et (5.29), une solution avec la 
propriété (5.23).1) 

6. Système d'équations spéciales. - Considérons le système d'équations 
de la forme 

(6.1) 

dx" cp' (t) 
-= ±--xn+xn- 1 +fn(t)+~n(t,xl" -., xn) 

dt cp (t) 

où fi (t) sont des fonctions continues de la variable réelle t> to, tp (t) une 
fonction positive, monotone, admettant la dérivée tp' (t) continue de la variable 
réelle t> to; ~i (t, Xl' ... ,xn) sont de3 fonctions satisfaisant aux conditions 

{

a) continues et bornées de la variable réelle t:> to' 1 Xi 1 < 00; 

b) ~i(t,O, ... ,O)=O; 

c) I~i (t, Xl> ... , Xn) -~i (t, (t, Xl' ... , xn)1 < À (t) Lt 1 X.t; + X.t;I] 
(6.2) 

où À (t) est une fonction positive et intégrable de la variable réelle t:> to. 

1) Ce cas est au fond le- cas du numéro a. 
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Ecrivons les équations (6.1) sous la forme des équations intégrales 

t ~ 1;' 
± f cp'(') d. { t 'F f cp'(.) ds t 'F f cp'(.) ds } 

cp(') r cp{S) J cp(S) 

x1 =e to C1 +. e to J;.(ç)dç+ e to \h(Ç,Xl, ... ,xn)d~ , 

- -

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ........... . 
ou sous la formes 

(6.3). 

1 

1 t ....... '" ....................•.......... '. 
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et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que les 
équations 

1 1; 
± J <p/{s) da{ l 'f J <p/(S) da } 

<p~ J <p~ 
X~ = e 10 Cl + 10 e 10 'ft (~) d ~ , 

± JI <p'CS) da { l 'f JI;; <p'CS) da 
<p~ J <p~ 

~ = e 10 C2 + e 10 fz ~) d ~ + 
10 

admettent les solutions asymptotiques bornées, c'est-à-dire 

(6.4) 

(6.5) 

IX?I<M, 
Il faut distinguer plusieurs cas: 

10
• Supposons que l'on ait 

lim cp(t)= + 00, 
1-+00 

(i= L ... , n). 

00 

lim f ~n-l(~)d~=O. 
1-+00 

1 

Les équations (6.3) avec le signe +, lesquelles peuvent admettre un système de 
solutions asymptotiques bornées, sont de la forme 

.avec 

1) Pour Hm 'Il (t)= + 00, l'existence des solutions asymptotiques bornées des équations 
t~oo ca 

d-dessus est assurée, si l'on a lim J ~"-lf.<~)d~=o(l), (i=l •...• n). 
t-+co t 
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.. .. .. 
XO=-q>(t){[ 12(1;) d~-!dt2! 1,(t2)dt}, 

2 "ro ,~ 2 
1 1 l, 

Considérons les équatioU'l 

Pour m= l, on aura, d'après (6.2), (6.4), (6.5) et d'après la seconde formule 
de la moyenne, 

00 .. 

Ixl-.xC?I.;;:rp(/)! À(I;) [i 1~I]d~.;;:nMrp(t)! À(I;) = Mne:l (t), 
,(1;) k=l 'f (1;) 

1 1 

Ixl-x?1 .;;: Mn e:l (t) < Mn e: (t).;;: Mn e:, 

IxJ-~I.;;: Mne:2 (t) < Mne: (t)< Mne:, 

avec 
lim e:(t)=O,l) 

En continuant ainsi de suite, on obtient 

avec 

e:=Maxe:(t). 
t~to 

lim 1 X7'-x;n-ll = 0, (i=1,2, ... ,n; 
1--+00 

') e:(t)~Maxe:j(t), (i=1,2, ... ,n). 

m= 1, 2, ... ). 
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Si l'on a 

(6.7) ne< 1 

les séries 
00 

(6.8) Xi=X;+ 2 (x;n_x;n-l) 
m=l 

convergent uniformément pour t;;. to' to étant assez grand, et représentent les 
solutions des équations (6.1) avec le signe + satisfaisant aux relations 

(6.9) lim (Xt-x?) = o. 
1-00 

Théorème 6.1°. - Les équations (6.1) avec le signe + admettent, pour 
t;;. to, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.5), et (6.7), un système des solutions 
avec les propriétés (6.9). 

2°. Supposons que l'on ait 
00 

(6.10) lim cp(t)= + 00, 
1-00 

10 

Considérons les approximations succesive3 du système provenant du système 
(6.3) avec le signe -

(6.11) 

avec 

[x,:,= X?+_I_JI cp (;) ~l (;, x'j-l, ... , ,xzz-l) d;, 
cp (t) 

10 

1

1 xï' = xg +_1_ {JI cp (;) ~2 (;, x'j-l, ... , xm - 1) d; + 
cp (t) n 

10 

1 Il [ ..... +t't «,).: (1:, .~.-.' ' .. ' : : ~~') ~'~J ' 
1 

x?= cp ~t) {Cl + J cp (;)h (;) d;} ,1) 

10 

1 1 Il 

xg= cp~t) {C2+ J cp(;)f2(;)d;+ J dtl [Cl + J cp (t2)h(t2)dt2]} , 

~ ~ ~ 

........................................... . ". 

1) Pour lim cp (t) = + 00 l'existence des solutions asymptotiques bornées des équations 
ci-dessus est assurée, si l'on a 

00 

f ~,,-jcp(~)fd~)d~=O(l) (i=1,2, ... ,n). 
10 
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Pour m= 1, les équations (6.11), d'après (6.2), (6.4) et (6.10) donnent 

1 1 

Ix:-~I <_I_Jcp (~) À(~) [i Ix2IJd~<Mn-l- Jcp (t) À(t)dt= 
rp(t) k=l. rp(t) - . -

Ix:-~I< .;1) (j ~«)À<,{~, Ixtl]d<+ j dt, f~(t,)À(t,)[J, IxllJ dt,) < 
10 to 10 

t 1 Il 

< Mn rp ~t) {J cp (~) À (~) d~ + J dt1 J cp (t1) À (t2) dt2 } < Mn e2 (t), 
10 10 10 

........................................................ 

avec 

Hm e(t)=O, e=Maxe(t). 
1_00 1;;' 10 

En continuant ainsi de suite, on obtient 

avec 

lim 1 x;n-x;n-ll = 0, 
1_00 

(6.12) 

Les séries de la 'forme (6.8), d'après (6.12), convergent uniformément pour 
t>to' lo étant assez grand, et représente les solutions des équations (6.1) 
avec le signe - satisfaisant aux relations (6.9). 

Thé 0 r ème 6.2°. Les équations (6.1) avec le signe - admettent pour 
t> to' sous les conditions (6.2), (6.4), (6.10) et (6.12), toutes les solutions avec 
les propriétés (6.9). 

3°. Supposons que l'on ait 

(6.13) Iim cp (t) = 0, 
t_oo 

00 

J tn-IÀ(t) dt=O(1). 
rp (t) 

10 

Les approximations successivess du système provenant du système (6.3) avec le 
signe + deviennent alors 
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(6.14) 

avec 

, , Il 

XO = m (t) {C + J f 2 (F.,) d f, + J dt [C + J fi (F.,) dt ]} 
2 T 2 <p (F.,) 1 l <p (F.,) 2 , 

10 10 10 

Pour m= 1, on ~ura, d'après (6.2), (6.4), (6.13), 

10 1 

Ix~-x~l<tp(t)J À(F.,L[ i Ix21 ]df,<Mntp(t) J À(F.,) df,=Mne1(t)< 
<p (F.,) k= 1 <p (F.,) 

, 10 

<Mne(t)Mne, 

< Mn e (t) < Mn e, 

avec 
lim e(t)=O, e=Maxe(t). 

t;a: 10 

En continuant ainsi de suite, on obtient 

Ix'['-X~-II < Mnm em- 1 e (t) <M(n e)m 

1) Pour lim <p (t) = 0 l'existence des solutions asymptotiques bornées de équations , ........ .. 
J tn-if, (t) 

ci-dessus est assurée, si l'on a dt = 0 (1). 
<p(t) 

10 

4 T. Pejovié, M. Bertolino, 0, Rakié: Quelques problèmes ..• 
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avec 
lim Ixr-xr-11 =0, 
I-H" 

(6.15) 

Les séries de la forme (6.8), d'après (6.15), convergent uniformément pour 
t> to' to étant assez grand, et représentent les solutions des équations (6.1) 
avec le signe + satisfaisant aux relations (6.9). 

Thé 0 r ème 6.3°. - Les équations (6.1) avec le signe + admettent, pour 
t> to, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.13) et (6.15), toutes les solutions avec 
les propriétés (6.9).1) 

4°. Supposons que l'on ait 

(6.16) lim cp (t) = 0, 
1-><10 

lim l çn-lÀ(ç)dç=O. 
1-+00 

1 

Les approximations successives des équations (6.3) avec le signe -, lesquelles 
peuvent admettre un système des solutions asymptotiques bornées, sont de la 
forme 

(6.17) 

avec 

[
Xf = x~ __ 1_Joo cp (ç) CPI (t, xf-l, •.. , xm-l) dç, 

<il (t) n 
1 

j x;~xl-_1- {Joo cp (ç)ch (t,xf- 1, ... , xm-l) dç-
l <p(t) n 

Il - j dl, j ~(t,) q" (l" xr-', ... , X:-') dl,), 
1 Il 

t .............•...................... 

00 

x~ = __ 1_ J cp (ç) ft (ç) d ç ,2) 
<p (t) 

00 00 00 

xg = - <p :t) {J cp (ç)fz (ç) d ç + J dtl J cp (t2) ft (t2) dt2} , 
1 1 Il 

1) Ce cas est au fond le cas du numéro 2°. 

2) Pour Hm <il (t) -0, l'existence des solutions asymptotiques bornées des équations 
1-+00 

00 

ci-dessus est assurée, si l'on a lim J ~n-j/;(~)d~=O (i=1,2, ... ,n). 
1 
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Pour m= 1, on aura, d'après (6.2), (6.4), (6.16) d'après la seconde formule de 
la moyenne, pour les équations (6.17), 

1 x~-ifl <_1_ Joo <fi (1;) À (~) [i 1 x2IJ d 1; < Mn Joo <fi (l;) À (1;) d1; <. Mn €l (r) < 
cp (t) k= 1 cp (t) 

t t 

.;;; Mn € (t) <. Mn €, 

00 00 00 

< ~;) {f <fi (1;P (1;) d 1; + f dtl f <fi (t2) À (t2 ) dt2 } <. 
t t t, 

<. Mn €2 (t).;;; Mn €(t) <. Mn €, 

Hm €(t)=O, €=Max(t). 
t->-oo t~t8 

En continuant ainsi de suite, on obtient 

\x;n-x;n-l\ <. Mnm €m-l € (t) <. M (n €)m 

avec 
Hm \x;n-x;n-l\ = 0, t_oo 

(6.18) 

Les séries de la forme (6.8) d'après (6.18), convergent uniformément pour 
t> to, 10 étant assez grand, et représentent les solutions des équations (6.1) 
avec le signe - satisfaisant aux relations (6.9)1) 

Théorème 6.4°. - Les équations (6.1) avec le signe - admettent pour 
t>to, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.16) et (6.18), un système de solutions 
avec les propriétés (6.9). 

Il faut remarquer que l'on peut étudier d'autres propriétés asymptotiques 
des équations considérées. 

7. Quelques résultats d'autres auteurs. - Premières études sur les solu
tions asymptotiques des équations différentielles appartiennent à Poincaré [1]. 
Après Poincaré beaucoup de mathématiciens ont repris à étudier le compor
tement asymptotiques des solutions des équations différentielles ordinaires. Par 
exemple, A. Kneser [2], J. Horn [3], W. Jacobstha/ [4], L. Schlesinger [5], E. 

1) Ce cas est au fond le cas du numéro 1°. 

4· 
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Picard [6] et d'autres. La plupart de mathématiciens cités plus haut, ont cherché 
les solutions des équations différentielles sous la forme des séries asymptotiques. 
E. Cotton [7] a utilisé la méthode des approximations successives pour dé
montrer l'existence des solutions asymptotiques d'un système spécial des 
équations différentielles. Dans son Mémoire remarquable: 06m;ag 3a.o;aQa 06 
YCTOÜQHBOCTH ,D;BH)I(eHHjI, 1892, A. M. JlJmyHo6 a étudié en détail la théorie 
de la stabilité du mouvement de système des équations différentielles 

dXj = ft (t, Xl' ... , xn), 
dt 

(i = 1, 2, ... , n) 

en donnant la définition de la solution stable et de même, de la solution 
stable asymptotiquement. Poincaré [1] et puis Perron [8] ont étudié quelques 
propriétés asymptotiques de l'équation 

y(n) +.h (t) y(n-l) + ... +fn(t)y=O 

et de même du système d'équations 

dXj = i ftA; (t) xA; 
dt k=1 

avec 
lim ft (t) = ai, 

t-HO 

Il faut encore mentionner les résultats de Perron [8] et de Spath [9] con
cernant les équations 

y(n) + h (t) y(n-l) + ... + fn (t) y = f(t) 
avec 

lim f(t)=b. 
t-+oo 

Pour l'étude de l'équation ci-dessus, Spath [9] a utilisé la méthode des appro
ximations successives. Enfin Perron [8] a traité les équations 

dXi n 
- = 2: aiA; (t) XA; + 'Pi (t, Xl' •.• , Xn) 

dt k=1 

et donné les résultats intéressants. T. Peyovitch [10] a étudié l'existence et les 
propriétés asymptotiques à partir de l'équation 

dx 
-=a(t)x+f(t) 
dt 

jusqu'au système d'équations 

dx n 
_1 = 2: Oik(t)XA;+ft(t) + 'P1 (t, xl' •. • ,xn) 

dt k-l 

K. Tatarkiewicz [11] a traité quelques propriétés asymptotiques du système 
d'équations 

x-Ax = h (x, t) + g (x, t) + f(t) 
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et généralisé certaines résultats de Perron et Peyovitch, et puis il a étudié les 
propriétés asymptotiques de l'équation 

et particulièrement l'équation linéaire du second ordre. M. Hukuharo [12] a 
considéré en détail les propriétés asymptotiques du système d'équations liné
aires généralisant quelque3-uns de résultats de F. Lettenmeyer [13], Spath [9], 
Peyovitch et d'autres auteurs. Il faut bien citer les résultats de T. Wazewski [14] 
concernant les solutions asymptotiques des équations différentielles ordinaires 
en se basant de la méthode topologique et de la théorie de rétracte, dont il 
est le créateur. Beaucoup de mathématiciens ont utilisé la méthode de Wazewski 
pour démontrer certaines propriétés asymptotiques du système des équations.l) 
Les propriétés asymptotiques des équations différentielles ordinaires ont été 
étudiées par plusieurs mathématiciens. Par exemple R. Bel/man [15], N. Lewinson 
[16], L. Cesari [17], G. Ascol/i [18], S. Lojasiewicz [19], R. Nardini [20], J. Haag 
[21], P. Hanman [22], W. M. Starzynski [23], Z. Szmydt [241, A. Win ter [25], 
R. E. Vinograd [26], G. Sansone [27], W. Wasow [28], O. Haupt [29], H. A. 
Antonsiewicz [30], H. Weyl [31], R. Caccioppo/i [32], H. JI, JIJ/:UleHKo [33], 
S. Faedo [34], et beaucoup d'autres mathématiciens se sont occupés de ce 
problème. M. Berto/ino [35] a consacré plusieurs travaux à la recherche des 
équations différentielles. Par exemple, il a étudié les solutions bornées et de 
même, les solutions tendant vers des limites bien déterminées, lorsque la va
riable indépendante augmente infiniment. En traitant ces problèmes-ci, il a 
utilisé les inégalités différentielles et particulièrement les inégalités du type de 
Tchapliguine (fJaÜ/lbIÏuH, C. A.) pour encadrer les solutions considérées par les 
solutions des équations des comparaisons. En plus, il a appliqué la méthode 
de rétracte de Wazewski pour déterminer "les tuyaux" dans lesquels se trouvent 
les solutions asymptotiques des équations considérées, où se manifestent aussi 
les inégalités différentielles. Les équations dont il s'est occupé, sont de la forme 

n 

y' = cp (x) yn + ~ (x, y), y' = TI [y,-cpj (x)], 

n 

2: a, (x) yi 
1 ;=0 y =-m:::---

2: hl (x) yi 
i=O 

i-1 

n [y-cp, (X))"'I 
, JEA 

y= 

f1 [y-'-qll (X))"'1 
iEB 

y" = +a(x) y' + b (x)y= f(x) 

1) Voir le livre de Lamberto Cesari intitulé: Asymptotic behaviour and stability prob
lems in ordinary differential equations" ou plutôt la traduction de ce livre: "ACHMIITOTH
qeCKOe no:sep;eHHe H yCToA'iKBOCTb pemeHHII OObIKHOBeHHblX ,D;IIcPclJepeHIIuam,HbIX ypaBHeHHA·'. 
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et ainsi de suite, en considérant leurs propriétés différentes. O. Rakié [36] a 
considéré les propriétés asymptotiques des équations de la forme 

A. B. Kocïïlufl [37] a traité l'existence el les propriétés asymptotiques du 
système d'équations 

Beaucoup de mathématiciens se sont occupés du problème de la stabilité des 
solutions des équations. Ce problème est lié intimement avec le problème des 
solutions asymptotiques des équations. Par exemple, H. M. Panonopm [38], 
B. A. IIAuce [39], H. H. Kpaco6cKuU [40], E. A. Bapoaumn [41], H. F. MaAKun 
[42], H. F. lJemae6 [43], K. II. IIepcui)cKuu [44], H. II. Epyiufl [45], B. II. 
lleMui)o6u'l [46] et beaucoup d'autres ont contribué à la théorie de stabilité et 
de même au comportement asymptotique des solutions des équations diffé
rentielles. 
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MILO RAD BERTOLINO 

INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES ET L' ANALYSE 
QUALITATIVE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

ORDINAIRES 



CHAPITRE 1 

INTRODUCTION 

Nous allons donner dans cette étude plusieurs résultats concernant les 
estimations des solutions d'équations différentielles ordinaires dans l'intervalle 
fini, mais la plupart des théorèmes a pour le sujet l'existence des solutions 
asymptotiques (solutions asymptotiquement bornées). La solution y = y (x) d'une 
équation différentielle est dite solution asymptotique (solution asymptotiquement 
bornée), si elle satisfait aux conditions suivantes: 10 elle est définie dans 
[xo' + 00); - 20 il existe un nombre réel M>O tel que 1 y (x) 1 <M pour 
x;;;. xo. On établit, dans plusieurs cas,· l'existence d'une limite fixe c telle 
qu'on ait lim y(x)=c. 

x-++oo 

Presque tous les résultats sont obtenus par l'application des inégalités 
différentielles. Notamment, pour l'équation y' = f(x, y) la plus simple inégalité 
différentielle qui intervient est, premièrement, l'inégalité f (x, y) > 0 Cf (x, y) < 0) 
donnant les domaines de croissance (décroissance) des solutions. L'équation 
f (x, y) = 0 n'est que l'ensemble de points stationnaires. Cet ensemble, dans 
les cas convenables, peut jouer le rôle d'une 'iolution approximative. Ces 
inégalités différentielles élémentaires furent utilisées habilement par le célèbre 
mathématicien serbe Michel Petrovitch, dont les travaux [30]-[36] surtout 
(35] nous donnèrent l'inspiration dans l'étude directe des solutions d'équations 
différentielles. Michel Petrovitch s'est occupé beaucoup d'encadrement de la 
solution par deux courbes (l'une inférieure et l'autre supérieure) dont le 
comportement offre des conclusions correspondantes concernant la solution en 
question. Cet encadrement est beaucoup considéré dans la présente étude. 

Les suivantes inégalités différentielles figurant dans nos procédés sont 
celles provenant des travaux de S. A. Tchapliguine et de ses successeurs. Nous 
avons démontré ([58D la priorité de Michel Petrovitch concernant le théorème 
fondamental de Tchapliguine sur les inégalités différentielles du premier ordre, 
œ qui ne diminue pas essentiellement le grand rôle de Tchapliguine dans la 
théorie d'inégalités différentielles et d'analyse qualitative. Les inégalités tchapli
guiniennes offrent la possibilité d'encadrer la solution inconnue par deux 
<:ourbes plus faciles à considérer. 

Les inégalités différentielles interviennent essentiellement aussi dans 
l'application de la méthode de rétracte due à Tadeusz Watewski, tellement 
présente dans notre étude. La construction des ensembles w, Z, S paraissant 
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dans cette méthode est étroitement liée aux inégalités différentielles, comme 
nous le verrons. 

Tadya Peyovitch a donné plusieurs résultats (voir [37J - [40]) concernant 
les solutions asymptotiques, appliquant toujours la méthode des approximations 
successives. Les résultats de Peyovitch précèdent dans un certain sens à la 
méthode de rétracte, par l'altérnative bien visible y figurant: "au moins une 
solution asymptotique", "toutes les solutions asymptotiques". Nous avons 
donné quelques modifications des résultats de Peyovitch. Les modifications des 
résultats de K. Tatarkiewicz et de E. Kamke sont aussi présentes. 

Les formes des équations considérées sont différentes, souvent accomodées 
à la méthode appliquée, mais assez générales. Parmi les équations des formes 
connues on y trouve des équations suivantes: l'équation générale linéaire du 
second ordre, les équations d'Abel, Weber, Bessel, Riccati, Whittaker, l'équation 
radiale ondulatoire, l'équation hypergéométrique dégénérée etc. Parmi les 
autres équations nous ne citons que les équations de la forme suivante: 

y' =cP (x) yn+ 0/ (x, y), 

n 

y' = rr (y-CPi(X)), 
;=1 

11 

L Qi (X) yi 
1 1=0 y=---

m 

2: bi (X) yi 

1-0 

A, B étant deux permutations des nombres naturels sans éléments communs, 
telles que l'on a AUB={1,2, ... ,m}; AnB=0; tli,tlj- les nombres 
naturels. 

Remarquons que, dans la plupart des travaux concernant les solutions 
asymptotiques, figure la forme: 

yi =cP (x) y + 0/ (x, y) 

donnant "la linéarisation" du problème. Dans la présente étude cette forme 
est rarement traitée, quoique elle figure aussi. Les cas non-linéaires sont données 
dans les formes variées, citées déjà en avance. 

Nous avons essayé, par la notion de "solution approximative presque 
stable" de lier nos considérations aux problèmes de stabilité de solutions. 
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La notion de "zone d'influence" qualitative contient un essai de sortir 
du domaine des solutions asymptotiques et de donner un aspect plus large 
d'analyse qualitative. 

Tous nos résultats particuliers figurant dans cette étude sont publiés 
dans nos travaux [43]-[60]. 

L'étude offre une synthèse et une systématisation de ces résultats. 

Le chapitre II contient des résultats provenant d'application des équations 
comparatives obtenues par la méthode de Tchapliguine. Les passages de ce 
chapitre concernent les équations particulières. 

Le chapitre III contient des résultats provenant de l'application de la 
méthode de rétracte, où les équations tchapliguiniennes ne sont pas exclues. 
Les passages de ce chapitre concernent les équations particulières. 

Le chapitre IV contient la notion de "solution approximative presque 
stable". Quoique très court, il figure indépendamment, donnant un commentaire 
général, d'un certain point de vue, de tout ce qui précède. 

Le chapitre V, traitant "zone d'influence qualitative", donne, particuliè
rement, l'analyse de l'équation 

ym+ y'1&= f(x). 

Les démonstrations sont courtes, impliquant la connaissance de la théorie 
générale d'existence de solutions des équations différentielles ordinaires. Souvent, 
les démonstrations sont omises. Parmi les théorèmes d'existence relatifs aux 
équations du premier ordre nous ne citerons qu'un, utilisé très souvent: 

Étant donnée l'équation 

y' = f(x, y), 

(f(x, y) continue dans tout le plan xy y satisfaisant la condition de Lipschitz 
dans chaque région bornée), par chaque point (xo, Yo), passe une et seulement 
une solution prolongeable à l'infini (soit dans [' intervalle [xo' + 00), soit dans 
l'intervalle [xo' Xl) - la droite x= Xl étant une asymptote verticale de la solution 
en question (voir [7]). 

CHAPITRE II 

APPLICATIONS D'INÉGALITÉS DE TCHAPLIGUlNE 

II 1. UNE QUESTION DE PRIORITÉ 

S. A. Tchapliguine a publié, en 1919, son mémoire bien connu "OcHoBa
H1UI HOBoro cnoco5a npH5JIbDKeHHoro HHTerpHpOBaHIDI AHq,q,epe~HbIX ypaB
HeHM" (l'édition temporaire NKPS, Moscou, 1919), y donnant son théorème 
fondamental concernant les inégalités différentielles du premier ordre, le théorème 
concernant les inégalités de l'ordre arbitraire, ainsi qu'une certaine application 
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dans le domaine des équations aux dérivées partielles. Il souligne que le théorème 
sur les inégalités différentielles du premier ordre a lieu sans égard à la "limite 
d'application", compliquant la question dans le cas des inégalités de l'ordre 
supérieur. C'est à cause de cela que Tchapliguine donne un rôle bien visible 
au cas du premier ordre. En 1919-1920 il publie encore trois travaux: "HOBbIH 
MeTO.n; HBTerpHpOBaHHjI oo~ero .n;H$cpepeHI:(UaJIbHOrO ypaBHeHHjI .n;BU)l{eHHjf 
noe3.n;a", "MHTerpupomume OCHOBHhlX ypaBHeHHH OaJIJIHCTHIŒ npu 3aICOHe 
cOnpOTHBJleHHjI .n;aHHOM JIopeHI:(oM", "IIpHoJlu)l{eHHoe HHTerpHpOBaHHe OObIK
HOBeHHoro .n;H$$epeHn:HaJIbHOrO ypaBHeHHjI nepBoro nopSI,ZU<a". Il développe sa 
théorie surtout dans le dernier article, y donnant sa célèbre méthode, permettant 
d'encadrer la solution par une suite de courbes, obtenues intégrant les équations 
Iinéaries, d'une convergence très rapide. 

Ces articles furent publiés en commun sous le titre "HOBbIH MeTO.n; npu
omDKeHHoro uHTerpUpOBaHHjl ,ll;H$$epeHI:(UaJlHbIX ypaBHeHUH" (Tpy,ll;hl IJ,ArM 
HM. H. E. )l(YKoBcKoro, B. 130 (1932) ainsi que, sous le même titre dans 
l'édition KJIaCCHKH eCTecTB03HaHHjl, MOCKBa-JIeHHHrpa.n; 1950, ([2]) sans compter 
les éditions des oeuvres choisies de Tchapliguine ([lJ, [31). 

Le théorème de Tchapliguine sur les inégalités différentielles du premier ordre 
est le suivant: 

Étant donnée l'équation 

(oc) 
dy 
dx -f(x, y)=O 

et soit t = t (x) une fonction avec les propriétés suivantes: 

1° to=Yo pour x=xo 
dt 

2° partout dans (xo, X) on a --f (x, t) >0; 
dx 

supposons encore que dans cet intervalle l'intégrale y et la fonction t n'ont 
pas de points singuliers. Pour toutes x, plus grandes que Xo et ne dépassant 
pas X, on aura 

t>y. 

(pour l'inégalité ;~ -f(x, t)<O on obtient t<y). 

Le théorème équivalent, qu'on cite très souvent ([4J, [5], [6] sous le titre 
de Tchapliguine est le suivant: 

Soit donnée une région ouverte n, et deux fonctions h (x, y), f (x, y) 
continues dans cette région, y satisfaisant à l'une des conditions d'unicité des 
solutions des équations 

(~) 
dy dy 
dx = Ir (x, y), dx =f (x, y). 

Soit dans cette région Ir (x, y)<f (x, y). Étant YI (x), Y (x) respectivement les 
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solutions des équations (~) avec Y1 (xo) = y (xo) = Yo, on aura 

Yi (x) <y (x) 

pour x>xo, dans n. 
(Il s'ensuit de ft (x, Y)<f (x, y) qu'on a, (u (x) étant une solution de 

du = f (x, u), aVec u (xo) = Yo) du> ft (x, u). Au contraire, sous l'hypothèse du> 
~ ~ ~ 

> f (x, u), soit ft (x, y) une fonction telle qu'on a du = ft (x, u). On aura, donc, 
dx 

ft (x, u»f(x, u». 

Or, ce théorème équivalent a donné le mathématicien serbe Mihailo (Michel) 
Petrovitch en 1899, c'est-à-dire vingt ans avant Tchapliguine, Dans son travail 
"Sur une manière d'étendre le théorème de la moyenne aux équations différen
tielles du premier ordre" (Mathematische Annalen UV Band, 3. Heft, pp 
417-436, 1899) ([31]) 

Petrovitch écrit: "Soient 

(4) 

(5) 

(6) 

dy 
dx=F (x, y) 

du 
-= Fi (x, u) 
dx 

dv 
-=F2 (x, v) 
~ 

trois équations données. Traçons dans le plan (x, y) les courbes D limitant 
les régions de ce plan, où chacune des fonctions 

(7) 

(8) 

F (x, y)- Fi (x, y) 

F (x, y)-F2 (x, y) 

considérée comme fonction de x et y, garde un signe constant et soient Â1 et 
Â 2 la région positive et négative du plan par rapport à la fonction (7), n1 et 
n2 la région positive et négative du plan par rapport à la fonction (8). 

Traçons également dans le plan (x, y) toutes les courbes, lieux géomé
triques des singularités des fonctions F, Fi' F2 et appelons E l'ensemble de 
ces courbes. 

Soit (xo' Yo) un point n'appartenant à aucune des courbes D, E et qui 
se trouve dans la partie II du plan, commune à deux régions Â" nk de signes 
contrair~s. Supposons, pour fixer les idées, que ce soient les régions Â1, n2• 

Désignons par y, u, v les intégrales respectives (ou les branches d'intégrales) 
de (4), (5), (6), qui pour x=xo prennent la valeur commune uo=vo=Yo· 

n existera toujours de part et d'autre de la valeur x=xo un intervalle 
d'étendue non nulle, p. ex. de x=xo-h1 à x=xo+h2, satisfaisant aux condi
tions suivantes: 

5 T. Pejovié, M- Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes ... 
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la X variant de xO-nJ à Xo + h2 les deux fonctions u et v et leurs déri
vées premières sont déterminées et continues; 

20 aucune partie des courbes D, E ne se trouve dans l'intérieur ni sur la 
périphérie du contour r, formé par les courbes u, v et les deux droites 
x=x(j-h1 ; x=xo+h2 et ce contour se trouve tout entier dans la partie II du 
plan (x, y). 

On démontre alors le résultat suivant: 
Lorsque x varie de xo-hl à Xo + h2, l'intégrale y sera constamment déterminée, 
finie, continue et comprise entre les valeurs correspondantes de u et v". 

C'est vraiment, le contenu du théorème de TchapIiguine. 
Dans la suite, Petrovitch donne la démonstration, où l'on voit clairement 

que le problème de la "limite d'application" dans le .cas du premier ordre ne 
se pose pas. Puis, il donne des applications intére3santes, concernant l'équation 

y' =F(x,y, tpl' tp2"'" tpn) 

tpi dépendant de x ou de y. 

Encadrant tpi> en se rendant compte du théorème fondamental, il donne des 
conclusions concernant les solutions de l'équation considérée. Il est intéressant 
que nous avons traité ce théorème du Petrovitch dans notre travail [11], sans 
risque de parler sur la priorité, parce, que, en 1957, nous ne l'avons pas vue 
que dans le livre [36] de Petrovitch, où il ne donne pas la bibliographie, ce qui 
était souvent son habitude. 

Dans le même travail nous citons le travail [31] de Petrovitch à propos 
de l'équation y' =F(x,y, tp), mais d'une façon indirecte, par intermédiaire du 
travail [32] de Petrovitch. 

On peut voir les traces du théorème en question dans le travail de Michel 
Petrovitch;' "Sur l'équation différentielle de Riccati et ses applications chimiques" 
Sitzungsberichte der Konigl. bôhmischen Gesellschaft der Wissemchaften. Mathe
matisch-naturwissenchaftliche Classe, Prag, 1896 pp 1-25. ([30]) 

On y traite l'équation de Riccati 

y' =tp (y-fJ (y-f2) 

ainsi que sa généralisation 

("l'équation chimique"). 

Petrovitch étudie l'intégrale y de l'équation considéré, avec y (0) = O. 
Il forme les équations de comparaison augmentant ou diminuant les fonc

tions tpi ou fi.. Un de ces théorèmes fut cité par nous dans notre travail [12]. 
On peut voir cependant que les deuxièmes membres des équations dé com
paraison satisfont aux inégalités 1; (x, y) <f (x, y) sous les hypothèses imposées 
par Petrovitch, qui cela utilise évidemment, restant cependant toujours dans le 
cadre des équations factorisées, sans donner le cas général. 

Cette priorité ne diminue pas le grand rôle de TchapIiguine, qui a donné 
encore les fondements de la théorie de l'ordre n, une profonde analYM: des 
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équations linéaires de l'ordre arbitraire, ainsi que sa célèbre méthode de 'l'en
cadrement successif. Sans diminuer, donc, l'importance de la théorie de Tcha
pliguine, cette priorité souligne cependant visiblement la lucidité et la richesse 
d'idées de Michel Petrovitch. 
~e passage est publié dans [58]. 

II 2. LA MÉTHODE DE TCHAPLIGUINE 

On voit, donc, que, fi (x, y), f (x, y), f2 (x, y) étant trois fonctions con
tinues dans la région ouverte il (x, y) y satisfaisant la condition de Lipschitz et 

ft (x,y)<f(x,y)<f2(X,y) 

on aura, dans cette région 

Yi (x) <y (X)<Y2 (x) 

où Yi (x), Y (x), Y2 (y) sont respectivement les solutions des équations 

y' =ft(x,y), y' =f(x,y), y'=f2(X,y) 

avec 

On peut omettre la condition de Lipschitz, le théorème ayant lieu même 
dans le cas de non-unicité. 

La méthode de Tchapliguine va plus loin. En ajoutant la condition 

i)2 1 ~O, Tchapliguine obtient la paire suivante des courbes d'encadrement en 
a~ . 
connaissant la paire précédente. Il n'y a qu'à résoudre les équations 

y' = fy' (x, un)(y-un) + f (x, un) 

y' =1 (x, vn)-/(x, un) (Y-Un) + f (x, un)' 
vn-u" 

Sous l'hypothèse iJ2 1> 0 la première de deux équations linéaires citées donne 
ay2 

la courbe inférieure et la seconde équation donne la courbe supérieure. 

Pour étudier plus profondémment la méthode de Tchapliguine il faut 
consulter la littérature suivante: [1]-[7], [9]-[18], [54]. 

Nous allons citer quelques exemples simples de la méthode de Tchapli
guine, qu'on peut trouver dans [43]. 

Exemple 1. Soit z = f (y) une fonction continue ains; que f'V', avec jy" > 0 
et telle que y = 0 est le point intérieur de l'intervalle déterminé par O<f (y) < 1. 
Prenant pour ft (x,y)=O, pour f(x,y)=f(Y), pour f2(x,y)=1 on obtient, pour 
x>O, dans O<f (y) < 1, 

~. 

0< 1(0) (e!y'(O)x-l)<y (x)<Hx)<x 
/y' (0) 
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où 1/1 (x) est l'intégrale partuculière de l'équation 

y' j(x)-j(O) y+ f(O) 
x 

passant par (0, 0) et y (x) est l'intégrale particulière de l'équation y' = f(y) 

passant par (0,0). Par exemple, si l'on prend f(y) =Y2_y+-.!.., l'inégalité 
2 

° I() 1 li I-V3 1 + V3 0 < y < aura eu pour -2-<y<-2-· n a alors 111' =2y-l, 

f1l'(0)=-I, f1l"=2>0, fCO)=-.!... 
2 

Exemple 2. Si l'on part de l'inégalité 

0</(:)<1 

en considérant les équations y'=O, y'=/(:), y'=l etleurssolutionsy(1)=O, 

sous l'hypothèse x>O, y>O, ~~>o (f, f1l' continues), fi' e»1 (t=:), 

I(O)=/C), on obtient 

O<f(O)xlnx<y(x)<~ (x)<x-l, 

y(x) étant la solution de y' =f(:) passant par (1,0) et Hx) la solution

correspondante de 

I(X-l )-/(0) 
y' = x y+ f(O). 

x-l 

L'équation y,=j(O) y+f(O), dont la solution est y(x)=f(O)xlnx est obtenue 
x 

en minorant l'équation y' = ft' (~) : + f (0). 

Exemple 3. Soit donnée l'équation de Bernoulli 

dy =f(X)y+y2 
dx 

(f(x)-fonction continue et positive). On aura 

-thx<y(x)<tgx 
dans la région 
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où y (x) est la solution de l'équation donnée avec y (0) = O. Les fonctions 
ft (x, y), f2 (x, y) sont données par ft = y2-1, h = y2+ l. 

Exemple 4. Soit donnée l'équation de Bernoulli y' = f(x) y2 + Y (f(x)-fonc
tion continue et positive). On aura 

l-eZ<y (x)<eZ-l 

dans la région 
1 1 

- Vl(x) <y< V f(x) , O<x<xo' 

On a ici ft = y-l, f2 = Y + 1 

Exemple 5. On voit dans cet exemple la possibilité d'application de la 
méthode de Tchapliguine dans la recherche des solutions asymptotiques. 

Soit donnée l'équation de Riccati 

y'= ~-ay2; a>O, b>O, (a, b=const.). 
x 

La solution de cette équation passant par (xo' Yo) est donnée par la 
formule 

xl-k 
y(x)=----

x (Ut X I -U2 k) 

k, l,ut> u2 -les constantes l(a,b»O, k=k(a,b,xo'Yo»O, Zlt=u1(a,b»O, 
u2=u2(a, b)<O. 

Cette solution peut être encadrée de façon suivante 

be 2 

co' +(ab+ 1)ax+2 ab Colnx--o 
1 x b 

--<y(x)< <Co*--' 
ax+~ ~+Q2 x 

pour x>xo>O, avec xo' Yo>O, Co, Co', Co* - contantes dépendant de a, b, xo, Yo 
avec Co*>O. . 

On peut conclure que lim y(x)=O avec y (x»O et y (x)<Co*· 
x-++ oo 

Les fonctions ft, h étaient les suivantes: 

b 
ft=-ay2, h=-. 

x2 

1 · iJ2f 0 . di 
Cl, -< ce qUl veut re que 

iJy2 

d Y = f y' (x, Un) (Y-Un) + f(x, Un) 
dx 

donne la courbe supérieure. 
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Exemple 6. Partant de x(y+ 1)«y+ 1)2 on obtient 

x 2 X 

eT -l<-l --x pour O<x<1. 

Exemple 7. Partant de 0«y-x)2«y-l)2 on obtient 

e2Z (x-l)+x+l x --'-----'---<- . 
e2Z+1 x+1 

Exemple 8. L'inégalité 0<y2+ 1«x+ 1)2+ 1 donne 

x' 
tg x<--x2+2x 

3 

Exemple 9. Partant de O<V 1 + y2<y2 + k, k> 1 on obtient 

TC 

O<x<shx<VItg VIx pour O<x< 2 Vi' . 

Exemple 10. Partant de 0 < y2 < 1 on obtient 
x 

x+ 1 1 -<--
4 2-lnx 

pour 0> 1, dans la région résultante. 

Exemple 11. Partant de 0<y2 &<& on obtient, dans -1 <y<l, x>O 
l'inégalité suivante 

-.!... (eex-t + 1)<_1_ . 
4 3-eZ 

Exemple 12. Partant de O<e-Y<k; k> 1 on obtient, dans la région 
résultante, pour x>O 

O<l-e-Z<ln(x+ 1)<kx. 

ll. 3. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES 

Nous allons étudier l'équation différentielle 

y' = rp (x) yn + 'Y (x, y) n= 1,2, ... , 

c'est-à-dire l'existence de ses solutions asymptotiques. Les équations de com
paraison dans le sen.>, de Tchapliguine sont les suivantes: 

y' = rp (x) yn ± k 

y' =rp (x) yn ± ky. 

(k=const.) 
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La première de ces deux équations sera dite "équation de Riccati généralisée" 
et la seconde est une équation de Bernoulli. 

Nous citerons ici le texte des résultats relatifs aux solutions bornées 
pour x _ + 00 et nous donnerons enfin 1'esquisse des démonstrations de deux 
théorèmes, pour ill.lstrer la méthode. Ces résultats sont publiés dans [46], [47], [48]. 

Thé 0 r ème 1. Étant donnée l'équation 

y'=ql(X)y2k+"o/(x,y) k=1,2, .... 

où les fonctions ql (x) et "0/ (x, y) satisfont aux conditions suivantes: 

1. ql(x) est une fonction continue etCl<ql(x)<C2,(Cl,C2<O)pourx>xo, 

2. "0/ (x, y) est continue dans XOY et satisfait à la condition 

O<N<"o/ (x, y)<M 

et à la condition de Lipschitz 

1"0/ (x, Y)-"o/ (x, y)1 <KI Y-y 1 

dans chaque région bornée du plan XOY, - cette équation a toujours une classe 
de solutions bornées. (Par exemple, toutes les solutions positives sont bornées). 

On obtient la même conclusion dans le cas Cl' C2>O, -N<"o/(x,y)<-M. 
Ici, toutes les solutions négatives sont bornées. 
Si l'on a 

ql (x) _ + 00, -N<"o/ (x, y)<-M 
X.-..++OO 

(ou si 1'on a 
ql (x) _- 00, N <"0/ (x, y)<M), 

x-++co 

il existe une classe de solutions qui tendent vers zéro. 

Thé 0 r ème II. Étant donnée l'équation différentielle. 

Y'=ql(x) y2k+1+"o/(x,y), k=O, 1,2, ... , 

où les fonctions ql (x) et "0/ (x, y) satisfont aux conditions suivantes: 

1. ql(x) est une fonction continue et Cl <ql (x) < C2 , (Cl,C2 <O) pour 
x>xo, ou ql(x)_-oo, 

x-++oo 

2. "0/ (x, y) est dans XOY continue, satisfaisant à une des trois con
ditions 

O<N<"o/ (x,y)<M, 

-N<"o/ (x,y)<-M, 

-N<"o/ (x, y)<M, 

(N,M>O) 
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et à la condition de Lipschitz 

l 'P' (x, Y)-'P' (x,y) 1 <KI Y-y 1 
dans chaque région bornée du plan XOY, - toutes les solutions de l'équation 
donnée sont bornées. 

Thé 0 r ème III. Érant donnée l'équation 

y'=cP (x)y2k+'P' (x, y), k=I,2, .... 
où 

1. cp (x) est une fonction continue pour x;;;. xo, 

2. 'P' (x, y) est dans XOY continue et satisfait à la condition de Lipschitz 
dans chaque partie bornée du plan XOY 

l 'P' (x, Y)-'P' (x, y) 1 <KI Y:-y 1 
et si l'on a 

Cl <cp (x) < C2 , (CI,C2 <0); 

y:;60, O<Nly I<'P' (x,y)<Mly 1; 'P' (x, 0) =0, 

alors toutes les solutions positives sont bornées ne tendant pas vers zéro et il 
existe une classe de solutions négatives bornées tendant vers zéro. 

Le tableau suivant donne tous les autres résultats relatifs aux solutions 
bornées de l'équation donnée dans le texte du théorème III: 

Solutions positives - 1) Toutes les solutions sont bornées: 

a) Cl <cp (x) < C2, Cl' Cz<O; 

y#O, -Nlyl<'P'(x,y)<Mlyl; 'P'(x,O)=O; 

b) Cl <cP (x) < C2 , CI,C2 <0, 

y#O, O<Nly/<'P'(x,y)<Mlyl; 'P'(x,O)=O. 

2) Toutes les solutions tendent vers zéro: 

a) CI<cp(x)<Cz, Cl,C2<0; 

y:;60, -Nlyl<'P' (x,y)<-Mly 1; 'P' (x, 0)=0; 

b) cp(x)-+-O; y#O, -Nlyl<'P'(x,y)<-Mly/; 'P'(x, 0)=0; 
x->-+co 

c) cp (x)-+- 00; y#O, ±Nly I<'P' (x,y)< ±Nly 1; 'P' (x, 0)=0; 
x-++co 

3) Il Y a une classe de solutions tendant vers zéro 

a) Cl <cp (x) <C2 , Cl' C2>0; 

y#O, -N/yl<'P'(x,y)<-Mlyl; 'P'(x,O)=O; 
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b) cp (x)_+O; Y=FO, -Nlyl<'Y(x,y)<-MIYI; 'Y(x,O)=O; 
x-o-+ao 

c) cp (x)_+ 00; Y=FO,-N\y\<'Y(x,y)<-M\y\; 'Y (x, 0)=0. 
,,-o-+ao 

Solutions négatives - 1) Toutes les solutions sont bornées: 

a) Cl < cp (x) < C2, Cl' C2 >0, 

Y=FO, -N\y\<'Y(x,y)<-M\yl; 'Y(x,O)=O; 

b) Cl < cp (x) < C2, Cl' C2>0, 

Y=FO, -N\yl<'Y (x,y)<M\y\; 'Y (x, 0)= O. 

2) Toutes les solutions tendent vers zéro. 

a) Cl <cp (x) < C2 , Cl> C2 >0, 

Y=F O, Nly 1<'1" (x, y)<M 1 y 1; 'Y (x, 0)=0; 

b) cp (x) -+ + 0; 

Yro, Nly I<'Y (x, y)<MI y 1; 'Y (x, 0)= 0; 

c)cp(x)-++oo; Y=FO, ±Nly\<'Y(x,y)<±Mlyl; 'Y (x, 0)=0. 
x---+'+ 00 

3) Il Y a une classe de solutions tendant vers zéro: 

a) Cl <CP(X)<C2, Cl,C2<0; 

y:;tO, Nly\<'Y(x,y)<Mly\; 'Y (x, 0)=0; 

b) cp (x)_-O; y:;tO, Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl; 'Y(x,O)=O; 
X~+OO 

c) cp (x) -+- 00; Y=FO, NI y 1<'1" (x, y)<Mly 1; 'Y (x, 0) = O. 
x--++co 

Thé 0 r ème IV. Étant donnée l'équation 

y' = cp (x) y2"+1 + 'Y (x, y) k= 1, 2, ... 

avec les conditions suivantes: 

1. Pour x> xo, cp (x) est une fonction continue et satisfait à la condition: 

Cl <cp (x) <C2• (Cl' C2 <0). 

2. 'Y (x, y) est dans XOY continue et 

y:;tO, NI y 1 <'Y (x, y)<MI y 1; 'Y (x, 0)= ° 
et satisfait à la condition de Lipschitz dans chaque région bornée du plan XO y 

l'Y (x, Y)-'Y (x, y) 1 <KI Y-y l, 
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alors toutes les solutions positives de l'équation donnée sont bornées et toutes les 
solutions négatives tendent vers zéro. 

Le tableau suivant donne les autres résultats relatifs à cette équation: 

Solutions positives - 1) Toutes les solutions sont bornées: 

a) CI <cp (x)<C2 , C1,C2 <0; 

y#O, Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl; 'Y(x,O)=O; 

b) C1 <rp(X)<C2 , C1,C2<0; 

y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl; 'Y(x,O)=O. 

2) Toutes les solutions tendent vers zéro: 

a) C1 <rp(X)<C2, C1,C2<0; 

y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<-Mlyl; 'Y(x,O)=O; 

b) rp(x)~-O; y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<-Mlyl; 'Y(x,O)=O; 
x-++oo 

c) cp(x)~-oo; y#O, ±Nlyl<'Y(x,y)< ±Mlyl; 'Y (x, 0)=0. 
x-++oo 

3) Il Y a une classe de solutions tendant vers zéro: 

a) C1 <rp(X)<C2 , C1,C2 >0; 

y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<-Mlyl; 'Y (x, 0)=0; 

b) rp(x)~+O; y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<-Mlyl; 'Y(x,O)=O; 
X-++oo 

c) cp(x)~+oo; y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<-Mlyl; 'Y(x,O)=O. 
x-++ao 

Solutions négatives - 1) Toutes les solutions sont bornées 

a) C1 <rp(X)<C2 , C],C2<0; 

y#O, -Nlyl<'Y (x,y)< -Mly 1; 'Y (x, 0)=0; 

b)C1 <rp(x),C2, c;,C2<0; 

y#O, -Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl; 'Y(x,O)=O. 

2) Toutes les solutions tendent vers zéro: 

a) C1 ,rp(X),C2 , C1,C2 <0; 

y#O, Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl; 'Y (x, 0)=0; 

b) rp(x)~-O; y#O, Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl; 'Y(x,O)=O; 
x-++oo 

c) rp(x)~-oo; y#O, ±Nlyl<'Y(x,y)<±Mlyl; 'Y(x,O)=O. 
x-++oo 
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3) Il Y a une classe de solutions tendant vers zéro: 

a) Cl <ql (x) < C2 , Cl' C2 >o; 

y:;éO, N\y\<'f(x,y)<M\y\; 'f(x,O)=O; 

b) ql(x)--+O; y:;éO, N\yl<ql(x,y)<Mlyl; 'f(x,O)=O, 
x ...... +oo 

c) ql(x) __ +oo; y:;éO, Nlyl<'f(x,y)<Mlyl; 'f(x,O)=O. 
X--++oo 

Nous soulignons aussi que nous avons obtenu un autre groupe de résul-
tats relatifs aux équations 

y' = ql (x) y + f(x) y2 + 'f (x, y), 

y' = ql (x) y2 + f(x) y4 + 'f (x, y), 

y' = <P (y) ql (x) y21HI + <Pl (y)f(x) y411+1 + 'f (x, y), 

en appliquant le même procédé. 
Nous' allons maintenant démontrer les théorèmes 1 et III, pour illustrer 

plus précisément la méthode. On ne donne qu'une esquisse des démonstrations. 

Dé mon s t rat ion dut h é 0 r ème 1 - On a, d'après les hypo
thèses données 

Cl y2k + N<ql (x) y2k + 'f (x, y)<C2 y2k + M. 

D'après le théorème de Tchapliguine, nous considérons les équations 

y' = Cl y2k +N; 

y' = cp (x) y2k + 'f (x, y); 

y' =C2y2k+M; 

sachant que par chaque point P (~, '1) du plan XOY (~:;.. xo), passent trois 
courbes intégrales de ces trois équations et que l'on a 

YI (x)<y (X)<Y2 (x), x>~. 

D'après le théorème sur l'existence des solutions (Cauchy), nos hypo
thèses nous permettent de prolonger infiniment une solution de chaque de 
nos équations qui passe par un point P (~, '1). A ce point n'appartient qu'une 
solution continue possédant la' dérivée continue. Les solutions peuvent avoir 
des asymptotes de la forme x = C, ce qui ne contredit pas au procédé de 
prolongement qui résulte du théorème de Cauchy. 

On peut donc considérer deux équations de TchapIiguine 

y'=Cl y2k+N 

y' =C2y2k+M 

qui donnent "les courbes d'encadrement" de notre solution inconnue (la courbe 
inférieure et la courbe supérieure). 
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Considérons d'abord "l'équation supérieure" 

y' = C2 y21' + M. 

Évidemment, y' sera >0, c'est-à-dire des solutions croissantes dans une 
région donnée par l'inéquation 

2k 
. lM 

Iy I<\f-c
z

' 

Cette région est limitée par deux droites 
2k 

y= ±~-~. 
Les valeurs asymptotiques des intégrales nous obtenons de l'équation 

2k 

0=C2 C2k+M .'. C= ±~-~. 
z 

(On utilise dans cette considération le fait que si y -- C, on a y' __ 0, y et y' 
x-++.. x-++ .. 

satisfaisant aux conditions connues). 

Toutes les solutions qui passent par les points de la région 
2k 

2k 

Iyl< '_M V Cz 

tendent vers ~ - ~ en croissant, lorsque x tend vers + 00. 

Les solutions qui passent par les points de la région 
2k 

y> '_M \f Cz 

tendent vers la même valeur en décroissant. Les solutions qui passent par les 
points de la région 

2k 

off y<- -Cz 

tendent vers l'infini soit au voisinage des asymptotes de la forme x = C soit 
asymptotiquement. 

L'équation inférieure est du même type. Au lieu de M, C2 figurent 
N, Cl' On a 

2k 2k 

-~-~>-V-~· 
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Il est évident que notre équation, dont les solutions sont "encadrées" 
par les solutions des équations de comparaison, a toujours une classe de 
solutions bornées. 

D é mon s t rat ion dut h é 0 r ème III - Sous la supposition 
y> 0, "les équations d'encadrement" sont les suivantes: 

y' = C2 y21' + My, 

y' =C1 y2k +Ny. 

Considérons "l'équation supérieure". y' sera >0 pour 

lk-l 

y<~-~>O. 
lk-l 

Toutes les solutions tendent vers ~ - ~ et celles de l'équation inférieure 
2 

lk-l lk-l . 

vers ~ -~. Si y<O, y' sera >0 pour y>~~ <O. 

Dans ce cas existe toujours une classe de solutions tendant vers zéro. 

Quant aux solutions décroissantes, celles appartenant à la région 
lk-l 

y> I_M 
'V C2 

lk-l 

tendent vers la même valeur ~ -~ . 
2 

Nous obtenons la conclusion analogue pour "l'équation inférieure" et 
aussi pour notre équation considérée. 

Nous avons donné l'esquisse des démonstrations les plus simples, pour 
pouvoir clairement illustrer la méthode. On rencontre souvent des circonstances 
plus compliquées, en démontrant les autres résultats mais il s'agit des dif
ficultés qui n'empêchent pas essentiellement les considérations relatives aux 
solutions asymptotiques. 

II. 4. ESTIMATION DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION D'ABEL DE 
DEUXIÈME ESPÈCE AVEC LES GÉNÉRALISATIONS 

On donne dans ce passage l'estimation des solutions de l'équation d'Abel 
de deuxième espèce 

(1) (y + g (x)) y' = J; (x) y2 + ft (x) y + fa (x) 

ainsi que quelques généralisations. 
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On applique le théorème fondamental de Tchapliguine sur les inégalités 
différentielles suivantes: 

Soient das la région c.ù du plan XOY les fonctions J;. (x, y), f (x, y), fz (x, y) 
continues, satisfaisant à la condition de Lipschitz et 

J;. (x, y) <f (x, y) <f2 (x, y). 

On aura alors Yi (x) <y (X)<Y2 (x) pour x>xo dans cette région, où Yi (x), 
Y (x), Y2 (x) sont les solutions des équations différentielles 

y'=J;.(x,y), y' =f(x, y), y'=fz(x,y) 

satisfaisant aux conditions initiales Y (xo) = Yo (le point (xo, Yo) appartient à c.ù). 

(2) 

Nous démontrerons alors le théorème suivant: 

Thé 0 r ème. - Soit donnée l'équation (1) sous les hypothèses suivantes: 

a) les fonctions g (x), Jo (x), J;. (x), fz (x), sont continues pour x;;;. xo' 

b) on a g (x»O, Jo (x)<O, J;. (x)-g (X)f2 (x» ° pour X;;;'Xo' 
Sous ces hypothèses, pour X>Xo, on aura 

dans la région 

(3) !oHg <y<~_, 
gI2-/I-Ô. g12-/I 

ô. étant un nombre réel positif arbitraire, et y (x) la solution de l'équation (1) 
avec y (xo) = Yo' (Yo appartient à (3»). 

(4) 

Dé mon s t rat i·o n Écrivons (1) sous la forme 

y' =/2y2+hY+!o. 
y+g 

Dans la région y> -g, (-g<O) le deuxième membre de (4) est une 
fonction continue, satisfaisant localement à la condition de Lipschitz. L'unicité 
des solutions et la possibilité de leur prolongement sont garanties dans y>-g. 
D'autre part, il est facile de montrer qu'on a 

_g< !oHg < 10 
gI2-ft-Ô. gl2~h 

Il est de même facile à vérifier qu'on a dans (3) 

(5) f2Y-ô.</2y2+hY+!o<f2Y 
y+g 

ce qui donne, pour l'équation d'Abel, des équations de comparaison suivante 

y' =fzy-E; y' =fzy· 
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Ces deux équations sont linéaires et leurs solutions avec· y (xo) . sont données 
par les courbes d'encadrement de nnégalité (2), suivant le théorème cité de 
Tchapliguine. 

Ex e m pie. - Pour y (x) = x2, 10 (x) = -1, Il (X) = 1, 12 (x) = - 1 c'est-à-dire pour 
l'équation 

on obtient dans la région 

l'estimation suivante 

-y2 +y-1 
y'=---

y+x2 

eXo-X (y + e:)-e:<y (x)<Yo exo-x, 

y (x) étant la solution de l'équation donnée avec y (xo) = Yo. 

* 
On obtient la même conclusion pour l'équation 

(6) (yn-l + g (x» y''''; f2 (x) yn + h (x) y + fo (x), 

avec n = 3, 5, 7, ... sous les mêmes hypothèses sur les fonctions g (x), Jo (x), 
h (x), fz (x). 
Ici il faut cependant ajouter les conditions supplémentaires 

e: g (x» -fo (x) 

et 

(7) [(g/2-/l)n-l~«n-1)(f0+e:g) . e:(n-1) r-" n 

Ces conditions supplémentaire; garantissent la validité de l'inégalité 

f2y-e:<hY"+/"Y+fo • 
yn-l+g(x) 

La dernière inégalité est équivalente à 

(8) 

La fonction F(y) sera négative pour chaque x si l'on a Fmax (y)<O. Cette 
condition donne l'inégalité supplémentaire (7) concernant les coefficients de l'équa~ 
tion considérée. L'inégalité. 

12 yn+ Il y +/o<fz y 
.yn-l+g 

est satisfaite pour y<~ comme dans le théorème démontré sur l'équation 
gI2-/" 

d'Abel. Cette partie d'jn~ga1ité (5) concernant (6) ne donne donc aucune con~ 
dition supplémentaire. . 
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Exemple. - Si l'on ag-l,/o--l,/2=1, ~-3, n-3, 
c'est-à-dire si l'on considère l'équation 

on obtient le même résultat comme dans l'exemple précédent. Le nombre e; étant fixé, on a 

(Yo+ 3) eXo-x -3<y (x)<Yo exo-x 

dans la région 

pour Yo appartenant à cette région. 

1- 3x2 1 
--<y<-
x 2 +4 x 2 + 1 

Remarquons que l'expression yn-l + g (x) multipliant y' dans (6) reste :;é0 
(n-l étant pair), ce qui garantit l'unicité et la possibilité de prolongement 
dans tout le plan XOY (la continuité du deuxième membre a lieu, ainsi que 
la condition de Lipschitz localement). 

* 
Dans le cas (6) pour n = 2, 4, 6, .... l'inégalité 

12 y" +/t y +fo <J; y 
y"-I+g 

a lieu pour 

10 y<-
.t;.g-ft 

n-1 

comme dans le cas n = 3, 5, 7, ... mais pour y> -V g (x). 
Pour fixer la validité de 

hy_~</2y,.+ft y+fo, 
y,.-l+g 

il faut étudier (8) encore una fois. n étant pair, F(y) n'a pas de maximum 
dans ce cas. Pour tout x* fixé il existe pour la fonction F (y) un y* tel que, 
partant de lui, on aura F(y)<O. L'ensemble de ces y* donne une fonction 
tP (x) telle qu'on a F(y)<O pour y>tP (x). La fonction cp (x) sera déterminée 

n-I 

dans les cas paticuliers sans oublier la condition y> -V g (x). 

Ex e m pie. - Avec les mêmes valeurs numériques comme dans l'exemple précédent 
pour n = 4, c'est-à-dire pour l'équation 

-y4+y-l 
y'=----

y3+ 1 

'estimation obtenue aura lieu pour -1 <y. <y<..!.., y. - une constante fixée. 
2 
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Si l'on considère l'intégrale passant par (1.4), l'estimation est la suivante: 

13 1 
- el -"'-3 <y (x)<- el -'" 
4 4 

* 
Remarquons que dans le cas de l'équation d'Abel (1) les résultats du 

théorème restent valables pour g (x) == O. 
Toutes les estimations obtenues sont intéressantes parce qu'on les obtient 

à l'aide des équations linéaires chez lesquelles ne figure qu'une des quatre 
fonctions - coefficients de l'équation considérée. Par un choix convenable de e: 
nous pouvons diminuer à plaisir la distance entre les courbes d'encadrement 
augmentant tellement l'exactitude de l'approximation. Vraiment la différence 
des fonctions d'encadrement 

x x t 
l /2 (1) dt J -l fz (u) du 

Il. = e: eXo e Xo dt 
xO 

pour un x fixé tend vers zéro lorsque e: tend vers zéro. On change cependant 
l'intervalle de validité. 

Pour g (x)<O on peut discuter le problème d'une manière semblable. 

Rem ar que. Nous venons de considérer l'équation (6) pour n=2, 4,6, ... 
avec g(x»O, !o(x)<O, ft(x)-g(X)/2(X»O pour x;;;,xo' où les fonctions 
g, Jo, ft, fz sont les fonctions continues. On a dit qu'il ne faut pas oublier la 

n-l 

condition y> V -g (x). Il faut, donc, assurer que <Il (x) appartient à la région 
n-l 

de régularité. Posons V g au lieu de y dans (8). On obtient 

n-l 

V -g (fz g-ft)-Jo> O. 
n-l 

Pour tout x;;;. Xo on a, donc, V g< <Il (x), parce que, pour y> <Il (x) le 
premier membre de (8) est négatif et le pôlynome (8) n'a qu'un zéro, ce qui 
est facile à conclure. Il suit que, dans la région 

n-l 

V g<$(x)<y<~ 
12g-/I 

les courbes d'encadrement inférieures et supérieures de l'équation (6) nous 
obtenons en intégrant les équations y' =12 y-e:, y' = 12Y (e: nombre réel positif 
arbitraire). Naturellement, la fonction <Il (x) dépend aussi de e:. On vérifie 
facilement qu'on a 

<Il(x)<~. 
izg-ft 

6 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes .•. 
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Dans le cas de n impair nous avons donné des conditions supplémentaires 
pour 10, f1' J;, g tellement que l'encadrement a lieu dans la région bornée 
seulement au-dessus (sans la fonction CI> (x)). Dans ce cas yn-1 + g est positif, 
c'est-à-dire cette condition peut être omise. 

Cependant, prenant en considération le terme -e yn-1 de (8), il est 
évident que la fonction CI> (x) existe ici aussi, ce qui veut dire que les conditions 
supplémentaires pour Jo, ft, J;, g peuvent être omises, ce qui diminue, vraiment, 
la région de validité. 
Ces résultats sont publiés dans [51] et [53]. 

Il.5. ENCADREMENT ET SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D'UNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 

Nous allons étudier dans ce passage l'équation différentielle 

" L: aj (x) yi 
1 1=0 y=---

m 

L: bj (x) yi 
1=0 

af, (x), hi (x) étant les fonctions continues et bornées pour x;;> xo' Mais, nous 
allons considérer d'abord quelques cas particuliers. 

Considérons l'équation 

(1) 

avec g(:x»O, f2 (x»O, fI (x»O, fo (x)<O. 
Partons, iluivant Tchapliguine, de 1'inégalité 

f2y2_e<fo+!.y+ f2y
3 <f2y2. 

y+g 

On aura, dans la région de validité de cette inégalité 

Y1 (x) <y (X)<Y2 (x), 

Y1 (x), Y (x), Y2 (x) (YI (xo) = Y (xo) = Y2 (xo) = Yo) 

étant respectivement les solut;ons des équations 

y' = J;y2-e (1), y' = f2y2, 

e étant un nombre réel positif de qui nous parlerons plus tard. 

Considérons d'abord l'inégalité 

fo+!.Y+f2y3 <J;y2. 
y+g 
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Dans y>-g(-g<O) elle devient 

(2) 

La discriminante du trinôme est 1;.2 + 4 fof2 g. Si nous ajoutons, pour fixer 
les idées, la condition 

l'inégalité (2) . aura lieu pour tout y, avec fa, 1;., h, g satisfaisant aux condi
tions déjà introduites. Cela veut dire que les courbes d'encadrement supérieures 
nous obtenons en intégrant l'équation 

séparant les variables. 

Pour considérer les courbes d'encadrement inférieures, il faut étudier 
l'inégalité 

(3) 

Pour y> -g, elle devient 

12 gy2_(e:+ 1;.)y-ge:-fo<O. 

Cette inégalité, n'oubliant pas les hypothèses sur les signes des fonctions 
coefficients, ne peut être remplie que dans le cas où le trinôme carré a des 
racines réelles (dans la région entre les racines réelles). La discriminante est 

D=(e:+ 1;.)2+ 4g12 (ge:+ la). 

Évidemment, elle sera positive pour e: > - Jo . fa, g étant les fonctions bornées, 
g 

nous pouvons toujours choisir e: de façon indiquée, L'inégalité (3) aura lieu 
dans 

(4) 

Il est facile de vérifier que l'on a 

uJ;-YD 
2fzg >-g, 

c'est-à-dire que la zone obtenue de validité se trouve dans la région de régu
larité. Dans la zone (4) les courbes d'encadrement inférieures seront les solu
tions de l'équation 

avec s; choisie convenablement. 

6· 
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Considérons maintenant l'équation 

n 

2: a, (x) y' 
, /=0 

Y =n---l---

2: b, (x) y' 
/=0 

a, (x), bj (x) étant les fonctions continues et bornées pour x ;;;,xo' 
n-l 

. Supposons, premièrement, que n soit impair et 2 b, y' > 0 pour x;;;. xo. 
1-0 

Évidemment, bn- t (x»O. 

Si nous voulons obtenir des courbes d'encadrement en intégrant les 
équations 

, an 1 an y =--y-e:, y =--y 
bn - t b,,-t 

nous sommes obligés encore une fois d'étudier la région de validité. L'inégalité 

n 

2 a,y' 
1=0 < an 
n-l -b-y 
2 bd n-l 

1-0 
devient 

(5) 

Introduisons l'hypothèse supplémentaire que, pour x;;;. Xo 

Alors, pour tout x* fixé, le polynôme (5) a le premier terme de la forme 
a2 y2k(a:;60). Cela veut dire qu'a tout x* correspond y* tellement que le 
polynôme en question est positif pour y>y*. L'ensemble de tous y* donne 
une fonction cD (x) telle que, pour y> ~ (x), l'inégalité (5) est remplie. 

Considérons maintenant l'inégalité 
n 

. 2: ad 
an < /=0 -y-e: ---

b1l - 1 n~l 
L. biyi 
;=0 
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Elle devient 

(6) [bn- 2 ~ -":'bn-1-an-1]yn-l + ... + ... <O. 
b"-l 

Envisageons la fonction 

Soit k = sup cp (x) (x> xo). Choisissons E>k (ce qui est toujours possible). Nous 
obtenons E>q>(X) c'est-à-dire 

bn- 2 ~ -an-1-E bn- 1 < O. 
b"-l 

Le polynôme (6) a donc le premier terme de la forme -a2 y21', ce qui veut 
dire qu'à tout x* >xo correspond y* tellement que, pour y>y*, le polynôme 
est négatif. L'ensemble y* donne la fonction <1>1 (x). Pour y><I>1 (x) l'inégalité 
(6) a lieu (avec E choisie comme nous 1'avons indiquée). 

. Pour y>max <1>1 (x), <1> (x) les inégalités (5), (6) auront lieu et notre 
encadrement dans cette région aura lieu aussi. 

n-l 

Dans le cas n pair, dans la région y>1j! (x) où 2: b,y'>O, la conclusion 
I~O 

est analogue, avec la région de validité 

(7) 

y>max <1>1 (x), <1> (x), Ij! (x). 

On peut obtenir des conclusions semblables dans le cas plus général 

n 

2: ai y' 
y' = --=1_=..:....0 __ 

m 

2: b,yi 
1=0 

(n>m). 

Les équations de comparaison seront ici les suivantes: 

où 1'équation générant les courbes d'encadrement inférieures ne pourra pas 
être, dans le cas général, réductible aux quadratures. Elle devrait être, elle
-même, analysée par les méthodes d'analyse qualitative. 

Dans le cas de l'équation (7) on peut obtenir des résultats aussi à l'aide 
des équations 

y' = ~ y k = l, 2, ... , n 
bk - 1 
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dont l'avantage est leur forme linéaire, mais le degré du polynôme (dont 
l'étude donne la région de validité) ici n'est pas obligatoirement moins 
grand que n. 

Les résultats de ce passage sont publiés dans [53]. 

11.6. LIMITE D'APPLICATION DES INÉGALITÉS 
DU TCHAPLIGUINE DU SECOND ORDRE 

S. A. Tchapliguine a donné ([4]) le théorème suivant sur les inégalités 
différentielles du second ordre: 

(1) 

Soit y (x), [y(xo)=Yo, y' (xo)=Yo'], la solution de l'équation différentielle 

y" +a(x)y' +b(x)y-f(x)=O, 

a (x), b (x), f(x) -les fonctions continues dans [xo, Xl]) et v (X) (v (xo) = Yo' 
v' (xo) = Yo') une fonction satisfaisant à l'inégalité 

(2) v" + a (x) v' + b (x) v-f(x)~O 

dans (xo' Xl]' Si l'équation de Riccati 

(3) k' + k 2-a (x) k-a' (x) + b (x) = 0 

a une solution continue dans [xo, xJ1, on aura dans (xo, Xl] 

v(x)~y(x). 

On appelle l'équation (3) "l'équation de garantie". 

Les travaux ([lI], [12]) traitent cette équation. 

Il existe donc une limite d'application du théorème cité-donnée par 
l'intervalle de continuité d'une solution de l'équation (3). 

Dans notre article [44] nous avons publié le théorème suivant: 

Soit kl (x) une fonction continue dans [xo' xI [, Y satisfaisant à l'équation 
différentielle 

(4) k' +k2 -:-a(x) k+ b (x) = O. 

Formons la fonction v (x) = 7 (x) Cùl (x) où 7 (x) est une fonction primitive 

de la fonction VI (x), [7 (xo) = (L) ]. La fonction VI (x), [VI (xo) = (z..)' ] 
ro1 :t==xo Cù t X=Xo 

satisfait dans (xo' xJ1 à l'inégalité 

(5) 

où Cùl = eIkldx (J kl dx une fonction primitive arbitraire de kl (x»). 
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Sous ces hypothèses on aura dans (Xo, Xl] 

v (X) = 'JI' (X) COI (X)~y (X), 

y (X) étant la solution de l'équation (1) dont on parle dans le théorème cité de 
Tchapliguine. 

Ce théorème fut donné sans démonstration, l'article [44] n'étant qu'un 
aperçu des méthodes différentes de l'encadrement des solutions des équations 
différentielles. 

On a obtenu de cette manière une courbe supérieure (inférieure) pour 
la solution. Mais, aux coefficients de l'inégalité (5) figure k l (x); pour la 
construction pratique de v (x) il est donc nécessaire de connaître une solution 
de 1'équation (4). Il est connu qu'on peut résoudre dans ce cas l'équation (1) 
par les quadratures. Le théorème permet donc l'obtention d'inégalités diffé
rentes qui peuvent être intéressantes (où figurent les solutions de l'équation 
considérée ainsi que les courbes d'encadrement). 

Il est facile de remarquer que les équations de RICCATI (3) et (4) sont 
équivalentes par rapport à l'existence des solutions continues dans le cas où. 
la dérivée a' (x) existe dans tout l'intervalle. 

Si l'on pose dans (4) 

on obtient (3). Sans l'hypothèse d'existence de a' (x), on ne peut pas parler 
à priori de cette équivalence. 

L'équivalence en question suggère que le théorème de TCHAPLIGUlNE a 
lieu avec l'équation (4) au lieu de (3). On obtiendrait un théorème plus 
général (sans l'existence a' (x». Vraiment ce fait je démontre dans la première 
partie du présent article. 

Il est dans un certain sens inverse au théorème cité de l'article [44], où 
l'on parle da la constructicn de v (x) pour laquelle on prouve alors qu'elle 
présente une courbe de Tchapliguine (d'encadrement). 

La deuxième partie de ce passage donne la recherche des équations (3) 
et (4). On obtient la condition suffisante (dans les cas différents) pour que 
l'intervalle (xo, Xl) ("l'intervalle d'application") soit infini. Il s'agit, à savoir, 
des condition suffisantes pour que dans l'intervalle (xo' + 00) existe au moins 
une solution continue de (3) où (4). La discussion traite les cas speciaux 

y" + a (x) y' + b (x) y = f(x) 

y" +b(x)y=f(x) (f(x)=I=O ou f(x)=O) 

y" +a(x)y' =f(x). 

La méthode appliquée est celle de rétracte, due à T. Wazewski ([22], [48]). 



88 Milorad Bertolino 

La troisième partie contient les évaluations des solutions de certaines 
équations différentielles bien connues, appliquant un résultat de notre article 
[45] concernant un procédé par lequel on obtient pour l'équation 

y" +a(x)y' +b(x)y=O 

l'encadrement de ces solutions partant du théorème fondamental de Tchapli
guine pour les équations du premier ordre appliqué à l'équation (4). 

On a donné dans la quatrième partie deux exemples de construction 
des inégalités fonctionnelles utilisant le fait qu'on peut résoudre l'équation 

y" +a(x)y' =f(x) 

par l'!s quadratures. La limite d'application du théorème de Tchapliguine est 
infinie dans ce cas sous l'hypothèse de continuité des fonctions a(x), f(x). 

1 

Th é 0 r ème. - Soit y (x), [y (xo) = Yo' y' (xo) = Yo'], la solution de l'équation 
différentielle 

(1) y" +a(x)y' +b(x)y-f(x)=O 

(a (x, b(x), f(x)-les fonctions continues dans [xo' xJ) et v(x), [v(xo)=Yo, 
v' (xo) = Yo'] une fonction satisfaisante à l'inégalité 

(2) v" +a(x)v' +b(x)v-f(x)~O 

dans (xo' Xl]. Si l'équation de Riccati 

(4) k' +k2 +a(x)k+b (x) = 0 

a une solution continue dans [xo' xJ, on aura dans (xo, Xl] 

v(x)~y(x). 

D é mon s t rat ion. - Soit donnée la fonction 

v (x), [v (xo) = Yo' v' (xo) = Yo'] 

satisfaisant aux hypothèses données dans le texte du théorème. Soit encore 
kl (x) une solution continue de (4) dans l'intervalle [xo, Xl]. La fonction v (x) 
peut être écrite sous la forme 

x 

(6) v(X)=[~: + J vl (t)dt]<Ùl (x) 
Xo 

où 
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<111 (x) = ec.l2(X) (<112 (x) - une fonction primitive arbitraire de k1 (x». Il est facile 
de vérifier la représentation (6). 

La fonction v (x) est supposée vérifiant (2). Posons (6) dans (2). On 
obtient 

(7) 

Posons alors dans (1) 
Jk,dx y=ue . 

On obtient 

u" + (2 kl + a (x» u' _.!.. = O. 
(,), 

Posons ensuite u' = p. 
L'équation (1) devient 

(8) p'+ (2k1 + a (x»p_.!.. =0. 
(,), 

L'équation (8) a dans l'intervalle [xo' xtl, d'après les théorèmes d'existence, 
les solutions continues. La fonction VI (x) existe aussi dans cet intervalle. 

D'après le théorème du Tchapliguine concernant les équations du premier ordre 
et selon (7) et (8) on obtient dans (xo, Xl] 

VI (x)~p (x), 
où 

du 
On a donc VI (x)~-, c'est-à-dire 

dx 

ou - -:;;:::0. d (V-y ) ___ 
dx (,), 

La fonction v-y s'annulle pour x=xo, étant cependant croissante (décroissante) 
(,), 

dans [xo' Xl] d'après le signe de sa dérivée. Elle doit être donc positive 
(négative) dans cet intervalle. <111 étant positive, on a ensuite v-y~O, c'est-à
-dire v~y ce qui termine la démonstration. 

Exemple 1 1. - L'équation 

xy" + (b-x) y'-ay = 0 

b n'étant pas un nombre entier (l'équation nypergéométrique dégénérée) a la 
solution de la forme 
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où 

Milorad Bertolino 

F(a, b, x)= 1 + ~ a(a+ 1)·· .(a+k-l) xTt: 
k=l b (b+ 1)·· .(b+k-l) k! 

(la fonction de Pochgammer - une série convergente pour chaque x - voir 
[8] p. 437). 

Dans le cas spécial b = a + 1 on obtient 

y=C1 (1 + ~ ax" )+C2x-a. 
k=l (a+k)k! 

Si l'on considère la solution y (xo) = 0, y' (xo) = 1 on obtient 

Yl (x)=xoe-xo [1 + Ï axl: 
a k=l(a+k)k! 

a ( OC> axl:)] xx-al+ 0 

o k~l (a + k) k! . 

L'équation (4) a dans ce cas la solution kl =-.!!.-. Si l'on choisit pour VI (x) =xa 
x 

on obtient dans (xo' 1) où O<xo< 1 

X 

YI (x) < 
a+l (a+ 1) x<> 

Ce résultat est la forme améliorée de l'exemple dans l'article [44]. 

II 

li est intéressant de considérer les cas où l'équation (3) ou (4) a dans 
[xo' + 00) une solution continue. Il suffit dans ce cas de chercher les solutions 
v (x) satisfaisant à (2) - dans chaque intervalle de validité de (2) on aura 
v (x)~y (x), Ce cas nous appelerons: le cas de la limite infinie d'application. 

li faut remarquer que les seules ruptures des solutions (3) et (4) peuvent 
provenir des pôles de ces solutions, selon les hypothèses sur les coefficients 
de ces équations. 

Considérons d'abord le cas le plus général de l'équation (1) et l'équation 
(3) correspondante. 

Écrivons (3) dans la forme 

k' = -k2 +ak+a'-b. 

Posons k = 0 au deuxième membre de l'équation. On obtient k' = a' -b. 
Supposons que les· fonctions continues a (x), b (x) sont bornées. On trouvera 
uilnombre réel négatif C tel qu'on aura k' <0 si l'on pose k= C au deuxième 
membre de l'équation. Sous l'hypothèse a' -b>O (a'>b), le "tuyau" x>xo, 
C<y<O contient, selon la méthode de' rétracte. due à T, Wa~ewski au moins 
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une solution continue de l'équation de Riccati considérée, qu'on peut prolonger 
pour x-++ 00 (voir [22], [48]). Cette solution est définie pour X=Xo et 
continue pour x:> Xo . 

Alors, pour que la limite d'application soit infinie (dans le cas général (1) 
et l'équation (3) il suffit que les fonctions a (x), b (x) soient bornées et continues 
et qu'on ait pour x>xo' a' (x»b(x). 

Si l'on considère l'équation (4), il est évidem que la conditz'on a'(x»b(x) 
obtient la forme plus simple b (x)<O. 

Pour l'équation homogène 

y" +a(x)y' +b(x)y=O 

on obtient le même réusltat, la fonction f(x) ne figurant dans (3) ou (4). 

Dans le cas 
(9) y" +b(x)y=f(x) (a (x)=O) 

où 
y"+b(x)y=O 

la fonction b (x) doit être continue, bornée et négative pour x> Xo' ce qui suffit 
pour que la limite d'application soit infinie. 

Dans le cas 
(10) y" +a(x)y' + f(x) = 0 

ou 
y"+a(x)y'=O 

(b(x)=O), l'équation (3) a la solution continue k=a, et l'équation (4) k=O, 
ce qui donne la limite d'application infinie sans aucune condition suffisante de plus. 

D'autre côté, on peut résoudre l'équation (10) par les quadratures ce qui 
donne la possibilité de former les inégalités fonctionnelles différentes. 

III 

Dans l'article [45] nous avons montré qu'on peut, ·pour l'équation 

(11) y" +a(x)y' +b(x)y=O, 

obtenir l'encadrement des solutions cherchant les courbes inférieures et 
supérieures pour l'équation de Riccati (4), utilisant le théorème fondamental 
de Tchapliguine relatif aux équations différentielles du premier ordre. 

Étant, donc, kllt), (kl (Xo) =~J une foncioit continue satisfaisant dans 

(xo' Xl] à l'inégalité 
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YI (x)~y (x), 

Y (x) étant la solution de l'équation 

y = kl , (YI (xo) = Yo' y'] (xo) = y' 0) et y (x), (y (xo) = Yo' y' (xo) = y' 0) 
y 

la solution de l'équation (11). 

On démontre cette inégalité sous l'hypothèse que les fonctions YI (x), Y (x) 
sont de même signe dans [xo' Xl]. 

Remarquons que A. T. Popov dans son article: 0 postroenii dvustoronej 
nacaljnoj pari priblizenii k reseniju uravnenija y" + P (x) y' + q (x) y = 0 (Sb. nauen. 
tr. Rostovsk.-njD. in.-ta inz. z.-d. transp. 1962, vip. 39, 43-46) utilise la 
même idée faisant l'évaluation u>y>v de la solution y, de l'équation y" + 
+ py' + qy = 0, y (a) = YO' y' (a) = y' 0' appliquant le théorème de Tchapliguine 

concernant l'équation z' = f (x, z) obtenue posant y = z_L (on obtient la 
y 2 

forme canonique de l'équation (4)). Sur cet article voir Referativnij zurnal
Matematika, 1964, 6B 191, réf. W. Azbelev et Z. Caljuk. 

Notre article [45] est cependant publié en 1958. 

Le but principal de cet article fut de démontrer que certaines courbes 
d'encandrement de Michel Petrovitch sont simultanément des courbes tchap
liguiniennes. 

Citerons quelques exemples qui illustrent le résultat de l'article [45], 
donnant l'évalution des solutions de quelques équations bien connues. 

E xe m pie III. 1. - Soit donnée l'équation (1) 

y" + 2 ay' + f(x)y=O 

(voir [8] p. 421 où f(x) est une fonction continue m2<f(x)<M2 pour x>xo' a 
une constante a2 > M2. Considérons la solution y (x), (y (xo) = Yo > 0, y'(xo) = Yo' > 0). 

On démontre que cette solution y (x) _ ° pour x _ + 00. 

L'équation (4) a la forme 

k' +k2+2 ak+ f(x)=O. 

Ces équations de comparasion (de Tchapliguine) sont 

k' +k2+2 ak+m2 =O 

k' +k2+2 ak+M2=0. 

(1) A. N. Tcherkassoff a montré (Voir [9]), que l'équation y' + P (x) y' + q (x) y - 0 
(l'unicité comprise) sous l'hypothèse m<p (x) <M, \L<q (x)<~<O a toutes les solutions 
tendant vers zéro pour x -+ + co. Nos hypothèses considèrent q (x) positive. 
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On obtient la courbe inférieure 

y =Yo Vw (e(Va2-M2-a) x+axo-coV a2-W -e-(a+ Va2-Mi)x+axo+coVa2-W) 
l-w 

et la courbe supérieure 

où 

y = Yo~ (e<Va2-m2-a) x+axo-co' V a2-m2 _ e-(a+ V a2-m2) x+axo+co'V al-m2) 
l-w1 

93 

Toutes les deux courbes d'encadrement sont positives pour X>Xa, tendant 
toutes les deux vers zéro pour x -+ + 00, ce qui est donc valable aussi pour 
la solution y (x) considérée, se trouvant entre ces deux courbes. 

Exemple m. 2. - Soit donné l'équation de Weber (voir [8] p. 422) 

y"-xy'-ay=O 

(a = const.). La solution y(O)=I, y'(O)=O a la forme 

( ) -1 ~a(a+2)· .. (a+2v-2) 2V yx- +L, X. 
v=l (2 v)! 

Posons 

On obtient· 

u' Posons encore -=v. 
u 

On obtient l'équation 

x 2 

, 4" 
Y =ue . 

u" = x
2
+4a-2 u. 

4 

, 2 x 2 +4a-2 
V +V = . 

4 

Les courbes d'encadrement pour cette équation seront 
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Pour a> 1 on aura 

pour x>O. 

Exemple m. 3. - L'équation radiale ondulatoire (voir [8], p. 448) a 
la forme 

x2 y" + (ax2 + bx + c) y = O. 

Supposons qu'on ait a<O, b2-4 ac<O, c<O, b>O et considérons la 
solution y (x), (y (xo) = Yo>O, y' (xo) = 0). 

c 
On obtient pour x>-

b 

Yo ch 1 b2-4ac (x-xo)<Yo ch (x-xo)V -a. 
'J 4c 

Le cas spécial est connu sous le nom de l'équation de Whittaker (voir 
[4], p. 489) 

Ici, 

4 x2 y" =(x2-4 kx+4 m2-I)y. 

1 1 1 a=-- , b=k, c=--m2, b2-4ac=k2-m2+-. 
444 

On 8.", vraiment, a<O. Si l'on a de plus 

k>O et c<0(im l> ~), b2-4ac<0(k2<m2- ~), 

on obtient 

~ 
k2 1 ( x-xo 

Y ch +- (x-xo)<Y x)<Yo ch --. 
o 1-4m2 4 2 

Exemple lIT. 4. - Considérons, chez l'équation de Bessel 

x 2 y" + xy' + (X2-v2) Y = ° 
la solution 

y (x), (y (xo) = Yo > 0, 

On obtient, pour x>xo' 

y (x)<Yo xo-v xV. 

La courbe supérieure pour l'équation (4) ici a la forme k=~. 
x 
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Exemple ID. 5. - Dans le cas de l'équation 

y"-f (x) y = 0 (f (x» 0) 

la courbe supérieure pour l'équation (4) est 
x 

k= J f(t) dt 
xo 

ce qui donne la courbe supérieure 
, x 1 

:: (x-xoH f [J !(u) du] dl 
v(x)=y'oe xO Xo 

par rapport à la solution 

y (x), (y (xo) = Yo' y' (xo) = y'o)· 

IV 

On a souligné dans II que l'équation (10) peut être résolue par les 
quadratures ce qui permet la construcion des inégalités fonctionnelles diffé
rentes (les solutions de l'équation considérée et les courbes supérieures et 
inférieures). La limite d'application est infinie. 

Considérons, par exemple, l'équation 

(12) y" -f (x) y' -<p (x) = 0, 

où f (x) et <p (x) sont pour x:> Xo les fonctions continues et posItIves. Soit 
encore k une constante k>1 et x=x*o un nombre réel tel qu'on a dans 
(xo, x*o) 

(13) 

x 

J<p(t) dt<IP (x)(k-l) • 
kf(x) 

On a alors dans (xo' x*) 

x t x 1 

J[J <p(U)du]dt<y(X)<k J[J <p(u) du] dt 
xo Xo 

y (x) étant la solution (y (xo) = y' (xo) = 0) de l'équation (12). 
Il est facile de vérifier que ces courbes d'encadrement posées dans (1) 

donnent les inégalités (2). La solution y (x) a la forme 

x 1 

(14) y(x)= J[ eJ!(I)dl J <p(u) e-J!(U) dU] dt. 

Xo XO 

Le suivant groupe d'inégalités peut être construit partant de la considé
ration suivante. 
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Soit donnée l'équation 

(15) y" + f(x) y'-f (X) = 0 

où f(x) est une fonction continue et positive. On obtient pour k<l, dans 
l'intervalle (xo, x*) où 

x J f(t) dt< ~-1 
xo 

l'évaluation suivante: 
x t x t 

k J [ J f(u) du]dt<y (X)<I [J f(u) du] dt, 
xo xo xo xo 

y (x) étant la solution de (15) avec 

y (xo) = y' (xo) = O. 

Les résultats de ce passage sont publiés dans [52]. Dans [54] on peut 
trouver une certaine comparaison des résultats de ce passage avec une inégalité 
trouvée dans [10]. 

CHAPITRE m 

SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES ET LA METHODE DE RETRACTE 

Comme nous l'avons déjà souligné, ce chapitre contient non seulement 
l'application de la méthode de rétracte, mais aussi les passages concernant 
des inégalités différentielles, surtout celles généralisant des inégalités tchapligui
niennes. Il contient aussi les généralisations de certains résultats du chapitre 
précédent (obtenus par une large applications des inégalités différentielles), 
présentant donc, dans une certaine mesure, une méthode comparative. 

m. 1. LIAISON AVEC LES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS 

Dans II 3. nous avons traité l'existence des solutions asymptotiquement 
bornées (solutions asymptotiques) de l'équation de la forme 

(1) y' = cp (x) yn + 'Y (x, y) (n un nombre naturel). 

On obtenait des résultats essentiellement différents pour n = 2 k (k = 1, 2, ... ) 
et n=2k+1 (k=O, 1,2, ... ). On supposait cp(x) continue pour x;;;,xo;;;,O, 
satisfaisant à une des conditions 

a) Cl <cp (x)<Cz (Cl' Cz étant les contantes telles qu'on a Cl C2 >O), 

b) lim cp (x) = ± 0 
"' ...... + .. 

c) lim cp (x) = ± 00. 
x ...... + .. 
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Quant à la fonction 'Y (x, y), elle était continue dans tout le plan XOy, 
satisfaisant à la condition de Lipschitz 

l'Y (x, Y)- 'Y (x, y) 1 <KI Y-yi 

dans chaque région bornée du plan XOY. De plus 'Y (x,y) satisfaisait à l'une 
des conditions 

(1 *) O<N<'Y (x,y)<M 

-N<'Y(x,y)<-M (N,M>O) 

-N<'Y(x,y)<M 

ou à l'une des conditions 

(2*) O<Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl 

-Nlyl<'Y(x,y)<-Mly] pour y:#:O et 'Y (x, 0) = o. 
-Nlyl<'Y (x,y)<Mly 1 

Par l'application du théorème fondamental de Tchapliguine nous avons 
réduit l'étude de l'équation (1) à l'étude des équations plus simples au point 
de vue de l'intégration qualitative 

(2) (K une çonstante positive) 

et 

(3) y' =cp (x) yn±Ky. 

Nous avons étudié alors les équations de comparaison (2), (3) d'une 
façon inspirée par une méthode de Michel Petrovitch ([35]). 

En distinguant, dans le cas (2*), y<O et y>O, prenant en égard toutes 
les combinaisons des hypothèses relatives à cp (x), 'Y (x, y) et à n, on obtient 
108 cas différents et l'on constate l'existence des solutions asymptotiques dans 
50 de ces cas. Il était éviqent qu'il faudrait systématiser ces résultats, en 
diminuant le nombre de cas essentiellement différents. Pour illustrer l'espèce 
des résultats obtenus nous citons ici encore une fois cinq théorèmes dont on 
parle, pour qu'on puisse voir clairement en quoi consistent les généralisations 
qui suivent. 

Thé 0 r ème 1. - Sous les conditions 

n=2k, k=1,2, ... ; Cl <cp (x)<C2 (Cl,C2 <0); 

O<N<'Y(x,y)<M 

(aves les autres hypothèses générales sur cp (x), 'Y (x, y) citées déjà en avant -
ces hypothèses restent invariables dans tous les cinq théorèmes) ; l'équation (1) 
a une classe de solutions asymptotiques (toutes les solutions positives et toutes 
les solutions qui passent par les points de l'axe y = 0). 

7 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes 
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Thé 0 r ème II. - Sous les conditions 

n=2k+l, k=O, 1,2, ... ; Cl<tp (x) < C2 (Cl,C2 <0); 

et si l'on a une des conditions (1 *), toutes les solutions sont asymptotiquement 
bornées. 

Thé 0 r ème III. - Sous les conditions 

n=2 k, k= 1,2, ... ; Cl <tp (x)<Cz (CI' C2 <0); 

Nlyl<'Y(x,y)<Mlyl pour y:;i:O et 'Y(x,O)=O 

toutes les solutions positives sont asymptotiquement bornées ne tendant pas vers 
zéro et il existe Une classe de solutions négatives asymptotiquement bornées qui 
tendent vers zéro. 

Thé 0 r ème IV. - Sous les conditions 

n=2k+l, k=I,2, ... ; CI<tp(x)<Cz (CI,C2 <0); 

Nly 1<'1' (x, y)<M Iy 1 pour y:;i:O et 'Y (x, 0)=0, 

toutes les solutions positives sont asymptotiquement bornées ne tendant pas vers 
zéro et toutes les solutions négatives tendent vers zéro. 

Thé 0 r ème V. - Sous les conditions 

n=2 k, k= 1,2, ... ; lim tp (x) = - 00 

O<N<'Y (x,y)<M 

toutes les solutions positives et toutes les solutions passant par les points de 
l'axe y = 0 sont asymptotiquement bornées. Elles tendent l'ers zéro pour x -+ + 00. 

III. 2. INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES DE T. WAZEWSKI. LA MÉTHODE 
DE RÉTRACTE DUE A T. WAZEWSKI 

On généralise dans ce passage nos résultats précédents relatifs à l'exis
tence des solutions asymptotiques, par les inégalités de T. Waiewski et par 
sa méthode de rétracte. Adre"sant le lecteur aux travaux cités de T. WaZewski 
(ne donnant pas donc les définitions détaillées de toutes les notions), nous 
citons cependant quelques définitions et théorèmes les plus nécessaires, dus à 
T. Waiewski. Le texte est donné directement selon le texte original. 

Hypothèse H. - 1° Les fonctions !t(t,y" ... , Yn) sont continues dans un' 
ensemble ouvert n de l'espace des points (t, YI' ... , Yn)' 

2° Si, pour un i quelconque (i= 1, ... , n) les points 

~ = (t, al' ... ,aj-l' C, tli+l' ... , an) 

B, = (t, bl , ... , bi-l' C, bi+l , ••• , bn) 
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appartiennent à n et 

av <. bv (v = 1, ... , i -1, i + 1, ... , n) 

alors 

Dans le cas n = 1 l'hypothèse H est évidemment vérifiée pour tout en
semble n des points (t, YI)' 

Thé 0 r è me WI . - Dans l'hypothèse H il passe par tout point (to' Y1O'" ., 
Yno) de n une intégrale supérieure J et (une intégrale inférieure J) du système 

(4) d
Yi =11 (t'YI"'" Yn)(i= 1, 2, ... , n) 

dt 

relative à ce point et à un intervalle to <. t <. ot. Le nombre ot peut être choisi de 
façon qu'un point M variant sur ] tend vers la frontière de n lorsque t tend 
vers ot. 

Thé 0 r ème W 2' - Supposons que les fonctions 

11 (t, YI' ... , Yn) et gi (t, YI' ... , Yn) 

soient continues dans un ensemble ouvert n et soient 

deux points quelconques de n, tels que A <.B(c.-à-d. ~<.bi pour (i= 1,2, ... ,n». 

(5) 

(6) 

Considérons deux systèmes d'équations différentielles 

dY I =11(t, YI, .. ·,Yn) (i=1,2, ... ,n), 
dt 

dYi ( ) -=gi t, Y2, ... ,Yn (i=l, 2, ... ,n). 
dt 

J. Si les fonctions 11 remplissent l'Hypothèse H et le système (5) majore 
le système (6) (c.-à-d. 11 <. gt dans n),si ensuite tP (t) désigne une intégrale de 
(6) issue de A et 'Y (t) l'intégrale supérieure droite de (5) issue de B, alors 
'Y (t) majore tP (t) à dloite de to dans tout l'intervalle to <. t<ot dans lequel 
ces deux intégrales existent. 

II. Si les fonctions 11 remplissent dans n l'Hypothèse H et le système 
(6) majore (5) dans n (c.-à-d. 11<.gi), si 'Y (t) désigne une intégrale du 
système (6) issue de B et tP (t) l'intégrale inférieure droite de (5) relative à A, 
alors 'Y (t) majore tP (t) à droite de to dans tout intervalle to <. t<ot dans 
lequel ces deux intégrales existent. 

L'Hypothèse H et les théorèmes W1 et W2 sont cités d'après ]25]. 

7 



100 . Milorad Bertolino 

NOTION DE RÉTRACTE 

Considérons dans un espace quelconque, deux ensembles A et B, tels 
que ACE. Nous dirons que la transformation Q = cp (P) effectue une rétraction 
de B en A lorsqu'elle jouit des propriétés suivantes: 1° Elle est définie et 
continue dans B, 2° cp(P)EA lorsque PEB et cp(P)=P lorsque PEA. 

S'il existe au moins uue transformation de telle sorte, on dit, d'après 
K. Borsuk ([28]), que A est un rétracte de B. 

L'Hvpothèse Hl - Les fonctions réelles h (t, Xl"'" Xn) des variables 
réelles t, Xl"'" Xn sont continues dans un ensemble ouvert Q. Par chaque 
point de n il passe une intégrale unique du système 

(7) 
dx, . 
- = fi. (t, xl>"" xn), (i= 1,2, ... ,n). 
dt 

L'ensemble <ù est un ensemble ouvert et l'on a <ùCn. 
Nous appelerons un point M (appartenant à la frontière de <ù relative

ment à Q) un point de sortie, s'il existe un point PE<ù tel que M appartient 
à l'intégrale unique issue de P et prolongée à droite. On définie d'une façon 
analogue un point d'entrée. Le point de sortie sera le point de sortie stricte 
s'il est aussi un point d'entrée de l'ensemble n-<ù. 

Thé 0 r ème W 3 - Admettons l'Hypothèse Hl relativement au système (7) 
et supposons que tout point de sortie soit un point de sortie stricte. Soit Z un 
ensemble tel que Z C <ù U S, Zn S est un rétracte de S, zn S n'est pas un 
rétracte de Z (S -l'ensemble de tous les points de sortie). Ceci étant admit, il 
existe au moins un point Po, tel que PoEZ-S (c.-à-d. PEZn<ù) et que la 
demie-intégrale droite issue de Po et saturée relativement à n (c.-à-d. prolongée 
vers la droite autant que ce soit possible) soit contenue dans <ù. Ceci veut 
dire que 

D é fin i t ion. Supposons que les fonctions 

(8) lrx(t,xl, ... ,xn), mf>(t,xl""'xn), (a.=l, ... ,p; ~=I, ... ,q) 

soient de la classe Cl (c-à-d. possèdent les dérivées premières contenues) dans 
un ensemble ouvert n. Désignons par <ù l'ensemble des poins vérifiant le 
système des relations 

(<ù) PEn, Irx(P)<O, mf>(P)<O, (a.=I, ... ,p; ~=l, ... ,q). 

Soient LY et Ma (y = l, ... , p; a = 1, ... , q) les ensembles des points P vérifiant 
le système des relations 

PEn, [Y(P)=o 

(9) l<x(F~<O, (a.=l, ... ,p); mf>(P)<O, (~=1, ... , q) 
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(l'ensemble LY) 
PEn, m8 (p)=0 

(10) 1a.(P)<.O, (<<=l, ... ,p); m r3 (p)<.O (~=I, ... , q) 

(l'ensemble M8). 

Supposons que pour 1 <: y <:p la fonction [y (P) ait la pente (dfY (P) , 
dt 

lorsqu'on remplace au lieu de x( l'intégrale du système (7») positive en chaque 

point de LY et que pour 1 <.8.;;; q la fonction ma (P) ait la pente négative en 
chaque point de Ma. 

Si ces hypothèses sont remplies, l'ensemble Cù, défini par les relations 
(Cù), sera dit ensemble polyfacial régulier relativement au système (7), possédant 
comme les faces positives les ensembles LY et comme les faces négatives les 
ensembles Ma. 

Thé 0 r ème WL. - Supposons que l'ensemble Cù soit polyfacial régulier 
à faces positives LY et négatives Ma. Admettons l'Hypothèse Hl au système (7) 
et posons S = Sortie (Cù, O.). Ceci étant admit nous affirmons que l'égalité 
S = Sortie (Cù, O.) = Sortie stricte (Cù, O.) a lieu. On a en plus 

p q 

(11) S= 2: LY- 2: Ma. 
y=1 a-l 

La notion de rétracte, l'hypothèse Hl' les théorèmes W3 et W4 sont donnés 
. d'après [22]. Voir aussi [23], [24]. L'ensemble Cù est appelé un "tuyau". 

ID 3. INTÉRPRÉTATION DE NOS RÉSULTATS PRÉCÉDENTS AU POINT 
DE VUE DE LA MÉTHODE DE RÉTRACTE 

On peut interpréter nos résultats ([46]) concernant l'existence des solu
tions asymptotiques (exepté ceux concernant les solutions tendant vers zéro) 
au point de vue de la méthode de rétracte. 

Envisageons le théorème J. de [46] et de ce passage (p. 97). 
D'après les hypothèses, c'est le membre cp (x) y2k qui donne le signe au 
deuxième membre de l'équation, pour 1 yi;;;. Yo' où Yo est un nombre positif. 
A tout point des droites y= ±Yo correspond une solution de l'équation 
différentielle, dont la dérivée est négative en ce point. On a, pour y = 0: 

y' = cp (x) y2k + 'JI' (x, y) = 'JI' (x, 0) >0; 

c'est-à-dire le long de l'axe des x les solutions ont une dérivée positive. La 
figure 1 représente la situation obtenue. Pour chaque Yo' où 1 Yo' 1> Yo la figure 
reste la même. Envisageons deux tuyaux: 

(IX) x>xo' -Yo<y<O; 

(~) x>xo' O<y<Yo· 
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Dans le cas (oc), la région Cù est donnée par les inégalités x>xo, -yo<y<O. 
Prenons comme Z le segment [Ml' M 2] (voir la figure 1). 

y 

-x o x, 

-y M' 2 

Figure 1 

x 

Zn S est composé de deux points 
Ml et M 2• Ml est un rétracte de 
la demi-droite y=O, (x>xo), M 2 
est un rétracte de la demi-droite 
y= -Yo, (x > xo)' ZnS est donc 
un rétracte de S. Zn S n'est pas 
un rétracte de Z, parce qu'il 
n'existe pas une transformation 
continue qui transforme un seg
ment en ces bouts. Il existe donc 
au moins un point P sur (M}, 
M 2) tel que la solution correspon
dante reste dans Cù pour x -+ + 00. 

On peut trouver un point analogue P' sur (Ml' M 2'), et une intégrale analogue, 
qui peut cependant coïncider avec celle appartenant à P. On ne peut pas donc 
garantir que l'existence au moins d'une solution négative asymptotiquement 
bornée ce qui donne plus que le théorème 1. La conclusion est donnée à 
l'aide du théorème W3• 

Quant au tuyau (~), l'ensemble S est vide. Envisageons comme Z un 
point quelconque de Cù; Zn S est vide; il est donc un rétracte de S (chaque 
ensemble est un rétracte de lui-même). Zn S n'est pas, évidemment, ,un 
rétracte de Z. Il appartient donc au point Z une solution asymptotiquement 
bornée, mais, comme Z était un point quelconque, on peut en conclure que 
toutes les solutions de Cù sont bornées. Mais ce fait peut être démontré facilement 
sans rétractes. C'est aussi un cas spécial du théorème W3• . 

Quant au fait que certaines solutions (dans les théorèmes III et IV) 
tendent même vers zéro lorsque x -+ + 00, c'est une conséquence de ce que 
y = 0 satisfait à l'équation donnée et il ne faut pas l'interpréter par la 
méthode de rétracte. On peut donner une généralisation des parties des 
théorèmes III et IV concernant les solutions tendant vers zéro. (Nos propres 
théorèmes de ce passage sont désignés par ~). 

(12) 

Thé 0 r ème Al' - (démontré à l'aide du théorème de Tchapliguine). 

L'équation 

y' = 'f (x, y) + r(x, y) 

(l'unicité remplie dans tout le plan XO Y), où -Ny<'f (x, y) 

poury<O; 'f(x,O)=O et jr(x,y)j«N-"lJ)jyj 

pour y:;z':O, !yj<3>0; r(x, 0)=0, (O<"IJ<N) 

et 'f (x, y), r (x, y) sont deux fonctions continues dans XOY, a une classe de 
solutions négatives asymptotiquement bornées et tendant vers zéro lorsque x -+ + 00. 

Ce théorème ne comprend pas les solutions tendant vers zéro du théo
rème V. C'est aussi la méthode de rétracte qui garantie l'existence des solu~ 
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tions bornées dans ce cas (théorème V), mais c'est la forme curviligne spéciale 
du tuyau (voir [46], [48]) qui sert à démontrer que les solutions tendent même 
vers zéro. 

li 4. - GÉNÉRALISATIONS 

On généralise dans ce paragraphe les résultats du travail [46], concernant 
l'équation y' = ip (x) yn + 'f" (x, y). 

Théorème A2. - Tous les énoncés des théorèmes l,II, III, IV, V 
concernant seulement l'existence des solutions asymptotiques ont lieu aussi sans 
la condition de Lipschitz (sans l'hypothèse d'unicité). 

On obtient ce résultat utilisant les théorèmes W1 et W2 • Les équations 
de comparaison jouissent de la propriété d'unicité, ce qui est suffisant. 

Théorème A3' -L'équation 

(k=I,2, ... ;;) 

(l'unicité remplie dans tout le plan XOY), où 'f"(x, 0»0, l 'f" (x, y) 1 <M +PI Y 12k- c, 

0<e:<2k, M et P deux constantes positives, ip(x)<c<O, (ip(x) continue pour 
x;;;. xo' 'JI' (x, y) continue dans tout le plan XO Y), a une classe de solutions 
asymptotiquement bornées. (toutes les solutions positives, toutes les solutions 
passant par les points de l'axe y= ° Cet au moins une solution négative). 

Théorème A4' -L'équation 

y' =ip (X)yzk+l + 'JI' (x, y) k=O, 1, ... 

(~(x) et 'f" (x, y) continues, l'unicité remplie dans tout le plan XOY), où 

ip(x)<c<O; 1'f"(x,y)I<A+BlyI2k +1-S, 0<e:<1; A, B>O 

a toutes les solutions asymptotiquement bornées. 

Les théorèmes A3' A4 généralisent les parties des théorèmes 1 - V concer
nant seulement l'existence des solutions asymptotiquement bornées. On peut 
les réduire toujours au cas des tuyaux (IX) ou (~). 

Thé 0 r ème As. - Considérons l'équation 

(13) y' = 'JI'(x, y) 

(l'unicité remplie dans tout le plan XOY). Supposons qu'il existe une suite de 
nombres r n> 0, r n ~ + 00, telle qu'on ait 

n-+oo 

sign Y 'JI' (x, y) = const. 

pour 1 y 1 = r n ("Sign" signifie + ou -). 



104 Milorad Bertolino 

Alors, l'équation a au moins une solution asymptotiquement bornée. Particuli
èrement, pour y 'f <0 toutes les solutions sont bornées. Pour y'f>O, il suffit 
que "sign y 'f = const" soit remplit pour un "n". 

Thé 0 r ème A6. - Si l'on a, pour l'équation (13), pour 1 yi = rn 

sign 'f (x, y) = const 

et sign 'f (x, 0) est contraire, il existe une classe de solutions asymptotiquement 
bornées. Patriculièrement, pour 'f (x, 0)<0 toutes les solutions négatives et 
celles passant par les points de l'axe y = 0 et au moins une solution positive sont 
asymptotiquement bornées. Pour 'f (x, 0» 0 toutes les solutions positives, celles 
passant par les points de l'axe y = 0 et au moins une solution négative sont 
asymptotiquement bornées. 

Ces théorèmes généralisent A3 et A4. 

Exemples pour As et A6. - Considérons l'équation 

yi = <l> (y) cp (x) + 'f (x, y); l 'f(x, y) I<M 
(l'unicité remplie dans tout le plan XOY). 

Si l'on a 

a) lim <l>(y)= ± 00, cp(x»c>O 
.JI ..... :I: ... 

il existe au moins une solution asymptotique. 

b) lim <l>(y)= ± 00, cp(x)<c<O 
.1' ..... :1: .. 

toutes les solutions sont asymptotiquement bornées. 

c) lim <l>(y)= + 00, cp(x);;;.c>O, 'f(x, 0)<0. 
.1' ..... :1: .. 

Solutions asymptotiques: toutes les solutions négatives, celles passant par les 
points de l'axe y = 0 et au moins une solution positive. 

d) lim <l>(y)= + 00, cp(x)<c<O, 'f(x, 0»0. 
y ..... ±co 

Solutions asymptotiques: toutes les solutions positives, celles passant par les 
points de l'axe y = e, au moins une solution négative. 

e) lim <l>(y)=-oo, cp(x»c>O, 'f(x, 0»0. 
.1' ..... ±CO 

Le même cas comme d). 

f) lim <l>(y)=-oo, cp(x)<c<O, 'f(x, 0)<0 
.1' ..... ± .. 
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Le même cas comme c). 
On obtient les théorèmes As et A6 toujours par les tuyaux. du type (ex) et (~). 

MODIFICATIONS DE QUELQUES THÉORÈMES 
DE MM. PEYOVITCH ET TATARKIEWICZ 

K. Tatarkiewicz, dans son travail [26] donne quelques exemples de 
l'allure asymptotique des solutions des équations différentielles du premier 
ordre. Il introduit la notion de la fonct;on de comparaison cp (e:, t) et puis de 
la fonction de forte comparaison, considérant, à l'aide de celle-ci l'expreession 
x (t) e-cp(c.t) dans les cas où elle est asymptotiquement bornée. A titre d'exemple 
pour la méthode de rétracte nous traitons quelques équations sous les hypo
thèses tantôt moins générales tantôt incomparables à celles de K. Tatarkiewicz, 
et nous obtenons des conclusions concernant immédiatement des solutions x (t). 

Théorème A7' -L'équation 

(14) x=a(t)x+d(x, t)+j(r) 

(les jonctions a (t) et j (t) continues pour t> to, la jonction d (x, t) cominue 
dans tout le plan TOX et 

1 Jet) 1 <M; d (0, t) = 0 1 d (x, t)-d(x, t) 1.;;; p (t) 1 x-x); 

lim p(t)=O; lim a (t)=a<O), 
t_+oo t-++oo 

a toutes les solutions asymptotiquement bornées. 

En effet, posons dans la condition de Lipschitz x = O. On obtient 
Id(x, t)l<p(t)lxl pour chaque x et t, par exemple, t>to>O. Il faut montrer 
qu'il existe un Xo tel qu'on ait 

la(t)I>ld(x,t)+j(t)1 pour Ixl>lxol. 

Cela permettra la formation du tuyau du type (~) ce qui montre que toutes 
les solutions sont asymptotiquement bornées. 

Vraiment, 

Id(x, t)+j(t)I<ld(x, t)I+lj(t)l<p(t)lxl+M. 

Pour qu'il soit, pour chaque t> to, 

M + pet) Ixo 1<1 a(t) Il xol 

il faut qu'on ait 
M 

1 Xo 1> 1 a(t) I-p (t) . 
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On peut choisir toujours to de façon que 1 a (t) 1> p (t) pour t> to. . 
On peut donc conclure que, pour 1 xl> 1 Xo l, le membre a (t) x détermine le 
signe du deuxième membre de l'équation. 

Thé 0 r ème As" - Sous les mêmes conditions comme dans le théorème 
A7' mais pour a> 0, l'équation a au moins une solution asymptotiquement 
bornée. 

Thé 0 r ème A9. - Sous les mêmes hypothèses comme dans A7' As, mais 
si l'on a aussi a = ° et a (1) ne change pas de signe pour t > t * > to > 0 et 

lim ~= lim 1/(t) 1 =0, 
t ...... +oo 1 a (t) 1 """'+00 1 a (t) 1 

a (t)=r'=O 

on aura: 
Si a (t»O pour t> t*, il existe au moins une solution asymptotiquement bornée. 
Si a(t)<O pour t>t*, toutes les solutions sont asymptotiquement bornées. 

Thé 0 r ème Aw - Considérons l'équation 

(15) x = a (t) x + d (x, t) 

(a (t) continue pour t;;. 0, d (x, t) continue dans tout le plan TOX, l'unicité 
remplie dans tout le plan TOX) où 

lim a(t)=a<O, Id(x,i)l<y(t)lxl; lim y(t)=O). 
t ...... +oo t ...... + 00 

Sous ces hypothèses toutes les solutions de l'équation donnée sont bornées. 
00 00 

Si l'on a a=O, j a(t)dt=-oo,j y(t)dt<+oo 
o 0 

toutes les solutions tendent vers zéro lorsque t --+ + 00. 

La première partie du théorème (que toutes les solutions sont asympto
tiquement bornées) est évidente (à cause des théorèmes précédents) et l'on 
démontre la seconde partie à l'aide des équations de comparaison du type 

x = [a (t) + Y (t)] x 

formées par les inégalités différentielles de Tchapliguine. 
T. Peyovitch a considéré ([37]-[40]) utilisant la méthode d'approxi

mations succéssives l'équation 

yi = a (x) y+ f(x)+f{l (x, y) 

On peut, sous certaines modifications de ses hypothèses, démontrer quelques 
résultats semblables à l'aide de la méthode de rétracte. 

(16) 

Thé 0 r ème Au - Considérons l'équation 

y' = cp' (x) y + f (x) + 1fi' (x, y) 
cp (x) 
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(l'unicité remplie dans tout le plan XOY) où 

1) ~ (x) une fonction positive et monotone pour x;;;' xo ;;;. 0 et ~ (x) - + 00; 

2) 'Ji' (x, y) est définie et continue dans tout le plan XOY et 

l 'Ji' (x, Y)- 'Ji' (x, y) 1 <; À (x) 1 Y-y 1, 'If (x, 0) = 0 

où À (x) est continue pour x;;;. xo;;;' 0 et À (x) - + O. 

Si l'on a 
x->+co 

lim cp' (x) = ~>O et If (x) 1 <; M 
x-->+ co cp (x) 

il exis,e au moins une solution asymptotiquement bornée. Il est de même dans 
le cas 

lim cp' (x) = 0, 
x-->+ 00 cp (x) 

lim If(x) 1 = lim À (x) = O. 
x __ +oo cp' (x) x __ +oo cp' (x) 

cp (x) cp (x) 

On peut démontrer ce théorème, sous une hypothèse adjointe, dans le cas où les 
hypothèses ont lieu seulement pour 

Thé 0 r ème Al2' Les théorèmes A7- 11 ont lieu lorsqu'on remplace 
a (t) x, cp' (x) y respectivement par 

cp (x) 

a (t) X21HI cp' (x) y2 n+l 

cp (x) 
(n=0,1,2, ... ,) 

(avec l'exclusion de la deuxième partie du théorème AlO' concernant les solu
tions tendant vers zéro). 

Les tuyaux utilisés dans les démonstrations des théorèmes A7- 11 sont du 
type (oc:) et (~). 

Les démonstrations sont analogues à celle du théorème A7 (voir l'esquisse 
de la démon8tration, donnée après le texte du théorème). Il s'agit toujours 
des majorations qui montrent quelle expression du deuxième membre lui 
détermine le signe. 

Rem a r que. Nous allons démontrer enfin la proposition suivante, trou
vée dans [8]. 

L'équation 

y' = g (x) y +f (x .. y) 
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(I(x,y), g(x) - fonctions continues) avec g(x»O lim f(x,O»O, où l'on a 
x_+co g (x) 

a au moins une solution asymptotiquement bornée. Pour que l'on puisse ap
pliquer la méthode de rétracte, il faut démontrer que l'on a If (x, y) 1 <g (x) 1 yi 
pour 1 yi;;;. 1 Yo 1· Cela rend possible la formation du "tuyau" garantissant au 
moins une solution bornée. Vraiment, on a 

1 f(x, y)-f(x, 0) 1 <6 g (x) Iy 1· 

On a ensuite 

If(x,y) I-If(x, 0) 1 < If(x, y)-f(x, 0) 1; 

1 f(x, y) 1 <1 f(x, 0) 1+ 6 g (x) Iy 1; 

1 f(x, y) 1 <g(x)( 6 Iy 1 + If;X~x~) 1)· 

L'inégalité 6IYI+lf(X,O) \<Iyl est vraie. En effet, partant d'une certaine x. 
g(x) 

on aura 6I Y I+/
f

(X,O)/<6I Y I+e, (e positif). Pour qu'on ait 6Iyl+t<lyl il 
g(x) 

suffit de choisir 1 yi> _t_ > 0, ce qui est toujours possible. 
1-6 

ID. 5. SYSTÈME DE DEUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

On utilise, dans l'étude de l'existence des solutions asymptotiques dans le 
cas des systèmes d'équations le critère donné dans le théorème W4• 

(17) 

Considérons d'abord le système 

{
y' =!p (x) y2k+1 + cr (x, y, z), 

z' = 'Y (x) Z2P+1 + 't" (x, y, z) 
k, p = 0, 1, 2, ... 

L'application du critère mentionné réduit le problème à la détermination 
du signe des seconds membres des équations du système, semblablement au 
cas d'une équation différentielle. Pour que les termes !p (x) y2 k +1 et 'Y (x) Z2P+l 

puissent déterminer, pour 1 y l, 1 z 1 suffisamment grand le signe des deuxièmes 
membres correspondants des équations du système, il faut ajouter les condi
tions speciales, par exemple 

(18) { 
1 cr (x,y, z) 1 <A +B 1 y 12k+l-e, 
l 't" (x, y, z) 1 <Al + BII Z 12p+l-el, 

(A, B, Al' BI les constantes positives). 
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On obtient, au lieu du tuyau sous la forme x>xo, YI ":Y":Y2 (le cas 
d'une équation) les tuyaux sous la forme des parallélépipèdes. Les figures 
2, 3, 4, 5 représentent les cas où: 
toutes les solutions sont asymptotiquement bornées (figure 2- 00 2), il existe 
une classe de solutions bornées (figures 3 et 4- 00 1), il existe au moins une 
solution bornée (figure 5- 000). Les symboles 00 2, 00 1, 00 0 désignent les 
ensembles de solutions dépendant de 2, 1, ° paramètres, BFGC se trouve 
à l'infini 

Figure 2 

+z 1 

D i !-y C 
0,/ ~ t 
/ll<.-iE------/----- --~ 

+ y 1 ,~----- ------------ ---

j.<~z ? 
/ 1 

A B 
Figure 4 

Figure 3 

/F---T-----~G 
tZ : 

D ! !-y / C 

Q1k~E-------.(------- -L~-
+ y ,/': )-------- --------------- ----- F 

1/ /,-z ? 
, 1 

A B 
Figure 5 

On peut démontrer, utilisant la méthode de rétracte 

Théorème A13' - Sous les hypothèses (18) et si rp(x), 'JI'(x) satisfont 
à une des conditions 

a) rp (x)..: C<o, 'JI' (x)..: Cl <0, 

b) rp(x)<C<O, 'JI' (x) > CI>O, 
(19) 

c) rp(x»C>O, 'JI' (x)..: Cl <0, 

d) rp (x»C>O, 'JI' (x»Cl>O, 

le système (17) (l'unicité remplie dans tout l'espace OXYZ) a au moins une 
solution asymptotique. 

Plus précisément, dans le cas a) toutes les solutions sont asymptotiquement 
bornées, dans les cas b), c) il existe une classe de solutions asymptotiquement 
bornées, dans le cas d) il y a au moins une solution asymptotiquement bornée. 
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Les figures 6, 7, 8, 9 représentent les intersections des parallélépipèdes 
correspondants par les plans t= to dans les cas a), b), c), d). 

+-z 

al -Y~: : : t: : :~. y 

-z 
Figure 6 

b) - yl------+=------l 

c) 

d) 

Figure 7 

+z 

o 

-z 
Figure 8 

o 

Figure 9 
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Dans le cas de la figure 6, toutes les solutions entrent dans le tuyau. 
Les cas repésentés sur les figures 7, 8 sont essentiellement équivalents à l'exem
ple de T. WaZewski (voir [23], [24]), mais pour t = 00. Quant au cas représenté 
sur la figure 9, prenons comme z un rectangle d'intersection (comme sur la 
figure 9). ZnS (c'est-à-dire les côtés du rectangle) n'est pas un rétracte de Z 
(l'homéomorfie avec la circonférence - voir [23], [24]), Zn S est un rétracte 
de S (les côtés de sortie correspondants passent par rétraction en côtés cor
respondants du rectangle). li existe PEZ auquel correspond une solution 
bornée. Il existe pour chaque intersection un tel point P, mais, t étant dans l'infini, 
toutes les solutions correspondantes peuvent coïncider et on ne peut garantir 
que l'existence au moins d'une solution asymptotique. Remarquons que la pro
priété d'être un rétracte est un invariant de la homéomorphie. 

Le travail fondamental relatif aux rétracte est celui de K. Borsuk (voir [28]). 

Thé 0 r ème At4' - Considérons le système 

(20) {
y' = cp (x) y2k + cr (x, y, z); 

Z' = cp (x) Z2P + 't' (x, y, z); 

(l'unicité remplie dans tout l'espace OXYZ). 
Si l'on a 

k,p= 1,2, ... 

(21) 
{I cr (x, y, z) I<A+BI Y 12k-E, 0<e:<2k 

1'" (x, y, z) I<At +Bt IZ 12p
- E1 , 0<e:t<2p 

(A, B, At, BI les constantes positives), et si une des conditions suivaintes est 
remplie 

a') cp(x)<C<O, 'Y (x) < Ct <0, cr (x, 0, z»O, 't' (x, y, 0»0, 

b/) cp (x)<C<O, 'Y (x);;. Ct>O, cr (x, 0, z»O, 't' (x, y, 0)<0, 
(22) 

c') cp (x);;.C>O, 'Y (x)<Ct<O, cr (x, 0, z)<O, '" (x, y, 0»0, 

d') cp (x);;.C>O, 'Y (x);;. Ct>O, cr (x, 0, z)<O. 't' (x, y, 0)<0, 

le système a une classe de solutions asymptotiques. Les intersections correspon
dantes des parallélépipèdes "principaux" sont données sur les figures 10, 11, 12, 13 
qui représentent les cas a'), b'), c'), d'). 

+z 

Figure 10 
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b') 

Milorad Bertolino 

-z 
Figure 11 

Figure 12 

-z 
Figure 13 

Ici les conditions supplémentaires ,font décomposer les para1lé1épipèdes 
"principaux" en quatre composants, se réduisant, de leur côté, toujours à un 
des cas du théorème A13' 

Pour généraliser les deux derniers théorèmes, introduisons deux suites 
convenables de nombres 

'n>O, 'n ~ + 00 

sn> 0, Sn ~ + 00 

et considérons le tuyau 

Yn<'n 
T 2 2 

n Zn<Sn 

pour n~+ 00 

pour n~+ 00 

{ 

2 2 

O<X< + 00 
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a ves les côtés 

{ 

y;= r;, 

Gn 2 2 
zn <Sn> 

O<x< + 00. 

( 
2 2 

Yll<r ll , 

H) 2 2 nî Zll=Sll' 

l O<x< + 00. 

Envisagepns le système 

(23) 
y' =M (x, y, z), 

z'=N(x,y,z), 

(l'unicité remplie dans tout l'espace OXYZ). 

a) 

On obtient le théorème Al';' généralisant A13' 

Théorème A1S' - Considérons le système (23). Si l'on a 

y M (x, y, z)<o 

zN (x, y, z)<O 

surGn n=1,2, ... 

sur Hn n=l, 2, ... 

toutes les solutions sont asymptotiquement bornées. 
b) Si l'on a 

yM(x,y,z)<O 

z N(x,y, z»O 

sur Gn, pour un n 

sur H", pour un n 

il existe une classe de solutions àsymptotiques. 
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c) Au cas y M>O, z N<O pour un n sur Gn, Hn correspond la même conclusion 
comme pour b). 

d) Si l'on a 

y M (x, y, z»O, z N(x,y, z»O 

pour un n sur G", Hn, il existe au moins une solution asymptotique. 

Aux cas a), b), c), d) de ce théorème correspondent les figures 6, 7, 8, 9. 

Thé 0 r ème A16• - (généralisant A14). 

Si l'on a, pour un n 

sign M (x, y, z) = const sur Gn. 

sign N (x, y, z) = const sur Hn, 

sign M (x, 0, z) contraire à celui de M (x, y, z) pour Yn:;i:O, 

sign N(x,y, 0) conrraire à celui de N(x,y,z) pour zn:;i:O, 

le système a une classe de solutions asymptotiques. 

8 T PeJovié, M. Bcrtolino, O. Rakié: Quelques problèmes •.. 
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Les cas particuliers: 

a') M<O, N<O, M (x, 0, z»O, N(x,y, 0»0, 

b') M<O, N>O, M (x, 0, z»O, N (x, y, 0)<0, 

c') M>O, N<O, M (x, 0, z)<O, N(x, y, 0»0, 

d') M>O, N>O, M (x, 0, z)<O, N (x, y, 0)<0, 

Aux cas a'), b'), c'), d') de ce théorème correspondent des figures 10, 11, 12, 13. 

(24) 

ID, 6. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUEMENT BORNÉES 
D'UN SYSTÈME A p + q EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Thé 0 r ème A17' - Considérons le système 

{ 

dxi () 2ki+ 1 ( • ) -=cp, t Xi +a, t,xI""Xp'YI"",Ya, i=1,2, ... p, 
dt 

dYJ \TJ' 2lj+l • 
-= Ti (t) Yi +"j (t, Xl"'" Xp, YI"" ,Ya), j= 1,2, ... q, 
dt 

(l'unicité est remplie dans l'espace (t, Xl' ••• , Xp, YI' ... , Ya» où les conditions 
suivantes sont remplies: 

(25) {
la, 1 < A, +B, 1 Xi 12ki+l-Ci, 

l'ri 1 < Ai* + Bi* 1 Yi 12lj+l-sj*, 

i=1,2, ... ,p, O<~<l, 

j=1,2, ... ,q, O<e:i*<l, 

(~, Bi' Aj*, Bi* étant des constantes positives). 
Si l'on a 

(ocJ 
i= 1,2, ... , p, 

j=1,2, ... ,q, 

le système a une classe de solutions asymptotiques bornées. 
Si l'on a 

(ocJ 
i=1,2, ... ,p, 

j= 1, 2, ... , q, 

toutes les solutions sont asymptotiquement bornées. 
Si l'on a 

i= 1,2, ... ,p, 

j= 1,2, ... , q, 

il existe au moins une solution asymptotiquement bornée. 

(26) 

Thé 0 r ème AIS' - Considérons le système 

-=cp, t Xi +a, t,xl"",xp'YI, ... ,Ya, J 
dXj () 2kl. ( • ) 
dt 

l dYJ UJ' () 2lj ( • ) 
-=Tj t Yi +'rl t,xI"",xp'Yl,···,Ya, 
dt 



où 

(27) 
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.{ 1 O"i 1.;; Ai + Bi 1 X112ki-Oi, 

l "i 1 .;; Ai* + Bi* 1 Yi 1
21;-ej ., 

0<e:'1<2k .. , 

0<e:i*<2Ij, 

(Ai' Bh AJ*, Bi* étant des constantes positives). 
Si l'on a 

et 

ou <pi;;;' Ci>O, 

ou 'Yi <: Ci* <0 

i=1,2, ... ,p, 

j=1,2, ... ,q, 

0"1 (t, 0, x2' ••• , xj:J; Yi' ... ,Y~) 

0"2 (t, XI' 0, X3' ••• ,Xp; YI' ... , yq) 

a le signe contraire à CI' 

a le signe contraire à C2, 

(O"p (t, XI' ... ,XP-I' 0; YI' ... ' Ya) a le signe contraire à Cp, 

("1 (t, xl> ..• ,Xp; 0, Y2' ... , Ya) a le signe contraire à CI *) 

('2 (t, XI' •.• ,Xp; YI' 0, ... ,Yq) a le .ligne contraire à C2 *) 

1"q (t, XI' ••• , xp; YI' ... ' Yq-I' 0) a le signe contraire à Cq*, 
alors le système a une classe de solutions asymptotiquement bornées. 
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Ces deux théorèmes généralisent respectivement les théorèmes, Aü et AI4 
dans le cas d'un espace à p + q + 1 dimensions. . 

On utilise, pour démontrer ces théorèmes le critère contenu dans le 
théorème W4• Le rôle des fonctions· /Y et mIS (W4) jouent, selon .les circon
stances, les fonctions ±Yi-6 où ± x,,-p. On utilise aussi l'impossibilité d'une 
transformation continue d'un segment en ces bouts, le théorème (voir [24]) que 
la frontière d'une sphère n'est pas un rétracte de la sphère, le théorème con
cernant l'invariabilité par rapport à la homéomorpie de la propriété des en
sembles d'être un rétracte ([28D. 

Voyons, par exemple, le cas (IltJ du théorème A17. 

Les conditions (25) permettent de trouver les nombres positifs 1',>0, 6j>0 
tels que pour 1 xd = Pi, 1 Yi 1 = 6i les termes <pdt) X~ki+ l, 'Yi (t) yJlf+ 1 déter
minent le signe des deuxièmes membres des équations du système. 

Soit l' = max p", 6 == max 6i. 
2k"+1 21"+1 Pour 1 xd = l', 1 Yi 1 = 6 les termes <pdt) Xi l ,'Yj (t)yj ~ donnent bien sftr le 

signe aux deuxièn;tes membres des équations correspondantes. 

Considérons le tuyau 

•• 
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D'après le théorème W4 nous avons les faces positives suivantes 

(28) 
IYII=a, 

IY21=a, 

Inl<a, Ix,l<p, O<t<+oo, 
NI 

IYiI<a, Ix~l<p, 0<1<+00, 
1#-2 

IYql=a, IYil<a, Ix,l<p, O<t<+ 00. 
Nq 

Soit, par exemple, YI> O. 
Alors, Iy (v. W4) sera 11, c'est-à-dire 

Yl-a=O, 
La pente dl! = dY!, dy, est, d'après les hypothèses, positive. 

dt dt dt 

Alors, la face 

sera une face positive. 
Pour YI <0, IY sera 11, c'est-à-dire 

-YI-a=O. 
L dl: dy! _ dy! " . d' , 1 h th' a pente - = -- , est aussl positlve, apres es ypo eses. 

dt dt dt 

Alors, la face 

sera une face positive. 

(29) 

Les faces négatives sont 

{ 

1 x( 1 = p, 1 Xt 1 .;;; p, 1 Yi 1 < 0, 
i#-1 

1 xp 1 = p, 1 xd <: p, 1 Yi 1 < a, 
I#-p 

O<t<+oo, 

O<t<+oo.' 

L'ensemble de sortie stricte est donnée par (11). 

Prenons comme Z un segment dont les bouts sont les points 

P2(to, xl *, ... , Xp*, -:-a, -a, ... , -a), 
q 
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qui sont évidemment les points de sortie stricte. Zn S sont ces deux points. 
zn S n'est pas un rétracte de Z (les bouts du segment ne sont pas le rétracte 
du segment ) et Zn S est un rétracte de S (chaque face de sortie peut palser 
par rétraction soit dans le premier soit dans le second point). Il existe donc 
un pqint PE lnt Z avec l'intégrale qui appartient au tuyau. Évidemment, il 
existe toute une classe de telles intégrales. 

On démontre le reste du théorème AI7 ainsi que le théorème AIs, d'une 
façon semblable, utilisant W4 • Mais le choix de l'ensemble Z varie selon les 
circonstances. 

Enfin, il est facile de voir que le théorème suivant a lieu. 

Thé 0 r ème A19' - Soit donné /e système 

dx j ' 
- = pj (l, XI' •.• , Xp+q) , 
dt 

(30) i = l, 2, ... , p + q 

(l'unicité remplie dans l'espace t, XI"'" xp+q). Lès deuxièmes membres de ce 
système satisfont dans /e même espace l'hypothèse H (voir § 2). 

Si l'on a 
i = l, 2, ... , P + q 

où XP)', X~2) sont les deuxièmes membres des équations du type (24), a/ors, 
sous les hypothèses (IXI) ou (1X2) . pour les systèmes de comparaison, le système 
(30) aura une classe de solutions asymptotiquement bornées. 

On obtient la même conlusion si les systèmes de comparaison sont du 
type du théorème AIs, 

Ce théorème est une conséquence des théorèmes An et AIs, ainsi que du 
théorème W2 • Les résultats des passages lIll-III 6 sont publiés dans [48]. 

(1) 

III 7. DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE D'UN CAS PARTICULIER 
DU THÉORÈME DE RÉTRACTE DE WAZEWSKI* 

Étant donnée l'équation différentielle 

y' =f(x, y), 

f (x, y) continue dans tout le plan XOY, y satisfaisant localement à la 
condition de Lipschitz, considérons le tuyau: x>xo' k l <y<k2 (kl , k2 les 
constantes). Si l'on a f(x, y»O pour y=k2 et f(x, y)<O pour y=kl , 

l'équation (1) aura, suivant la méthode de rétracte due à M. T. Wazewski 
(voir [22]) au moins une solution bornée pour x -+ + 00, restant dans le tuyau 
envisagé. 

Nous allons démontrer ce résultat d'une façon élémentaire, sans utiliser 
les rétractes, ce qui est facile dans le cas d'une équation tandis que le cas du 
système d'équations complique la possibilité d'une telle démonstration. 

* li s'agit du tuyau principal utilisé dans cette étude lorsqu'on agit de (1). 
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Envisageons la droite x = Xl (Xl;;;' Xo) et son segment AB (le point A 
(Xl' kl ), le point B (Xl> k 2) entre les droites y = kl> y = k2 • Chaque solution 
de l'équation considérée sortant du tuyau par les points des droites y = kl , 

y = k2 pour x;;;. Xl a un point sur AB. Une hypothèse contraire contredit évi
demment au fait que toutes les solutions sont uniformes, continues et aux 
détivées continues. Ceci ne veut pas dire que tout point de AB appartient à 
une solution sortant du tuyau soit coupant y = kl , soit y = k2 • Nous allons 
démontrer qu'il existe au moins un point M sur AB tel que la solution 
correspondante reste dans le tuyau. 

Supposons, au contraire, qu'un tel point M n'existe pas. Les points AB 
appartiennent donc tous à deux classes: les points de la première classe apparti
ennent aux solutions sortant du tuyau le long de y = kl et les points de la seconde 
classe appartiennent aux solutions sortant du tuyau le long de y = k2 • 

Toutes les deux classes ont des éléments, parce que tout point y = k l où 
y = k2 (pour x;;;. Xl) est le point de sortie stricte d'une solution. Il n'y a, selon 
l'hypothèse, aucun point de AB n'appartenant à une de deux classes. 
L'ordonnée de tout point de la premère classe est plus petite que l'ordonnée 
du point arbitraire de la seconde classe, parce que dans le cas contraire les 
deux solutions correspondantes auraient au moins un point commun, ce qui 
contredit à l'unicité. On a, donc, sur AB une coupure de Dedekind, dé~ermi
nant un point M, qui doit être soit l'élément maximal de la première classe, 
soit l'élément minimal de la seconde. 

Supposons que M soit l'élément maximal de la première classe. La 
solution correspondante sort du tuyau par un point (x2 , kl ) où X 2 > Xl' Envi
sageons une solution sortant du tuyau par le point (x3 , k l ) où X3>XZ' Cette 
solution doit avoir son point commun avec AB. L'ordonnée de ce point doit 
être plus petite que celle de M, celui étant l'élément maximal de la première 
classe. Mais, dans ce cas les solutions provenant des points (x2 , k l ), (X3' kt) 
devraient avoir un point commun, ce qui contredit à l'unicité. Le point M 
ne peut pas, donc, être le point maximal de la première classe. On prouve 
d'une façon complètement analogue qu'il ne peut pas être l'élément minimal 
de la seconde classe. 

L'hypothèse de coupure de Dedekind est donc fausse, c'est-à-dire l'hypo
thèse que toutes les solutions partant de AB sortent du tuyau. Il existe donc 
un point de AB dont la solution reste dans le tuyau pour X -+ + 00. 

Cette démonstration est publiée dans [56]. 

(1) 

III 8. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DU PREMIER ORDRE, DU SECOND MEMBRE FACTORISÉ 

Dans l'article [49] nous avons traité l'équation 
n 

y' = TI (y-~j (x», 
j=l 
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c'est-à-dire ses solutions bornées, en appliquant la méthode de rétracte. Nous 
avons fixé aussi, dans un exemple, un tuyau curviligne, permettant d'établir la 
valeur limite fixe d'une solution. Voici les propositions démontrées. 

Pro p 0 s i t ion 1. Les fonctions cp, (x) étant bornées pour x:;;. Xo et n 
impair, l'équation (1) a au moins une solution asymptotique. 

Pro p 0 si t ion 2. Étant donnée l'équation 

(2) 

(~t, 1Xz,.··, ~k sont les nombres naturels ~1 +~2'" ~k=n), où (ex) CPt (X)<CP2 (x) 
<"'<cpk(x)(k<n), supposons que cPj(x)(j=l, 2, ... ,k) soit une racine 
de l'ordre impair du deuxième membre de l'équation (2) traitée comme poly
nôme en y et qui satisfait à la condition 

(~) 

(Cj, CI+1 sont deux con3tantes telles qu'entre elles n'existe aucune des fonctions 
CPt (x), i=l=j et qui n'ont pas de point communs avec ces fonctions). 

Sous ces hypothèses l'équation (2) a au moins une solution asymptotique. 
Si le changement de signe du polynôme (2) est dans <pj (x) de positif à négatif 
(comptant de CPt (x», l'équation (2) a une classe de solutions asymptotiques. 

Pro p 0 si t ion 3. Dans le cas k = n, n impair, à l'index pair (de CP! (x» 
correspond une classe de solutions asymptotiques et à l'index impair au moins 
une solution asymptotique. Dans le cas k = n, n pair à l'index impair j (de <pj (x» 
correspond une classe de solutions bornées et à l'index pair au moins une 
solution asymptotique de' l'équation (2). 

Pro p 0 s i t ion 4. Dans le cas k = n, où existent deux fonctions CPit (x), 
CPt 2 (x) telles comme CPt (x) dans la proposition 2, il existe une classe de solutions 
asymptotiques de l'équation (2). 

Pro p 0 s i t ion 5. Dans le cas k=l=n, où toutes les fonctions cP, (x), 
(i = 1, 2, ... , k) sont telles comme cPj (x) dans la proposition 2, pour l'existence 
d'une classe de solutions asymptotique3 il suffit que le polynôme (2) change 
de signe deux fois si n est pair et trois fois si n est impair. 

Proposition 6. Si k=n>2, n pair et 

(r) 

toutes les solutions de l'équation (2) appartenant aux points avec y < Cn sont 
asymptotiquement bornées. Si k = n > 3, n impair et (r), toutes les solutions 
de 1'équation (2) appartenant aux points avec c2 < Y < Cn sont asymptotiquement 
bornées. 

Dans l'exemple y' = (y + 2 e--X2
) (y + e-X2

) (Y_X)2 on fixe un "tuyau" 
curviligne. 
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Exemple du tuyau curviligne. Dans le cas de l'équation 

y' = (y + 2 e-X2
) (y+ e-.>:') (Y-X)2 

le long de la droite y = 0 le second membre de l'équation est positif et le long 
de la courbe y=-e:e-x2 (1<e:<2) le second membre est négatif. Nous obte
nons, pour x>xo un tuyau spécial limité plr y=O et y= _€e-x2 qui garantit 
au moins une solution asymptotique restant dans le tuyau pour x _ + 00. 

Etant, cependant lim -e: e-x2 = 0, on déduit que notre solution asymptotique 
x __ +co 

est négative, tendant vers zéro pour x - + 00. 

EXEMPLES ILLUSTRANT LES PROPOSITIONS 1-6. 

Proposition 1. 

y' = (y--sinx) (y-th x) (y_e-X2
) 

a au moins une solution asymptotique. 

Proposition 2. 

y' = (y-sin X)3 (y-x) (y-eX) 

a au moins une solution asymptotique. 

Proposition 3. 

y' = (y + x) (y + ~) (y_e-X2)(y_x) 

a une classe de solutions asymptotiques. 

y' = (y + x 3) (y + x2) (y_e-X2
) (y-x) (y-x2) 

a au moins une solution asymptotique. 

y' = (y + x3) (y + x2) (y + V"X) (y_e-X2
) 

a au moins une solution asymptotique. 

Pro p 0 s i t ion 4. 

y' = (y+ x3) (y_e-X2)(y_e-x2_2) 

a une classe de solutions asymptotiques. 

Pro p 0 s i t ion 6. 

y' = (y-sin x) (y-cos x--3) (y-e-x2 _5) (y-th x-2 7t) 
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a toutes les solutions appartenant au domaine y<C4 (6<C4 <2 7t) asympto
tiquement bornées. 

y' = (y-sin x) (y-cos x-3) (y_e-X2 _5) (y-thx-2 7t) (y_e-X2 _9) 

a toutes les solutions appartenant au domaine C2 <y < Cs (1 < C2 < 2, 5
2
rr:.;;; Cs .;;; 9) 

asimptotiquement bornées. 

(1) 

III 9. "TUYAUX" CURVILIGNES DES SOLUTIONS D'UNE 
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

Ce passage est publié dans [50]. 
Dans notre travail [49] fut traitée l'équation 

n 

yi ~ TI [Y-CPt (x)], 
i=1 

c'est-à-dire solutions asymptotiquement bornés de cette équation. On appliquait 
la méthode de rétracte due à T. Wazewski (voir [22] et [48]). Les "tuyaux" 
contenant les solutions asymptotiques étaient rectilîgnes (x:> xo' Cl <y < C2 ; 

Cl> C2 étant des constantes). 

Cepandant, dans un exemple particulier 

on fixait un "tuyau" curviligne, encandrant une solution tendant vers zéro 
pour x~+ 00. 

Il faut souligner que les "tuyaux" curvilignes permettent de fixer pré
cisément les limites des solutions et non seulement que les solutions sont 
bornées. 

Ces "tuyaux" caractérisent aussi la p08ition des solutions dans le plan 
d'une façon plus précise, en les encadrant par deux courbes fixées, de plus 
en plus proches aux solutions considérées. 

On donne, dans le présent passage deux propositions relatives à l'équation 
(1), sous les hypothèses différentes de celles du travail [49], utilisant les "tuyaux" 
curvilignes, qui permettent d'établir l'existence des solutions tendant vers zéro. 

Pro p 0 si t ion 1. Soit donnée l'équation différentielle 

k 

(2) y' = [y + f(x)] [y + mf(x)] Il [Y-11, (x)]"'i> 
i=1 

où 11, (x) (i= 1, .... , k), f(x) sont des fonctions positives et continues pour x>xo 
et f(x) est une fonction monotone, f(x) ~ + O. SOil ensuite m> 1 un nombre 

x-++oo 
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réel et soient ~ les nombres naturel tels que al + ot2 + ... + otA; = n-2 (n- 2 
étant pair). 

Sous ces hypothèses l'équation (2) a une solution négative tendant vers-O 
pour x~+ 00. 

D é mon s t rat ion, Posons y = 0 au deuxième membre de l'équation (2). 
On obtient 

k 

y' = (_I)CX1 + .. '+CXk mf2 (x) rrhCXj(x»O. 
i=1 

Posons ensuite y= -m.f(x), où 1 <ml <m au deuxième membre de 
l'équation (2). On obtient 

k 

y' = (-l)cx1+" '+CXk (l-ml) (m-ml)f2 (x) rr [md(x) + h (XWi <O. 
1=1 

Le "tuyau" x>xo, -mlf(x)<y<O encadre une solution tendant vers zéro 
(parce que la frontière inférieure -md(x) ~-O et y=O est la frontière 

x ..... +oo 

supérieure du "tuyau"). Étant y' le long de y = 0 positive et le long de 
-mlf(x) négative, on a un "tuyau" assurant, d'après la méthode de rétracte, 
l'existence d'une solution restant dans le "tuyau" pour x ~ + 00. La monotonie 
de cp (x) a3sure "la sortie stricte" le long des frontières (voir [22] et [48]). 

Pro p 0 s i t ion 2. Soit donnée l'équation différentielle 

k 

(3) y' = [y-h (x)]CX1 [y- f2 (x)]CX2 [y-mf2 (x)]'x3 rr [y-h (X)]CXI 
i=4 

où h sont les fonctions continues pour x;;;. Xo, ~ sont les nombres naturels 
otl + ot2 + ... + otk = n (n un nombre impair et, particulièrement otl pair, ot2 impair, 
ot3 pair). Soit ensuite m un nombre réel m> 1. Supposons que la fonction h (x) 
soit une fonction négative et monotone tendant vers -0 pour x ~ + 00. Les 
fonctions h (x), (i = 2, ... ,k) sont positives, f2 (x) est de plus une fonction mo
notone, tend:znt vers + 0 pour x ~ + 00. Soit enfin h > mfz pour i = 4, ... , k. 
Alors, l'équation (3) a une solution tendant vers zéro pour x ~ + 00. 

D ém 0 n s t ra ti 0 n. Posonsy=m1fz (x), (1 <ml <m) au deuxième membre 
de l'équation (3). On obtient 

k 

y' = [md2-h]CX1 [mlfz-f2]CX2[mlf2-mf2]CX3 rr [md2-h]CX1 >0. 
1=4 

Posons y=m2h (x), (0<m2< 1) au deuxième membre de l'équation (3). 
On obtient 

k 

y' =f1
cx1 [m2-1]CX1 [m2h-f2]CX2[m2h-mf2]CX3 rr [m2h-h]CX

I = 
1=4 

k 

= (-I)CX4+ .. ,+cxkflcx1 [m2-1]CX1 [m2h-f2]CX2[m2h-mf2]CX3 rr [h-m2h]CXi <O. 
1=4 
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Le "tuyau" X>X9' m2h (x)<y<m1 12 (x) encadre une solution de l'équation 
(3) tendant vers zéro pour x - + 00. Ce "tuyau" est curviligne par rapport à 
toutes les deux frontière'! (le "tuyau" formé dans la Proposition 1 fut curviligne 
seulement par rapport à la frontière inférieure). 

ID 10. REMARQUES CONCERNANT QUELQUES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS 

Nous considérons ici quelques équations traitées déjà dans le chapitre II, 
où l'on appliquait la méthode d'inégalités tchapliguiniennes. Ici, la méthode 
de rétracte donnera une autre espèce de résultats. 

Considérons, pour x> Xo l'équation abelienne 

(1) y' = 10 (x) + 1. (x) y + 12 (x) JI'-
y+g(x) 

où 10 (x), h (x), 12 (x), g (x) sont, pour x> Xo les fonctions continues et 
bornées, avec lo(x)<O, g(x»O, 12 (x» 0 pour x>xo' Posonsy=O au second 

membre de l'équation. On obtient y' = Jo <O. D'autre côté nous obtenons 
g 

y' =12 (x) Y +11 (X)-12 (x) g (x) + Jo (X)-g (x) (1. (x)-J,. (x)g (x» • 
y+g(X) 

Les fonctions-coefficients étant bornées, le signe du second membre de (1) 
sera, pour y suffisamment grand celui du terme h (x) y. Il existe, donc y* 
tellement que y' (y*»O. Suivant la méthode de rétracte, le tuyau x>xo' 
O<y<y* garantit l'existence au moins d'une solution positive asymptotiquement 
bornée. La fonction y= -g(x)<O donnant les singularités se trcuve au
dessous du tuyau mentionné, sans influer à la conclu~ion obtenue. 

La modification d'hypothèses 12<0, 10>0, g>O donne la conclusicn que 
toutes les solutions positives sont asymptotiquement bornées. 

Considérons l'équation 
1 Jo (x) + 1. (x) y + J,. (x) yl Y = .:....::....c-'-....:....:....~'----''-''--'-....:....:..._ 

y+g(x) 

semblable à l'équation abelienne. Soient pour x;;. Xo les fonctions 10, h, g, 12 
continues et bornées et soit g>O, h>O, h>O, 10<0. 

On obtient, pour y = 0 comme dans le cas précédent· y' = Jo < O. Pour y 
g 

suffisamment grand le signe du second membre de l'équation est celui de 
12 (x) y2. Il existe, donc, le tuyau garantissant l'existence au moins d'une solution 
positive asymptotiquement bornée. 

Considérons l'équation 

(2) 

n 

L: a, (x) y' 
1 j=l y=---- (n>m). 
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Sous l'hypothèse que les fonctions-coefficients soient bornées et continues 
m 

pour x:;;' xo, supposons encore que le polynôme 2: b1 y' n'ait pas de zéros. 
;=0 

Dans les résultats qui suivent on a utilisé deux sortes de tuyaux. Sans compter 
des tuyaux garantissant au moins une solution bornée, on rencontre aussi le 
tuyau ,x>xo, y**<y<y* avec y' (y**»O, y' (y*) <0 assurant que toutes les 
solutions entrant dans le tuyau sont bornées. Dans les cas "au moins une 

solutions bornée", où figure la 'condition avec ao déterminant le signe de la 
ho ' 

solution bornée, on a utilisé, pour la construction du tuyau, le terme y' (0), 
c'est-à-dire l'axe ,x comme la partie de la frontière du tuyau correspondant. 
Pour y suffisamment grand les tuyaux furent déterminés par le membre 

an yn-m. 
hm 

m 

Supposons, pour fixer les idées, 2: b,yi>O (ce qui implique m pair, bm, 
;=1 

bo>O). 

On obtient des résultats suivants: 

1 ° n-m impair (c'est-à-dire n impair), an> 0: il existe au moins une 
solution asymptotiquemenr bo~née. Elle est positive ou négative suivant respective-

ment les signes ao<O ou ao >0 (c'est-à-dire ao<O, ao>O). 
ho ho ' , 

2° n-m impair (n impair), an <0 toutes les solutions sont asymptotique
ment bornées. 

3° n-m pair (n pair), an>O: on ne peut rien conclure. Mais, si l'on 

ajoute Qo <0 (ao<O) on obtient que toutes les solutions négatives et au moins 
ho 

une solution positive sont asymptotiquement bornées. 

4° n-m pair (n pair), an<O: on ne peut rien conclure. Mais, si l'on 

ajoute Qo >0 (ao> 0), on obtient que toutes les solutions positives et au moins 
ho 

une solution négative sont asymptotiquement bornées. 

Dans 3° et 4° (dans tous les deux cas) figurent deux tuyaux de deux 
sortes expliquées ci-dessus. 

La condition n>m dans le cas de la méthode de rétracte peut être omise. 
L'équation (2) n'est pas donc obligatoirement du type 

y'=cp(x)yn+ 'Y (x, y) 

dans le sens expliqué dans le chapitre II. 
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III 11. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
AU SECOND MEMBRE RATIONNEL 

§ 1 

On considère dans ce passage l'existence des solutions asymptotiquement 
bornées (les solutions y (x) telles qu'on a 1 y (x) 1 <M pour Xo <" x< + 00) de 
l'équation différentielle 

(1) 
rr (y-({), (X»aj 

y' = «P (x, y) =l:...=E,-A __ 

rr (y-({), (x»" 1 
iEB 

i=l=j 

A, B étant deux permutations des nombres naturels sans éléments communs, 
telles qu'on a 

AUB={l, 2, ... , m}; AnB= 0, 

où oct, !Xi sont les nombres naturels. Il faut souligner qu'une partie de résultats 
reste valable pour l'équation . 

(2) y' = «P (x, y) + 'JI' (x, y) 

sous l'hypothèse ,de l'unicité dans les régions y =1= CPt (x), et sous l'hypothèse 
que, pour x suffisamment grand, le signe du deuxième membre de l'équation 
(2) reste déterminé par le deuxième membre de l'équation (1). Pour simplifier 
les choses nous ne considérons que l'équation (1), c'est-à-dire quelques cas 
spéciaux dont la généralité est cependant suffisante pour donner le tableau 
qualitatif global des solutions de l'équation (1). 

Pour donner un court historique nous remarquons que nous avons déjà 
traité l'équation du type semblable sous la forme non factorisée 

(l') 

n 

2: ai (x) y' 
, 1=0 y=----

m 

2: hi (x) yi 
1=0 

dans notre travail [53], en appliquant la méthode de Tchapliguine, à l'aide des 
équations de comparaison 

(1/1) y'=cp(x)yk-e; y' =cp(X)yk. 

Les équations (l'), (1") étaient les cas particuliers de l'équation 

(1/1') y' = cp (x) yn + 'F' (x, y) 

traitée d'ul1-e façon plus générale dans les travaux [46], [47], [48] ainsi que 
dans les travaux [49], [50], [51], [53]. La forme (l''') était particulièrement 
convenable pour se servir de la méthode de rétracte due à M. T. Waiewski. 
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Cette forme était cependant, d'une certaine manière, dépassée déjà dans le 
travail [53]. Dans le présent passage elle est dépassée complètement, les degrés 
du numérateur et du dénominateur du deuxième membre de l'équation (1) 
n'étant pas essentiels. 

§ 2 

On pose deux espèces d'hypothèses fondamentales. On a, .d'abord, 

(3) inf (j/k (x) > sup (j/Z (x) 

pour k>l et x>xo' Toutes les fonctions (j/8(x)(s=1, ... ,m) sont supposées 
continues et bornées pour x<x< + 00. Elles n'ont pas de points communs. 
Ces circonstances permettent l'existence des droites y = YU: = const telles que 
l'on ait 

(4) sup (j/z (x) <Ylk<inf (j/k (x). 

Le second ensemble d'hypothèses modifie la condition (3) permettant la 
limite commune pour quelques fonction (j/a (x). Ces hypothèses seront traitées 
dans le paragraphe H. Dans ce moment nous restons sous les hypothèses (3). 
Le cas principal est 0Cj = (Xi = 1. Dans le paragraphe 10 nous montrerons quelle 
est la variation de résultats dans le cas où (X8 ne sont pas tous égaux à 1. 

Remarquons que, le long des courbes (j/, (x) (les courbes appartenant au 
dénominateur du deuxième membre de l'équation (1» le dénominateur de 
l'équation (1) s'annulle. Les fonctions (j/t (x) pour tout iEB étant différentes 
des fonctions cpj(x) (les courbes appartenant au numérateur) pour tout jEA, 
nous voyons que le deuxième membre de (1) tend vers l'infini pour Y proche à 
une des fonctions (j/, (x) (iEB). Mais dans les régions entre deux courbes voi
sines du type (j/, (x) (iEB) toutes les conditions garantissant l'unicité des solutions 
sont remplies. On peut arriver, cependant, que ces solutions ne sont pas pro
longeables pour x - + 00, s'approchant aux courbee; (j/, (x), leurs dérivées 
tendant vers l'infini. Naturellement, dans un tel "tuyau" (entre deux courbes 
voisines (j/t (x» peuvent exister aussi les solutions prolongeables pour x- + 00, 

mais dont l'existence ne sera pas toujours p!ouvée. 

Supposons qu'entre deux courbes (j/i (x) (iEB) il n'y a pas d'autres cour
bes de l'ensemble (j/a (x) (s = l, .... ,n). Les solutions appartenant à un tel 
"tuyau" nous nommerons par "classe réduite de solutions bornées" (CRB). Ces 
solutions sont en tout cas bornées, ne pouvant pas sortir du tuyau, limité par 
deux courbes le long desquelles le deuxième membre de l'équation (1) reste 
indéfini. Aux points de ces courbes limites n'appartiennent donc aucunes 
solutions. 

Envisageons maintenant une courbe q>j (x) UEA). et considérons deux 
régions voisines à cette courbe. Il s'agit des régions obtenues par la division 
du plan XOY faite par les fonctions (j/8 (x) (s = l, ... , m). Entre deux courbes 
quelconques lPs(x) on peut poser au muins une droite du type (4). Soit y = Yi* 
une telle droite posée dans la région voisine "inférieure" de '(j/i (x), et Y = Yi** 
ulle telle droite dans' la région voisine "supérieure". Soit dans les points le 
long de la droite Y=Yi** 'le signe du deuxième membre de (1) positif, et le 
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long de la droite Y= Yl négatif. On aura alors, d'après la méthode de rétracte 
(voir [22], [23], [24]), dans le "tuyau" x>xo, Yl*<Y<Yl** au moins une 
solution bornée, restant dans le tuyau pour x-+ 00. Nous désignerons une 
telle solution par USB ("une solution bornée"). Si le signe du deuxième membre 
de (1) est le long de y = yj** négatif, et le long de y = yj* positif, toutes les 
solutions entrent dans le "tuyau" et toutes sont bornées pour x - + 00. Une 
telle classe nous désignerons par CSB ("classe de solutions bornées"). Ü;est 
facile d'établir l'existence d'une telle classe, par la méthode de rétracte, mais 
autrement aussi. 

Soit Y=<P] (x) <<pt (x)(k=2, ... , n) la fonction du type <Pi (x)(iEB). Soit 
le signe du deuxième membre de (1) positif pour Y<<PI' Toutes les solutions 
appartenant aux points y < <Pl sont bornées au-dessus pour x - + 00, mais 
elles peuvent avoir les asymptotes verticales. Une telle classe nous désignerons 
par CRB*. En effet, ces solutions sont croissantes, mais ne peuvent pas pa<;ser 
la courbe y = <Pl' Cependant, elles peuvent "tomber" dans - 00 au voisinage 
des points finis. 

La circonstance Ot( = Otj = 1 (nous avons admis cette condition) assure. le 
changement succéssif du signe du deuxième membre de l'équation (1) dans 
les régions entre les courbes ,,(x)(s= 1, ... , m,). Nous pourrons donc déter
miner l'existence CRB*, CRB, USB, CSB. Suivant les permutations A, B nous 
aurons les cas différents. Nous obtiendrons une ou plusieurs de classes CRB 
séparées l'une de l'autre par les courbes <p" une ou plusieurs de solutions USB 
séparées l'une de l'autre par les courbes <Pi ou non, une ou plusieurs de classes 
CSB séparées par <p, ou non. Il y aura aussi de combinaisons plus compliquées 
que dans les situations exposées. Citons un tel exemple. 

Soient <pj* < <pj** < <pj*** trois courbes voisines du type <pj (jE A) entre 
lesquelles il n'y a pas d'autres courbes <ps. Soit le signe du deuxième membre 
de (1) positif dans la région <pj*<Y<<Pj**, négatif dans <pj**<Y<<Pj***, positif 
pour Y><Pl*** (la région voisine "supérieure" de <pj***). Il existe donc CSB 
dans la région entre <pj* et <pj***. Mais, dans la région déterminée par la droite 
du type Y=Ykl (de la région <pj**<Y<<pj***) et par une telle droite dans la 
région Y><pj***, il existe USB. Évidemment, les solution appartenant aux points 
dont les ordonnées sont plus petites que celles de USB et plus grandes que 
celles des points appartenant au "tuyau" CSB, seront aussi bornées. L'existence 
de USB donne donc un élargissement de CSB, qui devient limitée par USB. 
Une telle classe nous désignerons par CSB. 
Il est facile maintenant de définir CSB et aussi CSB. Il y a aussi d'autres 

-- --
nuances. Nous ne fixerons que CRB*, CRB, USB, CSB, CSB, CSB, CSB, 

c'est-à-dire sept situations. Par "USB séparée" et "CSB séparée" nous désig
nons la séparation des solutions en question par les courbes <Pi CiEB) dans 
tous les cas où elle a lieu clairèment. 

L'hypothèse (3) permet d'introduire la convention 

(3') <Pl (x) < <P2(X) < ... <<pm (x). 

Cette convention sera strictement appliquée dans tout le travail.. Pour chaque 
hypothèse sur les permutations A, B tenant compte du changement successif 
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du signe du deuxième membre de (1), de la méthode de rétracte, de la nature 
des solutions au voisinage de cPj et des théorèmes fondamentaux concernant 
l'existence, l'unicité et le prolongement des solutions, nous pourrons toujours 
faire un schéma auxiliaire (qui ne sera donné dans le texte pour tenir compte 
de l'économie de l'espace) nous donnant le tableau qualitatif des solutions. 
Ce schéma aura, en vérité, la valeur de démonstration. Nous traiterons 
quelques permutations principales A, B soulignant ce qui est essentiel dans 
le cas des autres. 

§ 3 
.Considérons l'équation (1) pour ~=a.j= 1, sous les hypothèses (3), (3') 

sur les fî;>nctions cps (x) (s = 1, ... , 71) bornées et continues pour x;;;. XO. 

Pour qu'il existe au moins une USB il suffit que dans le deuxième membre 
de l'équation (1) figure au moins une fonction cPj(x) UEA) (telle que l'on a 
pour y=CPj, y'=o, y' étant le premier membre de l'équation (1». 

En effet, grâce au changement succéssif du signe du deuxième membre 
de (1), les signes de ce membre au dessous de cpj et au-dessus d'elle sont 
différents. Deux droites y = yj*, y = yj** du type (4) (Y1* <cpj (x) <yj**) donnent 
"le tuyau" garantissant soit USB soit CSB; en tout cas au moins une solution 
bornée. 

Dans l'exemple, cependant, 
, 1 

y= ---
(y-q>t) (y-q>z) 

où il n'existe aucune fonctioncpj on ne peut pas garantir de.> solutions bor
nées pour x -+ + 00, mais on y voit directement une CRB* et une CRB, la 
première pour y<CPl; la seconde pour cp] <y<CP2. 

e-:J: 
Dans l'exemple y' = y-e-X la solutiOn USB sera la fonction y = -- . 

.2 
On constate encore que cette solution tend .vers ~ro pour x -+ + 00. Elle 
appartient, notamment, au "tuyau" O<y<e-x, un "tuyau curviligne". Nous 
parlerons sur les "tuyaux curvilignes", en cadre du paragraphe Il. 

Dans l'exemple y'=y-x (où il n~existe qu'une fonction cps, plus préci
sément une fonction cpj-Ie nombre minimal possible de telles fonctions), nous 
obtenons l'intégrale générale y = x + 1 + ceX. Evidemment, aucune solution n'est 
pas bornée pour x -+ + 00. La fonction CPl(X) = x ici n'est pas cependant 
bornée, ce qui signifie que toutes les hypothèses de ce paragraphe ne sont pas 
remplies, 

§ 4 
Considérons, l'équation 

(5) y' = (y-q>n+l) (y-q>n+2)" . (y-q>zn) 

(y-q>t) (Y-q>z)" . (y-q>n) 

avec (3), (3') et cps continues et bornées pour x;;;. xO' Dans le cas 71 pair, on 
obtient une classe CRB* pour y<CPl' et encore 71-1 classes CRBséparés par 
cps (s = l, ... , 71), et enfin une classe CSB bornée par la droite y = Ykl du type 
(4) appartenant à la région voisine à CP211 au-dessus. Dans le cas 71 impair, cette 
classe CSB, devient CSB, le signe de (1) entre ~11 et CP1l+1 étant négatif. 
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L'équation "réciproque" 

(5') y' = (Y-CPt) (Y-CP2)" • (y-cp,,) 

(Y-CP,,+t) (Y-CP'l+J·· '(y-CP2") 

donne, pour n pair, une classe CSB (toutes les solutions appartenant au points 
y < USB (USB donnée par "le tuyau" encadrant y = CPn) et n-l classes CRE, 
séparées par !pa (s = n + 1, ... , 2 n). Pour n impair, la classe CSB devient CSB 
(toutes les solutions appartenant au point Y<Ykl (Y=Ykl étant la droite du type 
(4) entre CPn et CPn+t). Les classes CRE (n-l) restent comme dans le cas n pair. 

Dans les cas (5) et (5') sans compter les différences des détails, on 
peut conclure que, globalement, la fonction CP2n donne la limite des solutions 
bornées, soit elle-même (5') soit y = Ykl voisine à elle, au-dessus. 

(6) 

§ 5 
Considérons l'équation 

y' = (Y-CP2) (Y-CP4)' . '(Y-CP2") 

(Y-CPt) (y-cpJ ... (Y-CP2 ,,- ,) 

avec les mêmes hypothèses sur CP8 (s = 1 •... , 2 n) comme dans le paragraphe 
précédant. 

Comme dans le paragraphe précédant, nous avons, pour Y<CPt une classe 
CRE*. Le "tuyau" encadrant CP2n donne une USB. Mais, on y voit encore n-l 
"tuyaux" encadrant les foncrions CP2' CP4' ••• , CP2 n-2 et garantissant encore n-l 
USB, séparées par les fonctions CPl' CP3' ••• , CP2 n-1' Il y a, en somme, n USB séparées. 

(6') 

L'équation "réciproque" 
y' = (y-cp,) (y-cp) •.. (Y-CP2" -,) 

(Y-CP2) (y-cp.) ... (Y-CP21l) 

donne n-l classes CSB séparées par les courbes !P2' CP4' ••• 'CP2n, mais aussi 
une classe CSB très large, produite par le "tuyau" encadrant CPl' qui donne 
le résultat que toutes les solutions pour Y<Ykl (au-dessous de CPt) sont bornées 
pour x-+ 00. 

Ici, la courbe CP2n fait aussi une sorte de limite supérieure des solutions 
bornées. Les résultats de § 4 et de § 5 sont, donc, très semblables, concernant, 
en général, le cas où le nombre de facteurs du numérateur est égal à celui 
du dénominateur. 

§ 6 

Voyons maintenant les cas où les nombres de facteurs du numérateur 
et du dénominateur sont différents. La méthode de recherche est la suivante: 
on considère d'abord une des situations déjà- traités dans § 4 et § 5 et l'on 
ajoute encore un facteur au nominateur ou au dénominateur. 

(7) 

Soit donnée l'équation· 

y' = (Y-CPn+') (Y-CP"+2)" . (Y-CP2") (Y-CP2"+t) 

(y-cp,) (Y-CP2)" '(y-cp,,) 

avec n impair, avec les mêmes hypothèses sur cp, (s = 1, ... , 2n + 1) comme dans §4,5. 

9 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes ••. 
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Traitons le résultat en comparasion avec celui sans le facteur (Y-lP2n+l)' 
On obtient une classe CSB limitée par la droite du type (4) voisine à la courbe 
y=lPn (au-dessus) et par USB provenant du "tuyau" encandrant y=lP2n+l' A cette 
classe correspond (dans le cas sans (Y-lP2n+l) une classe CSB moins "riche" que la 
nouvelle). Le nombre (n-l) de classes CRE séparées reste le même mais il 
n'existe plus la classe CRB*. 

L'équation "réciproque" est 

(7') 

On obtient n classes CRB séparées (pour les régions entre les courbes lP' (i = n + 1, 
... , 2n+l) et une classe CSB dans la région au-dessous de la courbe Y=lPn'l' 
En comparasion avec la situation sans (Y-lP2n+l) on y voit une nouvelle CRB, 
tandis que la classe "riche" CSB est restée essentiellement la même, parce 
que, dans la nouvelle situation, toutes les solutions pour Y< USB "inférieure" 
de CSB sont aussi bornées pour x -- + 00, suivant l'unicité des solutions. On 
peut considérer le cas n pair d'une façon analogue. 

§ 7 

Considérons le cas 

(8) y' = (Y-IP2) (Y-IP,)' .. (Y-IP2 n) 

(Y-IPt) (Y-IPJ)" '(Y-IP2n-1) (Y-IP2n+t) 

Entre les courbes y = CPt (i = 1, 3, ... , 2 n + 1) on voit n classes CSB séparées. 
En comparaison avec la situation sans (Y-lP2n+l) nous constatons une situation 
essentiellement différente. La classe CRB* n'existe plus, et n solutions .séparées 
USB sont devenues n classes séparées CSB. 

(8') 

Dans le cas réciproque 

y' = (Y-IP1) (y-IP3)" '(Y-IP2n-1) (Y-IPl/Hl) 

(Y-IP2) (y-IP,)' .. (Y-IP2n) 

on obtient n + 1 solutions USB séparées tandis que dans la situation sans 
(Y-CP2n+l) il Y avait n classes CSB, dont une "riche". 

§ 8 

Les paragraphes 6 et 7 traitèrent les cas où la différence des nombres 
de facteurs du numérateur et du dénominateur était égale à 1. Voyons main
tenant les cas où cette différence est plus grande que 1. 

Considérons d'abord la position (7). Nous ajouterons au numérateur 
succesivement les nouveaux facteur." par exemple pour obtenir 

(9) y' = (y-IPn+l)" . (Y-IP2n+ 1) (Y-IPln+l)" • (y-IPr) . 

(Y-IP1) (y-IPl)' •• (Y-IPn) 

Les dessins montrent tout de suite que le nombre de CRE reste inl'ariable en 
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comparaison avec (7). Si nous ajoutons cependant 1, 3, 5, ... facteurs, on y 
voit une CRB* de plus pour Y<!Pl' Dans ce cas la classe CSB devient CSB. 

Dans le cas où l'on ajO,ute 2, 4, 6, ... facteurs, la classe CSB reste CSB deve
nant toujours plus "riche". Étant n pair il n'y a qu'une petite nuance différente: 
à la classe CSB ici correspond CSB et réciproquement. ~ 

On peut déduire les conclusions analogues pour toutes les situations où, 
dans la première position, le nombre de facteurs diffère pour 1. Nous ne 
considérerons qu'un de tels cas; notamment, partant' de (8) nous ajouterons 
les facteurs au dénominateur pour obtenir 

(10) y' = (y-cp;' (y-CP.)' .. (y-CP2 li) 

(Y-CPt) (y-CP3)" . (Y-CP2R-t) (Y-CP2R+t) (Y-CP2R+2)" . (y-cp,) 

Dans la position (8) on a constaté n classes CSBséparées. Chaque nOveau 
facteur donne une nauvelle classe CRB, entre les nouvelles courbes ajoutées. 
Chaque noveau facteur fait les USB passer dans CSB et réciproquement. Dans 
le cas où le nombre de noveaux facteurs est impair, on obtient encore CRB* 
pour Y<!Pl' 

§ 9 
Dans les paragraphes 4, 5, 6, 7, 8 c'est-à-dire pour les équations (5), 

(5'), (6), (6'), (7), (7'), (8), (8'), (9), (10) nous avions les structures fixes du 
deuxième membre des équations en question, ce qui veut -diTe que les per
mutations A, B (voir (1» étaient aussi fixes. Maintenant, nous examinons 
le cas de (1), pour (Xi = (Xi = 1 et sous les hypothèses (3) et (3') pour les fonc
tions !pa (s= 1, ... , m) continues et bornées, sans tenir compte des permutations 
A, B. Nous allons voir quelles sont les variations de la situation qualitative 
des so'utions lorsque, partant d'une position quelconque un facteur du numé
rateur devient tout simplement un facteur du dénominateur et réciproquement. 

Le nombre de facteur restant, en réalité, le même, !es courbes !pa restant 
dans la même position géométrique (les inégalités (3') restent invariables), il 
en résulte que le signe du deuxième membre de (1) entre !ps reste aussi 
inchangeable. Les champs entre ces courbes réservent leurs orientations. Mais, 
malgré cela, la situation qualitative des solutions change, parce que les cour
bes du type !Pi (iEB) deviennent les courbes !Pi UEA) et réciproquement. 

Imaginons qu'une courbe !Pi devient la courbe !Pi. Considérons deux 
courbes !PB voisines à !Pi (!p* <!Pi <!p**). Les courbes !p*, !p** peuvent être toutes 
les deux du type !Pi, ou toutes les deux du type rpj, ou l'une du type !Pi et 
l'autre du type !Pi. Le signe du deuxième membre de (1) est dans les régions 
!P*<Y<!Pi et !Pi<Y<!P** contraire et il peut être dans la première positif et 
dans la seconde négativ ou inversement. Nous allons construire le schéma de 
la position primitive pour la courbe !Pi, avant sa transformation dans !Pi. Si 
!p* est du type !Pi> on la désignera par !Pi *. Le sens des désignations !Pi *, !Pi * * , 
!Pi*, rpj** est maintenant clair. Tenant compte du signe du deuxième membre 
de (1) dans les régions en question et le résultat correspondant concernant 
les solutions bornées dans ces régions, on peut écrire, par exemple: 

!Pt* + !Pi-!Pj** + : CRB, USB. 

,. 
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On peut lire: la courbe inférieure e3t du type IFi' entre IFi* et IFi le signe de 
(1) est positif, entre IFi et IFj** le signe de (1) est négatif, la courbe supérieure 
est du type tpt, au-dessus d'elle est, naturellement, le signe de (1) positif. 
Cela veut dire qu'on a (entre IF,,* et IFi) une classe CRE, et que l'encadrement 
du IFj** donne une USB. Supposons que IFi soit devenu tpt. L'analyse simple 
montre qu'on obtient une CSB, tandis que CRB n'existe plus. Nous écrivons 
donc 

IF,,* + IFi-IFj** + :, CRE, USB; , (IFi - IFi) => CSB. 

Tous les cas possibles sont donnés par le tableau suivant: 

IFi* + IFi-IFi** + : CRE, CRE; (IFi - tpt) => CSB 

-IF,,*-tpi+IFi**-:CRE, CRE; (IFi-IFi) => USB 

tpj* + IFi-IF"** + : USB, CRE, (IF,,- tpt) => CSB 

IFi*-IF" + tpi**- : CSB, CRB, (IFi - tpt) => CSB 

IFi*+tpj-t>j**+ : CRE, USB, (IFi-IFi) => CSB 

tpi*-IF" + IFj**- : CRE, CSB, (tpi - IFj) => CSB 

tpj* +IFc-':'IFj** + : USB, USB, (tpi - tpi) => CSB 

tpj*-tp(+ tpj**- : CSB, CSB, (tpi - IFj) => CSB, 

'Il est évident que le même tableau peut servir pour illustrer' la transfor
mation inverse, lorsque les fonctions IFj deviennent fonctions IF~. Au lieu 
de tpi il faut toujours écrire' tpj et changer la place des symboles entre ,,:" 
et " => " d'un côté et à droite de " => " d'autre côté. 

§ 10 

Jetons un regard à l'équation (1) où n'est pas toujours oct=a.i= 1" c'est
à-dire où, au deuxième membre, il y a de facteurs du type, (Y-IFs)k (k-un 
nombre naturel) figurant au numérateur ou au dénominateur. Evidemment, pour 
k impair, rien ne change dans nds considérations - la situation est la m~me 
comme dans le cas oct = (l,i = 1. Mais, pout k pair, le signe du deuxième membre 
de (1) ne change pas au voisinage de IFs, Eri général, lès résultats sont semb
lables à ceux qu'on obtient sans le facteur (Y-IFs)k, avec certaines modifica
tions que nous allons expliquer exposant quelques exemples. 

Envisageons l'équation 

y' = (y:-cp,) (y-CP2)2k (y-CP) . 

(y-CP.) (y-CPs) , 

Toutes les solutions appartenant aux point pour y< USB (USB provenant du 
"tuyau" qui encadre IF3) sont bornées. Il existe aussi une' CRB entre tp4 et <ps. 
L'équation sans le facteur (y-tp2)2 k 

offre le rr,ême résultat. 

, y'= (y-cP,) (y-CP) 

(y-CP.) (y-CPs) 
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Mais, posant un tel facteur au dénominateur, par exemple 

y' = (y-cp]) (y-<P2) 

(Y-CP3) (y_cp.)2/c (y-CPs) 

nous obtenons le résultat suivant: on a une classe CSB et deux classes CRB. 
L'équation 

y' = (y-CP]) (Y-CP2) 

(Y-CP3) (y_cp.)2 le (Y-CPs) 

n'a cependant qu'une classe CRB. Cette variation n'est pas essentielle, <P4 étant 
entre <P3 et <Ps - un nombre plus grand de CRB n'est que formel. Dans les 
autres cas l'adjonction de tels facteurs porte aussi quelques variations non
-essentielles" diminuant parfois l'ampleur des classes de solutions bornées pour 
x --+ + 00 en faveur des solutions CRB. 

La fonction <ps provenant du facteur (y_<ps)2k peut être <Pmax, <P;;'in ou 
une courbe entre deux autres. Soit <Pmax = <ps. La courbe voisine (au-dessous 
d'elle est <PS-l' Soit <PS-l du type <Pi' Dans la situation sans (Y-<ps)2 k on ne 
peut dire rien sans considérer <PS-2' Mais, après avor ajouté (Y-<ps)2k on 
obtient CRB entre <PS-I et <ps. Soit <PS-l du type cpj. Son encadrement gar~n
tit USB. L'adjonction du facteur (y-<ps)2k donne cette USB mais aussi une 
sorte de CRB* entre la frontière supérieure du tuyau formant USB et <ps. 
Soit <Pmin=<PI' Soit <P2 du type <Pi au voisinage duquel (1) change de signe qui 
est positif au-dessus. Sans (Y-<PI)2k on ne peut dire rien sans examiner <P3' 
Si l'on ajoute (Y-<Pl)2k on obtient une CRB, entJe <Pl et t:p2' Dans le cas ou 
ce signe est au-dessus de <P2 négatif, on a CRB*. Si l'on ajoute (Y-<Pl)2k, on 
obtient CRB* et CRB, mais l'ampleur de ces solutions reste la même. Pour <P2 
du type <Pi, on a USB pour (1) positif au-dessus de t:p2' Si l'on ajoute (Y-<Pl)2k 
on obtient une sorte de CRB* de plus, entre <Pl et la limite inférieure du 
tuyau. Pour <P2 du type <Pi, on a CSB pour (1) négatif au-dessus de <P2' Si l'on 
ajoute (y_<p)2k cette classe CSB devient une CSB moins ample et une CRB*. 

Les cas où <ps paraît entre deux courbes, nous donneront par le tableau 
suivant: 

+ <Pi*-cpj** + CSB (<ps) ~ CSB, USB 

-<pj* + <pj**-CSB (<ps) ~ USB, CSB 

+<Pi*-<Pi**+CRB*, CRB(<ps) ~ CRB*, CRB, CRB, 

-<Pi* + <Pi**-CRB (<ps) ~ CRB, CRB 

+<Pi*-<Pi**+CSB(<ps) ~ CSB, CRB 

-<pj*+<Pi**-USB(<ps):::> USB, CRB 

+ <Pi*-<Pj** + CRB*, USB(<ps):::> CRB*, CRB, USB 

-<Pi* + cpj**-CSB (<ps) :::> CRB, CSB 
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On lit, par exemple, la dernière ligne tellement: La situation pnmluve con
tient deux fonctions: CP'l* du type CPt et CP1** du type Cfi1. La succession de signes 
est respectivement - + -. On a CSB. Si l'on ajoute cps du type (y_cps)2k (au 
dénominateur) entre ces deux courbes, on obtient CRB, CSB. 

Une étude de ces 12 situations confirme notre conclusion que les vari
ations des résultats ne sont pas essentielles, mais peuvent diminuer les classes 
bornées pour x -- + 00. Naturellement, il s'agit des adjonctions dans le cas où 
les facteurs correspondants aux courbes voisines en question sont simples, ce 
qui donne la clarté à la discussion. 

§ 11 

Considérons aussi l'équation (1) mais sans les hypothèses (J." = (J.1 = 1, (3), 
conservant la condition CPj <CP2< .•. <<pm pour les fonctions cps continues et 
bornées pour x;;;. xo. Il y aura des cas où l'une des fonctions cps est monotone, 
croissante ou décroissante et qu'on a lim cps = 1 (III < 00). Supposons que cps 

x ..... +oo 

soit une fonction dont le facteur appartient au numérateur, qu'elle est mono
tone et croissante et qu'elle tend vers 1 (III < 00) pour x __ + 00. Supposons 
encore que la droite y = 1 se trouve, pour x;;;. xo' dans la région entre cps et 
CPS+l et que le signe de (1) soit positif dans cette région. Soit le signe de (1) 
négatif dans CP8-) <y<cps. On pourra construire, dans la dernière région, sous 
les hypothèses simples sur CPS-j une courbe y = cP (x) monotone et croissante 
tendant aussi vers 1 pour x __ + 00. La droite y = 1 et la courbe y = cP (x) for
ment un "tuyau" garantissant USB, qui tend aussi vers 1 pour x __ + 00 

(voir [50D. 

Soient, enfin, y = CP8 et y = CPS+j deux fonctions dont les facteurs appar
tiennent au numérateur de (1), où cps est monotone, croissante et tend vers 1 
pour x -- + 00 et cps+j est monotone, décroissante et tend vers la même valeur 
pour x __ + 00. La droite y = 1 est entre ces deux courbes. Soit dans la région 
CPS+l <y<CP8+2 le signe de (1) négatif ou positif, dans la région cps<y<CPS+l 
positif, et dans la région CPS-j <y<cps négatif. Sous les hypothèses simples 
concernant CPS-j on peut construire deux fonctions 'F\ (x), 'Yz (x) (CPS-I < 'YI <cps 

et CPS<'Y2<CP8+1)' par exemple 'Yz=cps++l où 'Yt(x) est monotone, croissante 
2 

et tend vers 1 pour x __ + 00 et 'Y2 (x) monotone, décroissante et tend vers 1 
pour x __ + 00. Ces deux courbes (voir [46], [50]) forment un "tuyau" garantissant 
USB qui tend aussi vers 1 pour x __ + 00. 

Il est clair qu'on peut obtenir tellement une classe de théorèmes constatant 
l'existence des solutions qui sont bornées pour x __ + 00 et qui, pour x __ + 00, 

tendent vers les valeurs fixes, qui peuvent être différentes l'une de l'autre. 

Remarque 1. Il faut remarquer que dans les cas les plus simples, où cps 
sont des constantes, les droites y = CPj (appartenant aux facteurs du numérateur) 
donnent les vraies solutions de l'équation (1). Si cps du dénominateur sont aussi 
constantes, les équations en question sont solubles par les quadratures. Cela per
met, dans les cas simples, la vérification des résultats dont nous avons parlé. 
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Mais, même dans ces situations où nous obtenons facilement l'intégrale géné
rale, celle sera donnée dans une forme implicite, difficile à étudier. La mé
thode qualitative, exposée dans ce article restera donc utile. 

Remarque 2. M. Milosav Marjanovié (Université de Belgrade) nous a 
remarqué que la condition 

inf !Pk (x»SUP!P1 (x) 

pour k> 1 et x;;. Xo peut être omise. Notamment, au lieu des droites se trou
vant entre deux courbes voisines !pa (x) nous pouvons considérer des lignes 
polygonales composées de segments parallels aux axes x et y. Les segments 
paralle1s à 1'axe x suffisent pour former l'ensemble S de sortie stricte. Il est 
toujours possible (!'fls (x) bornées, continues pour x;;. Xo et !Pl < •.• <!'flm) de 
former les lignes polygonales en question. La condition dont on parle peut 
être omise, évidemment, dans III 8 aussi. 

111 12. REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE MICHEL PETROVITCH 

Nous traiterons dans ce passage le résultat suivant de Petrovitch ([32], 
[33],[34]) qui l'a démontré en se servant du théorème de la moyenne. 

Étant donné l'équation 

(1) y" =f (x) y 

où f (x) est une fonction réelle, finie et continue dans un intervalle (a, b) de x, 
toute courbe intégrale y dont la dérivée première s'annule dans un point (xo' Yo) 
compri, dans l'intervalle (a, b) où f est positive, est dans cet intervalle com
prise entre deux courbes 

(2) 

où N et M désignent une limite inférieure et une limite supérieure de f (~) 
pour les valeurs comprises entre Xo et X. Si f est négative dans (a, b) supp.osé 
suffisamment étendu, la courbe y est oscillante, se composant de demi-ondes 
alternativement positives et négatives. Chaque demi-onde soit positive, soit 
négative, est comprise entre les d~ux courbes 

(3) y = Yo cos (x-xo) V N et y = Yo cos (x-xo) V M 

N et M ayant des significations précédentes relatives à - f (x). 
Il est connu qu'on réduit (1) à l'équation de Riccati 

(4) z' +z2-f(x)=O 

après avoir p:>1:é y = eIzdx
. Dans l'article ([45]) nous avons appliqué le théorème 

de Tchapliguine à l'équatio:1 (4) démontrant qu'on obtient les courbes (2), (3) 
à titre des courbes d'encadrement. On a démontré tellement le théorème de 
Petrovitch d'une autre manière. Utilisant les résultats du passage II 6 nous 
allons démontrer ce résultat d'une troisième manière, utilisant la méthode de 
rétracte. 
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Dans le passage en question on peut. trouver que pour l'équation 

L(y) = y" + a (x) y' + b (x) y-f (x) = 0 

de l'inégalité L(v»O(L(v)<O) dans (xo' Xl] suit v (x»y (x) (v (x) <y (x» dans 
le même intervalle sous certaines conditions. La condition suffisante est l'exis
tence au moins d'une solution continue de l'équation de Riccati 

z' + Z2 + a (x) f + b (x) = 0 

dans [xo, Xl]. 

Dans notre cas on a 

L(y)=y"-f(x)y=O et Z'+Z2_ f (X)=0. 

Considérons d'abord le cas O<N <f (x)<M pour yo>O. Si l'on pose au pre
mier membre de l'équation la fonction v (x) = y = Yo ch (x-xo) (M, on obtient 
L (v) > o. Si l'on pose u (x) = y = yo ch (x-xo) VN, on obtient L (u) < O. Il faut 
enfin considérer les conditions suffisant~ en question. 

Pour k suffisamment grand, grâce au fait que f (x) est bornée, le second 
membre de l'équation k' = -k2 + f (x) sera négatif. Cependant pour k = 0, on 
a k' = f (x) > O. Soient k = kl et k = k2 (k2 < 0, k1 > 0) deux droites telles que l'on 
a -kI

2 +f(x)<0 et -kl+f(x)<O. Le "tuyau" x>xO,k2 <k<0 garantit au 
moins une solution continue de "l'équation de garantie" de Riccati dans 
(xo' + 00), et le tuyau x>xo' O<k<kl offre même un ensemble infini de 
telles solutions. Les conditions suffisantes sont remplies et u (x) et v (x) sont 
les courbes d'encadrement (la courbe inférieure et la courbe supérieure) Pour 
yo < 0 la courbe v devient inférieure et u devient la courbe supérieure. 

Pour O<N<-f(x)<M c'est-à-dire pour f(x)<O le second membre 
de k' = - k2 + f (x) est toujours négative. On ne peut pas former des tuyaux 
semblables à ceux du cas précédent. Il est clair, cependant qu'il existe de 
voisinages où les solutions de l'équation de Riccati en question sont continues 
ce qui donne la validité à l'inégalité de Petrovitch, parce que dans ce cas, 

pour Yo>O, u=uo cos (x-xo) VN, v=Yo cos (x-xo) VM on obtient L (u» 0, 
L(v)<O (pour yo<O:L(u)<O, L(v»O), ce qui est facile à vérifier. 

On peut trouver dans notre travail [61] plusieurs commentaires concernant 
les résultats de Petrovitch. 

CHAPITRE IV 

SOLUTIONS APPROXIMATIVES PRESQUE 
STABLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

Nous allos généraliser dans ce chapitre la notion de stabilité dans le 
sens de Liapounoff, pour comprendre et définir exactement une classe de so
lutions et de solutions approximatives figurant dans quelques de nos travaux 
([46], [48], [49], [50], [53], [55]). 

---------------
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Étant donnée l'équation 

dx 
-=f(x,t), 
dt 

137 

(f (x, t) étant une fonction continue, satisfaisant à une des conditions d'uni
cité), la solution x (t) est dite stable dans le sens de Liapounoff (ou, simplement, 
stable) si à tout nombre arbitraire e:>0 correspond toujours un ~ (e:, to»O 
tel qu'on a 1 x (t)-xdt) 1 <e: pour lx (to)-xdto) 1 <~, dans l'intervalle infini 
t> to (Xl (t) une autre solution de (1». Dans le cas où lim 1 x (t)-'::xdt) 1 = 0 la 

t~oo . 

stabilité est dite asymptotique. Pour ~ (e:, to) indépendant. de to, la stabilité est 
uniforme. . . 

On traite très souvent la solution stable x=xo = const ou, enfin, x= 0, 
ce qui ne diminue pas la généralité. Vraiment, la transformation des coordonnées 
x=xo+x-x(t) ou x=x-x(t) réduit la solution x=x(t) à la solution x=xo 
ou x=O dans le système noveau, pour l'équation ainsi transformée. La solution 
x = Xo annule la fonction f (x, t). On l'appelle aussi "le point singulier". 

Excepté les solutions du type x = Xo annulant la fonction f (x, t), dans 
la théorie qualitative sont souvent traitées les autres fonctions provenant de 
l'équation f (x, t) = O. Les courbes obtenues sont les lieux géométriques des points 
stationnaires, jouissant parfois très bien le rôle des solutions approximatives. 

Dans notre généralisation qui va suivre, la constante arbitraire e: ne pourra 
pas être tout à fait arbitraire. 

Donnons, alors, la suivante 

DE FIN 1 T ION. Soit x = cp (t) une fonction arbitraire définie pour t> to. 
La fonction x = cp (t) sera dite la solution approximative presque stable de l'équation 
(1) si à tout nombre e:>1>0 (1 un nombre fixe) correspond un ~(e:, to»O tel 
que l'on a Ix(t)-cp(t)I<e: pour Ix(to)-cp(to)I<~ dans l'intervalle infini t>to 
(x (t) une solution de (1». ' 

Ici, comme 0:1 a déjà souligné, le nombre e: est toujours plus grand 
qu'un nombre 1 fixe. Cette restriction imposée à e: permet cependant de com
prendre les classes de solutions qui ne sont pas stables, mais jouissent tout 
de même une propiété assez régulière. Les solutions stables sont aussi comprises, 
étant aussi "presque stables", parce que, e: étant arbitraire, la définition est 
valable pour tout e: > 1> O. Dans les cas où x = cp (1) présente la vraie solution 
de (l), le mot "approximative" doit être supprimée. 

EXEMPLE* Envisageons une fonction x=cp (t) tell qu'on a m<cp (t)<M 
pour t>to (m, M-Ies constantes). Soit f(m, t»O et f(M, t)<O. Dans ce cas 
évidemment toutes les solutions appartenant au points m <; x <; M, t> to restent 
dans le tuyau envisagé pour t > to. La fonction x = cp (t) est la solution presque 
stable. Vraiment, posons M-m=l. Le tuyau m<;x<;M sera encadré par le 
tuyau curviligne cp(t)-e:<x<cp(t)+e: (e:>I) parce qu'on a cp(t)-e:<m et 
cp (t) + e:>M pour e: > 1 = M -m. Etant m<cp (to) <M et toutes les solutions 
appartenant aux points m <; x <; M, t> to restant dans le tuyau rectiligne, on 
peut toujours choisir un ~ (e:, to) tel que x (t) reste dans le tuyau t;;. to, 
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m<x<M si J'on a Ix(to)-q1(to)l<o. Cette solution restera a fortio.i dans le 
tuyau plus large q1(t)-e:<x<q1(t)+e:, toujours pour t>to• 

Dans le cas où la différence M-m est suffisamment petite, la fonction 
<P (t) peut bien servir comme une solution approximative. 

11 faut souligner aussi que les solutions de (1) appartenant aux points 
(t l , Xl) (11) (o, m<x<M) font pre~que stables. On peut, en réalité trouver 
toujours un X2 proche à Xl tel que la solution appartenant au peint (tl' x2) 

reste dans le tuyau t> tl m < X < M pour t"> tl restant donc au,si dans le 
tuyau plus large <p(t)-e:<x<q1(t)+e: pour e:">M-m. 

La situation traitée dans cet exemple arrive très souvent dans les régions 
autour des fonctions x = qI (t) annulant la fonction f (x, t) lorsque la fonction y 
change de signe, x = qI (t) formant la frontière des deux régions où f (x, t) > 0 et 
f(x, t)<O. 

Comme un exemple très simple citons l'équation 

(2) 
dx n 
- = TI (x-q1j (t» 
dt ;=1 

les fonctions <Pi (t) étant continues pour t> to avec 

(3) 

Sous ces hypothèses les courbes rpi (t) peuvent être séparées l'une de 
l'autre par les droites x = const. 

La courbe, par exemple, q111-1 (t) est une solution approximative presque 
stable. Le rôle de3 droites x = m, x = M jouissent ici les droites x = Xll- j = const 
(la droite qu'on peut poser entre q1n-2 (t) et rpn-l (t» et X=X ll (la droite qu'on 
peut poser entre <P1l-1 (t) et rpll (t». 

L'équation (2) fut traitée par Michel Pei:rovitch (voir [30]) sous le titre 
d'"équation chimique". Nous l'avons déjà traitée dans nos articles ([49], [50]). 
Cependant nos travaux ([46], [48], [53], [55]) contiennent les cas des solutions 
approximatives concernant le3 équations plus générales. Au Congrès Internationnal 
des Mathématiciens, Moscou (16-26 août 1966) nous avons traité, par exemple, 
l'équation 

TI (Y-q1i (x»"; 
, IEA 

Y= TI (y-mj (x»<xj 
jEB T 

(4) 

O(i, O(j les nombres naturels, A et B deux permutations des nombres 1, 2, ... , m 
avec AUB={l, 2, ... , m}, AnB= 0, où nous avons constaté dans plusieurs 
cas les solutions bornées qui sont, en réalité, presque stables, dans le sens que 
nous avons défini dans le présent article. Il faut admettre que les travaux de 
V. S. Loscinjin et B. Tulegenov ([19], [20], [21]) traitent aussi les fonctions rp (t) 
annulant la fonction f (x, t) sous les hypothèses semblables ou identiques aux 
hypothèses que nous avons citées. 
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Nous avons déjà dit que, pour M-m petite la fonction tp (t) sert très 
bien comme une solution approximative. On va voir qu'elle devient dans ce cas 
très semblable à une droite, dans le sens qui sera expliqué tout de suite. 

Dans l'exemple dX=(x-l)(x-2)(x-3) la droite x=2 est la solution 
dt 

stable dans le sens de Liapounoff, d'une stabilité asymptotique et uniforme. 

La situation dans le cas dx = (x-tpt (t» (X-tp2 (t» (X-rp3 (t» est très semblable 
dt 

par rapport à la fonction x = tp2 (t). Ella sera autant plus semblable que M-m 
est plus petite, Dans ce sens rp2 (t) "tend" vers une droite stable pouvant, 
d'autre côté, avoir la dérivée oscillante; ne possédant, donc, pas les autres 
propriétés géométriques des droites. 

On pourrait facilement définir avec les exemples correspondants, des 
courbes presques stables d'une stabilité asymptotique et uniforme. 

CHAPITRE V 

ZONE D'INFLUENCE QUALITATIVE DE CERTAINES FONCTIONS 

Considérons l'équation différentielle 

(1) y' = F (x, y, rp (x» 

où la fonction rp (x) jouit d'une certaine propriété qualitative P. 

Dé fin i t ion. La région n (x, y) est dite "zone d'influence qualitative 
de la fonction tp (x)" si l'un peut déduire, partant de la propriété P de tp (x), 
que toutes les solutions de (1) appartenant à n jouissent de la même pro
priété P. 

Cette définition, ainsi que le contenu général du présent passage nous avons 
donné dans notre lettre [59] et dans [60]. 

Parmi un grand nombre d'exemples nous soulignerons le cas de l'équation 

(2) 

(m, n - les nombres naturels, f (x) continue et différentiable pour x;;;. xo), où 
m 

le rôle de tp (x) joue la fonction y = V f (x) (le lieu géométrique de points sta-
m 

tionnaires). Sous les hypothèses différentes sur Vf(x) (ayant la signification 
de P) nous avons démontré que dans les cas qui suivent, il existe une classe 
de solutions, appartenant à une région n, jouissant de la même propriété cor
respondante. 

Nous allons systématiser les résultats de façon suivante: sous l'hypothèse 
m 

commune que f (x) et V f (x) sont continues et différentiables pour x;;;. xo' 
f (x) > 0, nous écrivons les résultats sous A, B, . .. relativement aux propriétés 

m 

de V f(x) et sous 1°, 2° ... relativement aux propriétés de m, n. 
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m 

A La fonction V f(x -+ + 00 pour x -+ + 00 (la monotonie n'est pas nécessaire). 

1 ° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers + 00 

pour x -+ + 00. 

2° m impair, n impair: toutes les soluticns tendent vers + 00 pour 
x-++oo. 

m 

B La fonction V f (x) est monotone et tend vers + 00 pour x -+ 00 • 

3° m pair, n pair: toutes lys solutions tendent vers 00 pour x -+ + 00. 

4° m impair, n pair: il existe une classe de solution:; tendant vers + 00 

pour x -+ + 00. 

m 

C La fonction V f(x) bornée pour x>xo• 

5° m pair, n impair: il existe· une classe de solutions bornées. 

6° m impair, n pair: il existe une classe de solutions borné~s, y impli
quant lè cas où ces solutions ne sent pas prolongeables pour x -+ + 00. 

7° m impair, n impair: toutes les solutions sont bornées. 

m 

D La fonction V f(x) -+ c=f. 00 (la monotonie n'est pas nécessaire) 

8° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers la 
même constante pour x -+ + 00. 

9° m impair, n impair: toutes les solutions tendent vers la même con
stante pour x -+ + 00 • 

m 

E La fonction V f(x) croissante et monotone, tend vers une constante a>O 
pour x -+ + 00 • 

10° m pair, n pair: il y a une classe de solutions tendant vers a et une 
classe tendant vers - a pour x -+ + 00. 

Il ° m impair, n pair: il existe une classe de solutions tendant vers a 
pour x -+ + 00. 

m 

F La fonction V f (x) -+ + 0 pour x -+ + 00 (la monotonie n'est pas nécessaire) 

Ce cas est compris dans D. 8°, mais le dessin est un peu différent. 

12° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers + 0 
pour x -+ + 00. 

Nous ne donnerons pas les démonstrations de tous les résultats (12), parce 
que elles sont semblables l'une à l'autre et le lecteur pourra facilement vérifier 
les autres après avoir vu les démonstrations de quelques des résultats en question, 
qui suivent. 



Inégalités différentielles et l'analyse ..• 141 

Démonstration de A 1°. On a, donc, l'équation y'2"+yzl+l=f(x)(k= 
2/+1 

= 1,2, 3, ... ; 1=0, 1, 2, ... ). Écrivons la sous la fo~e y' = V f(X)_y2". 
2k 2k 

Le second membre sera positif dans la région - V f(x) <y<V f(x), nul pour 
2k 2k 

y= ±V f(x) et négatif dans le reste du plan (lyl>V f(x». Les solutions ap-
2k 

partenant à la région 1 y 1 < V f(x) sont, donc, croissantes et monotones. Elles 
ne peuvent pas tendre, pour x -+ + 00, vers une limite fixe =1 00, parce qu'on 

, 2/+1 

aurait lim V'-"f-=-("-X-=-)-y-2-;-k = + 00 ce qui est impossible, la dérivée d'une fonction 
x-++oo' 

monotone qui tend vers une limite fixe ne pouvant tendre que vers zéro dans 
le cas où elle possède une limite. La solution en question ne peut pas être 
bornée pour x -+ + 00, parce qu'elle aurait une limite fixe dans ce cas. La 

2k 

solution soit tend vers + 00 pour x -+ + 00 sans jamais atteindre V f(x), soit 
possède un point commun avec cette fonction. Dans ce point sa première 
dérivée s'annule. Les solutions en question sont prolongeables infiniment, mais 
elles ne peuvent pas avoir une asymptote verticale où elles tendraient vers. + 00, 

2k 

parce que pour 1 yi> V f(x) les solutions sont décroissantes. Pour x>XI (Xl 
2k 

l'abcisse du point commun de notre solution et de V f(x» la solution peut 
2k 

entrer dans la région 1 yi> VI (x) et y décroître, ne pouvant pas tendre 'vers 
une limite fixe à cause des raisons expliquées. Elle doit donc atteindre encore 

2k 2k 

une fois V f(x) etc. Elle peut donc être de façon expliquée liée à la V f(x) 
2k 

·et tendre vers + 00 avec celle-ci. Dans le cas V f(x) monotone, par exemple, 
. 2k 2k 

la solution décroissante provenant de la région 1 yi> V f (x) peut a~téindre V f(x) , 
2k 

Y avoir son minimum, passer dans 1 y 1 <V f(x) et puis, ~oujours croissant, 
2k 

tendre vers + 00. Dans les points y = V f(x) l'unicité ne doit pas être obli
gatoirement remplie, ce qui n'a aucune influence à nos considérations. On a 

i>y' = 
i>y 

k 2k 
2ky2 -1 ., d'f' . 'rp( ) 
(

2/ 21+1 ce qUI n est pas e IUle pour y=± y J tX). 

(2/+1) V f_y2 Ic) 

Dé mon st rat ion de B 4°. On a donc y21+1 + y'2" = f(x) (l = 0, 1,2, ... ; 
. 2k ' 

k= 1,2, ... ). On aura y' = ± V f(X)_ y2 1+1. Le second membre est défini seule-
1+1 

ment pour y<V f(x). 
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Par chaque point de cette région passent deux courbes intégrales, une crois
sante et l'autre décroissante. Envi-;ageons une solution croissante. Elle ne peut 
pas tendre vers une limite fixe pour x -+ + 00 (voir démonstration de A 1°). 

21+1 

Elle peut donc tendre vers + 00 sans jamais atteindre V f(x). Dans le cas où 
21+1 

elle a un point commun avec V f(x), soit x = Xl ce point. Pour x> Xl (un voi-
21+1 

sinage droit) on aura V f(x) > YI (x) (YI étant notre solution), parce que, suivant 
21+ 1 

les hypothèses, (V f(x»' > Yt' (x) dans ce point. La solution YI (x) ne peut pas 
21+1 

avoir un point suivant X2>Xl commun avec V f(x), parce que, dans un voisinage 
2/+1 

gauche x<x2 elle devrait être YI (x»V f(x) où les solutions n'existent pas. 
La solution ne pourrait pas être continue, ce qui contredit à la nature con
tinue, différentiable et prolongeable de la solution en question. Pour x> Xl la 

21+1 

solution pourrait donc rester dans y<V f(x) et y tendre vers + 00 pour 
x-++ 00. 

Dé mon s t rat ion de C 6. On a la même équation et presque la même 
situation comme dans le cas précédent. En général, la solution peut rester 

2/+1 

dans y< V f(x) et y rester bornée, mais, prenant en égard que la fonction. 
21+1 

bornée V f(x) n'est pas supposée obligatoirement monotone et croissante on 
21+1 

peut arriver que, dans le point commun Xl de YI (x) et de V f(x) la fonc-
21+1 

tion V f(x) est décroissante, c'est-à-dire, elle devrait être, pour x>xI plus 
21+1 

grande que V f(x) , c'est-à-dire, elle devrait entrer dans la zone "interdite",. 
ce qui est impossible. Elle peut rester, donc, inprolongeable, ayant la dérivée 
gauche nulle dans X = Xl' Elle est bornée, mais pas pour X -+ + 00' 

Dé mon s t rat ion de D 9. On a l'équation 

y2Z+I+y'2k+l=f(x); k, 1=0, l, ... 

On a alors 
2k+l 

y' = V f(x)-y 2Z+1• 

2~1 2~1 

Les solutions sont croissantes pour y<V f(x) et décroissantes pour y> V f)x). 
Une solution, soit croissante, soit décroissante ne pourrait premièrement 

21+1 

jamais atteindre la courbe Y = V f(x). Elle serait monotone et bornée dans ce, 
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2k+l 

cas et elle aurait une limite fixe a> O. Sa dérivée V f(X)_y2Z+1, f (x) tendant, 
d'après l'hypothèse, vers C2Z+I , tend aussi vers une limite fixe, qui doit être 

2k+1 

obligatoirement zéro. On a, donc, partant de y' = V f(X)_y2Z+1, pour x ~ + 00, 

2k+1 

O=V C2Z+1_a2Z+1 ce qui donne c=a. 
21+1 

Si la solution a de points communs avec V f(x), elle peut rester liée à cette 
fonction passant de la région de croissance dans la région de décroissance et 
inversement, tendant avec elle vers la même limite. 

Démonstration de E 10°. On a y21'+y'2 1=f(x) (k, 1=1,2, ... ). 
21 

On a alors, y' = ± V~f:-;(x-::)-_-y-2--;-k. Toutes les solutions appartiennent à la région 
2k 

1 yi.;;; V f(x). Par chaque point de cette région passent deux courbes intégrales, 
l'une croissante et l'autre décroissante. On démontre analoguement au cas 

2k 

précédent qu'une courbe croissante n'ayant pas de points commun avec V f(x) 
ne peut tendre que vers a pour x -~ + 00. A cause de monotonie de la fonc-

2k 

tion V f(x) croissante, une solution croissante ayant un point commun Xl 
2k 

avec V f(x) doit dans x = Xl avoir la dérivée droite nulle et puis rester tou-
2k 

jours y (x) < V f(x) sans plus l'atteindre. Elle reste donc bornée et ne peut 
que tendre vers la même constante. Les solutions décroissantes tendent vers - a. 

* 
Citons enfin quelques exemples élémentaires des équations linéaires où la 

zone d'influence en question est évidente. 

Exemple 1. Etant donnée l'équation 

y' = sin x-y 

la zone de croissance des solutions est pour y < sin x et la zone de décroissance 
pour y>sinx. La zone d'influence est tout le plan XOY, parce que chaque 
solution décroissante doit atteindre sin x, y avoir son minimum, pasc;er dans 
y < sin x, croître, sur y = sin x atteindre son maximum, etc. et rester toujours liée 
à la fonction y = sin x. La propriété P d'une solution est d'être oscillante de 
façon analogue à celle de y = sin x, mais la périodicité n'est pas obligatoire. 
La même conclusion vaut pour les solutions croissantes de y<sin x deviennent 
de même oscillantes. 

Si l'on voit l'intégrale générale 

C 
z sin x-cos x 

y= e- +--2--' 
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il est évident que l'on obtient une solution oscillante seulement pour C = 0, 
mais pour x -- + 00 le membre Ce-x tend vers 0 et les solutions "ressemblent" 
de plus en plus à la fonction y = sin x. 

Exemple 2 Etant donnée l'équation 

y' = eZ-y 

tout le plan sera la zone d'influence de la fonction y = eZ (les solu~ions 
tendent vers + 00 pour x -- + 00). L'intégrale générale confirme la conclusion. 

&' 
y=-+Ce-z . 

2 

Les équations linéaires et bien d'autres offrent beaucoup d'exemples 
concernant la zone d'influence. 

* 
L'équation (2) devient, pour m:= n = 2 l'équation connue, étudiée par 

Michel Petrovitch (voir [33] et [34] et le petit article pédagogique: OsetIjiva 
mesta obicnih i diferencijalnih jednacina (M. Petrovié, Clanci, Beograd 1949», 

. et d'un autre point de vue par Tadija Pejovié ([41]) et Dragoslav S. Mitri
novié ([42]). Les lieux géométriques de points stationnaires figurant dans le 
présent chapitre, dont le rôl~ important est bien connu, peuvent bien servir 
à titre des solutions approximatives. Nous avons, par exemple, défini la notion 
de "solution approximative presque stable" (voir notre article [57] et le chapitre 
précédent), où la propriété P introduite dans le présent travail a un sens 
distantiel, proche à la stabilité au sens de Liapounoff. 

* 
Il est facile de voir que l'équation y'm_y1l=f(x) peut être aussi consi

dérée de façon analogue. Par exemple, considérons l'équation y'2k+l_y21=f(x), 
2/ 

avec f (x) < 0 pour x:> xo' la fonction - V-f--:-(-'-x-:-) monotone et tendant vers 
- 00 pour x __ + 00. Alors, il existe une classe de solutions· tendant vers 
- 00 pour x __ + 00. Les autre cas doivent être étudiés sous les hypothèses 
semblables au cas de ym + y'n = f(x) ou sous les hypothèses différentes de 
celles-ci. L'équation 

m 

y'1I_ rI (Y-CPt (x» = f(x) 
;=1 

offre aussi une suite de possibilités. 

* 
Envisageons tous les cas où à la fonction cP (x) bornée, pour x >xo par 

exemple, correspond une classe de solutions bornées pour x:> Xo de l'équation 
y' = F (x, y, cP (x». Ceci veut-dire que l'équation y' = f' (x, y, cP (x» définit dans 
ce cas une transformaticn de l'ensemble de fonctions bornées cP (x) en soi
-même de façon qu'à toute fonction cP (x) correspond un continu d'éléments 
du même ensemble. Il faudrait bien intéressant d'étudier les propriétés de 



Inégalités différentielles et l'analyse ... 145 

cette transformation ainsi que les généralisations possibles dans ce sens 
des idées. 

Il est intéressant de remarquer que Michel Petrovitch donne des résul
tats (voir [36]) concernant l'équation y'=F(x,y, cp (x» avec À (x) <cp (x)<\L (x) 
et ces équations de comparaison y'=F(x,y, À(x», y'=F(x, y, \L(x». Pour 
les solutions des équations considérées il obtient Yt (x) <y (x) <Y2 (x). La pro
priété P dont nous parluns ici a le sens: "être encadré entre deux courbes 
fixes". Nous avons tiré l'idée fondamentale de la zone d'influence en étudiant 
les travaux de Petrovitch. 

SUPPLÉMENTS 

Nous avons obtenu quelques résultats après le séminaire dont le contenu 
fait l'objet de la présente étude. Ces résultats ne sont pas encore publiés. 
Nous les citerons sans démonstration. 

10 Soit donnée l'équation différentielle aux coefficients continus 

Considérons sa solution y (x) avec y (xo) = Yo, y' (xo) = Yo' ... , y(n-l) (xo) = Yo(n-u . 
Soit définie, dans l'intervalle [xo, Xl) une fonction v (x) avec v (xo) = y (xo) = 
= Yo" .. , v<n-l) (xo) = y<n-l) (xo) = Yo<n-n, pour laquelle on a 

(2) v<n) + al (x) v<n-l) + ... + an- 1 (x) v' + an (x) v-f (x) = cp (x) > 0 

dans [xo' Xl)' ce qui veut dire que v(x) satisfait à l'inégalité linéaire de 
Tchapliguine de l'ordre n. On pose la question: est-ce que on a 

(3) v (x»y (x) 

dans (xo, Xl)? 

Il est bien connu que la condition nécessaire et suffisante pour la réponse 
positive à la question posée est la non-négativité de la fonction de Cauchy 
K(x, IX), c'est-à-dire: K(x,IX);;;'O dans le triangle XO<IX<X<Xl . Nous avons 
démontré la proposition suivante: 

Pro p 0 s i t ion 1. L'équation (1) aux coefficients constants al"'" an a 
la fonction K (x, IX) non-négative dans le sens expliqué et pour Xl arbitraire 
dans le cas où toutes les racines de l'équation caractéristique sont réelles et 
rI < ... <rn . La même conclusion a lieu pou l'équation caractéristique de la 
forme (r- rl)n = 0 (rI - nombre réel). . 

Excepté la condition K (x, IX) ;;;. 0 qui est nécessaire et suffisante il est 
possible de former plusieurs critères suffisantes pour 

L[v]-f(x)=cp(x»O ::::> v>y dans (xo, Xl)' 

10 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes ••• 
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Inspirés par un procédé de démomtration du à A. D. Myskis nous avons 
donné pour n = 3 (n = 3 ne diminue pas la généralité, ce qui sera clairement 
montré dans nos démonstrations) certaines classes d'équations du type 

y'" +a(x) y" + b (x) y' + c (x)y=f(x) 

pour lesquelles l'inégalité différentielle du type (2) dans [xo, Xl) a pour 
conséquence l'inégalité (3) dans (xo, Xl). 

Pro p 0 s i t ion 2. L'implication (2) ~ (3) a lieu pour les équations dont 
les coefficienrs a (x), b (x) sont données par les équations linéaires 

2 cp a (x) +b (x) = -3 cp' -3 cp2 

(cp' + cp2) a (x) +cp b (x) = -cp"-3 cpcp' _cp3_C (x), 

cp (x) étant une fonction arbitraire deux fois différentiable et cp2_cp':;6 ° dans 
[xo, Xl) et c (x) étant une f;:>nction arbitraire définie dans [xo, Xl). Le choix 

cp = -~ facilite la c:émonstration. 
3 

Pro p 0 SI t ion 3. La même conclusion a lieu pour le système 

3 cp a (x) + b (x) = -4 cp' -7 cp2 

(cp' + cp2) a (x) + cp b (x) = -cp"-3 cpcp'_cp3_ C (x) 

avec 2 cp2_cp':;6 0, où le rôle du choix cp = -~ précédent joue le choix cp = ~ . 
3 2 

Plusieurs exemples sont donnés, qui illustrent les possibilités provenant de nos 
propositions. 

2° Suivant l'étude de l'équation d'Abel, cité en avance nous avons 
démontré le théorème suivant, permettant la conclusion sur l'asymptotique 
des solutions dans l'intervalle infini. 

Pro p 0 s i t ion 4. Soit donnée l'équation différentielle 

(y+g(x»y' =h (X)y2+ h (x)y+fo (x) 

sous les hypothèses suivantes: 

a) les fonctions g (x), fo (x), h (x), h (x) 

som continues et bornées pour x;;;. Xo 

b) on a g(x»o, fo(x)<o, h(x)-g(x) f2(x»0, 

x 

h (x)<o pour x;;;.xo, lim J h (t) dt= - 00. 
x-++co Xo 
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c) Il existe un e:>O tel qu'on on a 

e: > _10 , -=-> sup 10 + e: g pour x:;;' xo' 
g h. gfz-J;-E 

Alors, il exisre une classe de solutions avec y (x) ~O. 

Les exemples sont construits. 

30 Généralisant "l'équation chimique" étudié par Michel Petrovitch 

y' = U; -y) (h-Y)' .. Un-Y) 
nous avons démontré 

Pro p 0 si t ion 5. Soit donnée l'équation 

" 
(4) y' = TI [<p( (A (x»-<p( (y») 

i=1 

où fi (x) sont pour x:;;. Xo les fonctions différentiables et 

ft (x) <f2 (x) < ... <fn (x) lim A (x) = Ci = const. 
x-.+ .. 

Soient <Pi (y) des fonctions différentiables et monotones 

(<p, (Y):;É<P1 (y»; i=ftj) pour -oo<y<+oo. 

On a sous ces hypothèses: 

Dans le cas n pair, à chacune des constantes C, (i impair) correspond une 
classe de solutions de (4) telle qu'on a lim y (x) = C'I et à chacune des cons-

x ...... + .. 
tantes Ct (i pair) correspond au moins une solution de (4) avec lim y (x) = q. 

x ...... + .. 

20 Dans le cas n impair, <p" des fonctions monotones et croissantes, le 
résultat est le même comme dans la, ce qui veut dire pour n impair, que 
toutes les solutions tendent vers les constantes. 

30 Dans le cas n impair <P1 des fonctions monotones et décroissantes, 
aux index i pairs correspondent les classes de solutions tendant vers C", et 
aux index i impairs "au moins une solution", contrairement au résultat 1 o. 

Les cas ou parmi les <p" il Y a de fonctions croissantes et décroissantes 
sont étudiés aussi, ainsi que les cas 

et 

ft (x) 12 (x) = ... =fn (x)-..f(x). 

Les exemples sont construits. 

10· 
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Rem a r que La littérature citée est divisée en quatre parties, où la 
première partie concerne la littérature soviétique, la deuxème partie la littérature 
aux langues occidentalles, la troisième partie la littérature yougoslave, la 
quatrième partie les travaux de l'auteur lui même. 

Le principe chronologique n'a pas eu lieu, mais le principe d'importance 
des références figure dans chaque partie séparément. Ce ri'est pas toujours 
"l'importance absolue" dans le domaine correspondant - on voulait aussi faci
liter au lecteur d'approfondir ces connaissances. Dans l'article [62] le lecteur 
peut trouver un court aperçu concernant le travail de l'auteur dans le domaine 
d'équations différentielles - une sorte de résumé de la présente étude. 

M. Bertolino 



O. RAKlé 

QUELQUES PROPRIÉTÉS 
ASYMPTOTIQUES D'UN SYSTÈME 

D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 



T. Peyovitch a considéré un système d'équations différentielles de la forme 

dXj..ç. xk 
-= L. a (t)e 
dt k=l ik 

(i= 1, 2,3, ... , n), . 

où les coefficients aik (t), (i, k = 1, 2,3, ... , n) sont des fonctions réellees, conti
nues et bornées de la variable réelle t. Il a montré comment les solutions de 
ce système se comportent lorsque la variable réelle t tend soit vers - 00 soit 
vers + 00. 

Nous allons' démontrer que les mêmes propriétés sont vérifiés par des 
solutions du système d'équations 

(1) 
dXj..ç. Uk (Xk) 
'-= L. l1tk(t)e 
dt k=l 

(i = 1, 2, 3, ... , n), 

où aik (t) (i, k = l, 2, 3, ... , n) sont des fonctions réelles, continues et bornées 
de la variable réelle t, tandis que Uk (Xk) sont des fonctions réelles et déri-

vables et leurs dérivées dUk (Xk) bornées. 
dxk 

Thé 0 r ème 1. Si 1'on a, pour t;;. to , 

(2) (i, k = 1, 2, ... , n) 

et, pour XtE( - 00, + 00), 

(3) (i=I,2,3, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives,· on aura alors 

lim dXj =0 
t-++oo dt ' 

limXi= - oo(i= l, 2, ... , n). 
t-;.+oo 

Pour démontrer ce théorème transformons le système d'équations (1) en 
introduisant la transformation suivante 

(4) (i = 1, 2, 3, ... , n), 
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d'où l'on a 

(5) 
dx, 1 y; 
-=,.-
dt Uj Yi 

(i = 1, 2, 3, ... , n) 

avec 

(i=1,2, ... , n). 

En vertu des relàtions(4) 'et (5) le système d'équations (1) devient, 

(6) (i= 1,2,3, ... ,n). 

Tenant compte des conditions (2) et (3) le système d'équations (6) devient un 
système d'inégalités suivantes 

n n 

(7) - MGYi 2: Yk <y~ < -mg Yt 2: Yk, 
, k-l 'k~1 . 

(i= 1,2, ... , n). 

En faisant la somme de ces inégalités de i = 1 . à i = n, on aura 

Si l'on divise cette inégalité par (i Yk)2 ,'on peut l'écrire sous li. forme 
k-l 

(8) MG;;> ~ (-n-l-);;> mg. 
dt "" L, YI< 

k=1 

En intégrant l'inégalité (8) de to à t, on obtient 

(9) 
1 

MG(t-to)+C;;> n ;;>mg (t-to) +C, 
2: YI«t) 

k-l 

où l'on a C 1 La constante C est p~sitive~ car .,l'expression 

n n 

L: Yk (to) = L: /k (Xo) 
k-l·. k=1 

est toujours positive. Puisque les expressions' 

MG(t-to)+C et mg(t~tJ+C 
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sont positives vu que t> to et C> 0, l'inégalité (9) peut être mise sous la forme 

\ 1 ~ ..ç. Uk (Xk) 1 
-----< L. Yk= L. e < . 
MG(t-t~+Ck=l k=l mg (t-to) + C 

(10) 

En vertu de l'inégalité (10), on peut déterminer le comportement des so
lutions du système (1), lorsque t augmente indéfiniment. Par conséquent, de 
système d'équations (1) et à cause de la condition (2), il en résulte 

(11) (i=I,2, ... , n). 

Les inégalités (11), par suite de l'inégalité (10), peuvent être écrites sous 
la forme 

(12) 
M dx( 'M 

--- <-<------
mg (t-tJ+ C dt MG.(t-to)+C' , 

(i=I,2, ... , n). 

En intégrant les inégalités (12) de to à t, on aura 

M C m C 
Xi (to)+-ln <Xi (t) <Xi (to) +-ln . , 

mg mg(t-to)+C , , Mg., MG(t-to)+C 
(13) 

(i= 1, 2, ... ;), 

où les valeurs initiales Xi (to) sont finies et déterminées. Les inégalités (12) 
et (13) donnent 

1· dXj 0 lm -' = , 
, ...... + .. dt 

ce qu'il fallu démontrer. 

lim Xt= - 00, 
, ...... + .. 

(i=I,2, ... , n), 

De même on démontre les théorèm.es suivantes: 

Théorème 2. Si l'on a, pour t<to, 

-M<~k(t)<-m, 

et, pour x, E (- 00, +'00), 

-G<u;<-g, 

(i,k=I,2, ... , n), 

(i=I,2, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors 

l, dxj 0 lm -= ,. 
, ...... - .. dt 

Iim limxi = + 00, 
t~-oo 

(i=1,2, ... , n). 

Théorème 3. Si l'on a, pour t<to, 

m<~k(t)<M Ci, k = 1,2, ... , n) 
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et, pour x,E(-oo, + 00), 

(i= 1,2, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors 

1· dx, 0 lm -= , 
1-"-00 dt 

lim xi= - 00, (i=1,2, ... , n). 
t-.-oo 

Thé 0 r ème 4. Si l'on a, pour t;;. to, 

(i, k= 1, 2, 3, ... , n), 

et, pour Xi E ( - 00, + 00 ) 

(i = 1, 2, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors 

1· dx, 0 lm -= , 
t_+oo dt 

lim x,= + 00 
1-,++00 

(i=1,2, ... , n). 

2. Le système d'équations (1) peut être utilisé pour étudier le compor
tement de la solution du système d'équations différentielles 

(14) !U = 1,2, 3, ... , n), 

lorsque les fonctions aH, (t) et !Je (X)k sont réelles et continues par rapport à 
leurs arguments. 

Thé 0 r ème - Si l'on a pour t;;. to' 

(15) -M <aue (t)..;;; -m, Ci, k= 1, 2,3, ... , n) 

et, pour xiE(-oo, + 00), 

(16) (k=1,2,3, ... , n), 

tandis que les fonctions Uk (Xk) et Vk (xk) sont réelles et dérivables pour toutes 
les valeurs de Xk et elles satisfont aux conditions suivantes 

(17) (k=1,2,3, ... , n), 

où m, M, gl' Gp gz et G2 sont constantes positives avec gl;;' g2' G1 ..;;; G2 on 
aura alors 

M C m CI 
xi(to)+-ln 2 ..;;;x,(t)..;;;x,(to)+-ln ----'---

mg2 mg2 (t-t J) + C2 MG2 MG2 (I-to) + CI 

(i 1,2,3, ... , n), 
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où l'on a 

En vertu des hypothèses (15) et (16) on obtient du système des équations 
(14) le système des inégalités 

(18) (i=I,2,3, ... , n) 

Si pour les sommes 

" n 

(19) 2: e"k (Xk) et 2: /k (Xk) 

k=l k~1 

peuvent être trouver la minorante et la majorante, le système des inégalités (l8) 
deviennent de la forme (12). 
Pour déterminer ceci, nous partirons de deux systèmes d'équations suivantes 

(20) 

(21) dx, = i ~k (t) /k (Xk) 

dt k=1 
(i=I,2,3, ... , n). 

Si l'on pose e"{(xj) = y" ev/(xl) = z, dans les systèmes (20) et (21) et on utilise 
les hypothèses (15), (16) et (17) alors avec le même procédé ainsi qu'aupara-
vant, on obtient les relations . 

(22) 

(23) 

où l'on a 

( 

n )-1 Cl = 2: e"k [Xk (10)] et 
k=1 

D'après l'hypothèse (16) on voit que 

et par conséquent 
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ou bien 

Cette inégalité montre que 

(24) 

Puisque l'on sait que 

il s'en suit que 

et l'on a 

mg1(t-tO»mgz(t-to) et MGz(t-to»MG1(t-to) 

mg1 (t-to) + Cl >mgz (I-to) + Cz' 

m Gz (t-to) + CI> MGI (t-to) + Cl> 

MGz (t-tO)+C1 >MGz (t-to)+Cz· 

Nous écrivons ces inégalités sous la forme 

___ <: 1 , 
mgl (t-to) + CI mg2 (t-to) + C2 

(25) 
1 1 

------<:---------
MG2 (t-to'1+CI MGI (t-to'1+CI 

1 1 
-------- <: , 
G2 M (t-to'1 + Cl MG2 (t-to'1 + C2 

En vertu des inégalités (25) on voit que les inégalités (22) et (23) peuvent 
être remplacées par des inégalités 

1 ~ Uk (Xk) 1 ------<:L,e <: , 
G2 M (t-to) + CI k= 1 g2 m (t-to) + C2 

(26) 
1 ~ Vk (Xk) 1 -------<:L,8 <: , 

G2 M (t-to) + CI k=l gl m (I-to) + C2 

La minorante cherchée et la majorante cherchée pour les sommes (19) sont 
le membre gauche et membre droit des inégalités obtenues (26). Puisque les 
sommes (19) ont la même minorante et la même majorante, alors les inéga
lités (18) peuvent être remplacées par les inégalités 

(27) 
M dXj 

------<:-<: 
K2 m (t-to) + C2 dt 

m 
(i=1,2,3, ... , n). 
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En intégrant ces inégalités (27) de t à to' on obtient 

(i=I,2, ... , n). 

De cette manière nous avons démontré le théorème mentionné ci-dessus. 
Remarquons que si l'on introduit pour les fonctions ai" (t), u" (x,,) et 

v" (x,,) autres hypothèses comme par exemple 

-M..;;; llt" (t).;;; -m 

pour t;;;. to et pour Xi E ( - 00, + 00 ) 

(i,k=I,2,3, ... , n), 

(k=I,2, ... , n), 

étant donné que m, M, gt> G1 , g2 et G2 sont des constantes positives avec 
gl ;;;.g2 et G1 .;;; G2 avec le même procédé que dans le cas précédent, on obtien
dra alors l'inégalité qui correspond aux hypothèses introduites plus haut. 

3. Thé 0 r ème - Si dans le système d'équations de la forme 

(28) (i = 1,2,3, ... , n), 

les fonctions ai" (t) (i, k = 1,2,3, ... , n), sont réelles, continues et telles que 
l'on a, pour t;;;. to' 

(29) (i,k=I,2, ... , n) 

et les fonctions f" (x,,) (k = 1,2, 3 .... , n) sont réelles, continues et positives 
dans tout ['intervalle fini, alors les solutions réelles et continues Xi (t) de ce 
système d'équations, pour la variable réelle t, ont les propriétés 

(i=I,2,3, ... , n). 

En vertu de la condition (29) et de l'hypothèse concernant les fonctions 
f" (x,,), le système (28) donne 

(30) (i=I,2, ... , n). 

Tenant compte des inégalités (30), on conclut que les dérivées dx. sont finies 
dt 

et bornées pour toutes valeurs finies de x" puisque les fonctions f" (x,,) sont 
finies pour les valeurs finies de x", Les solutions 

(31) (i=1,2,3, ... , n), 

11 T. Peiovié,. M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes •.• 
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qui par hypothèse existent, sont continues et monotonement décroissantes lors
que t-+ + 00 et cela strictement monotonement, car pour x" fini, on a tou-

jours dx
j #0, ce que montrent les inégalités (30). 

dt 

Pour montrer que X1-+- 00 lorsque t-+ + 00 il suffit de montrer que Xi 
n'a point d'asymptote parallèle à l'axe de t à la distance finie 

(32) X, = -A, (A> 0), (i=1,2, ... , n). 

Dans ce but nous allons résoudre une des équations (31) par rapport à t, soit 
i-ième, et l'on a 

(33) 

Si l'on remplace t dans les autres solutions Xl> x2 ' ••• , xI_p X'!+l' Xf+2"'" X1I , 

on obtient 

(34) (k=1,2, ... , n). 

Enfin, si l'on remplace les valeurs t et X" de (33) et (34) dans des équations 
(28), on aura 

et pour k = i on a 

ai" ["Pi (Xi)]!" [4>" (X,)] =aii ["Pt (Xi)]h (Xi)' 

Pour que les courbes intégrales Xi (t) aient des asymptotes parallèles à l'axe de 
t à la distance fini Xi = -A, il faut que 

Ci = 1, 2, ... , n) 

soit égal à zéro. Par conséquant, puisque par hypothèse les fonctions!" (x,,) = 

=!" [4>" (Xi)] sont positives et finies pour toute valeur finie de Xi et les fonc
tions ai" (t) = aid"Pi (Xi)] négatives et différentes de zéro pour t"> to, cette limite 
ne peut pas être égale à zéro. Donc, les courbes intégrales Xi (t) n'ont pas des 
asymptotes parallèles à l'axe de t à la distance finie de l'axe de t. Puisque 
les courbes intégrales sont monotonement décroissantes, on aura vx Xi (t)-+- 00 

lorsque t-+ 00, ce qu'il a fallu démontrer. 
Ce théorème est plus générale que les précédents, mais il est moins pré

cis, car les théorèmes précédents donnent les comportments des Xi (t) pour t-+ 00. 

4. Si les coefficients ai" (t) du système (2) sont des constantes réelles et 
si les fonctions réelles u" (x,,) ont les formes u" (x,,) = gk X", où gk sont des 
constantes réelles, alors on aura le théorème suivant 
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Théo r ème -Soit X1 (t), (i = 1,2, ... , n) le système des solutions 
d'équations différentielles 

(35) dx, = i ~k eKk Xk 
lit k=1 

(i=1,2,3, ... , n), 

où ~k et gk sont les constantes réelles. Ce système admet, sous les conditions 

(36) 2 2 
gi aH a" k+l- 2 g, gk+lllf, ~k+l' k+l + gk+l ak+l' k ak+l, k+l = 0 

i=I,2,3, ... , n-l; k=i, i+ 1, i+2, ... , n-l 

Ja propriété 

n 
lim 2: gtllff~/Xi=O. 

t--+±OO/=l 

Pour démontrer le théorème que l'on vient. d'énoncer, transformons le 
:système (35) par la substitution 

(37) 
n 

Y8 = .L bai eKix/ 
i=1 

(s=1,2,3, ... , n). 

-OÙ b8t sont des constantes réelles. Déterminons les coefficients bai de la ma
nière que le système (35) se ramène au système d'équations de la forme 

(38) dy, 2 
-=y 
dt • 

(s=I,2,3, ... ,n). 

Les relations (37) donnent 

dy. ~ b ..K"X/ dx, 
-= L. gt 8f e" 
dt ;=1 dt 

(s= 1,2,3,. un). (39) 

Si l'on substitue les valeurs de Y8 et ~. exprim€es par les formules (37) et 

(39) dans le système d'équatIOns (38), on aura 

Le clembre gauche et droit de ce système peuvent être écrit sous la forme 

Pour obtenir les équations de forme plus maniable pour déterminer les coeffi
-cients bsj, nous écrirons le système (41) sous la forme 

II" 
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n n-In-I 

= L b;i e2B'i
x
i + 2 L L bat ba , k+l t!l/X;+Kk+l xk+l, (s= 1, 2, ... , n), 

i= 1 r=1 k=i 

d'où l'on a 

(42) 
n n-I n-I 

L (gt bat ~i-b;i) e2B'i
x
i + L L (gi bSi a", k+l + 

i=1 i=1 k=i 

(s=I,2,3, ... , n). 

Puisque e2 K/ X1 =l=O et, t!li xi+Kk+l xk+l =1=0 pour toutes les valeurs finies de Xi, les 
équations (42) serons alors identiquement égales 'à zéro si l'on a 

(43) 

(44) 

s = 1, 2, 3, ••. , n; 

(i, s = 1,2, 3, .. " n); 

i=I,2,3, ... , n-l; k = i, i + 1, .. , n - 1. 

Les valeurs 

(45) (i,s= 1, 2, 3, ... , n), 

que l'on obtient du système d'équations (43) doivent satisfaire aussi au sys
tème (44) 

Si l'on pose dans le système (44) 

il devient alors 

(46) 

(i= 1, 2,3, ... , n-1), (k=i, i+ 1, i+2, ... , n-l). 

Dans le système (44) ou bien (46) le nombre de relations en tout est 

égal à ~n(n-l) ce que l'on reconnaît facilement de la manière suivante;, 
2 

1° Pour i= 1, k= 1, 2, 3, ... , n-l les relations (46) donnent n-l équa-· 
tions; 2° pour i = 2, k = 2, 3, 4, ... , n-l, les relations donnent n- 2 équations 
et ainsi de suite. Enfin, pour i = n-l les relations (46) donnent une équation. 
Donc, on aura en tout 

(n-l)+(n-2)+(n-3)+·· . 

de relations 

1 
+ [n-(n-l)] =-n (n-l) 

2 
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Par conséquent, le système d'équations différentielles (35) sous la condi
tion que les coefficients Of.lc et g" satisfassent aux relations (46), peut être ra
mené par la substitution (37) au système (38) et aves les relations (45). 

Si l'on intégre les équations différentelles (38) de to à t, on obtient 

(s=I,2, ... , n), 

c'est-à-dire 

l 1 
--+--=t-to 

y.(t) y. (tJ 
(s = 1, 2, ... , n) 

ou bien 

Ys (t) = y. (tJ 
, l-y. (to) (t-to) 

y. (to) 

y. (toJ (to-/) + 1 
(s = 1, 2, ... , n). 

D'où l'on a 

(s-l, 2, ... , n), 

parce que Ys (to) sont des nombres finis et réels. 
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