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On lit, par exemple, la dernière ligne tellement: La situation pnmluve con­
tient deux fonctions: CP'l* du type CPt et CP1** du type Cfi1. La succession de signes 
est respectivement - + -. On a CSB. Si l'on ajoute cps du type (y_cps)2k (au 
dénominateur) entre ces deux courbes, on obtient CRB, CSB. 

Une étude de ces 12 situations confirme notre conclusion que les vari­
ations des résultats ne sont pas essentielles, mais peuvent diminuer les classes 
bornées pour x -- + 00. Naturellement, il s'agit des adjonctions dans le cas où 
les facteurs correspondants aux courbes voisines en question sont simples, ce 
qui donne la clarté à la discussion. 

§ 11 

Considérons aussi l'équation (1) mais sans les hypothèses (J." = (J.1 = 1, (3), 
conservant la condition CPj <CP2< .•. <<pm pour les fonctions cps continues et 
bornées pour x;;;. xo. Il y aura des cas où l'une des fonctions cps est monotone, 
croissante ou décroissante et qu'on a lim cps = 1 (III < 00). Supposons que cps 

x ..... +oo 

soit une fonction dont le facteur appartient au numérateur, qu'elle est mono­
tone et croissante et qu'elle tend vers 1 (III < 00) pour x __ + 00. Supposons 
encore que la droite y = 1 se trouve, pour x;;;. xo' dans la région entre cps et 
CPS+l et que le signe de (1) soit positif dans cette région. Soit le signe de (1) 
négatif dans CP8-) <y<cps. On pourra construire, dans la dernière région, sous 
les hypothèses simples sur CPS-j une courbe y = cP (x) monotone et croissante 
tendant aussi vers 1 pour x __ + 00. La droite y = 1 et la courbe y = cP (x) for­
ment un "tuyau" garantissant USB, qui tend aussi vers 1 pour x __ + 00 

(voir [50D. 

Soient, enfin, y = CP8 et y = CPS+j deux fonctions dont les facteurs appar­
tiennent au numérateur de (1), où cps est monotone, croissante et tend vers 1 
pour x -- + 00 et cps+j est monotone, décroissante et tend vers la même valeur 
pour x __ + 00. La droite y = 1 est entre ces deux courbes. Soit dans la région 
CPS+l <y<CP8+2 le signe de (1) négatif ou positif, dans la région cps<y<CPS+l 
positif, et dans la région CPS-j <y<cps négatif. Sous les hypothèses simples 
concernant CPS-j on peut construire deux fonctions 'F\ (x), 'Yz (x) (CPS-I < 'YI <cps 

et CPS<'Y2<CP8+1)' par exemple 'Yz=cps++l où 'Yt(x) est monotone, croissante 
2 

et tend vers 1 pour x __ + 00 et 'Y2 (x) monotone, décroissante et tend vers 1 
pour x __ + 00. Ces deux courbes (voir [46], [50]) forment un "tuyau" garantissant 
USB qui tend aussi vers 1 pour x __ + 00. 

Il est clair qu'on peut obtenir tellement une classe de théorèmes constatant 
l'existence des solutions qui sont bornées pour x __ + 00 et qui, pour x __ + 00, 

tendent vers les valeurs fixes, qui peuvent être différentes l'une de l'autre. 

Remarque 1. Il faut remarquer que dans les cas les plus simples, où cps 
sont des constantes, les droites y = CPj (appartenant aux facteurs du numérateur) 
donnent les vraies solutions de l'équation (1). Si cps du dénominateur sont aussi 
constantes, les équations en question sont solubles par les quadratures. Cela per­
met, dans les cas simples, la vérification des résultats dont nous avons parlé. 
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Mais, même dans ces situations où nous obtenons facilement l'intégrale géné­
rale, celle sera donnée dans une forme implicite, difficile à étudier. La mé­
thode qualitative, exposée dans ce article restera donc utile. 

Remarque 2. M. Milosav Marjanovié (Université de Belgrade) nous a 
remarqué que la condition 

inf !Pk (x»SUP!P1 (x) 

pour k> 1 et x;;. Xo peut être omise. Notamment, au lieu des droites se trou­
vant entre deux courbes voisines !pa (x) nous pouvons considérer des lignes 
polygonales composées de segments parallels aux axes x et y. Les segments 
paralle1s à 1'axe x suffisent pour former l'ensemble S de sortie stricte. Il est 
toujours possible (!'fls (x) bornées, continues pour x;;. Xo et !Pl < •.• <!'flm) de 
former les lignes polygonales en question. La condition dont on parle peut 
être omise, évidemment, dans III 8 aussi. 

111 12. REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE MICHEL PETROVITCH 

Nous traiterons dans ce passage le résultat suivant de Petrovitch ([32], 
[33],[34]) qui l'a démontré en se servant du théorème de la moyenne. 

Étant donné l'équation 

(1) y" =f (x) y 

où f (x) est une fonction réelle, finie et continue dans un intervalle (a, b) de x, 
toute courbe intégrale y dont la dérivée première s'annule dans un point (xo' Yo) 
compri, dans l'intervalle (a, b) où f est positive, est dans cet intervalle com­
prise entre deux courbes 

(2) 

où N et M désignent une limite inférieure et une limite supérieure de f (~) 
pour les valeurs comprises entre Xo et X. Si f est négative dans (a, b) supp.osé 
suffisamment étendu, la courbe y est oscillante, se composant de demi-ondes 
alternativement positives et négatives. Chaque demi-onde soit positive, soit 
négative, est comprise entre les d~ux courbes 

(3) y = Yo cos (x-xo) V N et y = Yo cos (x-xo) V M 

N et M ayant des significations précédentes relatives à - f (x). 
Il est connu qu'on réduit (1) à l'équation de Riccati 

(4) z' +z2-f(x)=O 

après avoir p:>1:é y = eIzdx
. Dans l'article ([45]) nous avons appliqué le théorème 

de Tchapliguine à l'équatio:1 (4) démontrant qu'on obtient les courbes (2), (3) 
à titre des courbes d'encadrement. On a démontré tellement le théorème de 
Petrovitch d'une autre manière. Utilisant les résultats du passage II 6 nous 
allons démontrer ce résultat d'une troisième manière, utilisant la méthode de 
rétracte. 
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Dans le passage en question on peut. trouver que pour l'équation 

L(y) = y" + a (x) y' + b (x) y-f (x) = 0 

de l'inégalité L(v»O(L(v)<O) dans (xo' Xl] suit v (x»y (x) (v (x) <y (x» dans 
le même intervalle sous certaines conditions. La condition suffisante est l'exis­
tence au moins d'une solution continue de l'équation de Riccati 

z' + Z2 + a (x) f + b (x) = 0 

dans [xo, Xl]. 

Dans notre cas on a 

L(y)=y"-f(x)y=O et Z'+Z2_ f (X)=0. 

Considérons d'abord le cas O<N <f (x)<M pour yo>O. Si l'on pose au pre­
mier membre de l'équation la fonction v (x) = y = Yo ch (x-xo) (M, on obtient 
L (v) > o. Si l'on pose u (x) = y = yo ch (x-xo) VN, on obtient L (u) < O. Il faut 
enfin considérer les conditions suffisant~ en question. 

Pour k suffisamment grand, grâce au fait que f (x) est bornée, le second 
membre de l'équation k' = -k2 + f (x) sera négatif. Cependant pour k = 0, on 
a k' = f (x) > O. Soient k = kl et k = k2 (k2 < 0, k1 > 0) deux droites telles que l'on 
a -kI

2 +f(x)<0 et -kl+f(x)<O. Le "tuyau" x>xO,k2 <k<0 garantit au 
moins une solution continue de "l'équation de garantie" de Riccati dans 
(xo' + 00), et le tuyau x>xo' O<k<kl offre même un ensemble infini de 
telles solutions. Les conditions suffisantes sont remplies et u (x) et v (x) sont 
les courbes d'encadrement (la courbe inférieure et la courbe supérieure) Pour 
yo < 0 la courbe v devient inférieure et u devient la courbe supérieure. 

Pour O<N<-f(x)<M c'est-à-dire pour f(x)<O le second membre 
de k' = - k2 + f (x) est toujours négative. On ne peut pas former des tuyaux 
semblables à ceux du cas précédent. Il est clair, cependant qu'il existe de 
voisinages où les solutions de l'équation de Riccati en question sont continues 
ce qui donne la validité à l'inégalité de Petrovitch, parce que dans ce cas, 

pour Yo>O, u=uo cos (x-xo) VN, v=Yo cos (x-xo) VM on obtient L (u» 0, 
L(v)<O (pour yo<O:L(u)<O, L(v»O), ce qui est facile à vérifier. 

On peut trouver dans notre travail [61] plusieurs commentaires concernant 
les résultats de Petrovitch. 

CHAPITRE IV 

SOLUTIONS APPROXIMATIVES PRESQUE 
STABLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

Nous allos généraliser dans ce chapitre la notion de stabilité dans le 
sens de Liapounoff, pour comprendre et définir exactement une classe de so­
lutions et de solutions approximatives figurant dans quelques de nos travaux 
([46], [48], [49], [50], [53], [55]). 

---------------
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Étant donnée l'équation 

dx 
-=f(x,t), 
dt 

137 

(f (x, t) étant une fonction continue, satisfaisant à une des conditions d'uni­
cité), la solution x (t) est dite stable dans le sens de Liapounoff (ou, simplement, 
stable) si à tout nombre arbitraire e:>0 correspond toujours un ~ (e:, to»O 
tel qu'on a 1 x (t)-xdt) 1 <e: pour lx (to)-xdto) 1 <~, dans l'intervalle infini 
t> to (Xl (t) une autre solution de (1». Dans le cas où lim 1 x (t)-'::xdt) 1 = 0 la 

t~oo . 

stabilité est dite asymptotique. Pour ~ (e:, to) indépendant. de to, la stabilité est 
uniforme. . . 

On traite très souvent la solution stable x=xo = const ou, enfin, x= 0, 
ce qui ne diminue pas la généralité. Vraiment, la transformation des coordonnées 
x=xo+x-x(t) ou x=x-x(t) réduit la solution x=x(t) à la solution x=xo 
ou x=O dans le système noveau, pour l'équation ainsi transformée. La solution 
x = Xo annule la fonction f (x, t). On l'appelle aussi "le point singulier". 

Excepté les solutions du type x = Xo annulant la fonction f (x, t), dans 
la théorie qualitative sont souvent traitées les autres fonctions provenant de 
l'équation f (x, t) = O. Les courbes obtenues sont les lieux géométriques des points 
stationnaires, jouissant parfois très bien le rôle des solutions approximatives. 

Dans notre généralisation qui va suivre, la constante arbitraire e: ne pourra 
pas être tout à fait arbitraire. 

Donnons, alors, la suivante 

DE FIN 1 T ION. Soit x = cp (t) une fonction arbitraire définie pour t> to. 
La fonction x = cp (t) sera dite la solution approximative presque stable de l'équation 
(1) si à tout nombre e:>1>0 (1 un nombre fixe) correspond un ~(e:, to»O tel 
que l'on a Ix(t)-cp(t)I<e: pour Ix(to)-cp(to)I<~ dans l'intervalle infini t>to 
(x (t) une solution de (1». ' 

Ici, comme 0:1 a déjà souligné, le nombre e: est toujours plus grand 
qu'un nombre 1 fixe. Cette restriction imposée à e: permet cependant de com­
prendre les classes de solutions qui ne sont pas stables, mais jouissent tout 
de même une propiété assez régulière. Les solutions stables sont aussi comprises, 
étant aussi "presque stables", parce que, e: étant arbitraire, la définition est 
valable pour tout e: > 1> O. Dans les cas où x = cp (1) présente la vraie solution 
de (l), le mot "approximative" doit être supprimée. 

EXEMPLE* Envisageons une fonction x=cp (t) tell qu'on a m<cp (t)<M 
pour t>to (m, M-Ies constantes). Soit f(m, t»O et f(M, t)<O. Dans ce cas 
évidemment toutes les solutions appartenant au points m <; x <; M, t> to restent 
dans le tuyau envisagé pour t > to. La fonction x = cp (t) est la solution presque 
stable. Vraiment, posons M-m=l. Le tuyau m<;x<;M sera encadré par le 
tuyau curviligne cp(t)-e:<x<cp(t)+e: (e:>I) parce qu'on a cp(t)-e:<m et 
cp (t) + e:>M pour e: > 1 = M -m. Etant m<cp (to) <M et toutes les solutions 
appartenant aux points m <; x <; M, t> to restant dans le tuyau rectiligne, on 
peut toujours choisir un ~ (e:, to) tel que x (t) reste dans le tuyau t;;. to, 
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m<x<M si J'on a Ix(to)-q1(to)l<o. Cette solution restera a fortio.i dans le 
tuyau plus large q1(t)-e:<x<q1(t)+e:, toujours pour t>to• 

Dans le cas où la différence M-m est suffisamment petite, la fonction 
<P (t) peut bien servir comme une solution approximative. 

11 faut souligner aussi que les solutions de (1) appartenant aux points 
(t l , Xl) (11) (o, m<x<M) font pre~que stables. On peut, en réalité trouver 
toujours un X2 proche à Xl tel que la solution appartenant au peint (tl' x2) 

reste dans le tuyau t> tl m < X < M pour t"> tl restant donc au,si dans le 
tuyau plus large <p(t)-e:<x<q1(t)+e: pour e:">M-m. 

La situation traitée dans cet exemple arrive très souvent dans les régions 
autour des fonctions x = qI (t) annulant la fonction f (x, t) lorsque la fonction y 
change de signe, x = qI (t) formant la frontière des deux régions où f (x, t) > 0 et 
f(x, t)<O. 

Comme un exemple très simple citons l'équation 

(2) 
dx n 
- = TI (x-q1j (t» 
dt ;=1 

les fonctions <Pi (t) étant continues pour t> to avec 

(3) 

Sous ces hypothèses les courbes rpi (t) peuvent être séparées l'une de 
l'autre par les droites x = const. 

La courbe, par exemple, q111-1 (t) est une solution approximative presque 
stable. Le rôle de3 droites x = m, x = M jouissent ici les droites x = Xll- j = const 
(la droite qu'on peut poser entre q1n-2 (t) et rpn-l (t» et X=X ll (la droite qu'on 
peut poser entre <P1l-1 (t) et rpll (t». 

L'équation (2) fut traitée par Michel Pei:rovitch (voir [30]) sous le titre 
d'"équation chimique". Nous l'avons déjà traitée dans nos articles ([49], [50]). 
Cependant nos travaux ([46], [48], [53], [55]) contiennent les cas des solutions 
approximatives concernant le3 équations plus générales. Au Congrès Internationnal 
des Mathématiciens, Moscou (16-26 août 1966) nous avons traité, par exemple, 
l'équation 

TI (Y-q1i (x»"; 
, IEA 

Y= TI (y-mj (x»<xj 
jEB T 

(4) 

O(i, O(j les nombres naturels, A et B deux permutations des nombres 1, 2, ... , m 
avec AUB={l, 2, ... , m}, AnB= 0, où nous avons constaté dans plusieurs 
cas les solutions bornées qui sont, en réalité, presque stables, dans le sens que 
nous avons défini dans le présent article. Il faut admettre que les travaux de 
V. S. Loscinjin et B. Tulegenov ([19], [20], [21]) traitent aussi les fonctions rp (t) 
annulant la fonction f (x, t) sous les hypothèses semblables ou identiques aux 
hypothèses que nous avons citées. 
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Nous avons déjà dit que, pour M-m petite la fonction tp (t) sert très 
bien comme une solution approximative. On va voir qu'elle devient dans ce cas 
très semblable à une droite, dans le sens qui sera expliqué tout de suite. 

Dans l'exemple dX=(x-l)(x-2)(x-3) la droite x=2 est la solution 
dt 

stable dans le sens de Liapounoff, d'une stabilité asymptotique et uniforme. 

La situation dans le cas dx = (x-tpt (t» (X-tp2 (t» (X-rp3 (t» est très semblable 
dt 

par rapport à la fonction x = tp2 (t). Ella sera autant plus semblable que M-m 
est plus petite, Dans ce sens rp2 (t) "tend" vers une droite stable pouvant, 
d'autre côté, avoir la dérivée oscillante; ne possédant, donc, pas les autres 
propriétés géométriques des droites. 

On pourrait facilement définir avec les exemples correspondants, des 
courbes presques stables d'une stabilité asymptotique et uniforme. 

CHAPITRE V 

ZONE D'INFLUENCE QUALITATIVE DE CERTAINES FONCTIONS 

Considérons l'équation différentielle 

(1) y' = F (x, y, rp (x» 

où la fonction rp (x) jouit d'une certaine propriété qualitative P. 

Dé fin i t ion. La région n (x, y) est dite "zone d'influence qualitative 
de la fonction tp (x)" si l'un peut déduire, partant de la propriété P de tp (x), 
que toutes les solutions de (1) appartenant à n jouissent de la même pro­
priété P. 

Cette définition, ainsi que le contenu général du présent passage nous avons 
donné dans notre lettre [59] et dans [60]. 

Parmi un grand nombre d'exemples nous soulignerons le cas de l'équation 

(2) 

(m, n - les nombres naturels, f (x) continue et différentiable pour x;;;. xo), où 
m 

le rôle de tp (x) joue la fonction y = V f (x) (le lieu géométrique de points sta-
m 

tionnaires). Sous les hypothèses différentes sur Vf(x) (ayant la signification 
de P) nous avons démontré que dans les cas qui suivent, il existe une classe 
de solutions, appartenant à une région n, jouissant de la même propriété cor­
respondante. 

Nous allons systématiser les résultats de façon suivante: sous l'hypothèse 
m 

commune que f (x) et V f (x) sont continues et différentiables pour x;;;. xo' 
f (x) > 0, nous écrivons les résultats sous A, B, . .. relativement aux propriétés 

m 

de V f(x) et sous 1°, 2° ... relativement aux propriétés de m, n. 
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m 

A La fonction V f(x -+ + 00 pour x -+ + 00 (la monotonie n'est pas nécessaire). 

1 ° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers + 00 

pour x -+ + 00. 

2° m impair, n impair: toutes les soluticns tendent vers + 00 pour 
x-++oo. 

m 

B La fonction V f (x) est monotone et tend vers + 00 pour x -+ 00 • 

3° m pair, n pair: toutes lys solutions tendent vers 00 pour x -+ + 00. 

4° m impair, n pair: il existe une classe de solution:; tendant vers + 00 

pour x -+ + 00. 

m 

C La fonction V f(x) bornée pour x>xo• 

5° m pair, n impair: il existe· une classe de solutions bornées. 

6° m impair, n pair: il existe une classe de solutions borné~s, y impli­
quant lè cas où ces solutions ne sent pas prolongeables pour x -+ + 00. 

7° m impair, n impair: toutes les solutions sont bornées. 

m 

D La fonction V f(x) -+ c=f. 00 (la monotonie n'est pas nécessaire) 

8° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers la 
même constante pour x -+ + 00. 

9° m impair, n impair: toutes les solutions tendent vers la même con­
stante pour x -+ + 00 • 

m 

E La fonction V f(x) croissante et monotone, tend vers une constante a>O 
pour x -+ + 00 • 

10° m pair, n pair: il y a une classe de solutions tendant vers a et une 
classe tendant vers - a pour x -+ + 00. 

Il ° m impair, n pair: il existe une classe de solutions tendant vers a 
pour x -+ + 00. 

m 

F La fonction V f (x) -+ + 0 pour x -+ + 00 (la monotonie n'est pas nécessaire) 

Ce cas est compris dans D. 8°, mais le dessin est un peu différent. 

12° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers + 0 
pour x -+ + 00. 

Nous ne donnerons pas les démonstrations de tous les résultats (12), parce 
que elles sont semblables l'une à l'autre et le lecteur pourra facilement vérifier 
les autres après avoir vu les démonstrations de quelques des résultats en question, 
qui suivent. 
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Démonstration de A 1°. On a, donc, l'équation y'2"+yzl+l=f(x)(k= 
2/+1 

= 1,2, 3, ... ; 1=0, 1, 2, ... ). Écrivons la sous la fo~e y' = V f(X)_y2". 
2k 2k 

Le second membre sera positif dans la région - V f(x) <y<V f(x), nul pour 
2k 2k 

y= ±V f(x) et négatif dans le reste du plan (lyl>V f(x». Les solutions ap-
2k 

partenant à la région 1 y 1 < V f(x) sont, donc, croissantes et monotones. Elles 
ne peuvent pas tendre, pour x -+ + 00, vers une limite fixe =1 00, parce qu'on 

, 2/+1 

aurait lim V'-"f-=-("-X-=-)-y-2-;-k = + 00 ce qui est impossible, la dérivée d'une fonction 
x-++oo' 

monotone qui tend vers une limite fixe ne pouvant tendre que vers zéro dans 
le cas où elle possède une limite. La solution en question ne peut pas être 
bornée pour x -+ + 00, parce qu'elle aurait une limite fixe dans ce cas. La 

2k 

solution soit tend vers + 00 pour x -+ + 00 sans jamais atteindre V f(x), soit 
possède un point commun avec cette fonction. Dans ce point sa première 
dérivée s'annule. Les solutions en question sont prolongeables infiniment, mais 
elles ne peuvent pas avoir une asymptote verticale où elles tendraient vers. + 00, 

2k 

parce que pour 1 yi> V f(x) les solutions sont décroissantes. Pour x>XI (Xl 
2k 

l'abcisse du point commun de notre solution et de V f(x» la solution peut 
2k 

entrer dans la région 1 yi> VI (x) et y décroître, ne pouvant pas tendre 'vers 
une limite fixe à cause des raisons expliquées. Elle doit donc atteindre encore 

2k 2k 

une fois V f(x) etc. Elle peut donc être de façon expliquée liée à la V f(x) 
2k 

·et tendre vers + 00 avec celle-ci. Dans le cas V f(x) monotone, par exemple, 
. 2k 2k 

la solution décroissante provenant de la région 1 yi> V f (x) peut a~téindre V f(x) , 
2k 

Y avoir son minimum, passer dans 1 y 1 <V f(x) et puis, ~oujours croissant, 
2k 

tendre vers + 00. Dans les points y = V f(x) l'unicité ne doit pas être obli­
gatoirement remplie, ce qui n'a aucune influence à nos considérations. On a 

i>y' = 
i>y 

k 2k 
2ky2 -1 ., d'f' . 'rp( ) 
(

2/ 21+1 ce qUI n est pas e IUle pour y=± y J tX). 

(2/+1) V f_y2 Ic) 

Dé mon st rat ion de B 4°. On a donc y21+1 + y'2" = f(x) (l = 0, 1,2, ... ; 
. 2k ' 

k= 1,2, ... ). On aura y' = ± V f(X)_ y2 1+1. Le second membre est défini seule-
1+1 

ment pour y<V f(x). 
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Par chaque point de cette région passent deux courbes intégrales, une crois­
sante et l'autre décroissante. Envi-;ageons une solution croissante. Elle ne peut 
pas tendre vers une limite fixe pour x -+ + 00 (voir démonstration de A 1°). 

21+1 

Elle peut donc tendre vers + 00 sans jamais atteindre V f(x). Dans le cas où 
21+1 

elle a un point commun avec V f(x), soit x = Xl ce point. Pour x> Xl (un voi-
21+1 

sinage droit) on aura V f(x) > YI (x) (YI étant notre solution), parce que, suivant 
21+ 1 

les hypothèses, (V f(x»' > Yt' (x) dans ce point. La solution YI (x) ne peut pas 
21+1 

avoir un point suivant X2>Xl commun avec V f(x), parce que, dans un voisinage 
2/+1 

gauche x<x2 elle devrait être YI (x»V f(x) où les solutions n'existent pas. 
La solution ne pourrait pas être continue, ce qui contredit à la nature con­
tinue, différentiable et prolongeable de la solution en question. Pour x> Xl la 

21+1 

solution pourrait donc rester dans y<V f(x) et y tendre vers + 00 pour 
x-++ 00. 

Dé mon s t rat ion de C 6. On a la même équation et presque la même 
situation comme dans le cas précédent. En général, la solution peut rester 

2/+1 

dans y< V f(x) et y rester bornée, mais, prenant en égard que la fonction. 
21+1 

bornée V f(x) n'est pas supposée obligatoirement monotone et croissante on 
21+1 

peut arriver que, dans le point commun Xl de YI (x) et de V f(x) la fonc-
21+1 

tion V f(x) est décroissante, c'est-à-dire, elle devrait être, pour x>xI plus 
21+1 

grande que V f(x) , c'est-à-dire, elle devrait entrer dans la zone "interdite",. 
ce qui est impossible. Elle peut rester, donc, inprolongeable, ayant la dérivée 
gauche nulle dans X = Xl' Elle est bornée, mais pas pour X -+ + 00' 

Dé mon s t rat ion de D 9. On a l'équation 

y2Z+I+y'2k+l=f(x); k, 1=0, l, ... 

On a alors 
2k+l 

y' = V f(x)-y 2Z+1• 

2~1 2~1 

Les solutions sont croissantes pour y<V f(x) et décroissantes pour y> V f)x). 
Une solution, soit croissante, soit décroissante ne pourrait premièrement 

21+1 

jamais atteindre la courbe Y = V f(x). Elle serait monotone et bornée dans ce, 
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2k+l 

cas et elle aurait une limite fixe a> O. Sa dérivée V f(X)_y2Z+1, f (x) tendant, 
d'après l'hypothèse, vers C2Z+I , tend aussi vers une limite fixe, qui doit être 

2k+1 

obligatoirement zéro. On a, donc, partant de y' = V f(X)_y2Z+1, pour x ~ + 00, 

2k+1 

O=V C2Z+1_a2Z+1 ce qui donne c=a. 
21+1 

Si la solution a de points communs avec V f(x), elle peut rester liée à cette 
fonction passant de la région de croissance dans la région de décroissance et 
inversement, tendant avec elle vers la même limite. 

Démonstration de E 10°. On a y21'+y'2 1=f(x) (k, 1=1,2, ... ). 
21 

On a alors, y' = ± V~f:-;(x-::)-_-y-2--;-k. Toutes les solutions appartiennent à la région 
2k 

1 yi.;;; V f(x). Par chaque point de cette région passent deux courbes intégrales, 
l'une croissante et l'autre décroissante. On démontre analoguement au cas 

2k 

précédent qu'une courbe croissante n'ayant pas de points commun avec V f(x) 
ne peut tendre que vers a pour x -~ + 00. A cause de monotonie de la fonc-

2k 

tion V f(x) croissante, une solution croissante ayant un point commun Xl 
2k 

avec V f(x) doit dans x = Xl avoir la dérivée droite nulle et puis rester tou-
2k 

jours y (x) < V f(x) sans plus l'atteindre. Elle reste donc bornée et ne peut 
que tendre vers la même constante. Les solutions décroissantes tendent vers - a. 

* 
Citons enfin quelques exemples élémentaires des équations linéaires où la 

zone d'influence en question est évidente. 

Exemple 1. Etant donnée l'équation 

y' = sin x-y 

la zone de croissance des solutions est pour y < sin x et la zone de décroissance 
pour y>sinx. La zone d'influence est tout le plan XOY, parce que chaque 
solution décroissante doit atteindre sin x, y avoir son minimum, pasc;er dans 
y < sin x, croître, sur y = sin x atteindre son maximum, etc. et rester toujours liée 
à la fonction y = sin x. La propriété P d'une solution est d'être oscillante de 
façon analogue à celle de y = sin x, mais la périodicité n'est pas obligatoire. 
La même conclusion vaut pour les solutions croissantes de y<sin x deviennent 
de même oscillantes. 

Si l'on voit l'intégrale générale 

C 
z sin x-cos x 

y= e- +--2--' 
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il est évident que l'on obtient une solution oscillante seulement pour C = 0, 
mais pour x -- + 00 le membre Ce-x tend vers 0 et les solutions "ressemblent" 
de plus en plus à la fonction y = sin x. 

Exemple 2 Etant donnée l'équation 

y' = eZ-y 

tout le plan sera la zone d'influence de la fonction y = eZ (les solu~ions 
tendent vers + 00 pour x -- + 00). L'intégrale générale confirme la conclusion. 

&' 
y=-+Ce-z . 

2 

Les équations linéaires et bien d'autres offrent beaucoup d'exemples 
concernant la zone d'influence. 

* 
L'équation (2) devient, pour m:= n = 2 l'équation connue, étudiée par 

Michel Petrovitch (voir [33] et [34] et le petit article pédagogique: OsetIjiva 
mesta obicnih i diferencijalnih jednacina (M. Petrovié, Clanci, Beograd 1949», 

. et d'un autre point de vue par Tadija Pejovié ([41]) et Dragoslav S. Mitri­
novié ([42]). Les lieux géométriques de points stationnaires figurant dans le 
présent chapitre, dont le rôl~ important est bien connu, peuvent bien servir 
à titre des solutions approximatives. Nous avons, par exemple, défini la notion 
de "solution approximative presque stable" (voir notre article [57] et le chapitre 
précédent), où la propriété P introduite dans le présent travail a un sens 
distantiel, proche à la stabilité au sens de Liapounoff. 

* 
Il est facile de voir que l'équation y'm_y1l=f(x) peut être aussi consi­

dérée de façon analogue. Par exemple, considérons l'équation y'2k+l_y21=f(x), 
2/ 

avec f (x) < 0 pour x:> xo' la fonction - V-f--:-(-'-x-:-) monotone et tendant vers 
- 00 pour x __ + 00. Alors, il existe une classe de solutions· tendant vers 
- 00 pour x __ + 00. Les autre cas doivent être étudiés sous les hypothèses 
semblables au cas de ym + y'n = f(x) ou sous les hypothèses différentes de 
celles-ci. L'équation 

m 

y'1I_ rI (Y-CPt (x» = f(x) 
;=1 

offre aussi une suite de possibilités. 

* 
Envisageons tous les cas où à la fonction cP (x) bornée, pour x >xo par 

exemple, correspond une classe de solutions bornées pour x:> Xo de l'équation 
y' = F (x, y, cP (x». Ceci veut-dire que l'équation y' = f' (x, y, cP (x» définit dans 
ce cas une transformaticn de l'ensemble de fonctions bornées cP (x) en soi­
-même de façon qu'à toute fonction cP (x) correspond un continu d'éléments 
du même ensemble. Il faudrait bien intéressant d'étudier les propriétés de 



Inégalités différentielles et l'analyse ... 145 

cette transformation ainsi que les généralisations possibles dans ce sens 
des idées. 

Il est intéressant de remarquer que Michel Petrovitch donne des résul­
tats (voir [36]) concernant l'équation y'=F(x,y, cp (x» avec À (x) <cp (x)<\L (x) 
et ces équations de comparaison y'=F(x,y, À(x», y'=F(x, y, \L(x». Pour 
les solutions des équations considérées il obtient Yt (x) <y (x) <Y2 (x). La pro­
priété P dont nous parluns ici a le sens: "être encadré entre deux courbes 
fixes". Nous avons tiré l'idée fondamentale de la zone d'influence en étudiant 
les travaux de Petrovitch. 

SUPPLÉMENTS 

Nous avons obtenu quelques résultats après le séminaire dont le contenu 
fait l'objet de la présente étude. Ces résultats ne sont pas encore publiés. 
Nous les citerons sans démonstration. 

10 Soit donnée l'équation différentielle aux coefficients continus 

Considérons sa solution y (x) avec y (xo) = Yo, y' (xo) = Yo' ... , y(n-l) (xo) = Yo(n-u . 
Soit définie, dans l'intervalle [xo, Xl) une fonction v (x) avec v (xo) = y (xo) = 
= Yo" .. , v<n-l) (xo) = y<n-l) (xo) = Yo<n-n, pour laquelle on a 

(2) v<n) + al (x) v<n-l) + ... + an- 1 (x) v' + an (x) v-f (x) = cp (x) > 0 

dans [xo' Xl)' ce qui veut dire que v(x) satisfait à l'inégalité linéaire de 
Tchapliguine de l'ordre n. On pose la question: est-ce que on a 

(3) v (x»y (x) 

dans (xo, Xl)? 

Il est bien connu que la condition nécessaire et suffisante pour la réponse 
positive à la question posée est la non-négativité de la fonction de Cauchy 
K(x, IX), c'est-à-dire: K(x,IX);;;'O dans le triangle XO<IX<X<Xl . Nous avons 
démontré la proposition suivante: 

Pro p 0 s i t ion 1. L'équation (1) aux coefficients constants al"'" an a 
la fonction K (x, IX) non-négative dans le sens expliqué et pour Xl arbitraire 
dans le cas où toutes les racines de l'équation caractéristique sont réelles et 
rI < ... <rn . La même conclusion a lieu pou l'équation caractéristique de la 
forme (r- rl)n = 0 (rI - nombre réel). . 

Excepté la condition K (x, IX) ;;;. 0 qui est nécessaire et suffisante il est 
possible de former plusieurs critères suffisantes pour 

L[v]-f(x)=cp(x»O ::::> v>y dans (xo, Xl)' 

10 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes ••• 



146 Milorad Bertolino 

Inspirés par un procédé de démomtration du à A. D. Myskis nous avons 
donné pour n = 3 (n = 3 ne diminue pas la généralité, ce qui sera clairement 
montré dans nos démonstrations) certaines classes d'équations du type 

y'" +a(x) y" + b (x) y' + c (x)y=f(x) 

pour lesquelles l'inégalité différentielle du type (2) dans [xo, Xl) a pour 
conséquence l'inégalité (3) dans (xo, Xl). 

Pro p 0 s i t ion 2. L'implication (2) ~ (3) a lieu pour les équations dont 
les coefficienrs a (x), b (x) sont données par les équations linéaires 

2 cp a (x) +b (x) = -3 cp' -3 cp2 

(cp' + cp2) a (x) +cp b (x) = -cp"-3 cpcp' _cp3_C (x), 

cp (x) étant une fonction arbitraire deux fois différentiable et cp2_cp':;6 ° dans 
[xo, Xl) et c (x) étant une f;:>nction arbitraire définie dans [xo, Xl). Le choix 

cp = -~ facilite la c:émonstration. 
3 

Pro p 0 SI t ion 3. La même conclusion a lieu pour le système 

3 cp a (x) + b (x) = -4 cp' -7 cp2 

(cp' + cp2) a (x) + cp b (x) = -cp"-3 cpcp'_cp3_ C (x) 

avec 2 cp2_cp':;6 0, où le rôle du choix cp = -~ précédent joue le choix cp = ~ . 
3 2 

Plusieurs exemples sont donnés, qui illustrent les possibilités provenant de nos 
propositions. 

2° Suivant l'étude de l'équation d'Abel, cité en avance nous avons 
démontré le théorème suivant, permettant la conclusion sur l'asymptotique 
des solutions dans l'intervalle infini. 

Pro p 0 s i t ion 4. Soit donnée l'équation différentielle 

(y+g(x»y' =h (X)y2+ h (x)y+fo (x) 

sous les hypothèses suivantes: 

a) les fonctions g (x), fo (x), h (x), h (x) 

som continues et bornées pour x;;;. Xo 

b) on a g(x»o, fo(x)<o, h(x)-g(x) f2(x»0, 

x 

h (x)<o pour x;;;.xo, lim J h (t) dt= - 00. 
x-++co Xo 
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c) Il existe un e:>O tel qu'on on a 

e: > _10 , -=-> sup 10 + e: g pour x:;;' xo' 
g h. gfz-J;-E 

Alors, il exisre une classe de solutions avec y (x) ~O. 

Les exemples sont construits. 

30 Généralisant "l'équation chimique" étudié par Michel Petrovitch 

y' = U; -y) (h-Y)' .. Un-Y) 
nous avons démontré 

Pro p 0 si t ion 5. Soit donnée l'équation 

" 
(4) y' = TI [<p( (A (x»-<p( (y») 

i=1 

où fi (x) sont pour x:;;. Xo les fonctions différentiables et 

ft (x) <f2 (x) < ... <fn (x) lim A (x) = Ci = const. 
x-.+ .. 

Soient <Pi (y) des fonctions différentiables et monotones 

(<p, (Y):;É<P1 (y»; i=ftj) pour -oo<y<+oo. 

On a sous ces hypothèses: 

Dans le cas n pair, à chacune des constantes C, (i impair) correspond une 
classe de solutions de (4) telle qu'on a lim y (x) = C'I et à chacune des cons-

x ...... + .. 
tantes Ct (i pair) correspond au moins une solution de (4) avec lim y (x) = q. 

x ...... + .. 

20 Dans le cas n impair, <p" des fonctions monotones et croissantes, le 
résultat est le même comme dans la, ce qui veut dire pour n impair, que 
toutes les solutions tendent vers les constantes. 

30 Dans le cas n impair <P1 des fonctions monotones et décroissantes, 
aux index i pairs correspondent les classes de solutions tendant vers C", et 
aux index i impairs "au moins une solution", contrairement au résultat 1 o. 

Les cas ou parmi les <p" il Y a de fonctions croissantes et décroissantes 
sont étudiés aussi, ainsi que les cas 

et 

ft (x) 12 (x) = ... =fn (x)-..f(x). 

Les exemples sont construits. 

10· 
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Rem a r que La littérature citée est divisée en quatre parties, où la 
première partie concerne la littérature soviétique, la deuxème partie la littérature 
aux langues occidentalles, la troisième partie la littérature yougoslave, la 
quatrième partie les travaux de l'auteur lui même. 

Le principe chronologique n'a pas eu lieu, mais le principe d'importance 
des références figure dans chaque partie séparément. Ce ri'est pas toujours 
"l'importance absolue" dans le domaine correspondant - on voulait aussi faci­
liter au lecteur d'approfondir ces connaissances. Dans l'article [62] le lecteur 
peut trouver un court aperçu concernant le travail de l'auteur dans le domaine 
d'équations différentielles - une sorte de résumé de la présente étude. 

M. Bertolino 



O. RAKlé 

QUELQUES PROPRIÉTÉS 
ASYMPTOTIQUES D'UN SYSTÈME 

D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 



T. Peyovitch a considéré un système d'équations différentielles de la forme 

dXj..ç. xk 
-= L. a (t)e 
dt k=l ik 

(i= 1, 2,3, ... , n), . 

où les coefficients aik (t), (i, k = 1, 2,3, ... , n) sont des fonctions réellees, conti­
nues et bornées de la variable réelle t. Il a montré comment les solutions de 
ce système se comportent lorsque la variable réelle t tend soit vers - 00 soit 
vers + 00. 

Nous allons' démontrer que les mêmes propriétés sont vérifiés par des 
solutions du système d'équations 

(1) 
dXj..ç. Uk (Xk) 
'-= L. l1tk(t)e 
dt k=l 

(i = 1, 2, 3, ... , n), 

où aik (t) (i, k = l, 2, 3, ... , n) sont des fonctions réelles, continues et bornées 
de la variable réelle t, tandis que Uk (Xk) sont des fonctions réelles et déri-

vables et leurs dérivées dUk (Xk) bornées. 
dxk 

Thé 0 r ème 1. Si 1'on a, pour t;;. to , 

(2) (i, k = 1, 2, ... , n) 

et, pour XtE( - 00, + 00), 

(3) (i=I,2,3, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives,· on aura alors 

lim dXj =0 
t-++oo dt ' 

limXi= - oo(i= l, 2, ... , n). 
t-;.+oo 

Pour démontrer ce théorème transformons le système d'équations (1) en 
introduisant la transformation suivante 

(4) (i = 1, 2, 3, ... , n), 
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d'où l'on a 

(5) 
dx, 1 y; 
-=,.-
dt Uj Yi 

(i = 1, 2, 3, ... , n) 

avec 

(i=1,2, ... , n). 

En vertu des relàtions(4) 'et (5) le système d'équations (1) devient, 

(6) (i= 1,2,3, ... ,n). 

Tenant compte des conditions (2) et (3) le système d'équations (6) devient un 
système d'inégalités suivantes 

n n 

(7) - MGYi 2: Yk <y~ < -mg Yt 2: Yk, 
, k-l 'k~1 . 

(i= 1,2, ... , n). 

En faisant la somme de ces inégalités de i = 1 . à i = n, on aura 

Si l'on divise cette inégalité par (i Yk)2 ,'on peut l'écrire sous li. forme 
k-l 

(8) MG;;> ~ (-n-l-);;> mg. 
dt "" L, YI< 

k=1 

En intégrant l'inégalité (8) de to à t, on obtient 

(9) 
1 

MG(t-to)+C;;> n ;;>mg (t-to) +C, 
2: YI«t) 

k-l 

où l'on a C 1 La constante C est p~sitive~ car .,l'expression 

n n 

L: Yk (to) = L: /k (Xo) 
k-l·. k=1 

est toujours positive. Puisque les expressions' 

MG(t-to)+C et mg(t~tJ+C 
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sont positives vu que t> to et C> 0, l'inégalité (9) peut être mise sous la forme 

\ 1 ~ ..ç. Uk (Xk) 1 
-----< L. Yk= L. e < . 
MG(t-t~+Ck=l k=l mg (t-to) + C 

(10) 

En vertu de l'inégalité (10), on peut déterminer le comportement des so­
lutions du système (1), lorsque t augmente indéfiniment. Par conséquent, de 
système d'équations (1) et à cause de la condition (2), il en résulte 

(11) (i=I,2, ... , n). 

Les inégalités (11), par suite de l'inégalité (10), peuvent être écrites sous 
la forme 

(12) 
M dx( 'M 

--- <-<------
mg (t-tJ+ C dt MG.(t-to)+C' , 

(i=I,2, ... , n). 

En intégrant les inégalités (12) de to à t, on aura 

M C m C 
Xi (to)+-ln <Xi (t) <Xi (to) +-ln . , 

mg mg(t-to)+C , , Mg., MG(t-to)+C 
(13) 

(i= 1, 2, ... ;), 

où les valeurs initiales Xi (to) sont finies et déterminées. Les inégalités (12) 
et (13) donnent 

1· dXj 0 lm -' = , 
, ...... + .. dt 

ce qu'il fallu démontrer. 

lim Xt= - 00, 
, ...... + .. 

(i=I,2, ... , n), 

De même on démontre les théorèm.es suivantes: 

Théorème 2. Si l'on a, pour t<to, 

-M<~k(t)<-m, 

et, pour x, E (- 00, +'00), 

-G<u;<-g, 

(i,k=I,2, ... , n), 

(i=I,2, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors 

l, dxj 0 lm -= ,. 
, ...... - .. dt 

Iim limxi = + 00, 
t~-oo 

(i=1,2, ... , n). 

Théorème 3. Si l'on a, pour t<to, 

m<~k(t)<M Ci, k = 1,2, ... , n) 
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et, pour x,E(-oo, + 00), 

(i= 1,2, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors 

1· dx, 0 lm -= , 
1-"-00 dt 

lim xi= - 00, (i=1,2, ... , n). 
t-.-oo 

Thé 0 r ème 4. Si l'on a, pour t;;. to, 

(i, k= 1, 2, 3, ... , n), 

et, pour Xi E ( - 00, + 00 ) 

(i = 1, 2, ... , n), 

où m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors 

1· dx, 0 lm -= , 
t_+oo dt 

lim x,= + 00 
1-,++00 

(i=1,2, ... , n). 

2. Le système d'équations (1) peut être utilisé pour étudier le compor­
tement de la solution du système d'équations différentielles 

(14) !U = 1,2, 3, ... , n), 

lorsque les fonctions aH, (t) et !Je (X)k sont réelles et continues par rapport à 
leurs arguments. 

Thé 0 r ème - Si l'on a pour t;;. to' 

(15) -M <aue (t)..;;; -m, Ci, k= 1, 2,3, ... , n) 

et, pour xiE(-oo, + 00), 

(16) (k=1,2,3, ... , n), 

tandis que les fonctions Uk (Xk) et Vk (xk) sont réelles et dérivables pour toutes 
les valeurs de Xk et elles satisfont aux conditions suivantes 

(17) (k=1,2,3, ... , n), 

où m, M, gl' Gp gz et G2 sont constantes positives avec gl;;' g2' G1 ..;;; G2 on 
aura alors 

M C m CI 
xi(to)+-ln 2 ..;;;x,(t)..;;;x,(to)+-ln ----'---

mg2 mg2 (t-t J) + C2 MG2 MG2 (I-to) + CI 

(i 1,2,3, ... , n), 
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où l'on a 

En vertu des hypothèses (15) et (16) on obtient du système des équations 
(14) le système des inégalités 

(18) (i=I,2,3, ... , n) 

Si pour les sommes 

" n 

(19) 2: e"k (Xk) et 2: /k (Xk) 

k=l k~1 

peuvent être trouver la minorante et la majorante, le système des inégalités (l8) 
deviennent de la forme (12). 
Pour déterminer ceci, nous partirons de deux systèmes d'équations suivantes 

(20) 

(21) dx, = i ~k (t) /k (Xk) 

dt k=1 
(i=I,2,3, ... , n). 

Si l'on pose e"{(xj) = y" ev/(xl) = z, dans les systèmes (20) et (21) et on utilise 
les hypothèses (15), (16) et (17) alors avec le même procédé ainsi qu'aupara-
vant, on obtient les relations . 

(22) 

(23) 

où l'on a 

( 

n )-1 Cl = 2: e"k [Xk (10)] et 
k=1 

D'après l'hypothèse (16) on voit que 

et par conséquent 
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ou bien 

Cette inégalité montre que 

(24) 

Puisque l'on sait que 

il s'en suit que 

et l'on a 

mg1(t-tO»mgz(t-to) et MGz(t-to»MG1(t-to) 

mg1 (t-to) + Cl >mgz (I-to) + Cz' 

m Gz (t-to) + CI> MGI (t-to) + Cl> 

MGz (t-tO)+C1 >MGz (t-to)+Cz· 

Nous écrivons ces inégalités sous la forme 

___ <: 1 , 
mgl (t-to) + CI mg2 (t-to) + C2 

(25) 
1 1 

------<:---------
MG2 (t-to'1+CI MGI (t-to'1+CI 

1 1 
-------- <: , 
G2 M (t-to'1 + Cl MG2 (t-to'1 + C2 

En vertu des inégalités (25) on voit que les inégalités (22) et (23) peuvent 
être remplacées par des inégalités 

1 ~ Uk (Xk) 1 ------<:L,e <: , 
G2 M (t-to) + CI k= 1 g2 m (t-to) + C2 

(26) 
1 ~ Vk (Xk) 1 -------<:L,8 <: , 

G2 M (t-to) + CI k=l gl m (I-to) + C2 

La minorante cherchée et la majorante cherchée pour les sommes (19) sont 
le membre gauche et membre droit des inégalités obtenues (26). Puisque les 
sommes (19) ont la même minorante et la même majorante, alors les inéga­
lités (18) peuvent être remplacées par les inégalités 

(27) 
M dXj 

------<:-<: 
K2 m (t-to) + C2 dt 

m 
(i=1,2,3, ... , n). 
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En intégrant ces inégalités (27) de t à to' on obtient 

(i=I,2, ... , n). 

De cette manière nous avons démontré le théorème mentionné ci-dessus. 
Remarquons que si l'on introduit pour les fonctions ai" (t), u" (x,,) et 

v" (x,,) autres hypothèses comme par exemple 

-M..;;; llt" (t).;;; -m 

pour t;;;. to et pour Xi E ( - 00, + 00 ) 

(i,k=I,2,3, ... , n), 

(k=I,2, ... , n), 

étant donné que m, M, gt> G1 , g2 et G2 sont des constantes positives avec 
gl ;;;.g2 et G1 .;;; G2 avec le même procédé que dans le cas précédent, on obtien­
dra alors l'inégalité qui correspond aux hypothèses introduites plus haut. 

3. Thé 0 r ème - Si dans le système d'équations de la forme 

(28) (i = 1,2,3, ... , n), 

les fonctions ai" (t) (i, k = 1,2,3, ... , n), sont réelles, continues et telles que 
l'on a, pour t;;;. to' 

(29) (i,k=I,2, ... , n) 

et les fonctions f" (x,,) (k = 1,2, 3 .... , n) sont réelles, continues et positives 
dans tout ['intervalle fini, alors les solutions réelles et continues Xi (t) de ce 
système d'équations, pour la variable réelle t, ont les propriétés 

(i=I,2,3, ... , n). 

En vertu de la condition (29) et de l'hypothèse concernant les fonctions 
f" (x,,), le système (28) donne 

(30) (i=I,2, ... , n). 

Tenant compte des inégalités (30), on conclut que les dérivées dx. sont finies 
dt 

et bornées pour toutes valeurs finies de x" puisque les fonctions f" (x,,) sont 
finies pour les valeurs finies de x", Les solutions 

(31) (i=1,2,3, ... , n), 

11 T. Peiovié,. M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problèmes •.• 
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qui par hypothèse existent, sont continues et monotonement décroissantes lors­
que t-+ + 00 et cela strictement monotonement, car pour x" fini, on a tou-

jours dx
j #0, ce que montrent les inégalités (30). 

dt 

Pour montrer que X1-+- 00 lorsque t-+ + 00 il suffit de montrer que Xi 
n'a point d'asymptote parallèle à l'axe de t à la distance finie 

(32) X, = -A, (A> 0), (i=1,2, ... , n). 

Dans ce but nous allons résoudre une des équations (31) par rapport à t, soit 
i-ième, et l'on a 

(33) 

Si l'on remplace t dans les autres solutions Xl> x2 ' ••• , xI_p X'!+l' Xf+2"'" X1I , 

on obtient 

(34) (k=1,2, ... , n). 

Enfin, si l'on remplace les valeurs t et X" de (33) et (34) dans des équations 
(28), on aura 

et pour k = i on a 

ai" ["Pi (Xi)]!" [4>" (X,)] =aii ["Pt (Xi)]h (Xi)' 

Pour que les courbes intégrales Xi (t) aient des asymptotes parallèles à l'axe de 
t à la distance fini Xi = -A, il faut que 

Ci = 1, 2, ... , n) 

soit égal à zéro. Par conséquant, puisque par hypothèse les fonctions!" (x,,) = 

=!" [4>" (Xi)] sont positives et finies pour toute valeur finie de Xi et les fonc­
tions ai" (t) = aid"Pi (Xi)] négatives et différentes de zéro pour t"> to, cette limite 
ne peut pas être égale à zéro. Donc, les courbes intégrales Xi (t) n'ont pas des 
asymptotes parallèles à l'axe de t à la distance finie de l'axe de t. Puisque 
les courbes intégrales sont monotonement décroissantes, on aura vx Xi (t)-+- 00 

lorsque t-+ 00, ce qu'il a fallu démontrer. 
Ce théorème est plus générale que les précédents, mais il est moins pré­

cis, car les théorèmes précédents donnent les comportments des Xi (t) pour t-+ 00. 

4. Si les coefficients ai" (t) du système (2) sont des constantes réelles et 
si les fonctions réelles u" (x,,) ont les formes u" (x,,) = gk X", où gk sont des 
constantes réelles, alors on aura le théorème suivant 
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Théo r ème -Soit X1 (t), (i = 1,2, ... , n) le système des solutions 
d'équations différentielles 

(35) dx, = i ~k eKk Xk 
lit k=1 

(i=1,2,3, ... , n), 

où ~k et gk sont les constantes réelles. Ce système admet, sous les conditions 

(36) 2 2 
gi aH a" k+l- 2 g, gk+lllf, ~k+l' k+l + gk+l ak+l' k ak+l, k+l = 0 

i=I,2,3, ... , n-l; k=i, i+ 1, i+2, ... , n-l 

Ja propriété 

n 
lim 2: gtllff~/Xi=O. 

t--+±OO/=l 

Pour démontrer le théorème que l'on vient. d'énoncer, transformons le 
:système (35) par la substitution 

(37) 
n 

Y8 = .L bai eKix/ 
i=1 

(s=1,2,3, ... , n). 

-OÙ b8t sont des constantes réelles. Déterminons les coefficients bai de la ma­
nière que le système (35) se ramène au système d'équations de la forme 

(38) dy, 2 
-=y 
dt • 

(s=I,2,3, ... ,n). 

Les relations (37) donnent 

dy. ~ b ..K"X/ dx, 
-= L. gt 8f e" 
dt ;=1 dt 

(s= 1,2,3,. un). (39) 

Si l'on substitue les valeurs de Y8 et ~. exprim€es par les formules (37) et 

(39) dans le système d'équatIOns (38), on aura 

Le clembre gauche et droit de ce système peuvent être écrit sous la forme 

Pour obtenir les équations de forme plus maniable pour déterminer les coeffi­
-cients bsj, nous écrirons le système (41) sous la forme 

II" 
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n n-In-I 

= L b;i e2B'i
x
i + 2 L L bat ba , k+l t!l/X;+Kk+l xk+l, (s= 1, 2, ... , n), 

i= 1 r=1 k=i 

d'où l'on a 

(42) 
n n-I n-I 

L (gt bat ~i-b;i) e2B'i
x
i + L L (gi bSi a", k+l + 

i=1 i=1 k=i 

(s=I,2,3, ... , n). 

Puisque e2 K/ X1 =l=O et, t!li xi+Kk+l xk+l =1=0 pour toutes les valeurs finies de Xi, les 
équations (42) serons alors identiquement égales 'à zéro si l'on a 

(43) 

(44) 

s = 1, 2, 3, ••. , n; 

(i, s = 1,2, 3, .. " n); 

i=I,2,3, ... , n-l; k = i, i + 1, .. , n - 1. 

Les valeurs 

(45) (i,s= 1, 2, 3, ... , n), 

que l'on obtient du système d'équations (43) doivent satisfaire aussi au sys­
tème (44) 

Si l'on pose dans le système (44) 

il devient alors 

(46) 

(i= 1, 2,3, ... , n-1), (k=i, i+ 1, i+2, ... , n-l). 

Dans le système (44) ou bien (46) le nombre de relations en tout est 

égal à ~n(n-l) ce que l'on reconnaît facilement de la manière suivante;, 
2 

1° Pour i= 1, k= 1, 2, 3, ... , n-l les relations (46) donnent n-l équa-· 
tions; 2° pour i = 2, k = 2, 3, 4, ... , n-l, les relations donnent n- 2 équations 
et ainsi de suite. Enfin, pour i = n-l les relations (46) donnent une équation. 
Donc, on aura en tout 

(n-l)+(n-2)+(n-3)+·· . 

de relations 

1 
+ [n-(n-l)] =-n (n-l) 

2 
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Par conséquent, le système d'équations différentielles (35) sous la condi­
tion que les coefficients Of.lc et g" satisfassent aux relations (46), peut être ra­
mené par la substitution (37) au système (38) et aves les relations (45). 

Si l'on intégre les équations différentelles (38) de to à t, on obtient 

(s=I,2, ... , n), 

c'est-à-dire 

l 1 
--+--=t-to 

y.(t) y. (tJ 
(s = 1, 2, ... , n) 

ou bien 

Ys (t) = y. (tJ 
, l-y. (to) (t-to) 

y. (to) 

y. (toJ (to-/) + 1 
(s = 1, 2, ... , n). 

D'où l'on a 

(s-l, 2, ... , n), 

parce que Ys (to) sont des nombres finis et réels. 
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