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PREFACE

Ce livre est le résultat d’un seminaire qui fut tenu 2 I'Institut Mathéma-
tique de Belgrade au cours de 'année 1966—1967. Dans ce livre se trouvent
quelques-uns de problémes de la théorie qualitative des équations différentielles
qui furent traités dans les conférences du séminaire par les auteurs de ce livre.

Les auteurs
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Dans ce Mémoire nous allons exposer quelques résultats sur Pexistence
et quelques propriétés asymptotiques des équations différentielles ordinaires dont
nous nous sommes occupés i plusieurs reprises, en modifiant quelques-uns de nos
résultats antérieurs et ajoutant encore quelques autres résultats. Pour cela nous
utilisons exclusivement la méthode classique des approximations successives de
Picard. Les intégrales sont celles de Riemann. Enfin, nous mentionnerons les

résultats d’autres auteurs concernant la méme question.!

Nous commencerons cet exposé par 1’équation linéaire du premier ordre
et le terminerons par un systéme d’équations

dx, 2 ,
_‘.k_‘= > () e+ i)+ F(t, %, ..., %), (i=1,2,...,n)
k=1

et par quelques équations spéciales,

1. Equation linéaire du premier ordre. — Soit donnée une équation
(1.1) —j—:=a(t)x+f(t)
dont la solution générale est
t t t t t g
Ia(t)dt - [ ayat Ia(s)d: . - Ja(syds :
(1.2) =x=e® C+ e f@)yde|=e” C+ e f®dE
fo ' t ‘

ol a(t), f(z) sont des fonctions réelles et continues de la variable réelle ¢>¢,.
11 faut distinguer plusieurs cas:

1°. Supposons que l'on ait
t

Ia(.\')d:
(1.3) . lim e® =k+#0, oo, (k=nombre fixe),
t—ro0 .
- ]' a(s)ds
(1.4) hmf f(&)ydg=0.
t—ro

1) Nous avons commencé & nous occuper du probléme des solutions asymptotiques
des équations différentielles ordinaires en 1932 par un Mémoire intitulé: ,,Sur les solutions
asymptotiques des équations différentielles linéaires {Publications mathématxques de I'Uni-
versité de Belgrade, t. I, 1932).
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On peut choisir la constante C de maniére que la solution (1.2) prenne
la forme

'fta(:)d: ! L ]’Ea(s)d:
x=e" [;+fe fo f(&)d&]
L
d’oll 'on a, d’aprés (1.3) et (1.4), lim x=/, / étant un nombre fixe.

1—ro0
Lemme 1.1° — L'équation (1.1) admet, pour t>1t,, sous les conditions
(1.3) et (1.4), toutes les solutions asymptotiques bornées avec C bornée.))

Il faut remarquer que la condition (1.4) est remplie, si I'on a

—_fa% =M, (@(1)#0), pour t<[t,, =),
M étant un nombre fixe, car on a
£ 3
® ~ [ a(0ds by 116 — § a(s)ds
[en " r@ae= L —a@et T at<
t t
- 1wy, du>o0,
<M [|du|=M
; u(t)———llc—, du<0
avec
3 £
- [ ads ~ [ aas

u)=e , du=—aE)e dt
ol I'on a, d’aprés (1.3), lim u(t)=—llc—.
t—> .
2°. Supposons que 'on ait

t
I a(s)ds

(1.5) ime® =0, lim LY —p2 a@)s0.
t—>00 t—o00 —aft) t=ty
En appliquant la régle de Stolz & I’équation (1.2.) on aura, sous la con-
t
, — [ a(s)ds
dition (1.5) et sous la condition que la fonction e admet la dérivée
pour {E[t,, ),

(1.6) lim x=b.
t—>o0

g
- ]' a(s)ds

1) En remplagant la condition (1.4) par la condition f e fEdE=0()

t

]

les solutions de I’équation (1.1) sont bornées.
2) b étant un nombre fixe.

At el |
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Lemme 1.2° — L’équation (1.1) admet pour t>t° sous la condition
(1.5), toutes les solutions avec la propriété (1.6.)

3°. Supposons que I’on ait

t
I asyds
.7 lime® =+, lim —ﬁ'-()—)=b, a(t)#0.

t—>o t—>o0 —a (I =4

Choisissions la constante C de maniére que P’intégrale (1.2) prenne la forme

t

t
t.l'a(:)d: —{a(s)dx
x=e. fe ? &) dE,

on obtient, d’aprés la régle de L'Hospital, la propriété (1.6).

Lemme 1.3° — L’équation (1.1) admet, pour t>1t,, sous la condition
(1.7), une solution avec la propriété (1.6).

4° Soit a (t)=0, on obtient la cas du numéro ' 1° avec k=1.

5° Soit a(f)=r, ol r2 est un nombre réel et négatif, on obtient le cas
du numéro 2°.

6° Soit a(t)=r, ol r est un nombre réel et positif, on obtient le cas
du numéro 3°.

7° Supposons que l'on ait

lim a(t)=r.

t—o0

L’équation (1.1) peut étre écrite sous la forme
dx

(1.8) | e f ()43
avec
(1.9) lim 8 (t)= lim [a(¢)—r]=0

ou sous la forme da I'équation intégrale

(1.10) x=et-0[Ct [er®w fE)dEt [erE05(E)xdE].

g
- I a(s)ds f(t)
1) Si 'ona f e fEYdE=0 (1) au lieu lim o) = b, les solutions de I’équa-

t—o —Q

13
tion (1.1.) sont bornées.
2) Le nombre r peut étre complexe r=p+9 14,
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It faut distinguer plusieurs cas: :
a) r est un nombre réel négatif ou complexe r=p+0i a partie réelle p<0.
Considérons les approximations de I’équation provenant de I’équation (1.10)

(1.11) K=+ e [ €788 (E) ey dE
avec .
(1.12) xp=et-w[C [emr@-w f()dE]

ol x, est une solution asymptotique bornée, c’est-a-dire
(1.13) |xo| <M, pour ¢>1,

M étant une constante fixe.V
Pour m=1, I’équation (1.11) donne

, |
|x,— %] <eot [ &% |3 (E)] | x| dE
o )

'

ou, d’aprés (1.13),
t
(1.14) | —xo| < Meet [ 2% |8(E)|dE=Me(t)<Me

t

lim e(t)=0,2 e=Maxe(t).

t—rxo t=th

avec, d’aprés (1.9),

Pour m=2, I’équation (1.11) donne

g | <ot [ es8 |3 (E)|Ixi—rnodE

d’ol I'on a, d’aprés (1.14),
|%,—x | <Mee(t)<Me2,
En continuant ainsi de :uite, on aura
(1.15) | Xm— Xy | < M e™-1e (1)< Mem

1) Si la fonction f(¢) satisfait 4 la condition lim f(#)=« (x=constante fixe), elle

' t—>o
peut &tre écrite sous la forme f(x)=a+q (¢) avec lim ¢ () =0. Alors ’équation (1.12) entraine:

t=ro0
dx,

(l.a) E=rxo+a+cp(t), (r+0).

Si I'on pose x,=y,+4, ot A est une constante donnée par I’équation Ar+a=0, Iéquation
(X,
(l.a) devient alors D ry,+¢(t), c'est-a-dire, I’équation = erx+ f(t) avec lim f(t)=0
dt dt t—o

2) En appliquant la régle de Stolz a I'inégalité (1.14).
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avec
Hm (xp—Xp-)=0, (m=1,2,...).

t—r
Puisque €(¢)— 0 pour t—oce, on peut choisir #, assez grand pour que l'on ait
(1.16) . e=Maxe()<l.

t=1
Par conséquent, la série

(1.17 X=X+ zl Xm—Xm—1)»
me=
d’aprés (1.15) et (1.16), converge uniformément pour 2>¢,, ¢, étant assez grand,
et représente la solution de I’équation (1.8) avec la propriété
(1.18) lim (x—x5)=0.

t—>c0

Lemme 1.7° a) — L’équation (1.8) admeir pour t>t,, sous les condi-
tions (1.9), (1.13) et (1.16), foutes les solutions avec la propriété (1.18).

b) r est un nombre réel positif ou complexe r=p+0i & partie réelle p>0.

Considérons les approximations successives de I’équation provenant de
I’équation (1.10)

t
(1.19) Xm=Xo+ e [ eT88 (€)X, dE
avec ' B

xo=ert [ et f(E)dE,

ou la solution x, satisfait & la condition (1.13). Pour m=1, Péquation (1.19)
donne

[x—x|<eot [ e [3(E)| x| dE
ou, d’apres (1.13) t

(1.20) % —xg| <M eot [ e~ |3 (E)|dE=Me(t)<Me
avec, d’aprés (1.9), t
(1.21) lim e(£)=0,9 e=Maxe(r)<l.

te>o0 (=31

En continuant ainsi de suite, on aura

| Xm—Xm—y | < Nem-le(t) < Mem
avec
im (xp—Xp-)=0, (m=1,2,...).

t—>x

!) En appliquant la régle de PHospital & Pinégalité (1.20).
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La série de la forme (1.17), d’aprés (1.21), converge uniformément pour
t>1,, t, étant assez grand, et représente la solution de I'équation (1.8) avec
la propriété (1.18).

Lemme 1.7° b) — L’équation (1.8) admet pour t>t,, sous les condi-
tions (1.9), (1.13) et (1.21), une solution avec la propriété (1.18).

c) r=01i est un nombre imaginaire ou égal a zéro (6=0).

Dans ce cas P'équation (1.19) devient

t

(1.22) Xm=Xo+ €% [ e85 (E) x,,_, dE
avec '

Xo=e% [ 04t f(E)dE

ol x, satisfait & la condition (1.13).) Pour m=1 I'équation (1.22) donne

=)< [ 18 €)%, dE
ou, d’aprés (1.13),
|%i—xo| <M [ 8(E)|dE=Me(t)< ME

avec
(1.23) lim c(f)=0, e=Maxe(f)<l,

t—>00

t, étant assez grand, sous la condition

(1.24) lim [ |5(¢)|dE=o0.

1=>00 t
En continuant ainsi de suite, on aura

[Xp— Xy | < Mem-le(t)<Mem
avec
im |xp—Xp=0, (=1,2,...).
t—> o
La série de la forme (1.17), d’aprés (1.23) et (1.24), converge unifor-
mément pour #>1,, t, étant assez grand, et représente une solution de I'équa-
tion (1.8) avec la propriété (1.18).

1) La solution x, est bornée si I'on a

lim [e~9i%f(E)dE=0.

t—>00
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Lemme 1.7° ¢) — Léquation (1.8) admet, pour t>t,, sous les condi-
tions (1.9), (1.13), (1.23) et (1.24), une solution avec la propriété (1.18).

Il faut remarquer que ’équation (1.1) ne change pas de forme si 'on pose
1
§ otads

x=ye" ,

c’est-a-dire, on obtient I’équation
dy
—=A( B(t
2~ 4Oy +B@)

avec
t

© =T eds
A@)y=a(t)—oe ), B@t)=f()e °
Dans ce cas, on peut étudier les propriétés différentes de la relation

t

~ § olnds

xe " pour t—c0.D

2. Equation du premier ordre. — Soit donnée une équation

@.1) %=a(t)x+ F()+9(t, x)

ol a(t), f(¢) sont des fonctions réelles et continues de la variable réelle ¢>¢,;
@ (t, x) une fonction satisfaisant aux conditions:

b) ¢(t, 0)=0; :
) lo(t X)—9 @t )| <A (t)| X—x],
ol A(z) est une fonction positive et continue de la variable réelle 1> 7,.
Ecrivons I’équation (2.1) sous la forme de Péquation intégrale

a) continue et bornée pour la variable réelle 151, |x|< oo;
2.2)

1] ¢

Ia(s)d.r - Iza(s)dai -'le(.:)d'x
(2.3) x=e" C+fe N f(E)d£+fe ’ 9 x)d§

% t

t

et appliquons la méthode des approximations successives, en supposant que
I’équation
d-f'l=a(t)x +f(t)
dt °
admet la solution asymptotique bornée, c’est-a-dire
(2.4) [Xo| <M, pour t>1¢,

M étant un nombre fixe.

1) Concernant les résultats exposés dans le paragraphe Ne 1, il faut voir Jes travaux de
Perron [8], de Tatarkiewicz {11}, de Kostin [37[ et d’autres.
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Il faut distinguer plusieurs cas.
1° Supposons que T'on ait
t

Ia(s)ds
lim €® =k#0, o, (k=constante),

t=>c0

(2.5)

@ g
— fa(@as
limfe B A(E)dE=0.
t

t—

L’équation (2.3) peut &tre écrite sous la forme

t t E t £ 1)
. T as)ds ~J a@)ds ~Ja@as
et [ pags [ s mat
d’ou Pon a
. ¢ t g
fa@ads [ —[a@ads
(2.6) X=Xy + e’ fe fo &, Xp-y)dE
avec
1 g
J a(ds ! t [ aqs)ds
Xg= € [—k—+fe t f(a)dg].

Pour m=1, I’équation (2.6), d’aprés (2.2), donne
t )
fa(s)ds - fa(s)d.r ‘
|2, —xo| < " fe fo AE) x| dED
t
ou, d’aprés (2.4),
t 0 g

J a()ds ~ fa(s)ds
2.7) [x—x)|<Me ° e " AE)dE=Mc(t)<Me

t

1) On peut choisir la constante C de maniére que la solution (2.3) prenne la forme
! w & . &
§ a)ds l ~f a(s)ds - a(s)ds
wmee e [en T r@ars [ oG adz|
t ©

ol 1 est un nombre fixe.
D @ (6 x0)| =9 (8, x)—9 (£ 0) [<A(2) | x| .
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avec, d’aprés (2.5),
" lim £(¢)=0, ge=Maxe(?).

t—oo t21
Pour m=2, Péquation (2.6), d’aprés (2.2), donne
t o 3
Je@as —fa(yds
|x—x, | < €” e " AE) [x,—x,|dE

t

o, d’aprés (2.7),
[%,—x; | <Mee(t)<Me

En continuantainsi de suite, on aura

2.8.) [Xm—Xm| < Mem-le(t)<Mem
avec
lim |Xp—Xp| =0, (m=1,2,..).

t—>o
Puisque €(t) + 0 pour t—oco, on peut choisir #, assez grand pour que 'on ait
{2.9) e=Maxe(t)<1.

. >3
Par conséquent, la série

(2.10) X=X+ 2, (m—%m)

d’aprés (2.8.) et (2.9.), converge uniformément pour ¢>1,, ¢, étant assez grand,
let représente la solution de I’équation (2.1.) avec la propriété

2.11) lim |x—x,|=0.

I —>c0

Théoreéme 2.1°. — Sous les conditions (2.2), (2.4), (2.5) et (2.9),
Péquation (2.1) admet pour t>1,, une solution avec la propriété (2.11).
2° Supposons que l'on ait

t
. . ‘I a(s)d-? 2 (t)
(2.12) lim €° =0, lim —>=0 a(#)#0D
t—roo t> —af(t )
Considérons les approximations successives de I’équation provenant de
*équation (2.3)
t t £

§agds — [ a(ds
2.13) Xm=Xo+€° fe o @& Xm-)dE
to

t
§a@as
1) En supposant que la fonction e’ admet la dérivée.

2 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problémes ...
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avee :
t t g
I aas - J a(9)ds
x,=¢€" C+fe fo fE dE].

to

Pour m=1, I'équation (2.13), d’aprés (2.2), donne

t t

[ a)ds ~Ja@ads
lxl—x0|<e'° fe fo A |x,|dE
to
ou, d’aprés (2.4),

t t

£
§ as)ds — [ a@ads
[x,—x,| < M e® fe fo AE)IE<Me(t)<Me
t
avec, d’aprés (2.12),
(2.14) lim £(¢)=0, e=Maxe(?)<1.

t—>c0 =1t
En continuant ainsi de suite, on aura

[Xp— Xy | < Mem-1e(2) < Mem
avec )
im |xp—%pmy|=0, (m=1,2,...).
t~>o0
La série de la forme (2.10) d’aprés (2.14), cnnverge uniformément =pour
t>1,, t, étant assez grand, et représente toutes les solutions de I’équation (2.1)
avec la propriété (2.11.).

Théoréme 2.2°. — L'équation (2.1) admet pour t > t,, sous les conditions
2.2), (2.4), (2.12) et (2.14), toutes les solutions avec la propriété (2.11).

3°. Supposons que l’on ait
t

T a@ads r
(2.15) lime®  =+o0, lim —’7=o, a(t)#0.

1->00 t—o —a (f t=t

Considerons les approximations de I’équation provenant de I’équation (2.3)

t [
[a@as —~ [ a(as
(2.16) Xm =Xy + e® [e o & Xm-)dE

avec
t t

g
Jads — Ja(@)ds
xo=e'° fe fo f(g)d&
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Pour m=1, ’équation (2.16) d’aprés (2.2), donne
. . w E

']' a(s)ds —tI a(s)ds
|x—x|<€® | e™ AE)|x|dE
. t
-ou, d’aprés (2.4), ,‘
w E
fa@ds - Jva(.v)ds
| xy— x| < M & e® AE)dE=Me()<Me
¢

avec, d’aprés (2.15),
(2.17) lim e()=0, e=Maxe(r)<l.

t—> 121
En continuant ainsi de suite, on aura
| Xp— Xy | <M eMm1e(t) < Mem
avec v
lim [Xp—Xp—y|=0, m=1,2,...).

t—>c0

La série de la forme (2.10) d’aprés ‘(27.17), convergs uniformément pour
t>t,, t, étant assez grand, et représente une solution de I’équation (2.1) avec
la propriéé (2.11)..

Théoréme 2.3°. — L’équation (2.1) adm:t, pour 1>t,, sous les con-
ditions (2.2), (2.4), (2.15) et (2.17), une solution avec la propriété (2.11).
4°, Soit a(t)=0. On obtient le cas du numéro 1° avec k=1.

5°. Soit a(t)=r, ou r est un nombre réel et positif. On obtient le cas
du numéro 2°

6°. Soit a(t)=r, ou r est un nombre réel et positif. On obtient le cas
-du numéro 3°, »

7°. Supposons que l'on ait

lim a(t)=r+£0;

t—>oe
alors, I'équation (2.1) peut étre écrite sous la forme

(2.18) %= rx+f(E)+§ (1, x)

avec
d@)=3@)x+o(t,x), lim 3(¢)= lim a(f)—r=0.

Le procédé de la recherche de solution asymptotique de I’équation (2.18) se
raméne 4 un des cas du numéro _5°. ou 6°.

Considérons 1’équation

dx
—=ag t, e%).
T a)+o(t e

20
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Si I'on pose e*=y, on obtient 1’équation

%=a(t)y+yq>(t,J’)=a(t)J’+4’(’>J’),

c’est-a-dire, on obtient l’équation (2.1) avec f(t)=0.
11 faut remarquer que I'équation (2.1) ne change pas de forme si 'on pose
¢
§ $)ds
x=ye" ,

cest--dire, on obtient I'équation

=A@ y+B()+C(t,y)
avee

4
- [ Y)ds

A@)=a®)—4(), B@O)=f(t)e *

t t
To@ds | —J o@ds
C(t’y)z(? L,y e’ e
Dans ce cas -on peut étudier des propriétés variés de la relation

t

- Fo@ads
xe pour f—»oce.

3. Systéme d’équations linéaires & coefficients constants. Soit donné un
systéme d’équations linéaires

G.1) ‘Lﬁ=zb},,xk~+ﬁ(t) (i=1,2,...,n)
LI |

oll a; sont des constantes, f;(f) fonctions continues de la variable réelle t>t,
et satisfaisant aux conditions

(3.2) lim f; (£) = 0.0

>
1) §i les fonctions f; (¢) satisfont aux conditions lim f; (¢)=5, on peut écrire f; ()=
1—r®
=b;+9, () avec lim $; (#)=0. Le systéme (3.1.) alors devient
1> ®
dX‘ n
(3.8) —d—-— 2 a‘kxk+b¢+¢¢ (t)
t k-1

"~ Si 'on pose x;=y;+A;, ou A; sont des constantes données par les équations

n — —
kzl a,,,Ak+ b;=0 detla,klaéo,

Ie systéme (3.2) devient
dy, n
—d—t-=k§ A Y+ (8),

cest-a-du'e, on obtient le systéme (3.1.) avec hm e (1) =0,



Existence et quelques propriétés 21
Le systéme (3.1.) par les transformations linéaires & coefficients constants
n n
(3.3) Yi= D %apXp Ou X;= > B Vi,
k=1 k=1

det|oy|#0,  det|Bu|#0

peut étre ramené & la forme canonique dépendant des racines de 1’équation
caractéristique

ay —r ay, v Qn
(34) an Gy —F -+ Oy =0.
On1 ('Y App—r

Si toutes racines r; de cette équation sont distinctes, le systeéme (3.1),
aprés les transformations (3.3), -peut étre ramené a la forme

dy,
eyt o (2t
e 1Y+ @y (1)

avec
(3:5) w)=2 s fi@®, (=12....n.

Si Iéquation (3.4) a des racines multiples, & cheque racine multiple r,=r,=
=...=r, correspond un groupe d’équations de la forme

dy,
2y o (D),
at ) 1+, (1)

dy,
(3.6) _dyt_=rl V240 (8)

dy
_‘f=r1)’p+J’p—1+‘Pp(t)

ou les fonctions ¢;(z), d’aprés (3.2) et (3.5), satisfont aux conditions
3D lim @;(¢)=0, (i=12,...,n).

t—>o0

L’intégration du systéme (3.6) donne
t

yy=entt-n [C1+ fe—”('_t‘) @ (1) dt] )

to

. t t
(3.8) Py =enl—t) [C2 + f e~nt-w e ()dt + f e~nt-y dt] ,
. Y bR

........................................

t t
= ety [ g, () de feno-soy,

to to
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ou
t
= eri{t—to [Cl + f e—rit—ty @, (t) dt] N
fo
t t
(3.9 y, = erit—) {c2 + [ene-wo,(t)ydt+ [ dr, [C1 +
. to 1)

t
. fne_,. (2=t (1,) dtz]} ,

fH

Il faut distinguer plusieurs cas.

- 1° ry est un nombre réel négatif ou complexe r, =p,+ 0, i d partie réelle p,<0.
Selon la régle de Stolz et d’aprés (3.7), les solutions (3.9) admettent les
propriétés
(3.10) lim y,=0, (1=1,2,...,n).
]

c’est-d-dire, d’aprés (3.3), les solutions du systéme (3.1) admettent les propriétés
(3.11) lim x;=0, (i=12,...,n),

t—>00
Lemme 3.1°. Le systéme (3.1) admet, pour t>t,, sous les conditions
(3.2), toutes les solutions avec les propriétés (3.11).

2°. r, est un nombre réel positif ou complexe r,=p,+6,i a partie réelle
p1>0. :
Ecrivons les équations (3.8) sous la forme

t
yr=enf f el (2)dt,

t t
y2=e’1‘[fe“’l’q;z(t)dt+fe—'1‘y1dt],

.............................

¢ - ¢
I | SR S

-]

ou

¢
Y =e’l’fe"’1‘<p1 (¢)adt,

1

¢ ¢
y2=e’1’[fe”l’qaz(t)dt+fdt1 _[e_"'z‘Pl (tz)dtz],

0

(3.12)
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1 est facile & voir que les solutions (3.12) admettent, selon la régle de
PHospital et d’aprés (3.7), les propriétés (3.10). Par conséquent les solutions
du systtme (3.1) admettent, d’aprés (3.3), les propriétés (3.11).

Lemme 3.2.° — Le systéme (3.1) admet, pour t>t,, sous les condi-
tions (3.2), un systéme de solutions avec les propriétés (3.11).

3° r,=9,i est un nombre imaginaire ou égal @ zéro (6,=0).
Les solutions (3.12) admettent les propriétés (3.10), si, d’aprés (3.12),
les intégrales

[a [, .. [ewivg (t)dt,,

¢ 131 tp—1

fdtlfdtz',‘ : fe—e’“p"’?z(tp—l)dtp—u
t 4 tp—2

convergent. La convergence des intégrales ci-dessus-se raméne, d’aprés (3.5),
a la convergence des intégrales

(3.13) fay [an, .. [ewinf(yd, &=1,2...,n)
t H

p—1

Par conséquent les solutions du systéme (3.1) admettent, d’aprés (3.3), les
propriétés (3.11).

Lemme 3.3° — Le systéme (3.1) admet, pour t>1,, sous les conditions
(3.2) et si les intégrales (3.13) convergent, un systéme de solutions avec les
propriétés (3.11).

Il faut procéder de la méme maniere pour toutes les racines de 1’équa-
tion caractéristique (3.4).

Par conséquent, pour les systtme d’équation (3.1) ot ay sont des con-
stantes, f;(¢) fonctions intégrables pour la variable réelle t>¢,, avec les con-
ditions (3.2), on aura le théoréme suivant:

Théoréme 3. — Les équations (3.1) admettent pour t>t,, sous les
conditions (3.2), un systéme de solutions avec les propriétés (3.11), si pour chaque
racine multiple r,=r,= =r,=0,i convergent les intégrales (3.13). Ce systéme

de solutions dépend d’un nombre des constantes arbitraires égal au nombre des
racines réelles négatives ou complexes & parties réelles négatives de I'équation
caractéristiqgue (3.4).

Il faut remarquer que le systéme (3.1) ne change pas de forme si
I’'on pose

X;=2z; €M, () = constante);
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c’est-3-dire, on obtient le systéme
) d24 d

2 (a—Nz+ S g 1) et
7 (au—2) z kzlauazk'l'fi()e

k=1
pour I’étude des propriétés des relations

x;e=* pour t— oo,

Il est évident que le théoréme 3. est valable pour une équation linéaire
d’ordre n

drx —dn-tlx
q,
di» din—1

—_ d —
+ - --+a,,_1—£—+a,,x=f(t)

sachant qu’elle peut €tre ramené au systtme d’équations de la forme (3.1).

4. Systéme d’équations du premier ordre. — Soit donné un systéme
d’équations

.1

dx‘

ar = Z aﬂc(t)x,,+f¢(t)+F¢(t,xl, ...,x,,), (l= 1, 2, ...,n)
k=1 -

ou sous la forme

d.
(4.2) St=ay ()Xt i)+ Ot X1, %)
avec
4.3) Qi (t, %15 .-, Xp) = D ag () Xg +Fi(t, %y, o o5 Xp),
. k=1
k#i

oll a;(¢) sont des fonctions réelles et continues de la variable réelle 1>,
fi(t) fonctions continues de la variable réelle > ty; fonctions @;(¢, x,,...,X,)
satisfont aux conditions ’

a) continuées et bornées pour la variable réelle >1,, |x< oo

b) 0;(2,0,...,0)=0;

(4.4 n
0 ;@i(t,xl,...,X,,)—cp,(t,xl,...,x,,)]<x(t)[z ]Xk——xkl]
k=1

ol A(Z) et une fonction positive et continue pour la variable réelle ¢>#,.

Ecrivons le systéme (4.2) sous la forme des équations intégrales

2 t

13
Jay(9ds ' ~lai(ds
x;=€° Ci+|e™ fiB)dE+
4]

(4.5) .

—[ai@ds .
+fe fo O, &, x1,....x)dE

to
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et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que
les équations

dx .
—=ay (1) x) + f; ()
dt
admettent les solutions asymptotiques bornées, c’est-d-dire

(4.6) [x0| <M, pour t>1,

M étant un nombre fixe.

Il faut distinguer plusieurs cas:
1° Supposons que !’on ait

t

Jasi(syds -
lim €° =k;#0, o  (k;=constantes)
t—oc

4.7 - £
— Jaii@s)ds
lim fe fo AE)dE=0
t—>co
t

et considérons les approximations successives du systéme provenant du sys-
téme (4.5)V ‘

t t '&
Jaii(s)as —Jau(ds
(4.8) X+ X+ e®  OE X, xphdE

avec
t t
Saii(9)ds ! [ —azi(s)ds

X0 = g [kL:Jrfe"’ ﬁ(a)dz].

Pour m=1, le systtme (4.8), d’aprés (4.4), donne

-

t g
Jais (yds —Jau@ar n
|x;—x?‘<e’0 fe fo. )\(E)[Z |x2[]d£

k=1
t

1) En choisissant les constantes C; de la maniére que I'on ait

t
~fauas I,
C‘+fe f [ﬂ(’)+®i(tax1:---:xn)]dt="1;_;
1

t

Il; sont des nombres fixes.
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ou, d’aprés (4.6) et (4.7),

t o E

Jati(s)ds ~ Jaii(syds
4.9 |x!—x0| < nM e* e " AE)YE=nMe(t)<Mec(t)<Me
t
avec
lim e(¢)=0,0 e=Maxe(?).

t—> t=1
Pour m=2, le systéme (4.8), d’aprés (4.4) et (4.9), donne
|x2—x! < Mn2ee; ()< Mn2ee (1) < M (ney.

En continuant ainsi de suite, on aura

(4.10) |xm—xm=1| < Mnm em-1g, ()< Mn™ em-1e(t) < M (ney™
avec

tli_)ni{x;”——-x;”“[=0, (m=1,2,...)).
Si 'on a
(4.11) ne<l,
les séries
(4.12) Xe=x04 3 (xm—xm-t)

m=1

-d’aprés (4.10) et (4.11), convergent uniformément pour ¢>¢,, #, étant assez
grand, et rzprésentent les solutions des équations (4.2) satisfaisant aux conditions

(4.13) lim (x;—x%) =0
L0
Théoréme 4.1°. — Les équations (4.2) admettent pour t>1t,, sous les

conditions (4.4), (4.6), (4.7) et (4.11), un systéme des solutions avec les pro-
priétés (4.13).

2°. Supposons que l’on ait

t

Jais(syds ()
(4.14) lim € =0, lim —"—=0, aq; (¢)+#0.

t—co t—w —ady; (t) 1=
Il faut considérer les zpproximations successives du systéme provenant

du systtme (4.5)
t t g
Sais(syds ~ Jays (syds
(4.15) xm=x0+ " Je fo @, (&, xm-1,...,xm=1)dE

to

He()=Maxe;(¢t) (i=12,...,n).
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-avec
t

¢ g
fays(syas — Jaig(oyds
X0 =" C+le” fi(E)YdE].

i
to

Pour m=1, le systétme (4.15), d’aprés (4.4), donne
t t g
Jau(pds — Jati(s)ds n
[x!—x0<e® e ™ )\(2)[2 |x2|]d£,
k=1

f
ou, d’apres (4.6) et (4.14)
t t g
Jaiitsyas ~ Jagi (9 ds :
|x!—x0| <nM " e ® AE)YdE=nMe (t)<nMc(t)<Mne

to
avec

lim e(¢)=0, e=Maxe(t).

t—o0 t=1

En continuant ainsi de suite, on aura

(4.16) [xm—xm=1| < Mnmem-le, (1) < Mnme™1e () <M (ney™
avec
lim [x*—xm=1=0, (m=1,2,...,).
t—roe
Sil'on a
4.17) ne<l,

les séries de la forme (4.12), d’aprés (4.16) et (4.17), convergent uniformé-
ment pour ¢>1,, t, étant assez grand, et représentent les solutions des équations
(4.2) satisfaisant aux relations (4.13).

Théoréme 4.2° — Les équations (4.2) admettent pour t>1t,, sous les
conditions (4.4), (4.6), (4.14) et (4.17) toutes les solutions avec les propriétés (4.13).

3°. Supposons que l'on ait

t
. Jauwas Y0
(4.18) Jim e =+, lim 200, g ()20,

t-—>00 t->oo —ay; (2 t=to

11 faut considérer les approximations successives du systtme provenant
du systeme (4.5)

t t g

Jaii(ds — Jaii(s)ds .
(419 xp=xptet e O, xph)dE

e
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avec
¢

t g
’Iau (s)ds —’Iau (s)ds
X0 =" e . f(E)dE.

o0

Pour m=1, le systéme (4.19), d’aprés (4.4), donne
t % g
Jauwas 1 —Jau@)ds n
|xl—x0<e? e” x(z)[z |xg]]dz
k=1
t
ou, d’aprés (4.6) et (4.18),

t oo 13

Jaw@ds 1 - Jaityds
|x!—x0 < nM " e ™ AE)dE=nMe,(t)<nMe(t)< Mne
¢
avec
lim €(z)=0, e=Maxe(z).

t—>eo =1 .

En continuant ainsi de suite, on aura

(4.20) | xm—xm =t < Mnm™ em-1 (e, () < Mnm em-1e(t) < M (ne)™
avec
’lin: jxm—xm=1=0, (m=1,2,...,).
Si 'on a
(4.21) ne<l

les séries cde la forme (4.12), d’aprés (4.20) et (4.21), convergent unifor-
mément pour t>t,, #, étant assez grand et représentent les solutions des équa-
tions (4.2) satisfaisant aux relations (4.13).

Théoréme 4.3° — Les équations (4.2) admettent pour t>1,, sous les
conditions (4.4), (4.6) (4.18) et (4.21) un systéme des solutions avec les pro-
priétés (4.13). :

Il faut bien remarquer que nous avons suppocé que tous les coefficients
ay(t) (i=1,2,...,n) du systtme (4.2) satisfont 4 la méme condition, c’est-a-
-dire, 'une des conditions désignées par les numéros 1°., 2°. et 3°. Mais on
peut avoir tous les trois cas en méme temps, c’est-a-dire, chaque coefficient
ay () satisfait & I’une des conditions désignées par les numéros 1°., 2°. et 3°.
Cela sera une combinaison de tous les trois cas et les résultats des recherches
sont les mémes.

4°. Supposons que les coefficients a;(¢) des équations (4.1.) satisfont
aux conditions

(4.22) lim ay (t)=ag (G k=1,2,...,n),  ag=-const.
1>
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Le systéme (4.1) peut étre écrite sous la forme

dx a - .
(4.23) —zj"= Z Aix xk+f1(t)+ (Di (t, Xisevos x,,)
=1
avec
Dy (t, x5 .- X0)= > S () x5 + Fy(t,x;5 ..oy Xp)
(4.24) k=t

S (1) = ay (1) —ag, thnelo 3 (1)=0.

'Si toutes les racines de 1’équation caractéristique (3.4) sont distinctes, le sys-
téme (4.23) se raméne, par les transformations (3.3), 4 la forme canonique

d
%:riyi+<p¢(t)+q"¢(t,y, s :yn)

ol les fonctions ¢;(¢z) sont données par les formules (3.5); les fonctions
Wit 15 -5 Yn), Laprés (3.3), (4.4) et (4.24), satisfont aux conditions:

a;) continues et bornées pour la variable réelle t>¢,, |y;| < oo
b) ¥(t,0,...,0)=0 '

(4.25) " A
Cl) I‘F'i(t: Yl.’ sy Y'n)—'qfi(t’ Yis oo sy'n)] < P'(t)[ Z IYk—yk!]
k=1

ou p(t) est une fonction positive et intégrable pour la variable réelle t1>1¢,,
satisfaisant a4 la condition

{(4.26) lim @ (2)=0.
t—reo
Sl I’équation caractéristique (3.4) a des racines multiples; & chaque racine
multiple r,=r,= ... =r, correspond un groupes d’équations de la forme
d
“r=npra O+ Yty ),
'@L=r1y2+yl+q)2(t)+qf2(tsy1’ S 23
(4.27) dt
dy, ¥
=1Vt Yt e (Ot Wy (b3, Y)-
«Considérons les approximations successives des équations ci-dessus
&y ' )
‘E—:rlylln +¢ (t)+\F1(taym_1: s ’y:‘n— )’
dyy

2
= nYr ATt O+ ¥y, (Y

..................................

dyy
_d_tp—="1y:'+yr—1 +op )+ ¥ (67l )
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ou sous la forme des équations intégrales

t t .
ym= e t—1) [Cl + fe—r, @) o (1) dt + fe—n a0 § (2, y;ln-x’ s, ynm-l) dt] ,
1y to
t H
yp=er-n[Cy [ent-ng,(t)di+ [enC-9yndr+
fo to

t
X fe_r,(z-ro) le (, ytln-l, cees y:‘-l) dl] »
o

ou
4
yr= e (t—10) [Cl + fE"" (t~19) P (t)dt+
E{
) )
A AT SR P
; .
’ t
yg, = er(t—1) [C2 + f e—ri(t—19) P, (t) dt+
t
(4.28)

t ty
+ [dn[Cit [emntmag (t) dty+

ty to

t
t [en G W (6, 7 ) dtz] +

t

et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que les.

équations
0

dy;
Tt=r1y(1)+<P1(t),
0
%=ny‘z’+y‘1’+qnz(t),
t

...............

dyg 0

= =hJ, +¥V_1+op(®)

admettent un systéme de solutions asymptotiques bornées, c’est-a-dire
(4.29) P < M, Pour ¢>1,, (i=1,...,p)

M étant un nombre fixe.



(4.30)

avee
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11 faut distinguer plusieurs cas:
a) r, est nombre réel négatif ou complexe r,=p,+0,i a partie réelle p,<0.
Le systéme (4.28) peut &tre écrit sous la forme

t
[ y5"=y‘l’+e’1‘f et W (4, yr-l, L, ymhdt,

to

t
y’z"=yg+e':'[fe—'1"1"2 6, yr=1, ..., ymNdt+
to

t 1
+f dtlfe—’lfz ¥, el ymY dtz]
to to

.................................

t
ytl) — eni(t—10) [Cl + f e—ni=1 g (1) dt] ,

to

Yy=ent-m {Cz + fte_"(t*m e (1) dt + j dt, [C1 + ]}e_"('z—m) o (22) dtz]} >

Pour

|72

to to to

................................................

m=1, le systtme (4.30), d’aprés (4.25), donne

3 n
AAlse [entn| 3 bl]as
k=1

to

t n ' L33 n
—y21<e°*‘[fe‘°"u(t){ 2 1% \] dt+fdt1fe‘°“m(tz)[ lyzl]dt},
k=1 k=1

to to ty

ou, d’aprés (4.23),

(4.31)

t
[¥i—33] <nMe°1’fe—°l'pL(t) dt =Mne (1)< Mne(t)< Mne,
to

t t (3
|y} =22 <nM eer* [ [eetu()de+ [ d [eerap(t) dtz] .
. to .

to to

=Mne,(t)<Mne(t)< Mne,

.......................................
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avec, d’apres (4.26),

lim e(£)0=0,  e=Maxe(?).

t-> =2t
Pour m=2, le systtme (4.30), d’aprés (4.26) et (4.31), donne
| y2—yi|< Mn2ee, (t) < Mn2ee(t) < M (ne)2,

|2—yl| < Mn2 ez, (t) < Mn2es (1) < M (ne)p,

.............................

En continuant ainsi de suite, on aura

(4.32)  |yr—yml| <M ente (t) < Mmmen-le(f) < M(ney™  (i=1,2,...,p)

avec
lim [yr—ym=1=0, (m=1,2,...).
t—>o . N

Si 'on a

(4.33) ne<l

les <é-ies de la forme (4.12), d’aprés (4.32) et (4.33) convergent uniformé-
ment pour £>1,, t, étent assez grand et représentent les solutions des équa-
tions (4.27) satisfaisant aux relations

(4.34) lim (—9) =0, (i=1,2,...,0).

b) r, est un nombre relatif positif ou complexe r=p,+0,i & partie réelle
01>0.
Pour cela le systéme (4.28) peut étre écrit sous la forme

t
[y'l"=y‘l’+e’1’fe'l"P'l @yri,..., y,""“) dt,

t
Y= 1t —ryt -1 -1
(435) 2—yg+e’ [!e ‘Fz(t,Jl "“’Vn )dt‘l‘

t t
+ [ dty [ et Wy (b, 7Y, Y dtz]

..................................

D e(t)=Maxe (1) (i=1,2,...,p)
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avec
t .
W=ent [emntg, () dt

t t h .
R=ent| [ ento)dt+ [dy [erine(t)dy),

....................................

Pour m=1, le systtme (4.35.), d’aprés (4.25.), donne

; o . n
ly}'—y‘l)|<e(’1tf e"ntp,(t)l: Z Iy,(:l]dt,
k-1 .

t

[y;_ygl<e°"{f e"’l’u(t)[i lyﬁl}d“f
: k=1

+f dtlf e—Pi1t2 9 (tz) [kél lygi] dtz} s

ou, d’aprés (4.29),
ly}-—y‘l’|<nMe°1‘f et (t)dt=Mne, (1)< Mne(t)< Mne,

t

Iy;__ygi<nMep1:f e—pltu(t)dt_;_f d;lf ety (1) dt, =
! t t #'
=Mne(t)<Mne(t)< Mne,
avec, d’aprés (4.26),
lim e(1)=0, e=Maxe(r).

t— t=to

En continuant ainsi de suite, on aura

(4.36) ]J’:-"“—)’g"—ll<Mnm5m‘1€¢(tj<Mnm€m—1s(t)<M(ne)m Gi=1,...,p)
avece s : .
lim [ym—pm=i|=0, (m=1,2,...).
t—c0
Si l'on a
(4.33) ne<l

les séries de la forme (4.12), d’aprés (4.36) et (4.33) convergent uniformément
pour t>t,, t, étant assez grand, et représente les solutions des équations
(4.27) satisfaisant aux relations (4.34).

3 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problémes- ..
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c) r, est un nombre imaginaire r,=9,i ou égal 4 zéro (6,=0).
Le systéme (4.35) devient alors
t

=R+ et [0t W (4, yp=t, . yn-Y)dy,,

co

ot
(437 y’2"=y‘2’+e"1"‘lfe—°1"‘ W6y, Ly de+

t t '
+ [ d fe‘el"‘Z‘I’l(tzy;"“’,...,y",""l)dtz],

...................................

avec

t
R=ent [ evig, (1) a,

t t 4
y(2)=eelit[j‘ e—6iit ®, (tz) df+ fdtl j‘ e—O:ilz(pl (1‘2) dtz] s

Pour m=1, le systtme (4.37), d’aprés (4.25), donne

P=RI< [ 6@ [él ly?,l]dtl,

pi—sgl< [ [zlyzf] a+ [ an [ u(tz)[ 5 lyzi]dtz,
¢ ¢ t k=1

.......................................

ou, d’aprés (4.29)
Iy —18 < an w(t)dt =nMe (1)<nMe(t)< Mne,
. t

|yi—sl<nM [ (.L(t)dt+fdt1f w(t,)dt,=Mne,(t)<Mne(t)< Mne,
t t t

................................................

avec
lim £(¢)=0, € =Max (1),

t—>o0 t=1

sous les conditions

lim f u()de=0, lim f dt, f p(t,)dt,=0,
t—c0 t—>®
t ¢ 51

................................
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Les conditions ci-dessus se raménent a la condition

(4.38 lim [ dy [ dt,--- tp)dt,=0
( ) s f 1 f 2 f w(tp) dt,
t 1 tp—1
pour une racine multiple r;=r,= - - « =r;. En continuant ainsi de suite, on aura

(4.39) lym—ym-l| < Mnmem-le, (1)< Mnmem-le ()< Mmney® (i=1,...,p)

avec
lim [y"—ym=1|=0, (m=1,2,..).
t—>00

Si l'on a

(4.33) ne<1l

les séries de la forme (4.12), d’aprés (4.39) et (4.33) convergent uniformément
pour t>1,, t, étant assez grand, et représente les solutions des équations (4.27)
satisfaisant aux relations (4.34), sous les conditions (4.38).

11 faut procéder de la méme maniére pout. toutes les racines de ’équa-
tion caractéristique (3.4). )

Si toutes les équations de la forme (4.27) admettent pout ¢, les solu-
tios satisfaisant aux relations (4.34), les équations (4.23) admettent pour >+,
d’apres, (3.3), les solutions satisfaisant aux relations

(4.40)  lim (—x?)= lim LZI Bix Vi —kZI Bk y,‘:]= 0 (i=1,2,...,m).
t—> t—>oo { k= =
Par conséquent, pour les équations (4.23) nous avons le théoréme suivant:

Théoreéme 4.4. — Les équations (4.23) admettent, pour t>t,, un sys-
téme des solutions avec les propriétés (4.40), sous les conditions (4.25), (4.26),
(4.29) et (4.33) et sous les conditions (4.38) pour chaque racine multiple
r=r,=- .. =rp,=0/1 de Péquation caractéristique (3.4). Ce systéme dépend d’un
nombre de constantes arbitraires égal au nombre de racines réelles négatives ou
complexes d parties réelles négatives de I’équation caractéristiqgue (3.4).

Pour étudier lexistence et les propriétés asymptotiques de solutions des
équations linéaires A coefficients variables, i1 faut poser F (¢, x,,...,x,)=0,
et les équations (4.1) et (4.23) deviennent les équations linéaires

dx. n _ n
= > aXp+ i)+ 3 Sy (1) X
k=1 k=1

dt

dx‘
dt

ol 'on a, d’aprés (4.3) et (4.24),

n n

Di(t,%1,...,%p) = Z Qg X » Qi (t, Xy, .5 Xp)= Z O (1) X
k=1 k=1
k#i

(4.41)

= i ag (1) X + f1(2),
k=1

Par conséquent, le systéme d’équations linéaires (4.41) est un cas parti-
culier des équations (4.1) et (4.23) pour F;(t, x,,...,%,)=0, et tous les

3%
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résultats obtenus pour les systémes (4.1) et (4.23) sont valables pour le systéme
linéaire (4.41). ‘
Considérons le systtme d’équations
dx‘ =ai()+Fy(t,en, ..., e,
Si 'on pose e*=z;, on aura

d:
;‘ =aq(zi+zFi(t, 2, s Z)=as () zg+ Dy (1,24, . . ., 2,),
c’est-a-dire, on obtient le systtme (4.1) avec f;(#)=0.

Il faut remarquer que le systéme (4.1) ne change pas de forme si I’on pose

Jo(yde
xi=2€" ;
c’est-a-dire, on obtient le systéme
dz - tf $(e)ydr
bei
=lau ()~ (D] z + Z ax(t)zg+fi(t)e ° +
krﬁl
t t 3 )
Tteyde Tvayde ~foGyde D)
+Fift,z, €° yeuesZge® ]
5. Quelques équations spéciales. — 1°. Considérons 1’équation spéciale
: d. t
(5.1) L2 ()x+f(t),
. ot Pt

ol f (t) est une fonction continue et ¢ (¢) une fonction pos1t1ve monotone,
admettant la dérivée continue de la variable réelle t>z‘0

Ecrivons 1’ équation (5.1) sous la forme

¢ (s) Kd (S) 2)
if () ;f ?(®
(5.2) x=e c+f o -f(E)dE

to

1) Concernant les résultats exposés déns le paragraphe Ne 4, il faut voir les travaux
d’autres auteurs cités dans ,.Index bibliographique® et surtout les travaux de Perron [8], de
Tatarkiewicz [11] et de Kocrun [37).

2) L’équation (5.1) avec ]e signe + et — donne

‘ t
f (3] C 1
x=?(f)[c dij, Ci=—r; x=—— C+f‘P(E)f(E)dE s
Tle® Tl e ey J

B (]

C,=Co(t), 9()>0.
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1l faut distinguer plusieurs cas:
a) Supposons que l'on ait

(5.3) lim ()= +», lim ff(&)da=o.

L’équation (5.2) avec le signe + laquelle peut admettre une solution asympto-
tique bornée pour 71, est de la forme

fE)
5.4 t f dED
(5.4) —o (1) ®
d’out 'on a, d’aprés (5.3) et d’aprés la seconde formule de la moyenne,
(5.6) lim x=0.
. t—>o0

Il faut remarquer que la condition

lim f f(t) dt=0

1—>c0

peut &tre remplacée par les conditions

[rwa=ow,  m®0ID=0,
t—>o»

Théoreéme 5.1° a) L’équation (5.2) avec le signe + admet, pour t>1,,
sous les conditions (5.3), une solution avec la propriété (5.6).

b) Supposons que 'on ait

(5.7) lim ¢(f)= + oo, lim 2SO _ ;4
t—o t—>x ? (t)

L’équation (5.2) avec le signe — devient alors

(5.9) s=—slar f ?(0)/©)dt]
d’ot 'on a, d’aprés (5.7) et d’aprés la régle de Stolz,
(5.9)  lim x=1

{—>o0

1) En choisissant la constante C, de la maniére que on ait

Ci+ ~f(—t)dt 0.

@ (1)

to
7) |=constante fixe.
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Il faut remarquer que la condition

lim 20/
t—o @ (1) ’

peut étre remplacée par la condition
[ e f@®ydt=0(1)
to

et ’équation (5.8) admet la propriété (5.6).

Théoréme 5.1°. b) L'équation (5.2) avec le signe — admet, pour t>1,,
sous les conditions (5.7), toutes les solutions avec la propriété (5.9).

c) Supposons que l'on ait

(5.10) lim ¢(r)=0, Lim $O/O_;

t—>c0 t-r0 P (1)

L’équation (5.2) avec le signe + devient alors

(5.11) x=cp(r)[c1+ft:—%d£]

d’ou on a, d’aprés (5.10) et d’aprés la régle de Stolz,
(5.12) lim x=—1

Il faut remarquer que la condition

lim #0270 _
o @)

peut éire remplacée par la condition

fi(’—)dt=0(1)
; e (1)

et I’équation (5.11) admet la propriété (5.6).0

Théoréme 5.1°. ¢) L'équation (5.2) avec le signe + admet, pour t>1,,
sous les conditions (5.10), toutes les solutions avec la propriété (5.12).

d) Supposons que I'on ait

(5.13) lim ¢(1)=0, lim [ r®de=o.

1) Ce cas est au fond le cas du numéro b).
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L’équation (5.2) avec le signe — dev1ent alors I’équation (5.8). Mais 1’équation
laquelle peut admettre une solution asymptotique bornée, est de la forme

- —{t—) f o) f(E)dE

d’ou T'on a, d’aprés (5.13) et d’aprés la seconde formule de la moyenne, la
propriété (5.6).

1l faut remarquer que la- condition

lim f f(@®)dt=0

t—>m

peut étre remplacée par les conditions

[rwa=oq),  1im 20D o
1o @ (1)

Théoréme 5.1°. d) — L’équation (5.2) avec le signe — admet, pour
t>t,, sous les conditions (5.13), une solution avec la propriété (5.6).

2°. Considérons 'équation

. q’(t)erf(t)+n[J(t x),

.14
(5.14) ” e

ou f(t) est une fonction continue et () une fonction positive, monotone,
admettant la dérivée continue de variable réelle 7>¢,, ¢(f,x) une fonction
satisfaisant aux conditions

«) continue et bornée de la variable réelle 1>1), |x| < oo;

(5.15) B) b (1 0)=0;
Y) H’(t’ X)—(‘l) (t’ X)I <)\(t) 'X—xl’

ol A(f) est une fonction positive et intégrable de la variable réelle 1>t,.
Ecrivons 1’équation (5.14) sous la forme de I’équation intégrale

[ 48] f 9’ (s)
(S)

if ® “ :chp(S) ds
(5.16) x=e c+f fo ‘f(i)d2+f o bE x)dE

to to

et appliquons la méthode des approximations successives en supposant que
I’équation
dx,

dt (t )

o+ (D).

) Ce cas est au fond le cas du numéro a).
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admet la solution asymptotique bornée, c’est-3-dire .
(5.17) Ixo| <M, pour t>1,.
Il faut distinguer plusieurs cas: .

a) Supposons que l’on ait

(5.18) lime (#)= + 0, lim fx(i)d£=0.n

t—x

L’équation (5.16) avec le signe +, laquelle peut admettre une solution asympto-
tique bornée, pour ¢>t,, est de la forme

cp()ff@’da (t)f{%i)da

@
d’ol I’on a
q’(g Xom — l)
5.19 =X,—0 (¢
(5.19) X=X op()f e g
avec

et [ .

Pour m=1, on aura, d’aprés (5.15), (5.17) et (5.18),
(5.20) [xl—xol<cp(t)f l(@]xoyde<M¢(t)flﬂdt<Me(z)<Ms
J @) J e _

avec .
lim () =0, e=Maxe(t).

t—>00 =4
Pour m=2, I'équation (5.19), d’apres (5.15), (5.17) et (5.20), donne
|x —x1I<cp(t)f )‘(E)le Xo|dE<Mee(r)< Mez,

En continuant ainsi de suite, on obtient
| XX | < M ™1 (e(t) <M em

avec
lim | X —Xm—|=0.
t—>o
Si Pon a
(5.21) ‘ e<1
1 Ouf A(t)dt = 0(1), lim Mw.
tow @ (1)

to
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la série
(5.22) x=xot 2 (im—Xm-1)

convergent uniformément pour t>t,, f, étant assez grand, et représente une
solution de I’équation (5.16) avec le signe + et avec la propriété

(5.23) lim (x—x,)=0.
X >
Théoréme 5.2°. a) — L’équation (5.16) avec le s.gne + admet, pour
t>1,, sous les conditions (5.15), (5.17), (5.18) et (5.21), une solution avec la
propriété (5.23).

b) Supposons que 'on ait

(5.24) im g(f)=+oe, lim 2NXO_g
t—o t—>c0 @)
L’équation (5.16) avec le signe — devient alors
1 Jc» t t
(5:25) e +;[ P @SB dE+ f ?® 4 & 0 d]
d’ou T'on a
(5.26) tm—ro=— [ 2O xn) dE
@(t)’ \
avece ’
. 1 ‘ t
= C .
n=—lar f ? @16 dt]

Pour m=1, I'équation (5.26), d’aprés (5.15), (5.17) et (5.24), donne
t t
lxl—xol<~l—-f <P(E)M&)lxold&<M——1—f<P(E)7~(E)c1E=MF-(t)<M*:
q>(t)‘ @ (1) .

Q9
avec |
lim e(£)=0, e=Maxe(r).

t—> t=1g

En continuant ainsi de suite, on aura

| Xp— Xy | KM eM-1e(t) < Mem
avec
Lm | xp— x| =0.

t—o

N Ou [ o)A () dt=0 ).
to

D C=Col(t), ¢()>0.
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Si 'on a
(5.25) e<l

la série de la forme (5.22) converge uniformément pour ¢>¢,, f, étant assez
grand, et représente toutes les solutions de I'équation (5.16) avec le signe —
et avec 'a propriété (5.23)..

Théoréme 5.2° b) L'équation (5.16) avec le signe — admet pour t>t,,
sous les conditions (5.15), (5.17), (5.24) et (5.25), toutes les solutions avec la
propriété (5.23).

¢) Supposons que lon ait
(5.26) lim ¢(1)=0, 1lim 2O2@ g

t—w t—o @ (1)

L’équation (5.16) avec le signe -+ devient alors -
t
"9 E X
x=x,+¢(t) | =2=dE
oo );/ 2 ®
Q

avec

t
£
=o(M)|C + | —=d
o ‘P()[‘ f¢(i) E]

d’od l'on a, d’aprés (5.15), (5.17) et (5.26)

|Xm—Xm—y | < M M-t (1) < M em
avec

t
lim e ()= lim o) [ 284z,
> t—>o0 : ¢(%)

]
(5.27) e=Maxe(t)<1

t—

Théoréme 5.2°. ¢) — L’équation (5.16) avec le signe + admet pour
t>1t,, sous les conditions (5.15), (5.17), (5.26) et (5.27), toutes les solutions
avec la propriété (5.23).2

d) Supposons que l’on ait

(5.28) lim ¢(#)=0, lim f A(E)d(E)=0
t—00 t—>%
t

-
M)
1) Ou f = Zdt=0 ().
: P(r)
to
2) Ce cas est au fond le cas du numéro 5)
o

5 ou tim 22O o f A dt=0 (1),
t~>c0 @ (t) :
0
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L’équation (5.16) avec le signe — , laquelle peut admettre une solution asympto-
tique bornée, est de la forme

x=x,— GL[Q@Mmzﬂdz

avee

x~—j5/9®ﬂ©&

d’ot T'on a, d’aprés (5.15), (5.17) et (5.28),

lx".—x"p_][<M€m_1 E(t)<M5m
avec :

o0

lmsm—- e @@L,

1>

(5.29) s=Maxs(t)<1

t>=1t

Théoréme 5.2°. d) — L’équation (5.16) avec le signe — admet, pour
t>t,, sous le conditions (5.15), (5.17), (5.28) et (5.29), une solution avec la
propriété (5.23).0

6. Systéme d’équations spéciales. — Considérons le systtme d’équations
de la forme
dx 9’ ()
—;—=:i: ()x1+f,(t)+¢1(t Xiseors Xn)
Lo N 4O x7+xk+f(t)+¢ (t Xy - s Xn)
(6.1) dr () 2 1 2 2 \% Ag ] :n,
dx, (¢
s i°"(t))xn+x,._1+fn(t)+%(t Xis -5 Xn)

ou f;(t) sont des fonctions continues de la variable réelle t>¢,, ¢ () une
fonction positive, monotone, admettant la dérivée ¢’ (#) continue de la variable
réelle 1> 1y; $(f, x5 ..., x,) sont des fonctions satisfaisant aux conditions

a) continues et bornées de la variable réelle #>7,, |x;|< oo;
(6.2) b) LIJ{(f,O,...,O):O; .
<) H}i(t,Xl,...,Xn)—'.pi(t,(t,xl,...,x”)]<7\(t)[k21]Xk+xk}:|

ou A(r) est une fonction positive et intégrable de la variable réelle t>1¢,.

1) Ce cas est au fond le cas du numéro a.
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Ecrivons les équations (6.1) sous la forme des équations intégrales

9’ (%) ¢ ol ot (s)
:‘:f (15} ds ;f o () @ q:f q:p(s)
x=e Ci+ fe” LB dE+ G oxys .., Xn)dE
10 to
[ %8 ef2a  tsfue,
xX,=e Cz+fe o fz(E)JE+f fo x EdE +
to 1) T
(s)
:Ff q;(-v) ds
+fe fo P& xps .5 x)dE
to !

9(s) :
x=e Cl+fe fo fiEYdE+

+fe fo ‘pl(g,xp'-"xn)da

s[Lga( e[ EGa

(3)
x,=e " C2+fe fo LE)dE+

to

@ »
(6.3). ‘ “ ;f <O 4
_ +fdt1 C1+fe ° i) de+

to o

L,
h :Ff @) ds

" 20) .
+j e ™ Uy By X1 o5 Xpdty |+
to .
t :Fj- @(S) ds
?(s)
+fe " Q’Z(E’xls'---:xn)dg ’
L]




Existence et quelques propriétés 45

et appliquons la méthode des approximations successxves en supposant que les
€quations

if“" '*f“;fi?“’

[15)
x0=¢ C1+fe' o L(®dE

o

iftg/(s)ds t q:f q;((:))

(10))
x=e” C2+f ’° LEdE+

1]

t t ’ (5)
, $f :(S) L
+ ] dlC+]e” f)a\ 1,

to to

admettent les solutions asymptotiques bornées, c’est-a-dire
(6.4 ‘ |2 <M,  pour t>1,, G=1,...,n).

Il faut distinguer plusieurs cas:
1°. Supposons que ’on ait

(6.5) lim ¢(f)=+ o, lim fan—x E)dE=0.

Les équations (6.3) avec le signe +, lesquelles peuvent admettre un systeme de
solutions asymptotiques bornées, sont de la forme

T %)
=x0—q (1) [ Kol gy
ep()tf e al gy

avec

c G
=—¢(t) | =2=dED
q’()tf 2

1) Pour lim ¢ ()= + o, l’ex1stence des solutions asymptotiques bornées des équations
t—ro0

ci-dessus est assurée, si 'on a lim f En—tif, (E)dE=o(1), Gi=1,...,n).

—)Nt
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FAE) [ A
— o) [ [ LR g [ar [ LD 4],
‘P(){;[ e® f 2/¢(t2)d2}

...............................

Considérons les équations

cnﬂh(E,x'{'*‘,...,xm")
- x0— L
M=% q’(t)f Ce® a%
t .

xo_qg(t)(f%(g’ qa,(:ii., = dE fd f¢l(z,xm@l(tz) i dtz}’

......................................................

Pour m=1, on aura, d’aprés (6.2), (6.4), (6.5) et d’aprés la seconde formule
de la moyenne,

xi—l<e () [ lig[? l]di<nMcp(t)f—i—§%=Mﬂ€1(t),

lxz—x°!<<P(t)f xg[ n | ]]d€+<p(t)fdtlf M”)[i ]xgl]dt2<

k=1

<Mn[¢(t)fi@di+@(t)fdtlf 2 (t) dt2]<Mne:2(t,_),
: e € : h ® (%)

Jxl—x% < Mne, (1)< Mne(t)< Mne,

|x}—x8| < Mne,(t)< Mne(t)< Mne,

.........................

lim e(1)=0,)  e=Maxe(?).

1—>c0 =1
En continuant ainsi de suite, on obtient
|xm—xm=1|< Mn™em-1e (1) < M (ne)®
avec
lim |xP—x?-1=0, (i=1,2,...,n; m=1,2,...).

t—rco

D e(t)=Maxeg; (t), (G=1,2,...,7).
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Si P'on a

6.7) ne<l1

les séries

(6:8) =2+ S (m—xpY)

convergent uniformément pour t>1,, t, étant assez grand, et représentent les
solutions des équations (6.1) avec le signe + satisfaisant aux relations

(6.9) lim (x—x%)=0.
t—re0
Théoréme 6.1°. — Les équations (6.1) avec le signe + admettent, pour

t>1t,, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.5), et (6.7), un systéme des solutions
avec les propriétés (6.9).

2°. Supposons que l'on ait

(6.10) fim ¢ (£)= + oo, [Ee®rEdE=0().

Considérons - les approximations succesives du systéme provenant du systéme
(6.3) avec le signe —

xp=xi+ mf@@)%(i ooy XnY) dE,
(6.11) *3= °+~—{f<p<&>¢z(a e xm)dE S

avec

x?=;{;[cl + f JAAGEHR

Nxo
I

) [Cz + j? Ef,E)dE+ ft dt, [C1 + f‘lq) () £, (1) dtz]} ,

.............................................

1) Pour lim ¢ (t) + o 1’existence des solutions asymptotiques bornées des équations
ci-dessus est assurée, si l’on a

f Bt ) f,E)dE=0Q) (i=1,2,...,m).
to



48 “T. Peyovitch

Pour m=1, les équations (6.11), d’aprés (6.2), (6.4) et (6.10) donnent

1 t n t
Ix%—x?l<;(,—)~tf<p(£)x(£) [g} lx,?!]d§<Mln;%;tfcp<m<t)dt=
=Mne (1)< Mne(t)< Mne,
1 t ” t iy ‘ »
iyl fragialecs fa fron] g o

[f@(i)k(i)d€+ jdtlf¢(tl)k(t2)dt2}<Mnsz(t),

<Mn !
P ()

........................................................

lim £(¢)=0, € =Maxe(?).

t->c0 1=
En continuant ainsi de suite, on obtient
[xm—xm—1 < Mnmem-1e (1) < M (ne)™

avec

lim |x7—xm=1| =0,
t—

(6.12) ne<l.

Les séries de la forme (6.8), d’aprés (6.12), convergent uniformément pour
t>1t,, 1, €tant assez grand, et représente les solutions des équations (6.1)
avec le signe — satisfaisant aux relations (6.9).

Théoréme 6.2°. Les équations (6.1) avec le signe — admettent pour
t>t,, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.10) et (6.12), toutes les solutions avec
les propriétés (6.9). ,

3°. Supposons que ’on ait

-]

(6.13) lim ¢ () =0, fwdt=0(1).
t—>0 ?(1)
f0
Les approximations successivess du systéme provenant du systéme (6.3) avec le
signe + deviennent alors
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m—l)

t
np‘(E,x’l"_l,...,x

m__ 0 n

1% ‘P(’)‘f a3 %

m—l)

t
9, E, xT“l,.. s Xy
(6.14) x?’x3=‘9(‘)[f 16 e+

¢l(t21le ] ,, ‘)
fd’ f 10} d

...............................

(t)[C +ff‘(’2)d ]
£E ' @
=) |Cy+ [ Z222dE+ | dy(C + | =24t ),
CP(){ 2 tfcp(ﬁ) : :f 1[ ' ,f o () 2]}

......................................

Pour m=1, on aura, d’aprés (6.2), (6.4), (6.13),

avec

1__,0 tol(ﬁ) 0 t_)ﬁ -
|x} x1l<¢(t)f @[Z | l]dka(r)tf?(g)di Mne, ()<

<Mne(t) Mne,
e 213

<Mne(t)< Mne,

.................................................

||M

]da+fdr1f 2) dt2}<Mnsz(t)<

avec
lim (¢)=0, e =Maxe(2).

t—>x t=1
En continuant ainsi de suite, on obtient
B | —
|xm—xm—l < Mnmem-le (1) <M (ne)™

1) Pour lim ¢ (t)=0 l'existence des solutions asymptotiques bornées de équations

t—®

(-]
. .. trifi ()
ci-dessus est assurée, si 'on a Tdt:o (1.

ty

4 T. Pejovié, M. Bertolino, O, Rakié: Quelques problémes ...
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avec
lim |xm—x7=1| =0,

>

(6.15) ne<l.

Les séries de la forme (6.8), d’aprés (6.15), convergent uniformément pour
t>1t, t, étant assez grand, et représentent les solutions des équations (6.1)
avec le signe + satisfaisant aux relations (6.9).

Théoreéme 6.3°. — Les équations (6.1) avec le signe -+ admettent, pour
t>1,, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.13) et (6.15), toutes les solutions avec
les propriétés (6.9).

4°. Supposons que l’on ait

(6.16) lim (1)=0, lim fan—lx(i)ds=o.

Les approximations successives des équations (6.3) avec le signe —, lesquelles
peuvent admettre un systéme des solutions asymptotiques bornées, sont de la
forme

(

m—x 0___ m—1
Xy =x] (t)fcp(i)cpl seo, X dE,

(6.17) {xf: o0 [ffP(E)%(t xm=l L xm1) dE —

....................................

avec

= [0 ® £ @)L

= f P @)@ dE+ f d, f JOTAGEA

1) Ce cas est au fond le cas du numéro 2°.

2) Pour lim ¢ (t)=0, l'existence des solutions asymptotiques bornées des équations
t—>c0
-]

ci-dessus est assurée, si ’on a lim f En-tf, (8)dE=0 (i=1,2,...,n).
!
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Pour m=1, on aura, d’aprés (6.2), (6.4), (6.16) d’aprés la seconde formule de
la moyenne, pour les équations (6.17),

. " .
lxi—x?l<;1,—)tf<p(a>x<£)[kgl 4] ae< s | 2@ <Mrs 1<

<Mne ()< Mne,

|x;—xg[<;:t—){fcp(2)7\(5,) [gl [xgl]di+tfdtltfqn(tz))\(tz)[kzl[le] )<

<xf)'{f@(g)l(a)dz+fdt1tfq’(t2)7\(tz)dtz}<

<Mne, (1)< Mne(t)< Mne,

.......................................................

lim (¢)=0, e=Max(2).

t— t=ts
En continuant ainsi de suite, on obtient
|xm—xm—l| < Mamem-te () <M (ne)™
avec

lim lx;"—x;"—‘|=0,

=

(6.18) , ne<1.

Les séries de la forme (6.8) d’aprés (6.18), convergent uniformément pour
t>1,, 1, étant assez grand, et représentent les solutions des équations (6.1)
avec le signe — satisfaisant aux relations (6.9)V

Théoreme 6.4°. — Les équations (6.1) avec le signe — admettent pour
t>1y, sous les conditions (6.2), (6.4), (6.16) et (6.18), un systéme de solutions
avec les propriétés (6.9).

Il faut remarquer que 'on peut étudier d’autres propriétés asymptotiques
des équations considérées.

7. Quelques résultats d’autres auteurs. — Premiéres études sur les solu-
tions asymptotiques des équations différenticlles appartiennent a Poincaré [1].
Aprés Poincaré beaucoup de mathématiciens ont repris a étudier le compor-
tement asymptotiques des solutions des équations différentielles ordinaires. Par
exemple, A. Kneser [2], J. Horn {31, W. Jacobsthal [4), L. Schiesinger (5], E.

1) Ce cas est au fond le cas du numéro 1°.

4*
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Picard [6] et d’autres. La plupart de mathématiciens cités plus haut, ont cherché
les solutions des équations différenticlles sous la forme des séries asymptotiques.
E. Cotton [7] a utilisé la méthode des approximations successives pour dé-
montrer ’existence des solutions asymptotiques d’un systéme spécial des
équations différentielles. Dans son Mémoire remarquable: OGmas 3amava 06
ycroMuuBoCTH IOBHXeHHA, 1892, A. M. JTanynos a étudié en détail la théorie
de la stabilité du mouvement de systéme des équations différentielles

B 6%y Xy (i=1,2,...,0)

dt
en donnant la définition de la solution stable et de méme, de la solution
stable asymptotiquement. Poincaré [1] et puis Perron [8] ent étudié quelques
propriétés asymptotiques de 1’équation ‘

YO AL (@) YD+ 4 fy () =0
et de méme du systtme d’équations
d n
"‘;L = > fu ()X
t g
avec
lim f;(t)=a;, tlim Jue (1) = ay.

11—

Il faut encore mentionner les résultats de Perron [8] et de Spdth [9] con=-
cernant les équations

YW +A@YED+ -+ (D) y=S()

lim f;()=a;, lim f(t)=bd.

f—>co

avec

Pour 1’étude de 1’équation ci-dessus, Spdth (9] a utilisé la méthode des appro-
ximations successives. Enfin Perron [8] a traité les équations

dxi d

—5 = ag () xp+ o (8 x;, o0, Xy)

dt =
et donné les résultats intéressants. 7. Peyovitch [10] a étudié l’existence et les
propriétés asymptotiques a partir de 1’équation

%=a(t)x+f(t)

jusqu’au systéme d’équations

d n
=3 ax O+ fit) i x5 o5 X)
t kel
K. Tatarkiewicz [11] a traité quelques propriétés asymptotiques du systéme
d’équations
X—Ax=h(x,t)+g(x,t)+£(t)
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et généralisé certaines résultats de Perron et Peyovitch, et puis il a étudié les
propriétés asymptotiques de I’équation

XM =g, () xBDt .o - g, ()X +a, ) x+dt, x, x5 ..., xXD4f(2)

et particulitrement 'équation linéaire du second ordre. M. Hukuharo [12] a
considéré en détail les propriétés asymptotiques du systéme d’équations liné-
aires généralisant quelques-uns de résultats de F. Lettenmeyer [13), Spdth [9],
Peyovitch et d’autres auteurs. Il faut bien citer les résultats de T. Wazewski {14}
concernant les solutions asymptotiques des équations différentielles ordinaires
en se basant de la méthode topologique et de la théorie de rétracte, dont il
est le créateur. Beaucoup de mathématiciens ont utilisé la méthode de Wazewski
pour démontrer certaines propriétés asymptotiques du systéme des équations.D
Les propriétés asymptotiques des équations différentielles ordinaires ont été
étudiées par plusieurs mathématiciens. Par exemple R. Bellman [15], N. Lewinson
[16], L. Cesari[17}, G. Ascolli [18], S. Lojasiewicz [19], R. Nardini [20}, J. Haag
{21}, P. Hariman (22], W. M. Starzynski (23], Z. Szmydt [24], A. Winter [25],
R. E. Vinograd [26], G. Sansone [27], W. Wasow [28], O. Haupt [29), H. A.
Antonsiewicz [30], H. Weyl [31], R. Caccioppoli [32], H. A, JTawenxo [33],
S. Faedo [34], et beaucoup d’autres mathématiciens se sont occupés de ce
probléme. M. Bertolino [35] a consacré plusieurs travaux a la recherche des
équations différentielles. Par exemple, il a étudié les solutions bornées et de
méme, les solutions tendant vers des limites bien déterminées, lorsque la va-
riable indépendante augmente infiniment. En traitant ces problémes-ci, il a
utilisé les inégalités différentielles et particuliérement les inégalités du type de
Tchapliguine (Yaiiaiun, C. A.) pour encadrer les solutions considérées par les
solutions des équations des comparaisons. En plus, il a appliqué la méthode
de rétracte de Wazewski pour déterminer ,les tuyaux‘* dans lesquels se trouvent
les solutions asymptotiques des équations considérées, ol se manifestent aussi
les inégalités différentielles. Les équations dont il s’est occupé, sont de la forme

V=0@y»+{(x,y), ¥= I;I1 i—oi (x)],

n

z a; (x) yt H [y—o; ()%

yl - h;—-”o , y/ =‘LEA___— ,
2 b0y [T = 1%
i=0 icB

V'=+a(x)y +b(x)y=£(x)

1) Voir le livre de Lamberto Cesari intitulé;: Asymptotic behaviour and stability prob-
lems in ordinary differential equations* ou plutét la traduction de ce livre: ,,AcuMuTOTH-
9ecKoe MOBENECHUE H YCTOHYMBOCTH PemieHmyn OOBIKHOBEHHEIX AuddepeEnHanbHRX YPaBHEHANR .
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et ainsi de suite, en considérant leurs propriétés différentes. O. Rakié [36] a
considéré les propriétés asymptotiques des équations de la forme

dxi d A
= ) etk (i),
ar kzl ay (1)
A. B. Kocinun [37] a traité Dexistence el les propriétés asymptotiques du
systéme d’équations

d, < .
Th=g @+ 2 PO Rt X Gy ey (=1,2,00,0).
k=1

Beaucoup de mathématiciens se sont occupés du probléme de la stabilité des
solutions des équations. Ce probléme est lié intimement avec le probléme des
solutions asymptotiques des équations. Par exemple, H. M. Panonopm [38],
B. A. Iauce [39], H. H. Kpacoscxuii [40], E. A. Bapbawun [41], A. I". Maaxun
[42], H. I'. Yemaes [43], K. II. Ilepcuocxusi [44], H. II. Epyiun [45], B. II.
Hemudosuu [46] et beaucoup d’autres ont contribué a la théorie de stabilité et
de méme au comportement asymptotique des solutions des équations diffé-
rentielles.
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MILORAD BERTOLINO

INEGALITES DIFFERENTIELLES ET L’ ANALYSE
QUALITATIVE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES



CHAPITRE I
INTRODUCTION

Nous allons donner dans cette étude plusieurs résultats concernant les
estimations des solutions d’ équations différentielles ordinaires dans 1’ intervalle
fini, mais la plupart des théorémes a pour le sujet 1’ existence des solutions
asymptotiques (solutions asymptotiquement bornées). La solution y=y (x) d’ une
équation différentielle est dite solution asymptotique (solution asymptotiquement
bornée), si elle satisfait aux conditions suivantes: 1° elle est définie dans
[Xp, +); — 2° il existe un nombre réel M>0 tel que |y(x)|<M pour
x»x,. On établit, dans plusieurs cas, -1’existence d’une limite fixe ¢ telle
qu'on ait lim y(x)=c.-

X —>-t-0

Presque tous les résultats sont obtenus par I’ application des inégalités
différentielles. Notamment, pour I’ équation y'=f(x, y) 1a plus simple inégalité
différentielle qui intervient est, premiérement, 1’ inégalité f (x, y)>0 (f(x, y)<0)
donnant les domaines de croissance (décroissance) des solutions. L’équation
f(x,y)=0 n’est que 1’ensemble de points stationnaires. Cet ensemble, dans
les cas convenables, peut jouer le rdle d’une solution approximative. Ces
inégalités différentielles élémentaires furent utilisées habilement par le célébre
mathématicien serbe Michel Petrovitch, dont les travaux [30]—[36] surtout
{35] nous donnérent I’inspiration dans I’ étude directe des solutions d’ équations
différentielles. Michel Petrovitch s’est occupé beaucoup d’encadrement de la
solution par deux courbes (I’une inférieure et 1’ autre supérieure) dont le
comportement offre des conclusions correspondantes concernant la solution en
question. Cet encadrement est beaucoup considéré dans la présente étude.

Les suivantes inégalités différentielles figurant dans nos procédés sont
celles provenant des travaux de S. A. Tchapliguine et de ses successeurs. Nous
avons démontré ([58]) la priorité de Michel Petrovitch concernant le théoréme
fondamental de Tchapliguine sur les inégalités différentielles du premier ordre,
ce qui ne diminue pas essentiellement le grand role de Tchapliguine dans la
théorie d’inégalités différentielles et d’ analyse qualitative. Les inégalités tchapli-
guiniennes offrent la possibilit¢é d’encadrer la solution inconnue par deux
courbes plus faciles & considérer.

Les inégalités différentielles interviennent essentiellement aussi dans
1’ application de la méthode de rétracte due 3 Tadeusz Wazewski, tellement
présente dams notre étude. La construction des ensembles w, Z, S paraissant
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dans cette méthode est étroitement liée aux inégalités différentielles, comme
nous le verrons.

Tadya Peyovitch a donné plusieurs résultats (voir [37]—[40]) concernant
les solutions asymptotiques, appliquant toujours la méthode des approximations
successives. Les résultats de Peyovitch précédent dans un certain sens 2 la
méthode de rétracte, par !’ altérnative bien visible y figurant: “au moins une
solution asymptotique’, “toutes les solutions asymptotiques”. Nous avons
donné quelques modifications des résultats de Peyovitch. Les modifications des
résultats de K. Tatarkiewicz et de E. Kamke sont aussi présentes.

Les formes des équations considérées sont différentes, souvent accomodées
3 la méthode appliquée, mais assez générales. Parmi les équations des formes
connues on y trouve des équations suivantes: I’ équation générale linéaire du
second ordre, les équations d’Abel, Weber, Bessel, Riccati, Whittaker, 1’ équation
radiale ondulatoire, I’ équation hypergéométrique dégénérée etc. Parmi les
autres équations nous ne citons que les équations de la forme suivante:

Y =9 (x) "+ (x, ),

y= l;[l (y—o: (%)),

n

Z a; (x)
, =i=0 ,

> by
im0

1 e
,_JEA4

T (r—oc Gy

icB

4, B étant deux permutations des nombres naturels sans éléments communs,
telles que l'on a AUB={1,2,...,m}; ANB=go; o, oy— les nombres
naturels.

Remarquons que, dans la plupart des travaux concernant les solutions
asymptotiques, figure la forme:

V=0 y+d(x, )

donnant “la linéarisation‘ du probléme. Dans la présente étude cette forme
est rarement traitée, quoique elle figure aussi. Les cas non-linéaires sont données
dans les formes variées, citées déja en avance.

Nous avons essayé, par la notion de “solution approximative presque
stable” de lier nos considérations aux problémes de stabilité de solutions.



Inégalités différentielles et l'analyse. .. 63

La notion de “zone d’influence” qualitative contient un essai de sortir
du domaine des solutions asymptotiques et de donner un aspect plus large
d’ analyse qualitative.

Tous nos résultats particuliers figurant dans cette étude sont publiés
dans nos travaux [43]—[60].

L’ étude offre une synthese et une systématisation de ces résultats.

Le chapitre II contient des résultats provenant d’ application des équations
comparatives obtenues par la méthode de Tchapliguine. Les passages de ce
chapitre concernent les équations particulieres.

Le chapitre III contient des résultats provenant de I'application de la
méthode de rétracte, ol les équations tchapliguiniennes ne sont pas exclues.
Les passages de ce chapitre concernent les équations particuliéres.

Le chapitre IV contient la notion de ‘“‘solution approximative presque
stable”. Quoique trés court, il figure indépendamment, donnant un commentaire
général, d’un certain point de vue, de tout ce qui précede.

Le chapitre V, traitant “zone d’influence qualitative’’, donne, particulie-
rement, I’analyse de 1’ équation

ym 4y =f ().

Les démonstrations sont courtes, impliquant la connaissance de la théorie
générale d’existence de solutions des équations différentielles ordinaires. Souvent,
les démonstrations sont omises. Parmi les théorémes d’existence relatifs aux
équations du premier ordre nous ne citerons qu’un, utilisé trés souvent:

Etant donnée I équation

Y =f(x ),

(f(x, y) continue dans tout le plan xy y satisfaisant la condition de Lipschitz
dans chaque région bornée), par chaque point (x,, y,), passe une et seulement
une solution prolongeable a I infini (soit dans I intervalle [x,, + «), soit dans
I intervalle [x,, x,) — la droite x=x, étant une asymptote verticale de la solution
en question (voir [7]).

CHAPITRE 1I

APPLICATIONS D’INEGALITES DE TCHAPLIGUINE

II 1. UNE QUESTION DE PRIORITE

S. A. Tchapliguine a publié, en 1919, son mémoire bien connu ,,OcHoOBa-
H¥S. HOBOTO CI0C00a MPUSIEIKEHHOr 0 HETErpupoBanua fuddepesnualbHEIX ypaB-
Hegmit“ (I’édition temporaire NKPS, Moscou, 1919), y donnant son théoréme
fondamental concernant les inégalités différentielles du premier ordre, le théoréme
concernant les inégalités de I'ordre arbitraire, ainsi qu'une certaine application
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dans le domaine des équations aux dérivées partielles. Il souligne que le théoréme
sur les inégalités différentielles du premier ordre a lieu sans égard 3 la , limite
d’application*, compliquant la question dans le cas des inégalités de 1’ordre
supérieur. C’est & cause de cela que Tchapliguine donne un rdle bien visible
au cas du premier ordre. En 1919—1920 il publie encore trois travaux: ,,Hossmt
MeTOIl HMHTErPHpOBaHHA o0wmero JubdepeHUHANTBHOTO YpaBHEHHS [BHXKCHHS
moesna“, ,,JIHTerpEpoBaHHE OCHOBHNBIX YDaBHEHHH OaJUIACTHKH INDH 3aKOHE
conporuBnerns nagEOM Jlopennom®, ,,IIpuSnnxeREHOe HHTErpHpOBAHHE OOEIK-
HoBeHHOro nuddepeHnHanbHEOro ypaBHeHUS Iepeoro mopsaka‘. Il développe sa
théorie surtout dans le dernier article, y donnant sa célébre méthode, permettant
d’encadrer la solution par une suite de courbes, obtenues intégrant les équations
linéaries, d’une convergence trés rapide.

Ces articles furent publiés en commun sous le titre ,,HoBviit MeTox mpn-
§JIHXeHHOTO HHTETpHpoBaHWa Iuddepennmanubix ypasHenmit® (Tpymst LIATH
mM. H. E. XKykosckoro, B. 130 (1932) ainsi que, sous le méme titre dans
I’édition Kiaccukd ecrecTBo3HaHHA, Mocksa-JIerunarpax 1950, ([2]) sans compter
les éditions des oeuvres choisies de Tchapliguine ([1], [3]).

Le théoréme de Tchapliguine sur les indgalités différentielles du premier ordre
est le suivant: '

Etant donnée I’équation
dy
(@) 2 f(x5)=0
X
et soit #=1¢(x) une fonction avec les propriétés suivantes:
1° ty=y, pour x=x,
di
2° partout dans (x, X) on a Z;—f(x, t)>0;

supposons encore que dans cet intervalle Iintégrale y et la fonction ¢ n’ont
pas de points singuliers. Pour toutes x, plus grandes que x, et ne dépassant
pas X, on aura

1>y.
(Pour I’inégalité ?—~f (x,t)<0 on obtient t< y).
X

Le théoréme équivalent, qu’on cite trés souvent ([4], [5], [6] sous le titre
de Tchapliguine est le suivant:

Soit donnée une région ouverte Q, et deux fonctions f; (x,»), / (x,»)
continues dans cette région, y satisfaisant & ’'une des conditions d’unicité des
solutions des équations

® 2 f e Z=f 5y

Soit dans cette région f, (x, y)<f(x,y). Etant y, (x), y (x) respectivement les
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solutions des équations (8) avec y; (x,) =y (x,)=Yy,, on aura

N ()<y ()
pour x>>Xx,, dans Q.

(11 s’ensuit de f] (x, »)<<f(x,y) qu'on a, (u (x) étant une solution de

d .
Z—:= f(x, u), avec u (x;)= yo) d—i>fl (x,4). Au contraire, sous I’hypothése -35>
X

>f (x, u), soit f; (x,y) une fonction telle qu'on a ?= /i (x, ). On aura, donc,
X

fi (%, W) >f (x, u)).

Or, ce théoréme équivalent a donné le mathématicien serbe Mihailo (Michel)
Petrovitch en 1899, c’est-a-dire vingt ans avant Tchapliguine, Dans son travail
,»Sur une maniére d’étendre le théoréme de la moyenne aux équations différen-
tielles du premier ordre* (Mathematische Annalen LIV Band, 3. Heft, pp
417-—436, 1899) ([31])

Petrovitch écrit: ,,Soient

© 2—F (x.)
(5) SR
©) Z-FxY)

trois équations données. Tragons dans le plan (x, y) les courbes D limitant
les régions de ce plan, ol chacune des fonctions

N F (x,y)—F, (x,5)
(8) F(x7y)'—F2 (x’y)

considérée comme fonction de x et y, garde un signe constant et soient A, et
A, la région positive et négative du plan par rapport a la fonction (7), Q, et
Q, la région positive et négative du plan par rapport a la fonction (8).

Tragons également dans le plan (x, y) toutes les courbes, lieux géomé-
triques des singularités des fonctions F, F,, F, et appelons E I’ensemble de
ces courbes.

Soit (x,, ¥,) un point n’appartenant & aucune des courbes D, E et qui
se trouve dans la partie I7 du plan, commune & deux régions A;, Qx de signes
contraires. Supposons, pour fixer les idées, que ce soient les régions A, ,.
Désignons par y, u, v les intégrales respectives (ou les branches d’intégrales)
de (4), (5), (6), qui pour x=ux, prennent la valeur commune u,="v,=Jy,-

Il existera toujours de part et d’autre de la valeur x=x, un intervalle
d’étendue non nulle, p. ex. de x=x,—h, & x=x,+h,, satisfaisant aux condi-
tions suivantes:

5 T. Pejovi¢, M- Bertolino, O. Rakié: Quelques probléemes, . .



66 ... " Milorad Bertolino

1° x variant de x,—h, & x,+h, les deux fonctions u et v et leurs déri-
“vées premiéres sont déterminées et continues;

2° aucune partie des courbes D, E ne se trouve dans I’intérieur ni sur la
périphérie du contour I, formé par les courbes u, v et les deux droites
x=Xy—h;; x=x,+h, et ce contour se trouve tout entier dans la partie IT du
plan (x, ).

On démontre alors le résultat suivant:
Lorsque x varie de x,—h, & x,+h,, 'intégrale y sera constamment déterminée,
finie, continue et comprise entre les valeurs correspondantes de u et v,

C’est vraiment, le contenu du théoréme de Tchapliguine. ‘

Dans la suite, Petrovitch donne la démonstration, ol I’on voit clairement
que le probléme de la ,,limite d’application® dans le cas du premier ordre ne
se pose pas. Puis, il donne des applications intéressantes, concernant 1’équation

yl=F(x’y’ Py Pps - - an)

@; dépendant de x ou de y.
Encadrant ¢;, en se rendant compte du théoréme fondamental, il donne des
conclusions concernant les solutions de 1’équation considérée. Il est intéressant
que nous avons traité ce théoréme du Petrovitch dans notre travail [11], sans
risque de parler sur la priorité, parce, que, en 1957, nous ne I’avons pas vue
que dans le livre [36] de Petrovitch, ou il ne donne pas la bibliographie, ce qui
était souvent son habitude.

Dans le méme travail nous citons le travail [31] de Petrovitch & propos
de I’équation y'=F(x, y, ¢), mais d’une fagon indirecte, par intermédiaire du
travail [32] de Petrovitch.

On peut voir les traces du théoréme en question dans le travail de Michel
Petroviteh; ,,Sur I’équation différentielle de Riccati et ses applications chimiques*
Sitzungsberichte der Konigl. bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften. Mathe-
matisch-naturwissenchaftliche Classe, Prag, 1896 pp 1—25. ([30))

On y traite I’équation de Riccati

YV =00—)0—S)

ainsi que sa généralisation

V=o(fi=») (=) - (fn—)) (,,’équation chimique*).

Petrovitch étudie l'intégrale y de I’équation considéré, avec y (0)=0.

Il forme les équations de comparaison augmentant ou diminuant les fonc-
tions ¢; ou f;. Un de ces théorémes fut cité par nous dans notre travail [12].
On peut voir cependant que les deuxiémes membres des équations de com-
paraison satisfont aux inégalités f, (x, ¥)<f (x,y) sous les hypothéses imposées
par Petrovitch, qui cela utilise évidemment, restant cependant toujours dans le
cadre des équations factorisées, sans donner le cas général.

Cette priorité ne diminue pas le grand role de Tchapliguine, qui a donné
encore les fondements de la théorie de l'ordre n, une profonde analyse des
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équations linéaires de 1'ordre arbitraire, ainsi que sa célebre méthode de 1’en-
cadrement successif. Sans diminuer, donc, I'importance de la théorie de Tcha-
pliguine, cette priorité souligne cependant visiblement la lucidité et la richesse
d’idées de Michel Petrovitch.

Ce passage est publié¢ dans [58].

II 2. LA METHODE DE TCHAPLIGUINE

On voit, donc, que, f; (x,¥), f (x,¥), f, (x,y) étant trois fonctions con-
tinues dans la région ouverte Q (x,y) y satisfaisant la condition de Lipschitz . et

S GN<f0< f(x,9)
on aura, dans cette région .
N (X)<y(*)<y,(x)

ol y (x), y(x), y,(») sont respeétivemerit les solutions des équations

y, =f; (x"y)’ y., =f (x: y)’ yA =f; (xs y)
avec : Y1 (x) =¥ (X5) =¥, (X0) = Yo-

On peut omettre la condition de Lipschitz, le théoréme ayant lieu méme
dans le cas de non—unicité.

La méthode de Tchapliguine -va plus loin. En ajoutant la condition
?7{20, Tchapliguine obtient la paire suivante des courbes d’encadrement en

connaissant la paire précédente. Il n'y a- qu’é résoudre les équations
¥ =fyl (6, up)(y—up) +f(x, uy)
yr =f(x; Vn)—f(x; Un) (y__u”) + f (x’ un).

Vp—Uy
2
Sous 1’hypothése g——{>0 la premiére de deux équations linéaires citées donne
y

la courbe inférieure et la seconde équation donne la courbe 'supérieure.
Pour étudier plus profondémment la méthode de Tchapliguine il faut
consulter la littérature suivante: [1]—[7], [9]—[18], [54].

Nous allons citer quelques exemples simples de la méthode de Tchapli-
guine, qu’on peut trouver dans [43].

Exemple 1. Soit z= f(y) une fonction continue ainsi que f’, avec fy'>0
et telle que y=0 est l¢ point intérieur de l'intervalle déterminé par 0< f (y)< 1.

Prenant pour f] (x, »)=0, pour f (x,y)=f(»), pour f,(x,y)=1 on obtient, pour
x>0, dans 0< f(V)<1,

<)é—(?;~) (ey @ x— 1)§‘y )<y (x)<x

b
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ol ¢ (x) est I’intégrale partuculitre de I’ équation

, —f(©
¥y =’:@;’l—)y+f(0)

passant par (0, 0) et y(x) est I’intégrale particuliére de 1'équation y'=f(y)
passant par (0, 0). Par exemple, si I’ on prend f(») =y2—y+%, I’ inégalité

0<f(y)<1l aura lieu pour 1_2'/—3<y<1+2‘/—3-0n a alors fy=2y—1,
1

£ 0)=—1, f"=2>0, f(0)=;-
Exemple 2. Si I’ on part de I’ inégalité
0< f<1)<1
x
en considérant les équations y =0, y'=f %), ¥ =1 et leurs solutions y (1)=0,
sous 1’ hypothése x>0, y>0, gz;{>0 (f, fy' continues), fi’ (%) >1 <t =%),
fO)=f (%) , on obtient

0<f(Q) xlinx<y (x)<{ (x)<x—1,

y(x) étant la solution de y'=f (l) passant par (1, 0) et ¢ (x) la solution—
X

correspondante de

—1
f(x )—f(O)

Y=Ly 17 (0.

L’équation y’ ~fQ y+£(0), dont la solution est y(x)=f(0) xInx est obtenue
X
en minorant I’équation )’ =f¢’ (2) X 1+ £(0).
X/ X

Exemple 3. Soit donnée 1’équation de Bernoulli
4 )
Z=f®)y+y
dx

(f(x)-fonction continue et positive). On aura
, —thx<y(x)<tgx
dans la région

1 1
——— e, O<x<x,,
@ 7S e o
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ot y(x) est la solution de 1’équation donnée avec y(0)=0. Les fonctions
f1(x, ¥), f2(x,y) sont données par fi=y>—1, f=y2+1.

Exemple 4. Soit donnée Péquation de Bernoulli y'=f(x) y2+y (f(x)-fonc-
tion continue et positive). On aura
1—ef<y(x)<er—1
dans la région
1 1
Vim Vi@
On aici fi=y—1, f,=y+1

O<x<x,,

Exemple 5. On voit dans cet exemple la possibilité d’application de la
méthode de Tchapliguine dans la recherche des solutions asymptotiques.

Soit donnée I’équation de Riccati
y'=%——ay2; a>0, b>0, (a, b=const.).
X

La solutioh de cette équation passant par (x,,y,) est donnée par la
formule v
xl—k
X (uy X*—u, k)
k, I, w, u, — les constantes I(a, b)>0, k=k(a, b, x4, ¥,)>0, 4, =u,(a, b)>0,
u,=u,(a, b)<O0.
Cette solution peut &ire encadrée de fagon suivante

y(x)=

Cy

Co'+(ab+l)ax+2abC‘,lnx—l7 b
X
<yx)< <Cy*
ax +C, y() (ax+CY? * %’
pour x>x,>0, avec x,, y,>0, G, G, C;* — contantes dépendant de a, b, x,, ¥,
avec Cy*>0. ’

On peut conclure que lim y(x)=0 avec y (x)>0 et y (x)<Cy*.

x—r+

Les fonctions f;, f, étaient les suivantes:

b
f;= ._.ay2’ 'f2=_-2_
X

Ici, —j%<0 ce qui veut dire que

% =fy (%, ) (P—ug) + £ (x, )

donne la courbe supérieure.
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Exemple 6. Partant de x(y+ 1)<<(y+1)2 on obtient
x2 X
e?—1<1—_; pour 0<x<1.
Exemple 7. Partant de 0<(y—x)2<<(y—1)? on obtient

&% (x—1)+x+1
( )+x < x

&2+ 1 x+1°

Exemple 8. L’inégalité 0<<y2+ 1<<(x+1)2+1 donne
xS
tgx<——x2+2x pour 0<x<x,.
Exemple 9. Partant de 0<} 1 +y2<y2+k, k>1 on obtient

O<x<shx<VktgVkx » pour O<x<2-;——lz-

Exemple 10. Partant de 0<Zj<l on obtient
X

x+1 1

4 2~Ilnx

pour 0>1, dans la région résultante.
Exemple 11. Partant de 0<<)2 e*<<e® on obtient, dans —1<y<1, x>0
I’inégalité suivante
1, ey 1
— +1)<—.
4 ( ) 3—e®

Exemple 12. Partant de O<e¥<k; k>1 on obtient, dans la région
résultante, pour x>0

O<l—et<In(x+ 1) <kx.

II. 3. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Nous allons étudier I’équation différentielle
V=ox)y"+¥(x,5) n=12,...,

c’est-3-dire D'existence de ses solutions asymptotiques. Les équations de com-
paraison dans le sens de Tchapliguine sont les suivantes:

V=9 X)y"+k (k =const.)
Y=9(x)y"+ky.
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La premiére de ces deux équations sera dite ,,équation de Riccati généralisée‘
et la seconde est une équation de Bernoulli.

Nous citerons ici le texte des résultats relatifs aux solutions bornées
pour x —+ o et nous donnerons enfin ’esquisse des démonstrations de deux
théorémes, pour illastrer la méthode. Ces résultats sont publiés dans [46), [47], [48].

Théoréme I Etant donnée I'équation
V=9px)y*+¥(x,y) k=1, 2,...
ot les fonctions ¢ (x) et ¥ (x, y) satisfont aux conditions suivantes:
1. @ (x) est une fonction continue et C, <o (x)<C,, (C;, C,<0) pour x > x,,
2. ¥ (x, y) est continue dans XOY et satisfait & la condition
O0<N<¥ (x,y)<M
et d la condition de Lipschitz
|¥ ¢, D—¥ (x,9)[<K|Y—y]
dans chaque région bornée du plan XOY, — cette équation a toujours une classe
de solutions bornées. (Par exemple, toutes les solutions positives sont bornées).
On obtient la méme conclusion dans le cas C;, C,>0, —N<¥ (x, y)<—M.
Ici, toutes les solutions négatives sont bornées.
Si on a
e (x) >+, —N<¥ (x, N)<—M

X->—+ 00
(ou si 'on a
@ (x) >—o0, N<¥ (x, y)<M),

x—>+ o0

il existe une classe de solutions qui tendent vers zéro.

Théoréme II Etant donnée P’équation différentielle.
=9 x)y*1+¥(x,y), k=01,2,.
o les fonctions ¢ (x) et ¥ (x,y) satisfont aux conditions suivantes:

1. ¢ (x) est une fonction continue et G <cp(x)<C2, (Cl, C,<0) pour
X>X%p ou @ (x)—>—oo,

X—-f ao

2. ¥(x,) est dans XOY continue, satisfaisant 4 une des trois con-
ditions

B

0<N<¥ (x, )< M,
—N<¥ (x,9)<—M,
—N<¥ (x, )< M,

(N, M>0)
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et 2 la condition de Lipschitz
|V (x, )—¥ (x, ) |<K| Y—p]

dans chaque région bornée du plan XOY, — toutes les solutions de I’équation
donnée sont bornées.

Théoréme III. Erant donnée I'équation

YV=0@)y*+¥(x,y), k=1,2,....
ol
1. ¢ (x) est une fonction continue pour x >Xx,,

2. ¥ (x, y) est dans XOY continue et satisfait @ la condition de Lipschitz
dans chaque partie bornée du plan XOY

|¥ (x, ¥)—¥ (x,7)| <K | Y—y|
et si on a
C1<(P (JC) < C2’ (Cp C2<0),

y#0, O<N|y|<¥(x,»)<M|y|; ¥(x,0)=0,

alors toutes les solutions positives sont bornées ne tendant pas vers zéro et il
existe une classe de solutions négatives bornées tendant vers zéro.

Le tableau suivant donne tous les autres résultats relatifs aux solutions
bornées de I’équation donnée dans le texte du théoréme III:

Solutions positives — 1) Toutes les solutions sont bornées:
a) ;<9 (x)<C, G, <05 .
y#0, —Niy|<¥(x»)<M|y|; ¥(x0=0;
b) G;<e(x)<C,, G, (<0,
y#0, O<N|y|<¥(x,»)<M|y|; ¥ (x,0)=0.
2) Toutes les solutions tencient vers zéro:
a) C<p(0)<C, G, C,<0;
y#0, —Ny|<¥(x,)<—M|y|; ¥(x0=0,
b) (x) >—0; y#0, —N|y|<¥ (x,p)<—M|y|; ¥(x0)=0;

x—r+ 0

€) p(x)>—o0; y#0, £N|y|<¥ (x5, ))<xN|y|; ¥(x,0)=0;
X—> o0

3) Il y a une classe de solutions tendant vers zéro
a) C,<p(x)<C,, C,C,>0;
y#0, —N|p|<¥(x<—M|yl; ¥(x,0)=0;
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b) 9 (x)—>+0; y#0, —N|y|<¥ (x,)<—M}y|; ¥ (x,0)=0;

x>+
c) 9 (icl::+ w; y#0, —N|y|<¥ (x,»)<—M|y|; T (x,0)=0.
Solutions négatives — 1) Toutes les solutions sont bornées:
a) (<o (¥)<C,, C,C,>0,
y#0, —N|y|<¥(x,0N<—M|yl; ¥ (x 0)=0;
b) C,<9(x)<C,, C,C,>0,
y#£0, ;—N[yl<‘1’(x,y)<M|y]; ¥ (x, 0)=0.
2) Toutes les solutions tendent vers zéro.
a) G<e(¥)<G, G, >0,
y#0, N|y|<¥(x,y)<M|y|; ¥(x,0)=0;
b) (%) > +0;

X—>+ o

y7é0, Niy|<¥ x,»<M|y|; ¥(x, 0)=0;
) p(x)>+w; y#0, £N|y|[<¥ (x,)<+M|y|; ¥ (x,0)=0.

x>t oo
3) 1 y a une classe de solutions tendant vers zéro:
8) C,<p(1)<C, C,C<0;
y#0, Niy|<¥ (x,»<M|y|; ¥(x,0)=0;
b) ?x)—>—0; y+0, Niy|<¥ x,n)<M|y|; ¥(x 0)=0;

¢) 9(x)>—o0; y#0, N|y|<¥ x,»)<M|y|; ¥ (x,0)=0.

x—>+ oo

Théoreéme IV. Etant donnée I'équation
YV=ox)y1+¥(x,y) k=1,2,...
avec les conditions suivantes:
1. Pour x»>x, ¢(x) est une fonction continue et satisfait @ la condition:

C<e(x)<C,, (C,C,<0).
2. ¥ (x,y) est dans XOY continue et
y#0, Niy|<¥ (x,»)<M|y|; ¥(x0)=0
et satisfait & la condition de Lipschitz dans chaque région bornée du plan XOY
¥ (x, V)= ¥ (5, 5) | <K| Y—y],
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alors toutes les solutions positives de I’équation donnée sont bornées et toutes les
solutions négatives tendent vers zéro.

Le tableau suivant donne les autres résultats relatifs 4 cette équation:

Solutions positives — 1) Toutes les solutions sont bornées:
8) G<e(M<Cy € G<O;
y#0, N|y|<¥ (x,))<M|y|; ¥ (x,0)=0;
b) <o (x)<C,, C,C,<0;
y#0, —N|y|<¥(x, )<M|y}; ¥(x,0)=0.
2) Toutes les solutions tendent vers zéro:
a) C<p (<G, G, C<0; |
y#0, —N|yl<¥(x,y)<—M|y|; ¥ (x,0)=0;
b) e () >—0; y#0, —N|y|<¥ (x,)<—M|y|; ¥(x,0=0;

xX~>+ o2

©) (x)>—o0; y#0, £N|y|<¥ (x, <My ¥(x,0)=0.

x>+
3) Il y a une classe de solutions tendant vers zéro:
a) Ci<e(x)<C,, G, G>0; ‘
y#0, —N|y|<¥xN<—M|y; ¥(x 0=0;
B) ¢()—>+0; y#0, —Ny|<¥xy)<—M|y} ¥(x0)=0;

¢) p(x) >+ o; y#0, —Ny|<¥ (x,y)<—M|y|; ¥(x, 0)=0.

X—>+- 00

Solutions négatives — 1) Toutes les solutions sont bornées
a) (<9 (x)<C,, C,C,<0;
y#0, —N|y|<¥(x <—Mly; ¥(x,0)=0;
b) C<p(x)<C,, G, C<0;
y#0, —N|y|<¥@x»)<M|y|; ¥(x,0=0.
2) Toutes les solutions tendent vers zéro:
a) Ci<p(x)<C,, C,C,<0; »
y#0, N[y[<‘F(x,y)<Mlyl; ¥ (x,0)=0;
b) ¢ (x) =—0; y#0, N|y|<¥(x»<M|y[; ¥(x,0)=0;

X—>4 0

Q) (x)>—o0; y#0, £N|y|<¥x <Myl ¥(x,0)=0.

X~ o0
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3) Il y a une classe de solutions tendant vers zéro:
a) <o (x)<C, C,C>0;
L y#0, Niy|<¥ <Myl ¥(x,0)=0;
b) @ (x)>+0; y#0, N|y|<e(x)<M|y|; ¥ (x 0=0,

x—>+

C)¢(x):>+°o; y#0, Nly|<¥ (x,»)<M|y|; ¥ (x,0)=0.

Nous soulignons aussi que nous avons obtenu un autre groupe de résul-
tats relatifs aux équations

V=0 y+f(x)y2+¥(x,),
Y=o @) R+ (x) P+ (x, ),
Y =D (») 9 (x) y2*1+ D, () f(x) 71+ ¥ (x, »),

en appliquant le méme procédé.

Nous allons maintenant démontrer les théorémes I et III, pour illustrer
plus précisément la méthode. On ne donne qu’une esquisse des démonstrations.

Démonstration du théoréme I — On a, d’aprés les hypo-
théses données

C y* + N<o (x) 2%+ ¥ (x, )< C, y?¥ + M.
D’aprés le théoréme de Tchapliguine, nous considérons les équations
¥ =C y**+ N;
V'=9x)y*+¥(x,y);
V' =Gy + M;

sachant que par chaque point P(£,7) du plan XOY (§>x,), passent trois
courbes intégrales de ces trois équations et que l'on a

»(X)<y ()<y, (%), x>E.

‘D’aprés le théoréme sur l'existence des solutions (Cauchy), nos hypo-
théses nous permettent de prolonger infiniment une solution de chaque de
nos équations qui passe par un point P(£,%). A ce point n’appartient qu’une
solution continue possédant la- dérivée continue. Les solutions peuvent avoir
des asymptotes de la forme x=C, ce qui ne contredit pas au procédé de
prolongement qui résulte du théoréme de Cauchy.

On peut donc considérer deux équations de Tchapliguine

y,=C1y2k+N
y=Cy¥*+M

qui donnent ,,les courbes d’encadrement de notre solution inconnue (la courbe
inférieure et la courbe supérieure).
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Considérons d’abord ,I’équation supérieure
Y=Cy*+M.
/

Evidemment, y’ sera >0, c’est-a-dire des solutions croissantes dans une
région donnée par l'inéquation

2k___
|y |<\/ -G
Cette région est limitée par deux droites
2k
M
y== -
Les valeurs asymptotiques des intégrales nous obtenons de I’équation
2k
0=C,C2*+M .- . C=1+-%.
2

(On utilise dans cette considération le fait que si y—C, on a y' -0, y et )’
X—>4 0 X—»+ 0

satisfaisant aux conditions connues).
Toutes les solutions qui passent par les points de la région

2k
yl<y/-%
G
2k
M .
tendent vers \/ —¢ en croissant, lorsque x tend vers + oo.
2

Les solutions qui passent par les points de la région
L2k
M
y >\/ G

tendent vers la méme valeur en décroissant. Les solutions qui passent par les

points de la région
2k
y<— ro

tendent vers l'infini soit au voisinage des asymptotes de la forme x=C soit
asymptotiquement.

L’équation inférieure est du méme type. Au lieu de M, C, figurent
N, C. On a

2k

2k 2k 2k
N \/ M. \/ N M
N S R e A 5
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Il est évident que notre équation, dont les solutions sont ,,encadrées
par les solutions des équations de comparaison, a toujours une classe de
solutions bornées.

Démonstration du théoréme III — Sous la supposition
>0, ,les équations d’encadrement sont les suivantes:

¥ =C,y2%+ My,
y'=C y2E+Ny.

Considérons ,,I’équation supérieure®. 3’ sera >0 pour

2k-~1
M
y< '—Zz:>0.
2k—1
. M >r . . .
Toutes les solutions tendent vers ‘/—F et celles de I’équation inférieure
2
2k~1 2k—1 ¢

vers \/—E. Si y<0, y' sera >0 pour y>\/-A—4<0.
o YNNG
Dans ce cas existe .toujours une classe de solutions tendant vers zéro.

Quant aux solutions décroissantes, celles appartenant 4 la région
2k—1

S E
y o
2k-1

tendent vers la méme valeur \/—é—l.
2

Noas obtenons la conclusion analogue pour ,l’équation inférieure® et
aussi pour notre équation considérée.

Nous avons donné esquisse des démonstrations les plus simples, pour
pouvoir clairement illustrer la méthode. On rencontre souvent des circonstances
plus compliquées, en démontrant les autres résultats mais il s’agit des dif-
ficultés qui n’empéchent pas essenticllement les considérations relatives aux
solutions asymptotiques.

II. 4. ESTIMATION DES SOLUTIONS DE L’EQUATION D’ABEL DE
DEUXIEME ESPECE AVEC LES GENERALISATIONS

On donne dans ce passage l'estimation des solutions de I’équation d’Abel
de deuxiéme espéce '

1) D+ Y =f£,(x) 12 +fx)y+fX)

ainsi que quelques généralisations.
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‘On applique le théoréme fondamental de Tchapliguine sur les inégalités
différentielles suivantes: '

Soient das la région © du plan XOY les fonctions f, (x, y), f (x,¥), f,(x,¥)
continues, satisfaisant @& la condition de Lipschitz et

HGN<f(x0)<f,(x, ). _
On aura alors y, (x)<y(x)<y,(x) pour x>x, dans cette région, oit y,(x),
¥y (x), y,(x) sont les solutions des équations différentielles
YV=hx), ¥ =fxy), y=£x)

satisfaisant aux conditions initiales y (x,)=y, (le point (x,, y,) appartient & ©).

Nous démontrerons alors le théoréme suivant:

Théoréme. — Soit donnée I'équation (1) sous les hypothéses suivantes:

a) les fonctions g (x), fy (x), fi (%), f, (x), sont continues pour x> x,, _

b) on a g(x)>0, f,(x)<0, f, (x)—g (x) f(x)>0 pour x>x,.

Sous ces hypothéses, pour x>Xx,, on aura

x t Lox
| AW A= fr(u)du INACY.
2) e™ Yo—¢ fe o dt|<y(x)<y,e™

*o

dans la région
fotee S

3 ¥y >
@ gfi—fi—¢ g i/
e étant un nombre réel positif arbitraire, et y(x) la solution de I'équation (1)
avec ¥ (x)=Y,, (¥, appartient a (3)).
Démonstration Ecrivons (1) sous la forme

(4) yl=fzy2+f1y't_f__o'
y+g

Dans la région y>—g, (—g<0) le deuxitme membre de (4) est une
fonction continue, satisfaisant localement i la condition de Lipschitz. L’unicité
des solutions et la possibilité de leur prolongement sont garanties dans y >—g.
D’autre part, il est facile de montrer qu'on a

foteg < fo '
gh—fi—c  &fi—~/

11 est de méme facile & vérifier qu’on a dans (3)

2 fy+
(5) foy— e<w< £y
‘ y+g
ce qui donne, pour I’équation d’Abel, des équations de comparaison suivante

V=Hy—se ¥y=£Y.
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Ces deux équations sont linéaires et leurs solutions avec y(x,) sont données
par les courbes d’encadrement de l’megahte (2), suivant le théoréme cité de
Tchapliguine.

Exemple. — Pour y(x)=x% fo(®x)=—1, fi(x)=1, f,fx)=—1 cC'est-d-dire pour
I’équation ' . . '
-y +y-1
C y4x

on obtient dans la région
1—ex? 1

<<
1+x2+¢ 1+x2

I'estimation suivante
ex—x(y+ s)—s<y x)<y, exo—x,

y(x) étant la solution de 1’équation donnée avec y (x,) = y,-

*

On obtient la méme conclusion pour I’équation

6 O t+g ()Y =LX) "+ 1 (%) y+ 1o (%),
avec n=3, 5, 7,... sous les mémes hypothéses sur les fonctions g (x), f,(x),
Ji (%), £ (x).
Ici il faut cependant ajouter les conditions supplémentaires
g (x)>—f, (%)
et

(N [(gﬂ—ﬂ)”“]ﬁ<(n—l)(fofeg)'
e(n—1) n

Ces conditions supplémentaires garantissent la validité de I’inégalité
n
fzy—'5<fzy +hHy+f .
yr-ltg(x)
La derniére inégalité est équivalente &

® F(y)=—ey*'+y(8fi—f)—fr—c8<0.

La fonction F(y) sera négative pour chaque x si l'on a Fpuy (¥)<<0. Cette
condition donne I'inégalité supplémentaire (7) concernant les coefficients de 1’équa-
tion considérée. L’inégalité. .
+fiy+
Lyr+fiy+f 0 f y

yoltg

5

est satisfaite pour y<C comme dans le théoréme démontré sur ’équation

&
d’Abel. Cette partie d’ megahte (5) concernant (6) ne donne donc -aucune con-
dition supplémentaire.
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Exemple. — Si I'on a g=1, fy=—1, f,=1, €=3, n=3,
c’est-d-dire si on considére Péquation

-y +y—1
»+1

on obtient le méme résultat comme dans I'exemple précédent. Le nombre ¢ étant fixé, on a

¥

(o + 3) e¥o—x—3 <y (X) <y, exo—*
dans la région
1-3x2 1

—_—< <
x4 T eri

pour y, appartenant a cette région.

Remarquons que I'expression y®-1+ g (x) multipliant y’ dans (6) reste 0
(n—1 étant pair), ce qui garantit l'unicité et la possibilité de prolongement
dans tout le plan XOY (la continuité du deuxiéme membre a lieu, ainsi que
la condition de Lipschitz localement).

*

Dans le cas (6) pour n=2, 4, 6, A. ... Pinégalité
f:y’; -_F{}y+fo <f,y
b4 +&
a lieu pour

fo
hHe—f

r<

n—1
comme dans le cas n=3, 5, 7,... mais pour y>—}g(x).
Pour fixer la validité de
f;y_s<fzy:‘i'{1 y+h
»lrg
il faut étudier (8) encore una fois. n étant pair, F(y) n’a pas de maximum
dans ce cas. Pour tout x* fixé il existe pour la fonction F(y) un y* tel que,

partant de lui, on aura F(y)<0. L’ensemble de ces y* donne une fonction
P (x) telle qu'on a F(y)<0 pour y>¢ (x). La fonction @ (x) sera déterminée
n—-1

dans les cas paticuliers sans oublier la condition y>—}g (x).

Exemple. — Avec les mémes valeurs numériques comme dans 1’ exemple précédent
pour n=4, c’est-d-dire pour 1I'équation
, =yr+y—1
»y+1

. 1 .
’estimation obtenue aura lien pour —1<y*<y<7, y* — une constante fixée.
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Si I'on considére I'intégrale passant par (1.4), I’estimation est la suivante:

1_3_ el-z_3<y(x)<i el-%
4 4
.

Remarquons que dans le cas de 1’équation d’Abel (1) les résultats du
théoréme restent valables pour g (x)=0.

Toutes les estimations obtenues sont intéressantes parce qu’on les obtient
4 l'aide des équations linéaires chez lesquelles ne figure qu’une des quatre
fonctions -~ coefficients de I’équation considérée. Par un choix convenable de ¢
nous pouvons diminuer & plaisir la distance entre les courbes d’encadrement
augmentant tellement P’exactitude de I’approximation. Vraiment la différence
des fonctions d’encadrement
x x t
Ifz(f)dff —I fGydu

e ™

A=ce™ dt

Jy ©
pour un x fixé tend vers zéro lorsque £ tend vers zéro. On change cependant
Pintervalle de validité.

Pour g(x)<O0 on peut discuter le probléme d’une maniére semblable.

Remarque. Nous venons de considérer I’équation (6) pour n=2,4,6,...
avec g(x)>0, f,(x)<0, fi(x)—g(x) f,(x)>0 pour x>x, ol les fonctions
g fo» f1> |, sont les fonctions continues. On a dit qu’il ne faut pas oublier la

n—1
condition y>}/ —g(x). Il faut, donc, assurer que @ (x) appartient 4 la région
n—1
de régularité. Posons )/ —g au lieu de y dans (8). On obtient

n—1
V—g (f,6—f)—f>0.
n—1
Pour tout x>x, on a, donc, |/ —g<®(x), parce que, pour y>®D(x) le
premier membre de (8) est négatif et le polynome (8) n’a qu'un zéro, ce qui
est facile a conclure. Il suit que, dans la région

n—1 f
Y —g<® @) <y<—2—
) f.e—f
les courbes d’encadrement inférieures et supérieures de I’équation (6) nous
obtenons en intégrant les équations y’ =f, y—e¢, ¥’ =/, (¢ nombre réel pos_lt}f
arbitraire). Naturellement, la fonction @ (x) dépend aussi de e. On vérifie
facilement qu’on a

f;
D (x)yc—2—.
) fe—h

6 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problémes . ..
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Dans le cas de n impair nous avons donné des conditions supplémentaires
pour fy, fi, f,» & tellement que l’encadrement a lieu dans la région bornée
seulement au-dessus (sans la fonction ®(x)). Dans ce cas y»-1+g est positif,
c’est-d-dire cette condition peut étre omise.

Cependant, prenant en considération le terme —eyn-1 de (8), il est
évident que la fonction ®(x) existe ici aussi, ce qui veut dire que les conditions
supplémentaires pour f,, f;. f,, & peuvent &tre omises, ce qui diminue, vraiment,
la région de validité.

Ces résultats sont publiés dans [S1] et [53].

I1.5. ENCADREMENT ET SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D'UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE

Nous allons étudier dans ce passage I’équation différentielle

Z a; (x) y*

¢ __ =0

2 bi(x) ¥

i=0

y

a;(x), b;(x) étant les fonctions continues et bornées pour x >x, Mais, nous
allons considérer d’abord quelques cas particuliers.

Considérons I’équation
(1) yl =f:) X)+fi(X)y+f, (x)y°
y+&x)

avec g(x)>0, f,(x)>0, fi(x)>0, f,(x)<0.
Partons, suivant Tchapliguine, de I'inégalité

3
.f‘2y2_€<f;+j;y+-f2y <f‘2y2-
y+g

On aura, dans la région de validité de cette inégalité
71 () <y (X) <y, (x),
Y1) Y(X), ¥, (x) (01 (x)=y (xo) =V, (X0)=¥0)
étant respectivement les solutions des équations
yV=fhyt—e (1), y'=f3
¢ étant un nombre réel positif de qui nous parlerons plus tard.
Considérons d’abord I’inégalité
Lthy+f, ¥

<foyr
y+g
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Dans y>—g(—g<0) elle devient
) g .y —fiy—fo>0.

La discriminante du trindme est f;2+4 f,f,g. Si nous ajoutons, pour fixer
les idées, la condition

f2+4f, f,8<0,

P'inégalité (2) "aura lieu pour tout y, avec f,, f;, f,, g satisfaisant aux condi-
tions déja introduites. Cela veut dire que les courbes d’encadrement supérieures
nous obtenons en intégrant I’équation
y=rx)»

séparant les variables.

Pour considérer les courbes d’encadrement inférieures, il faut étudier
I'inégalité

3
3) ,, fyr—e<htf2tfy
y+g

Pour y>—g, elle devient

fo gt —(e+ 1) y—g e—£,<0.

Cette inégalité, n’oubliant pas les hypothéses sur les signes des fonctions
coefficients, ne peut é&tre remplie que dans le cas ol le trindme carré a des
racines réelles (dans la région entre les racines réelles). La discriminante est

D=(c+/f)*+4gf,(ge+1y).

Evidemment, elle sera positive pour’e>—ﬁ. Jo» & étant les fonctions bornées,
g

nous pouvons toujours choisir € de fagon indiquée, L’'inégalité (3) aura lieu
dans

e+f,—VD e+ fi+VD
) 2z VS 2fg
Il est facile de vérifier que 'on a
e+fi VD _

2f,g

c’est-a-dire que la zone obtenue de validité se trouve dans la région de régu-
larité. Dans la zone (4) les courbes d’encadrement inférieures seront les solu-
tions de l’équation

V' =fyy2—¢
avec ¢ choisie convenablement.

6*
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Considérons maintenant 1’équation

z a; ()
o d
z bi(x)»

i=0

a;(x), b;(x) étant les fonctions continues et bornées pour x>x,.

n—1
‘Supposons, premiérement, que n soit impair et Z biy*>0 pour x> x,
- i=0
Evidemment, b,-, (x)>0.
Si nous voulons obtenir des courbes d’encadrement en intégrant les

équations
/G

y=

ay

y—e, Y =—"-y

by bn—l
nous sommes obligés encore une fois d’étudier la région de validité. L’inégalité

n

ZatJ"

i=0 a,
<
n=l by Y
> by

i=0
devient
3) (bn—z __ba,, “'%—1) yrl+ (bn—s ba,. —an—z) =24

n—1 n—1

Introduisons ’hypothése supplémentaire que, pour x> x,

bpg —2—ayy >0.
n=1
Alors, pour tout x* fixé, le polynéme (5) a le premier terme de la forme
azy2k(a#0). Cela veut dire qu’a tout x* correspond y* tellement que le
polyndme en question est positif pour y>y*. L’ensemble de tous y* donne
une fonction @ (x) telle que, pour y>® (x), l'inégalité (5) est remplie.
Considérons maintenant I'inégalité

n

.zaiy‘

ay i=0
y—e<
by,

n—-1
z by
i=0
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Elle devient
(6) [bn-z'g'"— —Ef,bn—1—'an—1]y"_1+ R S )
ba—y
Envisageons la fonction
by “ —Qn-;
X)z=— 1 0000
?(x) ™

Soit k=sup ¢ (x) (x >x,). Choisissons e>k (ce qui est toujours possible).' Nous
obtenons £>9@(x) c’est-a-dire

a
by ——ay—c by, <O0.
n—1

Le polynéme (6) a donc le premier terme de la forme —a2y2%, ce qui veut
dire qu'a tout x*>x, correspond y* tellement que, pour y>y*, le polynéme
est négatif. L’ensemble y* donne la fonction @, (x). Pour y>®, (x) I'inégalité
(6) a lieu (avec ¢ choisie comme nous ’avons indiquée).

~ Pour y>max @, (x), ®(x) les inégalités (5), (6) auront lieu et notre
encadrement dans cette région aura lieu aussi.

n—1
Dans le cas n pair, dans la région y>¢(x) oﬁz by y#>0, la conclusion
i=0
est analogue, avec la région de validité
y>max @, (x), ©(x), ¢ (x).

On peut obtenir des conclusions semblables dans le cas plus général
z a;
@ y =L

> by

i=0

»  (n>m).

Les équations de comparaison seront ici les suivantes:
a a
Y =Ry, y =t yi-m,

bm m

ol Déquation générant les courbes d’encadrement inférieures ne pourra pas
étre, dans le cas général, réductible aux quadratures. Elle devrait étre, elle-
-méme, analysée par les méthodes d’analyse qualitative.

Dans le cas de I'équation (7) on peut obtenir des résultats aussi a ’aide
des équations

y'=—f-"—y—-s y'=bak y k=1,2,...,n

bk—l k-1
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dont l’avantage est leur forme linéaire, mais le degré du polyndéme (dont
I’étude donne la région de validité) ici n’est pas obligatoirement moins
grand que n.

Les résultats de ce passage sont publiés dans [53].

1L.6. LIMITE D’APPLICATION DES INEGALITES
DU TCHAPLIGUINE DU SECOND ORDRE

S. A. Tchapliguine a donné '([4]) le théoréme suivant sur les inégalités
différentielles du second ordre:

Soit y(x), [y (xg)=ys, ¥ (x)=¥,"1, la solution de | ’e’quatioh différentielle
(1) V'+a(x)y' +b(x)y—f(x)=0,

a(x) b(x), f(x) — les fonctions contznues dans (x5, x;]) et v(x) (v(x)=Y,,
v (%)=, une fonction satisfaisant @ Iinégalité

3] Vita(@x) v +b(x)v—f(x)=0
dans (x,, x;]. Si I'équation de Riccati
3) kK+kr—a(x)k—d (x)+b(x)=0
a une solution continue dans [x,, x,], on aura dans (x,, x,]
v(x)2y (x).
On appelle I’équation (3) “I’équation de garantie”.

Les travaux ([11], [12]) traitent cette équation.

Il existe donc une limite d’application du théoréme cité—donnée par
I'intervalle de continuité d’une solution de ’équation (3).

Dans notre article [44] nous avons publié le théoréme suivant:

Soit k,(x) une fonction continue dans [x,, x,[, y satisfaisant & I’équation
différentielle

@ K +k2+a(x)k+b(x)=0.
Formons la fonction v(x)=Y (x)w, (x) oit ¥ (x) est une fonction primitive
de la fonction v,(x), [‘I" (%)= ( ) ] La fonction v, (x), [Vx (xo)=( ¥ )’ ]
/%=X

satisfait dans (x,, x} & I'inégalité

=%,

(5) v + 2k +a (X)), —f (x) e =0

~

k,d . N o
ot m1=ef ! x( f k,dx une fonction primitive arbitraire de k, (x)).
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Sous ces hypothéses on aura dans (x,, x,]
v(x) =Y (x) o (x)=y (),

y(x) étant la solution de I'équation (1) dont on parle dans le théoréme cité de
Tchapliguine.

Ce théortme fut donné sans démonstration, 1’article [44] n’étant qu’un
apergu des méthodes différentes de I’encadrement des solutions des équations
différentielles.

On a obtenu de cette maniére une courbe supérieure (inférieure) pour
la solution. Mais, aux coefficients de 1’inégalité (5) figure k,(x); pour la
construction pratique de v(x) il est donc nécessaire de connaitre une solution
de 1’équation (4). Il est connu qu’on peut résoudre dans ce cas I’équation (1)
par les quadratures. Le théoréme permet donc 1’obtention d’inégalités diffé-
rentes qui peuvent €tre intéressantes (ou figurent les solutions de I’équation
considérée ainsi que les courbes d’encadrement).

Il est facile de remarquer que les équations de RiccATI (3) et (4) sont
équivalentes par rapport & lexistence des solutions continues dans le cas oll.
la dérivée a'(x) existe dans tout 1’intervalle.

Si I'on pose dans (4)
k=k,—a

on obtient (3). Sans I'hypothése d’existence de a’(x), on ne peut paS parler
3 priori de cette équivalence.

L’équivalence en question suggere que le théoréme de TCHAPLIGUINE a
lieu avec 1’équation (4) au lieu de (3). On obtiendrait un théoréme plus
général (sans Dexistence @' (x)). Vraiment ce fait je démontre dans la premiére
partie du présent article.

11 est dans un certain sens inverse au théoréme cité de larticle [44], ol
Yon parle da la constructicn de v(x) pour laquelle on prouve alors qu’elle
présente une courbe de Tchapliguine (d’encadrement).

La deuxiéme partie de ce passage donne la recherche des équations (3)
et (4). On obtient la condition suffisante (dans les cas différents) pour que
Pintervalle (x,, x;) (,,l'intervalle d’application’) soit infini. Il s’agit, & savoir,
des condition suffisantes pour que dans lintervalle (x,, + c0) existe au moins
une solution continue de (3) ou (4). La discussion traite les cas speciaux

V'+a®)y +b(x)y=r(x)
V' +b(x)y=f(x) (f(==0 ou f(x)=0)
y'+a(x)y =f ().

La méthode appliquée est celle de rétracte, due & T. Wasewski (122], [48D.
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La troisitme partie contient les évaluations des solutions de certaines
équations différentielles bien connues, appliquant un résultat de notre article
[45] concernant un procédé par lequel on obtient pour I’équation

Y'+ax)y' +b(x)y=0

I’encadrement de ces solutions partant du théoréme fondamental de Tchapli-
guine pour les équations du premier ordre appliqué & 1’équation (4).

On a donné dans la quatriéme partie deux exemples de comstruction
des inégalités fonctionnelles utilisant le fait qu’on peut résoudre 1’équation

YV'+a@x)y =f(x)

par les quadratures. La limite d’application du théoréme de Tchapliguine est
infinie dans ce cas sous I’hypothése de continuité des fonctions a(x), f(x).

I
Théoréme. — Soit y(x), [y (X) =Yg, ¥ (x,) =¥, la solution de I’équation
différentielle
1) V't+ax)y +bx)y—f(x)=0

(a(x, b(x), f(x)— les fonctions continues dans [x,, x]) et v(x), [v(X;)=¥p»
V' (x,)=y,"] une fonction satisfaisante a I'inégalité

2) Vitax)v+b(x)v—f(x)=0
dans (xy, x,). Si Péquation de Riccati
4 - K+kt+a(x)k+b(x)=0

a une solution continue dans [x,, x|}, on aura dans (x,, x,]
v (x)=2y (x).
Démonstration. — Soit donnée la fonction
v(x), P(xo)=ros V' (x)=U]

satisfaisant aux hypothéses données dans le texte du théoréme. Soit encore
k;(x) une solution continue de (4) dans Pintervalle [x,, x,]. La fonction v(x)
peut &tre écrite sous la forme

X

(©) v(x)=[§;+ [ (t)dt]ml (x)

n@=| ] =2

ol
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o, (x) =e*2%® (0, (x) — une fonction primitive arbitraire de k, (x)). Il est facile
de vérifier la représentation (6).

La fonction v(x) est supposée vérifiant (2). Posons (6) dans (2). On
obtient ‘
7 v + 2k +a(x)—L=o0.
0y

Posons alors dans (1)
Jk, dx
y=ue ' .

On obtient
W+ Qk+a(x)u—L=0.
@,

Posons ensuite u’' =p.
L’équation (1) devient

(8 p'+(2k1-|_-a(x))p—mi=0.

1

L’équation (8) a dans Dintervalle [x,, x;], d’aprés les théorémes d’existence,
les solutions continues. La fonction v, (x) existe aussi dans cet intervalle.

D’aprés le théoréme du Tchapliguine concernant les équations du premier ordre
et selon (7) et (8) on obtient dans (x,, x,]

v (¥)=p (%),
ol

G =p G =(2) .

On a donc v, (x)%?, c’est-a-dire
X
dlv dly d [v—y
—[—=l=—(=], ou —|—=|=0.
dx(‘”x)<dx (ml) dx( «y )<

. y— . . , .
La fonction *= s’annulle pour x=x,, étant cependant croissante (décroissante)

0y .
dans [x,, x;] d’aprés le signe de sa dérivée. Elle doit étre donc positive
(négative) dans cet intervalle. w, étant positive, on a ensuite v—y==0, c’est-a-
-dire v=2y ce qui termine la démonstration.

Exemple I 1. — L’équation
xy" +(b—x)y'—ay=0

b n’étant pas un nombre entier (’équation hypergéométrique dégénérée) a la
solution de la forme

y=CF(, b, x)+C,x1-PF(a—b+1, 2—b, x)
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oll
F 4, b, _1 ®» a(a+1).-(a+k—1) .
( x) +k§1 bB+1)---(b+k—1)k! x
(la fonction de Pochgammer — une série convergente pour chaque x — voir
[8] p. 437).

Dans le cas spécial b=a+ 1 on obtient

y=C, (1+ @\ ¢ xa.
Ey @+ k)k!

Si P'on considére la solution y(x,)=0,y"(x,)=1 on obtient

Xy €—%0 e axk 2 S ot
R Ll —Xx (1 :
i (x)==— [ kél(ﬁk)k! X ( +k§1(a+k)k’)]

L’équation (4) a dans ce cas la solution &, = —2.. SiTon choisit pour v, (x)=x*
’ X

on obtient dans (x,, 1) ol 0<x,<1

x xg"'l
x) < ——— .
n (%) arl (a+)x®

Ce résultat est la forme améliorée de I'exemple dans l’article [44].

II

Il est intéressant de considérer les cas ou I’équation (3) ou (4) a dans
x4, + ) une solution continue. Il suffit dans ce cas de chercher les solutions
v(x) satisfaisant & (2)-—dans. chaque intervalle de validité de (2) on aura
v(x)=y(x), Ce cas nous appelerons: le cas de la limite infinie d’application.

Il faut remarquer que les seules ruptures des solutions (3) et (4) peuvent
provenir des pdles de ces solutions, selon les hypothéses sur les coefficients
de ces équations. o

Considérons d’abord le cas le plus général de I’équation (1) et I’équation
(3) correspondante. .

Ecrivons (3) dans la forme

K = —k+ak+d —b.

Posons k=0 au deuxiéme membre de I’équation. On obtient k'=a'—b.
Supposons que les. fonctions continues a(x), b(x) sont bornées. On trouvera
un nombre réel négatif C tel quon aura k’'<<0 si I’on pose k=C au deuxi¢me
membre de 1’équation. Sous I’hypothése &'—b>0 (a'>b), le “tuyau” x>x,,

C<y<0 contient, sélon la méthode de: rétracte: due a 'T. Wazewski au moins
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une solution continue de 1’équation de Riccati considérée, qu’on peut prolonger
pour x-—>+ oo (voir [22], [48]). Cette - solution est defmle pour x=ux, et
continue pour x> Xx,.

’ Alors, pour que la limite d application soit infinie (dans le cas général (1)
et I'équation (3) il suffit que les fonctions a(x), b(x) soient bornées et continues
et qu'on ait pour x=x,, @ (x)>b(x).

Si Pon considere Péquation (4), il est évident que la condition a' (x)>b(x)
obtient la forme plus simple b(x)<0.
Pour I’équation homogéne
Y'+a(x)y +b(x)y=0
on obtient le méme réusitat, la fonction f(x) ne figurant dans (3) ou (4).
Dans le cas
) YV'+b(x)y=f(x) (a(x)=0)
ol
Y +b(x)y=0
la fonctton b(x) doit étre continue, bornée et négative pour x>xo, ce qui suffit
pour que la limite d’application soit infinie. .
Dans le cas
(10) V'+a@x)y'+f(x)=0
ou
Y'+ax)y' =0
(b(x)=0), I'équation (3) a la solution continue k=a, et léquation (4) k=0,
ce qui donne la limite d’applzcatzon infinie sans aucune condztzon suffisante de plus.

D’autre cdté, on peut résoudre I’équation (10) par les quadratures ce qui
donne la possibilité de former les inégalités fonctionnelles différentes.

I

Dans Y’article [45] nous avons montré qu’on peut, pour 1’équation

(1 y'+a(x)y' +b(x)y=0,

obtenir l’encadrement des solutions cherchant les courbes inférieures et
supérieures pour 1’équation de Riccati (4), utilisant le théoréme fondamental
de Tchapliguine relatif aux équations différentielles du premier ordre.

Etant, donc, k(x), (k1 (xo)=”-'—°—) une foncion continue satisfaisant dans
0 .

(xo; x,] @ Pinégalité R ,
| ki’ 4 k2 + ak, + b0,
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on aura dans (xy, X]
: »(®)=2y (%),
y (x) étant la solution de I’équation

'y;:‘=k1: D x)=Yo» YV1(x)=V's) et y(x), (7 (X0)=Yp V' (X)=¥"0)

la solution de I'équation (11).
On démontre cette inégalité sous I'hypothése que les fonctions y, (x), y (x)
sont de méme signe dans [x,, x,].

Remarquons que A. T. Popov dans son article: O postroenii dvustoronej
nacaljnoj pari pribliZenii k reSeniju uravnenija y" + p (x) '+ ¢ (x) y=0 (Sb. nau¢n.
tr. Rostovsk.-n/D. in.-ta inZ. Z.-d. transp. 1962, vip. 39, 43-46) utilise la
méme idée faisant I’évaluation u=y=>v de la solution y, de I’équation y" +
+py' +qy=0, y(@)=y, ¥ (@)=Y, appliquant le théoréme de Tchapliguine

concernant I’équation z'=f (x,z) obtenue posant Z—=z-—-§— (on obtient Ia
y

forme canonique de I’équation (4)). Sur cet article voir Referativnij Zurnal-
Matematika, 1964, 6B 191, réf. W. Azbelev et Z. Caljuk.
Notre article [45] est cependant publié en 1958.

Le but principal de cet article fut de démontrer que certaines courbes
d’encandrement de Michel Petrovitch sont simultanément des courbes tchap-
liguiniennes.

Citerons quelques exemples qui illustrent le résultat de larticle [45],
donnant 1’évalution des solutions de quelques équations bien connues.

Exemple I 1. — Soit donnée P’équation (1)
y'+2ay +f(x)y=0

(voir [8] p. 421 ol f(x) est une fonction continue m2<f (x)<<M?2 pour x=>x,, a
une constante a2> M2. Considérons la solution y(x), (¥ (xg) =,>>0, ¥'(x) =, >0).
On démontre que cette solution y (x) — 0 pour x — + co.
L’équation (4) a la forme

K+k2+2ak+ f(x)=0.
Ces équations de comparasion (de Tchapliguine) sont

kK+kr+2ak+m2=0

K+k+2ak+M2=0.

. (3 A. N. Tcherkassoff a montré (Voir [9]), que Iéquation y”’+p(x)y' +q(x)y=0
(Punicité comprise) sous I’hypothése m<p(x)<M, p<g(x)<IM<0 a toutes les solutions
tendant vers zéro pour x — + «. Nos hypothéses considérent g (x) positive.
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On obtient la courbe inférieure

yt Vw (VT=Hi—0) st axo—csl FH _ oot Y T x-axo ol TI)

1—w

et la courbe supérieure

y YoV ¥ Vw (e(y al—m2—a) x+axg—cq'V a2—m? _e—(a+ V aZ=mZ) x+axo+co’V a2—m3)

1—w,
ou

4 ay,— Vaz_MZ 1

w=2o T, s Cg=Xog+————Inw
Yo +ay,;—Y, Vai—M? 2V a—M?

—

 +ay,—y, V a2—m?

w, =2e T Yo ) y G =X+ Inw,.

¥ +ay,—y, Yat—m?

Toutes les deux courbes d’encadrement sont positives pour x> Xx,, tendant
toutes les deux vers zéro pour x —+ o0, ce qui est donc valable aussi pour
la solution y(x) considérée, se trouvant entre ces deux courbes.

2 Va’ —m?

Exemple III. 2, — Soit donné I’équation de Weber (voir [8] p. 422)
y/l__xyl_ay=0
(a=const.). La solution y(0)=1, y'(0)=0 a la forme

y(x)=1+ z a(@a+2)-++(a+2v—2) 2,

o] @
Posons
x2
V' =uet.
On obtient
o t4a=2
4
ul
Posons encore —=v.
u
On obtient I’équation

N

Les courbes d’encadrement pour cette équation seront

x? 1 x
n@=T+(a=0)% mE@=T.
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Pour a>1 on aura

x2 % x2 x2\ .
it S a(@+2)..(a+2v—2) x2V<e2(“+z4) |
v—1 2w

pour x>0.

Exemple ITI. 3. — L’équation radiale ondulatoire (voir [8], p. 448) a
la forme :

x2y" +(ax2+bx+¢)y=0.

Supposons qu'on ait a<<0, b2—4 ac<0, ¢<<0, b>0 et considérons la
solution y (x), (¥ (x,)=y>0, ¥ (x,)=0).

On obtient pour x>—%

o ch o/ f%:_a_c (x—xp) <Y, ch (x—x)) —a.

Le cas spécial est connu sous le nom de I’équation de Whittaker (voir
[4], p. 489)

4x2y" =(x2—4 kx+4m—1)y.
- Ici,
1 1 1
a=——, b=k, c=——m?, 2—4ac=k2—m2+—,
4 4 4

On a, vraiment, a<<0. Si I'on a de plus
k>0 et c<0(|m[>%), b2—4ac<0(k2<m2——}),

on obtient

Yo ch\| s 4 F—X) <y () <o ch

xX—X,
am: T )

2

Exemple III. 4. — Considérons, chez I’équation de Bessel
x2y" 4+ xy'+ (x2—v2) y=0

la solution
¥y x), (y (xX0)=y,>0, ¥ (-7‘70)=V-.?Jc:‘2 ’ x0>0).
0
On obtient, pour x> x,,
Y (X)<yp X~ X".

La courbe supérieure pour l’équation (4) ici a la forme k=2
X
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Exemple III. 5. — Dans le cas de 1’équation
V'—=f(x)y=0" ' (f (x)>0)

la courbe supéricure pour I’équation (4) est
k= f f(@)at
- xp !
ce qui donne la courbe supérieure
, x t
':—:(x—xo)+ J[frwada
V@)=Yoe e
par rapport a la solution

¥ (x), (v (x0)=Yp ¥ (x0)=¥"p)-

IV

On a souligné dans II que I’équation (10) peut é&tre résolue par les
quadratures ce qui permet la construcion des inégalités fonctionnelles diffé-
rentes (les solutions de 1’équation considérée et les courbes supérieures et
inférieures). La limite d’application est infinie.

Considérons, par exemple, ’équation

(12) Y'—f (x)y'—e (x)=0,

oll f(x) et p(x) sont pour x>x, les fonctions continues et positives Soit
encore k une constante k>1 et x=x*, un nombre réel tel qu'on a dans

(9, x*5)
t dt<q’(x)(k 1).
f °() )

On a alors dans (x,, x*)

(13) f[fcp(u)du]dt<y(x)<kf[f<p(u)du]dt

X0 X0 Xp
¥y (x) étant la solution (¥ (x,)=y" (x,)=0) de 1’équation (12).

Il est facile de vérifier que ces courbes d’encadrement posées dans (1)
donnent les inégalités (2). La solution y(x) a la forme

x t
(14) y@=[[ 7% [ e " ]a

Le suivant groupe d’inégalités peut étre construit partant de la considé-
ration suivante.
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Soit donnée 1’équation

(15) V'+f(x)y—f(x)=0

ol f(x) est une fonction continue et positive. On obtient pour k<1, dans
Iintervalle (x,, x*) ol

r 1
~ f f@O)di<——1

I’évaluation suivante:

kj[jf(u)du]dt<y(x)<][jf(u)du]dt,

y (x) étant la solution de (15) avec
¥ (x)=y"(x)=0.
Les résultats de ce passage sout publiés dans [52]. Dans [54] on peut

trouver une certaine comparaison des résultats de ce passage avec unc inégalité
trouvée dans [10].

CHAPITRE I

SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES ET LA METHODE DE RETRACTE

Comme nous I’avons déja souligné, ce chapitre contient non seulement
Papplication de la méthode de rétracte, mais aussi les passages concernant
des inégalités différentielles, surtout celles généralisant des inégalités tchapligui-
niennes. Il contient aussi les généralisations de certains résultats du chapitre
précédent (obtenus par une large applications des inégalités différentielles),
présentant donc, dans une certaine mesure, une méthode comparative.

II. 1. LIAISON AVEC LES RESULTATS PRECEDENTS

Dans II 3. nous avons traité lexistence des solutions asymptotiquement
bornées (solutions asymptotiques) de I’équation de la forme

(1) Y= x)y*+¥(x,y) (n un nombre naturel).

On obtenait des résultats essentiellement différents pour n=2%k(k=1,2,...)
et n=2k+1 (k=0,1,2,...). On supposait ¢ (x) continue pour x>x,>0,
satisfaisant & une des conditions

a) C;<9 (x)<C, (C,, C, étant les contantes telles qu'on a C, C,>0),

b) lim ¢(x)=+0

X—r-+ 00

¢) lim ¢(x)=+ .

x>+ 00
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Quant & la fonction ¥ (x,y), elle était continue dans tout le plan XOY,
satisfaisant 4 la condition de Lipschitz
¥ (5, D= ¥ (5, 3) | <K| Y—y]

dans chaque région bornee du plan XOY. De plus ¥ (x,y) satisfaisait & 1'une
des conditions

1% O<N<¥ (x,y)<M
—N<Y (x,y)<—M (N, M>0)
—N<¥ (x,y)<M

ou 3 l'une des conditions

(2% O<N|y|<W¥ (x,y)<M]y]|

—N|y|<¥(x,)<—M]|y] pour y#0 et ¥ (x,0)=0.
—N|y|<¥ (x, y)<M|y]
Par I’application du théoréme fondamental de Tchapliguine nous avons

réduit I’étude de I’équation (1) & I’étude des équatlons plus simples au point
de vue de lintégration qualitative

2 V=0oXx)y"+K (K une constante positive)
et
(3) : Y =9 (x)y"+Ky.

Nous avons étudié alors les équations de comparaison (2), (3) d’une
fagon inspirée par une méthode de Michel Petrovitch ([35]).

En distinguant, dans le cas (2*), y<0 et y>0, prenant en égard toutes
les combinaisons des hypothéses relatives & ¢ (x), ¥ (x,y) et & n, on obtient
108 cas différents et I'on constate I’existence des solutions asymptotiques dans
50 de ces cas. Il était évident qu’il faudrait systématiser ces résultats, en
diminuant le nombre de cas essentiellement différents. Pour illustrer l’espéce
des résultats obtenus nous citons ici encore une fois cinq théorémes dont on
parle, pour qu’on puisse voir clairement en quoi consistent les généralisations
qui suivent.

Théorée¢me 1. — Sous les conditions
n=2k, k=1,2,...; Ci<p(x)<C, (C,C,<0);
O<N<¥ (x,)<M

(aves les autres hypothéses générales sur ¢ (x), ¥ (x,y) citées déjéd en avant —
ces hypothéses restent invariables dans tous les cing théorémes); Iéquation (1)
a une classe de solutions asymptotiques (toutes les solutions positives et toutes
les solutions qui passent par les points de I'axe y=0).

7 T. Pejovié, M. Beriolino, O. Rakié: Quelques problémes



98 Milorad Bertolino

Théoréme II. — Sous les conditions
n=2k+1, k=0,1,2,..,; C,<o(x)<C, (C,C,<0);

et si on a une des conditions (1*), toutes les solutions sont asymptotiquement
bornées.

Théoréeme III. — Sous les conditions
n=2k, k=1,2,..; C, <o(x)<C, (C,, C,<0);
N|y|<¥ (x,y))<M|y| pour y#0 et ¥ (x,0)=0

toutes les solutions positives sont asymptotiquement bornées ne tendant pas vers
zéro et il existe une classe de solutions négatives asymptotiqguement bornées qui
tendent vers zéro.

Théoréme IV. — Sous les conditions
n=2k+1,k=1,2,...; C,<9(x)<C, (C;,C,<0);
N|y|<¥ (x,))<M|y| pour y#0 et ¥(x,0)=0,

toutes les solutions positives sont asymptotiquement bornées ne tendant pas vers
zéro et toutes les solutions négatives tendent vers zéro.

Théoréme V. — Sous les conditions
n=2k, k=1,2,...; lim @(x)=—o
X—r-4 00
O<N<Y (x,))<M

toutes les solutions positives et toutes les solutions passant par les points de
Paxe y=0 sont asymptotiquement bornées. Elles tendent vers zéro pour x — + .

1L 2. INEGALITES DIFFERENTIELLES DE T. WAZEWSKI. LA METHODE
DE RETRACTE DUE A T. WAZEWSKI

On généralise dans ce passage nos résultats précédents relatifs 3 I’exis-
tence des solutions asymptotiques, par les inégalités de T. Wazewski et par
sa méthode de rétracte. Adressant le lecteur aux travaux cités de T. Wazewski
(ne donnant pas donc les définitions détaillées de toutes les notions), nous
citons cependant quelques définitions et théorémes les plus nécessaires, dus a
T. Wazewski. Le texte est donné directement selon le texte original.

Hypothése H. — 1° Les fonctions fi(¢,,,...,¥y,) sont continues dans un-
ensemble ouvert Q de I’espace des points (2, ¥y, ... Vu)
2° Si, pour un i quelconque (i=1,..., n) les points
A=, 0, ..., G-y, C, gy ..., ay)
Bi=(t,by,..., b—, Cobyuys..., by)
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appartiennent & Q et
a<b, (v=1,...,i—1,i+1,...,n)
alors
Ji (40) <fi (By)-
Dans le cas n=1 I'hypothése H est évidemment vérifiée pour tout en-

semble Q des points (¢, y,).

Théoréme W,. — Dans ’hypothése H il passe par tout point (tg, Y195 - - - »
Vno) de Q une intégrale supérieure J et (une intégrale inférieure J) du systéme

dy; .
4) d—yt= (s V) (i=1,2,..., 1)

relative & ce point et & un intervalle ty<t<«. Le nombre o peut étre choisi de

facon qu'un point M variant sur J tend vers la frontitre de Q lorsque t tend
vers «. '

Théoréme W,. — Supposons que les fonctions
filt, i v0) et g (6,1, ..., Ya)
soient continues dans un ensemble ouvert Q et soient
A=(ty, ..., ay), B=(t4,by,..., by)

deux points quelconques de Q, tels que A< B(c.-d—d. a;<b; pour (i=1,2,...,n)).
Considérons deux systémes d’équations différentielles

dy;

(5) -;t—= i(t’ J’v---’yn) (i=1, 2,-"3”)9
d .
©) Yty v0) (=1, 2, m)

I. Si les fonctions f; remplissent I’Hypothése H et le systéme (5) majore
le systtme (6) (c.-a-d. fi<g; dans Q),si ensuite O (¢) désigne une intégrale de
(6) issue de A et W (¢) 'intégrale supérieure droite de (5) issue de B, alors
¥ (t) majore P(¢z) & droite de ¢, dans tout Pintervalle 7, <7<« dans lequel
ces deux intégrales existent.

II. Si les fonctions f; remplissent dans Q I'Hypothése H et le systeme
(6) majore (5) dans Q (c.-a-d. fi<gi), si ¥ (¢) désigne une intégrale du
systéme (6) issue de B et @ (¢) l'intégrale inférieure droite de (5) relative 2 4,
alors ¥ (¢) majore ®(¢) 2 droite de #, dans tout intervalle 7,<t¢<<a dans
lequel ces deux intégrales existent.

L’Hypothé¢se H et les théorémes W, et W, sont cités d’aprés ]25].

7
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NOTION DE RETRACTE

Considérons dans un espace quelconque, deux ensembles A et B, tels
que ACB. Nous dirons que la transformation Q=g (P) effectue une rétraction
de B en A lorsqu’elle jouit des propriétés suivantes: 1° Elle est définie et
continue dans B, 2° @ (P)& A lorsque PEB et ¢(P)=P lorsque P& A.

S’ existe au moins uue transformation de telle sorte, on dit, d’aprés
K. Borsuk ([28]), que A est un rétracte de B.

L’Hvpothése H, — Les fonctions réelles f;(¢, x;,..., x;) des variables
réelles ¢, x;,..., X, sont continues dans un ensemble ouvert Q. Par chaque
point de Q il passe une intégrale unique du systéme

dx;

;t—=fi(t,x1,...,x"), (i=1,2,...,n)

(M)

L’ensemble « est un ensemble ouvert et 'on a wCQ.

Nous appelerons un point M (appartenant i la frontiére de « relative-
ment 2 Q) un point de sortie, §’il existe un point PEw tel que M appartient
4 lintégrale unique issue de P et prolongée A droite. On définie d’une fagon
analogue un point d’entrée. Le point de sortie sera le point de sortie stricte
s’il est aussi un point d’entrée de Pensemble Q—o.

Théoréme W, — Admettons I’Hypothése H, relativement au systéme (7)
et supposons que tout point de sortie soit un point de sortie stricte. Soit Z un
ensemble tel que ZCw\S, ZNS est un rétracte de S, Z(\S n’est pas un
rétracte de Z (S — I'ensemble de tous les points de sortie). Ceci étant admit, il
existe au moins un point P, tel que P\CZ—S (c.-d-d. PcZNw) et que la
demie-intégrale droite issue de P, et saturée relativement @ Q (c.-d-d. prolongée
vers la droite autant que ce soit possible) soit contenue dans . Ceci veut
dire que

Demi(+) J(PO)C(O.
Définition. Supposons que les fonctions

) It, %y ooy Xp), Mt X505 Xn), (e=1,....p; B=1,...,9)

soient de la classe Ct (c-2-d. possédent les dérivées premiéres contenues) dans
un ensemble ouvert 2. Désignons par « Vensemble des poins vérifiant le
systéme des relations »

(@) PEQ, I(P)<0, mb(P)<0, (x=1,...,p; B=1,..., q).

Soient LY et M3(y=1,...,p; 8=1,..., q) les ensembles des points P vérifiant
le systtme des relations

PEQ, It(P)=0

©) (F}<0, (a=1,..., p)y m*(P)<0, (B=1,..., q)
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(I’ensemble LY)
PEQ, m(P)=0

(10) I*(P)<0, (x=1,...,p); m*(P)<0 B=1,...,q)

(Uensemble M?3).
Supposons que pour 1<y<p la fonction IY(P) ait la pente (E%S—P)-,

lorsqu’on remplace au lieu de x; I'intégrale du systtme (7)) positive en chaque

point de LY et que pour 1<8<gq la fonction m®(P) ait la pente négative en
chaque point de M®.

Si ces hypothéses sont remplies, I'ensemble w, défini par les relations
(w), sera dit ensemble polyfacial régulier relativement au systéme (7), possédant
comme les faces positives les ensembles LY et comme les faces négatives les
ensembles M?.

Théoréme WL — Supposons que Iensemble « soit polyfacial régulier
@ faces positives LY et négatives M3. Admettons I'Hypothése H, au systéme (7)
et posons S=Sortie (w, Q). Ceci étant admit nous affirmons que Iégalité
S = Sortie (0w, Q)= Sortie stricte (w, ) a lieu. On a en plus

P q
(11) S= 2 Lt— > M?.
y=1 $=1

La notion de rétracte, ’hypothése H,, les théorémes W, et W, sont donnés
_d’aprés [22). Voir aussi [23], [24]. L’ensemble « est appelé un ‘“tuyaun”.

III 3. INTERPRETATION DE NOS RESULTATS PRECEDENTS AU POINT
DE VUE DE LA METHODE DE RETRACTE

On peut interpréter nos résultats ([46]) concernant I’existence des solu-
tions asymptotiques (exepté ceux concernant les solutions tendant vers zéro)
au point de vue de la méthode de rétracte.

Envisageons le théoréme I. de [46] et de ce passage (p. 97).
D’aprés les hypothéses, c’est le membre ¢(x)y2* qui donne le signe au
deuxiéme membre de 1’équation, pour |y|>y,, oll y, est un nombre positif.
A tout point des droites y= +y, correspond une solution de 1'équation
différentielle, dont la dérivée est négative en ce point. On a, pour y=0:

V=9(x) 2k +¥ (x, ») =T (x, 0)>0;

C’est-a-dire le long de I’axe des x les solutions ont une dérivée positive. La
figure 1 représente la situation obtenue. Pour chaque y, ol |y,’|>y, la figure
reste la méme. Envisageons deux tuyaux: ’

(@) xX>Xy, —)<y<0;
® x>x,,  0<y<y,.
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Dans le cas («), la région o est donnée par les inégalités x>x,, —y,<y<O.
Prenons comme Z le segment [M,, M,] (voir la figure 1).

ZN S est composé de deux points

M, et M,. M, est un rétracte de

\ la demi-droite y=0, (x>x,), M,

est un rétracte de la demi-droite

M! y=—)Yy, (x>%;), ZNS est donc

x 0 = ul . M/‘ X, un rétracte de S. ZN'S n’est pas

),' L/\ un rétracte de Z, parce qu’il

I Y n’existe pas une transformation

- S A continue qui transforme un seg-

-y N M, M, ‘ ment en ces bouts. Il existe donc

au moins un point P sur (M,,

Figure 1 M,) tel que la solution correspon-

dante reste dans « pour x—+ oo.

On peut trouver un point analogue P’ sur (M," M,’), et une intégrale analogue,

qui peut cependant coincider avec celle appartenant & P, On ne peut pas donc

garantir que !’existence au moins d’une solution négative asymptotiquement

bornée ce qui donne plus que le théoréme I. La conclusion est donnée a
l'aide du théoréme W,.

Quant au tuyau (B), l’ensemble S est vide. Envisageons comme Z un
point quelconque de w; ZNS est vide; il est donc un rétracte de S (chaque
ensemble est un rétracte de lui-méme). ZN.S n’est pas, évidemment, ,un
rétracte de Z. 1l appartient donc au point Z une solution asymptotiquement
bornée, mais, comme Z était un point quelconque, on peut en conclure que
toutes les solutions de & sont bornées. Mais ce fait peut étre démontré facilement
sans rétractes. Cest aussi un cas spécial du théoréme W,. ’ -

Quant au fait que certaines solutions (dans les théorémes III et IV)
tendent méme vers zéro lorsque x —+ o, c’est une conséquence de ce que
y=0 satisfait & 1’équation donnée et il ne faut pas Uinterpréter par la
méthode de rétracte. On peut donner une généralisation des parties des
théorémes III et IV concernant les solutions tendant vers zéro. (Nos propres
théorémes de ce passage sont désignés par 4;).

Y %

Théoréme A4,. — (démontré a& Paide du théoréme de Tchapliguine).
’ L’équation
(12) Y=Y p)+rx)

(l'unicité remplie dans tout le plan X0Y), ot —Ny<¥ (x, y)

pour y<0; W(x,0)=0 et |r(x, y)|<(N—x)|y|

pour y#0, |y|<3>0; r(x,0)=0, (0<n<N)

et ¥(x,y), rix,y) sont deux fonctions continues dans XOY, a une classe de
solutions négatives asymptotiquement bornées et tendant vers zéro lorsque x — + oo.

Ce théoréme ne comprend pas les solutions tendant vers zéro du théo-
réeme V. Clest aussi la méthode de rétracte qui garantie ’existence des solu-
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tions bornées dans ce cas (théoréme V), mais c’est la forme curviligne spéciale
du tuyau (voir [46], [48]) qui sert 3 démontrer que les solutions tendent méme
vers ZzEro.

III 4. — GENERALISATIONS

On généralise dans ce paragraphe les résultats du travail [46], concernant
Péquation y' =@ (x) y*+ ¥ (x, »).

Théoré¢me A4,. — Tous les énoncés des théorémes I, II, 1II, IV, V
concernant seulement [existence des solutions asymptotiques ont lieu aussi sans
la condition de Lipschitz (sans I'hypothése d'unicité).

On obtient ce résultat utilisant les théorémes W, et W,. Les équations
de comparaison jouissent de la propriété d’unicité, ce qui est suffisant.

Théoréme A,. — L’équation
V=o@)y*+¥(x,y) (k=1,2,...;7)

(Punicité remplie dans tout le plan XOY), ot ¥ (x, 0)>0, | ¥ (x, y) |< M+ P| y ¥,
0<e<2k, M et P deux constantes positives, ¢(x)<c<O0, (¢(x) continue pour
x>xy, Y (x,y) continue dans tout le plan XOY), a une classe de solutions
asymptotiquement bornées (toutes les solutions  positives, toutes les solutions
passant par les points de Paxe y=0 et aqu moins une . solution négative).

Théoréme A,. — L’équation _
Y =0 (x)y2¥14+ ¥ (x, y) k=0,1,...
(p(x) et ¥ (x,y) continues, I'unicité remplie dans tout le plan XOY), oit
e(x)<ec<0; |¥(x, »)|<A4+B|y|2k1—=, 0<e<l; 4, B>0
a toutes les solutions asymptotiquement bornées.

Les théorémes A,, A, généralisent les parties des théorémes I — V concer-
nant seulement I’existence des solutions asymptotiquement bornées. On peut
les réduire toujours au cas des tuyaux («) ou (B).

Théoréme A,;. — Considérons I'équation
(13) ‘ V=%¥(xy)
(Punicité remplie dans  tout le plan XOY). Supposons quw'il existe une suite de

nombres r,>0, r, —+ oo, telle qu'on ait

n—w

sign y ¥ (x, y)= const.
pour [y|=ry (“Sign” signifie + ou —).
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Alors, Iéguation a au moins une solution asymptotiquement bornée. Particuli-
érement, pour yW¥ <0 toutes les solutions sont bornées. Pour y ¥ >0, il suffit
que “sign y'¥ = const” soit remplit pour un “n”.

Théoréme A,. — Si I'on a, pour Iéquation (13), pour |y|=r,
sign ¥ (x, y)=const

et sign ¥ (x, 0) est contraire, il existe une classe de solutions asymptotiquement
bornées. Patriculiérement, pour ¥ (x,0)<<0 toutes les solutions négatives et
celles passant par les points de I'axe y=0 et au moins une solution positive sont
asymptotiquement bornées. Pour ¥ (x, 0)>0 toutes les solutions positives, celles
passant par les points de I'axe y=0 et au moins une solution négative sont
asymptotiquement bornées.

Ces théorémes généralisent A4, et A4,.

Exemples pour As et A;. — Considérons ’équation
V=00 +¥(xy); |¥xy|<M
('upicité remplie dans tout le plan XOY).
Si 'on a
a) lim @ (y)=+ oo, p(x)>c>0

y—rtow

il existe au moins une solution asymptotique.

b) lim @ ()= + w0, ¢(x)<c<0

y—>too

toutes les solutions sont asymptotiquement bornées.

c) lim ®(y)=+, ¢(x)>c>0, ¥(x, 0)<0.

Y=+t

Solutions asymptotiques: toutes les solutions négatives, celles passant par les
points de I’'axe y=0 et au moins une solution positive.

d) lim @ (3)=+ =, ¢(x)<c<0, ¥ (x, 0)>0.

y~>teco

Solutions asymptotiques: toutes les solutions positives, celles passant par les
points de l’axe y=0, au moins une solution négative.

€) lim @ (yy=—c, ¢(x)>¢c>0, ¥(x, 0)>0.

y—rteo

Le méme cas comme d).

f) : lim @(y)=—o, p(x)<c<0, F(x, 0)<0

y—>tw
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Le méme cas comme c). ‘
On obtient les théoreémes A4; et As toujours par les tuyaux du type («) et (B).

MODIFICATIONS DE QUELQUES THEOREMES
DE MM. PEYOVITCH ET TATARKIEWICZ

K. Tatarkiewicz, dans son travail [26] donne quelques exemples de
I’allure asymptotique des solutions des équations différentielles du premier
ordre. Il introduit la notion de la fonction de comparaison ¢ (e, ¢) et puis de
la fonction de forte comparaison, considérant, & ’aide de celle-ci ’expreession
x(t)e-*@n dans les cas ou elle est asymptotiquement bornée. A titre d’exemple
pour la méthode de rétracte nous traitons quelques équations sous les hypo-
théses tant6t moins générales tantdt incomparables & celles de K. Tatarkiewicz,
et nous obtenons des conclusions concernant immédiatement des solutions x (¢).

Théoréeme A,.— Léquation
(14) x=a(tyx+d(x, t)+f(1)

(les fonctions a(t) et f(t) continues pour t>t,, la fonction d(x, t) continue
dans tout le plan TOX et
|£()|<M; d(0,1)=0 |d(x, )—d(x )| <p(r)|x—);

lim p(¢)=0; lim a(t)=a<0),
t—>+ 0

t—>+ o0
a toutes les solutions asymptotiquement bornées.
En effet, posons dans la condition de Lipschitz x=0. On obtient

|d(x, t)_|<p(t)|x| pour chaque x et ¢, par exemple, ¢>%,>0. Il faut montrer
qu’il existe un x, tel qu’on ait

la(t)|>|d(x, )+ f(¢)| pour |x|>]|x,|
Cela permettra la formation du tuyau du type (B) ce qui montre que toutes
les solutions sont asymptotiquement bornées.
Vraiment,

[d(x, )+f ()| <|d(x, D]+ f@)|<e ()| x|+ M.
Pour qu’il soit, pour chaque ¢>f,,
M+po(t)|x|<|a(®)|]x]
it faut qu’'on ait

M

> —
%> e ®
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On peut choisir toujours ¢, de fagon que |a(t)|>p(¢) pour t>1,.

On peut donc conclure que, pour |x|>|x,|, le membre a(s)x détermine le
signe du deuxiéme membre de I’équation.

Théoréme A, — Sous les mémes conditions comme dans le théoréme

A,, mais pour a>0, Péquation a au moins une solution asymptotiquement
bornée.

Théoréme A, — Sous les mémes hypothéses comme dans A,, As, mais
si Pon a aussi a=0 et a(t) ne change pas de signe pour t>t*>1,>0 et

o) _ i SO _
t—+ o 'a(t)| t—>+ o0 |a(t)]

0, a(t)#0

on aura:

Si a(t)>0 pour t>t*, il existe au moins une solution asymptotiquement bornée.
Si a(t)<0 pour t>t*, toutes les solutions sont asymptotiquement bornées.

Théoréme A,,. — Considérons I'équation
(15) x=a(t)x+d(x,1)

(a(t) continue pour t>0, d(x,t) continue dans tout le plan TOX, Iunicité
remplie dans tout le plan TOX) ol

lim a(t)=a<0, |d(x, H)|<y@)|x]; lim y(£)=0).
t—>4-o0

t—>+ o0

Sous ces hypothéses toutes les solutions de I'équation donnée sont bornées.
Si Pon a a=0, [a(t)dt=—oco, [ y(1)dt<+ oo
0 0

toutes les solutions tendent vers zéro lorsque t— + oo.

La premiére partie du théoréme (que toutes les solutions sont asympto-
tiquement bornées) est évidente (& cause des théorémes précédents) et ’on
démontre la seconde partie & 1’aide des équations de comparaison du type

X=la(®)+y ()] x
formées par les inégalités différentielles de Tchapliguine.

T. Peyovitch a considéré ([37]—[40]) utilisant la méthode d’approxi-
mations succéssives 1’équation

V=a@)y+f(x)+9(x )

On peut, sous certaines modifications de ses hypothéses, démontrer quelques
résultats semblables a I'aide de la méthode de rétracte.

Théoréme A, — Considérons I’équation

(16) y =D i)+ (3 y)
ex) .
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(Punicité remplie dans tout le plan XOY) ou
1) ¢ (x) une fonction positive et monotone pour x >x, >0 et ¢ (x)—+ oo;

x>+ 0

2) ¥ (x, y) est définie et continue dans tout le plan XOY et
¥ (v, D)—F (x,) | <A (1) | T—y], ¥ (x,0)=0

oit A(x) est continue pour x>x,>0 et A(x)—+0.

X—>+ 00
Si Pon a
™

=0>0 e |f(x)|<M
x—>+o0 @ (X)

il exis.e au moins une solution asymptotzquement bornée. Il est de méme dans
le cas

tim 29, lim UL jy 20 _,
x>t P(X) rtw @ (X)  xoto @ (X)
® (x) ex)

On peut démontrer ce théoréme, sous une hypothése adjointe, dans le cas ou les
hypothéses ont lieu seulemem pour :

x>x,>0, |y|<B.

Théoréme A,,. — Les théorémes A,_,, ont lieu lorsqu'on remplace

a(t) x, %7) Yy respectivement par
P X

a () x2n+t Ex; yanit n=0,1,2,...,)

(avec I'exclusion de la deuxiéme partie du theoreme Ay, concernant les solu-
tions tendant vers zéro).

Les tuyaux utilisés dans les démonstrations des théorémes A4,,, sont du
type () et (B).

Les démonstrations sont analogues a celle du théoréme A, (voir I’esquisse
de la démonstration, donnée aprés le texte du théoréme). JI s’agit toujours

des majorations qui montrent quelle expression du deuxiéme membre lui
détermine le signe.

Remarque. Nous allons démontrer enfin la proposmon suivante, trou-
vée dans [8].

L’équation

V' =g(x)y+f(xp)
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(f (x,), g(x) — fonctions continues) avec g (x)>0 lim M>0, ol l'on a

x—++w & (X)
|f G y)—f(x, ) |<0g(x)|y,—y); 0<b<1,

a au moins une solution asymptotiquement bornée. Pour que 1’on puisse ap-
pliquer la méthode de rétracte, il faut démontrer que I'on a | f (x, ¥)|<g (x)|y|
pour |y|>|y,|- Cela rend possible la formation du ,tuyau“ garantissant au
moins une solution bornée. Vraiment, on a

| f G, »)—f (%, 0)|<0g (x)|»]
On a ensuite
[f O |—]fx 0| <] f(x0)—f(x,0)];
| f(,)|<| f(x,0)|+0g(x)]|y];

If(x,y)l<g(x)(ﬁly|+ f—;—x(%().

L’inégalité 6|y|+

f(x,0)
g

suffit de choisir | yl>TE—e >0, ce qui est toujours possible.

f-—(x(’ (;) ‘<| y| est vraie. En effet, partant d’une certaine x,
g(x

on aura 0|y|+

'<6|y|+s, (e positif). Pour qu'on ait 0|y|+a<|y[ il

II. 5. SVSTEME DE DEUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
On utilise, dans I'étude de I’existence des solutions asymptotiques dans le
cas des systémes d’équations le critére donné dans le théoréme W,.
Considérons d’abord le systéme

! e 2 k+1
7 {y PO o, 01,2,
Z=% (x) 22211 - (x, y, 2)

L’application du critére mentionné réduit le probléme & la détermination
du signe des seconds membres des équations du systéme, semblablement au
cas d’une équation différentielle. Pour que les termes o (x) yzk+1 et ¥ (x) z27+
puissent déterminer, pour |y|, |z| suffisamment grand le signe des deuxiémes
membres correspondants des équations du systéme, il faut ajouter les condi-
tions speciales, par exemple

|o(x,y,2)|<A+B|yPktt-s, O<e<l

(18) {
|7 (x,¥,2)|<d,+B,|z]|?P+1-=, 0<eg <l

(4, B, 4,, B, les constantes positives).
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On obtient, au lieu du tuyau sous la forme x>x, y,<y<y, (le cas
d’une équation) les tuyaux sous la forme des parallélépipédes. Les figures
2, 3, 4, 5 représentent les cas ol:
toutes les solutions sont asymptotiquement bornées (figure 2— o02), il existe
une classe de solutions bornées (figures 3 et 4— 1), il existe au moins une
solution bornée (figure 5— o00), Les symboles 2, «l, 0 désignent les
ensembles de solutions dépendant de 2, 1, 0 paramétres, BFGC se trouve
3 l'infini

H G H G
+Z 0 +z
-y i i
D o R R D 0 ~ :
I w4 7 p
+y |I,,E E‘“ F +y".:/E F
a1 Az
. i 4
A 7 B A f/
Figure 2 Figure 3
H ) G H A G
+z | c +z | . c
D 0 % _y F/_)'———__ —t_> D e —y /, — tr
+y/;,'E F ”’EZ’E F
"~z $ T 1
/ / , s / 1
y 7 B A7 B
Figure 4 Figure 5

On peut démontrer, utilisant la méthode de rétracte

Théoréme A — Sous les hypothéses (18) et si @ (x), ¥ (x) satisfont
a une des conditions :

a) 9(x)<C<0, ¥(x)<C;<0,
b) 9(x)<C<0, ¥(x)>C.>0,
(19) ¢ ¢(x)>C>0, ¥(x)<(;<0,
d) e(x)>C>0, ¥ (x)>C>0,

le systéeme (17) (Punicité remplie dans tout Pespace OXYZ) a au moins une
solution asymptotique.

Plus précisément, dans le cas a) toutes les solutions sont asymptotiquement
bornées, dans les cas b), c¢) il existe une classe de solutions asymptotiquement
bornées, dans le cas d) il y a au moins une solution asymptotiquement bornée.
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Les figures 6, 7, 8, 9 représentent les intersections des parallélépipédes
correspondants par les plans ¢t=¢, dans les cas a), b), ¢), d).

S IR B e

@© v 0 -

nd BN A
Figure 6

— [ o
b) —y: 0 :+y
Y TR
Figure 7
NN
0 0 o
AR R I e
Figure 8
t 1 f+|z1 b 4
o ) 0 -
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Dans le cas de la figure 6, toutes les solutions entrent dans le tuyau.
Les cas repésentés sur les figures 7, 8§ sont essenticllement équivalents i 1’exem-
ple de T. Wazewski (veir [23], [24]), mais pour = <. Quant au cas représenté
sur la figure 9, prenons comme z un rectangle d’intersection (comme sur la
figure 9). ZNS (c’est-a-dire les cdtés du rectargls) n’est pas un rétracte de Z
(I'homéomorfie avec la circonférence — voir [23], [24]), ZN S est un rétracte
de S (les cOtés de sortie correspondants passent par rétraction en cdtés cor-
respondants du rectangle). Il existe P&Z auquel correspond une solution
bornée. 11 existe pour chaque intersection un tel point P, mais, ¢ étant dans 1’infini,
toutes les solutions correspondantes peuvent coincider et on ne peut garantir
que D’existence au moins d’une solution asymptotique. Remarquons que la pro-
priété d’étre un rétracte est un invariant de la homéomorphie.

Le travail fondamental relatif aux rétracte est celui de K. Borsuk (voir [28]).

Théoréme A,, — Considérons le systéme
o . .
20) [y POyEro(ny 2,
z' =q(x) 2%+ (x, y, 2);

(Punicité remplie dans tout I'espace OXYZ).
Si 'on a

@1 [{c(x,y,z)|<A+B‘y|2"‘=, 0<e<2k
|v(x,p,2)|<4,+B |Z|?75,  0<g<2p

(4, B, A, By les constantes positives), et si une des conditions suivaintes est
remplie

a') e(x)<C<0, ¥(x)<C;<0, o(x,0,2)>0, =(x,5,0)>0,
b) e (x)<C<0, ¥ (x)>C,>0, ¢(x,0,2)>0, <(x,y 0)<0,
¢) e(x)>C>0, ¥(x)<C,<0, ¢(x,0,2)<0, =(x,5,0)>0,
d) ¢(x)»C>0, ¥(x)>C,>0, o(x,0,2<0, ~(x,y 0)<0,

(22)

le systéme a une classe de solutions asymptotiques. Les intersections correspon-
dantes des parallélépipédes ,,principaux‘ sont données sur les figures 10, 11, 12, 13
qui représentent les cas a'), b)), c'), d).

S IR TR A N
] 0o T et T

R R

Figure 10
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Ici les conditions supplémentaires -font décomposer les parallélépipédes
»principaux‘ en quatre composants, se réduisant, de leur coté, toujours 3 un
des cas du théoréme A,;.

Pour généraliser les deux derniers théorémes, introduisons deux suites
convenables de nombres

r,>0, r,—>+ o pour n—+ o
$,>0, s5,—>+ o0 pour n—>+
et considérons le tuyau
ya<ra
T, 2,2,<S§

O<x<+ o0
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aves les cOtés

ya=rh, (ya<ra,
Gnq zi<sh, Hil 2og
0<x<+ oo, 10<x<+oo.
Envisageons le systéme
23) Y =Mx,y,2),
Z'=N(x,7,2)s
(P'unicité remplie dans tout I’espace OXYZ).
On obtient le théoréme A,,, généralisant A,;.
Théoréme A, — Considérons le systéme (23). Si on a
a) yM(x,y,2)<0 sur G, n=1,2,...
zN(x,y,2)<0 sur H, n=1,2,...
toutes les solutions sont asymptotiquement bornées.
b) Si l'on a
yM(x,y,2)<0 sur G,, pour un n
zN(x,y,2)>0 Sur f,, DOuUr un n

il existe une classe de solutions asymptotiques.

¢) Au cas y M>0, z N<O pour un n sur G,, H, correspond la méme conclusion
comme pour b).

d) Si I'on a
yM(x,y5,2)>0, zN(x,y,2)>0

pour un n sur G, Hy,, il existe au moins une solution asymptotique.
Aux cas a), b), ¢), d) de ce théoréme correspondent les figures 6,7, 8, 9.

Théoréme A — (généralisant A4,).
Si lon a, pour un n

sign M (x, y, z) =const sur G,

sign N (x, y, z)=const sur H,,
sign M (x,0, z) contraire @ celui de M (x,y,z) pour y,#0,
sign N (x,y,0) coniraire a celui de N (x, y,z) pour z,+0,

le systéme a une classe de solutions asymptotiques.

8 T Pejovié, M. Bertolino, O, Rakié: Quelques problémes ...
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Les cas particuliers:

a) M<0, N<0, M(x,0,2>0, N(x,y,0)>0,
b) M<0, N>0, M(x,0,2)>0, N(x,y,0)<0,
<) M>0, N<0, M(x,0,2)<0, N(x,y, 0)>0,
d) M>0, N>0, M(x,0,2)<0, N(x,y, 0)<0,

Aux cas a'), b"), ¢"), d') de ce théoréme correspondent des figures 10, 11, 12, 13.

111, 6. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUEMENT BORNEES
D'UN SYSTEME A p+4¢ EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Théoréme A, — Considérons le systéme

dx, 2ki+1 .
7:=cp¢ @) x4t +65(t X109 Xps Y15 ves Va)y i=1,2,...p,

(24)

d I ‘
f:‘l’j(t)y?ﬁl T (s Xy s XD V15 e es V) J=1,2,... ¢,

(Punicité est remplie dans Uespace (t,xy, ..., Xp, ¥1,...,¥g) ot les conditions
suivantes sont remplies:

@5) {]c,|<Ai+Bilx,|2"i+1-", i=1,2,...,p, O<g<l1,
| 7] < 45* + By* | yy |2U+1-9*, Jj=1,2,...,¢q, 0O<g*<l,

(4;, B;, As*, Bj* étant des constantes positives).

Si l'on a
i=1,2,...,p,
(@) w<Ci<0, ¥;>Cr>0, P
j=1,2,..., 4,
le systéme a une classe de solutions asymptotiques bornées.
Si I'on a
(%) i< Ci<0, ¥;<C*<0, i=L2...p,
.]=1: 2,---,4,
toutes les solutions sont asymptoiiquement bornées.
Si lon a
j=1,2,...,D,
(@) 9>C>0, ¥5>Cr>0, | o
ji=1,2,...,4,

il existe au moins une Solution asymptotiquement bornée.

Théoréme A, — Considérons le systéme
d N
f}}?:% ® x?'”-kc, (X eens Xp3 V15« o5 Vo)
(26)

d :
GO TCE NI N
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N

ou
@n -{|G;I<A¢+B¢]x¢ Pa-s,  0<e<2k;,
| 75| < 4s* + B* | ys 29", O<g*<2]j,
(4;, By, As*, Bj* étant des constantes positives).
Si 'on a
< C;<0 “ou ;> C;>0, i=1,2,...,p,
¥;>C*<g ou Vi< Ci*<0 j=1,2,...,4,
et
6, (8,0, X35 oo vy Xp3 Vise oo s V) a le signe contraire a C,,
6, (1, %1, 0, X35 . oy Xp3 Vise o -5 Va) a le signe contraire d C,,
(op (x5 e s Xp—1, 05 Y1,..., ¥ a le signe contraire a Cop,
(v, (8, x5 - - -5 X3 O, yz,...,qu) a le signe contraire @ C*)
(ot x5 Xp; Y150, .. 70 a le signe contraire a C,*)

Tg(t Xiseovs Xp3 Viseoes Va1, 0) a le signe contraire d Cg*,

alors le systéme a une classe de solutions asymptotiquement bornées.

Ces deux théorémes généralisent respectivement les théorémes, 4;; et 4,,
dans le cas d’un espace 4 p+g¢+1 dimensions. '

On utilise, pour démontrer ces théorémes le critére contenu dans le
théoréme W,. Le role des fonctions /¥ et m® (W,) jouent, selon les circon-
stances, les fonctions +y;—0 ol + x;—p. On utilise aussi I'impossibilité d’une
transformation continue d’un segment en ces bouts, le théoréme (voir {24]) que
la frontiére d’une sphére n’est pas un rétracte de la sphére, le théoréme con-
cernant l'invariabilité par rapport & la homéomorpie de la propriété des en-
sembles d’étre un rétracte ([28]). '

Voyons, par exemple, le cas («,) du théordme A4,,.
Les conditions (25) permettent de trouver les nombres positifs p;>0, 6;>0

tels que pour |x;|=ps |y7|=0s; les termes g;(z) 2L W)y dster-
minent le signe des deuxiémes membres des équations du systéme.

Soit p=max p;, 6=max 6;.

Pour |x;|=p, |y7|=0 les termes o; (¥) 2w () y? ¥+! donnent bien sor le
signe aux deuxi¢émes membres des équations correspondantes.

Considérons le tuyau

[x|<e, |y1|<8, 0<t<+oo.

x#
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D’aprés le théoréme W, nous avons les faces positives suivantes

|»1]=9, |J’f|<?, |x|<p, 0<t<+ oo,
(28) Jj#
|y.|=9, lwlﬁg, [ x| <p, O<t<+ 0,

........................................................

[yfll':e: ij|<9, IX¢|<9, O0<t< + 0.
Jj#q

Soit, par exemple, y,>0.
Alors, IY(v. W,) sera [, c’est-a-dire
yl'—e=0;
dIl dy 1 dy1 ? 3, hY L)
La pente —=—1, — est, d’aprés les hypothéses, positive.
P dt dt  dt P P P
Alors, la face

71=0, |»1]<0, |x|<e
: v J#i v
sera une face positive.
Pour y, <0, I sera I1, c’est-a-dire
- —y,—0=0.
dl, dy, dy, : s s 3 3
La pente —%=—-—! ——=2 est aussi positive, d’aprés les hypotheses.
dt at at : '
Alors, la face
—»n=0, |y:|<8, |x|<p
j#1
sera une face positive.
Les faces négatives sont
[xil=e, [x]<ps [71]<0, 0<1<+ o0,
(29) i# ,
|xpl=p, |xi]|<e, | 7] <0, O<t<+ 0.
i£p
L’ensemble de sortie stricte est donnée par (11).
Prenons comme Z un segment dont les bouts sont les points

P (t, x*,..., xp* 6,0,...,0),
N —

q
| x* [<e

P2 (tO’ x1*7 ey xp*, 76, —6, feay ——6),
: q
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qui sont évidemment les points de sortie stricte. Z(.S sont ces deux points.
Z NS n’est pas un rétracte de Z (les bouts du segment ne sont pas le rétracte
du segment ) et ZN S est un rétracte de S (chaque face de sortie peut passer
par rétraction soit dans le premier soit dans le second point). Il existe donc
un point PE&Int Z avec l'intégrale qui appartient au tuyau. Evidemment, il
existe toute une classe de telles intégrales.

On démontre le reste du théoréme A4,, ainsi que le théoréme A,;, d’une
fagcon semblable, utiiisant W,. Mais le choix de I’ensemble Z varie selon les
circonstances.

Enfin, il est facile de voir que le théoréme suivant a Heu.

Théoréme A,y. — Soit donné le systéme

dx R ..
(30) _dT‘=P’i(t9x1’--'s xp+q), l=1, 2,,P+q
(Uunicité remplie dans l’espace t, X;5...5 Xpsg). Les deuxiémes membres de ce
systéme satisfont dans le méme espace I'hypothése H (voir §2).

Si Pon a
XP<p<XP  i=1,2,...,p+q

o X x D sont les deuxiémes membres des équations du type (24), alors,
sous les hypothéses (x) ou (o) pour les systémes de comparaison, le systéme
(30) aura une classe de solutions asymptotiquement bornées.

On obtient la méme conlusion si les systémes de comparaison sont du
type du théoréme 4.

Ce théoréme est une conséquence des théorémes 4,; et Ag, ainsi que du
théoreme W,. Les résultats des passages III 1—IIT 6 sont publiés dans [48].

111 7. DEMONSTRATION ELEMENTAIRE D'UN CAS PARTICULIER
DU THEOREME DE RETRACTE DE WAZEWSKI*

Etant donnée I’équation différentie'le

(1) V' =f(x ),

f (x, ) continue dans tout le plan XOY, y satisfaisant localement 3 la
condition de Lipschitz, considérons le tuyau: x>x,, k<y<k, (k;, k, les
constantes). Si l'on a f(x,»)>0 pour y=k, et f(x, y)<<0 pour y=k,,
Iéquation (1) aura, suivant la méthode de rétracte due 3 M. T. Wazewski
(voir [22]) au moins une solution bornée pour x — + oo, restant dans le tuyau
envisagé.

Nous allons démontrer ce résultat d’une fagon élémentaire, sans utiliser
les rétractes, ce qui est facile dans le cas d’une équation tandis que le cas du
systtme d’équations complique la possibilité d’une telle démonstration.

* 11 s’agit du tuyau principal utilisé dans cette étude lorsqu’on agit de (1).



118 Milorad Bertolino

Envisageons la droite x=x; (x;>Xx,) et son segment AB (le point A
(x> k), le point B (x;, k,) entre les droites y=k;, y=k,. Chaque solution
de Déquation considérée sortant du tuyau par les points des droites y=k;,
y=k, pour x>x; a un point sur AB. Une hypothése contraire contredit évi-
demment au fait que toutes les solutions sont uniformes, continues et aux
dérivées continues. Ceci ne veut pas dire que tout point de AB appartient a
une solution sortant du tuyau soit coupant y=k;, soit y=k,. Nous allons

démontrer qu’il existe au moins un point M sur AB tel que la solution
correspondante reste dans le tuyau.

Supposons, au contraire, qu’'un tel point M n’existe pas. Les points 4B
appartiennent donc tous & deux classes: les points de la premiére classe apparti-
ennent aux solutions sortant du tuyau le long de y =%k, et les points de la seconde
classe appartiennent aux solutions sortant du tuyau le long de y=k,.

Toutes les deux classes ont des éléments, parce que tout point y=k; ou
y=k, (pour x>x,) est le point de sortie stricte d’une solution. Il n’y a, selon
I’hypothése, aucun point de AB n’appartenant a une de deux classes.
L’ordonnée de tout point de la premeére classe est plus petite que I’ordonnée
du point arbitraire de la seconde classe, parce que dans le cas contraire les
deux solutions correspondantes auraient au moins un point commun, c€ qui
contredit & I'unicité. On a, donc, sur AB une coupure de Dedekind, dé:ermi-
nant un point M, qui doit étre soit I’élément maximal de la premiére classe,
soit 1’élément minimal de la seconde. '

Supposons que M soit 1’élément maximal de la premiére classe. La
solution correspondante sort du tuyau par un point (x,, k) ou x,>x;. Envi-
sageons une solution sortant du tuyau par le point (x,, k) ol x;>x,. Cette
solution doit avoir son point commun avec AB. L’ordonnée de ce point doit
étre plus petite que celle de M, celui étant 1’élément maximal de la premiére
classe. Mais, dans ce cas les solutions provenant des points (x,, k), (x3, k,)
devraient avoir un point commun, ce qui contredit & l'unicité. Le point M
ne peut pas, donc, &tre le point maximal de la premiére classe. On prouve
d'une fagon complétement analogue qu’il ne peut pas étre I’élément minimal
de la seconde classe.

L’hypothése de coupure de Dedekind est donc fausse, c’est-d-dire I’hypo-
thése que toutes les solutions partant de 4B sortent du tuyau. Il existe donc
un point de 4B dont la solution reste dans le tuyau pour x —> + oo.

Cette démonstration est publiée dans [56].

III 8. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU PREMIER ORDRE, DU SECOND MEMBRE FACTORISE

Dans 1’article [49] nous avons traité 1’équation

(1 y = 11 (r— (x)),
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c’est-a-dire ses solutions bornées, en appliquant la méthode de rétracte. Nous
avons fixé aussi, dans un exemple, un tuyau curviligne, permettant d’établir la
valeur limite fixe d’une solution. Voici les propositions démontrées.

Proposition 1. Les fonctions ¢;(x) étant bornées pour x>x, et n
impair, 1’équation (1) a au moins une solution asymptotique.

Proposition 2. Ftant donnée I’équation

V)] ‘ V== () (y—, (x))2- + - (y—p& {x))%

(25 %,..., @x sont les nombres naturels «, +«,...ax=n), ot («) ¢, (x)<eg, (x)
<---<gp(x)(k<n), supposons que ¢;(x)(j=1, 2,..., k) soit une racine
de Yordre impair du deuxidme membre de I’équation (2) traitée comme poly-
ndéme en y et qui satisfait 3 la condition

® ¢ <¢1 (x) <Ct415

(c3, ¢144 sont deux constantes telles qu’entre elles n’existe aucune des fonctions
o (x), i£j et qui n’ont pas de point communs avec ces fonctions).

Sous ces hypothéses ’équation (2) a au moins une solution asymptotique.
Si le changement de signe du polyndme (2) est dans ¢;(x) de positif & négatif
(comptant de ¢, (x)), ’équation (2) a une classe de solutions asymptotiques.

Proposition 3. Dans le cas k=n, n impair, & I'index pair (de ¢;(x))
correspond une classe de solutions asymptotiques et 3 I'index impair au moins
une solution asymptotique. Dans le cas k=n, n pair 3 I'index impair j(de ¢; (x))
correspond une classe de solutions bornées et & I'index pair au moins une
solution asymptotique de I’équation (2).

Proposition 4. Dans le cas k=n, ou existent deux fonctions ¢;, (x),
@1, (x) telles comme ¢;(x) dans la proposition 2, il existe une classe de solutions
asymptotiques de 1’équation (2).

Proposition 5. Dans le cas ks#n, ol toutes les fonctions o;(x),
(i=1, 2,..., k) sont telles comme ¢@;(x) dans la proposition 2, pour ’existence
d’une classe de solutions asymptotiques il suffit que le polyndme (2) change
de signe deux fois si n est pair et trois fois si # est impair.

Proposition 6. Si k=n>2, n pair et
) <@ (X) <<+ -+ < <Pp (¥)<Cpay

toutes les solutions de 1’équation (2) appartenant aux points avec y<c, sont
asymptotiquement bornées. Si k=n>3, n impair et (y), toutes les solutions

de ’équation (2) appartenant aux points avec ¢, <y< ¢, sont asymptotiquement
bornées.

Dans l'exemple y'=(y+2e>*) (y+e*) (y—x)? on fixe un ,tuyau”
curviligne.
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Exemple du tuyau curviligne. Dans le cas de I’équation

YV=(y+2e7) (y+e¥) (y—xp
le long de la droite y=0 le second membre de I’équation est positif et le long
de 1a courbe y=—ce-** (1<e<<2) le second membre est négatif. Nous obte-
nons, pour x>Xx, un tuyau spécial limité par y=0 et y= —ce~* qui garantit
au moins une solution asymptotique restant dans le tuyau pour x — + .
Etant, cependant lim —ee—**=0, on déduit que notre solution asymptotique

X—>+ o
est négative, tendant vers zéro pour x —+ .

EXEMPLES ILLUSTRANT LES PROPOSITIONS. 1—6.
Proposition 1. o
Y =(y--sinx) (y—thx) (y—e*)
a au moins une solution asymptotique.
Proposition 2.
V'=(y—sinx)}(y—x) (y—e)
a au moins une solution asymptotique.
Proposition 3.
Y=0+x) (y + %) (y—e)(y—x)
a une classe de solutions asymptotiques.
V=0+x)(p+x2) (y—e*)(y—x) (y—x?)
a au moins une solution asymptotique.
Y=+ +x)(+Vx) (r—e)
a au moins une solution asymptotique.
Proposition 4.
V=+x)(y—e)(y—e*-2)
a une classe de solutions asymptotiques.

Proposition 6.

¥’ =(y—sin x) (y—cos x—-3) (y—e~**—35) (y—th x—2m)
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a toutes les solutions appartenant au domaine y<C,(6<C,<2w) asympto-
tiquement bornées.

Y =(y—sinx) (y—-.vcos x—3)(y—e*—5) (y—thx—2 7) (y—e—**—9)

a toutes les solutions appartenant au domaine C,<y<<C; (1 <C,<2, 225 <C< 9)

asimptotiquement bornées.

I 9. ,,TUYAUX” CURVILIGNES DES SOLUTIONS D’UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE

Ce passage est publié dans [50].
Dans notre travail [49] fut traitée I’équation

o o y=Ho-al

c’est-a-dire solutions asymptotiquement bornés’ de cette équation. On appliquait
la méthode de rétracte due & T. Wasewski (voir [22] et [48]). Les ,,tuyaux”
contenant les solutions asymptotiques étaient rectilignes (x>x,, C,<y<C,;
C,, C, étant des constantes).

Cepandant, dans un exemple particulier

V=(y+2e™)(y+e™) (y—x)>

on fixait un ,tuyau” curviligne, encandrant une solution tendant vers zéro
pour x— -+ 0.

Il faut souligner que les ,tuyaux’ curvilignes permettent de fixer pré-
cisément les limites des solutions et non seulement que les solutions sont
bornées.

Ces ,tuyaux’ caractérisent aussi la position des solutions dans le plan
d'une fagon plus précise, en les encadrant par deux courbes fixées, de plus
en plus proches aux solutions considérées.

On donne, dans le présent passage deux propositions relatives & 1’équation
(1), sous les hypotheses différentes de celles du travail [49], utilisant les ,,tuyaux’
curvilignes, qui permettent d’établir I’existence des solutions tendant vers zéro.

Proposition 1. Soit donnée I'équation différentielle

k
2 Y=+ @]y +mf (x)] I;[l [y —fi GO,

ol fi(x)(i=1,....,k), f(x) sont des fonctions positives et continues pour x > x,
et f(x) est une fonction monotone, f(x)— +0. Soit ensuite m>1 un nombre

X->- 0
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réel et soient o; les nombres naturel tels que a,+a,+ - - - +ag=n—2(n—2
étant pair). '

Sous ces hypothéses I'équation (2) a une solution négative tendant vers—0
pour x —+ 0.

Démonstration, Posons y=0 au deuxiéme membre de 1’équation (2).
On obtient

k
Y =(=1)+ " +%mf(x) gm (x)>0.

Posons ensuite y=—m, f(x), ot 1<m <m au deuxiéme membre de
I’équation (2). On obtient

k .
Y = (= ok (L) (m—m) £ L m £ () + s GOl <0.

Le ,tuyau” x>x, —m,f(x)<y<O0 encadre une solution tendant vers zéro

(parce que la frontiére inférieure —m, f(x) -—0 et y=0 est la frontiére
X —> 00

supérieure du ,¢tuyau”). FEtant )’ le long de y=0 positive et le long de

—m, f(x) négative, on a un ,tuyau”’ assurant, d’aprés la méthode de rétracte,

I’existence d’une solution restant dans le ,,tuyau’ pour x — + o. La monotonie

de ¢(x) assure ,la sortie stricte” le long des frontiéres (voir [22] et [48]).

Proposition 2. Soit donnée I'équation différentielle

k
3 Y =ly—f P y—1f; I [y—mf, (x)I* .1;14 y—fi(x)]

ot f; sont les fonctions continues pour x>Xx, o; sont les nombres naturels
o+ o+ - - - +ax=n (n un nombre impair et, particuliérement &, pair, «, impair,
o, pair). Soit ensuite m un nombre réel m>1. Supposons que la fonction f,(x)
soit une fonction négative et monotone tendant vers —O0 pour x>+ . Les
fonctions f;(x), (i=2,..., k) sont positives, f,(x) est de plus une fonction mo-
notone, tendant vers +0 pour x—+ oo. Soit enfin fy>mf, pour i=4,..., k.
Alors, I'équation (3) a une solution tendant vers zéro pour x-—+ 0.

Démonstration. Posons y=m, f, (x), (1 <m <m) au deuxi¢éme membre
de ’équation (3). On obtient

k
¥ =[m fo—=A14 Imy f,— o) [my f,—mfy]® g [my fo—fils >0.

Posons y=m,f,(x), (0<m,<1) au deuxitme membre de 1’équation (3).
On obtient
k

¥ =fi [my— 1] [y fi—fy)e [my fy—mf) [ Imy fi—fil =

i=4

k
= (— 1yt o froa [my— 1] [my fi—Lfo) Imy fr—mfa]*s g[ﬁ—mzﬁ]""‘ <0.
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Le ,tuyau” x> xy, m, f, (x) <y <m, f,(x) encadre une solution de I'équation
(3) tendant vers zéro pour x —+ o. Ce ,tuyau” est curviligne par rapport a
toutes les deux frontiéres (le ,,tuyau” formé dans la Proposition 1 fut curviligne
seulement par rapport a la frontitre inférieure).

III 10. REMARQUES CONCERNANT QUELQUES RESULTATS PRECEDENTS

Nous considérons ici quelques équations traitées déja dans le chapitre II,
ot l’on appliquait la méthode d’inégalités tchapliguiniennes. Ici, la méthode
de rétracte donnera une autre espéce de résultats.

Considérons, pour x> x, I’équation abelienne

) y = S +A X y+f, )P
y+gx)

ou fy(x), fi(x), f,(x), g(x) sont, pour x>x, les fonctions continues et
bornées, avec f, (x)<0, g(x)>0, f,(x)>0 pour x>x, Posons y=0 au second

membre de I’équation. On obtient y’==£<0. D’autre c6té nous obtenons

g

Y =f, () y+f, ()—f, (x)g(x)+f°(x) g (%) (i () fz(x)g(x)).

y+&(x)

Les fonctions-coefficients étant bornées, le signe du second membre de (1)
sera, pour y suffisamment grand celui du terme f,(x)y. Il existe, donc y*
tellement que y'(p*)>0. Suivant la méthode de rétracte, le tuyan x>x,,
0<y<y* garantit ’existence au moins d’une solution positive asymptotiquement
bornée. La fonction y=—g(x)<0 donnant les singularités se trcuve au—
dessous du tuyau mentionné, sans influer 3 la conclusion obtenue.

La modification d’hypothéses f,<0, f,>0, g>0 donne la conclusicn que
toutes les solutions positives sont asymptotiquement bornées.

Considérons I’équation
r_ DAy +f) ¥
y =
y+gx)

semblable & 1’équation abelienne. Soient pour x> x, les fonctions f,, £, & />
continues et bornées et soit g>0, /,>0, f,>0, f,<0.

On obtient, pour y=0 comme dans le cas précédent y = f1<0. Pour y

suffisamment grand le signe du second membre de 1’équation est celui de
f>(x)y2. 1l existe, donc, le tuyau garantissant ’existence au moins d’une solution
positive asymptotiquement bornée.

Considérons ’équation
Z a; (x)
)] y=2L _  a>m).
by (%) ¥
0

3
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Sous D’hypothése que les fonctions-coefficients soient bornées et continues

m
pour x>x,, supposons encore que le polyndme Zb, y¢ n’ait pas de zéros.
i=0

Dans les résultats qui suivent on a utilisé deux sortes de tuyaux. Sans compter
des tuyaux garantissant au moins une solution bornée, on rencontre aussi le
tuyau x>x,, y**<y<y* avec y' (y**)>>0, y' (»*)<0 assurant que toutes les
solutions entrant dans le tuyau sont bornées. Dans les cas ,,au moins une

solutions bornée”, o figure la ‘condition avec Z—“ déterminant le signe de la
o ’

solution bornée, on a utilisé, pour la construction du tuyau, le terme y’(0),
c’est-a-dire P'axe x comme la partie de la frontiére du tuyau correspondant.
Pour y suffisamment grand les tuyaux furent déterminés par le membre
94 yn-m

b ¥

Supposons, pour fixer les idées, Z b;y1>0 (ce qui implique m pair, bp,
i=1

b,>0).

On obtient des résultats suivants:. ’

1° n—m impair (cest-d-dire n impair), a,>0: il existe au moins une
solution asymptotiquement bornée. Elle est positive ou négative suivant respective-
ment les signes %<0 ou ?—>0 (c’est-d-dire ay<<0, a,>0).

0 (4 .

2° n—m impair (n impair), a,<<O toutes les solutions sont asymptotique-
ment bornées. :

3° n—m pair (n pair), a,>0: on ne peut rien conclure. Mais, si I'on
gjoute <0 (a,<0) on obtient que toutes les solutions négatives et au moins
/) b 0 q 4

]
une solution positive sont asymptotiquement bornées.

4° n—m pair (n pair), a,<0: on ne peut rien conclure. Mais, si I'on

ajoute Z—°>0 (a,>0), on obtient que toutes les solutions positives et au moins
0
une solution négative sont asymptotiquement bornées.

Dans 3° et 4° (dans tous les deux cas) figurent deux tuyaux de deux
sortes expliquées ci-dessus.

La condition n>m dans le cas de la méthode de rétracte peut étre omise.
L’équation (2) n’est pas donc obligatoirement du type

V=0x))"+¥(x, »)

dans le sens expliqué dans le chapitre II.
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III 11. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
AU SECOND MEMBRE RATIONNEL

§1

On considére dans ce passage lexistence des solutions asymptofiquement
bornées (les solutions y(x) telles qu'on a |y(x)|<M pour x,<x< + o) de
I’équation différentielle

Th%mmw

¢y y=0(%x =4 ; i#j
H(y ®; (X)) i :

A, B étant deux permutations des nombres naturels sans éléments communs,
telles qu’on a ;
AUB={1, 2,...,m}; ANB=o,

ol «;, oy sont les nombres naturels. Il faut souhgner qu une partxe de resultats
reste valable pour I’équation .

(2) y =(I)(x,y)+lF(x9y)

sous P’hypothése .de l'unicité dans les régions y#¢;(x), et sous I’hypothése
que, pour x suffisamment grand, le signe du deuxiéme membre de I’équation
(2) reste déterminé par le' deuxiéme membre de 1’équation (1). Pour simplifier
les choses nous ne comsidérons que I’équation (1), c’est-a-dire quelques cas
spéciaux dont la généralité est cependant suffisante pour donner le tableau
qualitatif global des solutions de I’équation (1).

Pour donner un court historique nous remarquons que nous avons déja
traité 1’équation du type semblable sous la forme non factorisée

a; (x) y*

2 bi(0)y

i=0

3 <IID[\A:a

1) Y ==

dans notre travail [53], en appliquant la méthode de T chapliguine, & 1’aide des
équations de comparaison

(1" Y=0() e ¥ =)~
Les équations (1"), (1'') étaient les cas particuliers de I’équation
1y Y=oy + ¥ (x ¥)

traitée d’'une fagon plus générale dans les travaux [46], [47], [48] ainsi que
dans les travaux [49], [50], [51], [53]. La forme (1'”) était particuliérement
convenable pour se servir de lg méthode de rétracte due 3 M. T. Wasgewski.
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Cette forme était cependant, d’une certaine manicre, dépassée déjd dans le
travail [53]. Dans le présent passage elle est dépassée complétement, les degrés
du numérateur et du dénominateur du deuxitme membre de I’équation (1)
n’étant pas essentiels.

§ 2

On pose deux espéces d’hypothéses fondamentales. On a, d’abord,

3 inf @ (x) > sup ¢ (x)

pour k>I et x>x, Toutes les fonctions @s(x) (s=1,..., m) sont supposées
continues et bornées pour x<x< + oo. Elles n’ont pas de points communs.
Ces circonstances permettent lexistence des droites y =y =const telles que
Uon ait

4) sup @1 (x) < yu <inf @i (x).

Le second ensemble d’hypothéses modifie la condition (3) permettant la
limite commune pour quelques fonction ¢s(x). Ces hypothéses seront traitées
dans le paragraphe-11. Pans ce moment nous restons sous les hypothéses (3).
Le cas principal est oy=0a;=1. Dans le paragraphe 10 nous montrerons quelle
est la variation de résultats dans le cas ol «, ne sont pas tous égaux a 1.

Remarquons que, le long des courbes ¢, (x) (les courbes appartenant au
dénominateur du deuxiéme membre de I1’équation (1)) le dénominateur de
I’équation (1) s’annulle. Les fonctions ¢;(x) pour tout icB étant différentes
des fonctions ¢;(x) (les courbes appartenant au numérateur) pour tout jE A4,
nous voyons que le deuxitme membre de (1) tend vers I’infini pour y proche a
une des fonctions ¢; (x) (i€ B). Mais dans les régions entre deux courbes voi-
sines du type ¢;(x) (i€ B) toutes les conditions garantissant 1’unicité des solutions
sont remplies. On peut arriver, cependant, que ces solutions ne sont pas pro-
longeables pour x-—+ o, s’approchant aux courbes ¢;(x), leurs dérivées
tendant vers linfini. Naturellement, dans un tel ,,tuyau” (entre deux courbes
voisines ¢; (x)) peuvent exister aussi les solutions prolongeables pour x— + oo,
mais dont D’existence ne sera pas toujours prouvée.

Supposons qu’entre deux courbes ¢;(x) (& B) il n’y a pas d’autres cour-
bes de 1’ensemble @s(x)(s=1,....,n). Les solutions appartenant A un tel
»tuyau” nous nommerons par ,,classe réduite de solutions bornées” (CRB). Ces
solutions sont en tout cas bornées, ne pouvant pas sortir du tuyau, limité par
deux courbes le long desquelles le deuxiéme membre de I’équation (1) reste
indéfini. Aux points de ces courbes limites n’appartiennent donc aucunes
solutions.

Envisageons maintenant une courbe ¢j(x) (jEA4) et considérons deux
régions voisines A cette courbe. Il s’agit des régions obtenues par la division
du plan XOY faite par les fonctions ¢s(x) (s=1,..., m). Entre deux courbes
quelconques @s(x) on peut poser au moins une droite du type (4). Soit y=y5*
une telle droite posée dans la région voisine ,,inférieure” de s (x), et y=y;**
une telle droite dans la région voisine ,,supérieure”. Soit dans les points le
long de la droite y=y;** ‘le signe du deuxitme membre de (1) positif, et le
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long de la droite y=y;* négatif. On aura alors, d’aprés la méthode de rétracte
(voir [22], [23], [24]), dans le ,tuyau” x>x,, y/*<y<yp** au moins une
solution bornée, restant dans le tuyau pour x—+ co. Nous désignerons une
telle solution par USB (,une solution bornée™). Si le signe du deuxi¢éme membre
de (1) est le long de y=y;** négatif, et le long de y=y;* positif, toutes les
solutions entrent dans le ,tuyau’ et toutes sont bornées pour x —+ oo. Une
telle classe nous désignerons par CSB (,.classe de solutions bornées”). 1l-est
facile d’établir D'existence d’une telle classe, par la méthode de rétracte, mais
autrement aussi.

Soit y=¢, (x)<oer(x)(k=2,..., n) la fonction du type ¢;(x) (iEB). Soit
le signe du deuxi¢éme membre de (1) positif pour y<<g,. Toutes les solutions
appartenant aux points y<¢, sont bornées au-dessus pour x — + oo, mais
elles peuvent avoir les asymptotes verticales. Une telle classe nous désignerons
par CRB*. En effet, ces solutions sont croissantes, mais ne peuvent pas passer
la courbe y=g¢,. Cependant, elles peuvent ,tomber’” dans — o au voisinage
des points finis.

La circonstance a;=o;=1 (nous avons admis cette condition) assure.le
changement succéssif du signe du deuxi¢me membre de ’équation (1) dans
les régions entre les courbes @5 (x)(s=1,..., m,). Nous pourrons donc déter-
miner 'existence CRB*, CRB, USB, CSB. Suivant les permutations 4, B nous
aurons les cas différents. Nous obtiendrons une ou plusieurs de classes CRB
séparées 1'une de l'autre par les courbes ¢;, une ou plusicurs de solutions USB
séparées 'une de 1’autre par les courbes ¢; ou non, une ou plusieurs de classes
CSB séparées par ¢; ou non. Il y aura aussi de combinaisons plus compliquées
que dans les situations exposées. Citons un tel exemple.

Soient @7* <gs** <q/*** trois courbes voisines du type ¢ (jE 4) entre
lesquelles il n’y a pas d’autres courbes @s. Soit le signe du deuxiéme membre
de (1) positif dans la région ¢5* <y <<¢s/**, négatif dans ¢;** <y <<gs***, positif
pour y>g@;*** (la région voisine ,,supérieure’” de ¢;***). Il existe donc CSB
dans la région entre ¢;* et ¢/***. Mais, dans la région déterminée par la droite
du type y=ym (de la région @** <y<g;***) et par une telle droite dans la
région y>q@***, il existe USB. Evidemment, les solution appartenant aux points
dont les ordonnées sont plus petites que celles de USB et plus grandes que
celles ‘des points appartenant au ,,tuyau’”’ CSB, seront aussi bornées. L’existence
de USB donne donc un élargissement de CSB, qui devient limitée par- USB.

Une telle classe nous désignerons par CSB. ‘
Il est facile maintenant de définir CSB et aussi CSB. Il y a aussi d’autres
nuances. Nous ne fixerons que CRB*, CRB, USB, CSB, CSB, CSB, CSB,

c’est-a-dire sept situations. Par ,,USB séparée” et ,,CSB séparée”’ nous désig-
nons la séparation des solutions en question par les courbes ¢; (i€B) dans
tous les cas ou elle a lieu clairement.

‘L’hypothése (3) permet d’introduire la convention
3y - L e (<0< - <om(x).

Cette convention sera strictement appliquée dans tout le travail. Pour chaque
hypothése sur les permutations 4, B tenant compte du changement succéssif
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du signe du deuxieme membre de (1), de la méthode de rétracte, de la nature
des solutions au voisinage de ¢; et des théorémes fondamentaux concernant
Pexistence, 'unicité et le prolongement des solutions, nous pourrons toujours
faire un schéma auxiliaire (qui ne sera donné dans le texte pour tenir compte
de I’économie de l’espace) nous donnant le tableau qualitatif des solutions.
Ce schéma aura, en vérité, la valeur de démonstration. Nous traiterons
quelques permutations principales 4, B soulignant ce qui est essentiel dans
le cas des autres.

§3
Considérons I’équation (1) pour ay=a;=1, sous les hypothéses (3), (3)
sur les fonctxons ps(x) (s=1,...,n) bornées et continues pour x> Xx,.

Pou( qu’il existe au moins une USB il suffit que dans le deuxiéme membre
de [Iéquation (1) figure au moins une fonction ¢;(x) (JE A) (telle que I'on a
pour y=q7;, ¥'=0, y' étant le premier membre de I'équation (1)).
En effet, grice au changement succéssif du signe du deuxiéme membre
de (1), les signes de ce membre au dessous de ¢; et au-dessus d’elle sont
différents. Deux droites y=y;*, y=y;** du type (4) (31* <os (x)<y,**) donnent
,le tuyau’ garantissant soit USB soit CSB; en tout cas au-moins une solution
bomee :

Dans Pexemple, cependant,

, 1
y =

(y——qn) =%
ou il nexiste aucune fonction @ on ne peut pas garantir dea solutions bor-

nées pour x-—>+ oo, mais on Yy voit directement une CRB* et une CRB, la
premiére pour y<cp1,~ la seconde pour ¢, <y<o,.

-z

Dans lexemple y'=y—e-® la solution USB sera la fonction y=2<

On constate encore que cette solution tend .vers zéro pour x — + oo. Elle
appartient, notamment, au ,tuyau” 0<y<e=?, un ,tuyau curviligne’’. Nous
parlerons sur les ,,tuyaux curvilignes”, en cadre du paragraphe 11.

Dans l’exemple y'=y—x (ol il n’existe qu'une fonction ¢s, plus préci-
sément une fonction @;—Ile nombre minimal p0551b1e de telles fonctions), nous
obtenons l’intégrale générale y = x+ 1+ Ce?. Evidemment, aucune solution n’est
pas bornée pour x—+ . La fonction ¢ (x)=x ici n’est pas cependant
bornée, ce qui signifie que toutes les hypothéses de ce paragraphe ne sont pas
remplies,

§ 4

Considérons, 1’équation
’ (y_ n ()"‘— n "'(}’—'
(5) y —_ P +l) 2. +2) ‘Pzn)
(r—0) (y—95) - - (¥y—94)
avec (3), (3') et s continues et bornées pour x>x, Dans le cas n pair, on
obtient ume classe CRB* pour y<¢,, et encore n—1 classes CRB séparés par

ps(s=1,...,n), et enfin une classe CSB bornée par la droite y=yx du type
(4) appartenant a la_région voisine & @,y au-dessus. Dans le cas n impair, cette

classe CSB, devient CSB le signe de (1) entre @, et @,,, étant négatif.
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L’équation ,,réciproque”
(5) . (=20 =92+ -(y—%n)
(P—Pns) P—Pns2 - (P—P2n)

donne, pour n pair, une classe CSB (toutes les solutions appartenant qu points
y<<USB (USB donnée par ,le tuyauw’ encadrant y=9,) et n—1 classes CRB,

séparées par @s(s=n+1,...,2n). Pour n impair, la classe CSB devient CSB
(toutes les solutions appartenant au point y <y (y =y étant la droite du type
(4) entre @, et Puy,). Les classes CRB(n—1) restent comme dans le cas n pair.

Dans les cas (5) et (5') sans compter les différences des détails, on
peut conclure que, globalement, la fonction ¢,, donne la limite des solutions
bornées, soit elle-méme (5") soit y =y voisine 2 elle, au-dessus.

v §5
Considérons 1’équation

6) y = (=22 (=99 * *(y)—P14)
‘ =) (=93 -+ (¥—920-1)

avec les mémes hypothéses sur ¢s(s=1,..., 2n) comme dans le paragraphe
précédant.

Comme dans le paragraphe précédant, nous avons, pour y <<, une classe
CRB*. Le ,tuyau’ encadrant ¢,, donne une USB. Mais, on y voit encore n—1
Htuyaux™ encadrant les foncrions @,, Qq,..., QPyn—p el garantissant encore n—1
USB, séparées par les fonctions @,, @3, ..., 9,u—- I y a, en somme, n USB séparées.

L’équation ,,réciproque”

, s (=2) (=)t - (Y—=Prm—y)
6 =
(©) . Y (—9) —94) - (y—P;0)

donne n—1 classes CSB séparées par les courbes ¢,, @4, ..., 0,n, Mais aussi
une classe CSB trés large, produite par le ,,tuyau’ encadrant ¢, qui donne
le résultat que toutes les solutions pour y <y (au-dessous de ,) sont bornées
pour x —>+ 0. )

Ici, la courbe g,, fait aussi une sorte de limite supérieure des solutions
bornées. Les résultats de § 4 et de § 5 sont, donc, trés semblables, concernant,
en général, le cas ol le nombre de facteurs du numérateur est égal & celui
du dénominateur.

§ 6

Voyons maintenant les cas ou les nombres de facteurs du numérateur
et du dénominateur sont différents. La méthode de recherche est la suivante:
on considére d’abord une des situations déja- traités dans § 4 et § 5 et I'on
ajoute encore¢ un facteur au nominateur ou au dénominateur.

Soit donnée I’équation:

(7) y/ - (7—@n+1) (V—Pas2) (Y—Fs) '—P2n+1)
(r—9) (=92 - -(y—Pn)

avec n impair, avec les mémes hypothéses sur gs (s=1,..., 2n+ 1) comme dans §4,5.

9 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problémes.. .



130 Milorad Bertolino

Traitons le résultat en comparasion avec celui sans le facteur (y—@,n44,)-

On obtient une classe CSB limitée par la droite du type (4) voisine d la courbe
¥y =1, (au-dessus) et par USB provenant du ,,tuyau‘* encandrant y=q,n.,. A cette

classe correspond (dans le cas sans (y—®,4+,) une classe CSB moins ,richet* que la

nouvelle). Le nombre (n—1) de classes CRB séparées reste le méme mais il
nexiste plus la classe CRB*.

L’équation ,,réciproques est

(7/) y = 0—2) —9) —9)- - (y—¢n) .

O—Pn+1) O—@n+z) - (—P2n) (V—Prns1)
On obtient n classes CRB séparées (pour les régions entre les courbes ¢; (i=n+1,
..., 2n+1) et une classe CSB dans la région au-dessous de la courbe y=o,,,.

En comparasion avec la situation sans (y—@,,+,) On y voit une nouvelle CRB,
tandis que la classe ,,riche* CSB est restée essentiellement la méme, parce
que, dans la nouvelle situation, toutes les solutions pour y<:USB ,,inférieures

de CSB sont aussi bornées pour x— + oo, suivant I'unicité des solutions. On
peut considérer le cas n pair d’une fagon analogue.

§ 7

Considérons le cas
(8) yl - (y—?z) (y_CPA) ° '(y“‘Pz n) )
(—0) (y—93)- - (¥Y—P2n-1) (Y —=P2n+1)
Entre les courbes y=9;(i=1,3,...,2n+1) on voit n classes CSB séparées.
En comparaison avec la situation sans (y—@,,+,) nOUS constatons une situation

essenticllement différente. La classe CRB* n’existe plus, et n solutions séparées
USB sont devenues n classes séparées CSB.

Dans le cas réciproque

(8') yl — (y—0) =3 - - —Pyn=1) "= P20+ 1)
0—9) 0—94) - (—9:n)

on obtient n+1 solutions USB séparées tandis que dans la situation sans
(y—@,q+y) il ¥ avait n classes CSB, dont une ,,riche*.

§ 8
Les paragraphes 6 et 7 traitérent les cas ol la différence des nombres
de facteurs du numérateur et du dénominateur était égale 3 1. Voyons main-
tenant les cas ol cette différence est plus grande que 1.

Considérons d’abord la position (7). Nous ajouterons au numérateur
succesivement les nouveaux facteurs, par exemple pour obtenir
(9) y/ — =) - 0—P2n+1) O—Pansa) - - (V—r)
0—9) O—92)- - -0'—%m)

Les dessins montrent tout de suite que le nombre de CRB reste invariable en
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comparaison avec (7). Si nous ajoutons cependant 1, 3, 5,... facteurs, on y
voit une CRB* de plus pour y<<qp,. Dans ce cas la classe 'CSB devient CSB.
Dans le cas ot l'on ajoute 2, 4, 6,. facteurs, la classe CSB reste CSR deve-
nant tou]ours plus ,,riche*. Etant n palr il wy a qu une petite nuance di ﬁ’erente
a la classe "CSB ici correspond CSB et réciproquement.

On peut déduire les conclusions analogues pour toutes les situations ol,
dans la premiére position, le nombre de facteurs différe pour 1. Nous ne
considérerons qu’un de tels cas; notamment, partant’ de (8) nous ajouterons
les facteurs au dénominateur pour obtenir

(10) yl — ()’—‘Pz) @—?4)' N '(y—q:’zn)
O—P) 00— - 0—FP22-1) O=Pyn1) O—@2n+2) - - —@r)

Dans la position (8) on a constaté n classes CSB séparées. Chaque noveau
facteur donne une nawvelle classe CRB, entre les nouvelles courbes ajoutées.
Chaque noveau facteur fait les USB passer dans CSB et réciproquement. Dans
le cas ot le nombre de noveaux facteurs est impair, on obtient encore CRB*

pour y<g,.
§9

Dans les paragraphes 4, 5, 6, 7, 8 c'est-a-dire pour les équations (5),
(5°), (6), (6", (D, (7, (8), (8, (9), (10) nous avions les structures fixes du
deuxitme membre des équations en question, ce qui veut dire que les per-
mutations 4, B (voir (1)) étaient aussi fixes. Maintenant, nous examinons
le cas de (1), pour a;=0;=1 et sous les hypothéses (3) et (3') pour les fonc-
tions ¢; (s=1,..., m) continues et bornées, sans tenir compte des permutations
A, B. Nous allons voir quelles sont les variations de la situation qualitative
des so'utions lorsque, partant d’une position quelconque un facteur du numé-
rateur devient tout simplement un facteur du dénominateur et réciproquement.

Le nombre de facteur restant, en réalité, le méme, les courbes s restant
dans la méme position géométrique (les inégalités (3') restent invariables),
en résulte que le signe du deuxidme membre de (1) entre ¢s reste aussi
inchangeable. Les champs entre ces courbes réservent leurs orientations. Mais,
malgré cela, la situation qualitative des solutions change, parce que les cour-
bes du type ¢; (€ B) deviennent les courbes ¢; (JE A) et réciproquement.

Imaginons qu'une courbe ¢; devient la courbe ¢;. Considérons deux
courbes @, voisines 4 @; (p* <<p; <@**). Les courbes o*, ¢** peuvent &tre toutes
les deux du type ¢;, ou toutes les deux du type ¢, ou I'une du type ¢; et
Pautre du type ¢;. Le signe du deuxiéme membre de (1) est dans les régions
P*<y<o; et g;<y<o** contraire et il peut &tre dans la premiére positif et
dans la seconde négativ ou inversement. Nous allons construire le schéma de
la position primitive pour la courbe ¢;, avant sa transformation dans ¢;. Si
¢* est du type ¢, on la désignera par ¢;*. Le sens des désignations ¢;*, @;**
o7*, ¢s** est maintenant clair. Tenant compte du signe du deuxiéme membre
de (1) dans les régions en question et le résultat correspondant concernant
les solutions bornées dans ces régions, on peut écrire, par exemple:

o* +9;—o** + :CRB, USB.

L 14
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On peut lire: la courbe inférieure est du type ¢;, entre ¢;* et ¢; le signe de
(1) est positif, entre @; et ¢;** le signe de (1) est négatif, la courbe supérieure
est du type ¢, au-dessus d’elle est, naturellement, le signe de (1) positif.
Cela veut dire qu’on a (entre ¢;* et ¢;) une classe CRB, et que l’encadrement
du ¢s** donne une USB. Supposons que ¢; soit dévenu ¢;. L’analyse simple
montre qu’on obtient une CSB, tandis que CRB n’existe plus. Nous écrivons
donc

O* +;—¢** + :CRB, USB; (¢;— ¢s) = CSB.
Tous les cas possibles sont donnés par le tableau suivant:
@* +9;—p;** + :CRB, CRB; (p;— ;) => CSB
P*—@;+9;**—:CRB, CRB; (p;— ¢5) > USB
or* +@—p** + : USB, CRB, (p;—>95) > QS'E

o5*—;+¢**— :CSB, CRB, (p;—¢;) = CSB

@* +¢;—pi**+ : CRB, USB, (¢;—9j) > CSB
¥ —¢;+@**— :CRB, CSB, (p;— ¢s) > CSB

@* +9—¢s** + : USB, USB, (¢i—s) > CSB

¥ —or+ @r**—: CSB, CSB, (‘Ps‘*‘PJ) => CSB.

‘11 est évident que le méme tableau peut servir pour illustrer la transfor-
mation inverse, lorsque les fonctions ¢; deviennent fonctions ¢;. Au lieu
de o; il faut toujours écrire ¢y et changer la place des symboles entre ,,:*
et ,, = ¢ d’un coté et i droite de ,, = d’autre coté.

§ 10

Jetons un regard 3 1’équation (1) ol n’est pas toujours ay=oy=1, c’est-
a-dire ol, au deuxi®éme membre, il y a de facteurs du type (y—@s)* (k-un
nombre naturel) figurant au numérateur ou au dénominateur. Evidemment, pour
k impair, rien ne change dans nds considérations — la situation est la méme
comme dans le cas a;=oy=1. Mais, pour k pair, le signe du deuxi¢me membre
de (1) ne change pas au voisinage de ¢s. En général, lés résultats sont semb-
lables & ceux qu’on obtient sans le facteur (y—@s)*, avec certaines modifica-
tions que nous allons expliquer exposant quelques exemples.

Env1sageons l’équatlon
' o— —91) (P—92)** (y—@,) .
: 00— O—95) _
Toutes les solutions appartenant aux point- pour y< USB (USB- provenant du
»tuyau“ qui encadre ¢,) sont bornées. Il existe auss1 une ‘CRB entre 9, et @5
| 5 equatlon sans le facteur (y ©,)2k
yr._ (}’ q)l) (y'—?g)

0—9,) —9s)

y

offre le méme résultat.
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Mais, posant un tel fact¢ur au’ dénominateur, par exemple

'

’ = (y—e1) r—9,)
0—93) O—0)%* (1—9s)

y

nous obtenons le résultat suivant: on a une classe CSB et deux classes CRB.
L’équation ‘
' —¢:) (V—9,)

O0—:) —@)*E (y—oy)

n’a cependant qu’une classe CRB. Cette variation n’est pas essentielle, ¢, étant
entre @, €t ¢; — un nombre plus grand de CRB n’est que formel. Dans les
autres cas ’adjonction de tels facteurs porte aussi quelques variations non-
-essentielles,, diminuant parfois I’ampleur des classes de solutions bornées pour
x—+ o en faveur des solutions CRB.

La fonction ¢@; provenant du facteur (y—@s)2*¥ peut étre Quay, Pmin OU
une courbe entre deux autres. Soit ¢@u,,=®s. La courbe voisine (au-dessous
d’elle est gs—,. Soit @s—; du type ¢;. Dans la situation sans (y—@;)2¥ on ne
peut dire rien sans considérer ¢s;—,. Mais, aprés avor ajouté (y—es)2* on
obtient CRB entre ¢s-, et ¢s. Soit @s;—, du type ¢;. Son encadrement garan-
tit USB. L’adjonction du facteur (y—¢;)2% donne cette USB mais aussi une
sorte de CRB* entre la frontiére supérieure du tuyau formant USB et os.
Soit @uin=9,. Soit ¢, du type ¢; au voisinage duquel (1) change de signe qui
est positif au-dessus. Sans (y—¢,)2*¥ on ne peut dire rien sans examiner ¢,.
Si T’on gjoute (y—¢,;)2* on obtient une CRB, entie ¢, et ¢,. Dans le cas ou
ce signe est au-dessus de ¢, négatif, on a CRB*. Si l'on ajoute (y—¢)?¥, on
obtient CRB* et CRB, mais "ampleur de ces solutions reste la méme. Pour ¢,
du type ¢@;, on a USB pour (1) positif au-dessus de ¢,. Si I’on ajoute (y—eq,)2¥
on obtient une sorte de CRB* de plus, entre ¢, et la limite inférieure du
tuyau. Pour ¢, du type ¢s, on a CSB pour (1) négatif au-dessus de ¢,. Si I'on
ajoute (y—eq,)2F cette classe CSB devient une CSB moins ample et une CRB*.

Les cas olt ¢s parait entre deux courbes, nous donneront par le tableau
suivant:

y

+@s*—q** + CSB (ps) = CSB, USB
—gs*+¢**—CSB (gs) = USB, CSB
+¢*—@** + CRB*, CRB(s) = CRB*, CRB, CRB,
—@;* +¢;**—CRB (ps) > CRB, CRB
+o/*—@;** + CSB(ps) = CSB, CRB
—@* + @ **— USB (ps) = USB, CRB
+@;*—@;** + CRB*, USB(ps) = CRB*, CRB, USB
—@;* +@**—CSB (ps) => CRB, CSB
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On lit, par exemple, la derniére ligne tellement: La situation primitive con-
tient deux fonctions: ¢* du type ¢@; et ¢/** du type ¢;. La succession de signes
est respectivement — 4+ —. On a CSB. Si I'on ajoute @s du type (y—eos)2% (au
dénominateur) entre ces deux courbes, on obtient CRB, CSB.

Une étude de ces 12 situations confirme notre conclusion que les vari-
ations des résultats ne sont pas essentielles, mais peuvent diminuer les classes
bornées pour x — + . Naturellement, il s’agit des adjonctions dans le cas oii
les facteurs correspondants aux courbes voisines en question sont simples, ce
qui donne la clarté a la discussion.

§ 11

Considérons aussi I’équation (1) mais sans les hypothéses a;=oy=1, (3),
conservant la condition ¢, <@,< ... <@m pour les fonctions ¢; continues et
bornées pour x>x, Il y aura des cas ol I'une des fonctions ¢; est monotone,
croissante ou décroissante et qu'on a lim gs=/(]/|< o). Supposons que ¢s

Xx—>-4 @

soit une fonction dont le facteur appartient au numérateur, qu’'elle est mono-
tone et croissante et qu’elle tend vers /(|/|< o) pour x-»+ . Supposons
encore que la droite y=1 se trouve, pour x>x, dans la région entre ¢; et
s+, €t que le signe de (1) soit positif dans cette région. Soit le signe de (1)
négatif dans ¢s., <y<¢@s;. On pourra construire, dans la derniére région, sous
les hypothéses simples sur @;—; une courbe y=¢(x) monotone et croissante
tendant aussi vers / pour x -+ . La droite y=/ et la courbe y=¢ (x) for-
ment un ,,tuyau‘ garantissant USB, qui tend aussi vers / pour x-—+ o
(voir [50].

Soient, enfin, y=¢s; €t y=¢s,, deux fonctions dont les facteurs appar-
tiennent au numérateur de (1), ot ¢@; est monotone, croissante et tend vers [
pour x -+ o et @5, est monotone, décroissante et tend vers la méme valeur
pour x -+ . La droite y=/ est entre ces deux courbes. Soit dans la région
Py <Y <@s+, le signe de (1) négatif ou positif, dans la région @s<y<<esy
positif, et dans la région ¢s;,<y<¢s négatif. Sous les hypothéses simples
concernant @s;—, on peut construire deux fonctions ¥, (x), ¥, (x) (ps—; < ¥, <os

et s <V, <qg;,), par exemple 1F2=.?1’:2Ll ot ¥, (x) est monotone, croissante

et tend vers / pour x —+ o« et ¥, (x) monotone, décroissante et tend vers /
pour x — + oo. Ces-deux courbes (voir [46], [50]) forment un ,,tuyau‘‘ garantissant
USB qui tend aussi vers ! pour x — + oo,

Il est clair qu’on peut obtenir tellement une classe de théorémes constatant
Pexistence des solutions qui sont bornées pour x —+ o et qui, pour x-»+ o,
tendent vers les valeurs fixes, qui peuvent étre différentes I'une de I'autre.

Remarque 1. 1l faut remarquer que dans les cas les plus simples, oll s
sont des constantes, les droites y=¢; (appartenant aux facteurs du numeérateur)
donnent les vraies solutions de I’équation (1). Si ¢s du dénominateur sont aussi
constantes, les équations en question sont solubles par les quadratures. Cela per-
met, dans les cas simples, la vérification des résultats dont nous avons parlé.
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Mais, méme dans ces situations ol nous obtenons facilement P'intégrale géné-
rale, celle sera donnée dans une forme implicite, difficile 4 étudier. La mé-
thode qualitative, exposée dans ce article restera donc utile.

Remarque 2. M. Milosav Marjanovi¢ (Université de Belgrade) nous a
remarqué que la condition

inf ox (x)>sup ¢ (x)

pour k>1 et x>x, peut étre omise. Notamment, au lieu des droites se trou-
vant entre deux courbes voisines @s(x) nous pouvons considérer des lignes
polygonales composées de segments parallels aux axes x et y. Les segments
parallels a I’axe x suffisent pour former ’ensemble S de sortie stricte. Il est
toujours possible (¢s (x) bornées, continues pour x>x, et ¢ <--.<<gm) de
former les lignes polygonales en question. La condition dont on parle peut
étre omise, évidemment, dans III 8 aussi.

TI 12. REMARQUE SUR UN THEOREME DE MICHEL PETROVITCH

Nous traiterons dans ce passage le résultat suivant de Petrovitch ([32],
[33], [34]) qui I'a démontré en se servant du théoréme de la moyenne.

Etant donné 1’équation

6 y'=fx)y

ol f(x) est une fonction réelle, finie et continue dans un intervalle (q, b) de x,
toute courbe intégrale y dont la dérivée premiére s’annule dans un point (x,, ¥,)
compris dans l'intervalle (@, b) ol f est positive, est dans cet intervalle com-
prise entre deux courbes

2) y=y,ch {x,—x,) V—]V et y=y,ch (x—xo)l/Tl

ol N et M désignent une limite inférieure et une limite supérieure de f (%)
pour les valeurs comprises entre x, et X. Si f est négative dans (g, b) supposé
suffisamment étendu, la courbe y est oscillante, se composant de demi-ondes
alternativement positives et négatives. Chaque demi-onde soit positive, soit
négative, est comprise entre les d=ux courbes

(3) Y=, €08 {x—x,) VN et Y=y, €0s (x—x,) VM
N et M ayant des significations précédentes relatives a —f (x).
Il est connu qu'on réduit (1) & I’équation de Riccati

@) Z+22—f(x)=0

aprés avoir pacé y= . Dans Particle ([45]) nous avons appliqué le théoréme
de Tchapliguine & I’équatioa (4) démontrant qu’on obtient les courbes (2), (3)
a titre des courbes d’encadrement. On a démontré tellement le théoréme de
Petrovitch d’une autre maniére. Utilisant les résultats du passage II 6 nous
allons démontrer ce résultat d’une troisiéme maniére, utilisant la méthode de
rétracte.
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Dans le passage en question on peut. trouver que pour I’équation
L»y)=y"+ax)y+b(x)y—f(x)=0

de l’megahte L (v)>0(L(»)<0) dans (x; x,] suit v (x)>y (x) (v (x)<y (x)) dans
le méme intervalle sous certaines conditions. La condition suffisante est I’exis-
tence au moins d’une solution continue de I'équation de Riccati

Z+22+ax) f+b(x)=0
dans [xg, x,].
Dans notre cas on a

Ly)=y"—f(x)y=0 et 2z +z2—F(x)=0.
Considérons d’abord le cas 0<N<f (x)<M pour y,>0. Si 'on pose au pre-
mier membre de I'équation la fonction v (x)=y=y,ch (x—x,) /M, on obtient

L (»)>0. Si I’on pose u(x)=y=y,ch (x—x,) /N, on obtient L(u)<0 Il faut
enfin considérer les conditions suffisantes en question.

Pour k suffisamment grand, grice au fait que f(x) est bornée, le second
membre de Péquation k'= —k2+f (x) sera négatif. Cependant pour k=0, on
a k'=f(x)>0. Soient k=k, et k=k, (k,<0, k;>0) deux droites telles que I’on
a —k2+f(x)<0 et —k,2+f(x)<0. Le ,tuyau x>x,, k,<k<O garantit au
moins une solution continue de ,léquation de garantie® de Riccati dans
(xgs + ), et le tuyau x>x, 0<k<k, offre méme un ensemble infini de
telles solutions. Les conditions suffisantes sont remplies et u (x) et v(x) sont
les courbes d’encadrement (la courbe inféricure et la courbe supérieure) Pour
¥,<0 la courbe v devient inférieure et u devient la courbe supérieure.

Pour O0<N<—f(x)<M C'est-d-dire pour f(x)<<0 le second membre
de k'=—kz+f (x) est toujours négative. On ne peut pas former des tuyaux
semblables & ceux du cas précédent. Il est clair, cependant qu’il existe de
voisinages ol les solutions de I’équation de Riccati en question sont continues
ce qui donne la validité 3 D'inégalité de Petrovitch, parce que dans ce cas,

pour y,>0, u=u, cos (x—x,) VZ—V, v=y, cos (x—x;) VM on obtient L ()>0,
L (y)<<0 (pour y,<<0:L (¥)<0, L(¥)>0), ce qui est facile & vérifier.

On peut trouver dans notre travail [61] plusieurs commentaires concernant
les résultats de Petrovitch.

CHAPITRE 1V

SOLUTIONS APPROXIMATIVES PRESQUE
STABLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Nous allos généraliser dans ce chapitre la notion de stabilité dans le
sens de Liapounoff, pour comprendre et définir exactement une classe de so-
lutions et de solutions approximatives figurant dans quelques de mnos travaux
([46], [48], [49], [50], [53], [55D).
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Etant donnée I’équation

® Zf G0,

(f(x, t) étant une fonction continue, satisfaisant a une des conditions d’uni-
cité), la solution x (7) est dite stable dans le sens de Liapounoff (ou, simplement,
stable) si 4 tout nombre arbitraire >0 correspond toujours un 3§ (e, 7,)>0
tel qu'on a |x ()—x, (f)|<e pour |x (f)—x; (2,)|<3, dans lintervalle infini
t>t, (x; (f) une autre solution de (1)). Dans le cas ol lim |x(f)—x, ()|=0 la

t—

stabilité est dite asymptotique. Pour & (¢, #)) indépendant de £, la stabilité est
uniforme. o

On traite trés souvent la solution stable x=x,=const ou, enfin, x=0,
ce qui ne diminue pas la généralité. Vraiment, la transformation des coordonnées
X=x,+x—x (t) ou x=x-x (¢) réduit la solution x=x(¥) a la solution x=x,
ou x=0 dans le systéme noveau, pour 1’équation ainsi transformée. La solution
x=x, annule la fonction f (x,?). On l’appelle aussi ,le point singulier*.

Excepté les solutions du type x=x, annulant la fonction f(x,?), dans
la théorie qualitative sont souvent traitées les autres fonctions provenant de
I’équation f (x, )= 0. Les courbes obtenues sont les lieux géométriques des points
stationnaires, jouissant parfois trés bien le rdle des solutions approximatives.

Dans notre généralisation qui va suivre, la constante arbitraire « ne pourra
pas &tre tout a fait arbitraire.

Donnons, alors, la suivante

DEFINITION. Soit x=¢ (t) une fonction arbitraire définie pour t> t,.
La fonction x=¢ (t) sera dite la solution approximative presque stable de I’équation
(1) si @ tout nombre ¢>1>-0 (I un nombre fixe) correspond un 38 (g, t)>0 tel
que 'on a | x(t)—¢ (t)|<e pour |x(t,)—¢ (2,)| <8 dans lintervalle infini t>1,
(x (¢) une solution de (1)). : '

Ici, comme 02 a déji souligné, le nombre ¢ est toujours plus grand
qu'un nombre / fixe. Cette restriction imposée 4 ¢ permet cependant de com-
prendre les classes de solutions qui ne sont pas stables, mais jouissent tout
de méme une propiété assez régulitre. Les solutions stables sont aussi comprises,
étant aussi ,,presque stables, parce que, e étant arbitraire, la définition est
valable pour tout €>/>0. Dans les cas oll x=g¢ (¢) présente la vraie solution
de (1), le mot ,,approximative’* doit étre supprimée.

EXEMPLE* Envisageons une fonction x= () tell quon a m<o () <M
pour t>1t, (m, M—les constantes). Soit f(m,t)>0 et f(M,1)<0. Dans ce cas
évidemment toutes les solutions appartenant au points m<x<M, t>1, restent
dans le tuyau enmvisagé pour t>t,. La fonction x=¢ (t) est la solution presque
stable. Vraiment, posons M—m=1. Le tuyau m<x<M sera encadré par le
tuyau curviligne o (f)—e<x<op(f)+¢ (¢>/) parce qu'on a @(f)—e<m et
o () +e>M pour e>/=M-—m. Etant m<e (f{)<M et toutes les solutions
appartenant aux points m<x<M, t>1t, restant dans le tuyau rectiligne, on
peut toujours choisir un 3 (s, 2,) tel que x(f) reste dans le tuyau ¢>1,
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m<x<M si 'on a |x(¢t,)—¢(t)]|<3. Cette solution restera a fortio.i dans le
tuyau plus large ¢ (f)—e<x <@ (¢)+¢, toujours pour ¢>f,.

Dans le cas ot la différence M—m est suffisamment petite, la fonction
¢ (?) peut bien servir comme une solution approximative.

I1 faut souligner aussi que les solutions de (1) appartenant aux points
(t;, x) (1, > 15, m<x<M) cont precque stables. On peut, en réalité trouver
toujours un x, proche a x; tel que la solution appartenant au pcint (f, x,)
reste dans le tuyau t>¢ m<x<M pour t>t restant donc aussi dans le
tuyau plus large ¢ (f)—es<x<g@(tf)+¢ pour e>M—m.

La situation iraitée dans cet exemple arrive trés souvent dans les régions
autour des fonctions x=¢ (1) annulant la fonction f(x,t) lorsque la fonction y
change de signe, x=q (1) formant la frontiére des deux régions ou f (x,t)>0 et
f(x,1)<0.

Comme un exemple trés simple citons I’équation

dx n
2 == 11 =)
toci
les fonctions ¢; (f) étant continues pour ?>¢, avec
©)] inf @y +>sup @ 9 <P< - ¢+ <Py

Sous ces hypothéses les courbes o; () peuvent &tre séparées l'une de
I’autre par les droites x=const.

La courbe, par exemple, @, (f) est une solution approximative presque
stable. Le réle des droites x=m, x= M jouissent ici les droites x = x,-, =const
(la droite qu’on peut poser entre ¢,—, (¢) et ¢, (¢)) et x=x, (la droite qu’'on
peut poser entre ¢, (2) et ¢, (¢)).

L’équation (2) fut traitée par Michel Peirovitch (voir [30]) sous le titre
d’,,équation chimique. Nous ’avons déja traitée dans nos articles ([49], [50]).
Cependant nos travaux ([46], [48], [53], [55]) contiennent les cas des solutions
approximatives concernant les équations plus générales. Au Congrés Internationnal
des Mathématiciens, Moscou (16—26 aofit 1966) nous avons traité, par exemple,
I’équation

@ y,_,l;(y—cpi (o)

—Jgg r—e5 (x)¥

o;, o les nombres naturels, 4 et B deux permutations des nombres 1, 2,...,m
avec AUB={1,2,..., m}, ANB= g, ol nous avors constaté dans plusieurs
cas les solutions bornées qui sont, en réalité, presque stables, dans le sens que
nous avons défini dans le présent article. Il faut admettre que les travaux de
V. S. Lo§Cinjin et B. Tulegenov ([19], [20], [21]) traitent aussi les fonctions ¢ (2)
annulant la fonction f(x, t) sous les hypothéses semblables ou identiques aux
hypothéses que nous avons citées.
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Nous avons déja dit que, pour M—m petite la fonction ¢ (t) sert trés
bien comme une solution approximative. On va voir qu'elle devient dans ce cas
trés semblable a une droite, dans le sens qui sera expliqué tout de suite.

Dans l’exemple %=(x-—])(x——2) (x—3) la droite x=2 est la solution
stable dans le sens de Liapounoff, d’une stabilité asymptotique et uniforme.
La situation dans le cas %=(x——-<pl @) (x—@, (2)) (x—ap; () est trés semblable

par rapport i la fonction x=¢, (). Ella sera autant plus semblable que M—m
est plus petite, Dans ce sens ¢, (r) ,tend* vers une droite stable pouvant,
d’autre coté, avoir la dérivée oscillante; ne possédant, donc, pas les autres
propriétés géométriques des droites.

On pourrait facilement définir avec les exemples correspondants, des
courbes presques stables d’une stabilité asymptotique et uniforme,

CHAPITRE V

ZONE D’INFLUENCE QUALITATIVE DE CERTAINES FONCTIONS
Considérons 1’équation différentielle

8)) V' =F(x,y,9(x))
ou la fonction ¢ (x) jouit d’une certaine propriété qualitative P.

Définition. La région Q (x,y) est dite ,,zone d’influence qualitative
de la fonction ¢ (x)* si I'un peut déduire, partant de la propriété P de o (x),
que toutes les solutions de (1) appartenant &  jouissent de la méme pro-
priété P. '

Cette définition, ainsi que le contenu général du présent passage nous avons
donné dans notre lettre [59] et dans [60].

Parmi un grand nombre d’exemples nous soulignerons le cas de ’équation
(2 yrty =1 (x)
(m, n — les nombres naturels, f(x) continue et différentiable pour x > x;), ou
le role de ¢ (x) joue la fonction y='}7f_(35 (le lieu géométrique de points sta-
m

tionnaires). Sous les hypothéses différentes sur J/f(x) (ayant la signification
de P) nous avons démontré que dans les cas qui suivent, il existe une classe
de solutions, appartenant 3 une région (2, jouissant de la méme propriété cor-
respondante.

Nous allons systématiser les résultats de fagon suivante: sous 'hypothése

m
commune que f(x) et) f(x) sont continues et différentiables pour x> x,,
f(x)>0, nous écrivons les résultats sous A4, B,... relativement aux propriétés
. m

de J/f(x) et sous 1°, 2°... relativement aux propriétés de m, n.
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. m .
A Lg fonction | f(x -+ o pour x — 4 oo (la monotonie n’est pas nécessaire).

1° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers + o
pour x >+ o0.

2° m impair, n impair: toutes les soluticns tendent vers + o pour
X —+ o0, ‘

m
B La fonction V f(x) est monotone et tend vers + oo pour x —oo.

3° m pair, n pair: toutes les solutions tendent vers oo pour x—+ 0.

4° m impair, n pair: il existe une classe de solution; tendant vers + oo
pour x— + oo,

m .
C La fonction V f(x) bornée pour x> x,.
5° m pair, n impair: il existe une classe de solutions bornées.

6° m impair, n pair: il existe une classe de solutions bornées, y impli-
quant le cas ol ces solutions ne scnt pas prolongeables pour x — + co.

7° m impair, n impair: toutes les solutions sont bornées.

m

D La fonction )/ f(x) — c+ o (la monotonie nest pas nécessaire)

8° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers la
méme constante pour x— + <.

9° m impair, n impair: toutes les solutions tendent vers la méme con-
stante pour x —- -+ o,

m
E La fonction V f(x) croissante et monotone, tend vers une constante a>0
: pour x—+ oo,

10° m pair, n pair: il y a une classe de solutions tendant vers g et une
classe tendant vers — a pour x —+ co.

11° m impair, »n pair: il existe une classe de solutions tendant vers a
pour x — + oo,

m
F La fonction Vf(x)—>+0 pour x —+ o (la monotonie n'est pas nécessaire)
Ce cas est compris dans D. 8°, mais le dessin est un peu différent.
12° m pair, n impair: il existe une classe de solutions tendant vers +0
pour x —+ oo, :

Nous ne donnerons pas les démonstrations de tous les résultats (12), parce
que elles sont semblables I'une & I'autre et le lecteur pourra facilement vérifier
les autres aprés avoir vu les démonstrations de quelques des résultats en question,
qui suivent.
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Démonstration de A 1°. On a, donc, I’équation y2% + y2i+i=f(x) (k=
2141
=1,2,3,...; =0, 1, 2,...). Ecrivons la sous la forme y’=l/f(x)—y2"
2k
Le second membre sera positif dans la région — Vf (x) <y<V f (x), nul pour

y= iV f(x) et négatif dans le reste du plan (| y|>V f(x)). Les solutions ap-
2k
partenant a la région |y|<} f(x) sont, donc, croissantes et monotones. Elles
ne peuvent pas tendre, pour x —+ o0, Vvers une limite fixe 3% o0, parce qu'on
20+1

aurait lim } f(x)—y?¥= + o ce qui est impossible, la dérivée d’une fonction

x-—>+c=
monotone qui tend vers une limite fixe ne pouvant tendre que vers zéro dans
le cas ol elle posséde une limite. La solution en question ne peut pas é&tre
bornée pour x— + oo, parce quelle aurait une limite fixe dans ce cas. La
2k
solution soit tend vers + oo pour x->- oo sans jamais atteindre }/f(x), soit
posséde un point commun avec cette fonction. Dans ce point sa premiére
dérivée s’annule. Les solutions en question sont prolongeables infiniment, mais
elles ne peuvent pas avoir une asymptote verticale ou elles tendraient vers + o,

2k
parce que pour |y|>} f(x) les solutions sont décroissantes. Pour x>x (x
2k
Tabcisse du point commun de notre solution et de VF ) f(x)) la solution peut

2k
entrer dans la region | y[>V}"(x) et y décroitre, ne pouvant pas tendre 'vers
une limite fixe & cause des raisons expliquées. Elle doit donc attemdre encore
2k
une fois J f(x) etc. Elle peut donc etre de fagon expliquée liée 3 la V J(x)
2k
et tendre vers + oo avec celle-ci. Da.ns le cas [/ f (x) monotone, par exemple,
: 2k
la solution decrmssante provenant de la région |y |>l/ S (x) peut attemdre Vi) f(x),
2k
Yy avoir son minimum, passer dans | y|<V x) et puis, toujours croissant,
2k
tendre vers + oo. Dans les points y=}/f(x) l'unicité ne doit pas étre obli-
gatoirement remplie, ce qui n’a aucune influence & nos considérations. On a

o _ 2iprr
P - 21
7 (21+1)<Vf—y”)
Demonstratlon de B4°, Onadoncy2’+1+y 2k=f(x)(I=0,1,2,.
2k

k=1,2,...). On aura ' =+ f(x)—y2"1, Le second membre est def1n1 seule-
I+1

ment pour y<} f(x). ‘ |

2k
sc7 ©¢ qui n'est pas définie pour y="£} f(x).
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Par chaque point de cette région passent deux courbes intégrales, une crois-
sante et lautre décroissante. Envisageons une solution croissante. Elle ne peut
pas tendre vers une limite fixe pour x — + o« (voir démonstration de A 1°).
2741
Elle peut donc tendre vers + co sans jamais atteindre }/f(x). Dans le cas ol
2141
elle a un point commun avec J f(x), soit x=x, ce point. Pour x>x, (un voi-
2141 .
sinage droit) on aura) f(x)>y, (x) (¥, étant notre solution), parce que, suivant
21+1
les hypothéses, (/F(x))>y,’ (x) dans ce point. La solution y, (x) ne peut pas
2141 :
avoir un point suivant x,>x, commun avec} f(x), parce que, dans un voisinage
2141
gauche x<x, elle devrait &tre y, (x)>}/ f(x) ou les solutions n’existent pas.
La solution ne pourrait pas &tre continue, ce qui contredit & la nature con-
tinue, différentiable et prolongeable de la solution en question. Pour x>x, la
21+1

solution pourrait donc rester dans y<Jf(x) et y tendre vers + o pour
X —>+ o0,

Démonstration de C6. On a la méme équation et presque la méme
situation comme dans le cas précédent. En général, la solution peut rester

2141

dans y<V f(x) et y rester bornée, mais, prenant en égard que la fonction
2041

bornée |/ f(x) n’est pas supposée obligatoirement monotone et croissante on

2141
peut arriver que, dans le point commun x; de y, (x) et de J f(x) la fonc-
2{+1

tion ) f(x) est décroissante, c’est-a-dire, elle devrait &tre, pour x>x; plus

21+1

grande que |/ f(x), c’est-d-dire, elle devrait entrer dans la zone ,,interdite*,.
ce qui est impossible. Elle peut rester, donc, inprolongeable, ayant la dérivée
gauche nulle dans x=x,;. Elle est bornée, mais pas pour x— -+ 0"

Démonstration de D9. On a I’équation

yRigpy2kii = £(x);  k,I=0,1,...

On a alors
2k+1
¥ =V Fx)—y*
2141 2141
Les solutions sont croissantes pour y<) fF(x) et décroissantes pour y>>} /)x).
Une solution, soit croissante, soit décroissante ne pourrait premiérement
2041
jamais atteindre la courbe y=} f(x). Elle serait monotone et bornée dans ce



Inégalités différentielles et I’analyse . .. 143

2k+1
cas et elle aurait une limite fixe a>0. Sa dérivée |/ f(x)—y2™*1, f(x) tendant,
d’aprés I’hypothése, vers c2!*l, tend aussi vers une limite fixe, qui doit &tre
2k+1
obligatoirement zéro. On a, donc, partant de y’' =} f(x)— 21, pour x—+ o0,
2k+1

0 =)/ c21—g2+1 ce qui donne c=a.
: 21+1

Si la solution a de points communs avec }/ f(x), elle peut rester liée & cette
fonction passant de la région de croissance dans la région de décroissance et
inversement, tendant avec elle vers la méme limite.

Démonstration de E 10°. On a y2k+y2l=f(x) (k, I=1,2,...).

2 .
On a alors, y'= £} f(x)—y2%. Toutes les solutions appartiennent 3 la région
2k

|»| <V f(x). Par chaque point de cette région passent deux courbes intégrales,
Pune croissante et l’autre décroissante. On démontre analoguement au cas

2k
précédent qu’une courbe croissante n’ayant pas de points commun avec J f(x)
ne peut tendre que vers g pour x>+ o. A cause de monotonie de la fonc-

2k

tion V f(x) croissante, une solution croissante ayant un point commun x;
2k

avec ) f(x) doit dans x=x, avoir la dérivée droite nulle et puis rester tou-

2k
jours y(x) <V f(x) sans plus l’atteindre. Elle reste donc bornée et ne peut
que tendre vers la méme constante. Les solutions décroissantes tendent vers — a.

*

Citons enfin quelques exemples élémentaires des équations linéaires ol la
zone d’influence en question est évidente.

Exemple 1. Etant donnée 1’équation
Y =sinx—y

la zone de croissance des solutions est pour y< sinx et la zone de décroissance
pour y>sinx. La zone d’influence est tout le plan XOY, parce que chaque
solution décroissante doit atteindre sin x, y avoir son minimum, passer dans
y<<sin x, croitre, sur y=sinx atteindre son maximum, etc. et rester toujours liée
a la fonction y=sinx. La propriété P d’une solution est d’étre oscillante de
fagon analogue a celle de y=sinx, mais la périodicité n’est pas obligatoire.
La méme conclusion vaut pour les solutions croissantes de y < sin x deviennent
de méme oscillantes.

Si 'on voit I'intégrale générale

y=Ce2+ sin x—;cos x ,
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il est évident que l'on obtient une solution oscillante seulement pour C=0,
mais pour x — + o« le membre Ce-* tend vers O et les solutions ,,ressemblent*
de plus en plus 4 la fonction y=sin x.

Exemple 2 Ftant donnée 1’équation
y=e—y

tout le plan sera la zone d’influence de la fonction y=e* (les solutions
tendent vers + o pour x —+ o). L’intégrale générale confirme la conclusion.

ez
=—+Ce2.
J 2 €

Les équations lindaires et bien d’autres offrent beaucoup d’exemples
concernant la zone d’influence.
*

L’équation (2) devient, pour m=n=2 I’équation connue, étudiée par
Michel Petrovitch (voir [33] et [34] et le petit article pédagogique: Osetljiva
mesta obi¢nih i diferencijalnih jednatina (M. Petrovié, Clanci, Beograd 1949)),
“et d’un autre point de vue par Tadija Pejovié ([41]) et Dragoslav S. Mitri-
novi¢ ([42]). Les lieux géométriques de points stationnaires figurant dans le
présent chapitre, dont le rdle important est bien connu, psuvent bien servir
a titre des solutions approximatives. Nous avons, par exemple, défini la notion
de ,,solution approximative presque stable” (voir notre article [57] et le chapitre
précédent), ol la propriété P introduite dans le présent travail a un sens
distantiel, proche a la stabilité au sens de Liapounoff.

*

11 est facile de voir que I’équation y™—y®=f(x) peut étre aussi consi-
dérée de fagon analogue. Par exemple, considérons I’équation y'2k+1—y2l={f(x),
21

avec f(x)<0 pour x>x,, la fonction —V —f(x) monotone et tendant vers
—o pour x->-+oo. Alors, il existe une classe de solutions tendant vers
—oo pour x—>+ co. Les autre cas doivent étre étudiés sous les hypothéses
semblables au cas de ym+y"=f(x) ou sous les hypothéses différentes de
celles-ci. L’équation

- iI=Il (r—ei (M) =F(x)

offre aussi une suite de possibilités.
*

Envisageons tous les cas ol 4 la fonction ¢ (x) bornée, pour x>x, par
exemple correspond une classe de solutions bornées pour x>x, de I’équation
Y =F(x,y, ¢(x)). Ceci veut-dire que 1’équation y'=F(x, y, ¢ (x)) définit dans
ce cas une transformaticn de 1'ensemble de fonctions bornées ¢(x) en soi-
-méme de fagon qu'a toute fonction ¢ (x) correspond un continu d’éléments
du méme ensemble. Il faudrait bien intéressant d’étudier les propriétés de
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cette transformation ainsi que les généralisations possibles dans ce sens
des idées.

11 est intéressant de remarquer que Michel Petrovitch donne des résul-
tats (voir [36]) concernant I’équation y'=F(x,y, ¢(x)) avec A(x) <o (x)<p(x)
et ces équations de comparaison Yy’ =F(x,y, A(x)), ¥ =F(x, y, 1 (x)). Pour
les solutions des équations considérées il obtient y, (x)<y(x)<y,(x). La pro-
priété P dont nous parluns ici a le sens: ,,étre encadré entre deux courbes
fixes”. Nous avons tiré 1'idée fondamentale de la zone d’influence en étudiant
les travaux de Petrovitch.

SUPPLEMENTS

Nous avons obtenu quelques résultats aprés le séminaire dont le contenu
fait Pobjet de la présente étude. Ces résultats ne sont pas encore publiés.
Nous les citerons sans démonstration.

1° Soit donnée I’équation différentielle aux coefficients continus
1) Lyl=y™+a, (x) y®D+ -« - +a5- (X)) +a5 (x)y=f ().

Considérons sa solution y (x) avec y (xg) =¥y, ¥ (X0) =¥g» -+ - » VP D (x5) =y,*-1),
Soit définie, dans Pintervalle [x,, x,) une fonction v(x) avec v (xo) =y (x,)=
=Yoo VB D (x,) =301 (x,) = y,*1), pour laquelle on a

)] YW g () VDt oo+ g () V +a, () v—f(x) =0 (x)>0

dans [x,, x;), ce qui veut dire que v(x) satisfait & I'inégalité linéaire de
Tchapliguine de P'ordre n. On pose la question: est-ce que on a

3 V(x)>y (%)

dans (xy, x)?

Il est bien connu que la condition nécessaire et suffisante pour la réponse
positive a4 la question posée est la non-négativité de la fonction de Cauchy
K(x, o), c’est-d-dire: K(x, «)>0 dans le triangle x,<ax<x<x,. Nous avons
démontré la proposition suivante:

Proposition 1. L'équation (1) aux coefficients constants a,,...,a, a
la fonction K (x, o) non-négative dans le sens expliqué et pour x, arbitrgire
dans Ie cas ou toutes les racines de I'éguation caractéristique sont réelles et
n<---<r,. La méme conclusion a lieu pou l’equatzon caractéristique de la
forme (r—r)?=0 (r,—nombre réel).

Excepté la condition K(x, ®)>0 qui est nécessaire et suffisante il est
possible de former plusieurs critéres suffisantes pour

Lp]l—f(x)=9(x)>0 = v>y dans (x,, x,).

10 T. Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problémes. ..
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Inspirés par un procédé de démonstration du & A. D. Myskis nous avons
donné pour n=3 (n=3 ne diminue pas la généralité, ce qui sera clairement
montré dans nos démonstrations) certaines classes d’équations du type

V'+a@)y +b(x)y' +e(x)y=f(x)
pour lesquelles I'inégalité différentielle du type (2) dans [x,, x;) a pour
conséquence l'inégalité (3) dans (x,, x,).
Proposition 2. L'implication (2) = (3) a lieu pour les équations dont
les coefficients a(x), b(x) sont données par les équations linéaires
29a(x)+b(x)=—3¢'—3¢2
@ +eYa(x)+ob(x)=—¢"—3 ¢’ —93—c(x),

@(x) étant une fonction arbitraire deux fois différentiable et ¢2—q’#0 dans
[xo, x;) et c¢(x) ¢étant une fonction arbitraire définie dans [x,, x,). Le choix

p= —% facilite la c'émonstration.

Propositio n 3. La méme conclusion 'a lieu pour le systéme
3pa(x)+b(x)=—4¢ —T¢2
@ +99a(x) +9b(x)=—¢"—~3 pp'—>—c (%)
avec 292—¢'#0, ot le réle du choix = —% précédent joue le choix ¢ = —;— .

Plusieurs exemples sont donnés, qui illustrent les possibilités provenant de nos
propositions.

2° Suivant I’étude de P’équation d’Abel, cité en avance nous avons
démontré le théoréme suivant, permettant la conclusion sur I’asymptotique
des solutions dans lintervalle infini.

Proposition 4. Soit donnée I’équation différentielle

+2NY' =£, R r+AX)y+f ()
sous les hypothéses suivantes:

a) les fonctions g(x), fo(x), fi(x), £, (x)

sont continues et bornées pour x> x,
b) on a g(x)>0, f,(x)<0, f,(x)—g(x) f(x)>0,

£, (x)<0 pour x>x,, lim [f,(t)dt=—oo.

X—+o Xo
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¢) Il existe un €>0 tel qu'on on a

h i>supﬁ+—"—~ pour x> Xx,.

>— ’
TR of—fi—e

Alors, il existe une classe de solutions avec y (x) —0.
x>+ @
Les exemples sont construits.
3° Généralisant ,,I’équation chimique’ étudié par Michel Petrovitch

V=A== (fa—))

nous avons démontré

Proposition 5. Soit donnée I’équation

) ¥ =Tl (/D=2 0]
oit fi(x) sont pour x> x, les fonctions différentiables et

LH)<f,(0)<- - <fp(x) lim f;(x)=C;=const.
x>+ =

Soient @;(y) des fonctions différentiables er monotones
(ps (NP1 () i#)) pour —oo <y<+ oo,

On a sous ces hypothéses:
Dans le cas n pair, a chacune des constantes C; (i impair) correspond une
classe de solutions de (4) telle qu’'on a lim y(x)=C; et & chacune des cons-

X =>4 00
tantes C; (i pair) correspond au moins une solution de (4) avec lim y(x)=C.

X >4 @

2° Dans le cas n impair, ¢; des fonctions monotones et croissantes, le
résultat est le méme comme dans 1°, ce qui veut dire pour n impair, que
toutes les solutions tendent vers les constantes.

3° Dans le cas n impair ¢; des fonctions monotones et décroissantes,
aux index i pairs correspondent les classes de solutions tendant vers C;, et
aux index / impairs ,,au moins une solution”, contrairement au résultat 1°,

Les cas ou parmi les ¢; il y a de fonctions croissantes et décroissantes
sont étudiés aussi, ainsi que les cas

P M=M= =0, (N=9(»)
et

L@=HR)=" - =f(x)=f ().
Les exemples sont construits.

10*
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Remarque La littérature citée est divisée en quatre parties, ou la
premiére partie concerne la littérature soviétique, la deuxéme partie la littérature
aux langues occidentalles, la troisiéme partie la littérature yougoslave, la
quatriéme partie les travaux de I'auteur lui méme.

Le principe chronologique n’a pas eu lieu, mais le principe d’importance
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liter au lecteur d’approfondir ces connaissances. Dans 1'article [62] le lecteur
peut trouver un court apergu concernant le travail de 'auteur dans le domaine
d’équations différentielles — une sorte de résumé de la présente étude.

M. Bertolino
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QUELQUES PROPRIETES
ASYMPTOTIQUES D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES



T. Peyovitch a considéré un systéme d’équations différentielles de la forme

dx, n

-3 a®* =123,

ol les coefficients ay (f), (i, k=1,2,3,..., n) sont des fonctions réellees, conti-
nues et bornées de la variable réelle ¢. Il a montré comment les solutions de
ce systéme se comportent lorsque la variable réelle ¢ tend soit vers — oo soit
vers + oo.
Nous allons démontrer que les mémes propriétés sont vérifiés par des
solutions du systéme d’équations
dJQ

M - S a® (=123, )

ol ay(t) (,k=1,2,3,..., n) sont des fonctions réelles, continues et bornées
de la variable réelle 7, tandis que u;(x;) sont des fonctions réelles et déri-

duy (xx)
dxy

vables et leurs dérivées

bornées.

Théoréme 1. Si lon a, pour t>1t,,

) —M<a()<—m Gk=12,..., n)
et, pour x;&E(—o0, + oo)?

duy
(3) g<E<G (1_172’3’°"’ n),

ot m, M, g et G sont des constantes positives,-on aura alors

lim %5 _g limx,=—oo(i=1,2,..., n).

>t dt >t oo

Pour démontrer ce théoréme transformons le systéme d’équations (1) en
introduisant la transformation suivante

(4) ¢ =y (i=1,2,3,..., n),
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d’olt T'on a
dx. 1 yf
(5) _‘.=—,.—l (i=1,2,3,..., n)
dt Y
avee
v dug (%) ¢+ __dy;

(i=1,2,..., n).
En vertu des relations (4) et (5) le systéme d’équations (1) devient -
) iy 2 e@ye  (=1,2,3,..., 7).

Tenant compte des conditions: (2) et (3) le systeme d’équatlons (6) dev1ent un
systeme d’inégalités - sulvantes :

@ —MG,ysz1 Ve<yi<—mgn2 v (=1,2..., 0.

En faisant la somme de ces inégalités de i=1 2 i=n, 611 aura
, LAV I . 2,
—MG(Z J’k) < Zyk<—mg(2 J’k) .
k=1 k=1 k=1

Si I'on divise cette inégalité par (Z yk) ,on peut l’ecr1re sous 14 forme
K=

®) MG >;"- >mg.

n
En intégrant I'inégalité (8) de ¢, 4 ¢, on obtient

©) MG(1—1)+C>— > mg (t—1) +C,

z Ye (D)

k=1

5 1 s .
oit 'on a C=—; . La. constante C est positive, car. 1l’expression

z Vi (1)

k=1
' n n “ (x)
zyk(to)=zek ’
k=1 .- = k=1

est toujours positive. Puisque les expressions
MG (t—1t))+C et mg(t—1t)+C
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sont positives vu que t>#, et C>0, l'inégalité (9) peut &tre mise sous la forme

\

L 1
(10) MG (t— r,,)+c Zyk_Ze ‘

mg @—t)+C )

En vertu de P’inégalité (10), on peut déterminer le comportement des so-
lutions du systéme (1), lorsque ¢ augmente indéfiniment. Par conséquent, de
systéme d’équations (1) et & cause de la condition (2), il en résulte

n dx n
(11) —Mzeuk(xk)<7:<—mk~le""(x") (i=1,2,..., n).

Les inégalités (11), par suite de I'inégalité (10), peuvent étre ecrltes sous
la forme

dx, .
12) T —gtC A~ MGu—19+C (7=1’2’ e ).
En intégrant les inégalités (12) de 7, & ¢, on aura v
M c m c
13 t)y+—mhm———— t t)+—In— |
A3 o I re < )+ e

(i=1,2,...)),

ol les valeurs initiales x;(¢,). sont finies et determmees Les inégalités (12)
et (13) donnent

. dx . .

Iim Z2=9, «+ . lim x;=—c0, (i=1,2,..., n),
tw dt e
t—>+c0 1=+

ce qu’il fallu démontrer.
De méme on démontre les théorémes suivantes:.

Théoreéme 2. Si l'on a, pour t<t,,
—M<ag()<—m,  (bk=1,2,..., n),
et, pour ;& (—~o0, +'), _
—G<ui<—g, (i=1,2,..., n),
oit m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors
dx,

Clim =2 =0, lim limx;= + oo, (i=1,2,..., n).

t>—co dt t—>—o0

Théoréme 3. Si l'on a, pour t<t,,

m<a;(t)<M (,k=1,2,..., n)
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et, pour x; E(— o0, + ),
g<ui<G  (i=1,2,..., n),

ot m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors

lim % -0, m x=—w, (i=1,2,..., n).

t——o0 a4t tp—c0
Théoretme 4. Si l'on a, pour t>1,,
m<ag(t)y<sM (i,k=1,2,3,..., n),
et, pour x;&(—o0, + )
—G<ui<—g (i=1,2,..., n),

ou m, M, g et G sont des constantes positives, on aura alors

lim % =0, m x=-+0  (=1,2,..., n).
t—>tw dt tor o0

2. Le systéme d’équations (1) peut &tre utilisé poﬁr étudier le compor-
tement de la solution du systéme d’équations différentielles

dx; d
(14) w2 w0l 0=1,23,..., n),

lorsque les fonctions a;; () et fi(x); sont réelles et continues par rapport &
leurs arguments.

Théoréme — Si l'on a pour t>1,,
(15) —M<ay(t)<—m, (,k=1,2,3,..., n)
ef, pour X, € (— o0, + ),
(16) €4 0 & frp (xz) < €% R (k=1,2,3,..., n),

tandis que les fonctions wy (x;) et v (xy) sont réelles et dérivables pour toutes
les valeurs de x; et elles satisfont aux conditions suivantes

d d
amn 81<qu—Z<G1 et gz<de’;<G2, (k=1,2,3,..., n),

oum, M, g, G, g, et G, sont constantes positives avec g >g,, G,<G, on
aura alors

C,
X+l —G <x(<x()+ el ——
mg, mg,(t—t)+C, - MG, MG,(t—t)+C,

G 1,2,3,..., n)
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ot I'on a

n - -1 n - -1
c =( > Pk (‘o)]) et C, ___( S Pk (ton)
k=1 /

k=1

En vertu des hypothéses (15) et (16) on obtient du systéme des équations
(14) le systéme des inégalités

(18) MZe'k"""<7;< —m 3, & (i=1,2,3,..., 1)

Si pour les sommes

(19) ) i e"k (*k) et i ev_k k)

k=1 k=1

peuvent &tre trouver la minorante et la majorante, le systéme des inégalités (18)
deviennent de la forme (12).

Pour déterminer ceci, nous partirons de deux systémes d’équations suivantes

(20) S g (1 e* P,
da =
(21) B S e (=1,2,3,..., ).
k=1

Si l'on pose €)=y, "N =z dans les systémes (20) et (21) et on utilise
les hypothéses (15), (16) et (17) alors avec le méme procédé ainsi qu’aupara-
vant, on obtient les relations

(22) 1 <SR 1
2
MG, (t—1t)+C, =4 mg, (t—1t) + €,
(23) S SR Y N SR
G, M@—~1)+C, ;= - mg, (t—1)+C,
ol Pon a

c - ( i £ B €] )_‘ et C,= ( i o'k Uk (fo)])—l
k=1 k=1
D’aprés I’hypothése (16) on voit que
ek (0) < ek R
et par conséquent

n

& PR ol j v Xk ()]
Z e ;
k=1 k=1
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ou bien
(ki &k *k (to)])fl > (2 er [k (to)])—l .
=1

Cette inégalité montre que
24 C>C,
Puisque 'on sait que

&> 82 G, <G, et C,>C,,
il s’en suit que

mg, (t—t)) >mg, (t—1,) et MG,(t—1,)> MG, (t—1,)

et 'on a

mg, (t—1t) + C, >mg, (t—1t)+ C,,

m G, (t—1y) +C, > MG, (t—1,) +C,,

MG,(t—1)+C > MG,(t—1t)+C,.
Nous écrivons ces inégalités sous la forme

1 < 1 ,
mg (t—t)+C, mg,(t—1t)+C,
1 < 1
MG, (t—t) +C, MG, (1—tp)+C,
1 < 1 ’
GM(i—td+C MG,(t—t)+C,

En vertu des inégalités (25) on voit que les inégalités (22) et (23) peuvent
étre remplacées par des inégalités

@25

“ & G 1
GzM(t t)+C z gzm(t"‘to)"'cz ’
(26)
l Z” evk (xk) 1 ,
G, M@—1t)+C, =4 gm@i—t)+C,

La minorante cherchée et la majorante cherchée pour les sommes (19) sont
le membre gauche et membre droit des inégalités obtenues (26). Puisque les
sommes (19) ont la méme minorante et la méme majorante, alors les inéga-
lités (18) peuvent €tre remplacées par les inégalités

gm@E—t)+C, dt G, M(t—1)+C

@7 (i=1,2,3,..., n).
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En intégrant ces inégalités (27) de ¢ & 1,, on obtient

M c
xg () + In — =22 <x; (1) <X (t) +—— In G
gm gam(t—1t)+C, G, M G, M(t—1t)+C;

(i=1,2,..., n).

De cette maniére nous avons démontré le théoréme mentionné ci-dessus.

Remarquons que si I'on introduit pour les fonctions ay (f), w (xg) et
v; (x;) autres hypothéses comme par exemple

—M<ap(t)<—m (i,k=1,2,3,..., n),
pour t>t0 et pour x;&(—oo0, + o0)

d
G1<d—<—g1 et —G2<£<—g2 (k=1,2,...,n),

étant donné que m, M, g, G,, g, et G, sont des constantes positives avec
g2,>g, et G;<G, avec le méme procédé que dans le cas précédent, on obtien-
dra alors l'inégalité qui correspond aux hypothéses introduites plus haut.

3. Théoréme — Si dans le systéme d’équations de la forme
dx; .
(28) z aik(t)fk(xk) (l=1923 33- ) n)9

les fonctions ay, (1) (i,k=1,2,3,..., n), sont réelles, continues et telles que
Pon a, pour t>t;,

(29) —~M<ap()<—m, M>m>0 (i k=1,2,..., n)

et les fonctions fi(xy) (k=1,2,3,..., n) sont réelles, continues et positives
dans tout Dintervalle fini, alors les solutions réelles et continues x;(t) de ce
systéme d’équations, pour la variable réelle t, ont les propriétés

lim x;=—o0 (i=1,2,3,..., n).

t—+ 0

En vertu de la condition (29) et de I’hypothése concernant les fonctions
Je (%), le systéme (28) donne

(30) ——Mz fk(xk)<——<—m z Je(xe) i=1,2,..., n).
k=1
Tenant compte des inégalités (30), on conclut que les dérivées %1 sont finies

et bornées pour toutes valeurs finies de x; puisque les fonctions fi(x;) sont
finies pour les valeurs finies de x;. Les solutions

(31) xiz‘Pi(t) (i=1:2’37"" n):

11 T, Pejovié, M. Bertolino, O. Rakié: Quelques problémes . ..
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qui par hypothése existent, sont continues et monotonement décroissantes lors-
que t—>+ o et cela strictement monotonement, car pour x; fini, on a tou-

jours —;éO ce que montrent les inégalités (30).

Pour montrer que x;——oo lorsque — + oo il suffit de montrer que x;
n’a point d’asymptote paralléle 3 'axe de ¢ & la distance finie

(32) xg=—d4, (4>0),  (i=1,2,..., n).

Dans ce but nous allons résoudre une des équations (31) par rapport a ¢, soit
j-iéme, et l'on a

(33) =y (xy).

Si on remplace ¢ dans les autres solutions X, X,, ..., Xi—gs Xprgs Xivas«eos Xns
on obtient

(34) X = @ (1) = @ 1 (x9)] = P (x0) (k=1,2,..., n).

Enfin, si Pon remplace les valeurs ¢ et x; de (33) et (34) dans des équations
(28), on aura

dx’ Z agge s ()] fio [P ()]

et pour k=i on a

g [vi ()] S [P (x0)] = as [ws (x)1 S (%:)-

Pour que les courbes intégrales x;(r) aient des asymptotes paralléles & I'axe de
t 4 la distance fini x;=—A, il faut que

lim %%~ 1im z aig [yi (x)] fe () = z ay [pi (—A)] i [Pr (—A4)]

t—o al Xj—>—A i1
(i=1,2,..., n

soit égal & zéro. Par conséquant, puisque par hypothése les fonctions fj (x;) =
=3 [DPr (x;)] sont positives et finies pour toute valeur finie de x; et les fonc-
tions agy, (¢) =ay [w; (x;)] négatives et différentes de zéro pour t>¢,, cette limite
ne peut pas étre égale & zéro. Donc, les courbes intégrales x;(f) n’ont pas des
asymptotes paralléles a4 Paxe de ¢ 4 la distance finie de I’axe de ¢. Puisque
les courbes intégrales sont monotonement décroissantes, on aura vX Xx;(f)—>—
lorsque t—0, ce qu’il a fallu démontrer.

Ce théoréme est plus générale que les précédents, mais il est moins pré-
cis, car les théorémes précédents donnent les comportments des x;(¢) pour {—co.

4. Si les coefficients ay (¢) du systéme (2) sont des constantes réelles et
si les fonctions réelles u; (x;) ont les formes wuy(x;) =gz Xz, OU g sont des
constantes réelles, alors on .aura le théoréme suivant
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Théoréme — Soit x;(t), (i=1,2,..., n) le systéme des solutions
d’équations différentielles .

dx; 2 .
ol A &8k %k =1 s 1),
3% p k=§l (7 (i=1,2,3, n)

ol ay, et g sont les constantes réelles. Ce systéme admet, sous les conditions

2 2
(36) 8i i3 Qg ke1—2 8i 8hr1 Uit Aiay > kg + Bicsr Ahorrs & Oy k11 =0
i=1,2,3,..., n—1; k=i, i+1, i+2,..., n—1
la propriété
n

lim > gyay es*1=0,

t—>t o i=1

Pour démontrer le théoréme que ’on vient  d’énoncer, transformons le
systéme (35) par la substitution

(37) Vo= byt (s=1,2,3,..., n).
i=1

ol by sont des constantes réelles, Déterminons les coefficients b,; de la ma-
ni¢re que le systéme (35) se raméne au systéme d’équations de la forme

@8) Py =123,

Les relations (37) donnent

dys n . dx,
39 4 by %t =4 =1,2,3,.., n).
{(39) . igl i bs; &° - (s 3,..,n)

Si I'on substitue les valeurs de ys et % exprimées par les formules (37) et

{39) dans le systtme d’équations (38), on aura
(40) i(gibsiegixi nz aikegk"k)=(§: bs; eg""")z, (s=1,2,..,n).
i=1 k=1 i=1
Le membre gauche et droit de ce systéme peuvent &tre écrit sous la forme
@1 S (5, sbuameron )= 5 (5 bty enmencn).
i=1 k=l =1 \k=

Pour obtenir les équations de forme plus maniable pour déterminer les coeffi-
cients bs;, nous écrirons le systtme (41) sous la forme

11*
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n n—=1 /n—1
z 8i by ay 517 + Z ( Z 855101, k1 + 8y Dss ko1 Ty ,i)egixi"'gk“ et =
i=1 i

i=1 \k=i
noo, n—1n—1
= Z bsi 8% +2 z z bsib83k+1 egixi+gk+1xk+1, (S—_— 1, 2, ey n),
i=1 r=1k=i
d’olt ’'on a
n n=1 n—1
(42) > (&ibs ay—bg) %1% + > > (8ibsuay, g +
i=1 i=1 k=i
+ 8r+1 Dss oty Try s =2 Dy by, goy) €517 81 Ts1 = 0, (s=1,2,3,..., n).

Puisque €2%i%£0 et, efi*i*8k+1%k+15£0 pour toutes les valeurs finies de x;, les
équations (42) serons alors identiquement €gales ‘4 zéro si 'on a

(43) 8ibuay—bi=0  (i,s=1,2,3,..., n);

(44) 81 b5 @iy ko1 + 8rna By kvt Berys =2 B by g1y =0,
s=1,2,3,..., n i=1,2,3,..., n—1; k=i, i+1,.. , n—1.

Les valeurs

(45) | by=giay,  (,s=1,2,3,..., n),

que l'on obtient du systéme d’équations (43) doivent satisfaire aussi au sys-
téme (44)
Si I'on pose dans le systeme (44)
bsi=giay et Db, g+ =8k+1 Tpr1s bo1s

il devient alors
2 2
(46) 8i Ay s, 12 81 8ics1 Git vt ko1 + kot Terrs § Tprg» k41 =0
(=1,23,..., n—1),  (k=i, i+1, i+2,..., n—1).

Dans le systéme (44) ou bien (46) le nombre de relations en tout est
. | . A . .y .
égal a ?n(n—l) ce que l'on reconnait facilement de la maniére suivante;

1° Pour i=1,k=1,2,3,..., n—1 les relations (46) donnent n—1 équa-~
tions; 2° pour i=2, k=2,3,4,..., n—1, les relations donnent n—2 équations
et ainsi de suite. Enfin, pour i=n—1 les relations (46) donnent une équation.
Donc, on aura en tout

(n—1)+(n—2)+(n—3) + - - - +[n—(n—1)]=%n(n—1)

de relations




Quelques propriétés asymptotiques... 165

Par conséquent, le systéme d’équations différenticlles (35) sous la condi-
tion que les coefficients a;; et g, satisfassent aux relations (46), peut étre ra-
mené par la substitution (37) au systéme (38) et aves les relations (45).

Si I'on intégre les équations différentelles (38) de 7, & ¢, on obtient

t t

f—lydy,,=fdt 5=1,2,..., n),
v:

. o

c’est-a-dire

1 1

_— =f—t s=1,2,...,
7 2, () o &
ou bien
¥s () Vs (to)
1) = = s=1,2,..., n).
Vs ) 1=y, (t) (t—1)  ys (t) (t—1)+1 ( )
D’oll I’'on a
lim S gay = lim —2% 0 (5—1,2,..., n),
t—>too i=zl B t>tw ¥y () (f9—1) +1 ( "

parce que y;(f,) sont des nombres finis et réels.
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