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1 YBO[

O6nacT 13 koje NOTUYe TemMa OBOr paja jecTe eKOHOMETpuja, Mnaja Hayka HacTana
TpuaecetTUx roguMHa npowrnor Beka. ToO je rpaHa €KOHOMCKE Hayke Koja roBesyje
€KOHOMCKY Teopujy, MaTeMaTn4Ky eKOHOMWjy U MeTOoAe CTaTUCTUYKe aHanuse, a 6aeu ce
pasBujakeM U ycaBpluaBateM MeToAda W Mofena 3a KBaHTUTATUBHY aHanusy kao u
pa3BojeM Mozena y BPEMEHCKMM cepujama 3a ekoHoMmcka npeasufarba. basvpa ce Ha
pas3BoOjy CTaTUCTUYKMX MeToda 3a yTBphuBaHe EKOHOMCKMX penauuja, TecTupare
€KOHOMCKMX Teopuja, oOLeHMBaHe U UMMNIIEMEHTaLM]y NOCNOBHMX U ApXXaBHMX NONUTMKA.

ETumonoLwikn, napas ekoHomMeTpuja unn ,Mepere y EKOHOMUjU“ HacTarno o ABe rpyke
peudn: ekoHomuja (rPYKM OIKOVOMia) n mepere (rpukm PETPa). Cam Ha3nB eKOHOMETpUja
yBEO je y ekoHOMCKYy nutepaTtypy ParHap ®puw (Ragnar Frisch), HopBeLLKM eKkoHoMUCTa
N ctaTuctmyap, KacHuje nobutHuk npee HobenoBe Harpage n3 nogpydja €KOHOMCKE
Hayke.

AHanusa @UHaHCUjCKNX BPEMEHCKUX cepuja TMpUBYKNA je 3Ha4dajHy naxwy
nocnegwunx roguHa, Hapounto og 2003. rogmHe kaga je npodecopmma PobepTy EHrn
(Robert Engle) n Knajsy 'peHuep (Clive Granger) nogerbeHa Hobernosa Harpaga 3a
€eKOHOMCKe Hayke. HbuxoBa nsyyaBara AOonpuHena cy aHanumsm nogataka O BpEMEHCKUM
cepujama koje cy pyHaAaMeHTarnHo NPOMeEHUIe Ha4yrH Ha KOj EKOHOMUCTU aHanu3upajy
PMHaHCHjCKE M MakpoekoHOMcKe nogaTke. PUHaHCMjcke BPeEMEHCKe cepuje ce baBse
npoLernBakbeM BpeOHOCTU aKTMBa TOKOM BpeMeHa, Kako Y TEOPUjCKOM CMUCHY Tako Uy
npakcu. Hbuma ce onucyjy KpeTawe LeHa Ha TPXULITY, U3BO3, rogullikba Npou3BoaHa
nutg. KrbyyHa cBojcTBa (PMHaAHCU|CKUX BPEMEHCKUX cepuja Cy: MocTojake TpeHaa,
CE30HCKMX Bapwjauuja, CTPYKTypHOr noma u HectabunHa BapwujaHca. 36or o0BMX
cBojcTaBa (hMHAHCUjCKNX BPEMEHCKUX Cepuja JOLWSIO je A0 pa3Boja ogpeheHnx mogena.

BonatunHocT je Beoma OuTaH napameTap Koju npeactaBiba Mepy HeogpeheHocTw.
Momohy BoOMaTUMAHOCTU OMUCYjEMO PU3NK MPOMEHE BPELHOCTU HEKOr (OUHAaHCWjCKOor
AepuvBaTta. Y MatemMaTU4kOM CMUCITY BONTATUIHOCT NpeacTaBrba cCTaHaapaHy Aesuvjaunjy.
MehyTum, BONaTUMHOCT HE MOXE [da ce peructpyje, na je notpebHo u3BpLWUTMK
Moaenuparwe. Kag ce BOMaTUHOCT Mewa TOKOM BpeMeHa OHAa Ty HeHy OCOOMHY
Ha3MBaMO XeTepockedacTUYHOCT. Kako je koA KrnacMyHMX EeKOHOMETPMjCKMX mMoaena
jeAHa o OCHOBHUX MPETNOCTaBKN KOHCTaHTHa BapujaHca, PobepTt EHrn je 1982. roanHe
yBEO HOBY KNnacy CTOXaCTMYKMX Mpoueca, noj HasvBOM ayTOPErpecUOHN YCrOBHU
xeTepockegactuyHn mogenu (ARCH).

Y oBoM pagy he Ha nodeTky OGUTU onmcaHa aHanmM3a BPEMEHCKUX cepuja U CBU
perneBaHTHM MOjMOBU Kao LUTO Cy CiyyajHU nNpouecu, CTaumMoHapHOCT, ayTokopenaynoHa
N ayTokoBapujaumoHa dyHkumja, 6enu wym, cnyyajHo nytawe u cn. 3atum he getarbHo
OuTn onucaHu cnegehu nojMoBuM: TpeHA-CTauMoHapHa M AndepeHLHO-CTauMoHapHa
knaca mopgena, ARIMA wmopenu, TeCTOBUM jeOWHWYHOr KopeHa, bokc-lLleHknHcoBa
cTpaTternja u CTPYKTYPHW FOM, KOjU npeAcTtaBrbajy OUTHE KOMMOHEHTE EKOHOMCKMUX
BPEMEHCKNX cepuja.



2 AHANN3A BPEMEHCKUX CEPNJA

AHanunsa BpeMeHCKUX cepuja NpeacTaBriba jeaHy 04 CTaTUCTUMYKMX OAMCUMMNINHA Koja
6enexun HajaMHaMn4Huju pa3Boj nocneawnx aeueHuja. [lo oBor 6ypHor passoja goLo
je YHyTpalwHOoM ANHAMWKOM W OOCTUTHYTUM CTEMNEHOM pasBoja came AUCUMNANHE, a
Takohe n 360or npucyTHe NHTEpakumje ca ocTanum gucumnnmHama, nocebHo EKOHOMUjOM.
Pa3Boj caBpemeHe aHanuise BpPeMEHCKUX cepuja je Tekao ynopeno U ca eBOSyLujom
€KOHOMCKMX MOoAena o4 CTaTUYKMX A0 AMHaMUYKUX, U ca yBOheHeM HEW3BECHOCTU Yy
MoAene, 04HOCHO HMXOBOM €BOSYLNjOM 0 ETEPMUHUCTUYKNX OO CTOXACTUYKMX.

lMog BpemMeHckoM cepujom nogpasymesamo ypeheHn Hu3 oncepsauumja. [Npu Tome ce
ypehuBamwe Hajuyewwhe, anu He HYXXHO, BPLUM Y OAHOCY Ha BpeMe 1 TO OBUYHO Y jeAHaKnM
BpeMeHCKUM uHTepBanumMa. OCHOBHM UWIbEBW Y aHanu3m BPEMEHCKMX cepuja cy
onucmBarwe, objawraBawe U npensuhame BpemeHcke cepuje. [locmaTpanem
BPEMEHCKe cepuje Mory ce youuTtu ogpeheHe geTepMUHUCTUYKE KOMMOHeHTe. JedHa of
BaXKHUjUX KOMIMOHEHAaTa je TpeHA, Koju nspaxasa LyropovHy TeHOAeHUNjy pa3Boja cepuje.
Y 3aBUCHOCTW O, Tora a nu cepuvja pacTte unu onaga, TpeHa Mmoxe 6utn pactyhu mnm
onagajyhun. Takohe, TpeHg Moxe BUTN OeTEPMUHUCTUYKN MU CTOXaCTUYKK, LUTO 3aBUCK
Of TOra [a nu ce KpeTake BPpeMEHCKe cepuje MoXe npeaBuaeTv Ha OCHOBY NPETXOAHUX
BpegHoCTU unun He. lNopen TpeHda, MOXe ce jaBUTU U Cce30HCcKa KoMMnoHeHTa. OHa je
pesyntaT AejctBa (aktopa Koju ce jaBrbajy y ogpeheHum nepuoguma, cesoHama.
BpemeHcka cepuja cagpxu 1 criydajHy KOMMOHEHTY, Koja ce HasuBa Oenu wym. Besa
OBWX KOMMOHEHTN MOXe BUTK aguTUBHA, MynTUNIMKaTUBHA MW MELLOBUTA.

Kopuwherwem pasnnumtmx mogena aHanu3e BPEMEHCKUX Cepuja Xennmmo onucatu
n3yyaBaHy nojaBy, Mo MoryhHocTn gatm objalHere 3allTO U Kako je OO He AOLUNo,
3aTUM NpeaBuaeTV HEHO KpeTakwe y HapegHOM nepuoay U HanocneTky, MaHunynaumjom
BefIMYMHA KOje ycnoBSbaBajy nocmaTtpaHy nojaBy, UCTY ApxaTu nod KoHTpornom. [a
BMCMO M3awWwnn y cycpeTt OBMM LUIbEBMMA MOXEMO KOPUCTUTU anTepHaTUBHE NpucTyne
aHanuse BpPeMeHCKNX cepuja, OOHOCHO pasnuMyuTa MeTodosIoWKa U Mogericka peLlena
Yy OKBUPY CBaKOT O HUX.

., Lurb aHanu3se spemeHcKux cepuja je da ce nocmuzHy cnedeha yemupu napyujanHa
uusrba, Koju ce Mmocy cMampamu OesioguMa jeOHo2 ceeornuwimee yusrba:

o [leckpunyuja: Y yurby usy4agaH-a OCHOBHUX KapaKkmepucmuka epeMeHcKe cepuje
KopucmuMo H-eHe epaghuyke rpukase u cymapHe cmamucmuke. Onuc KrbyYHUX
Kapakmepucmuka cepuje uma epedHocm no cebu, anu Hajyewhe npedcmassba
npey emary aHasnuse epeMeHcke cepuje. Npernopydyyje ce kao obasesHa emara.
Haume, 4yecmo ce mokom aHarsu3e rokaxe Oa je eeh jeOHocmagHUM 2paguyKum
npukasom Oowrna 00 u3paxaja CyWMmUHCKa Kapakmepucmuka rocmampaHe
rnojase, me O0a Hema rnompebe Kopucmumu CriIOXXeHuje cmamucmu4yke memoode
aHarsiuse epeMeHCKUX cepuja.



o Objawmr-ere: Kada pacrionaxemMo ca euwe cepuja Moayhe je kopucmumu
gapujayuje jeOHe cepuje y yusrby objawrberba 8apujayuja y 0py2oj 8PEMEHCKO]
cepuju. JedaH 00 npucmyra y mom cmucrly basupaH je Ha peepecuoHOj aHanusu
8pPEeMEeHCKUX cepuja (Moder jedHe jeOHa4vyuHe unu Modesi cCuMynmaHux jeOHa4yuHa),
a Opyeu Ha aHanusu wmodena yHKyuje rnpeHoca (yna3Ha cepuja ce
mpaHcgopmuwe y usnasHy cepujy ruHeapHoM mpaHcgopmayujom). Takohe,
eeHepanusayujom moodesna jedHOOUMEH3UOHUX 8PEMEHCKUX cepuja Kao wmo cy
Ha rnpumep aymopezpecuoHu Mmodesu, 0obujamo moderie euwWedUMEH3UOHUX
8PEMEHCKUX cepuja, m38. 8€KMOPCKe aymopeepecuoHe modene. Y rnocnedme
gpeme 08U MOOesiU 8pPeMEHCKUX cepuja npedcmassbajy OCHO8Y 3a CMPYKMYypPHY
aHarsnu3sy nocmMampade riojage (Uucrnumueame e2302eHOCmu, y3poYyHocmu u ap.).

e [IpoecHo3upar-e: Ha ocHogy npownux orcepeayuja UdeHmMuUUKyjeMo U OUeHUMO
Modes1 8peMEeHCKe cepuje Koz2a MomoM KOpUucmumMo 3a hopMupar-e Mpo2HO3e
bydyhux epedHocmu cepuje. Y ceakoj 00 HagedeHUX emarna egpadwe moodersia
Kopucmumo CKyr cmamucmuykux mecmoea U Kpumepujyma Kojuma
gepuuKyjemMo sarbaHocm KopuwheHoza npoeHocmu4koza modena y rnopehery ca
Opyauma KOHKypeHmcKum mooesiuma.

e KoHmpona: [Ja bucmo nocmuenu o8aj Uusb aHanuie epadumo moden hyHKuuje
rpeHoca 8peMeHCKe cepuje U Ha OCHO8Y H-eaa ¢hopMupamo rpoaHo3y. 3amum
ynasHy cepujy npunazohasamo mako 0a pe3ynmupajyhu, usnasHu npouec, 6yoe
y 6nu3uHuU XxesrbeHoe uyusrba. KoHmposia kao yusb aHanuse rnocebHo je
UHMepecaHmaH y aHasnu3u 8peMeHCKUX cepuja Koje ce jasrbajy y cmamucmuykoj
KoHmponu keanumema.“ ([4])

2.1 Cny4ajHn npouecu

Mpe Hero wTo AeduMHMLIEMO MNOjMOBE CrlydajHOr npoLueca WU BpPeEMEHCKe cepwuje,
nogcetuhemMo ce HeKMX OCHOBHUMX MojMoBa U aedHuumja.

OsHaumMMo ca ) npocTop mcxoda Hekor ekcnepumeHTa. lMoackynose () HasvMBamo
porahajn, a knacy cBux gorahaja o3Ha4yaBamo ca A. Knacu gorahaja npunaga ckyn Q
(curypaH pgorahaj), npasaH ckyn @ M Krnaca je 3aTBOpeHa y oaHocy Ha npebpojuy
NMPVMMEHY CKYMOBHMX onepaumja (KOMNIEMEHT CKyna, yHuja n npecex).

Aedununuja 1. YpeheHa mpojka (2, A, P) , ede je

) - npocmop ucxoda cryyajHoe ekcriepumeHma,

A - o aneebpa nodckyrnosa ckyna |2,

P - eeposamHoha dehuHucaHa Ha o anzebpu A,
308e ce npocmop eeposamHoha unu eeposamocHu MoOesl pa3MampaHo2 Crly4ajHo2
ekcrniepumeHma. EnemeHmu o anzebpe A 308y ce criyyajHu dozahaju.



Hedununuja 2. Heka je dam npocmop eeposamHoha (12, A, P), u Heka je (R, B) nap 4uje
Cy KOMroHeHme cKyn pearnHux 6pojesa u bopenosa o anzebpa nodckyrosa cKyna
peariHux bpojesa. @yHKyuja Y: ) — R 308e ce criyyajHa eefiuduHa, ako je Meprbusa
y OOHocy Ha o aneebpe A i B, mj. ako 3a ceaku bopersios ckyn B € B 8axu

Y 1(B) = {w:Y(w) € B} € A.

Aedununuja 3. Pamunuja crnydajHux npomeHsbusux {X. t € T,w € 1} OeguHUCaHUX
Had ucmum ripocmopom seposamHoha (12, A, P), 308e ce cmoxacmuyku (criydajaH)
rnpouec, ca napamemapckum (UHOeKCHUM) cKyrnom T.

Ako je, 3a cBako t € T, NpOCTOP BPEeAHOCTM npoueca ckyn peanHux 6pojesa R, Taga
npouec Ha3MBaMoO pearHuMmM rpouecom, a meprbue npoctop (R, B) Ha3uBaMo da3HUM
npoctopom npoueca. Ckyn T ce HasvMBa napameTapCKMM WAN WHOEKCHUM CKYMOM.
O6u4HO ce MHAOEKC t MHTepnpeTnpa Kao Bpeme, a 3a ckyn T ce y3auma nHtepsan [0, +0)
UM HEKN HeroB MNOACKYN. Y 3aBMCHOCTM O Tora KakaB je MHOeKcHW ckyn T, npouece
AEeNnUMOo Ha fBe rpyne:

e Ako je ckyn T AucCKpeTaH CKyn, Taga npouec npencTaBiba HU3 CryyajHUX
NPOMEHIBMBUX, KaXke Ce W CriydajHu npouec ca OUCKPETHUM BpeMeHoM. AKo je
ckyn T koHauyaH, Taga npouec {X;}npeacraBrba cnyyajaH n ANMEH3VMOHamHW
crny4yajHu BekTop, obnuka (X, , X¢,, X¢,, ..., X¢,);

e Ako je ckyn T wHTepBan, Taga npouec npeacTaBfba ChyyajHU npouec ca
HenpekngHMM BpeMEHOM.

lMojam Npoueca Moxe Aa ce NHTepnpeTupa Ha jow jefaH Ha4yuH, ako ce 3a CKyn CBUX
ucxoga ekcrnepumeHta (1 usabepe ©Oaw ckyn OEeTEPMUHUCTUYKUX  DYHKUMja,
AeduHNCcCaHNX Ha wuHTepBany T. 3amucnMmo pJarbe ga ce M3 Tor cKyna
AETEPMUHUCTUYKUX  DYHKUMj@ HEKUM CryyYyajHMM  MexaHu3MoM ©Oupa jegHa Takea
dyHKumja n obenexunmo je ca X;. Ha nokasaH HaunH Jobuja ce cnyyajaH npouec. Ceaka
dyHKkumja X; usabpaHa Ha OBaj Ha4yuMH, Ha3MBa Ce TpajekTopuja UnNu peanu3aumja
cny4ajHor npovueca.

2.2 CTraumoHapHOCT U eprogn4yHoCT

Aebununuja 4. Cmoxacmuyku rpouec je cmpo20 cmayuoHapaH ako Ccy He208e
KOHa4yHOOUMeH3UOHarnHe ¢byHKyuje pacriodesie UHeapujaHmHe y OOHOCYy Ha t,
OOHOCHO aKo 3a t;,t; + k€T, i =1,2,..

Fthl---'th (xt1’ s xtn) = FXt1+k'---'th+k (xt1' e xtn)'

3Haun fga byHKUMja pacnogenie CToxXxacTUYKOr npoueca ocTaje HemsMeweHa Kkaga ce
Cny4yajaH BEKTOP KOMe OHa ogrosapa nomepu (TpaHcnmpa) y BpeMeHy 3a NPpOU3BOSbHO k.
[Mojam CTPUKTHE CTaLMOHAPHOCTM je KOPUCTaH Y KOHTEKCTY Teopuje BepoBaTHohe, anu je
O Mare KOpUCTU Y NpakTUYHOM MoAenupary jep je 6asvpaH Ha Heno3HaToj PYHKUNjK
pacnogene. CTtora yBOAMMO MOjaM CTaUWMOHAPHOCTU Yy LwwmMpeM cmucny. To je Tun
CTaUMOHaApPHOCTM 3a KOju BMCMO peknu ga Crnyxu y onepaTuBHe CBpXe.



MpBoO je noTpebHO yBECTU AedUHULMjE NPBa ABAa MOMEHTA CTOXaCTUYKOr npoLeca.

@yHKyuja cpeduHe rpoueca Uit je:
pe= E(Xt).

®yHKyuja eapujaHce npoueca of je:

O't2 = EX; — /’Lt)z-

KoeapujayuoHa gpyHkuuja usmely X, u X., y 08a epemeHcka mpeHymka t, U t,
Je:

V(tl; tz) = E(Xt1 - ‘utl)(XtZ - 'utz)'

KopenauuoHa gyHkuuja usmehy X, u X, je:
y(t1, t2)

p(ty,ty) = ——.
/atzl /atzz

Aedununuja 5. Cmoxacmuyku npouec {X, t € T}, je crnabo cmayuoHapaH, YKOIUKO Cy
ucnyweHu cnedehu ycriosu:
1. E(X;) =u=const,Vt €T,
2. E(X;’) <oo,VtET,
3. Cov(Xy, Xp—p) = EXy —wEX—p — ) = v(k),Vt,k €T,

N3 cTpore ctaumoHapHOCTM cnegu craba CTauMOHapHOCT CTOXaCTUYKOr mpoleca
Kaga je (pyHKUMja BapujaHce KOHa4vHa 3a Vt € T, anv obpHYTO HE Mopa [a Baxw.

CTpUKTHaA CTaLMOHApPHOCT Ha3uBa ce M CTaLMOHAPHOCT Y YXXeM CMUCHY, KOMMfeTHa
CTauMOHaApHOCT WK cTpora cTaunoHapHocT. Cnaba cTauMoHapHOCT HasuBa ce U
CTauMOHapHOCT Yy LWupeM cmucrny, a cnaba crayuoHapHOCT Apyror peja u
CTaLMOHapPHOCT Y KoBapujaHCH.

3a npouec ce Kaxe fa je cTaumoHapaH m-Tor pefia ako NoCToje CBU HeroBn MOMEHTH
m-TOr pefa Koju Cy BPEMEHCKM WHBapWjaHTHU (He 3aBuce O MOYEeTHOr BPEMEHCKOT
TpeHyTka). Tako Ha npumep, cnaba craunmoHapHOCT APYror peda 3Ha4vu fa je npouec ca
KOHCTa@HTHOM CpeauHOM U BapWujaHCOM, a Aa KoBapujauMoHa 1 KopenaumoHa dyHKuuja
3aBUCe CaMO O, BpEMEHCKOr UHTepBana.



BarkaH npymMep CToXacTUYKMX NpoLleca jecTe HopMmanaH unu Maycos (Gauss) npouect
KO KOr Cy CTpUKTHa M cnaba cTauMoHapHOCT EKBUBArIEHTHE.

Aedununuja 6. Criabo cmauyuoHapaH ripouec dpyzoe peda {X;,t € T} je epeoduyaH aKko
K

1
Jim > ) =0,
k=1

EprognyHocT je ucnyweHa 3a BehuHy cTaumoHapHUX npoueca Koju ce cpehy y
npakcu. AKo je npoLec eproanyaH 3Haun ga ca nosehaweM OyXUHEe BPEMEHCKe cepuje
MOMEHTU U3 y30pKa KOHBeprupajy y cpeiwe KBagpaTHOM CMUCY Ka oaroBapajyhunm
MOMEHTMMa nonynauunje. Y3 YCnoB eproguvyHoOCTU BpPEMEHCKM npocek he 6utn
HernpucTpacHa M KOH3WCTEHTHa oueHa cpeguHe nonynaumje kao wrto he u oueHa
KoBapujaumoHe dyHKUuMje OUTU KOH3UCTEHTHa oueHa nonynauuoHe KoBapujaunoHe

dyHKUmje.

JAebununuja 7. BpemeHcka cepuja je jeOHa peanu3ayuja cmoxacmuykoe rpouyeca.

Hekn ayTopu nojam BpeMeHCke cepuvje W CrnyyajHor npoueca Tymaye Kao MAEHTUYHE
TEPMUHE.

2.3 AyTokoBapujaunoHa 1 ayTokopenaumoHa yHKumja

JegHa 0 OCHOBHMX CTaBKM Yy aHanmM3n BPEMEHCKUX cepuja je UCNUTMBaHE
Kopenauuje wuamelly cnyyajHe nNpOMEHIbMBE U HEHUX MpOLWMX BpedHoCcTU. 3a
ncnnTUBaH€e Kopenaumje KOpUcTMMO ayToKopenaumoHy 1 ayTokoBapujaunoHy OyHKUMjY.

JAedununuja 8. (aymokosapujayuoHa yHkyuja) AymokosapujayuoHa yHkuuja y(h)
cmayuoHapHoe ripoueca (X;) ez 0epuHucaHa je criedehom chopmyiom
y(h) = Cov(Xy, Xe—p) = E(Xt - E(Xt))(Xt—h - E(Xt—h))
= E(XX¢-n) — E(X)EX¢-n), Vh € L.

JAebununuja 9. (aymokopenayuoHa yHKyuja) AymokopenauyuoHa yHkuuja p(h)
crnabo cmayuoHapHoe ripoueca (X;) ez 0egpuHucaHa je criedehom ghopmyiom
_ _v() _ Cov(Xy X-n)
p(h) = p(X, Xe—p) =

ZORNCIeATL Ay e

Ocob6uHe ayTokoBapujaLMoHe 1 ayTokopenaunoHe dyHKuuje:

1) y(0) = D(Xy),p(0) = 1.
2) CumeTpu4HOCT:

1 CtroxacTuukm npouec je FayCoBCKM NPOLLEC aKO CBE HEroBe KOHAaYHOAMMEH3NOHaNHe dYHKLM]e pacnodene nmajy
BULIEAMMEH3MOHANHY HOPMAHY pacrnogeny.



y(h) =y(=h),p(h) = p(=h).

[Lokas: Ha ocHOBY ycrnoBa cTauMoHapHOCTH cneam
y(h) = Cov(Xy, Xi—p) = Cov(X—p, X)) = y(=h).

CnunyHo gobujamo u 3a p(h) = p(—h).

3) vl =y(©@ilp()] = 1.

Hoka3z: Cny4yajHa npoMmeHsemBa Y = A, X, + 1, X;_; UMa HeHeraTuBHy aucnepsujy,
roe cy A, i A, NponsBosbHe KOHCTaHTe. [ucnepauvja og Y je:
D(Y) = DA X; + 2, X,—x) = (AF + A5)D(X,) + 24,2,y (R)

3a A, = 1, =1 pobujamo y(h) = —D(X;), na je p(h) = —1,
3al; =1, = —1 gobujamo y(h) < D(X;), na je p(h) < 1.

2.4 benu wym

HajnosHaTuju npumep cnyyajHor npoueca ca He3aBWCHUMM BpedHOCTUMa je T3B.
curHan 6enor wyma, Koju ce onucyje Kao crnyyajaH curHan, OgHOCHO crlydajaH npouec
KOju MMa nopjjedHako pacrnoferbeHy cHary Ha CBUM CBOjUM (pekBeHuujama Koje ce
Hanase y HEeKOM KoHayHom oncery. Hasue ,,6enu wym” notuye op nojma ,,6ene
CBETIIOCTU”, Yy KOjOj je CrneKkTpariHa cHara CBEeTNIOCTM MoAjedaHKo pacnojerbeHa Oyx
dpekBeHLMja BUASBMBOM CnekTpa, OAHOCHO 6Genia CBETNOCT CafpXu CBe CBET/IOCHE
pekBeHUMje BUASBUBON CNEKTPa ca UCTUM MHTEH3UTETOM. [1ojam BGenor wyma ce Beoma
4YeCTO nojaBSbyje Yy NPMPOAHMM Haykama M npeactaBrba MaTeMaTuyKy uaeanusauujy
dheHOMeHa Koju nogpasymMmeBa U3HeHagHe u Benuke nyktyauuje.

benn wym pgeduHucaH Ha OeCKOHaA4YHO BENUKOM Ofcery je 4YucTto Teopwujcka
KOHCTPYKUMja, jep Kako npema AeduHUuMjM uMa noajeHako pacrnofjerbeHy cHary Ha
cBMM dopekBeHuUMjaMma, crnegu aa he ykynHa cHara oBor curHana (npoueca) 6utu
B6eckoHa4vHa. To 3Ha4um fa je Hemoryhe reHepucaTt oBakaB npouec. Y npakcu je moryhe
peanu3oBaTy OBakaB MpoLEeC jeANHO ako ce AedUHULLE Ha MakbeM oncery pekseHumja.

MaTtematnyka wHTepnpeTauuja ©Oenor wyma je cnydajaH npouec ca Yy3ajMHO
HeKopernvcaHuM BpegHOCTUMA Y PasfnynTUM BPEMEHCKMM TpeHyumuma, npu Tome ce
0b1YHO NpeTnocTaBsba Aa je 04YeKknBaH-e OBOr NpoLeca jeaHako Hynu. lNpema Tome, 36or
HEKOPEerMCaHOCTN HEeroBUX BPEOHOCTU Y pasfnyMTUM BPEMEHCKMM TpPEHyLMMa,
ofHOCHO Cov(gg, €;) = 0, 3aKrby4yjemMo aa je npouec 6enor wyma Hemoryhe npeasnaeTu,
6e3 063Mpa Ha TO KOSNMMKO Cy BPEMEHCKM TpeHyun bnuckun. MNMotpebHo je HanomeHyTn a
ocobuvHa No Kojoj cy BpegHocTu 6enor wyma HekopenucaHe y BpeMeHy, He orpaHn4aBa
BpPeOHOCTW KOje curHan Moxe fa ys3uma, LWTo 3HavM gda je 6uno koja pacnogena Tux
BpegHOCTU Y PUKCMPaHOM TpeHyTKy moryha, anu y3 npeTnocTaBky [a je OveKMBahe
npoueca Hyna. llpema ToMe U Wym ca HOpManHoOM pacrnofesiom Moxe aa byae 6enm
wym. TakaB wym Ha3mBa ce aycoB 6enun wym. MNMopepn NycoBor 6enor wyma nocroje u
MyacoHoB (Poisson), Kowwjes (Cauchy), uta. Maycos 6env wym ce BeoMma 4eCTo KOpUCTU
3a anpokcumaumnjy BehmHe peanHux npobnema ca kojuma ce cycpehemo y npakcu. 3ato
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ce uspa3 agutmeBHu OGenu [aycoB wym Beh yBENUKO KOPUCTM Kao CTaHaapgHa
ckpaheHuua, y o3Haum AWGN (enr. additive white Gaussian noise). Tpeba joLu
HanomeHyTn, aa 6enun MNaycoB WyM Mma KOPUCHY KapakTEPUCTUKY Koja npousunasn ua
HEeKoOpenncaHoCTU Hberosux BpeaHocTu: Cov(s,t) = 0, a TO je Aa Cy Herose BPeAHOCTU
yjeAHO 1 He3aBWCHe, OAHOCHO YMECTO MojMa HEKOPENUCAHOCTU MOXe Ce KOPUCTUTU U
nojamMm He3aBUCHOCTW.

Aebununuja 10. (cnabu 6enu wym) lNpouyec &, ce Hasuea crnabu benu wym ako 3a
ro3umueHy KoHcmaHmy o2 eaxu crnedehe:
1) E(e) =0,Vt € Z,
2) E(g) =02Vt €L,
3) y(h) =Cov(e, &) =0,Vt EZ,h # 0.

Y npeTxogHoj oeduHMUM|K HYje faTa npeTnocTaBka O He3aBUCHOCTU. Beoma BuTHa
CTaBKa 3a BPEMEHCKE CeEpUje je 3anpaBo HEKOPENMCAHOCT npoueca 6enor wyma, na je
HeonxoA4Ho Tpehy cTaBky Yy AeUHULMjN 3aMEHNTN ja4O0M NPETNOCTaBKOM:

3)) & U &,y HE3ABUCHE U jeOHaKo pacrnodesbeHe.

HAebununuja 11. (jaku 6enu wym) lNpouec €, ce Hasusa jaku benu wym YKOSIUKO CYy
MPOMEHsbUBE &; U &, HE3aBUCHE U jeOHaKo pacriodesbeHe, Yuje je oyekusare 0, a
ducnep3suja D(&,) = 0% = const.

Y npakcu ce 4Yecto npeTrnocTaB/ba fda & WMa CcTaHOapamM3oBaHy HopMarnHy?
pacnogeny unu CtygeHTtoBy? t-pacrnogeny.

2.5 Cny4yajHo nyTtamwe

CnyyajaHo nytawe je maremaTudka cdopmanusaunja nytawe koja ce cacTtoju oA
y3acTOMHOr NoHaBIbakwa CryvajHux kopaka. Ha npumep, nyT mosniekyna Koju nytyje y
TEYHOCTW U NITUHY, TPpaXKeke NnyTa XXMBOTUHA Yy NOTPasn 3a XpaHoM, LieHa Bapupajyhux
AeoHnUa 1 OMHAHCKJCKN CTaTyC KouKapa ce MOoXe MOoAenupaTtv Kao CriyyajHo InyTame.
Cam nojam cnyyajHor nytawa yeeo je 1905. roguHe eHrnecku matematmyap Kapn
MupcoH (Karl Pearson), nosHaT ka0 OCHMBa4Y MaTemMaTudke ctaTtuctuke. CrydajHo
nytawe Takohe Bapupa y OOHOCY Ha napameTtap BpemeHa. JlyTawe je 4ecto y
ANCKPETHOM BpPEMEHY W WHAOEKCUpaH npupoaHuMM  OpojeBUMa, Ha  npumep:
X1, X5, X3, ... Kog Heknx Tunoea kopauu ce gorahajy y cnyyajHuM BpemMeHuma, 'y ToM
cnyvajy nosvumja X, je geduHucaHa 3a BpeMEHCKN TpeHyTak t > 0. CnyyajHo nytamwe

2 Coyuaj - = o (1)
CnyyajHa npomeH/bMBa X ca dyHKuUMjom ryctuHe f(x) = = exp ( 2( . ) ) MMa HOpMasiHy pacnogeny ca

napameTpnma puun a.
nt1

) (L
2 7 (1 + %) > x € R uma CTyaeHTosy t-

3 CnyuajHa npomeHsbmBa X ca dyHKUMjoM ryctuHe q(x) =
pacnogeny.
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je nmoBesaH ca MofenuMa pacnpoCTpareHOCTM M BakHa Cy Tema y pacrnpasBu O
MapkoBckuMM npoLecuma.

Aedununuja 12. Heka je {X;} y-, HU3 HE3a8UCHUX, jeOHaKo pacrolfesbeHuUX Criy4YajHux
gesluquHa. 3a ceaku rnosumueaH yeo 6pojn, S, o3Ha4yasa cymy X, + X, + -+ + X,,. Hu3
{S, =1 Ce Hasuea criy4ajHo fiymarse.

2.6 JlvHeapHu npouecu

Y cTaTUCTUYKOM MoAenupawy jedaH of HajbuTHujuX 3agaTaka jecte npoHanaxere
ogroBapajyhe dyHKuMOHanHe Be3e wu3Melly oapeheHux ynasHuMx Wun  u3nasHux
nHdopMauuja. JeaHa oa Hajvewhux NpeTnoCTaBku je Aa je Ta Be3a NnHeapHa. Y aHanusu
BPEMEHCKNX cepuja NMHeapHn dountep je onepaTop KOju TpaHCcOpMULLE BPEMEHCKY

cepujy {X;}tez Y BPEMEHCKY cepujy {Y;}iez -
Yt = L(Xt) = Z ijt—j:

Jj=—00

rae cy koeguumjeHT w; BPeMEHCKU UHBapujaHTHU. [leduHuunja nuHeapHor duntepa

nMnnuuupa aa BpeaHocT BpeMeHcke cepuje {Y;}iez Y TPEHYTKY t 3aBUCK O, CONCTBEHUX

npownux n 6yayhux speaHocTn. Kako cy y npakcu Ha pacrnonarawby UCTOPUjCKM nogauum,

yBOAM Ce npeTnocTaBka Aa je j = 0, na ce gonasu o geduHiumje nuHeapHor puntepa
co

Vi = LX) = Z w;Xe_j,

j=0
raoe BpeaHocCT {Y;}iez Y TPEHYTKY t 3aBUCU CaMO O COMNCTBEHUX MPOLLNUX BPEAHOCTH.
YKonuko cyma koedpuumjeHata anconyTHO KOHBeprupa
oo
> oyl <o,
j=—o0
Kaxke ce ga cy ctabunHum.

Aedununuja 13. Npouyec {X;,t € T} je nuHeapaH ako Moxe Oa ce rnpedcmasu y 0briuKy

Xt == ‘ut + Z ngt—j (21)
7=0

4 Npoun3Bo/bHM cnyyajHK NpoLiec {Xt, t e T} je MapKoBcKM npouec ako 3a cBako . € N un 3a cBaky n —TopKy
BPEMEHCKMX TpeHyTaka u3 uHtepsana [0,T],s; < s, < -+ < s, < t Kao 1 3a cBaku bopenos ckyn B Baxu:
P(X. € B |Xs,,Xs,, ... Xs,) = P(X; € B |X,,).
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20e je us OemepmMuHUcCmMuYKa KomrioHeHma, {&;, t € T} npouec benoz wyma, 6,,6,, ...
Herno3Hamu napamempu.

OcHoBHa oafiMka OETEPMUHUCTUYKE KOMIMOHEHTE je Ta Ja OHa MoXe [a ce

anpokcMmupa ca HeKoM MaTeMaTU4KOM (OYHKLMjOM, LUTO Yy CUTyauuju NporHosvpara
BpeMEHCKe cepuje 3Haum aa he nsabpanu Tvn yHKumje Baxntn n y oygyhem nepmogy.

Cyma
Jj=0

npeactaBiba CTOXacTUYKYy KOMMOHEHTY rnpoueca, M OHa onucyje OejcTBO ChyyajHuX
dakTopa y mogeny. OcHoBHa NpeTnocTaska je Aa CToXaCTU4Ka KOMMNOHEHTa MOXe Aa ce
mMoaenunpa nomohy npoueca 6ernor wyma.
OueknBane 1 BapujaHca fiMHeapHor npoteca cy
E(Xy) = E(ue) + z BjE(et—j) =p +0 = puy,
j=0
Var(X,) = Var(u,) + Z 67Var(e—;) =0+ a? Z 67 = o? Z 67
j=0 j=0 j=0
MomeHTM NpBOr 1 Apyror peda cy KOHa4HW y cnyyajy kaga je

U = | = const, (2.2)

z 67 < oo, 2.3)
=0

Tapa cy ayTokoBapujaumoHa n aytokopenawumoHa oyHKuuja:

Y = Cov(Xy, Xp—p) = E((Xe — ) Xe—g — 1))
= E((St + 0161t OpEep t OpprE——1 + ) (Eep + 0181 + ))
= Uz(fok + 01041 + 020k42 + )

e Z 8;146;,
=0

Pk = E = o’ 2?;0 0f+k9j _ ;ozo 9j+k9j
“ VO 0—2 Z;ozo 9]2 Zj’;o 9]2

AKO cy ucnyweHn ycrosu geduHucann nspasmma (2.2) u (2.3) Taga KoBapujaHcHa
dyHKUMja 3aBucK camo of k na je nuHeapHu npouec crnabo crtauMoHapaH. YKOMKo ce
aogatHoO npetnoctaBn ga je 6enu wym [aycoBckn Taga je pyHKuuja pacnogerne
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cny4yajHor npoueca noTnyHo ogpeheHa NpByMM U ApyrMMm MOMEHTMMa npoLleca 1 npouec
je CTporo craumoHapaH.

Ha ocHoBy nuHeapHor npoueca (2.1) Mmory ce U3BecTu Tpu Knace npoueca.
1. AytoperpecuoHn mogen unm AR mogen,
2. Mopgen nokpeTHux npoceka unn MA mogen,
3. AyTtoperpecrvoHn Mmogen NoKpeTHUX npoceka nnnm ARMA mogenu.

JAebununuja 14. /luHeapHa e6peMeHCKa cepuja je jeOHa pearnusayuja JuHeapHOR2
cmoxacmuu4koe rpoueca.

2.7 AyTtoperpecuoHn mogen - AR n Mogenu nokpeTHux npoceka - MA

2.7.1 AytoperpecuoHu mogen pega p - AR(p)

AyTOperpecmMoHn Mogenn BpeMEHCKUX cepuja Cy OHU MOENN Y Kojuma ce 3aBMUCHa
NPOMEHISbMBA Y TPEHYTKY t onucyje y pyHKUMjU O CONCTBEHUX NPETXOLHUX BPEAHOCTH,
Tj. ckyn objawraBajyhnx NpOMEHIbUBUX CY ENIEMEHTU UCTE BPEMEHCKE cepuje camo Yy
TpeHyumma t—1,t —2,...,t —p. [akne, aytoperpecMoHn moaen paeduHULIEMO Ha
cnepgehn Ha4YnH:

Aedununuja 15. AymopezapecusHu mooesn peda p OechuHucaH je Ha criedehu HaqyuH:
Xe = p1Xe 1+ P2 Xpp + o+ PpXep + &,

20e je €, 6enu wym, a ¢4, ¢z, ..., P, aymopezgpecuoHu rnapamempu.

OBom Moenty Moxe ce NpUuapyXmTtn KapakTtepuctmniHa je,D.Ha‘-lVlHa Cﬂeﬂeher obnuka:
9P — P1gP "t — pg? i — =y =0,

rae Ccy gi,92 -, gp Pellera (KOpeHn) KapaKTepuUCTUYHE jefiHauMHe. YKONMKO Cy CBM
KopeHu rno moayny mawu og 1, Taga je ogrosapajyha BpeMeHcka cepuja cTaumoHapHa.
YKonuko noctoju 6ap jegaH kopeH g;,i = 1,2,...,p KOjWU je jeQHaK BpeOHOCTU jedaH no
MOAyny, AOK Cy APYrn KOPEHU CTPOro Mawu of jedaH no mMmoayny, oHAa je BpeMeHcKa
cepuvja HecTauMOHapHa. YKONMMKO nocToju 6ap jeaaH KopeH gi, gz, ..., gp KOjU je CTporo
Behu of jenaH, OOK Cy APYrM CTPOro mMakwu of jefaH no Moayny, Taga je BpeMeHcka
cepuja eKkcrnnosueHa, Tj. BpeMeHcKa cepuja je nog ytuuajem agutuBHOr ejctea TpajHO
pactyher edpekta HeO4YeKMBaHUX CIy4ajHUX LLOKOBA.

AyTOKOBapujaumoHa gyHKUMja cTaumoHapHOr mogena peda p Aobuja ce Ha cnepehu
HaYmH:

, = {qblyk_l +@o¥k-2+ -+ GpYip + 0% k=0
T\ D11 F DaVi—z + o+ BpYip) k>0"

14



3a k = 0 ayTokoBapujaumnoHa dyHKLMja ce cBOAM Ha aucnepsnjy BpeMeHcKe cepuje:
2
o

1= ypr+ Papr + o+ bpPp

Yo

Kapa je k > 0 pobujamo:
Yk = P1Vi-1+ P2Vi—2 + -+ GpVi—p,

na gerbewbeM ca y, ,D,O6|/IjaMO ayTOKOpeaunoHy CbYHKLI,I/ij ayToperpecmMoHor moaena
pena p:
Pr = P1Pk—1 + P2p—2 + -+ ¢p,0k_p, zak > 0.

2.7.2 Mopgenun nokpeTHUX npoceka pega g - MA(q)

Aedununuja 16. Moden nokpemHux rpoceka peda q unu MA(Q), depuHuwe ce Ha
criedehu Ha4yuH:

Xe=¢& — 0161 — 065 — = 04&—¢,
e0e je &, npouec besoe wyma, 0ok cy 84,0,, ..., 8, napamempu moderna.

HnBO BpeMeHcke cepuje y TPeHYTKY t onucyje ce y yHKLUMjM of YnaHoBa npoueca 6enor
wyma y TpeHyuuma t,t —1,...,t — q.

Mogaenom MA(q) pecdumHucaHa je cnabo ctaumoHapHa BpeMeHcka cepuja. To BuaMmo
N3 YMkeHuUe [a ce MoAenl cacToju of KoHayHor 36upa 4naHoBa Genor wyma Ha
pas3nuuuTuM pacTojarwmma. Ogatne Takohe cnegu u aa je gucnepsuja BpeMeHcke cepuje
KOHa4Ha:
D(X,) = D(& — 01601 — 02605 — = — Oy&r_q) = 02(1 + 0 + 05 + -+ 62).

AyToKoBapuvjaumMoHa W ayTokopenauumoHa dyHKUWja cTauuoHapHor mogena
NMOKPETHUX Npoceka peaa q cy:

(1462 +-+062)d% k=0
Vi =Y (=0 + 01041 + -+ 0,_40,)0% k=1¢
0, k>q

( 1, zak=0
! (—6k + 016541 + -+ 0,_6,) _

= , k=1,q.
Pk 1462+ + 62 1

0, zak >q
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2.7.3 AyToperpecnoHu moaern nokpeTHUx npoceka — ARMA

YecTo ce y npakTMyHOM pagy ca AR n MA mogenvnma jaerba notpeba ga mogen nva
BeOMa Benuku pea ga 6u morao agekBaTtHO Aa onuvwe AMHaMUYKy CTPYKTYpy nogaTaka
BpeMeHcke cepuje. Benvkn 6poj napameTtapa y mofeny, 3HaTHO OoTexaBa pag M Kao
pellere OBor npobrnemMa yBedeHa je HOBa Kraca Mojena 3a OnucuBahwe BPEMEHCKUX
cepuja. To cy ayToperpecMoH1 MOAeNnn NOKPeTHUX npoceka, ogHOCHO ARMA mopenw.
Hakne, ARMA mogenun cy OCMULLSbEHN TaKo Aa MMajy penaTuBHO Manu 6poj napameTapa
W NpeacTaBrbajy KoMOMHaumjy ayToperpecMoHmx Mogena n Mmogerna nokpeTHUX npoceka,
Kao LUTO UM M CaMO UMeE Kaxe.

OnwT! 06MKK ayTOPerpecMoHnx Moaerna NoKpeTHUX npoceka je AeduHUCaH ca:
P a
X = ¢+ z biXei + & — z 0t

roe je {e;} 6enu wym, a p 1 g cy HeHeraTMBHU Lenu BpojeBun Koju npeacrasrbajy pea AR
n MA mofgena, pecrnekTuBHO.

CneuuvjanHu cny4vajesn ARMA(p, @) mogena cy:
1. AR(p) = ARMA(p,0)
2. MA(q) = ARMA (0, q).

AyToperpecuoHe Moaene NoKPeTHNX Npoceka MoXeMo AedmHmucaT n Ha Apyrn HaumH:
(1-¢4L — qbZLZ — ¢pr)Xt =60y+ (1—-64L— HZLZ — Hqu)et,
(L) o(L)

roe je L onepaTtop nomepawa L(X,) = X;_;, @ 3a BULLIE CTEMNEHE PEKYP3UBHOM BE3OM
LF(Xp) = L1 (Xeo1).

3a nonuHome ®(L) n O©(L) npeTnocTaBba ce fAa He cagpxe 3ajegHudke daktope U
Aa onucyjy peaom ayToperpecuoHy KOMMOHEHTY M KOMMOHEHTY MOKPETHMX Mpoceka
cTaumMoHapHe U MHBEPTMOWIHE BpeMeHcke cepuje X;.

OcobuHe:

1. CraumoHapHoCT oBako aedmHUcaHe BpeMeHcke cepuje ogpehena je
cTaumoHapHoLwhy ogrosapajyhe aytoperpecMoHe KOMMNOHEHTE.

2. AyTokoBapwujaumoHa 1 ayTokopenauuMoHa yHkuuja.
AyTokoBapujaunoHa yHKUMja jegHaka je:
Yie = EXeXei) =
= G1Vk—1+ PoVi—2 + -+ GpVi—p + E(erXeg) — 61 E(er_1Xe—y)
—0,E (&2 X¢—x) — = — 0gE (&g X¢_)-
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Kako je paTa BpemeHcKa cepuja NIMHeapHW NPOLEC, 3aKibydyjeMOo [a BaXu:
E(et_X_)z{O' k>q
ek D(e) = a?, k=q
lMpema TOME, 3a k > g ayTOKOBapujaumoHa PyHKLMja je:
Yk = P1Vk—1 + G2Vi—2 + - + dpVi—p-

AyToKkopenaunoHa dyHKLMja nma cnegehn obnuk:
Pr = P1Pk-1t P2pk—2 + -+ Pppr—p, k> q.
[loHocumo crnefehu 3akrbyyak Be3aH 3a CBOjCTBa ayTokopenaumoHe oyHKuuje:
— [pBux q ayTokopenaumoHux koeduunjeHaTa BpeMeHCKe cepuje reHepucaHe
ARMA(p, q) mogenom 3asuce of napameTtapa AR n MA KOMMOHeEHTe.
— 3a pacTojana Koja cy Beha oa pega MA KOMNoHeHTe, g +1,q + 2, uth. osa
doyHKUMja ce noHalla kao kog AR mogena.

3a nucane oBor nornaerba kopuwheHa je nuteparypa [1], [2], [3], [4], [5] v [6].
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3 TPEHO-CTAUMOHAPHA N QNOEPEHUHO-CTALUMOHAPHA
KITACA MOAENA

»[lpsu npucmyn modenupary cmoxacmuykux rpoueca Kod Kojux je rnpucymHa
HecmauyuoHapHocm y cpeduHuU 3acHo8aH je Ha npemrocmasyu 0a y ornwmem cry4ajy,
cpeduHa egosiyupa Kao rosiuHoM ro epemeHy peda d. OueHom usabpaHe nuHuje mpeHoa
u padyyHar-eM cepuje pe3udyarna 0obuja ce cmayuoHapaH cmoxacmudku rpoyec. Osa
Kraca cmayuoHapHUX rpoyeca Hasuga ce mpeHO-cmalyuoHapHU fpoyecu, a decpuHuWy
ce Ha ocHosy Kpamepoeoe (Cramer) npowupera Bondose (Wold) meopeme pasznazar-a
3a HecmauuoHapHe npouece. [Ipedcmasrbajy ce Kao 36up demepMUHUCMUYKE
KOMIMOHEHMe u; (MOIUHOM 10 8pEMEHY) U CmayuoHapHe KOMIOHEHME 1), Koja y onwmem
cny4qajy criedu ARMA npouec. O8aj HecmauyuoHapaH rpoyec ce rnuwe y obriuky:

d
Xe= e+ =) Bt/ + Bz CED
j=0
lMowmo je
d
E(n) = WB)E() = 0,E(X) = E(u) = ) Bit), (3.2)
=0

a KoegpuyujeHmu f; ocmajy KOHCMaHmHU MOKOM epemeHa, oeaj mpeHO ce Ha3uea
demepmuHucmuydku mpeHO. Ca cmaHosuwma [pakmu4yHe [rpuUMeHe mpeHO
cmayuoHapHUM pouecoM ce pyKyje Kao ca ceakuM cmaHOapOHUM pespecuoHUM
modesniom. To 3Ha4yu Oa ce HaKOH pezspecuparba oricepgsaluja epeMeHcKe cepuje Ha
Jpeapecope”  ((1,t,t2,...,t%) OeguHucaHe u3abpaHum MOAUHOMOM, pe3udyanu
ouer-eHo2 mpeHOa rnocmampajy Kao cmauyuoHapHa cepuja.” ([4])

[a 6un ce ykasano Ha KapakTepucTuke TpeHA-CTauMOHapHWUX Mpoueca MOXe ce
KOPUCTUTU jeaHOCTaBaH npumMep. Heka ce npeTnoctasu Aa je cTauMoHapHa KOMMNoOHeHTa
npouec 6enor wyma, a AeTEPMUHUCTUYKA KOMMNOHEHTA NuHeapHn TpeHa (d = 1). Tapa
ce npouec (3.1) nuwe y obnuky:

X¢ = PBo + Pit + €. (3.3)

OuurneaHo je E(X,) = B + Bit v Var(X,) = Var(e,) = ¢2. arbe ce npetnocrasrba aa
ce Ha npouec (3.3) Koju ce MoOXe oKapakTepucaTM Kao TpeHA-CTalMOHapHW npouec,
MOrpeLlHo NpMMEHN MocTynak audepeHumpara y uuiby noctusawa CTaumoHapHOCTU
cepuje. [1a 6u ce pasmoTpuKO KakBe Cy NocrneanLe NnpMMeHe OBOr NOrpeLLHo n3abpaHor
noctynka TpaHcdopMauunje, noTpebHO je nocmarpatm oncepBauuvjy npoueca y
BpeMeEHCKOM TpeHyTKy (t — 1) n oayseTtu je og (3.3). Taga cneaw:
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X —Xi1 = b1+ & — &1 (3.4)

Hakne, nobujeH je ARMA(1,1) npouec Koju je HecTauMoHapaH U HEMHBEPTUOUMNIAH, NOLWTO
je ¢, =11 6, =1. Heka ce npBa andepeHua oBor npoueca o3Ha4n ca W;. [opwu
ARMA(1,1) npouec ce Moxe HanucaTu y obnuky:

W, = (1-B)X, =B, + (1 - B)e,. (3.5)

MowrTo je E(W,) = B, KOHCTaAHTHO, 3Haun aa je W, reHepucaHO CTauMOHapHUM, anu
HenHBepTMOMHUM MA(1) npoLecom.

Y onwTem crny4vajy ako je nonnMHomujanHn Tpeng peda d, a n, npeacrtasba ARMA npouec
¢(B)n; = 6(B)¢;, Taga he andepeHua X, peaa d 6utn onucaHa NnpoLECcoM:

(1-B)6(B)

(1-B)%X, =6, + 5(8) &t

0, = d! By (3.6)

To 3Haum ga he MA peo reHepucaH npsum gudepeHuama nvatn d jeQUHUYHUX KOpeHa.
Kao u y cny4ajy jeqHocTaBHOr TpeHn cTtaumoHapHor npoueca (3.3) BapujaHca og X; he
Ot jegHaka BapumjaHcu of n; U 6uhe KOHCTaHTHa TOKOM BpemeHa. Ha ocHoBy
N30XEHOr 3aKrbyyyje ce ga he npumeHa norpeLHo ndabpaHe TpaHchopmaumje TpeHa-
cTauMoHapHe cepuje, Tj. NocTynak andepeHumnpara, umaTu 3a nocneauly reHepucare
HenHBepTMOMNHor MA npoueca.

»Hdpyau Ha4yuH modersupara HecmayuoHapHe cepuje y cpeduHu X, 3acHogaHa je Ha
npemnocmasuyu da he weHa dugepeHya peda d bumu cmayuoHapHa. Knaca npoueca
ca 0suUM c80jcmeoM Ha3sugajy ce OughepeHyHO-cmauuoHapHu npouecu. [a bu ce
caznedario Kakee cy nocneduue roepewHoa mpemmaHa 0802 OupepeHUHo-
cmauyuoHapHoz fpouyeca Kao mpeHO-cmayuoHapHo2 rfpoyeca MOoXe ce Kopucmumu
JjeOHocmaeaH npumep y Kome je npsa oughepeHua cepuje npedcmasrbeHa 36upom
KOHcmaHme u rnipoyeca besoz wyma:

(1 - B)Xt = ﬁl + St' (3.7)
HApyaum peyuma 0o npouyeca damoa u3pa3om (3.7) moxe ce dohu nonasehu od AR(1)
rpouyeca ca KOHCmMaHmMoM Kod Koaa ce 3ameHu ¢, = 1. Criyyaj kada je ¢, > 1 2eHepuwe
eKCcro3ueaH MoK 8peMeHCKe cepuje U Kao makae Huje o0 rnocebHoz2 uHmepeca y
aHanusu. N3pas (3.7) Moxe ce Opyaa4duje 3arnucamu:

Xe=Xe 1+ P+ e (3.8)

o0akrie ce KymyrnupaHem ripomeHa X o0 noyemHe epedHocmu, Ha ripumep X,, dobuja:
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t
Xt :XO +’81t+zgl’. (39)“
i=1

([41)

Mpema m3pasy (3.8) HMBO npoueca y TPeHYTKy t 3aBUCK of NPeTXo4He BPeaHOCTH
npoueca Koja je ca CBoje CTpaHe nof yTuuajeM CToxXaCcTU4Kor ynaHa. [lowTo ce HMBO
npoLeca CTOXaCTUYKM Meh,a TOKOM BpPEMEHa, Kaxe ce [da OBy Knacy npoueca
KapaKkTepuLle CTOXaCTUYKM TPEHA.

Ha npeu nornea, npouecwu (3.3) n (3.9) cy mefycobHo cnuyHun. Mehytum, namenhy wux
nocToje cylTuHCKe pasnuke. CnobogaH ynaH y nspasy (3.9) Huje ctanaH koedmunjeHT
Hero 3aBuCU O NOYeTHe BPeAHOCTU X, a CTOXaCTU4KM OEeO0 Huje CTauuoHapaH jep my
BapujaHca 1 ayTokoBapujaHce 3aBuce o BpeMeHa. Y cnydajy kopuwhema npoueca (3.3)
y NpOrHo3upamy, BapujaHca rpeLuke nporHose 6uhe orpaHnyeHa 6e3 063npa Ha OyKUHY
XOPU30HTa NPOrHo3mpawa, 3aTo WTOo &, OOHOCHO 1, (y onwTem crnyyajy je npouec (3.2))
nMajy KoHauyHy BapwujaHcy. LLUTo ce Tmye nporHo3e npoueca gator udpasom (3.9),
BapuvjaHca rpeluke nporHo3e he HeorpaHM4yeHo pacTu TOKOM BpemeHa. LUtaBuwe, 3a
Leny Knacy TpeHa-CTaumoHapHuX npoueca onucaHnx n3pasom (3.2), 4mjy je npeacraBHUK
aaT n3pasom (3.3), ayTokopenaumoHa CTPyKTypa MoXe 61UTK KopuwheHa y KpaTKOPO4YHOM
nporHoaupawy. Kog AQyropoyvHoOr nporHo3vpawa jeauHa WHgopmaumja o 6yayhum
BpegHOCTUMa cajp’KaHa je y heroBoj cpeauHu, Tj. B, + B1t, Tako Aa Hehe HU Tekyhun HUTK
npeTxogHn gorahaju mewaTtn AyropoyvHy nporHody. Knacy gmgepeHuHo-cTaunoHapHnX
npoueca kapaktepuiwe 1o fa he werose gyropoyHe NporHo3e yBek 6utu nog ytuuajem
NCTopUjcKMX gorahaja Kpo3 akyMmynmpane LLIOKOBA &;.

AKO ce Ha npumep 3a BPEMEHCKY cepujy ApYLUTBEHOr NPOM3BOAa YTBPAN Aa je TPpeHn,
cTauMoHapHa cepuja TO 3HayuM da APYWTBEHW NpousBod Genexu cranaH pacT no
KOHCTaHTHOj CTONW Koja je uMmnnuuupaHa koedwuumnjeHTMMa nonvHoma u,. Ca gpyre
CTpaHe, aKko je cepuja OpyLUTBEHOr Npou3Boda AudepeHUHO-CTaunoHapHa cepuja Taga
N KpaTKopo4HW nopemehaju y npoumsBoawv MMajy CBOj OApa3 Ha AYyropoYHu pacTt
APYWTBEHOr npou3Boda Kpo3 Kymynupawe Tux nopemehaja. OTyga wuHTepec
UCTpaxuBada [a Ce MWChNuMTa KapakTep cepuvje ApPYyWTBEHOr npou3Boda, jep OH Y
AnpepeHUHO CTauMoHapHOM Criyyajy OUMPEKTHO UCTude Be3dy M3Mehy KpaTKopo4dHe
cTabvnunsaumoHe MakpOEKOHOMCKE NOSIMTUKE N AYrOpOYHE Pa3BojHE NONUTUKE.

JlntepaTtypa kopuwheHa 3a nucawe oBOr nornasrba je [3], [4] v [8].
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4 ARIMA mopenu

AyToperpecuoHn Mogenu 3acHoBaHU Cy Ha uaeju Aa ce TpeHyTHa BpedHOCT cepuje,
X¢, 0BjacHM Kao pyHKUMja NPETXOAHWX BPEOHOCTU, X¢_1, X¢_2,..., Xt—p, A€ j€ P OPO)j
noTpebHMX Kopaka U3 NPOLLNOCTU 3a NPOrHO3Npare TPEHYTHE BPEOHOCTH.

ARIMA wmopenu cy, y Teopuju, HajonwThja kKnaca Mopgena 3a npensuhame
BPEMEHCKNX Cepuja Koju ce TpaHcdopMaumjama Kao WTO Cy JoraputMoBare WU
AandepeHumparme, MOry YyYmHUTU cTaumoHapHuMm. CTauuoHapHa cepuja Hema TpeHA,
Apyra ocobuHa je ga kopenauuje ca oAcTynawuma of cpedhe BpedHOCTU OcTajy
KOHCTaHTHE TOKOM BpeMeHa.

Mpouec aaT nspasom:

Xt =Xt—1 +ﬁ1+€1, (41)

rae je f; KOHCTaHTa Koja ce He MeH-a TOKOM BpeMeHa, NpeacTaBiba HecTauuoHapaH
NpoLiec Koju MoXke NocTaTUTU CTaluMoHapaH BULLECTPYKUM andepeHumpareM. MNpu Tome
AndpepeHuMpaHa cepuvja Moxe 6uTu ayTokopenucaHa. OBaj npouec npeacTaBrba Knacy
HecTauUMOHapHMX Mpoleca NnoA HasMBOM WHTerpucaHu npouecu. Mpouec (4.1) npsum
AndpepeHUMparbem NocTaje cTauuoHapaH npouec, npouec 6enor wyma. N3pas:

¢p(B)(1 — B)X, = 6, + 6,(B)e,, (4.2)

nobuja ce Tako wWTO ce AudepeHuupaHa cepuja (1 — B)%X, mogenupa ARMA(p,q)
npotiecoMm. Y uspasy (4.2) Baxu aa ¢,(B) =1 —¢;B — ¢p,B* — - — $p,BP n 6,(B) =1 —
0,B — 6,B% — .- — 6, B? npeactasrbajy AR(p) u MA(q) nonvmHome no onepaTopy AoLibe,
pecnektBHo. [a ©6um ce onucao ARIMA wmopgen, noTpebHO je pJa KopeHu
KapaKTepuUCTUHHUX jeaHaqmHa ¢, (B) = 0 n 6,(B) = 0 nexe BaH jeQMHNUYHOr Kpyra, faKne

Heonxo4Ho je aa 6yay ncnyweHn cTaumoHapHOCT 1 MHBEPTabuUHOCT, Kao 1 Aa oBa ABa
noriMHOMa Hemajy 3ajeaHNYKnX bakTopa.

.Y uspasy (4.2) koHcmaHma 6, 3asucu 00 peda dughepeHyupara. Ako je d = 0 npouec
Jje cmauyuoHapaH, a KOHCmaHma 6, je y penayuju ca cpeduHoMm rpouyeca 6, =
w(l—¢, —-—¢,), 20e je u = E(X,). 3a 8pedHocmu d > 0, KOHCmaHma 6, ykasyje Ha

> OI‘IepaTOp AouHe ce p,ed)MHMLLIe ca:
BXt = Xt—l'

OBako aeduHuncaH onepaTop Tekyhy oncepBaunjy BpEMEHCKE cepuje nomepa jedaH nepuog yHasag, y
NpPOLUOCT.
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rnpucycmeo OemepMuUuHUCMUYKO2 mpeHda y 8peMeHcKoj cepuju. KoHcmaHma ce
usocmaesba U3 uspasa ako odugepeHuupaHa cepuja He cadpxu OemepMUHUCMUYKU
mpeHO. pouec (4.2) Ha3usa ce aymopeapecuoHU UHmMepapucaHu rnpouec rnoKpemHux
rnpoceka (eHe. autoregressive-integrated-moving average) peda p,d u q usnu rnpema
ckpaheHoj Homauyuju ARIMA(p, d, q) npouec. lNpouec X, je umeeapucaH peda d, y 03Hauu
1(d). Y npakmu4HuM rnpumeHama eKOHOMCKUX 8PEMEHCKUX cepuja, ped dughepHyuUpar-a
d jeOHak je 0, 1 unu 2. ([4])

bes cmarbera onwTocTu, yBoam ce crnegeha geuHuumja.

Aedununuja 17. lpouyec X, Hazusa ce ARIMA(p, d, q) npouyec ako je
A%; = (1 - B)%x;,
20e je A*dugpepeHuHu onepamop peda d, Hasusa ce ARMA(p, q) npouec. AKo je
E(4%x;) = p, modern je obriuka
¢,(B)(1 — B)X, = 6, + 6,(B)e,

20eje 0y = n(1— ¢y — - —¢p).
Mocmatpa ce ctaumoHapHn ARMA(1,1) npouec 1 herosa ayTokopenaumoHa yHkuuja:

(P12 —6,)(1 — ¢16,)
O 1+62-2¢,6,

Pk = P1pr-1,k = 2.

wAKo nycmumo da ¢, —» 1 Oobujamo Oa aymoKopenauyuoHU KoeuyujeHmu mexe
JjeOuHuyu. Y epaHu4yHoMm cry4dajy Kao pesynmam 0obujamo ARIMA(0,1,1) npouec
(1 -B)X; = & — 0,&._1. LLImo ce muye napuyujanHe aymkopenayuoHe yHKyuje ARIMA
rpouyeca oHa je 3a epedHocmu d > 0 Ha npeoj Ooyrbu briucka jeOuHUyU, a jedHaka Hynu
Ha ceuM ocmarum.

lMpemnocmasumo 0Oa je 6, = 0, mada ce ARIMA npouyec Moxe uspa3umu jeOHa4YuHama:

¢p(BIW, = 6,(B)e, u W, = (1 — B)*X,. (4.3)

3Hauyu da ce dugbepeHya peda d cepuje X, onucyje cmayuoHapHUM, uHeepmubuIHUM
ARMA npouecom. 3a d > 1 dpyaa jeOHa4quHa y (4.3) ce moxe uHeepmosamu. [Jobuja ce:

X, = SW,,
ede je S onepamop beckoHayHe cyme, OeghuHUCaH ca:

S=@1+B+B*+-)=(1-B)~
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Hakrne, ako ce cmayuoHapHuU rnpouyec cymupa unu ,,udHmeezpuwe” d nyma Oobuhe ce
XOMO2€eHO HecmauuoHapHU ARIMA npouec. Omyda u Ha3us ,,uHmezpucaHu* y Hasusy
ARIMA nipouyeca. “([4])

4.1 ARIMA(0,1,1)

JenaH o Hajuewhe kopuwheHnx ARIMA npoueca jecte ARIMA(0,1,1) npouec. OBaj
npouec ce 4yecto o3Hayasa ca IMA(0,1,1) n wMMe ce mMonernyjy MHOre eKoHOMCKe
BpemeHcke cepuje. OBaj mogen Takohe ce KopucTum 3a peduvHucawse MeToda
NPOrHo3npara Koju ce 30Be eKCMNOHEeHLUMjanHo NoHaepucaHn nokpeTHu npoceun. Kao u
Kog opyrux ARIMA npoueca, BpeOHOCTU ayTOKOpesiaunmoHuMx koeduumjeHata Beoma
Cropo onajajy ka Hynw.

.,AKO y uspa3s (4.2) cmasumo Oa jep = 0,d =1 u q = 1, 0obuhemo:

Xt = Xt—l + Et - Hlet_l. (44)

Yeoherwem onepemopa doyrse y (4.4), 0obuhe ce uspas:

(1-B)X; =1 —-6,B)&_4, (4.5)

eo0e je 16| < 1.“([4])

JegHa o oCHOBHMX OocobuHa CTauuoHapHWX npoueca jecTe a CTauMOHapHOCT Yy
CpeaovHM He uMnaMuMpa CTauMOHApHOCT Yy  BapujaHCW, ayTOKOBapujaHcu U
ayTokopenauuju. Mefhytum, ako je ARIMA npouec HecTauMOHapaH y cpeauHn Taga je
HecTauMoOHapaH W Yy BapujaHCKW, ayToKoBapujaHCWM W ayTokopenauuju. Takohe, 3a
HecTauMOHapHe npoLece He BaXu Aa Cy Y CBOjeBPCHOj CTAaTUCTUYKO] paBHOTEXU. TO
3Ha4u fa je GTaH 1 BpeMEHCKM TPEHYTaK 0 KOr CMO noYenu ca npahewem Tor npoueca.
[akne, Kog cTauMOHapHUX, BPEMEHCKM TOK Ce npaTu o4 t = —oo, OOK ce KoA
HecTauMHapHUX NpaTu of TPeHyTKa t = —m, NpuU YeMy - m NPeTXoan TPeHyTKy t =1y
KOMe ce pernctpyje npsa oncepsauuja.

3a peduHucake BpPEMEHCKE 3aBUCHOCTM BapujaHCe, ayTOKOBapujaHce WU
ayTokopenauuje kopuctn ce ARIMA(0,1,1) npouec. Ako ce oBaj npoLec n3pasun y obnuky
(4.5), Tapa je npBa andepeHLa oBor npoteca:

Wy =¢& — 0164,

LWITO 3Hayu ga W, npencrasrba craumoHapHu MA(1). HectaumoHapHu npouec X; ce
MOXe n3pasntn kopuwherwem npoueca W; n 6enor wyma. ,,Kopuwherem onepamopa
cymuparba 00 mpeHymka t + m, y o3Hauu S;,.,, 0obujamo:
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t+m
Xt = St+th = (1 + B+ BZ + -+ Bt+m)Wt = z Wt—j =
J=0 (4.6)
=&+ 1 —-0)g 1+ A —=0)e_,+ -+ (A —0)e_p, — 016 4

Ha ocHosy u3pa3sa (4.6) eapujaHca u aymokogapujaHca HecmauyuoHapHoe rpouyeca
X, OebuHuwy ce ca:

Var(X,) = [1+ 6% + (1 — 0,)%(t + m)]c? 4.7)
Var(Xe_x) = [1+ 62 + (1 —6)?(t + m — k)]o? (4.8)
Cov(Xe, Xe—p) =[1—0;,+ 62 + (1 —6)%(t + m —k)]o?, (4.9)

na je aymokopenayuja 0ama crnedehum uspasom:

Corr(X,, X,_i) = CoviXe, Xe-i) (4.10)
ook JVar(X)Var(X._y) '

lMpema degpuHucaHum uspasuma (4.7), (4.8), (4.9) u (4.10) moxemo 3akrby4yumu
crnedehe:

1. BapujaHca ARIMA npoueca je epeMeHCKU 3asucHa, a makohe je Var(X,) #

Var(X:_x), 3a k # 0.

BapujaHca ARIMA nipouyeca HeogpaHU4yeHo pacme Kada t — oo,

3. AymokoeapujaHce u aymokopenauuje ARIMA npouyeca cy 8peMeHCKU 3a8ucHe, a
makohe ce mpaHcrayujoM epeMeHCKo2 UHmepeasia MeH-ajy.

4. Kalda je m 3HamHO eehe 00 k, Taga je ayTokopenaumja npema m3spasy (4.10)
bnucka jeduHuyu.“ ([4])

N

[lakne, Ha OCHOBY jelHe HeCTauUMOHapHe BPEMEHCKE cepuje He MOry ce U3BeCTU
3aKkrbyyum 0 nocmaTpaHoM npouecy 360or BpeMeHCKe 3aBUCHOCTU CpeauHe, BapujaHce U
ayTokoBapujaHce. AnNu ako je y nNuTawy XOMOreHO HecCcTauMoHapHa cepuja Taga ce
nocTynkom AundpepeHumparwa gobuja ctaumoHapaH npouec Kog Kora Ha OCHOBY jedHe
peanusauunje MOXeMO W3BECTM KOPEKTHE CTaTUCTMYKE 3akibyyke O MnocMaTpaHoMm
npouecy.

3a nucanse oBor nornaerba kopuwheHa je nutepartypa [4], [7] v [9].
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5 CE3OHCKE BPEMEHCKE CEPUJE

duHaHCKjcKe BpeMEHCKe cepuje YCIOBIbeHe pPasHUM YyTuuajma Ha TPXULWTY,
nocenyjy KapaktepucTMke Koje WX ofBajajy oL OCTannmx BpeMeHCKux cepuja. To je
NnocTojake Ce30HCKe KOMMOHEHTe, TpeHda pacTa, OOHOCHO TpeHda naga U, OHO
HajBaXHWje, NocTojake HecTabunHocTu BapujaHce (BonaTUMHOCTK). KrbyyYHWU 3Ha4aj
npu OOHOLWeEHY (PUHAHCUjCKUX oasiyka umajy npeaBuheHe BpeaHOCTU BPEMEHCKUX
cepwja. U3 Tor paanora je Beoma BMTHO fa Te BpeaHoCcTu Byay WTo je moryhe TayHuje.
YKONMMKO BpEeMEeHCKa cepuja ucnoSfbaBa MPaBUMHOCTM Yy KpeTawy Yy TOKYy jegHe
KaneHngapcke roguHe Taja ce oHa HasvBa Ce30HCKa BpeMeHcka cepuja. locTojare oBe
KOMMOHEeHTe ykasyje Aa noctoju Behu cteneH kopenauuje nameny oncepsauunja UCTnx
Meceun y pasnmyunTnum roguHamMa Hero uameny cycegHux meceumn. Ce3oHcke BpeMeHCKe
cepuvje Cy Kako UM MU caMO UMe Kaxke, BDEMEHCKE cepuje Koje KapakTepuvwe ogpeheHn
obpasaL, y KpeTaky TOKOM FroAMHE MeCce4vHO, KBapTanHo wunu nonyroguwme. Mpumep
CEe30HCKe KOMMOHEHTE MojaBrbyje ce Ko TYPUCTUYKE CE30HE Ha MOpPY KOjy Kapaktepuile
pacTy jyny, a nag y oktobpy. BpemeHcka cepuja npoaaje cnagoneaa unm oceexasajyhmx
nuha nma cBe KapakTepucTuke Ce30HCKE BPEMEHCKE cepuje, jep ce y neTwuMm Meceumma
perynapHo jaBrba 3HaTHO Behu obOuMm npopaje Hero y octanum meceuuma. [llojasa
CE30HCKUX QoriyKTyaumja BaXkun, Ha npumep, 3a cepuje y Typusmy, anm u 'y npon3BoaMu,
KpeTawuMma 3anvxa uta.

Cnuka 1. Mpumep cepuje koja uma Ce30HCKY KOMMOHEHTY®

MHAeKC MHAYCTPUjCHE NPOM3BOALE
HosembBap 2007 - euembap 2013,
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Ako 61 ce NpUNNKOM Moaenvparba HaBeAeHUX npoLeca 3aHeMapmo HUXOB CE30HCKU
KapakTep, M3ocTaBuna Ou ce jegHa of 3Ha4ajHUX KapakTepucTvka. TakaB MNpUCTyM
HUXOBOM MoAenuparby Boano 6u ka cdhopMuparsy HeonTMmanHor mogena. 3ato je oa
MHTepeca AMPEKTHO MOAENIOM BpeMEHCKe cepuje 0ByXBaTUTU HeH CE30HCKMN KapakTep.

YobunuajeHn npucTtyn y KnacmM4yHoOj aHanu3m BPEMEHCKNX Cepuja 3aCHOBaH je Ha T3B.
MeToay pasriaraka BpeMeHCKe cepuje 0QHOCHO MeTo Aekomno3auuuje. [1Ba cy npuctyna
MoJernvparwy Ce30HCKe KOMMOHEeHTe Ko4 MeToda pasnarawa. [lpema npeowm,

5 M3Bop nopataka: Peny6anukm 3aBog, 3a CTaTUCTUKY
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perpecnmoHoM TMpuUCTyny, yTuULaj Ce30HCKe KOMMOoHeHTe ce yTBphyje kopuwherem
CE30HCKUX BelUTavykux NPOMEHIBUBUX Y OKBUPY KIMAaCUYHOT perpecuoHor moaena, rae je
3aBMCHa MPOMEHIbUBA BPEMEHCKa cepuja Kojy pasnaxemMo Ha TpeH[, UUKITyC, Ce30HY 1
cnyyajHy KomrnoHeHTy. [NogsapujaHTa OBOr NPBOr NpUCTyna nosiasu o npeTrnocraske a
Ce Ce30HCKa KOMMOHEeHTa MoXe yCneLwHO MoaenmpaT TPUroHOMeTPUjCKUM pyHKLMjaMa
y T3B. NOCTYnKy popmumpara dypuepose (Fourier) penpeseHTauunje BpeMeHcke cepuje.

Y TpaguvuuoHanHoOM npUCTyny aHanuMsn BPEeMEHCKUX cepwuja, ApyrM noctynak
n3gBajatba CE30HCKE KOMMOHEHTE U3 cepuje KOPUCTU jedHy o MHOrodbpojHMX metona
n3paBHama (Hajuyelwhe meToq NoKpeTHMX npoceka). OCHOBHA uaeja ko OBOr NpucTyna
GasnpaHa je Ha wu3gBajawby HECEe30HCKOr [ena BpeMeHcKe cepuje Kopuwhewem
CUMETPUYHMX MOKPEeTHUX npoceka. Kaga ce yTBpam ,0CHOBHU TOK® BPEMEHCKe cepuje,
npeocTtaje ga ce W3 orcepsBauvja BpPEMEHCKe cepuje envMMUHWLLE jeQHOCTaBHUM
NMOCTYNKOM  oJdy3umawa Koh aAuTUMBHOTN  Mojerna, OAdHOCHO  nojerne  KoA
MyNTUNNUKaTUBHOT Modena, Aobujajyhn Ha Taj HAYMH XerbeHy Ce30HCKY KOMMOHEHTY.

Moxe ce pehu ga je y no4eTHOM nepuoy aHanmse BPEMEHCKUX cepuja OCHOBHa
HamMeHa, Tako W3[OBOjeHe Ce30HCKe KOMMOHEeHTe, Guna y HeHOM enuMUHUCaKy U3
BpeMeHcKe cepuje. Taj noctynak OTKNakaka CE30HCKE KOMMOHEHTE W3 BPEMEHCKe
cepvje HasvBa ce MOCTYMNKOM CE30HCKOT n3paBHakba Unn gecesoHnpama.

3ajedHNYKN enemMeHT TpaguuMoHasiHMX MocTynaka Ce30HCKOr M3paBHaka jecTe Aa
nosase of AeTePMUHUCTUYKE NPUPOAE CEe30HCKE KOMMOHEHTE W [da npeTnoctaBrbajy
HEHY HE3aBUCHOCT Of OCTafiMxX HEeCe30HCKMX KOMMOHEHTU. YKOMMKO Ce HanycTe oBe
npeTnoctaeske, O4HOCHO NoheMo oA Tora Aa Ce30HCKa KOMMOHEHTa uMa CTOXaCTUYKK
KapakTep ca KopenauuoHOM CTPYKTYpPOM KOja [O3BOSbaBa NocTojakbe Mefy3aBUCHOCTH
Hece30HCKe 1 Ce30HCKe KOMMOHEHTe, Taga CMO HanpaswuIiM Kopak y npasuy AeduHncana
ce30Hckux ARIMA mopena.

5.1 Ce3oHckn ARIMA moaenu

Ce30HCKE BpEMEHCKe cepuje KapakTepuwy nepuogunyHe drnykTyaumje Koje ce
NMOHAaBIbajy Y BPEMEHCKUM MHTEpPBanNuma A0 roanHy gaHa. Hajvarm BpemeHcku nepmog
y KOME Ce NMOHOBU yOo4eHa MnojaBa HasnBa Ce NepuoL Ce30He 1 03Ha4vaBa ce ca s. AKO cy
y NUTawy MeceyHe BPEMEHCKe cepuje, Tada je nepuoa ce3oHe s = 12, 3a kBapTasHe
cepuje s =4, a 3a nonyrogute cepuje s = 2 .

,,C 063upom Oa ce nocmampaHa rnojasa ca U38eCHUM rpasusIHocmuma foHaes ba
rnocrne nepuoda Ce30He, oYeKkyje ce Oa he oricepsauuje pa3deojeHEe B8PEMEHCKUM
nepuodom bumu mehy cobom KopenucaHe. [akne, noped epaghuka epeMeHcke cepuje u
Kopesiozpam’ Ce30HCKe 8peMeEHCKe cepuje Moxe bumu o0 rnomohu npu ymephusary
CEe30HCKO2 Kapakmepa cepuje. JlazaHO cmarbuBaHe 8pedHOCMU aymoKopesnayuoHux

7 Kopenorpam je rpadmuKku NpuKas ayTokopenaumoHe dyHKLmje.
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KoegbuyujeHama Ha Ce30HCKUM Odour-ama ( s,2s,3s,...) [loKka3amesb je CEe30HCKe
HecmauyuoHapHocmu. Cru4yHO rnocmyrky esfuMuHuUcamka HecmauyuoHapHocmu Koo
HECE30HCKUX cepuja Kopuwhemem onepamopa OougepeHuyuparba (1 — B), 3a
OMmK/lamare Ce30HCKe HecmauuoHapHOCmu Kopucmu ce orepamop Ce30HCKO2
ougpepeHyupara (1 — B®). KombuHyjyhu osa 0sa onepamopa OuchepeHyupara y
ornwmem criy4yajy, ce30HckU ARIMA moden 3a cepujy X, 0egbuHucaH je uspasom:

¢(B)(1 - B)*(1 — B) X, = 6(B)e,, (5.1)

ede je ornepamop HeCEe30HCKO2 U CE30HCKO2 OughepeHyuparba rnpumereH ca d , 0OHOCHO
D pecnekmusHo. [lNonuHomu ¢(B) u 6(B) dechuHuwy ce Ha yobudyajeH HayuH. [lpu
usepadmu ce3oHckoe ARIMA modena npumeryje ce umepamusHU rnocmynak bokca
(Box) u LleHkuHca (Jenkins) Koju he kacHuje 6umu 0emarsrbHO objaliH-eH y rnoanaesby 7.
Mehymum, nomewkohe 0o Kojux donasu npunukom Kopuwhewa modena (5.1) Hasene
cy bokca u LleHKkuHca Oa dehuHUWY HOBY Kriacy ce30HCKUX ARIMA modena. lNpea od
nomeHymux mewkoha muye ce nonuHoma ¢(B) u 6(B) 00 Kojux bap jeGaH mopa bumu
MUHUMarsHo peda s, 0a bu obyxeamuo aymokopesiayujy Ha Ce30HCKUM Oouyr-ama. Ha
rnpumep, KOO Mece4yHUX 8PEMEHCKUX cepuja mo 3Ha4qu 0a ped jeOHoe 00 rosuHoMa mopa
bumu Hajmarse 12, na ce moxe Oecumu Oa he moden cadpxamu ucmu monuku 6poj
KoegbuyujeHama. Ykrbydusare morsnukoe bpoja koeguyujeHama y mooersi, 00 Kojux He
Mopajy ceu bumu pasnudumu 00 Hyrne, 3axmesa pasmampare 8esiukoa bpoja modena y
asu Hwuxogoz usbopa. [pyea nomewkoha mu4ye ce napuujasiHe aymokopesiauuoHe
yHKUUje Kao OCHOBHO2 cpedcmea 3a udeHmuguKkayujy modena (suwe y noanaerby
7.1). Kod ces3oHckux molena muna (5.1) keHa uHmeprnpemauuja je omexaHa, na ce
yarnasHoMm Kopucmu obu4yHa aymokopesiayuoHa ¢pyHkyuja. “([4])

N3 HaBepeHux pasnora bokc u LleHKnHC cy npuctynunu geduHucamy knace T3B.
MYNTUNAMKATUBHUX Ce30HCKUX ARIMA mopena. Heka je y onwtem crydajy BpeMeHcka
cepuvja X;, 3a KOjy ce Ha OCHOBY rpacduka unm kopenorpama mMoxe yTBpaAuTU da nma
KapaKTepucTuKke Ce30HCKe BPeMEHCKe cepuje, moaenupaHa kopuwherwemM Hece30oHCKOor
ARIMA mopena:

(1= B)4¢,(B)X, = 0,(B)1, (5.2)

rae cy ¢,(B)=1-¢;B—--—¢,B? n 6,(B)=1-6,B—--—0,B9 nonuHomu no
onepartopy Aouke B pefa p 1 q pecnektnaHo. 360r Ce30HCKOr kKapakTepa cepuje, npouec
n: Hehe npefcraBrbatn npouec Genor wyma. KoeduumjeHTn aytokopenaumje oBor
npoueca Ha Ce30HCKMM Jouwama buhe pasnunuutn o Hyne. 3aTto ce oBaj npouec
mogenupa ARIMA mopenom:

(1- BS)DCDP(BS)Ut =0 (B®)eq, (5.3)

raecy ®p(B%) =1—®BS — - — ®pB" i 0,(B°) =1—0,B° — - — 0pB% nonmHomu no
onepatopy B° pega P n Q pecnekTuBHo. IcToBpeMeHO ce npeTnocTassba Aa NnofiMHOMMU
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®p(B) n 0,(B°) Hemajy 3ajegHndkmx KopeHa. OBM nonvHOMM 3a00BOrbaBajy
CTaHgapAHe ycrnoBe CTaLMOHAPHOCTM, OOHOCHO MHBEPTMOUITHOCTH, KOjMMa ce 3axTeBa
Aa KopeHun nonuHoma 6yay no moayny mawu of jeauHuue. KombuHyjyhmn nspas (5.2) u
(5.3) pobuja ce bokc-LIeHKMHCOB MyNTUNNMKATUBHU CE30HCKM ARIMA mopen:

(1 - BYI(1— BS)P b, (B)Dp(B)X; = 6,(B)Og(B)e:. (5.4)

Hopasarem KoHcTaHTe 6, ca AecHe cTpaHe uspasa (5.4) nonuHomu ¢, (B) n 6,(B) ce
HasuBajy perynapHum ayToperpecMoHMM MOSIMHOMOM W MOSIMHOMOM MOKPETHOr
npoceka, a ®p(B®) n 0,(B*) CE30HCKMM ayTOpPerpecMoH1MM NonMHOMOM 1 MOSIMHOMOM
MOKPETHOr npoceka pecnektueHo. CTangapAHa 03Haka MyMNTUNIIMKATUBHUX CE30HCKNX
ARIMA mopena ca nepvoaom ce3oHe s je ARIMA(p,d,q) X (P, D, Q).

5.2 CesoHckn AR(1) mogenu

Ce30HCKM ayToperpecmMoHn Mmoaen npeor peaa

(1—-®,B%)n, = &, (5.5)

y o3Haum SAR (1), hobuja ce kaga ce y uspas (5.3) 3ameHe BpegHocTM P =1, D =0
nQ =0.

,,YCrnoe cmayuoHapHocmu 3axmeea 0a je |®;| < 1. Kao u kod Hece3oHckoz AR(1)
modena buhe E(n;) = 0. AymokosapujayuoHa @yHKuyuja ooz modena ce Oobuja
MHOXeHeM u3pasa (5.5) ca n._,, a 3amum odpehusaremM o4yekusaHe epedHOCMU
dobujeHoz uspasa. AymokopernayuoHa yHKuuja ogoe modena je py, = DX, 3a k =
1,2, .... 3Hayu 0a cy aymokopenayuoHu KoeguyujeHmu ogoe modesia pasnu4yumu o0
Hyrne caMo Ha ce30HCKUM dour-ama. “([4]) Ha npumep, kog MmeceyHe BpEMEHCKE cepuje,
roe je s = 12, aytokopenaumoHu koeduumjeHTn kog SAR(1),, Mogena cy pasnuyntin oq
Hyne Ha cnegehum gouwama: 12,24, 36, ...

5.3 Ce3soHckn MA(1) mogenu

Ako je y nspasy (5.3) P=0, D=01i Q =1 Taga je oeduHncaH, Ce30HCKMN Mopen
NMOKPETHUX Npoceka NpBor peaa:

e = (1—0,B%)¢,, (5.6)

y o3Haunm SMA(1),. ,,Ycroe uHeepmubunHocmu 3axmesa 0a je |0| < 1. Kao u kod
Hece30Hcko2 MA(1) modena u oede je E(n.) = 0. Takohe eaxu Oa je: Var(n,) =
(1 + 6%)05?, Cov(n,ne—y) =0 u Cov(ne, Me_s) = —0,0°2. Mpema mowme,
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aymokopenayuoHa yHKuuja uma epedHocm pasniudumy 00 Hyre camo Ha rpeoj
ce30HcKoj dourbu.“([4]) Ha npumep, Kog mecevyHe BpeMeHCKe cepuje je s = 12, na je
ayTokopenaumoHn koeduumjeHT kog SMA(1),, mMoaena pasnuunt of Hyrne camo Ha
ABaHaecTOoj OOLUHN.

5.4 ,BasgyxonnoBHU® Mogen

Mehy mMynTunnMkaTtMBHUM ce3oHCkMM ARIMA mopgenuma Hajyewhe ce Kopucte
cnegehn: ARIMA(1,d,0) x (1,D,0);, ARIMA(1,d,0) x (0,D,1);, ARIMA(0,d,1) X
(1,D,0); n ARIMA(0,d, 1) x (0,D, 1), rae d n D y3aumajy BpegHocT 0 unu 1.

Kao nocnegmwy unycrtpaunjy myntunnukatmeHmx ARIMA mogena HaBoau ce ynpaBo
4eTBPTM Mogen kopg kora je d =D =1, ogHocHO paan ce o ARIMA(0,1,1) x (0,1,1);
MoZAeny Koju nma obnuk:

(1—-B)(1— B%)X, = (1—6,B)(1 — 0,B%)e,. (5.7)

Hoera cy Bokc 1 LIeHKMHC KopucTunn y aHanmsm BpeMeHcKe cepuje bpoja noBesaHmx
nyTHUKa y BasayLwHoM caobpahajy, na ce ctora y nutepaTypu Ha3mBea ,,Ba3gyXxonsoBHN®
mogen (eHr. airline model). MHBepTMGMNHOCT oBOr Mogena 3axteBa |0,| < 11]04] < 1.
Ako ce npBe n ce3oHcke andepeHue o3Hadve ca W, Taga ce mogen (5.7) nuwe y obnuky:

Wt’ - (1 - B - BS - BS+1)Xt == (1 - 91B - @1BS + 01@1BS+1)€t. (58)

AyTokoBapwujaHca og W, Ha k-Toj goubu je:

Y = EWW,_y) = E[(er — 016¢—1 — 0165 + 01016_5_1) X

(5.9)
(&t — 0161 — O16_ 5 + 0,018 _5_1_1)],
opakne je
Yo = (1 +62)(1+ 67)0?,
¥ = —60:(1+ 6702,
Ys-1 = 610,07, (5.10)

Vs = -0,(1+ 912)0'2,

Vs+1 = 919102'
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a cBe ocTane ayTokoBapujaHce cy jedHake Hynu. Ha ocHOBY ayTokoBapwujauuoHe
dyHKUMje ce [obujajy ayTokopenaumoHm KoeduumjeHTH:

_91

P =T5e7

pS—l - (1 + 9%)(1 + @f) - pS+ll

(5.11)
-0,

b =TT o7

a ocTanu ayTokopernaumMoHu KoeuunjeHTN Cy jegHakn Hynu.

AKO je TayHa npeTnocTtaBka Ada cepuju oaroBapa ,BasgyxonnoBHU® mogern, Taga
BapujaHCa OLeHEeHUX Y30payvykMx ayToKoperaumoHux KoedumumjeHaTa Ha AouH.ama
BMWMM oA s + 1 rnacwm:

14 2(p7 + p2_, + p2 + p?
Var(ﬁk) — (pl psnl Ps ps+1) ,k >s+1. (512)
Kopuwherem oBor pesyntaTta u no3HaTor nspasa aytokopenaunoHe dyHkumje (5.11)
MOXe ce ngeHTudgukoBaTn ceaoHckn ARIMA(0,1,1) x (0,1,1), mogen.

lMpumep 1. pachnykn Npukas Ce30HCKE BPEMEHCKe cepuje KopuwherweMm nakeTa
SPSS?

Cnuka 2. Npurkas ce3oHCcKe BPEMEHCKE cepuje no rogmHama
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T T T T T T
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8 U3Bop nopaTaka: https://www.itl.nist.gov/div898/handbook/pmc/section4/pmc4412.htm
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Cnuka 3. lNpurka3 ce3oHcKe BpeMeHcke cepuje no meceumma kopuwhewem Boke nnot
Anjarpama
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KopuwheHa nutepartypa je [4], [7], [8] v [11].

31



6 TECTOBW JEOUHNYHOI KOPEHA

.,[loped susyernHoe Ha4uHa odpehusara peda OehepeHuyupaH-a Ha OCHO8Y 0bu4YHO2 U
napuujasniHoe y3opadykoea Kopesioepama, moa2yhe je u Ha ¢hopMasTHUM cmamucmuyKum
1ocCmyrnkom epuiumu mecmupara o fpucycmasy jeGHo2 unu suue jeOUHUYHUX KOpeHa.
3a npuka3 nocmyrnka mecmupara buhe kopucmuwheHu aymopeapecuoHU MoOesu.
lNocmampajmo AR ripouec rpeoe peda:

(1 —-aB)X; = &, (6.1)

ede je B m3s. oriepamop OouH-¢€.

3a rpou3eosbHy KOHCMaHmMy | eaku.

By = .
3ameHom jedHakocmu (1 —aB) = [(1 —B) + (1 — a)B], jedHa4yuHa (6.1) ce nuwe y
0b6rIUKy:

(1-B)X, + (1 —)X,_, = &, (6.2)

OOHOCHO

AXt = ((l - 1)Xt—1 + &ty (63)

e0e je AX; = (1 — B)X;, npu 4yemy ce KoegpuyujeHm (a — 1) mMoxe oueHumu mMemodoom
Hajmarux keadpama. QOueHa koeguuyujeHma a omoayhyje mecmupare Hyrme
xuriome3e: a =1, npomus anmepHamueHe: «a < 1. [akne, npemrnocmaska Hynme
xurilome3e je Oa je npouec HecmauyuoHapaH, a fnpemrocmaska armepHamuseHe je
cmayuoHapHocm ripoyeca. “([4])

dynep (Fuller) je nokaszao ga ogHoc koeduumjeHTa (a — 1) U Herose craHgapgHe
rpelike Hema ctaHgapdy t-pacnogeny 4ak HM y acMMmnToTCKOM criyyajy. OBaj ogHoC
HasuBamo [ukn-dyneposa crtatuctuka (Dickey-Fuller). Pacnogeny ose craTuctuke
O3Ha4aBaMo ca T.

AKo ce y perpecmoHn mogen (6.3) yBege KoHCTaHTa 5, [obuhe ce mogen:

AXt = ’BO + (0( - 1)Xt—1 + gt' (64)

Ha OCHOBY KOra ce TecTupa HymnTy XMnoTe3y O NoCTojaky jeOUHUYHOr KopeHa. 3aTum ce
HYNTOM XMMOTE30M TecTupa fa nocmaTpaHu npouec npeacraBrba CryyYajHO nytake ca
KOHCTaHTOM. YBOfeHweM OBe KOHCTaHTe Y MOAenN Mena ce pacnogerna npsobutHe Auku-
dynepose cTaTUCTUKE.
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Ako ce y jeaHakocT (6.4) yBefe nuHeapHu TpeHa, Moryhe je uckasatu antepHaTuBHY
XMNoTe3y O TPEeHA-CTauMOHApHOCTM NocMmaTpaHe BpeMeHcke cepuje. [lpyu oBOM
TecTuparwe MnpeTnocTaBka HynTe  Xxunotese je  rnocTojake  gudepeHuHe-
cTauunoHapHocTu. lNMocmatpa ce mogen obnuka:

AXt = ﬁo + ﬁlt + (a - 1)Xt—1 + Et' (65)

Y cnyyajy oBe mogudukauvje Mewa ce npBobuTHa pacnogena [Oukn-dynepose
craTucTuke. Y NpUMeHM OBOr TeCTa OCHOBHa NpeTnocTaBKka je Aa cepuja pesugyana
ouerweHnx mogena (6.3), (6.4) n (6.5) npeacraesrba npouec Genor wyma. YnaHosu
X i=12,..,p Ce yBoge aKko OBa MnpeTnocTaBka Huje ucnyweHa. lNpu TOomMe ce
npeTnocTtasrba Aa je Beha BepoBaTHoha Aa he cepuja pesuayana npowwmpeHor mogerna
cneguTtuy npouec G6enor wyma, Hero WwTo je To 61uo cnyyaj npe npowunpuBaka Moaena.
Ha oBoj HaunH gobuja ce npowmnpenun Oukn-dynepos TecT (eHr. augmented Dickey-Fuller
test). Tect cratuctuky [Ouku-dynepoBor Tecta oO3HayaBa ce ca DF, OOK ce TecCT
ctatuctuka npowmpeHor Oukun-®dynepoBor Ttecta o3HayaBa ca ADF. Caga ce npu
TecTupaky NoCTojara jeAMHUYHOr KOpeHa KOPUCTU MOAEST:

14
AX, = By + Byt + (@ — DX,y + z A AXo; + &, 6.6)

i=1

roe je p 6poj 3aBUCHMX MPOMEHSBMBMX Ca OOLHOM Koja ce ofpehyje Tako ga cepwuja
pe3ngyana ouereHor Moaena npeacrasrba npouec 6enor wyma. OBaj TeCT 3aCHOBaH je
Ha OQHOCY OLeHe KoeduumnjeHTa y3 X;_; N Herose cCTaHaapaHe rpeLuke.

YKONMKO Ha OcHOBY Mogena (6.6) ogbauumo HynTy XunoTe3y O MOCTojaky
jeANHUYHOX KOopeHa (gakne, Huje AudpepeHuHo-cTaunoHapHa), Taga je moryhe ga je
TpeHa-cTaumMoHapHa. Ann ako ce He opbaun HynTa xunortesa O MOCTojaky jeaHor
jeOVHNYHOT KopeHa, Tafa ce TecTupa XmnoTesa 0 NocTojaky APYror jeANHUYHOr KOPEeHa.
Y TOM cny4yajy KopucTu ce npea andepeHua BpeMeEHCKe cepuje, Koja nopeaun ogHoC
KoedomumnjeHta y3 AX,_; wn opgrosopajyha kputnyHe BpeaHocTn [Oukn-dynepose
CTaTUCTUKe, NPU YeMy 3aBMCHaA NPOMeHIbuBa AX,_, noctaje 44X;_.

Y nutepatypu Ouku-dynepos TecT u npowmpeHn Oukn-dynepoB TecT HasmBajy ce
TECTOBMU 3aCHOBaHU Ha ,,t — ogHoOCy".

Mopepn oBux TecTtoBa, [ukn n dynep ageduHUcanm cy Tect CTaTUCTUKE 3aCHOBaHe Ha
NPUHLMNY KONUYHMKA MakcuMarnHe BepOAOCTOjHOCTM KOjW Cy 3aCHOBaHWN Ha perpecuoHnv
F- TectoBMMa. AKO NpeTnocTaBUMO Ja BPEMEHCKOj cepuju X, oaroBapa mogen (6.4),
Taga ce HynTa xunortesa obnuka:

(Bo,a) = (0,1),
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TecTupa KopuwheweM CTaTUCTUKE KONMWYHUKA BEpPOAOCTOJHOCTU Koja ce HasuBa &,
cTaTUCTMKA.

CraTtuctuka @, padyHa ce nomohy KonuyHuka [3]:

((OSKG — BSKG)/g)
BSKG/(n — k)

(6.7)

uma F pacnogeny ca g u (n—k) crenenn cnobopge, rae je OSKG (BSKG) cyma
pesugyana y perpecuoHom mopeny ca (06e3) orpaHunyewa Ha napameTtpe, g 6poj
orpaHuyera Ha NnapameTpe Mogena, n AyXXMHa BpeMeHcke cepuje, k 6poj perpecopa y
mozeny 6e3 orpaHuyera Ha napameTpe.

TecTupa ce HynTa xunoTesa obnuka:

(ﬁO' ﬁlﬂ C() = (0,0,1),

kopuctehu mogen (6.5). Tect cTaTucTMKa 3a TeCTUpawe OBE XunoTese je ¢, ctTaTucTuka
Koja ce pobuja nomohy konuyHuka (6.7), npM 4emy MMamo TpuU OrpaHuyewa Ha
napameTpa AedUHUCAHUX HYNTOM Xxunote3oM. Takohe, uctum wmopgenom 6u ce
TecTupana Hynrta xunoTtesa obnuka:

(.801 B, a) = (ﬁO' 0,1).

3a TecTupare oBe CTaTUCTUKE KOPUCTU ce @5 cTaTucTnka. OCHOBHa nNpeTnocTaBka npu
OBOM TecTupawy je Aa NOCTOoju jedaH jeANHUYHN KOpeH (BPEMEHCKOj cepuju ogroeapa
MOZen Chny4YajHor nytaka ca KOHCTaHTOM). AKO Ce Ha OCHOBY @5 CTaTUCTUKE YyTBpAU
OACYCTBO NMHEApPHOr TeHAa, KopucTn ce moaen (6.4).

KpuTnyHe BpegHoCcTn @ ctaTucTMka Hanase ce 'y Tabenum 1.

TecT jeauHUYHOr KOpeHa Koju je 3acHoBaH Ha [lypbuH-BatcoHoBoj (Durbin- Watson)
cTatuctTium je TecT koju cy npeanoxunu CaprH (Sargan) u bapraBa (Bhargava).
MocmaTpa ce moaen:

Xt = aXt_l + gt' (6.8)

,,Cnedehom ¢bopmyrniom degbuHucaHa je uHmeepayuoHa LypbuH-BamcoHosa
cmamucmuka:
?=2(Xt - Xt—l)z

IDW = —, 6.9
?:1(Xt _X)Z ( )

20e je X cpeduHa epemeHcKe cepuje. bpojunay y uspasy (6.9) jedHak je cymu keadpama
pesudyana kala je a« =1 y uspasy (6.8). Tada ce oyekyje 0a he [ypbuH-BamcoHosa
cmamucmuka Oama u3pa3om (6.9) bumu jeOHaka Hynu. Ako je IDW cmamucmucmuka
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3HayajHo eeha 00 Hyne mada je npouec cmayuoHapaH (Hynmoe je peda
UHmMezapucaHocmu).

Ako y uspa3 (6.8) yeedemo koHcmaHmMy mada pa3mampamo MpPOoUEeC CcriyYajHo2
Jlymara ca KOHCmaHmoM 4uja je mecm cmamucmuka degpuHucaHa ca:

) oK, — Keey)? = g (X — X,)?
IDW, = 1 ) T 2 (6.10)
Wz‘wﬂ m-DX,—(-DX,—(r—-DX; —(n—1) (X - j(X1 + Xn))]

U Koja ce Kopucmu 3a mecmupare rpucycmea jeOUHUYHO2 KOpeHa. YKOIUKO je
uspadyHama epedHocm cmamucmuke (6.8) u (6.9) eeha o0 odzoeapajyhe Kpumu4yHe
gpedHocmu Oame y Tabernu 2, mada ce Hynma xuriomesa odbauyje.” ([4])

Tabena 1. KputnyHe BpegHoctn dunkn-dyneposor Tecta

N Mopen Hwueo Boo peLuka B1 B
3HayajHoOCTH oLeHe
1 Bes koHCcTaHTe 1% -2.5658 0.0023 -1.960 -10.04
5% -1.9393 0.0008 -0.0398 0.00
10% -1.6156 0.0007 -0.181 0.00
1 bes TpeHaa 1% -3.4335 0.0024 -5.999 -29.25
5% -2.8621 0.0011 -2.738 -8.36
10% -2.5671 0.0009 -1.438 -4.48
1 Ca TpeHgom 1% -3.9638 0.0019 -8.353 -47.44
5% -3.4126 0.0012 -4.039 -17.83
10% -3.1279 0.0009 -2.418 -7.58
2 bes TpeHpa 1% -3.9001 0.0022 -10.534 -30.03
5% -3.3377 0.0012 -5.967 -8.98
10% -3.0462 0.0009 -4.069 -5.73
2 Ca TpeHgom 1% -4.3266 0.0022 -15.531 -34.03
5% -3.7809 0.0013 -9.421 -15.06
10% -3.4959 0.0009 -7.203 -4.01
3 bes TpeHaa 1% -4.2981 0.0023 -13.79 -46.37
5% -3.7429 0.0012 -8.352 -13.41
10% -3.4518 0.0010 -6.241 -2.79
3 Ca TpeHgoom 1% -4.6676 0.0022 -18.492 -49.35
5% -4.1193 0.0011 -12.024 -13.13
10% -3.8344 0.0009 -0.188 -4.85
4 bes TpeHaa 1% -4.6493 0.0023 -17.188 -46.37
5% -4.1000 0.0012 -10.745 -13.41
10% -3.4518 0.0009 -6.241 -2.79
4 Ca TpeHgoom 1% -4.6676 0.0021 -18.492 -49.35
5% -4.1193 0.0012 -12.024 -13.13
10% -3.8344 0.0010 -9.188 -4.85
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roe N npeactaBba 6poj cepuja 3a koje ce TecTupa HynTa xunotesa fa Hucy
KOuHTerpucaHe, f. nNpeacraBiba aCMMNTOTCKY KPUTUYHY BPEAHOCT ca CTaHA4ap4HOM
rPELUKOM OLleHEe Y HapeAHO] KOJTOHWN.

Tabena 2. KputnyHe BpegHoctn [ypbuH-BaTcoHoBe cTtatnctuke

Benununna | lNMpouec cnyyajHor nyTawa [Npouec crny4vajHor nytaka ca KOHCTaHTOM
y30pkKa 1% | 25% | 5% 1% | 25% | 5%
20 1.50 1.28 1.10 1.86 1.62 1.45
25 1.28 1.08 0.93 1.57 1.36 1.21
30 1.11 0.92 0.79 1.36 1.18 1.04
35 0.98 0.81 0.69 1.18 1.05 0.91
40 0.87 0.73 0.61 1.06 0.93 0.81
45 0.79 0.66 0.55 0.97 0.86 0.73
50 0.72 0.59 0.50 0.89 0.76 0.66
60 0.63 0.51 0.42 0.75 0.65 0.56
70 0.54 0.44 0.37 0.66 0.56 0.48
80 0.47 0.39 0.32 0.58 0.50 0.43
90 0.41 0.35 0.29 0.52 0.45 0.39
100 0.37 0.32 0.26 0.47 0.40 0.35

lMpumep 2. Kako je ogpehuBare CTalMoOHapHOCTU NPBM KOpaK Npy aHannan BpeMeHCKMX
cepuja, y OBOM NpUMeEpPY je NpuKasaHa npoBepa CTaUMOHAPHOCTM, OOHOCHO MpoBepa
nocTojaka jeAVMHUYHOr KopeHa Kpo3 rnporpamcke nakete CICC (SPSS) u P (R).
AHanunaMpamo BPEMEHCKY cepujy Koja npeAcTaB/ba MHOEKC MOTPOLWAYKMX ueHa Yy
Penybnuumn Cpbujn®. MeceyHo KpeTawe MHOEeKca MOTPOLUaykMX LeHa Yy nepuoay of
jaHyapa 2010. go Hoeembpa 2015. npukaszaHo je Ha Cnvum 4. CraumoHapHOCT
BpeMeHCKe cepuje he ce Kpo3 oBaj Nnpumep nposepasaTu Kopuwhewem Kopenorpama u3
naketa ClCC, kao u cTaTUCTUYKMM TecToBMMA U3 nakeTa P.

Cnuka 4. Mece4Ho KpeTawe nHaekca noTpoLlaykmx LeHa jaHyapa 2010 - HoBembap
2015

190.00
. ,’
180,00 e,
170.00
160,00
150,00

140,00

9 M3Bop nopataka: Peny6anukm 3aBog, 3a CTaTUCTUKY
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Ha xuctorpamy (Cnuka 5.) je npykazaHO MeCe4yHo KpeTahe MHOeKca NoTpoLllavkmx LeHa
y TOoKy 71 meceumn. VIHOoekc ce kpeTao y y uHTepsany of HajHuxer 131.40 y Toky jaHyapa
2010 po Hajsuwer 183.80 3abenexeHor y jyHy 2015. Cpegha BpegHocT je 165.29, ook
je craHpapgHo oactynawe 16.75.

Cnuka 5. Xucrorpam MeceuvHor Kpetawa nHaekca noTpoLlayknx LieHa n dopekBeHunje

Frequencies
1o
B B Statistics
o Vrednost
L L N Valid 71
| Missing 0
Mean 165.2901
N Median 173.8000
Std. Deviation 16.74678
Range 52.40
“ Minimum 131.40
D | | ] Maximum 183.80
130.00 140.00 150.00 160.00 170.00 180.00 190.00

Vrednost

Ha ocHoBy kopenorpama (Cnuka 6.) aobujeHnx npumeHom CIMNCC-a moxe ce 3aKbyunTu
[a cepuja HMje CTauMoHapHa.

Cnuka 6. Kopenorpamu (06udHa n napuujanHa aytokopesnaumoHa yHkumja)

Vrednost Vrednost
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Ha ocHoBy pesyntata ADF v KPSS Tecta (Cnvka 7.) MOXe ce 3aKrby4nTu [ia cepuja Huje
cTauuoHapHa.

Cnuka 7. Mpukas ADF n KPSS'° Tecta
Augmented Dickey-Fuller Test
data: bazaSB

Dickey-Fuller = -1.0892, Lag order = 4, p-value = 0.9176
alternative hypothesis: stationary

KPS5S Test for Level Stationarity

data: bazaSB

KP5S Level = 3.4057, Truncation lag parameter = 1, p-value = 0.01

Benwuka p BpegHocT y ADF TecTy u Mmana p BpeaHocT y KPSS [oBoau A0 3akibydka ga je
cepuja HacTauMoHapHa W ga je NoTpebHOo M3BpPWUTU AndepeHumpane kako 6u ce
pobuna ctaumMoHapHa BpeMeHcKa cepuja.

INutepaTypa KopuwheHa 3a nucawe nornasrsa je [4], [8], [9] v [11].

10 KPSS TecTom ce TecTMpa HynTa XWMMOTe3a fa je BPeMeHCKa cepuja CTaLMOHapHa, a afTepHaTUBHa Aa MocToju
jeANHNYHN KOPEH.
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7 BOKC-ILIEHKMHCOBA CTPATEI'JA

OnwTy cTtpartervjy mogenupara ARIMA npoueca koHumnupanu cy bokc u LlIeHKunHc,
na ce npema kwuMa oBa cTpaTervja HasumeBa bokc-lLleHknHcoBa metoponoruwja. Osa
MEeTOoAOoMorMja Ma TpM OCHOBHE eTane: naeHtTudukaumja mogena, HeroBo OueH1Bakbe
N NpoBepa eroBe agekBaTtHoCcTH. ,,[Ja 6u modesn buo dobap nompebHo je da 3ado8osbU
cnedehe npuHyune: eKoOHOMU4YHocm, udeHmugukabumHocm, KOH3UHCMEHMmMHocm ca
nodayuma, KOH3UHCMeHmMHocm ca meopujoM, [puxeamsbugocm rodamaka,
ycrnewHocm rpogHo3upak-a u obyxeamHocm.

1. EkoHomu4yHOCm (eHe. parsimony). Lurb 0802 rnpuHyuna je 0a ce Ha wWmo
JjedOHocmasHuju Ha4yuH onuuwe rnocMampaHa rojasa. Kaxe ce O0a je eKoHOMu4YaH
OHaj Moders Koju cadpxxu penamusHoO mMarsnu bpoj koegbuuujeHama. YKOuUKo cy Koo
0sa moOesna ocmarie ocobuHe jeOHake, jeOHocmagHuUju MOOes je noXxesbHuju 00
crioxeHujea. NpeobumHu moden ce 3amum rnpowupyje Oa bu ce Ha OocHogy
cmamucmuykux mecmoea ymepdournio 0a nu je ornpasdaHo Oa ce ymMecmo
JjedOHocmasHujee kopucmu crioxeHuju. Oeaj npucmyn ce 4Yecmo Kopucmu y
aHanu3u BpeMeHCKUx cepuja. Heku aHanumuyapu nperopy4yjy O0Opyeaaduju
npucmyn. [a ce 00 onuwmea dohe 0o nocebHoea. lNpema ogom ripuHyuny nosasu
ce 00 onwmee modersna, a 3amum ce cmamucmu4YKuM mecmosuma 8puilu He2080
pedyKkoeaH-e.

2. NoeHmucgpukabunHocm (eHe. ldentifiability). Kada moden Huje udeHmugukoeaH
rnocmoje bapem dea cKyrna spedHocmuU KoeghuyujeHama Koju cy y caanacHocmu
ca nodayuma. Osaj npuHyuUn je bumaH Kako KOO eKOHoOMempujckoe Mmodesia mako
U KOO 8uWeOUMEH3UOHUX U CmMPYKmMypHUX Modesia 8peMeHCKUX cepuja.

3. KoHsuHcmeHmHocm ca nodauuma. [Nposepa KOH3UHCMeHMHocmu ca rnodayuma
crpoegodu ce rnoMohy pasHux cmamucmuykux mecmosa. OO0 Modesia ce o4yekyje
Oa 06e36edu 00bpo rnpunazohaeare nodayuma, a pesudyanu mopajy ébumu
penamueHo marnu u 0a umajy Kapakmepucmuke rnomryHo criydajHoe rpoueca.

4. KoHsuHcmeHmHocm ca meopujomM. Moden mopa b6umu KOH3UHCMEHMaH ca
npemxo0HUM ca3Hamem 6e3 ob3upa Ha mo 0a /U je u380p moe ca3Hara y
meopuju unu 30pasom pasymy.

5. [lNpuxeamrbusocm rnodamaka. Moden He cme Oa npedsuha epedHOCMU Koje He
3adososbasajy Heka 0ehUHUUUOHa Oe2paHUYerba.

6. YcnewHocm npoecHosupara. Osaj npuHUUN ykasyje Ha rnpeyusHocm rpo2Ho3a
0obujeHux Ha ocHosy modernia speMeHcKux cepuja. Osaj npuHyun je y 6ruUcKoj
8e3u ca [rojMoOM CcmpyKmypHe cmabusHocmu, OOHOCHO KOHCmaHmMHocmu
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KoeghuyujeHma moldesna. 3a Moldes1 Kaxemo 0Oa je cmpykmypHO cmaburnaH
YKOJTUKO H-€2080 MOHOBHO OUEHUBaH-€, Ha OCHOBY oricepsayuja 8aH y30pkKa Koju
Je kopuwheH 3a npeobumHo ouyerusaH-e, He 00800U 00 cmamucmuU4YKU 3Ha4YajHe
rnpomeHe ouereHUX KoeguyujeHama. Kod modena epemMeHCKUX cepuja
Kpumepujym ycrieuwHocmu rpo2Ho3upara rnpogepasamo mako Wmo Kopucmumo
oricepsayuje eaH y30pKa 3a ouemusamre y Uusby posepe cmereHa
npeyusHocmu npozaHo3a modesia. YKoruko jedaH 00 modesna umMa Maky cpedre
KeOpamHy epewKy [Mpo2HO3e, a cee ocmarsie Kapakmepucmuke mooesna cy
JjeOHake, mada 3a maj Modesi kaxemMo 0a je ycrewHuju ca cmaHO8HUWmMma
rpoeHo3upaHa, me je npuxeamsbuguju 3a Kopuwhere 00 KOHKYPEeHMCKUX
modena.

7. ObyxesamHocm (eHe. encompassing). 3a moden ce kKaxe Oa obyxeama
KOHKYpeHMCKU Modern ako Moxe Oa objacHu pe3ynimame dobujeHe mum Opyaum
MOOEsIoM. Y mom criyqajy KOHKypeHmMcKU Moder He cadpxXu uHghopmauuje Koje bu
ce Moerne Kopucmumu y uusrby nobosbwara uszabpaHoa modena. [a 6u moodern
umao ogy ocobuHy He mopa bumu onwmuju 00 KOHKypeHma. Moden noped moeza
wmo mpeba da objacHu u onuwe rnodamke, mpeba Oa objacHu ycriex unu
rnpomauwaj KOHKypeHmcKoa mooerna y objawrery ucmux nodamaka.“ ([4])

Mpema bokc-LleHknHCcoBOj MeTogonorvju 3a naeHTupukaumnjy ARIMA mogena nopeg
y30padkmx, O6UYHNX N NapumjanHnx Kopenorpama, Kopucte ce u popmarsnHm CTaTUCTUYKN
TECTOBU jeOAWMHUYHOr KopeHa 3a pen AaudepeHumpana (lMornaerbe 6), WUHBEP3Ha
ayTokopesnaumoHa pyHkuuja kao n 6pojHu Kputepmjymmn nsdbopa pega npoureca. Ha kpajy
OBOr nornaerba Guhe npukasaHO Kako ce BpLUM NpoBepa aAeKBaTHOCTU OLEHEHUX
mMoaena.

Bbokc-LleHknHcoBa MeTogonornja 3acHoBaHa je Ha TpoeTanHOM MOCTYMNKY rpagHe
MoJena BPpEMEHCKUX cepuja: ngeHTugukaumja, ouetmBarbe U NpoBepa agekBaTHOCTH.

7.1 WpeHTndukauunja mogena

Mog oBom eTanoMm nogpasymeBa ce MOCTynak Kopuwhewa nogataka BpeMeHCKe
cepuje y uurby mM3gBajakba yxKe Krace eKOHOMUYHUX ARIMA mopgena Koju mory 6utum
noTeHumjanHn reHepaTtopyu pgartor ckyna nopartaka. [MpumeHom Bokc-LleHknHcoBe
MEeTO0I0rMje Hajnpe ce Ha OCHOBY rpaduka BpeMEHCKe cepuje, 0bUYHMX 1 napumjanHm
Kopernorpama yTBpAW Ada M je noTpebHo cepujy npeTxogHo TpaHcdhopMmucatm
(kopuwherwem Bokc-KokcoBe TpaHcdopmauuvjel' nnu gudepeHuuparwem), ga 6u ce

11 33 BpeMeHCKy cepujy X; 1 KoeduumjeHT TpaHchopmupmje A, TpaHchopmMmucaHa cepuja je:
2
(x2)
Xt()l) =17 A+0 ]
logX;,, 1=0
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3atum wmsabpana opgrosapajyha knaca AR,MA wnun ARMA wmopena. Ca wmnsabpaHum
MOZENIOM nperniasn ce Ha HapeaHy etany.
Y npouecy ngeHtndpukaumje mogena nonasmmo og ARIMA(p, d, q) mogena:

(1-¢B—-—¢,B?)(1—-B)*X, =6y + (1 —6,B—--—6,B)¢, (7.1)

[pouec uHdemudpukayuje ARIMA modena uma crnedehe emarne:

- Ha ocHosy epachuykoe ripukasa 6peMeHCKe cepuje epwu ce u3bop
mpaHcgopmauuje. Ha ocHogy epaghuka moxe ce dobumu uHgopmauyuja Oa nu
cepuja cadpxu mpeHO, ce30Hy, HecmaHOapOHe oricepsauuje, MpPOMeHIbusy
gapujaHcy unu 0a fiu uma HeKy HeobUYHY Kapakmepucmuky.

Kopucme ce o06u4yHe U napuyujasiHe aymokopesnayuoHe ¢hyHKUyuje padu
ymephugarsa nompebHoz peda ougepeHyupar-a.

Cnedehu kopak je oOpehusare p u q. KOO Hece30HCKUX 8peMeHCKUX cepuja p U
q cy 06U4YHO MarsU 00 mpu.

Odpehusare peda OupepeHyupar-a. lNpe oge emare npemrnocmasu ce 0a je
ypaheHa bokc-Kokcoea mpaHcghopmavuja. Ykornuko y30payka
aymokopernayuoHa yHKUyuja ornada, mo je rokazamesb 0a je y numary
HecmauuoHapHocm u 0a rnocmoju nompeba 3a OughepeHyUpaH-EM.
3a odpehusar-e peda OughepeHyupaHa Kopucme ce U mecmosu jeOUHUYHOR2
KopeHa Koju cy 0emarbHo objawr-eHu y Noenasby 6.

OOdpehusare peda npoueca. Ped npoueca ce oopeljyje Ha OCHOBY OUEeHEeHUX
aymokopenayuoHux ¢hyHKyuja 3a ougbepeHuupaHy cepujy, mako wmo ce
rnopedu u3z2ned y3opaykoe Kopesioepama ca u3251e00M  MmeopujcKux
Kopersioepama rno3Hamux modesia Huxee peoa.

U36op modena. bokc-LleHKuHcosoM mMemodorioaujoM ce rnperopydyje 0a ce 3a
u3bop odzosapajyhea Modena Kopucmu cmamucCmuyku ymeMesrbeH CKyrl
npasuna. Kod ceux mux npaeuna npea rnpemrocmaska je Oa je ped
oucpepeHyupara yHanped odpeheH, a yusrb nocmyrika jecme odpehusare
o0ezoesapajyhe epedHocmu p u q. [p8u Kopak je MuHUMU3upaHe yHKUUje:

- ptq
5(p,q) = Inoj, + Tg(n) (7.2)

20e je oj, oueHa eapujaHce pe3udyana ARMA(p,q) modena dobujeHa ro
memoOu Hajeehe sepodocmojHocmu, g(n) npedcmasrba HeHezamugeHy byHKUUjY
neHarna unu kasHeHy ¢byHkuujy.“ ([4])

dyHkumjom &(p,q) onucaHe cy aBe MehycobHo cynpoTHe nojaBe. OBOM
JyHKUMjOM Ce NpBO MOXe MOoCTMhN CMakwene BapujaHce, OOHOCHO npeunsHuje
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ouewMBawe, WTO ce noctmwke nosehawem 6poja koeduumjeHata. WNctom
YHKUMJOM MOCTMXKE Ce €eKOHOMOYHOCT Yy rpagwu moAena, wwTo je moryhe
cmatbeweM Opoja koeduumjeHTa. [Ba crnomeHyTa uumrba cy moryha jep ce

nosehakwem 6poja koeduunjeHTa lna/pz\,q cMmamyje, a (p + q)q(n)/n pacre.

Ako je y uspasy (7.2) g(n) =2, gobuhe ce AkankeoB(Ekeik) nHdopmaumoHn
cuctem, y osHaun AIK. Akauke je Npeanoxmo U KpUTEpUjyM KOHaYHe rpeLuke
NporHo3upatwsa, y o3Hauun FPE, koju ce fobuja Ha cnegehmn HaumH:

n+p+q =
——— Opq-
n—p-—gq

BajecoB nHdopmaumoHn kputepujym gobuja ce kaga je y (7.2) g(n) = In(n).

FPE(p,q) =

Y npakcu ce KOpUCTe 1 KpUTEPUjyMU KO KOjuX NpBu cabupak ykrby4yje BapujaHcy
rpeLlke NPorHo3e 3a jeaaH Kopak yHanpen, a opyrn cabupak yauma y o63ump 6poj
oLeHeHnx KoeduumjeHaTa, OOHOCHO y3MMa ce y 063up KasHa YKONUKO ce
nosehasa 0poj koeduumjeHaTa. Heka cy P 1 Q cukcHe rpaHmue nonvHoma ¢ (B)
n 6(B). BpegHoctn p* n g* bupajy ce Tako ga ce gobuje MMHUMYM QOyHKUMje
AIC(p,q), npn Yemy AIC npepnctaBba AKavkeoB MHGOPMALMOHM KPUTEPUjYM.
Hakne, Tpaxwu ce dyHKuumja:

AIC(p*,q") = min, ;AIC(p,q),p €{0,1,...,P},q € {0,1, ..., Q}.

OppehuBamne NHBEpP3HEe ayTokopenauuoHe dyHKUMje. NHBep3Ha
ayTokopenaumoma yHkumja y bokc-LleHknHCcoBOj MeTogonornjy npencrasiba
ayTokopenauuoHy yHkumjyy ARMA mogena y kome cy nonvHomu ¢(B) n 6(B)
3ameHunu mecta. [lakne, ako 3a gudepeHumpany cepujy W, saxxun ¢ (B)W,=6(B),
Taga ce opgrosapajyhm npouec ARMA(q,p) Ha3uBa AyanHu WNU WHBEP3HU
npovec.

,VIHeep3Ha aymokopenayuoHa @yHKUuja ce MOxe Kao U napuyujanHa
kopucmumu 3a oOpehusame peda npoueca. 3amo ce aymokoprayuoHa
yHKyUja cMampa KOHKYpeHmMOoM rapuujarnHoj ¢pykHyuju y odpehusary peda
npouyeca. JeduHu HedocmamaK o08e @byHKUUje jecme KOMIM/IUKO8aHO
ouerbusar-e. JedaH 00 Ha4yuHa jecme aripokcumauuja AR cepuje npouyecom
suweez peoda.

WHeep3HU aymokopenayuoHu KoeguyujeHm Ha k-moj Oourbu 3a AR(p)
depuHuwe ce crieGehom hopmyrom:

—¢r + Z?z_f Didjrk
n _
Pr = 1+ 25.’:1 b7
0, k>p

, k<p
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3a mecmupare cmamucmuyke 3Ha4yajHoCmu UHBEP3HUX aymoKepasiuoOHUX

. . 1.96
yHKUUja Moxe ce kopucmumu 95% uHmepear rogepera jeOHaK + 7 ([4D
MapunjanHa ayTokopenaumoHa dyHKuMja ce pefhe Kopuctu y npakcu 36or
KOMMAMKOBAHOr payyHa NpuUIMKoM oueHnBama.

7.2 OuermBame

Kapa ce BpLum oLerwsmBanse NOTPEBHO je ehrkacHO MCKOPUCTM pacnonoXmee nogaTke
Y UUIby 3aKiby4mBaka O HEeroBMM KoeuumnjeHTuma.
MpBK KOpak npu oLeHn NnapameTapa jecte ouehmBakbe cpegmHe U BapujaHce.
u = E(X;)- oueHa cpeguHe.
02 = E(&}?)- oueHa BapujaHce.

3aTum, je NoTpeGHO OLEeHUTU KoeduLmieHTe ¢’ = [Py, by, ..., | M 8 = [6,,6,,...,6,], ¥
moaeny:

(1-¢1B—¢yB2 — - —¢,BP)(Xy — ) = (1 —6,B— 0,82 — - —9,B)e,  (7.3)

roe je X, t=12,..,n CTauMoHapHa cepuja unu je nocrtana cTaumoHapHa HaKOoH
TpaHcpopmaumje, a & jeOoHako pacnogerbeHe cnyyajHe BenuumHe ca N(0,02)
pacnogernom.

7.2.1 MeTton momeHaTa

OBaj meToA 3aCHOBaH je Ha usjeaHavaBary 0AroBpajyhnx TeopujckMx MOMeHaTa Koju
cy dyHKUMja HenosHaTUX KoeduuumjeHaTa mogena ca ofrosapajyhum peannsoBaHum
BpegHOCTUMA Yy30paykux MomeHaTta. Ha npumep, oBum meTtogom pobuja ce pa je
y30pauka cpeamHa X, oLieHa cpeamHe nonynauuje (.

Kopuctehun goopmyne:

Yk — $P1Vk-1 = E(eeX—), k>0
Be_ Pk = 1P
yo k 1Fk-1»

3a cnyyaj AR(1) mopena nmamo Besy p; = ¢;. [lpema metogy MmomeHara, p; je jeaHako
ca r; Koju npeacrasiba y30padkm ayToKopenaunoHm koeduvumnjeHT Ha NpBoj gouwun. Taga
je oueHa koedmunjeHTa ¢, gedmHUcaHa ca:

¢, =11.
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Y cnyyajy AR(2) mopena KOpUCTUMO Be3e p; = ¢y + ¢,p1 N py = ¢, + ¢1p1. [pema
MeToAy MOMeHaTa Baxu p; = 1; U p, = 1, Na ce gobuja:

= ¢+ Py
Ty = ¢y + 111,

Te ce pellaBaweM NPEeTXOAHUX jeaHadnHa fobujajy oueHe:

(z)\ _rl(l_rz)
L T

Y onwTem cny4ajy, 3a npouec AR(p) oueHe koeduumnjeHata ¢4, ¢,, ..., ¢, padyHajy ce
pellaBawemM criegehux jegHavmHa:
P1=¢1+p1Py+ -+ pp_1dp

Pp = pp—l(:bl + Pp—z(ibz + o+ d)p

Koje ce Ha3uBajy Jyn-Bokepose (Yule-Walker) jegHaunHe. Npema meToam MoMeHaTa py
3aMembyjy ce ca r,. OueHa BapujaHce 6ernor wyma padyHa ce nomohy dhopmyne:

62 = 52(1 - (.51r1 - 4327”2 - (f’prp):

roe je S? ysopadka KoBapujaHca npoLeca Koja npeactaBrba HenpucTpacHy oleHy'?
HenosHaTe BapujaHce. A oueHa cpeanHe npeacTasiba cpeaivHy oncepsaunja BpeMeHCKe
cepuje.

3a AR(1) mogen Baxu ¢, = ry, Na je oueHa BapujaHce npoLeca 6enor wyma:

62 =5%(1-rd).
3a MA(1) npouec Baxu:
_91
1467

P11 =

Kaga p, 3ameHnmo ca r; 4obruhemo KkBagpaTHy jeaHaumHy:
T1912 + 01 +T1 = 0,

Kojy pewaBamo no 6;. OBa jegHaunmHa Mma OBa peanHa KopeHa ako je |rp| < 0.5.
MeRyTum, camo jegaH o4 wUX 3a40BOSbaBa yCroB MHBepTabunHoctu. Taga ce oueHa
HenosHaTor koeduumnjeHta MA(1) npoueca no MeTOAM MOMeHaTa padyHa npema

doopmynu:

2 Heka je X4, X5, ..., X;, NPOCT cnyyajaH y3opak obuma n 3a obenexje X 1 Heka je 6 HenosHaTW napametap y
pacnogenu obenexja X. Cratuctuka Y = f(X, X5, ..., X)) je HenpucTpacHa oueHa napametpa 6 aKo je:

E(f(Xy, Xz, .., X)) = 6.
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§1=

—1+1—4r?
21y '
Ako je r; = £0.5 Taga nNoCTOjU jeANHCTBEHO pellere KBagpaTHe jeJHayYHe jeHaKko
+1, anu Koje Huje nHBepTabuNHO. Y npakcu ce BpSio 4ecTo gewasa ga je |r;| > 0.5. Taga

HE I'IOCTOjI/I je,D,I/IHCTBeHO pewee KBagpaTtHe je,El,Ha‘-IVIHe, na ce KOG(*)I/ILI,I/IjeHTI/I HE MOry
OoueHnTn MeToaomMm MoMeHarTa.

OueHa cpeguHe npefcTaBrfba cpefuHy oricepBaluvja BpeEMEHCKe cepuje, OOK ce
oLleHa BapujaHce 6ernor wyma padyHa npema gopmyrnu:
SZ

2=—A.
1+ 67

G
NMpumeHa meToge momeHata Ha MA(q),q > 1 moaene je MHOro cCrioXeHuja jep je
NnoTpebHO peLwmnTn q jeaHavmHa ca q Herno3HaTux KoeduumjeHaTa.
OuewnBare ARMA(1,1) mogena BpLuM ce noMohy ayTokopenaumoHe yHkuuje:

(1~ 60)(A - 010 4
1-2¢,0,+67 " '

Pr =

roe je ¢, = % na je oueHa 3a ¢, nata opmyrnom:
- o)
b, = 7”_1
OueHa 3a 6, nobwuja ce pewaBarem KBagpaTHE jeqHauYMHE:
,_(B-0)(1-$0)
1—2¢,0, + 062

CpeovHa ce ouewyje Kao cpeguHa oncepsaumja CTauMoOHapHEe BPEMEHCKE cepuije.
OueHa BapwujaHce npoueca 6enor wyma ouewyje ce ca:

12
PO & W )
1—2¢,0, + 82

7.2.2 MeToq HenMHeapHUX HajMakKx KBagpaTta

3a AR mopen ce BpeJHOCTU BPEMEHCKE cepuje C A0oLH-0M NoCMaTpajy Kao perpecopu
Yy KnacuM4yHOM perpecuvoHoM Mogeny. Baxu ga ako cy wcnyweHe npeTnocTaBke O
HEKOpernucaHoCTM rpellaka Mogena W HUXOBE He3aBUCHOCTM Of perpecopa, Taja
NPMMEHOM MeToda OOUYHMX HajMakMX KBagpaTta y KIacMYHOM perpecroHoOM MoAeny
Aobuvjamo HenpucTpacHe M KOH3UHCTEHTHe oueHe. Tako, Ha npumep, 3a AR(1) mogen
Koju je obnuka:
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Xt =1 X1 + ¢ty

MeToa0M OBUYHMX HajMakMX KBagpaTa oueHa HenosHaTor koeduunjeHTa je:
n n n
$ _ Dit=2 XeXt—1 _ t=2(P1 X1 — ) X1 = ¢, + Uit=2§e X1
t=2 Xt—l t=2 Xt—l t=2Xt—1

AKo cepuja rpewaka ¢, npeacrtasiba npouec 6enor wyma, Taga je oveknBaHa BpeaHOCT
oLeHe ¢, jeaHaka HenosHaToM koeduLMjeHTy ¢, . [lakne, y ToM criyyajy oLeHa MeToaoM
0oO6MYHMX Hajmamux kBagpata y AR(1) mogeny npencraBiba HEMPUCTPACHY OLEHY
HenosHaTor koeduumjeHTa.

,,AKO cepuja epewaka &, He npedcmassba rpouyec benoe wyma, mada ce rnonasHu AR(1)
modern moxe OegpuHucamu kao ARMA(1,1) moden degpuHucaH hopmMyriom:

Xe = 1 Xeq + & — 016017 7 ([4])

Tapa je E(X,_1¢é,) = —6,0% # 0, WTO 3Ha4M Oa je cepuvja rpellaka KopenucaHa ca
perpecopom y mogeny. OBOM OCOBMHOM Moferia BpeMEHCKe cepuje HapylleHa je
OCHOBHa MpeTnocTaBka KMacUYHOr perpecuoHor mofena, na oueHa kKoeduuunjeHTa
¢1HMje HM HENPUCTPACHA, HN KOH3MHCTEHTHA.

[akne, metoga obMYHMX HajMawMX KBagpaTa Aaje HeNpUCTpacHe U KOH3UHCTEHTHE
oLeHe ako ce pagn o AR mopgenuma. Ako ce pagn o MA wnn ARMA mopenvma, Taga
npumMeHa meTofa OOMYHUX HajMakUX KBagpaTta Aaje NpUcTpacHe U HEKOH3UHCTEHTHE
oLeHe HenosHaTux KoedumunjeHata. 3aTo ce y npakcu npu aHanunsm BpeMeHCcKe cepuje
Yyelwhe KOpUCTU MeTo HENMNHEaPHUX HajMarnxX KBagpaTa.

3a ouewunBamwe koeduumjeHta MA(q) wnnm ARMA(q) kopuctn ce [ayc-HbyTHOB
(Gauss-Newton) anroputam. OBMM anropuTMOM anpokcummupa ce dyHkumja &, = £,(6,)
TejnopoBuM pasBojeM (PYHKLNje OKO NoYeTHe OLueHe 6;':

de(07)
dg, -

ec(01) ~ £(67) + (6, — 67)

3a MA(1) mogen npeu n3Bog yHKUMje No HENO3HATOM KoeduLMjeHTyY je obnuka:

gt == Xt + glgt—l’
naje
de.(0:) _ 6,de;_1(61)
e,  dé,

+ &-1(61),
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deg(6 . . .
ca NoYeTHOM Bpe,EI,HOLIJhy %1). MowTo je TejJ'IODOB pas3Boj nNMnMHeapaH Nno Heno3HaToM
1

napameTpy, Cyma kBagpaTa padyHaTa NOMoONy Hera ce Moxe MUHUMU3MpaTK aa bu ce
pobuna Hosa oueHa 3a 6;. [NocTynak ce utepaTMBHO HacTaBrba Y3 3aMeHy Bpe4HOCTU
6; HoBOM oueHoM. [locTynak ce 3aBpliaBa Kaga pasnvka uamehy oueHa unu cyme
KBagpata pe3ugyana y ABe y3acTornHe utepauuje byae 0OBOSbHO Mana.

OueHe 3a MA(q) w ARMA(p,q) 3axteBajy BuweauMmeHsnoHu [ayc-HbyTHOB
anroputam. CBakm noctynak mMma [fgBa 3ajegHunyka ernemeHTta 6e3 obaupa Ha 6poj
KoeduumjeHaTa 3a KOja ce BpLUM ouewumBawe. [1pBM enemMeHT npeacrasrba n3dop
NOYETHNX BPEAHOCTM KoeduumjeHaTa Koje cy noTpebHe Kako 61 3anovyeo utepaTuMBHU
noctynak. [ipyrn enemMeHT npeacraerba ogpehuBarme No4YeTHMX BPeQHOCTU rpeLlaka u
oncepBaumja kog mogena. To ce BpwM Tako WTO ce yHKUnjom &, = &.(¢,60;)
MUHUMU3MPA yCcroBHa cyma kBagpata S(¢q,0,) = Yr—, . Mogen ARMA(1,1) ce Moxe
3anucatu y obnuky:

& =Xe — p1 X1+ 016.

Ha ocHoBy oncepBauuja cepuje MOry ce nspadyHaTu pesvayanu, a 3aTUM 1 TpaxeHy
BpegHOCT cyme kBagpaTta. [la 6u ce To noCTUrno, Mopajy ce npBO oapeanTun &, n X,.
BpenHocT ¢, ce oapenyje Tako WTo ce nsjegHaym ca odekmBaHOM BpeaHoLlhy, JOK ce 3a
X, y3MMma [fa je jeaHako Hynu. YKOSMKO je y Moen YKIbydeHa U KOHCTaHTa, OHAa ce y3auma
cpeguvHa cBux oncepaaumja.

7.2.3 MeTopg Hajsehe Bepo4OCTOjHOCTH

MeTon Hajgehe BepoOOCTOJHOCTM KOPUCTU Ce Kaja Cce BpLM OuewuBare
KoedumumjeHta ARMA mogena 3a BpJio KpaTke BpeMeHcke cepuje. OBaj MeToq KOpUCTU
cBe WHgopMauuje Koje aje BpeMeHCcKa cepuje, a He camo MnpBa [Ba MOMEHTa Kao Yy
cnyyajy metoge mMomeHarta. Takohe, oBaj meTod KOpuUCTM Beh MnosHaTte acMMnToTCcKe
pes3yntarte Koju Baxe nog onwTuM ycrioBnma.

Mocmatpajmo ARMA(p, q) mogen:
Xe—pu=p1 (K =W+ + dp(Xeep — 1) + & — 0181 — - — Oy

MpeTnocTaBrba ce ga 3a npouec denor wyma {e;} Baxun ga cy enemeHn mehycobHo
He3aBWCHM 1 nopjeaHako pacnoaersexun ca N(0,02) pacnogenom. PyHKUMja rycTuHe 3a
e = (&,¢&y,..., &) AebMHMCaHa je ca:

n

1
P(elp 6,0) = (2no>) ™ 2exp|— > &2 |

t=1
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rae je ¢’ = (¢1, ¢z ., Pp) M0’ = (64,65, ...,6,). ARMA(p, q) Mofen Ce MOXe HanucaTn y
00nuKy:
e =016+ -+ 0,6 g+ X — W) —P1(Xp—g —p) — - — ¢p(Xt—p - H)-

Capa ce wmoxe pedwuHucatm dyHkumja ryctuHe 3a X' = (X1, X5, ...,X,) Koja je
eKBMBaneHTHa YHKLMjU BepPOAOCTOjHOCTU KoeduumjeHTa (¢, 1, 8, 02). Obnuka je:

1
L(¢' K, 9! 0-2 IX) = g1(¢; W, 9! O-Z)exp [_Fs(d)' K, 9)] (74)

roe je g; dyHKumMja Heno3HaTux koeduunjeHTata, oK ce pyHKuuja

S = ) Ewlo)?,

t=1-p—q

HasuBa 0es3ycrnoBHa cyma KBagpata, a QyHkuuja L 6GesycrnoBHa dyHKumja
BEPOAOCTOjHOCTU. Baxun w = (X, ¢, 0,02), onakne je E(u,/w) ycrnoBHa o4yekuBaHa
BpedHOCT O u; 3a [aTe oncepsaLuvje BPpeMEHCKe cepuje N HenosHaTe KoeduunjeHTe
Mozena Koju ce ouemyjy. lNpouec u, geduHue ce ca:
_ &, t=12,..,n
Ue = {gZ(X*,s*), t<o0

roe je g, nvHeapHe yHKUMja NOYETHUX BpenHOCTU X* = (Xl_p,...,X_l,XO) n e =

(el_q, ...,s_l,eo). dyHKUuMje g, 1 g, Cy cneumduyHe 3a ceakm ARMA mopgen.
Makcummnsnparwem dyHkumje (7.4) nobujajy ce oueHe Hajpehe BepogOCTOjHOCTU

HenosHaTux KoeduumjeHaTa. Kopuwhewem anroputama Mory ce Aobutu HyMepudkm

AO0BOJSBHO TayHa anpoKcuMaTMBHA pellera. Y TUM cny4dajeBuma, (yHKunja g, oTexasa
MakcuMmmnsnpamwe yHKumnje sepogoctojHocTn. OBMYHO ce 3aHemapyje (byHkumja g; u

. 1 .
Makcummuanpa oyHkumja exp [—;S(cp, W, 6)] WUNu WTO je eKBMBANeHTHO MUHUMM3npa ce
S(¢, u, ) a 3aTM ce KOpPUCTU METO[, HajMakMX KBagpaTa.

BapwujaHce u kopenauuje mehy oueHama koeduunjeHaTta cy:

a2
AR(D):Var(p,) = ! n¢1

X o 1-¢3
AR(2):Var(¢y) ~ Var(§;) ~ —
AR Corr($,$2) ~ 7o = s
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. 1-67
MA(1):Var(8,) ~ !

1-62

MA(2):Var(8,) =~ Var(0,) =~ -

6,

1-6,

— 2 — 2
S

1- ¢16’1>2
$1— 6,

Ja -1 -6?)
1—¢,06,

.,Kada ce epedHocm koegpuyujeHma ¢, npubnuxaea epaHuuama cmayuoHapHocmu
gapujaHca oyeHe koeguuyujeHma AR (1) modena ce cmamyje.“([4]) OueHa koeduumjeHTa
¢, buhe HenpeumnsHuja ako cepuju npunarohasamo AR(2) mogen, a ¢,=0. ,,Y cnyyajy
ARMA(1,1) molena kada cy koegbuuyujeHmu ¢, u 6, npubnuxHo jedHaku melycobHo,
gapujaHca ouyeHe oba KoeguyujeHma Moxe y3emu eeoma eesiuke epedHocmu. Y cry4yajy
AR(2), MA(2) u ARMA(1,1) moldena oueHe kKoegbuyujeHama moey bumu 6UCOKO
KopenucaHe Yak u 'y senukum y3opuyuma.“([4])

MA(2): Corr(6,,6, ) =

ARMA(1,1):Var(¢,) ~

" 1-62
ARMA(1,1):Var(6,) = - (

ARMA(1,1): Corr(y,0, ) ~

Y npakcu ce caBeTyje ga ce y Manum ysopuuMma Kopuctu MeTon Hajsehe
BEpOLOCTOjHOCTN, MocebHO Kaga ce BpedHoOCTUM KoeduuumjeHata npubnuxasajy
rpaHuuama uHBeptabunHoctTn. AKO oOBa BpeaHOCT Huje 6nucka rpaHuuama
WHBEPTAOMMNHOCTM Tada Ce MOXE KOPUCTUTU U METOZ YCITOBHUX HajMakwnx kBagpaTa. 3a
domHarnHy oueHy ce pehe KopucTn MeTo MOMeHaTa U HajMakbuX KBagpaTa jep NPUIIMKOM
oL€eHMBaka BapujaHce npoueca 6enor wyma MeTon YCNOBHUX HajMakwuX KBagpaTa
MOXe OOBECTU OO0 npeuewuBawa, a meton 6e3yCnoBHUX HajMahUX KBagpaTa MoXxe
AOBECTM A0 NOoTUEHMBaHa NpaBe BPe4HOCTHU.

7.3 [lpoBepa agekBaTHOCTU

Moa npoBepoM agekBaTHOCTM Mofena nogpasymMeBa Cce cyo4yaBare npunaroheHor
MoZena nogaumma y Luurby OTKpMBaHa HEroBuMX eBeHTyarnHux HegocTtaTaka. OCHOBHU
Kopaum cCcy: npoBepa CTaTUCTUYKE 3HaYajHOCTM OueHeHUX KoedumuujeHata U
NCNYHEHOCTU NpeTnocTaBke Aa pe3nayanu oueweHor Moaena npeacraerbajy npouec
Benor wyma. YKonuko ce nokaxe ga mogen Huje 3agososbasajyhn, moryhe je heroso
noborbLwakwe, Na ce HacTaBSba NocTynak rpaawe ARIMA 3a gaty BpeMeHcKy cepujy. Y
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CYNpOTHOM, afeKBaTaH MOAEN Ce MOXe KOPUCTUTM 3a NporHoaupatrse. [lakne, NpoBepom
afleKBaTHOCTM MOZera NpoBepaBa ce [a v Cy UCTyHeHe NpeTrnocTaBke Mogena.

lMpBa npeTnocTaBka je Aa {&;} npeacraerba npouec 6enor wyma. ,, To 3Hayu 0a cy &;
He3aeuUCHe clly4ajHe eesflu4yuHe ca cpedUHOM Hyra U KOHCmaHmHoOM eapujaHcom.“([4])
[a 6u ce n3epwnna aHanu3a mogena, NpPBO ce aHanuavpa gobujeHa cepuja pesnayana
Koju npeacTaBrbajy oueHe 6ernor wyma. NocmaTpa ce xuctorpam pesvayana (€;/46) kako
6u1 ce yTBpAMNO Aa nn cy pe3nayanu HopmanHo pacnopeheHun. 3atmm ce kopuwherem
x?- TecTa TecTupa xunoTtesa Aa peavayany 3anpaso v UMajy HopmarnHy pacrnogeny.

MNMpoBepa Aa oueweHn pesnayanu nNpeactasrbajy npouec 6enor wyma, BpLM ce Ha
OCHOBY M3payyHaTe y3opayke, 0OM4YHe MnM napuujanHe ayTtokopenaumoHe yHKuumje
TaKo LUTO Ce TecTupa CTaTUCTUYKA 3HA4YajHOCT CBaKor nojeguMHadqHor koeduumjeHta. Ha
Kpajy, ucnuTMBawe adeKkBaTHOCTM MoAena BpLWKW ce OueHOM onwTtujer mogena u
NPOBEPOM HErOBMX 0COBMHA y 0AHOCY Ha n3abpaHu mogen.

TecTnpate CTaTUCTMYKE 3HAYajHOCTM OueH-eHe y3opadke, obuvHe M napuujanHe
ayTokopenauuoHe gyHKUMje BpLUM Ce TaKo LITO ce TecTupa Xunotesa O BpeAHOCTU
oaroBapajyhmnx ayTtokopenaumoHux koeduumjeHata. AKO je TayHa npeTnocTaBka fa
cepuwja pesugyana npegctaBrba npouec 6Genor wyma, HeHUM ayToKopenauuoHu
KoeduumjeHTn Ha cBuM Jourwama Tpebano 6w ga Oyay jeaHakn Hynu. CTaTUCTUYKK
NOCTyNakK je 3aCHOBaH Ha u3padyHaTuM ayTokopenaunoHum koedumumjeHTMMa N HBUXoBoj

CTaHOa[HOj rpeLum Koja je npema anpokcumauujy jeaHaka \/%

Bokc u MNupc (Pirs) cy geduHucanu TeCT CTaTUCTUKY:

KOjOM TecTMpamMoO HymnTy XMNOTe3y Aa Cy CBM ayTOKOpenauuMoHu KoeduumjeHTN jegHaku
Hynn, NPOTMB anTepHaTMBHE Aa je 6ap jegaH pasnuunT oa Hyne. Baxu ga 3a 4OBOMbLHO
BENUKo n, Q Uma y?2- pacnogeny ca K — p — g ctenexu cnoboge. YKonuko Mogen uma u
KOHCTaHTy, Taga ce oBaj 6poj cteneHu crnoboge ymamwyje 3a jegaH. MakcumanaH 6poj
ayTokopenauuoHux koeduuvjeHata K ce bupa Tako Aa noHaepu y; dyay saaHemaprbmsm

3a j > K.Y npakcu ce npenopydyje aa je K = v/n.

[Na 6u pacnogena Q TeCT CTaTUCTMKe NoA HYMNTOM XuUnoTe3om buna wro 6nvmke y2-
pacnogenu, KopuctTn ce Mmogudukauuja:

K
Q" =nn+ Z)Zn
k=1

P
—k

. 2
3 HejeaHakoCTU :—"_Lk > 1 Baxu Q < Q*.
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N3 ceera geduHuncaHor, 3akrbydyje ce ga ce bokc-LleHkuHcoBa cTpaTervja Moxe

npuKasaTtTi cnegehmm ,El,VIjanaMOMZ

WOEHTUOUKALMIA
MOZENA

OLUEHMBAHRE MOOENA

MPOBEPA
ANEKBATHOCTM

MOZEN JE
ALEKBATAH?

HE

HKPAJ

Ha ocHoBy aunjarpama ce Buau Aa ako moen Huje ageksaTaH notpebHa je werosa
NnoHoBHa cneundukaumja. Crneam 3atmmM NOHOBHO OLEHUBakEe HOBOI Moena 1 npoeepa
Herope agekBaTHOCTU. [lakne, rpagka Mogena ce MoXe cmaTpaTyu MTepaTUBHUM
NnpoLLEecoM Koju ce 3aBplLUaBa Kaga ce Hahe oaroBapajyhun mogen y cknagy ca onwTum

npuHUMnnMa Mmoaenumpana.

KopuwheHa je cnegeha nutepatypa: [4], [7], [9] v [10].
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8 CTPYKTYPHW/ JIOM

CTpyKTypHV NTOM npecTaBrba CKyn oncepaaLmja Koje 0AcTynajy o npeTXogHor Toka
BpemeHcke cepuje. OH je Hajuyelwhe pe3ynTaT Heke UHTepBeHuuje, Y cMmucny gorahaja
Koju he yTuuaTn Ha KpeTarwe BPEMEHCKe cepuje.

Hanme, CTpyKTypHUM NOM je pedyntaT uHTepseHuuje. CTpyKTypHM fTOM O3Ha4yaBa CKyn
orcepsauuja Koju HUje carnacaH ca NnpeTxo4HUM TOKOM BpeMeHCcKe cepuje. Ha npumep,
noyeTak npoueca TpaHsuumje noenavm 3a cobom HM3 pagukanHUX Mepa y eKOHOMCKO]
nonuTuun (gesansauunja BanyTe M NpoOMeHa pexuma OeBU3HOr Kypca, pedopma
nopeckor cuctema, npusaTtusauuvja, n cn.). TakBe mMepe Mehajy KpeTawe cnegehumx
BPEMEHCKNX cepuja: uHnaumja, yBos, N3B03 U pearnHn LEBU3HU KypC, 3arnoCreHoCT.
BbombapgoBarwe Cpbuje op ctpaHe HATO 3emarba Tokom 1999. rognHe o3HavaBa
WHTEPBEHLM}Y KOja je yTuuana Ha 3Ha4vajaH naj y HUBoy nNpuspeaHe akTUBHOCTU, a TUMe
N Ha KpeTawe OHMX EKOHOMCKMX BenuymMHa KojumMa ce npatu Ta akTUBHOCT, Kao WTO Cy
WHOEKC NHOYCTPUjCKe NPoOn3BOLH-€, U3BO3, 3aMOCNEHOCT.

Cnuka 8. JegHokpaTHu CTpyKTypHU nom ([9])

-
e

A V\V\\MA/\ vw/\/\/\/\A/\ﬂ\/\/\/\/w/\/\/\/\

2001 T 2002 2002 T 2004 T 2008 T 2008 T 2007 T 2008 T 2000

Cnuka 9. TpajHu cTpykTypHU nom ([9])
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[lok ce jeQHOKpaTHO [ejCTBO MHTEepBeHUMje O3HadaBa KpO3 MojaBy jegHe unu
HEKONNKO HecTaHAapAHWX orcepBauunja BPpeMeEHCKe cepuje, TpajHU yTuuaj O3Ha4vasa
nepMaHeTHy NPOMEHY Y KpeTaky BpeMEHCKe cepuje.

CTpyKTYpHM NOM TpajHOr KapakTepa ce MaHudecTyje Ha jeaaH oa cnegeha Tpu HauymHa:

1. npomeHa oaceyka PyHKUMje TpeHaa,
2. npomeHa Harmba yHKkuuje TpeHaa,
3. npomeHa ogeyka un Harmba dyHKumMje TpeHaa.

Edekat nHTepBeHuUuje Moxe ce onucatn mogenom cnegeher tuna:

(1-6,L— 6,17 —--—6,L%)
Zt = U(L)It + 2 at’
(1= 1L — P2 — -+ = ppLP)
ARMA

rae je v(L) nonMHOM No onepartepy Aouhse L, KOjuM ce Mogenupa NnpucycTBO CTPYKTYPHOT
noma. NMonnHom v(L) peduHulle ce npema cnegehem:

w(l)
U(L) = mL )
w(l) = wy — w1L — wyL? — -+ — w,, L™,
A(L) = 1 - AlL - AzLZ — ArLr,

roe Ccy wg, Wi, Wa, -, Wy, A1, 5, ..., A, NapametTpu nonmHoma w(L) n A(L). MNMonvHomom
w (L) onucyje ce o4eknBaHu NoveTak MHTEpPBEHUMje, AOK ce nonmHomom A(L) mogenupa
TpajaH ecbekat uHTepBeHUMje. NapameTap k 03Ha4yaBa nepuon BpemeHa Koju Tpeba aa
npoTekHe da OuM ce AOejCTBO MHTepBEHUMje MaHU(eCTOBano Ha KpeTake BpeMeEHCKe
cepuje.

MonuHomy v(L) ce npuapyxuje BewTayka nNpomeHrbuea I;, Koja ce geduHue Ha
jedaH og crnepgeha aBa HauuHa:

1, t=TL 1, t=TL

’t:’Mt:{o, t;eTL"t:Sf:{o, t <TL

roe je TL TpeHyTak CTPYKTYPHOr fiomMa.

BewTauka npomeHrbmBa IM, je uMmnyncHa BewTadka npoMmeHrbmBa. OHa y3uma
BPEeOHOCT jefaH 3a TpeHyTaK CTPYKTypHor nioma. BewTa4dka npomeHromBa S, jeqHaka je
BPEAHOCTU jefjaH, 3a CBe NoAaTKe Of TPeHyTKa CTPYKTYpHOr fioma. 3a nepuog npe roma
BpeAHocT S, je Hyna. OBa ABa Tuna BeluTavke NPoOMeHbuBe ce MeflyCobHO He UCKIby4yjy
3aTo wro Baxu: IM; = S, — S;_1 = (1 — L)S;.

Kapa ce 3aHemapu I/IHd)OpMaLI,I/Ija (0] I'IOCTOjaI-by CTPYKTYpHOr nioMa, Taga nocrneaguue
Ha ouewnBaH-€ napamMmeTapa Mmoaeria mMmory ontn 036urbHe. Heke oa Hunx Cy:

1. lpeueryje ce oueHa BapunjaHce BPEMEHCKE cepuje.
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2. OueHe ayTokopernauMoHux koeduunjeHaTa cy NpucTpacHe.
o Y cnyvyajy jeqHoOKpaTHOr CTPYKTYPHOT floMa OLeHaMa ce NoTuekyjy CTBapHe
BpeAHOCTU napameTapa.
o Y cnydajy TpajHOr CTPYKTYpPHOr floMa oLeHamMa ce Mpeuewyjy CTBapHe
BpeAHOCTN napameTapa.

3. DF TecCT jeAUHMYHOr KOpeHa je Henoy3aaH.

o Y cnyyajy jeQHOKpaTHOr CTPYKTYPHOr flomMa y MpBOj pasnuuM cepuje ca
jeOVHUYHUM  KOpPEeHOM, TecT je npucTpacaH Yy npasuy ofbauvBama
XunoTese 0 NocTajakby jeJMHUYHOr KOpeHa Yy Nnosia3Hoj cepuju.

o Y cnyyajy TpajHOr CTPYKTypHOr filoMa y TpeHay CTauuoHapHe BpeMeHCKe
cepuje, TECT je NpUCTpacaH y npasLy nNpuxeatakwa XMnotese o NnocTojaky
jeOVIHNYHOT KopeHa.

4. TporHo3unpakwe Gyayher kpeTtawa BpeMEHCE cepuje je Henoy3aaHo.

[MpucycTBO cBake MMMNyriCHe BelUTayke NpOMEHIbMBE MOAENMPa Ce UCKIbYYMBaHEM
He caMo Te NpoMeHsrbMBe, Beh 1 heHNX NOMeHyTUX BpeAHOCTU ca goukama: 1,2, ..., K +
1. OBako nocTtaBrbeH 6poj AouM MMa CBOje ynopuwTe y pesyntaTy aa ADF(K) Tect
KopeHcnoHanpa ADF(K + 1) penpeseHTaumja BpeMeHCKe cepuje. YKONUMKO YMeCTO
UMNyncHe, AaTy je4HaynHy MNpOLIMPUMO BELLUTAYKOM MPOMEHSbMBOM, Taja ce Mema
pacnogena DF ctatuctuke. TO nmnnauumpa HeonxogHOCT NMPUMEHe Opyror npucTyna y
TecTupawy Kaga BpeMeHcKa cepuja nocefyje TpajHU CTPYKTYpHU floM. Y cnyudajy
nocTojaka CTPYKTYPHOr floMa TpajHor Tuna, Moxe ce Kopuctutu Behu 6poj nocebHo
AedUHUCaHNX TeCTOBAa je ANHNYHOI KOpeHa.

8.1 [lepoHOB TECT jeANHUYHOr KOpeHa

MepoHoBuM (Perron) TecToM TecTupa Ce HynTa xunoTesa [a cepuja NpeacTaBrba
CryyajHO KpeTake ca KOHCTaHTHUM MpupaluTajuma Koju nocegyje nom, n antepHaTuBHe
XunoTese Aa je cepuja cTauMoHapHa OKO NIMHeapHOr TpeHaa ca IoMOM. Y 3aBMCHOCTU 0
TOra Aa nu je Nnom npucyTaH y crnoboaHoM YnaHy, TpeHay unm oba enemeHTa nuHeapHe
yHKUMjEe OEeTEPMUHMUCTUYKOT TPEHA, AedUHMCaHE Cy TPU BapujaHTe TecTa.

8.1.1 T[lpBa BapwujaHTa [NepoHoBor TecTa

Hynta xunoTtes3a je Oa BpeMeHCKa cepuja npeacTaBiba CyyajHO KpeTawe ca
KOHCT@HTHMM npupalwiTajeM. Y nNpBOM TPEHYTKY HaKOH noma, TL + 1, Mewa ce HUBO
KOHCTaHTHOr npupaLlTaja crny4ajHor kpeTawa. 3anuc je:

Zt = b + bAVITLt + Zt—l + at,
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VITL, =1,t =TL+1uVITL, =0,t # TL + 1.

lMpeTnoctaBka anTepHaTUBHE XUMoTe3e je [da je BpeMeHcKa cepuja TpeHa-
ctaumoHapHa. pn Tome, oacevak yHKUKMje NMHeapHOr TpeHaa ce TpajHO Mewa jeaaH
Kopak of TpeHyTka TL. Kopucte ce cnegehuv nspasm:

Zt = U + Bt + BtVSTLt + ag,
VSTL, = 0,t < TLuVSTL, = 0,¢t > TL.

8.1.2 [pyra BapujaHTa [NepoHoBor TecTta

Hynta xunoTtesa je npeTnocTaBka [a BpPeMeHCKa cepuja npencTtaBrba CryyajHO
KpeTake ca KOHCTaHTHUM npupawTtajeM. Y TpeHytky TL + 1, TpajHO ce MeHa HMBO
KOHCTaHTHOr npupallTaja cnyyajHor kpetawa. 3anuc je:

Zt = b + bBVITLt + Zt—l + at.

[MpeTnocTaBka anTepHaTMBHE XMNOTE3€ je [a je BPEMEHCKa cepuvja CTaumoHapHa OKO
TpeHda 4mju ce Harmb TpajHO Mewa jedaH Kopak oa TpeHyTka noma TL. Kopucte ce
cnegehu nspasm:

Zt = U + Bt + BtVSTLTf + ay,
VSTL; = 0,t < TLuVSTL; =0,t > TL.

8.1.3 Tpeha BapujaHTa NepoHoBor Tecta

Hynta xunoTtesa je npeTnocTtaBka [a BpPEMEHCKa cepuja npeacTtaBrba CryyajHo
KpeTawe ca KOHCTaHTHUM npupawTajem. O TpeHytka TL + 1 TpajHO ce Men,a HMBO
KOHCTaHTHOr npupaLuTaja crnyyajHor Kpetawa 1 10 3a jeaHy BpeaHocT y TL + 1 v gpyry y
octanum TpeHyumma TL + 2, TL + 3, uta. 3anuc je:

Zt = b + bleITLt + bchITLt + Zt—l + at.

AnTepHaTMBHa xunoTtesa [feduHMCaHa je Kao TBphewe [a je BpeMeHcKa cepwuja
cTauMoHapHa OKO TpeHAaa u4uju ce Harmb TpajHO Mewa noyeB of TpeHytka TL + 1.
Kopucte ce cnepehun nspasu:

Zt = }.l + Bt + BICVSTLt + BZCVSTLt + at,
VSTL, =0,t < TLuVSTL, =0,t > TL.
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MpomeHrbmee VITL,, VSTL, VSTL; Ha3uBajy ce BewTa4dke npomeHrbuse. [lepoHoBe
ctatuctuke geduHuwy ce kao ADF TeCcT cTaTUCTMKa anu Tako ga cy y 6asnyHoj
perpecunju gecduHncaHe nOMeHyTe Belwadke npomeHrbmBe. OBako AeduHUCAHO
TecTupare npeTnocTaBrba Aa je NpUCcycTBO CTPYKTYPHOr floMa eKBMBAareHTHO NPOMEHN
Clny4ajHe rpellke mMofena Koja yTuye Ha KpeTake BPEMEHCKE cepuje Ha OyXu nepuopg
BpemMeHa.

Pacnogene NepoHoBUX cTaTUCTUKa 3aBuce of obvMma y3opka W TpeHyTka rojaBe
CTPYKTYpHOr fioma. To 3Ha4un Aa NpunmMkoM ynoTpebe KOHKPETHUX KPUTUYHUX BPEAHOCTH
Tpeba umatun y Buay HaBeaeHe napametpe. Y Tabenu 3 gaTte ce KpUTMYHE BPEOHOCTU
MepoHoBOr TecTa 3a HUBO 3Ha4ajHOCTU 5%.

8.2 3umBoT-EHApjycos TecT

HepocTtaTtak lNepoHoBor TecTa je npeTnoctaBka Aa je TpeHyTak CTPYKTYpHOr riloma
yHanpep nosHar. Y npakcu je Yyewha nojasa fa je CTPYKTYpHU oM eHgoreHu gorahaj unjm
je TpeHyTak nojasrbMBarka Heno3HaTu napameTap Koju Tpeba oueHUTW y MOCTYMKY
TecTupawa. 3uBOT-EHOpjycoBum  (Zivot-Andrews) TeCcT UCTOBPEMEHO UCnnUTyje
NnocTojare jeOVHUYHOr KopeHa W WOEHTUUKYje TpeHyTak CTaTUCTUYKM 3HayajHor
CTPYKTYpPHOr fioma.

Hynta xunotesa gedvHucaHa je kao TBphewe fa je cepuja criydajHO KpeTawe ca
KOHCTaHTHUM  npupawTajemM. AnTepHaTMBHOM  XWMOTE30M MNpeTnocTaB/ba Cce
CTaUMOHapPHOCT OKO NUHeapHor TpeHaa. Npunukom Tectupara Kopucte ce perpecuoHe
jeAHavnHe pgeduHucaHe [lepoOHOBMM TecTOM, C TUM LWITO Ce WUCKIbyyyje BeluTayka
npomeHsromBa VITL kog Tpeher TecTa.

KrbyyHa ngeja tecrta je oueHa TpeHyTKa CTPYKTYPHOr filoMa, Tako a ce anTepHaTUBHO)
XMNoTe3n o CTaumMoHapHOCTK aa Hajsehu moryhu noHgep. MNpukas anroputma je:

1. CBakn TpeHyTak BpeMeHa Yy pacrofioXMBOj BPEMEHCKOj cepuju jecte
noTeHUMjanHu TpeHyTak CTPYKTYPHOT SioMa. 3a CBaku BPEMEHCKN TPEeHyTaK, OCUM
OHUX KOju npunagajy uHTepBany npsux u nocrneawux 10-15% oncepeauuja
BpeMeHcKe cepuje, aemHuwy ce agekBaTHe BellTadke npomeHsbmee. OHe ce
NOTOM PedoM YKIby4yjy Y perpecuoHy jeaHaunHy ADF ctatuctuke. JegHauunHa ce
oLenYyje 3a CBaKy Tako MOCTaBSbeHY BellTayky NPOMEHSbMBY, WTO oMoryhaea
nobujare H13a BpegHoCTU ADF CTaTUCTUKE.

2. N3 ckyna BpegHoctn ADF CcTaTUCTMKE U34BajaMO OHY Koja je HajMawa. To je
ynpaBo BpegHocT 3mBoT-EHApjycoBor TecTa.

3. Axo je BpegHocT 3uBOT-EHApjycoBOr tecta mMawa oA oarosapajyhe KputuyHe
BpegHOCTH, Tada ce nNpuxeaTa anTepHaTUBHa xunoTesa ga cepuja ctauMoHapHO
ocuunMpa OKO NMHeapHOr TpeHaa ca JIOMOM KOjU je AEeTEeKTOBaH 3a TpeHyTak
nocTu3aka MMHUManHe BpeaHocTn ADF cTtaTucTuke.

4. KpuTtuyHe BpeaHocTn 3nBoT-EHApjycoBOr TecTa npukasaHe cy y Tabenu 3.
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Tabena 3. Tabena KpuTUYHUX BpeaHocTu [NepoHoBor u 3mBoT-EHApjycoBOr Tecta 3a

HWBO 3HayajHocTM 5% N acumMnToTCKE yCcrnose

lMepoHoB TecT 3unBoT-
EHapjycosor
Tect
o1 |02 |03 |04 |O5 |O6 |O7 |08 |09
MpBa - - - - - - - - - -4,80
BapujaHTa
NepoHoBor
TecTa 3,68 | 3,77 | 3,76 | 3,72 | 3,76 | 3,76 | 3,80 | 3,75 | 3,79
Apyra - - - - - - - - - -4,42
BapujaHTa
lNepoHoBor
TecTta 3,65 3,80 (3,87 [3,94 |39 |39 |3,85 |3,82 |3,68
Tpeha - - - - - - - - - -5,08
BapujaHTa
lNepoHoBor
TecTta 3,75 [ 3,99 (4,17 (4,22 | 4,24 | 4,24 | 4,18 | 4,04 | 3,80

3a oBo nornaerbe KopuwheHa je nutepatypa [8], [9] v [10].
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9 3akrbyvak

AHanu3a BpeMeHCKMX cepuja je CcTaTucTMdka AucuuninmHa Koja Genexu
HajOMHaMW4YHUjU pa3Boj nocnefwnx pfdeueHunja. Kako mogenu BpeMeHCKUX cepuja
NCNNUTYjy yTuUaj UCTOPUJCKNX BPEOHOCTU jedHEe MojaBe Ha HeHy cafalwky u 6yayhy
BPEeAHOCT, OBW MoOAenu npeactasrbajy BeoMa KOPUCHO M edUKacHO cpeacTBO 3a
npeasuhamwe 6yayhux BpedHOCTUM WM [OHOLWEHe OoAfyka y €KOHOMWjU, WHOYCTPUjW,
Typuamy Uta. Y6p3aHu pasBoj eKoHOMuMje y cBeTy ca cobom Hocu cee Behy noTpeby 3a
WHOpMauunjama Koje cy npou3BOL BPEMEHCKUX cepuja y duHaHcujama, OOHOCHO
MHdopMauumje Koje ce mory 4obutn mogenosarwem. 3aTo Cy y OBOM paay NpeacrtaBheHe
OCHOBE U crneundU4HOCTN 3a Aarbe pasymMmeBate eKOHOMCKUX BPEMEHCKUX cepuja.

[MpenctaBrbeHe cy Tpu rpyne mogena BpeMEHCKUX cepuja, a TO Cy ayToperpecuBHu
mMoaenu - AR, Mmogenun NOKpeTHUX npoceka - MA n ayToperpecmoHn npoLecn NOKPETHUX
npoceka - ARMA. 36or moryhHOCTWM [da npeTnoctaBka O cCrauuoHapHocTn 6yae
HapyLueHa, y pagy cy npeActaBrbeHn ayToperpecuoHn MHTErpucaHn Moaenu NoKpeTHUX
npoceka - ARIMA. Benukun akueHaT cTaBSbeH je Ha yTBphMBawe CTaunMOHapHOCTH,
OLHOCHO HeCTauMoHapHOCTU oBUX Mogena. [lpukasaHu cy TecToBuM M oObjalliHeHun
rpacmkoHn 1 KoneorpaMmn, a HakoH Tora cy objallkbeHn U Noy34aHu TECTOBU jeANHUYHOT
KopeHa nomohy Kojux ce Ha emkacaH HauuH yTBphyje cTauMoHapHOCT.

Mpunukom aHanuse BpeMeHCKMX cepuja YecTa je nojaBa CTPYKTYPHOr Sioma 3aTo je y
OBOM pafy TEMESbHO NpMKasaHOo Kako M Ha KOju Ha4YuH ce OBa MojaBa MOXe MoaenvpaTu
N A Ha Taj HA4YMH Y LWITO Mak0j] MEpPU yTUYE Ha NPOrHO3Yy U HapyllaBa TOK BPEMEHCKE
cepuje. Y npakcu ce Moaenupake y BENUKOj MeEPU OCrakwa U Ha MHTYUUMjy aHanuTuyapa
npu Yemy NOCTOojn JoCTa CYyHjeKTUBHOCTN.
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