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1. YBOJ

"He Ou u ce mMy3uka mMo2ia onucamu Kao mamemamuxa ocehaja, a mamemamura Kao mMy3uxa
pazyma? Hbuxos 0yx je ucmu. Tako mysuuap ocelia mamemamuxy, a Mamemamuiap Muciu
Mmy3uky. Jeona he nojauamu ocehaj opyzoj kao 3acja syocKku ym noOUSHym y cagpuieHcmaeo. "

Bragumup desume (1925.- 2010.) xpBaTcku MaTeMaTH4ap, jallaHoJIor, aKaJeMHK U KEbHIKCBHHUK

MaremaTrka u My3HKa...

Behuna spyan Ou pexim aa oBa ABa, M3Yy3€THO 3HAuajHA JieJia JbYJCKOT JKMBOTA, HEMAjy Be3e
jamHa ¢ npyroM. Mys3uKky CBH TMO3Hajy, KOpucTe, ocehajy... a MaTeMaTHKy IpeACTaBibajy

OpojeBH, KOPUCTE je MPU TPrOBUHU U, HAPABHO, y TOKY ILIKOJIOBaka 3aTO LITO MOPA]y.

Mebhytum, MaTemMaTuka U My3uKa Cy HEPaCKUIMBO TOBe3aHe. M CTaHO NMpUCYTHE, CBECHO WU
HecBecHo. O0e MMajy cBoOja MpaBmiia, CBOje CBETOBE Koju ce mperunhy. W jenna u apyra cy

YMETHOCTH. 3a BehMHY HECXBaTJbUBO, alld TAYHO.

MaremMartuka je palmoHalilHa, CTPOTra, HEMOMYyCTJbMBA U O€3/yIIHA Y CBOM CBETY. Tpa)xu MyHO.

[lyno onpunama 1 Jpy0aBH.

W My3uka Tpaxku IyHO, IyHO Ofjpuliama U JbyOaBu. My3uka u3asuBa AyOOKe emoluje, alu U
Matematuka. O0je cy ancTpakTHe, CHaXxHe, Ty0oke. Mmajy cBoje je3uke U MocTajy pazyMJbuBe
TEeK Kaja ce TH je3uuu nao0po caBnanajy. bupajy cBoje cienbOeHuKe, Tpake HHTENEKT,

KpeaTUBHOCT, UMaruHaIujy.

CHaxHe, HEyXBaTJ/bUBE, MaTEMAaTUKa U My3HKa MPeJICTaBIbajy, 3a HALI CBET, KOCMUYKE CHJIE KOje
HENPEeCTaHO IUIEHIY CBOJy MIPY, Y CHaKHOM 3arpsbajy. 3a Hac, KOJU CMO YBYYEHH y Ty HUIpY,

MIPeocTaje HaM Jia YKUBaMO.


https://hr.wikipedia.org/wiki/1925.
https://hr.wikipedia.org/wiki/2010
https://hr.wikipedia.org/wiki/Hrvatska
https://hr.wikipedia.org/wiki/Matematika
https://hr.wikipedia.org/wiki/Japanolog
https://hr.wikipedia.org/wiki/Akademik

VY oBoMm paay objacHuhy BeprKHE pa3lIOMKE U HBbUXOBE OCHOBHE OCOOMHE, KaKO MOXEMO OHIIO
KOju peanaH Opoj MPEeACTaBUTH Yy OOJMKY KOHAYHOT WJIM OECKOHAYHOT OOJIMKa BEPHIKHOT

pas3ioMKa, ¥ OHO IITO je HajBAXKHU]E Y OBOj MPUYH, KaKO HajOOJbe allpOKCUMUPATH HEKH Opoj.

VY npyrom mornaBiby hy HpeacTaBUTH OCHOBE TEOpHUjE€ MY3HKE, Kako ce popMupajy ckaie, Ha
KOje mpo0JyieMe ce HaWIa3uio MpU TOKYIIajuMa Jia Cc€ JOCTUTHE CAaBPIICHCTBO y (OpMHpamby

HCTHX.

VY mocnenmeM moriaBiby, Kopuctehu BeprkHE pasiioMke, oojacauhy 3amTo je oapeheHa ckaa

HajIIOT0/IHM]ja U Hajuenrhe Kopuirhexa.



2.BEPUKHU PA3JIOMIU

2.1. TIOJAM BEPHKHOI' PA3JIOMKA

Hepunuyuja: Onity BEpH>KHU Pa3ioMak je u3pa3 o0iIuKa

rae @, u b, Mory 6uTH peanHu WIKM KOMIUIEKCHH OpOjeBH.

. b, b,
Kpahwu 3anuc onmrer BEpuKHOT pa3iIoOMKa je | ay,—,—,... |.

a a,

Hegpunuyuja: 1IpocT BEprKHH pas3lioMak je u3pa3 o0auKa

rae cy a,,a, ... IpUpOAHH OpOjeBU U 3,110 Opoj.

Kpahwu 3amnuc npocTor Bepu»KHOT pa3jioMKa je [ao ,a,a,,.. ] OBakaB 3amic KOPUCTUMO H Kajia

a,,a, ... HUCY IPUPOJHHU OPOjEBH.

OcuM ako HHUje Ipyrauyuje HarjameHo, Mo I0jMOM BEPHKHOT Pa3JIOMKa M0ipa3yMeBa ce pocCT
BEPH)KHU Pa3JIOMaK.

[Topen oBakBOr 6GECKOHAYHOT BEPUIKHOT Pa3IOMKa Pa3InKyjeMO U KOHAYaH BEPH)KHU Pa3jioMak.



Hepunuyuja: KonauaH Bepr>kXHU pa3ioMak je uzpa3 oOJamKa

pu 4eMy je a,1eo 0poj, a,,a, ...,a, npupoauu opojesu u a, #1.

Kpahu 3anuc koHagyHOT BEpUIKHOT pa3lioMKa je [ao ,Q,,8,,...,a, ]

[edunuuuja; Wspasz [a,,a,,a,,...,a, | HasuBamo k-Tom komBeprentom 3a [a,,8,,a,,...,8, |, a

u3pas a, = [ak v Ay am,...,an] K-TUM KOMIUIETHUM KOJIMYHUKOM (1 > k).

Baxcn 1a je [a,,8,,8,,...,8, ]| = [a,,8,,8,,....a_,,[a,.....a, [|=[a,. a,,8,,...,a,;,a,].



2.2. EYKIILJOB AJI'OPUTAM U BEPUKHU PA3JIOMIIN

Kopumhemem EykianmoBor anroputMa, MOXKeMO MOKa3aTH Kako ce peasiaH Opoj MOXKe pa3BUTH Y

BCPHIXXHU pa3jiOMakK.

é]eﬂunuyu[a: PasMepa ABC YIKU je KOJIMYHHUK MCPHHUX 6p0jeBa TC ABC NYXKU MEPCHHUX HUCTOM

JEIUHUIIOM Mepe.

Hepunuyuja: Axo je pa3Mepa JIBe NyXH palMoHalaH Opoj, KaxemMo Ja Cy Te JIBE IYKU
camepJbuBe. YKOIIMKO je pa3Mepa JBe AYXKH HpaloHajIaH Opoj, KaKeMo J1a Cy Te JIBE AYKH

HecaMepJbHBE.

EyknuioB anroputam je jeiaH Of HajCTapUjuX ajlrOpuTamMa U NpeicTaBba MOCTYNAaK y KOjeM y
KOHAaYHOM Opojy KOpaka HaJla3MMO 3ajeJHUYKY MEpY U OJHOC JBEJy CaMEpJbUBUX BEJIWYUHA, U

KOjI/I CC HUKaJla HC 3aBpIllaBa YKOJMUKO Cy TC ABC BEJIMYNHC HECAMEPJbUBE.

Heka cy AB u PQ nBe Hejennake ayxu npu duemy je |AB| > |PQ|. Axko je nyx PQ canpxana 1ieo
Opoj a nyta y nyxu AB, 6poj a HasuBamo MepHu Opoj nyxu AB, mpu uemy PQ npencraBibamo

Kao jeIMHUYHY Ty’ 1 Baxku 11a je |AB| = a - |PQ|.
Axo He nocToju a TakBo 1a je |AB| = a - |PQ|, a moctoju Tpeha nyx CD taksa na je
|AB|=m - |CD|u |[PQ|=n - |CD|,

tazna je CD nyx Koja mpezcTaBiba 3ajeIHUUKy Mepy nyxu AB u PQ u Baxu:

m m n
|AB|: [PQ|= — wm |AB|= —|PQ| wm [PQ|= —]|AB].
n n m



m
n

Ako o3HaumMo p = — , Baxu jaa je |AB| = p:|PQ|, mpu gemy je p pammonanan 6poj. Tana cy AB
u PQ camepsbuBe qykKH, Tj. OTHOC BBUXOBUX TyXKUHA j€ palloHaIad 0poj.

Axko He moctoju TakBa Ayx CD, He moctoju HM pamuoHanaH Opoj P u ayxu AB u PQ cy

HecaMepJbUBE, OJTHOC BbUXOBUX Jy)KHHA je HpallMoHaIaH 0poj.

Hexka cy nare BenuuuHe ap U a1 IPU 9e€My je do > a1. AKO ce a1 CaipKu Y ag (o ITyTa, Taaa Baxu
najeao=0qo a1+ az (0 < a; < ap). [loctynak HacTaB/hbaMoO TAKO IITO CE€ @y CAAPXKH (p MyTa Y
a1, OMHOCHO a1 = (1 - az + az (0 < a3 < ay). U Tako peaom 1ok He pohemo na je ax = Gk + a, Ipu

gemy je Qk >2.

OpnaBJie 3akJbydyjeMo J1a j€ a 3ajeJHIYKa Mepa 3a do U dj.
Haxie,

ap=Co a1t az

ap=01-ax+as

ak=0k - a
npuuemyjeag> a1 >a;>- - >a; ¢i>1l (0<i<k), Q>2.

CBaky 071 OBUX J€THAaKOCTH MOKEMO J1a 3alUIIEeMO Ha cliefiehn HauuH:

a0 a2
_=q0 + =
a‘l a‘l
a'1 3
_:ql + =
a2 a2
ak

—=q,.

a k



a : .
Paznomak —2 MOXKEMO M3pa3UTH NPEKO KoeduuujeHara (;:

a‘l
a a 1 1
—quO+i:q0+a—ZQO+ =Qot+ =Qo t+ 1 =
% % - q1+73 q1+a7 0 +
% : =2 q, + -
a‘S 3
+ 1 = = + 1
Jo - 1 Jo .- 1
1 0+t 1 q, +
T
a, 1
qk—2+

qk—l +—
k

. . a
Ha oBaj HauuH panmonanan Opoj — cMo MpeACTaBUIN Y OOIMKY KOHAaYHOT BEPHIKHOT PAa3IOMKa
1

[q01 i, 92, -+ Qi1 qk]

VY ciydajy a He TIOCTOjU @ TakBO ja je y K-Tom kopaky ax = Qk - @, IMOCTYyIaK ce HacTaB/ba y

OECKOHAYHO MHOT'O KOpaka, Tj.

a, 1
—=qo+
a‘l

1 = [Qo, 01,92, 03, . . . ]
g, + q, +

Tanma Cy dp U a1 HECaMEepJbUBE, U BbUX0B OJHOC MOXXEMO IPEACTABUTH OCCKOHAYHUM BCPHUIKHUM

Pa3IOMKOM.



. 49
Ilpumep: bpoj 3 pacTaB/baMO y BEpHKHH pazlioMaK Ha cienehu HauuH:

R Y I U S S S Y S I

13 13 E 1+3 1+i 1+ 1
10 10 10 1
3 3+-

VY ciydajy na je pas3jioMak HEraTMBaH, MOXKEMO T'a NPETBOPHTH Ha JBA HAaUYWHA y BEPWIKHU
paznomak. [IpBu HaYMH Ce CacTOjH Jia ce€ BEroB CyNpoTaH Opoj MPETBOPU Y BEPHIKHU Pa3IOMaK
W J1a ce ucmpel MOOHMjeHOT pa3ioMKa crtaBu 3HaK " - ". J[pyrm Ha4ywWH je Ja ce HeraTuBaH

pas3ioMak MpeicTaBy Kao 30Mp HETaTUBHOT 11eJIoT Opoja v MO3UTUBHOT IPABOT Pa3IOMKA.

Ha mpumep:

B 4 34t _paag
13 13 4 1

3

Ipumep: Vpaninonanan 0poj J3 pasnaxxeMo y BEpHIKHU pa3jioMak Ha cienehu HauuH:

\/§:1+ i,

Xy

1 J3+1 1
= =1+
J3-1 2 X,

X1 =

X, WTH.

Ha taj HauuH monazumo Jo: J3= [1,1,2,1,2,..].



2.3. OCOBUHE BEPUKHUX PA3JIOMAKA

Teogzema 1. CBaku KoHa4aH BCPpMIXXHHU pa3jiIoOMak MOXEMO 3aMCHUTH HBEMY je,I[HaKI/IM

panoHaTHIM OpojeMm.

) 1
/loka3: Heka je nat KOHa4aH BEPIDKHH Pa3JiOMaK @, + 1
+
& a, +
1
1
a,,+
a._+
n
1 _ a,a,+1 . .
a,,+—=-—"tn —— A ITO je parmoHanaH 0poj.
a‘n an n
1 1 a +a . .
a, ,+ 1" a, ,+ E = By At = A IITO je, Takohe, panroHaIaH 0poj.
At o Al
a

ITonaBsbajyhu moctymak Ao6MjamMo Ja je MOJa3HU BEPHKHHM DPA3JIOMaK jeHAK PAlMOHAIHOM

Opojy h n

A,

Teopema 2. CBaku panioHasIaH Opoj ce MOXKe Ha Ta4yHO je/laH HA4WH Pa3BUTH Y KOHaYaH
BEPIIKHU pa3jioMak [ap, ai, Ay, . . ., @n-1, n], IPH YEMY je an = 1,
AKO TOTTyCTHMO Ja je @, = 1, TOCTOj! jOII Ta4yHO jeJaH Ha4MH, a TO j€

[aOy all aZy e an-ly an - 11 1]'



oka3: O3HaunMMO panuoHaiaH Opoj B. Kopuctumo nuayknujy mo . 3a q = 1, tBpheme je
q

TPUBH]AITHO.

[IpernocTaBumo aa je > 1 u 1a je TBphewme TauHO 3a CBE pallMoHaIHEe OpojeBe ca MMEHHOLIEM

P

MambHM 0]1 (. 8p je jeTHaK 1eT00pOjHOM Jeny pa3jioMKa —, 1a je P ao + 1 IIpU YEMY
q

P—a,q

q
p_aoq

CC II0 I/IH,Z[YKI_II/IjCKOj INpETIIOCTABIU Pa3JIOMaK >1 Moxe Pa3BUTH 'y BCPUIKHU PA3JIOMaAK

Ha TAYHO je/laH HAYrH.

OBa oco0uHa je JoKa3aHa U MPeKo EyKIHI0BOr alroputMa. m

BepwkHu pa3iomIy HUCY TIOTOHM 32 OCHOBHE PauyHCKE OIepaliuje.

Perunpouna BpeIHOCT BEPUIKHOT pa3iioMKa [ag, @i, 8z, . . ., ] j& BEPHIKHH pa3ioMaKk
[0, ao, a1, @, . . ., an], 1.

[ao, a1, @2, ..., an] - [0, @0, @1, 82, ..., &) =1 (ap >1).

BepmwkHoM pasznomky [ao, a1, @z, . . ., 8] je CyNpoTaH BEpHKHU pa3IioMaK

[-1-ap, 1,a:-1,a,...an)Tj.

[a01 all a-21 e an] + [-1 - aO! 1! al- 1! a2! LR} an] = 0 (al > 1)-
Teopema 3. 3a BepwKHU pa3jiomak [ag, @i, 8z, - . ., an] K-Ta koHBeprenra [ao, a1, @z, . - ., &-1, &
jenHaka je P rie Hu30BH (Px) U (Ok) 3270BOJbABA]Y:

K
P,=0, py=1, p,=2a, P=aPc1+ P,

d,=1, 9,=0,q,=1, q,=a,0,,; + 0, 3a 2<k<n.

10



/lokas: Heka je X Opoj mpeacTaB/beH BEPUKHUM Pa3IoOMKOM X= [ag, @i, @z, . . ., &n), IIpH YeMy

CY KOJIMYHHIM @j jeAHO3HAYHO oxpehenn EyKinaoBUM MOCTYIIKOM.
bpojeBu Xo= [ag], X1= [a@o, a1], X2= [@o, @1, A2], ¥ Tako majbe, MPEACTAaBIbA]y PAllMOHATHE
anpokcumarje opoja X.

Tephemwe je Tauno 3a n < 1:

X _Po 3 &P, +P,
p=—L=—L=0L T2

qO 1 an—l + q—z

Xl_&:a(ﬁi:aoa1+1:a1p0+p_l

q, a & Al td,
XZZ&:aO_'_ 1 —a,+ a, :az(aoai+1)+ao:azp1+po_
P al_,_i aa, +1 aa, +1 a,0; + 0o
a,

TBpheme 1okazyjeMo UHIYKIINjOM:
[pernocTaBuMo 1a TBphere Baxku 3a HeKo K:

P _ APist+ P
O a0+

X, = , ToKa3yjemo aa Baxu 3a K+1:

_ pk+l _

1 .
Xy = = [ao, a,.., a, ak+l] = {ao, a,..., & 4, 8 +—— | =(10 NPETNOCTABLY UHIYKIIH]E)
k+1 k+1

[ak + ka—l + P2

_ A _ ak+1(ak Pa t pk—2)+ Pea _ 8Py + Py .
1 8,0 +0,)+ 0y Al + 0

(ak + ]qkl 1, K 1( ki T i 2) Oy ka1l 0k

k+1

_ &Pt P
’
a0, + 0,

Iocneduua 1. X 3a 2 <k <n, npu yemy je

a, = [ak - DIPRE: DIPTON an] je k-tu xomrmieTHU KoNMuIHUK (1 > k).

11



Hocneduya 2. Kaxo y u3pasuma 3a Py U (x HeMa HeraTUBHUX OpojeBa, To ¢y Hu30BH (Pk) U (Qk)

crporo pactyhu, Tj. Pk < Pk+1 B Ok < Qk+1 380 <k <n

Teopema 4. Axo je [ao,al,az,...,an]: &, OHJZIa je [an,an_l,an_z,...,ao] =P

qn pn—l
/loka3: TBpheme n0Ka3yjeMo HHIYKITUjOM 10 N.

3a n = 0, TBpheme je TpuBHjanHO. [IpermocTaBumo na TBpheme Baxku 3a N—1, OTHOCHO 1a je

[a,,.a ,,....a] = Poa Tana je
n-2

[a_ a an—2""’a0]:a + 1 =a +pn72=anpn—l+pn—2= pn

n! ~n-1? n n

[an—li A 21718y ] Pra Pra Pra .

Teopema 5. Axo cy Pk ¥ Ok JnedbuHHCAaHM Kao y meopemu 3., OHJA BaXH:

POy — Pualk = (_ :I-)ki1 o PO, = Pl = (_1)k a

[oka3z: Tepheme Baxu 3a K = 1:

Pod.; — P40, =3y 0-1.1=-1= (_1)071
P9y — Poth = (aq Po + p—l)qO —Po (aiqo + q—l)= _(poq—l - p—1q0)= _(_1):1: (_1)0 :

I[OKaB HU3BOANMO HHILYKLII/IjOM. HpCTHOCTaBI/IMO Ja TprCH)e Ba’XXU 34 IPOU3BOJbHO k:

POy — Pl = (- l)k_l, nokasyjemo aa Baxu 3a K + 1:

P — Pl = (ak+1 Py + pk—l)qk — Py (ak+1qk + qk—l) = A Pl + Pl — 34 Bl — Pl =
—(Pllis — Pt )=~ = (-1)"

12



Hpyru neo Tteopeme PO, » — Py« :(—1)k a, Jnokasyje ce Kkopucrehu mpBH Je€o.

Plk—2 = P2tk = (ak Pt Pez )Qk—z ) (aqu—l + qk—2)=
A Py_aOk—2 + Pr2lk2 = A Pr2l-1 = Pe2lk—2 = ak(pk—lqk—z - pk—qu—l) = (_ 1)k72 a = (_ 1)k a

4iMe je TeopeMa J0Ka3aHa. M
Hocneduuna 1. Jlenchu jennaxoct p,q,_, — p,,q, =(-1)" ca q,q,_, m06ujamo

PP YT

O On Okl ,

a nenehn jemHaxocT P, G, , — Py0 =(-1)‘a, ca q,q,_, xo6ujamo

B Pea _ (-1)a, .
O Oz Okl

P

Hocne()uga 2. KOHBepI‘eHTI/I IpOCTOI' BEPUKHOT pa3JIOMKa CY HECKpATHBHU, OJHOCHO pk u

k

d, cy y3ajamuo mpoctu, NZD( p, ,q,) = 1.

Ilocneduya 3. Hu3 BepmxHHUX pa3lioMaka ca IMapHUM HHIEKCOM jecTe HM3 MOHOTOHO pacTtyhux
OpojeBa, a HU3 BEPMIKHUX pa3jioMaka ca HEMapHUM HHIEKCOM jeCTe HM3 MOHOTOHO omajajyhux
OpojeBa, Tj:

&<&<&<...<£<...<&<&<&

QG %2 s q s 03 G

WNnu, cBaka mapHa ampokcuMaiyja je ©OoJba O] TMPETXOJHE IMapHe W CBaka HeMapHa

arnpokcuMaliija je 60Jpa 01 MPETXOAHE HeTapHe.

. P, P (-1
Jlokas: Pa3sujajyhu jemnakoct —% — <L =2~

= no0ujamo:
O Ocr Owal

PP 1 )
G Q9o QoG

13



bbb 1,
a4 O 0,9,

Bop_ 1 g
0; O, Q.9

p__ pn—l _ 1

q qn—l qn—lq

rae je P_ [ao,ai,az,...,an] U C 003UpoM Ja je [ao,al,az,...,an]: [ao,al,az,...,an_lan —1,1J,
q ,
MOKEMO MPETIOCTABUTH Ja je N MapHO.

Kako je Hu3 (Q,) cTporo pacryhu, pazioMuu Ha JECHUM CTpaHama OHMBajy CBE MamU IO

ariCOJyTHO] BPEeIHOCTH, Ma kaja cabepemo jennakoctu (1) u (2), (3) u (4) uta., nobujamo na je

Py Py P P

G 4 O q
a axo cabepemo (2) u (3), (4) u (5) utn, nodbujamo 1aa je

L S

ql qS q5 q

O G | [ G Qs O

Aa CBAKHM YJaH HHU3a CaApKU CBC HAPCAHC YIAHOBEC HHU3a W AYyKXKWMHA HH3a THUX CETrMCHATa

Hocneduya 4. Huz cermenara {&,&] {& &] . {M &] ... J€ TaKaB HU3 CETMEHaTa

MOHOTOHO TCXXHU Ka HYJIU.

Ilocneduua 5. BepxkHu pa3iomMak X = [ao,al, a,,..., an]MO)KeMO HAIMUCATH Y O0JIUKY

1 1 (_1)n—1 .
a, + _— 44 1,
Qo Q.9 4,49,
n-1
X:[aolaliazu---,an]: a, + 1 _ 1 +,,,+(_1) ]
0ol L0 d,-4,
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1
<—

qqu+l .

1
qk qk+2

P
O«

Teopema 6. <|X-—

oka3z: Heka je X = [ao,ai,...] ¥ HeKa je a, = [ak,akﬂ,am,...,an], Tajla BaXXU

_ / Ba P + Py
x=[ag,a,8,,....,8 8] u x= Ak T Dt
Al +Uka
_ [Pl — PO

AP+ Py Pe
O (aII<+lqk + qk—l)

!
Al 0y O«

P
Oy

X_

C o63upoM 1a je a, = [ak+1, a., ,...]< a.,, +1

Qg0 + 0y < (ak+1 +1)Qk +0, = (ak+1qk + qk—1)+ Ok = Oksq T Ok = &, 20c0 + Ok = Oii2

1
qqu+2

Y

N

>

cienu na je

Kaxko je a; , >a,,,,

1
qqu+l

P

Oy

< |

Q10 + Uy > A0 + 0y =0,y CTI€IH Ja je

Hocneduya 1. Kaxo je q,,, > 0, , ¥ Ha OCHOBY IIPETXOHOT, BAXKH:

15



Teopema 1. Axo cy a, b, ¢, d mpupoanu 6pojeBu ca ad —bc=+1 u b > d, u ako je

T |o

=[a,.a,...,a,]=[a, a,....a, -11] (a, >1),
OHJA je %z[ao.al,...,anl] u ad —bc :(—l)n_l,

WIH %z[ao.al,...,an—l]n ad —bc=(-1)".

Mloxaz: Tepheme cieau u3 0coGMHe BEPHKHUX pasioMaka 1a je P, 0, — P40, = (- l)k_l. Kaxko

pas3iioMaKk MOXCEMO IPCACTABUTH Ha JBa HA4YWHA, Y 3aBUCHOCTH Oa JIM CC pa3Boj 3aBpliaBa

JEMHUIIOM, TO MOKEMO I10 YKEJbHU MOICCUTH MapHOCT Opoja K. =

Teopema 8. TlpencraBibame WpaMOHATHOT Opoja y 00JIMKY (IPOCTOT) BEPHIKHOT pa3IOMKa je
JETUHCTBEHO.

oka3: NpannoHanan 6poj MOXKEeMO MPeICTaBUTH Y 00JIMKY OECKOHAYHOT BEPUKHOT pPa3IoMKa

Ha MCTU Ha4YMH Kao U pauuoHaiaH 6poj. Kako je ap enoOpojHa BpeHocT 6poja X u

a, =a]= —————— 3a N>1 cmeau 11a je cBako @, jeIHO3Ha4YHO oxpeheno.
A~y
Tanaje x= [ao, al,...]. ITocmaTpajmo HU3 X, = [ao,al,...,an]=&. Kako Baxu na je
On

Xog <Xy <o <X<e <Xy <X W |Xn+l—xn|= — 0, Hu3 (X, ) KOHBEprUpa ka X. m

n+in+l

Teopema 9. Axo 3a mpupojne O6pojese a, b, ¢, d u peanan 6poj t > 1 Baxxu b > d, |ad — bC| =lmu

ta+c a ¢ .
X= , OH/Ia Cy — U — Y3aCTOIHH KOHBEPT€HTHU Opoja X.
tb+d b d
p 8Py + P
. . _ 1 -1 '
/loka3: Hu3 KOHBeprenata —- KOHBEpPrupa 0pojy X = —=—"———"= rie cy @, KOMIUIETHH
qn an+1qn + qn—l

16



pn—l & )

KOJIMYHUIIY, a X C€ HaJIa3Uu I/I3Mel')y JBa y3aCTOIlHa KOHBEPreHra —— U

qn—l qn

!

bpoj t je jenHo3HayHo oapehen ca t =a,,,, t > 1 U MOXXeMO ra pa3BUTH y BEPHIKHU pa3joMaK

t = [an+l1an+21"']’ (an+1 21)’ Haje X=

Heka je a_
b

© _[a,ay...
d o

. a
JeaHaKu b u

ta+c

th+d =x=[a,.a,,...,a,,t].

[ao.al,...,an]. MosxeMO MOJECUTH MapHOoCT Opoja N Tako Aa je ad —bc = (—1)n_1 u

a,,|. Tama y 6pojy X =[a,.a,,...,a,,,...] cy y3acTonnu koHBepreHTH Poa pp Po
qn—l qn

C

—.m

d

17



2.4. AITPOKCUMALMUJE PEAJIHOT' BPOJA

Px

Hwu3 xonBeprenTu [—j MIPEICTaBIbA]y BEPHKHE alipOKCHMAIlH]e peaslHoOT Opoja X = [ao.ai,. . ] u
n

KOHBEprupa Ka ToM Opojy, OAHOCHO OCIMIIyjeé OKO BPEIHOCTH Opoja X, TaKo Ja je arcoJyTHa

rpelKa arpoKCHMaIyje x— P Mamba 0J1 allCOJIYTHE pas3jIMKe JBE Y3aCTOIIHE allpoKCcHUMalluje
n
& _ pn—l
qn qn—l
Teopema 10. P je Haj0osba anmpokcuMalja Opoja X pa3ioMiIMa ca UMEHUOLIMMA He Behum

k

B;t%omaje [p—ax>|p, — X
k

ox 0, , omHOCHO: AKko je g < q, (k>1) npuponan 6poj u

Hoxas: TIpso nokasyjemo 1a je | p,_; — 0 _yX| >| P, — 0|

P _ AP+ Py

Kako je X, = ;
O &0 0o

, TOje

a 1
_ k+1 _
|pk71_qk—lx| =—F >— _|pk _qu|-
Oc@1 +0cp Ok@ig + 0k

Heka cy p, q mpousBosbHH, npu uemy je < (,. Kako je (Ha ocHOBy meopeme 5.)

PO — P10 =1, To mocToje nenu O6pojeBu U, V TakBU Ja Cy pelllekha CUCTEMa jeJHaunHa

up,, +Vpe = P m uq,,; +vq, =q.

PemaBamem oBor cuctema ce qoouja U = J_r( pq, — qpk) uv= J_r( Pq,, — qpkfl).

Tana je | p— qX| = u(pk—l - qk—lx)+ V(pk - qu)'

18



Ha ocHoBy nocnenure te reopeme, P, ; —0, ;X U P, —0, X Cy pa3IM4uTOr 3HaKa, a 30or 0<qg<
0, cirenu a cy U M V Takohe pasIuuuTor 3Haka uiau UV = 0, ITo 3HA4YM Ja Cy u(pk_l — qk_lx) "

v(p, — 0, X) ucror 3Haka.

|p_qx|:|u|'|pk—l_qk—lx|+|v|'|pk _qu|2|pk _qu|- u

P

P P

X——3acBako (= (,.

Ok

Hocneduua 1. >

Teopema 11. Mely nBa y3acTommHa KOHBEPTeHTa 3a X, Oap jenaH 3a70BOJbaBa P_ X| < 2—12 .
q
/loka3: Kako ce X Haia3u u3mel)y 1Ba KOHBEpPreHTa Pn 51 P BaXXH
qn qn+1
Prat oy [Pyl [P Pl t 1 + ! < ! + 1 <12+ 12
qn+1 qn qn+1 qn qnqn+1 2qnqn+1 anqn+1 2qnqn+1 2qn+1qn+2 2qn 2qn+l
. . . 1
na je Oap jenHa o] HejeTHaKOCTH P _ X| < u | Poay _ X| < TayHa. W
n 2q§ ‘ Uha 2q§+1

OBa Teopema Moka3zyje /a 3a hpanroHaIaH Opoj X MOCTOju OECKOHAYHO MHOTO palMOHATHUX

P_x

q

P

OpojeBa — 3a Koje je <.
q 2q

19



Teopema 12. Axo pa3noMak — 3a70BOJbaBa
q

P

1 .
< F , OHJa J€ — KOHBEpPICHTA 3a X.

P_x

q

P

/loxa3: Heka je P_ [ao.al,...,an], MOKEMO TMOJECUTH MapHOCT Opoja N Tako naa je
q

(—1)”1(E—XJ >0. Osmaummo o= P 5 Pot KOHBEPreHTe 3a P , U X =M.

q qn q qn—l q tqn + qn—l

. 1 n-1 p
T —> (-1 ——X|=
S o2 =) (q j

(_1),1_1( p, 1o+ pn_lJ: PPl 1 1 1

qn tqn + qn—l qn(tqn + qn—l) qn (tqn + qn—l) qn (tqn + qn—l) (t +1)qr?
omaene je t + 1 > 2 ogHocHo t > 1, ma Ha OCHOBY meopeme 9. cleau na cy Pn u Poy

qn qn—l

KOHBEPICHTH 32 X. W
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2.5. PAHUOHAJIHE AITPOKCUMALMUJE IIPBE U IPYT'E BPCTE

Hedunuyuja: Panmonasan 06poj P (Qk > 0), jecte Hajoo.ba payuonanna anpoxcumayuja
k

peannoz 6poja x npee 6pchie aKo BaKU HEjETHAKOCT:

P

q

P

Oy

3a CBE pa3joMKe P, P TakBe 1aje 0 < g < (.

Ok

>

Hepunuyuja: Paumonanan 6poj Pe (gk > 0), jecte Hajboba pauuonanna anpoxcumayuja
0y

peannoz opoja x opyze épcme ako Baxu HEJETHAKOCT:

|p—qx| >|pk —qu| 3a CBE pa3jIoOMKe P P rakae naje0<qg<gq,.
q

k

Hepunuyuja: Cekynoapue xongepzenme 0poja X 3a JB€ y3aCTOIHE KOHBEPTEHTE P u Pea ,

oh Qi1

,Z[C(I)I/IHI/ICEIHC CY HU30BUMaA:

Py, j _ Pt J P

- , Tme je je{1,2,...,ak+2—1}, u onpelyjy meljysepusricnu nHu3 3a BEeprKHE
qk,i O +J-Quia

& H pk+2 .

qk qk+2

pasiomKe
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CgBojcTBa HAj0O/LMX PALMOHAJHUX ANIPOKCUMAIH]A

Ceojcmeo 1. Patimonanan 6poj jecte HajOOJba anpoOKCUMAIIMja APYTre BPCTE aKO M CaMO aKo jecTe

BEpWIKHA allpOKCUMAlIH]ja 3a 3aJaHu Opoj.

Ceéojcmeo 2. Hajbospa panoHa Ha ampoKCHUMalldja Ipyre BPCTe jecTe W HajOooJba palMoHaIHa

anpokcuMaiiija npse Bpcre. OOpaTHO HE MOpa J]a BaXKH.

Ceéojcmeo 3. 3a 3amaH peanaH Opoj X KOHAyHE BEpPIIKHE anpoKCHUMaIdje jecy Hajoosbe

anpokcuMariidje npse Bpcre. OOpaTHO HE MOpa J]a BaXKH.

Ceojcmeo 4. Caka HajOOJBa anpoKCcCHMaIMja Apyre Bpcre Opoja X je koHBepreHTa. OOpHYTO,
CBaka KOHBEPIeHTa je Haj0oJhba pallMOHANHA aNpOKCHMAIHja Jpyre BpcTe Opoja X, OCHM

Po_ 3

. 1
M30JIOBAHOT Clly4aja X=a8,+—- U
2 q, 1

Csojcmeo 5. CBaka HajOOJpa panMOHANIHA arpOKCHMAIlHja MPBE BpCTe Opoja X je KOHBEPreHTa

WM HeKa CeKyH/1apHa KOHBEpreHTa Tor Opoja.

[IpeTxomHO CBOJCTBO OJipehyje CKyIl y KOME ce Hajla3e CBE Haj0OJhE pallMOHATTHE allPOKCUMAIIN]e
MIpPBE BpCTE.

h:[

Heka cy 3a peaman Opoj X ofpeheHe BepHKHE ampoKcUMaluje ao,ai,...,an_l] U

n-1

P
ds

!
P
!

n

= [ao,ai,...,an]. Ako mocToju pupoan 6poj a; € {l,...,an—l} TaKaB JIa je paloHaiiaH opoj

!

=[a0,a1,...,anfl,an] Haj0oJpa pallMOHAJTHA amnpoKCHMAIlMja TPBE BPCTE KOja MpHUIIaa

Mel)yBeprm>KHOM HH3Y 3a 33JlaH peajaH Opoj X, OHJa TaKBe pa3iOMKe Ha3uBaMmo MehysepuicHum

anpoxcumayujama npee epcme. Hajmamu TakaB 6poj &, YKOJIHMKO IOCTOjH, HA3MBaMO

’
MehyBeprwkHa muppa Koja MPETXOAM BEPUWIKHO] HM(pU &, a pasioMak —- KOJU je TUME

n

onpeheH Ha3uBaMo npea meljysepusricna anpokcumayuja npee pcme pearHor 6poja X.
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Ceéojcmeo 6. Heka cy 3a peaman Opoj X gare JBE y3acTOIIHE BEPIIKHE alpOKCHUMaIldje

Px

h:[ao,ai,...,an_l] u " =[a,,a,...,a,] Ako mocroju mpsa MelyBepiKHA apOKCHMAIlHja

qn—l qn

!
IIpBE BpCTE p—,”: [ao,aq_,...,an_l,ar']] ca mehysepmxkraom mudpom 0 < a) < a,, Taga cy CBH
n

14
alMOHAJIHA OpOjeBH P _ a,a,...,a ,,a | perom3a a. < a’ < a_, cee 60Jbe MehyBepuKHE
p p J " 0 n-1' ~*n p n n n YB p

n

anpoKcHUMallije IpBe BPCTE 33/1aHOT peasHorT Opoja X.

!
/loka3: Hexa mocroju mpBa MehyBepmkHa ampoKCHMaldja MpBE BPCTE p—:‘, Taja je oHa ca
n
!
6 . X pn—l s pn—l X pn
pa3auuuTe CTpaHE peasiHoOr Opoja X y OJHOCY Ha KOHBEPIreHTYy —— , HIIp. HEKa je q— <X< q—,
n-1 n-1 n

u Heka je a =a +1<a,. Ilpema CsojctBy 5, mocroju mpupoman Opoj | TakaB nma je

& = M . OHPGHHMO:

qr,1 Qn, + j"qn—l
pr': = ar’: : pn—l + pn—z = (a;l +1)pn—1 + pn—z = pn—z +ar,1 : pn—l + pn—l = p; + pn—l'
Ha ciimyan HauwH je Q) =Q;, +0, .

n ’ + + "+1 .
Tanga pasnomax Po_ PotPos _ Pop (1" +D): Py npunana Mel)yBeprKHOM HH3Y Y KOME CE

4 9n+d,: G+ ('+D)-q.,

n
. . P,
Hanase moryhe melyBepikne arnpokcumanuje npee BpCTe. 3aKibydyjeMoO Ja pasjaoMak —- ca

n

Pr Py

ucTe CTpaHe 0poja X Kao M —' , OJIHOCHO BaXH Ja j& —;

n n

—x>0. 3akpyuyjemMo:

B 1 S (I e g o P

_Ph o, P =Pl _ P
o) + 0l 4 o, (a; +9,)

X=—"—X+

— —X
q, q.(a, +a,,) a

jepje Po,dy — Pod,, <0.
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!

P, Py

Jakiie, pasnomMak —- u3 MehyBeprkHOT HU3a je 60Jba aNPOKCHMAIMja OJl Pa3IOMKa —-. W

n n

[Tocroje HajOOJBE palMOHAIHE alpPOKCHMAIMje MPBE BPCTE KOjeé HUCY HOOHjeHE OfCelameM

BEPIKHOT pa3Boja.
ITpumep: Pa3Boj Opoja e y BepwkHH pa3iomak je: e =[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1, 10, ...]

Bepwxae anpokcumanmje 6poja e cy:

Po—o1=2

Uo

Po2,11=3

1

Pe_p191=8

d, 3

Pi_p127=

4, 4
19

-&=RLZLH=7

4

Pe_121211,41=8"
s 32

Py P,

N3melhy BepmwKHHUX ampoKcMMalnuja — W —= TOCTOJU jelHa HajO0OoJba ampoKCHMaIldja IMpBe
1 2

Bpcre [2, 1, 1] =

N | ol
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Py Ps

U —> TI0CTOj€ JIBe HAjOOJhE alpOKCHMMAIIja TIPBE BPCTE
44 s

[27172717172]:4_8 2t [29152517153]=§.
18 25

N3mely BepmyKHUX arpoKCHMAaIinja
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3. TEOPUJA MY3HUKE

3.1.3BYK U1 TOH

Ham cBet je okpykeH 3BynmMa, OWIIO J1a je TO IIyIITamke JUIha, IBPKYTamke MTHIIA WIH Ky0op
BOJIC, 3BYKOBHU Cy CByaa oko Hac. Ciymrajyhu, hacumHupan 3ByKOBHMa KOje Mpou3Boau MohHa
npupoja, OWiIo Aa je To omuMmaBajyha mecMa NTHIIA WM 3acTpamryjyhm ymapu TrpomMoBa,
MOKYIIaBajyhu a UX OroHaIIa yAapameM O Pa3InIUTe MPEAMETE UM UCIYIITAlkheM COTICTBEHUX

3BYKOBA, YOBEK j€ CTBOPUO MY3UKY 3a cebe. [Ipupoau je To Beh 6uno HopMaiHo.

MelhyTtum, kako ce HayKka pas3BHjaia, CTBapajla ce M MmoTpeda Ja ce My3uka o0jacHH, CTBOpE
npaBWiia 10 KOJUM C€ OHAa W3BOAM M HAYMHM Ja ce 3amnuiie. Paznuuuté yciaoBu, motpeoe,
pa3nuynTe KYJIType CTBOPHIE CYy M MY3HMKY MpuijaroeHy KapakTepHUCTHYHHM OCOOMHaMa

BpEMEHa Yy KOJeM je HacTaa.

Tako caza 3HaMO 11a je 3BYK MEXaHHUYKHU Tajac KOjU HACTaje OCIUJIOBAKEM TeJa y €IaCTHYHO)]
cpenunu. OCHUIATOPHO KPETame je MEePUOAUYHO KpEeTame MO HCTO] MyTamH, MPH YeMy Telo
MpoJa3u Kpo3 jeHy (PaBHOTEKHY TauKy) y pa3IMYUTHM CMEpPOBHMA. AKO je TO OCHHUJIOBamE
XapMOHHJCKO (MOXKE€ c€ MPEICTaBUTH CUHYCHUM 3aKOHMMa), OHJla TaKaB 3BYK Ha3MBamoO TOH, Y
CyNpoTHUM Cy ImyM u Oyka. bpoj ocumnanuja y CeKyHIuW Ha3uBa ce (PpeKkBeHIMja Koja U

onpelyje BUCHHY TOHA.

My3HUKH TOH je 3BYK KOjU MMa YeTHpU KapaKTEpPUCTUKE: BUCHHY (3aBUCH Off (pEeKBEHIIH]E),

WHTEH3UTET (3aBUCH O] aMILTUTY/E), Tpajame U 00jy.

YoBek MpOM3BOJM 3BYK TpenepemeM (OCHUIIOBAHEM) TIIACHHX JKUIIA Koje TMokpehe Ba3mymiHa
crpyja u3 turyha. My3udkn MHCTPYMEHTH NPOM3BOJE 3BYK Ha pa3lIMuMTe HAuMHE. ydapameM
(0y0Oam, mo0omI,KIIaBup...), Tp3ameM xulle (rutapa, xapda...), TpemeM (TyIauku HHCTPYMEHTH),

TpernepemeM Ba3nyxa (JyBauKd HHCTPYMEHTH).

Jbyncko yBo pearyje Ha 3BykoBe ¢pekBenuuje ox 16 no 20000Hz (ocimmaiuja y CeKyHan).

VYHyTap TOT pacloHa HHCY CBH 3BYKOBH "MY3W4YKH KopucHHU'". Hajuemrhe ce kopucte 3BynH Of
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65Hz, a HajBumu ToH KiaBupa uMma ¢pekBeHnujy ox 4096 Hz. 3aBucHO 0oJ MHCTpYMEHTA,

KOpHCTE Ce 3BYKOBH M Behux (ppekBeHIIrja.

VYHyTap TOr oricera, JbyJICKO yBO MOKE Pa3JIMKOBATH BEOMa BEJIMKH OpOj TOHOBA, alld M PEIyKYje
MHOTO TaJlaCHUX (peKBeHIMja Ha jemaH onpeheHu Opoj TOHCKMX BHcuHA. Pasnmuka usmely
BHCHHA JIBa TOHA HA KOje JbYJICKO YBO pearyje Ha3uBa ce AUQEepeHIIjaTHIM IIParoMm.

Jla u hemo uyTH HEKH 3BYK, HE 3aBHCH CaMO O] leroBe (pekBeHIHje, Beh 1 0] HHTEH3UTETa.
boja ToHa je oaroBopHa 3amTO Cy JbYACKH IJIACOBH PA3MYMUTH, KaKO PACIO3HAjeMO KOjU
MY3UYKH WHCTPYMEHT MPOU3BOJIM TOH Oe3 003Mpa Ha HEroBy BUCHHY M MHTCH3UTET. Pasior
JIKU Yy TOME ITO je 3BYK CIOXKEH M CACTOjU C€ OJl MHOTO YUCTHX 3BYKOBA, a HAlll CIyLIHH
armapat pas/iBaja 3BYK Ha CIIEKTap jeJHOCTaBHUX Tajaca, OJHOCHO JIETEKTYje CIIEKTPOrpaM 3a
cBakd 3BYK. bojy ToHa onpelyjy BHIIM XapMOHMIM, WM aJMKBOTHM TOHOBH KOjU C€ Hajase
MOpeJ] OCHOBHOI' TOHAa. AKO je OCHOBHM TOH (pekBeHiuje f, aqMKBOTHM TOHOBH HMajy
¢bpexsennujy 2f, 3f, 4f, ... V 3aBucHOCTH 0] jaunHe THX aJIMKBOTHUX TOHOBA je oxapehena Goja

TOHAa.
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3.2. PEYHUK MY3NYKHUX ITIOJMOBA

Jla 6u oBaj pax OMO pa3yMJBbUB M YUTAOIMMa KOJUMa TEOpHja My3UKe HHU]je OJIMcKa, TOTPEeOHO je

YIIO3HATHU C€ €Ca OCHOBHUM MY3HYKHUM HOjMOBHMa.

TOHCKHN CHUCTEM nompa3ymeBa IIEJIOKYITHM CHCTEM TOHOBAa KOjU Cy Yy yHoTpeOu y

o/ipel)eHOj CTUIICKO] MY3UUYKO] €TTOXH B CpeleH je aKyCTUUKUM WIIH €CTETCKUM ITPUHITUITIMA.

CBaku TOH MMa cBoje uMme. MmMeHyjeMo MX momohy ceJaM OCHOBHMX TOHOBA Koja riace y

My3uukoMm ajidabdery C, d, e, f, g, &, h a y conmuzanuju de, re, mi, fa, sol, la, si.

3HaKOBU MMOMONy KOjuX ce Oenexe TOHOBH 30BY C€ Home M Oenexe ce y JMHUJCKA CUCTEM KOjH

CE cacToju Of MeT Pa3MAaKHYTHX BOJAOPABHUX JIMHU]A.

Hus toHOBa Koju ciene pepoM Mys3udkor andadera 10 yKJbYYMBO IOYETHOT MMEHA, 30BE CE

Jgecmeuua NN cKkajia. OcHoBHa JIECTBUILAa TOYN € O] TOHA C.

CBaku TOjeITMHU TOH Yy JIECTBHUIIM TMPEJCTaBJba jenaH cmynar jnectBuile. CTymam TOKazyje

MOJIOKa] (MECTO) TOHA Y JIECTBHIIN.

-
I i dp vy vovi v vig

Cnuxkal. OcnoBHa ckana (C-myp)

Pa3mak m3mely cycemHox TOHOBA y JIECTBUIIM 30BE CE€ CHI€neH, OJHOCHO CTETICH j€ pacTojarme

u3mely OmIto Koja 1Ba cyceaHa TOHA Y JIECTBHIIN.
[TocToje nBe BpCTE CTENEHA: nOJIyCIMenen 1 4eo CHieneH.

Ilonycmenen je HajMame pacTojame y BUCHHU M3Mel)y J1Ba cyceiHa TOHa u3Mely KOjux ce He

MO’KE€ YMETHYTH HU jesiaH TOH. I]eo cmenen ce cactoju u3 JBa MOJyCTEICHA.
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Ha nmpumepy knaBujarype, nomycrerneH je u3Mmely ToHoBa mpHe u Oene nupke, Kao U u3Mmehy

TOHOBA OCJIUX AUPKHU Mel)y KojuMa ce He Haja3u LpHa JUpKa.

c|d|e|f gla|h|c|d|e|f|g|alh|c|d|e|f|glalh|c
’711‘71/%7/7%1/112 1/11/1 %’IWZZ%E% 7/71'[/1’/2 #5e

Cnuka 2. Pacnopen nosycTeneHa u eliuX CTeTeHa Ha KIIaBHjaTypu
[Topen ocHoBHMX TOHOBA C, d, €, f, g, &, h mocToje U nosuwenu v cHusCceru TOHOBH.

ITosucunuya je 3uaK # KoOju ce MUIIE KCIIPE] HOTE U O3Ha4YaBa rmoBehame HOTE UCIPE Koje ce
HaJIa3| 3a jeJlaH moJrycTerneH. TakBa HOTa, OJJHOCHO Taj TOH, JOOHja MME TaKO IITO C& OCHOBHOM

HMMEHY J10/1aje HacTaBak -IS, (C-is, d-is, e-is, utu.).
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CJ'II/IKa 3 HpHMep OCHOBHOT 1 ITOBUIIICHOI' TOHA G, IMMOBHUIIICHU TOHOBU IIPBE€ OKTABC

CHusunuya je 3HaK b Koju ce THMIe UCTIpe]] HOTE W O3HAYaBa CHIKCH-C HOTE HCIPEN Koje ce
HaJIa3y 3a jeJlaH noxycreneH. TakBa HOTa, OTHOCHO Taj TOH, 100Mja UME TaKO HITO C€ OCHOBHOM
MMEHY J10/1aje HacTaBak -es, (c-es, d-es, UTII., CHUKEHO € je s, CHUKEHO a je as, a ymecte h-es ce

94eCTO KOPHUCTH be).
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Cinuka 4. [IpuMep OCHOBHOT U CHHKEHOT TOHa G, CH>)KEHU TOHOBHU MPBE OKTaBE
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Ton mMoxke na Oy/ne v Ba ImyTa MOBHUIIEH (Taja MMe TOHA JI00Mja HacTaBaK -isis, ¥ MOBUIIIEH je 3a

11€0 CTETEH), Kao M JIBa IyTa CHIKEH (Ha MM TOHA CE J10/aje -€seS, U CHIKEH € 3a I1€0 CTEIEH ).

Kako je u3mel)y ToHoBa C u d jemaH 11€0 CTEeH, TO MOBHUIICHH TOH ¢ (cis) u cHumkeHnu ToH d (des)

IpEeACTaB/bajy UCTU TOH. TakBM TOHOBM KOJU MCTO 3By4E a pa3jIMUUTO CE€ 30By M Oernexe

Ha3WBajy CE eHXAPMOHUJCKU MOHOBU.

HMHTEPBAUJI (nat. intervallum, pa3smak) y my3uim npeacraBba pasmak uzmely Owino koja asa

TOHA Yy JICCTBUIIHU, O KOjI/IX CC HMKH HasHMBa NOBKBUM a BUIIW I'OPHHUM. I/IHTepBaJ'II/I CC IIpeC CBCra

Jielie Ha XapMOHuUjcKke, KO KOjUX JIBa TOHA 3By4Ye UCTOBPEMEHO, U Men0dujcke, KO KOjux ce JBa

TOHA 4y]y je/laH 3a APYTUM.

I/IHTepBaJ'II/I CC, IpeMa BCIWYHUHU 30BYy: npuma, cekyuda, mepua, Keapma, Keunma, cexkcma,

cenmuma u oKkmaeda.

Ilpuma je untepBan usmely /Ba TOHa

UCTOI' UMCHA.:

Cexkynoa je wunHtepBan wusmehy 1nBa

(cycenna) ToHa:

Tepua je wuHTepBanm u3Mehy Tpu

JICCTBUYHA CTYIIHbA:

Keapma je untepBan usmely yertupu

JICCTBUYHA CTYIIHbA:

Keunma je wunTepBan wusMely mner

JICCTBUYHUX CTYIHHCBA:

4 .
- & | I
v —
A —
’ [ ] £
=
—

f

v £
[
F. Ir-—"__-l [ 4 JUU——— .
PN ]
7
FJ - ——5 i I"-u
‘.'. 'B‘" '-""--_______l

30



Cexcma je wuHTepBan wu3Mel)y 1iect 4

JICCTBUYHHX CTYIIEHLCBA:

Cenmuma je nntepBan usmely cenam

JICCTBUYHUX CTYIIHCBA:

Oxkmaea je wuHtepBan wusMmel)y ocam A R

JICCTBUYHUX CTYHH)CBai i ‘i"" —— ¥ L LI !
Y| Fe ﬁ?—

|-
o

Bucuna toHa je onpehena meropom (pekBeHnujoM. Jlpyra aeduHunMja okmage je aa je TO

HHTCPBAJ KOjH YHMHM OCHOBHHM TOH HWJIM TOHHMKa Ca TOHOM KOjI/I HMa JOBOCTPYKO Behy

(bpexBeHLN]y.

Takohe, ckana v necmeuya ce moxe neduHUCATH KaoO jeTHOCMEpPAH M MOCTENEH CHUCTEM
TOHOBAa y pAaclliOHy OKTaBe, Y OKBUPY JE€JHOI TOHCKOI cHUcTeMa. Y pa3IMdUTHM KyJlTypama

IHUPOM CBETA KOPUCTE CC PA3JIMIUTE CKAJIC.

VY 3anaamadkoj KyITypH, a U 'y crapoj ['pukoj, kopumrheHne cy ckajie mojaesbeHe Ha 12 jenosa,

T3B. XpOMaTCKa JICCTBHIIA KOja nma 12 ToHoBa Y OKBHUPY OKTaBC.

Crnuka 5. TOHOBH jeIHE OKTaBe MPUKa3aHU Ha KJIaBHjaTypH
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Ha ocHOBy neduHUIMje OCHOBHUX WHTEpPBAJIa HE MOXKE C€ 3aKJbYUYUTH KOJHUKO IOJIyCTEIICHA
canpku uctu. Ha mpumep, uHTEpBal ¢ - € je Tepua (npBu U Tpehu crynam) U caipXu 4eTUpU
nonycrenena. VcroBpemeno je u d - f Tepua (Apyrd m 4eTBPTH CTyHam) ajld CaApKd TPH
nosrycrenieHa. Ha ocHOBY Opoja monmycTenena Koju ce Halla3e y HHTEPBALY, Pa3lIUKY]jeMO:

Yucra NpuMa je HHTEPBaJl KOJI KOTa Cy TOWU ¥ TOPHH TOH WIACHTUYHHU.

Mauna cexkyH/1a je MHTEpBaJ KOJ] KOTa je pa3Mak u3Mmel)y TOHOBa jes1aH MmoJTyCTeIeH.
ITpumep: c-des.

Benuka cekyHaa je MHTepBaJ KOJ| Kora je pa3mak uamely ToHoBa 1ieo crereH. [Ipumep: c-d.

IIpekomepHa cexkyHJa je MHTEpBAJ KOJ KOra je pasMak m3mel)y TOHOBa TpH TOIyCTEIleHa.

[Tpumep: c-dis. [To 3By4HOCTH je €KBUBAJCHTHA MAJIOj TEPLIH.

YMameHa Tepua je Tepiia KoJ Koje je pazmak usmel)y ToHoBa 1ieo creneH. [Ipumep: c-eses. Ilo
3BYYHOCTH j€ €KBHBAJICHTHA BEIMKO] CEKYHM. Y MambeHa Teplia ce CaCTOjU O IBE MaJie CEKYH/Ie

M2 +M2=VYM3
Mauna tepua je Tepia Ko Koje je pa3mak usmely ToHoBa Tpu nosycrenena. [Ipumep: c-es.
Besanka Tepua je Tepiia Koj Koje je pa3mak u3Mely ToHoBa ueTupu nonycrenesa. [lpumep: c-e.

IIpexomepHa Tepua je Tepla riae je pa3mak u3Mel)y ToHOBa metT monycrerneHa. [Ipumep: C-eis.

1o 3By4HOCTH je €KBUBAJIEHTHA YHCTO] KBAPTH.

YMmameHa KBapTa je KBapTa KoJ| Koje je pa3mak u3mely ToHoBa uetupu nonycrenesa. [Ipumep:

c-fes. 1o 3By4HOCTH je eKBUBAJICHTHA BEJIMKO] TEPITH.
Yucra KBapTa je KBapTa KoJ Koje je pazMak u3mel)y ToHoBa meT nonycreneHa. [Ipumep: c-ef.

IIpexkomepHa kBapTa je KBapTa KOJ KOje je pa3Mak u3Mel)y TOHOBa IIIECT IOJYCTEleHa.
[Mpumep: c-fis.
YmameHa KBMHTA je KBUHTA KOJ KOje je pa3Mmak u3Mel)y ToHoBa miect mosrycteneHa. [Ipumep:

c-ges. [1o 3By4HOCTH je eKBHBaJIEHTHA IPEKOMEPHO] KBapTH.
Yucra KBMHTA je KBUHTA KOJ KOje je pa3mak u3mely ToHoBa ceam nomyctenena. [Ipumep: c-g.

IIpexomepHa KBHHTA j¢ KBHHTA KOJI KOje je pa3Mak u3Mel)y TOHOBa ocam IOJyCTEleHa.

ITpumep: c-gis. ITo 3By4HOCTH je €KBHBAJICHTHA MaJl0] CEKCTH.
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YMam-eHa ceKceTa je ceKkcrTa e je pazMak u3Mely ToHoBa ceiam nonyctenena. [Ipumep: c-asas.

ITo 3By4HOCTH je €KBUBAJICHTHA YUCTO] KBUHTH.
MauJia cekcTa je cekcra KoJ Koje je pa3mak n3mely ToHoBa ocam nonycrenena. [lpumep: c-as.
Besamnka cekcra je cekcra KoJ Koje je pa3mak nsmely ToHoBa aeser monycrenena. [Ipumep:C -a.

IIpexomepHa cekcTa je Cekcra KOJ Koje je pa3mak u3Mmel)y TOHOBa JeceT IMoycTereHa.

[Tpumep: c-ais. I1o 3By4HOCTH je EeKBUBAJICHTHA MAJIO] CETITUMH.

YmameHa cenTuMa je celnTHMa KOJ Koje je pa3Mak u3Mel)y TOHOBa JIEBET IIOTYCTEIICHA.

[Mpumep: c-heses. [To 3By4HOCTH je €KBUBaJICHTHA BEJIMKO] CEKCTH
Maua centuma je centuma rie je pasmak usmel)y Tonoa necet nonycrenena. [Ipumep: c-b.

Beanka centuma je cenTuma KOJ Koje je pa3Mak u3Mmel)y TOHOBa jelaHaecT IOJIyCTeleHa.
[pumep: c-h.
IIpexomepHa cenTUMa je cenTuMa KoJl Koje je pazMak n3Mmel)y TOHOBa JIBaHASCT IOJIYCTEIICHA.

[Tpumep: c-his. ITo 3By4HOCTH je €KBUBAJICHTHA YHCTO] OKTABH.

YMameHa OKTaBa je OKTaBa KOJ Koje je pa3Mak Hu3Mel)y TOHOBa jejaHaecT MOJyCTeNeHa.

1 nc2 . .
[Ipumep: c-ces”. 1o 3By4HOCTH j€ €EKBUBAJICHTHA BEJIMKO] CENITUMH.

. . 12
Yucra OKTaBa je OKTaBa IJie je pa3Mak u3mel)y TOHOBa JBaHaecCT moiycTeneHa. [Ipumep: C™-C .

MNOJAEJIA UHTEPBAJIA IIPEMA CA3BYUWJY
WNutepBanu ce nene mpema ca3Bydjy Ha:

- KOHCOHaHnmHe;, KOHCOHAHTA je 3BY4YHU OJHOC M3Mel)y JBa TOHA, KOJU je CMUPEH M HE TpaKu

paspenieme;

- Juconanmmue; JUCOHAaHTA je 3BYYHHU OJHOC M3Mel)y /Ba TOHA KOjU jeé HEMHUpaH M HamleT u

TPaXKu pa3pellekhe y KOHCOHAHTY.

CapprieHe KOHCOHAHIIE Cy 4YHMcTa IpuMa, KBapTa (y HM3BECHHMM CIllyyajeBUMa ce€ cmarpa

,Z[I/ICOHaHI_IOM), KBHHTA M OKTaBa.
HCC&BpH_IeHG KOHCOHAHIIC CYy BCJIMKA U MaJla TCpHa U BCIIMKA U MaJla CCKCTaA.

JlrcoHaHIIe Cy CBE CEKYH/IE M CENITUME U CBH YMAmbEHHU U IPEKOMEPHU MHTEPBAIIH.
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BPCTE CKAJIA

Xpomamcka necmeuya je caurmbeHa o]l caMuXx roiycrerneHa. Mima 12 ToHOBa y OKBHPY OKTaBe.

I[ujamoncxe CKajle Cy CKaJiI€ CaCTaBJb€HC OJ LECIMX CTCIICHA WU ITOJTYCTCIICHA. CenraroHcka

CKaJIa, 1Mo/ieJbeHa Ha ceJlaM TOHOBA, j€ Haj3acCTYIJbeHH]ja y 3aNailbaykoj KyJITypH.

Hajuemrhe xopunthene ckaine cy dypcke (joHCKE) U mo/icka (€0JcKa), a Ouie cy y ynorpeou jorr

y crapoj I'pukoj.

Jypcka JectBuna (pupoHa) MMa ceiaM CTYIEBA M 3aBPIIHA OCMH KOjH j€ TIOHOBJHEHHU PBU

3a okraBy Buiie. M3mehy 11 u IV, u VII u VIII (npBor) crynma Hanase ce mojaycTeneHu, 10K ce

u3Mely ocranux crynmeBa Hajnasze 1enau crerneHd. OcHoBHU ayp je C-nyp, 6e3 moBucuiuna u

CHU3UJIMIIA.

I T Im IV T
|_£*'l — = — o am oF
N o o o
2 D B F \
Crnuka 6. C-nyp

MoJicka JecrBuna (mpupojaHa) Takohe MMa cemamM CTYMBEBa U 3aBPIIHU OCMH KOjH je

MIOHOBJHEHU NPBU 32 OKTaBy Bulle anu uma nonycrenene usmehy Il u 11, u usmehy V u VI

CTYIHa, TOK ce u3Mely ocTainux CTynmmeBa Hajlaze 1enu creneHd. OCHOBHU Mol je A-mod, 6e3

IIOBHUCHIIMIIA 1 CHU3HJIUIIA.
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Cimka 7. A-Moo

34


https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D0%B5%D0%BF%D0%B5%D0%BD
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BF%D0%B5%D0%BD
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B5%D0%BE_%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BF%D0%B5%D0%BD
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B5%D0%BE_%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BF%D0%B5%D0%BD

KBUHTHHU U1 KBAPTHU KPYT

Kako xpomaTcka ckajia caJp M JIBAHACCT IMOJIYTOHOBA, OJ] CBAKOT CE MOXE HAIPaBUTH JIypCKa,
OJIHOCHO MOJICKa CKajia, Kopuctehu MmoBHCHIMIE (CHU3WIUIE) Ma Ou JOOMIM TOIyCTeleHe Ha

oarosapajyhum crynmeBuMa.

Kao mro je peueno, C-myp je ocHOBHa aypcka ckana 0e3 moBucuimma. [lypcka ckaia ca jeqHoM
noucwinioM je G-ayp u uMa jenny nosucmiuity Ha ToH F. MaTtepBan C - G je yncra KBUHTA.
Kpehyhu ce Tako mo kBuHTHOM HM3Y, (KBUHTA 0 G je D, ma D-nyp uMa Be OBHCHIIHIIE) KOjH
ce (MOWITO je TeOpHjCKU OecKOHauaH) Ha3uBa U KBUHTHH KPYT, J0OMjaMO JAypCKe CKale O] KOjHX

CBakKa cneﬂeha nMma jez[Hy IMOBUCWJINIY BUIIIC.

Yy HHU3Y Ca CHU3WJIMIIaMa ITOYNEBCMO YBEK Ha UCTBPTOM CTYIIRY NPCTXOAHE JICCTBULIC I1a Taj HH3

Ha3uBaMo KBapTHH. Takolje, cBaka HapeaHa CKala uMa jeJJHY CHU3HIUILY BUIIIE.

Kako je A - MOJI OCHOBHa MOJICKa CKaJla, oe3 MMOBUCHUJIMIIA U CHU3WJIMLA, 110 UCTOM IIPUHIHUITY

MOKEMO (bOpMI/IpaTI/I MOJICKE JICCTBHILIC O] CBAKOI' TOHA XPOMATCKE JICCTBUIIC.

[Ipukaxkemo 1 TakaB MOCTyMaK KPYKHO Tako IITO heMo y cMepy KpeTama Ka3ajbKe Ha cary
MPUKA3UBATH CKaJIC 3a JeIHY MMOBUCUJIUILY BUIIE, a Y CMEPY CYIIPOTHO KpeTama Ka3ajbKe Ha caTy

IIPpUKA3UBATHU CKaAJIC 3ajezLHy CHU3WJIMIY BUIIIC, ,Z[O6I/IjaMO K6UHmMHU U KeapmHU Kpy2.
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Cnuka 8. KBUHTHM U KBapTHU KpYyT
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TOHCKU CUCTEMMU wmm CHUCTEMMU INOAEIIABAIBA cy, y cTBapu, pazIM4UTH
MOKYIIIAju J1a C€ MY3UYKEe YHH-CHUIIE (CKajie, MHTEPBAJIH, ...) 00jacCHE M TEOPH]CKU ACHUHUIITY U

HacTaJie Cy MaTeMaTH4KOM 00pa/ioM THX T0jaBa 3a MoTpede My3HUKe MpaKce.
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3.3. IMTAI'OPEJCKO IIOJAEIHABAIBE 110 KBUHTAMA

[loueun meopuje mysuxe (Hayke koja ce 0aBU TyMayemheM MY3WUYKUX €JE€MEHara, MpaBuja U
3aKOHA I10 KOjUMa Ce OHU MPHUMEY]y MPUINKOM CTBapama U n3Bolema My3UdKuX Jiesa, Of] 4rje

IpaKce je OBa HayKa M HacTaja) ce Be3yjy 3a rpukor maremarudapa [luraropy (6. Bek mHe).

Cnuka 9. [luraropa

OcnoBua [luraropuna uueja je Owira aa je cBaka xapMmoHHja ( KOjy 4yjeMO, KOjy BHAHUMO...)
MaTeMaTHYKa XapMOHHM]a, Jla Cy MPUHIUIHA MaTeMaTUKe, Y CTBAPH TPUHIIMIIN CBEra M Jia ce Y
OCHOBHM cBera nocrojeher Hanasu Opoj. [Iutaropun 3akoH mManux OpojeBa Kaxe Ja Cy JBa TOHA
KOHCOHAHTHA aKo je 0JIHOC BUXOBUX (PPEKBEHIIM]aA jeTHAK OJHOCY MAJIUX NMPUPOTHUX OpojeBa.
Jlerenna kaxe na cy Iluraropy, nponaszehu nopen koBauHMIle, TPUBYKIIU CKJIaJHU 3BYIU KOJH CY
MPOM3BOIMIIM yAapuu uyeknha o HakoBaw. [lopenehm texxmne yekmha Koju cy HpOM3BOAMIN
CKJIaJ{HE TOHOBE, 3aKJbY4HO j€ Ja j€ OJJHOC BbUXOBUX TexuHa 2:1, 3:2 u 4:3.

Huje moryhe yTBpauTH TauHOCT OBE Ipude, aju je curypHo 1a je Iluraropa Bpimmo oriene Ha
MOHOXOPAY (MOHO-j€TaH W XOpJIe-KHUIa) U 3aKJbydyje /a BUCHHA TOHA KOjU JKHIIA TTPOU3BOIM
3aBUCH OJ1 BbeHE TYKUHE, Tj. IITO je Kuia kpaha, To je ToH Bumu. [lajke, ako *KHUIly CKpaTHMO Ha
IEHY TMOJIOBHHY, 0HOC 2:1, ToH he OMTH BUILIM 3a OKTaBY, aKo je CKpaTuMo 3a TpehuHy, 0JJHOC
3:2, TOH je BHIIM 32 KBUHTY, a aKO CKpPAaTHUMO 33 YETBPTUHY, OHOC 4:3, TOH je BUIIM 32 KBAPTY.
JennocraBHo, ckpahuBameM sxuile moBehasa ce weHa (GpeKBeHIrja, a pacTojame y "BUcuHU" 1Ba
TOHA j€ 0JIHOC HUXOBHUX (PpEeKBEHIIH]a.

JljaToHCKa JIECTBMIIA, JIECTBUIIA CACTaB/bEHA O] CTENEHa M MOJYCTENeHa, je MOocTojaka joul y
ctapoj I'puxoj. Ilutaropa je mpBH MOKYIIa0 Ja OATOBOPH HA MHTAmE OJAKIE TO Ja YOBEK
IPUPOJHO I€Ba JIECTBUIYy, MAKO C€ 3Ha Ja U3Mel)y JBa TOHAa MOXEMO pa3lIMKOBaTH HU3

MehyronoBa. Jom Huje Hal)eH omroBop Ha "mpupoAHOCT" MeBama JiecTBHIle, anu je [luraropa
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OTKpHO HEKa OCHOBHA HAadcjla Y BE31U Ca BUCHMHaMa TOHOBA. Y 0CHOBHU HETrOBE Teoije CC HaJla3C

TPHU UHTCPBAJId: OKTaBa, KBUHTA KU KBapTa. KOpI/ICTehI/I ,Z[Baje,HHOCTaBHa IIpaBujia:

- mHOkehu pexBeHIMjy ToHa ca 2, 100Hja ce GpeKBEHIMja TOHA KOjU j€ 3a OKTaBY BHIIH O/

MOYETHOT;
- MHOKehu ppekBeHnunjy ca 3/2 nobuja ce caBpiieHa KBUHTA y OJTHOCY Ha MOJa3HHU TOH,

[Turaropa je oapenuo ¢pekBeHIMje CBUX 12 TOHOBa OMjaTOHCKE cCKaje y3umajyhm na je

(bpekBeHIMja OCHOBHOT TOHA 1.

albtiihidln

e —

JenHa oxTara G je caBpriieHa KBHHTA
y IPyTrOj OKTaBH

Heka je C ocHOBHU TOH umja je ¢ppexBenuuja f, onga je G-xBUHTaA rope kKoja uMa (GppeKBeHLH]Y
(3/2)f, a oxraBa Bumie (¢) ¢ppexBeruujy 2f. M3 cnenehe okraBe ce Bpahamo y Hmky mMHOXehu
naty ¢pekBeHujy ca 1/2. Benmukum cimoBuMa o3HaunheMO TOHOBE IMPBE OKTaBE a MajuM
CJIOBMMA TOHOBE BHIIIE OKTaBeE.

Ha taj Hauun nobujemo:

C=1, G=3/2, d=3/2-3/2=9/4 (d y cnenehoj okraBu je kBuuTa 011 G).

D =9/4-1/2 =9/8 (D je 3a oktaBy Himxe o1 d).
C D G d d*

c 9

38



A =3/2-9/8=27/16 ( A je kBunTa ox D),
e=23/2-27/16 =81/32 (e je xBuHTa 011 A),

E =81/32 - 1/2=81/64 (E je 3a okTaBy HIXE O] €),
H=3/2 -81/64 =243/128 (H je xkBunTa ox E),

F no6ujamo kana ox C y3memo kBuHTY Hanone, F'=2/3, ma okraBy rope, F = 4/3.

Ha Taj mHaunn no6ujamo Iurtaropejcky ckany guje cy ppekBeHIHje y cienehum ogHocuMa:

C D E F G A H o
Tle e a3 a2
8 64 3 2 16 128

HacraBumo nu moctynak go6uhemo cBe moayToHoBe Ja Ou Ha kpajy onet poomnu C.

Axko xohemo aa, nonazehu ox C, nobujemo Cis Koju ce Halla3u y CeAMOj KBUHTH
C-G-d-a-e-h-fis-cis

ra CIyCTHMO 3a 4eTHpU OKTaBe. To 3Hauu na ako npBu ToH C uma ¢pekBeHnujy 1, mocie ceaam
KBUHTH TOH uMa (peksenumjy (3/2)". Kaxo je mam Ton Cis yaa/beH o1 Tako I06HjEHOT Cis 3a
YeTHPH OKTaBE, HeroBy (pekBeHIn]y Tpeba mogenutn ca 2*, oxHocHo ppexsenmmja Tona Cis je
3'/2"'= 2187/2048.

Axo xohemo na onpeaumo ToH Des, koju ce Takohe Hanazu uzmelhy C u D, kopucTumMo ciimyax
nocrymnak anu kopuctehu kBapre. Des ce Hana3u y Huzy C - F - B - es - as - des, u nera je kBapta
alli HIDKH 3a 1Be okTaBe. To 3Hauw 1a je Des Ha ppexenimju (4/3)° 2% = 256/243.

Ha Taj nauna cmo onpemmnn omgHoce 3a 006a ToHa Koju ce mory craButu usmehy C u D. Tu
tonoBu Des u Cis ce Hanasze y ogHocy: 2187/2048 : 256/243 = 531441/524288.

Osga pasnuka ce jaBjba u3Mel)y MOBHIICHOT M CHIDKEHOT CyceqHor ToHa (cis - des, dis - es, e - fes,
fis - ges, gis - as, ais - b, his - ¢) u Haszusa ce [Tumazopun 3apes.

OAHOCHO, TIOBUILIEHH JJOBKU TOHOBHU BHILM CY OJ1 OJAroBapajyhnux CHHKEHUX TOPHUX TOHOBA (Cis
je Bumm on des, utn.). [lo KBUHTHOM Kpyry, JBaHaecTa KBUHTa O] ToHa ¢ je his, koju je
€HXapMOHMJCKHM jeJHaK TOHY C. AKO KpeHeMO Oj es, IOCJe JBaHaecT KBUHTHHUX KOpaKa,

nomna3umo o dis (es-b-f-c-g-d-a-e-h-fis-cis - gis - dis) koju HuCY jeTHAKH.

Jlakiie, KOJ MHUTAaropejcKor CUCTeMa IoJellaBamba pPa3IMKyjeMO JBE BpPCTE IOJyCTEIeHa:

P =256/243 (nujaToHcku nutaropejcku noiycreneH) u A = 2187/2048 (muraropejcku anoTom).
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CBaku 1€ CTETEeH CaapKU TUjaTOHCKU TOJIYCTENEH M jellaH almoTOM INTO M3HOCH (256/243)
(2187/2048) = 9/8. Mehyrum, mocToje M IENM CTEIEHU KOJU CaJIpiKe JBa JIUjaTOHCKA
noxycrenena Tj. (256/243)° = 65536/59049. C 0631poOM Ja 1OCTOje ABE BPCTE HONYCTEICHA 1
JIBE BPCTE LIEIMX CTEIEeHHU, CBH ToHanuTeTH Hehe OuT momajenHako noopu. Hajpehu mpobnem je
KBHHTa giS-€S KOja je 3a BPEAHOCT MUTAropejcKor 3apes3a BHINA OJ] 4yucTe KBUHTE. Kako Taj

WHTEpBaJ 3By4H 3aBHjajyhe, Ha3BaHa je "Bydja KBUHTA'".

Jakie, mojeniaBameM 0 YUCTUM KBUHTaMa MOCJIe TBAHASCT KBUHTHUX KOPaKa U CITYIITAHhEM Y
MOYETHY OKTaBY J00HMjaMO TOH BHINM OJ TOJIA3HOT 3a uHTepBan [lutaropmHor 3apesa. AKo
OKMCMO KJTaBHp HAIITHMOBAIM HA OBAj HAUYMH, CBE KBApTE U KBUHTE OM OMJIE YUCTE a CBH OCTAIIN
uHTepBIM OM Owim HeuucTH. [luTaropejcka ckajia je MaTeMaTHYKH CaBpIlieHa y OJHOCY Ha
noueTHu ToH. Jla 6u 7OOMIM caBplleHE U OCTajle MHTEepBaje, OMIo Ou MOTPeOHO KOHCTpyHCaTH
MHCTPYMEHT ca KJIaBHjaTypoM Koja Ou mMaia HajMame 21 nupky 3a jeany okraBy. OuurienHo,

TakaB MHCTPYMEHT O OMO BPJIO CIIOKEH 32 KOpHIIhemne, ako He U HeMoTyh.

OBa ckana ce KOPUCTHIIA y CPEIEM BEKY y I€Bamby M, YIJIaBHOM j€ 3a/10BOJbAaBAla MY3HUKE
yKyce JI0 T0jaB€ XapMOHHj€ KaJia ce KOJl UCTOBPEMEHOI CBUPamka pa3IMUUTHX TOHOBA youaBasa
HECaBpIIEHOCT JPYTUX MHTepBaja. AKO O ce, Y TOKY KOHIepTa Mpeia3uiio y APyrd TOHAJIMUTET,
OJTHOCHO Me€majla Ce CKajla y KO0jOj C€ HM3BOJM MY3MUKO JeJ0, TO OM 3aXTeBajo IOHOBHO
LIITUMOBak€ MHCTPYMEHATa IITO OM M3a3Bajo BEJIMKE MoTemkohe ako OM y TOKY KOHIEpTa Mpu

CBAKOj MPOMEHH TOHAJIUTENA IITUMEPU MOPAIIN J]a U3J1a3€ Ha CLEHY.

OBaj cucreM mojellaBalkba HUJE OJAroBapa0 HU MY3MUKUM NoTpebaMa M yKycuMa, Kao HU

3aMUIIJbCHUM MAaTCMATHYKHUM 3aXTCBUMaA IITO je HaMCTHYJIO ITOTpary 3a HOBUM pPCIICHUMA.
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3.4. IPUPOJHO UJIIN XAPMOHHNJCKO INOJEINABAILE

[TpupoaHO MM YUCTO UM XapMOHH]CKO TOIeIIaBamke jaBuio ce Beh y crapoj ['pukoj, a 3acHuBa
ce Ha ojJpehuBamy omHOca Mel)y BHCMHama TOHOBa IMpeMa OJHOCMMA (PPEKBEHIHja BHIINX

XapMOHHKaA.

XapMOHU]CKH TOpH-M TOHOBU Hanaze ce y onHocuma 1 :2:3:4:5: 6, ura. [IpBa n1Ba ToHa ynHe
HAJTIOTIYHU]y KOHCOHAHIly M YMHE MHTEPBAJl OKTaBEe M3paK€HY OJHOCOM NPUPOJHUX OpojeBa
1:2. Ipyru u Tpehu xapMoHuK 00pa3yjy KBUHTY M BHXOB je onHOC (Y HaBEIEHOM Peaocieny)
2:3. Tpehu u uyeTBpTH XapMOHHUK 00pa3yjy KBapTy ca ogHocoM 3:4. Ha Taj HauuH MOKEMO

JIOOWTH CBE MHTEPBAJIC JMjaTOHCKE TypPCKE CKaJle:
1:2 - okraBa

2 . 3 - KBUHTA

3:4 - xBapra

4 : 5 - Benuka Tepua

5 : 6 - maJa Tepua

5: 8 - mana cekcra

3 : 5 - Bennka cekcra

5:9 - mana cenTuma

8 : 15 - Bemuka cenTrMa

OBa necTBUIIa Ce€ pa3NUKyje OJf MUTAropejcke 300T YHIEHUIE Ja OAHOCH Yy HOj HUCY
neduHICaHN caMO KBHHTaMa, KBapTaMa M OKTaBaMa, HETO W JIPYTUM, a HApOYHUTO Tepuama H

CCKCTamMa.
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Ha ocHoBy oBora no6ujamo:

G/F =(3/2)/(4/3) =9/8 (BenUKH 1IeH CTETICH),
D/IC=9/8 = D=C-9/8=09/8,

E/D = (5/4) / (9/8) = 10/9 (manu 1ienu CTeneH),
F/E = (4/3)/(5/4) = 16/15 (monmycreneH),
c/H=16/15 = H=c - 15/16 = 15/8,
H/A=9/8 = A=H-8/9=5/3.

TaxkBa j1ecTBUIIA U3TIIeAa OBAKO:

1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2

9/8 10/9 16/15 9/8 9/8 10/9 16/15

r7ie IpPBU peJl O3HauyaBa OJHOC TOHA MpeMa IO0JIa3HOM, IPBOM TOHY CKajle, a JIpyrd, OJHOCE

CyCECAHUX TOHOBA.

Onnoc um3mel)y Benuke u Mmane Tepue je (5/4)/(6/5) = 25/24 mto oarorapa XpomMaTCKOM

MOJTYCTETNIeHY M Ha Taj HauuH ce 1oouja ogHoc C-is nmpema C.
D-es noomjamo: C + kBapTta - Benuka tepua, uiu (4/3) / (5/4) = 16/15.

YouaBamo na C-is u D-es Hemajy uCTy (pekBeHIH]jy, a Tpebano OM 1a Cy €HXapMOHH]CKH

TOHOBHM.

Takohe ce Moke MOOMTH TMOJYCTENEH akKo Cce€ IeJM CTerneH 9/8 mopenu ca MTPETXOAHO

M3pavyHaTUM MoJlycTeneHoM 25/24 na ce 1061ja HOBa BpeJHOCT nousrycreneHa 27/25.

Ako ce BpenHOCT TonrycreneHna 9/8 moaenu ca 16/15 nobuja ce jour jenan nmomyctenen 135/128.
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[TpobaeM oBe MpUPOHE HHTOHAITHU]E j€ TTOCTOjarhE JIBA IIeJIa CTETICHA U BEJIMKU OPOj Pa3IuIUTHX
MOJTyCTETICHa, YaKk 4eTupu. Jlajbe, MOBUIICHW TOHOBH Cy HWXKH OJI CHIDKEHHX TOHOBa (Cis je

HUKH of des, ...).

Benuka tepia je y nuraropejckoj pectBunu oapehena ogqaocom 81/64, a y mpupoIHO] JIECTBUILIN

5/4 (aucta tepua). Taj ogHoc (81/64)/(5/4) = 81/80 HaTtuBa ce cunmoHuuku 3apes.

W y npupoaHoj W y HMHUTAropejckoj JECTBULM C€ PA3JIUKY]y MOBHUIIEHH JOHBH O]l CHIDKEHUX
rOpHBUX TOHOBA. JIOK je y muTaropejckoj CHUKEHU TOPEHH TOH HIDKH O MTOBHIICHOT JOHET TOHA

(des je HUXH O CiS), y IPUPOAHOj CKaH je oOopaTHO (des je BUIIH Of Cis).

W y npupoaHOj JECTBUIIM TOCTOjU MPOOJIEM Kao U Y TUTAropejckoj, HoTpeOHO je UMaTH BHILIE O]
21 Ton y oxraBu. OcuM Tora, MOCTOju Apyru mpodbiem. Bemmka cekynnma C - D je oapehena
omHocoM 9/8, a Benmka cekcra C - A ogaocom 5/3. D - A je uncra KBUHTa 4Hju O 0THOC Tpebao
na Oyne 3/2, a U3 MpeTXOoAHOT oxHoca To je 5/3 : 9/8 = 40/27. Y BUIICTIACHOM II€BamkHY TO
JIOBOJM /0 NPEKUaa y XapMOHHJCKO] NMPOTPECHjU, OJHOCHO TOH OJf KOra CMO KPEHYJIH IpHU

MOBPATKY C€ Pa3jiMKyje OJ] IOUYETHOT.

Jlakiie, ka0 M MUTaropejcka JECTBULA TaKO M IPHUPOJHA je cTBapaja MpolieM y NpOMEHHU
TOHAJIUTETA jep MHTEpBaIU HUCY jeaHaku. OBaKBe JIECTBUIIE CYy OIpaHUYaBaje KOMIIO3UTOpE, a
Moaynanuje 6u 6une moryhe y3 1o1aBame eKCTPEMHO BETUKOT Opoja JUPKHU, OJJTHOCHO JIECTBULIA

oun MoOpajia outu noACJb€HAa Ha MHOT'O BHUIIIC ACJI0BA.

[Muraropun cucrem je O6MO 3a/0BOJbaBajyhu NOK je My3uka Ouna jegHorjacHa. Ca mojaBom
xapMmoHuje (16. Bex) jaBuiia ce nmotpeda yBohema 4nucTe Teplie IITo CTBapa HOBe mpobieme. 3aTo
j€ HacTaBJb€Ha MOTpara 3a HOBHUM CHUCTEMOM y KoMe OM CBM MHTEpBald OWJIM YUCTH U Ouie

3aJI0BOJbEHE MTOTpeOe XapMOHH]CKE MY3HKE.
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3.5. JETHAKO TEMIIEPOBAHA CKAJIA

Pememe npoOiema muraropejcke M MPUPOJHE CKayle je OWilo Ja ce OKTaBa mojaenu Ha 12

je,Z[HaKI/IX HHTCPBaJIa, OAHOCHO je,Z[HaKO memnepoeanom CKaJloM.

TemnepoBame npeacTaB/ba HAMEPHO OJICTYNAWkE OJ CaBPIICHUX MHTepBajia. TakaB Ha4yMH je, y
CTBapu, KOMIpoMuC u3Mel)y Teopuje U mpakce, OJHOCHO, CBaKM HHTEPBal, OCUM OKTaBe U
npuMe, OJCTyla Of TEOPHjCKUX OJHOCa, ald je ca Jpyre CTpaHe, My3WdYKa IIpakKca

M10j€THOCTAaBJbCHA.
AKO ca p 03HaUYMMO MOTyCTeNeH U (ppekBeHIN]jy ocHOBHOT ToHA (ToHMKE) C ca 1, Tana je

C =1=p’u3a okraBy Bumm ¢ = p*2 =2,

OpaBne cinenu na je p = 135 = 1,05946. Kako u3noxunal MnpeactaBjba yAaJbEHOCT TOHA O[]
TOHHKE, TaKO MpeTa3uMo Ha Jioraputame mrto omoryhasa cabupame UHTEpBala, (BelMKa U Mana

Tepla YMHE KBUHTY, 4 + 3 =7 win p4 : p3 = p7).

Jla Ou mTO NMpenu3HUje U3pa3uwiid MHTEpBaj, YBOAM ce Mama jenuHuna, cent. Ilema oxrasa je

noaesreHa Ha 1200 cent, omHOCHO BpemHOCT jeaHor noaycrenena je 100 cent.

Tana je 5100 = p (s =1 cent), 120 = p12 =2, cieam naje s = 120§ = 1,00058.

Axko xenuMo aa Heku uHTepBan | m3pazumo y cent, Tpeba ga u3zpaduyHamo joraputam oa |y

6a3u S.
. logb n
Kopuctehn jemHocraBHe usoraputamcke wuaeHtutere: log, b= oo a u loga" =nloga,
oga
no0ujamo:
|og5 | = m zlzooloil
log s log 2

VY oBako TemrepoBaHoj ckanu kBuHTa u3Hocu 700 cent, mana tepua 300 cent, Benuka tepua 400

cent u xBapra 500 cent, mro je moxena Ha jefHake UHTepBaie. MelyTum, caBpiieHa KBUHTA je&
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3/2 = 702 cent, He3HaTHO OACTyMamke Kao U kBapTa 4/3 = 498 cent. mana tepua je 315,31 cent a

Benrka 386,64 cent. Y xBUHTHOM KpyTy, rpeiike ce kpehy mo 42 cent.

Bpennoct IMutaropunor 3ape3a 531441/524288 je 24 cent, a cuaTOHMYKOT 3ape3a 81/80 je 22

cent.

AKo WHTEpBaje y LEHTUMa 3a0KpYIIIMMO Ha Ienu Opoj, cienehe Tabene mokasyje cucreMe

MoJIelIaBama, T1e je Y Apyroj BPCTH MPEeACTaBbeH OJHOC (PEKBEHIIMja [IpeMa MPBOM TOHY, a y

Tpehoj BpCTH je U3paKeHO Y LIEHTUMA.

c cis d | es e f fis g gis a b h c!
1| 2187/2028 | 9/8 | 32/27 | 81/64 | 4/3 | 729/512 | 3/2 | 6561/4096 | 27/16 | 16/9 | 243/128 2
0 114 204 | 294 408 | 498 612 702 816 906 | 996 1110 | 1200
[TuTaropejCcKu CHCTEM TI0/ICIIaBamba

c | cis d es e f fis g gis a b h ¢!

1 16/15 | 9/8 6/5 5/4 4/3 | 45/32 | 3/2 8/5 5/3 9/5 15/8 2

0 112 204 316 386 498 590 702 813 884 | 1018 | 1088 | 1200

HpI/IpO,[[HI/I CUCTEM ITOoACIIaBamka

Oncryname ox 10 cent ce Temko moxe onasutu. Ho, ongcrynama Beha ox 20 cent ce jacHo uyjy.

C pDbc#¥ D EPD¥ E F GPF# G APGF A BPAY B C
pitagorejsii | || ||| ][ [ ]l [ | || |
1 ] ! ] ) ! ) 1
| ctpb ! DFE® ) | FAGb 1 G#Ab 1 AFB [
I 1
privodni | ||| [[ [I[| [] | [[ | [l
; : \ ] 1 \ \ 1
1 ] \‘ : : ‘\ ‘l li
temperovani | i | l I | l I
0 200 400 600 800 1000 1200

Cnuxa 10: Pemocnesn ToOHOBa y pa3IMYUTHM CHCTEMHUMA MOJICIIaBabha
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JenHako TemrepoBaHa CKala ce JaHAc KOPUCTH M MMa BEJIUKY HPEJHOCT jep je Jako mpehu y
APYT TOHAIUTET M oMoryhaBa XapMOHHjCKY He3aBHCHOCT. MelyTum, 3amepke cy ja Ccy CBH
WHTEpPBAIM, OCUM INPUME M OKTaBe, MOMAJIO PAIITUMOBAHU M Ja Jaje jeIHaKe W Oe3nuyHe

TOHAJIUTCTC.
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3.6. CPEAIbOTOHCKO TEMIIEPOBAIBE

[lojaBoM XxapMOHHWje y CpeAmeM BEKy, CBe BHIIE MNaXme ce mocsehuBaso Teprama, ma
MUTAaropejcka ckajia, ca CaBpIICHUM KBHHTaMa M KBapTaMa a MPEBEIIMKAM Tepliama, Huje Oua
3aoBoJbaBajyha. Pememe ce Hanuio y 3anpkaBamy [lutaropmHor nojemaBame 110 KBUHTaMa,
Qi Ce TPBE YETHUPH KBHHTE CMAambe OHOJIMKO KOJHUKO je MOTpeOHO Ja Tepia Koja HacTaje Kao
YeTBpTa KBHHTAa He OyJe NPEeBHUCOKA, HEr0 NPUPOJHA a IEeJd CTEHCHH IPEACTaBIbajy
reoMeTpujcky cpeauny Benukor (9/8) u manor (10/9) crenena. Tako cy kBuHTe u3HOcuie 696,5
cent, ymecto caBpuieHnx 702, Tj. CMambeHe Cy 3a YeTBPTUHY CHHTOHHUYKOT 3ape3a. Ha Taj HaunH
je mobujena caspmieHa Tepua (386 cent) a cpeamu ToH D je Tauno Ha cpeauan m3mehy C u E, ma

OTYy/Ia Ha3UB CPEABOTOHCKO. KBHHTE Cy ce y3/1a3HO CMamUBajle JI0 gis a CHIIa3HO JI0 €.
Es«~ B« F«C—>G—>D->A->E —>H —> Fis > Cis - Gis

CBe KBHUHTE Cy OMJIe YHCTE OCUM KBUHTE IS - €S TJle Cy C€ HaKyluia CBa MojeliaBama. TakBa

KBHUHTA j€ JMCOHAHTHA, IPOJOPHA, OAHOCHO MPE/ICTaBba "By4jy KBUHTY".

My3uuapu cy ce, nokymasajyhu ga n30eray oBaj MHTEpBaJl, OrpaHUYaBAIM Ha TOHAJIUTETE ca
HajBUIIE TPU MOBUCHINLE U CHU3WIMIIE. OBaKBO TEMIIEPOBAKE CE 3aJIPKaJI0 Y MY3UUKO] MPaKCH

TOTOBO YCTUPH BCKaA.
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3.7. 1J0bPO TEMIIEPOBAILE

Y TeXHBU Ja ce CIMMHUHHUINY BYYjH HHTEpBaId W oMoryhum cio0ojaH mpenasak y Apyre
TOHAJIUTETE, PA3BHJIO CE BHUIIIC BPCTA T3B, JTOOPOr TEMIICPOBama. JETHO peIlIeHe je Jla ce HEKe
KBUHTE 32 Pa3IMYUTE U3HOCE Cy3€, a HEKe OCTaBe TAYHUM Y LUJbY MOHUINTaBamka [luraropuHor
3ape3a. Cee kBunTe m3mehy tonosa F, C, G, D, A, E i H ce cmame 3a mectuny [luraropusor

3ape3a (24 : 6 = 4 cent) u uznoce 698 nenr, a kunre usmely Fis, Cis, Gis, B, Es octaBe Taune

702 cent.

OBakBo TEMIICPOBAKLEC YyBa OCHOBHC KaApPAKTCPUCTHKE CPCABLOTOHCKOr aJIi HEMaA By‘IjI/IX
HHTCpBAja. KapaKTepI/ICTI/IKa je " J1a Cy CBU TPO3BYLHU IMPUXBATIbUBU AJIM PA3JINYNUTH, I1a CC U

TOHAJIUTETH PA3IUKY]y y 00ju.

3a wmy3muape 20. Beka KOjH 3aroBapajy jEIHOJIMKO TEMIIEPOBaWmE, O000jEHH TOHAIUTCTH

MIpe/ICTaB/bajy pOMaHTUYHE OECMUCIIHIIE.

TemnepoBany nectBuily je 3aroBapao J. C. bax. Hamucao je 30upky xommosuija /[{oopo
memneposanu knasup (Wohltemperiertes Klavier) y csux 12 ayp u 12 mon nectBuiia aa ou
UCTPAXUO PA3IUKy Yy TOHAJIUTETUMA, Koje 00pO TEMIEepOBaHUM CHUCTEMH caapku. Jbymau
OLITPHjer cllyxa TBpJE Aa je TEeMIEPOBaHM CHCTEM KOMIIPOMHC U Jla ce TUME I'yOM ecTeTcka
BpeAHOCT. My3u4apu pasiidKyjy cBa TpU MojellaBamba U u3zabpahe oarosapajyhe 3aBUCHO 0]
MY3HUYKOT KOHTEKCTa. lleBaum M Trymaunm KOPUCTE NMPHUPOJIHY JIECTBHILY, a KIABHjaTypUCTH
TEeMIIEpOBaHy. AKO I1€Bay MeBa y3 MpaTihy KIaBUpa, U OH he KOPUCTUTH TEMIIEPOBaHy cKaly. Y
CBaKOM CIIy4ajy, CBE CKajle ce KOpucTe, U Tpeba uMaTu Ha yMy Ja HUjenHa Huje "borom mara',

OJIHOCHO HHje ypoheHa, Beh je cTeueHa, yCcBOjeHa Ha OCHOBY Pa3HUX €KCIIepHUMeHaTa.
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4. BEPU/KHU PA3JIOMIIA U TEOPUJA MY3HUKE

Y wMy3unu 3amagHe KyinType je Hajuemhe kopumheHa ckajla TIojAe/beHa Ha JIBaHAECT
HOJIyCTEIIeHa, OJTHOCHO Ha CelaM CTYIIEBa, CENTATOHCKA CKaja. Y HEKUM JPYrUM KylnTypama
OKTaBYy Jielie Ha meT (IIeHTaTOHCKa CKalia), IecT (CeKcTaToHca cKaia) jenoBa utn. [locraBiba ce

MATakE Ha KOJIMKO JIeJI0Ba OU Tpebasio MmoeIuTH OKTaBy Ja Ou 100mIHM HajOOJhe HHTEpBAJIE.

KOpI/ICTehI/I BCPHIKHC PA3JIOMKE, MATCMAaTHUKa JA0JIa3u OO0 3aKJbydadKa KOjI/I CcC HOKHaHajy ca

MY3HWYKOM IIPpaKCOM.

[TutaropuHo oapehuBame TOHOBA Ce 3aCHUBA HA MPHHIUITY OKTaBe U KBUHTE. AKO (DPEKBEHIIH]Y
IpBOI TOHA IOCMAaTpaMoO Kao jeAMHWYHY, (PEKBEHIMjy TOHA 3a OKTaBY BHIIH J100HjaMO
MHOXehu (pekBeHIHjy OCHOBHOT TOHA ca 2. Mnm cBe okTaBe Cy cremeHun ocHOBe 2. Hmke
OKTaB€ y OJHOCY Ha OCHOBHHM TOH J00HjaMO JeJb€HeM OCHOBHOI TOHAa CTENEHOM Opoja 2.
KBuHTE y 0JHOCY Ha OCHOBHH TOH cy cteneHu Opoje 3/2. ITpunuun [lutaropune ckaie je uhu
HaBUIIE IO KBHHTaMa, Ia Kaja JoheMo 10 JKeJbeHOT TOHA, BPaTUTH Ce HaTpar 3a oarosapajyhu

Opoj OKTaBa.

Ha Taj Haunn gonazumo 70 OECKOHAYHO MHOTO TOHOBAa YHYTap CBaKe OKTaBE KOjU Cy 3aJaTu

OJIHOCOM OOJIMKa:

n

1(3
Aml A npu yemy cy m,ne”Z
1(3Y
Kako Baxu na je 2_m E #1 jepje 3" #2™", Hujenan oj THX TOHOBa Ce HE MOKJIAIa ca

OCHOBHMM TOHOM, I1a Taj MOCTYMaK CTAJHO TPOW3BOAM HOBE TOHOBe. MeljyruMm, ckama ca
0ecCKOHaYHO MHOI'0 TOHOBa je Hemoryha Ia je HOpMajHO Ja HpOIeC CTBapama HOBHUX TOHOBA

3ayCTaBUMO KaJla I[O6I/IjeMO HpI/I6J'II/I)KHO MnoKJiarmamkb e Ca OCHOBHUM TOHOM.
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[TpoGneM ce cBOAM Ha pelIaBame jeTHAYNHE

Iog(gj
3 _ o 3 2

OIHOCHO X = |092 —=

2 2 log2

m .
u ojapehuBame pas3ioMka — Koju he Outh
n

Haj00Jba palMOHAIHA allpOKCUMaIlrja Opoj X.

Iog(3/2)_0 1 . 1 _os 1 ~
log2 log2 " log(3/2)2/3)2 " " log(3/2)+log((2/3)-2)
log(3/2) log(3/2) log(3/2)
1 1 1
0+1+Iog(4/3)20+1+ 1 =0+1+ 1 -
log(3/2) log(3/2) log(4/3)(3/4)3/2)
log(4/3) log(4/3)
1+ﬁ—j 1+ 1+
1+IOg 3/8 1+ L 1+ L
log(4/3) log(4/3) log(9/8)*(8/9)*(4/3)
log(9/8) log(9/8)
0+ L
1
1+
1+ 1
2+

ng X:]—- le X=g le ng X:g
1 1 22 ° 5 Y12 > M ® 53
179

7‘% HUTA
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. . ' 2
Msmehy X, u X, moryha je jenna ampokcumanuja X,, = [0, 1, 1, 1] = 3 usmehy X, u X,

!

. ) 4
takohe jenna anmpokcumamuja X,, = [0, 1, 1, 2. 1] = 7 a mamehy X, m X, cu moryhe nBe
arnpoKCcHMaIyje:

X,5 =10,1,1,2.2,1] = % I X,5 =00,1,1,2.2,2] = %

7 je Joumja anpokcumarja og — .

29

Haj6osbe anpockumanuje 6poja X 10 oapeheHor UMEHHUOIIA CY:

[IITa HAM KaxXy OBe anpoKcuManuje?

. . .3
Anpocumanuja 6poja X =109, 5 Opojem c 3Ha4M Jla OKTaBy Tpeba MOJEeNUTH Ha IEeT JeJIoBa C

THM Jia je KBUHTa Tpehu TOH u 2% ~1,516 = 716 cent.

3 4
Amnpocumanuja 6poja X =109, E Opojem 7 3HA4YU Jla OKTaBy Tpeba MOJEIUTH Ha CelaM JIeJIoBa

¢ THM 1a je kBuHTa yetBpTH ToH 1 27 ~ 1,486 = 686 cent.

. ) . 7
Anpocumanmja 6poja X = 100, E Opojem o 3HAYU J]a OKTaBy Tpeba MOACTUTH Ha JIBAaHAECT

27/12

JIeNIoBa C TUM JIa jé KBUHTA CeIMU TOH U ~ 1,498 = 702 cent, mTo je camo 2 cent ynameHo

0]l caBplleHe KBUHTE Koja uma 700 cent.

Amnpocumanuja 6poja X =100, = 6pojem 29 3HAYM Ja OKTaBy TpeOa MOACIUTH Ha JIBAJECET

2

JICBET JIETI0BA C THM JIa j€ KBUHTA CEIaMHAECTH TOH U 2'7'29 ~ 1,501 = 701 cent.
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3 24
Anpocumanmja 6poja X =109, 5 Opojem 1 3HAYW Jla OKTaBy Tpeba moxenutu Ha 41 meo c
THUM J1a je KBUHTA 24 TOH U 22441 &~ 1,5004.

OuwnrnenHno na monena okraBe Ha 29 u 41 neo naje HE3HATHO YUCTH]Y KBHHTY Yy OJIHOCY Ha
noneny Ha 12 momyroHoBa. IlocTaBsba ce muTame Kako OW M3rIeIa0 MHCTPYMEHT M Kako Ou
Ow1o Moryhe cBHpaTd Ha HEMYy ako OM MMao TOJMKO JupKu. OYurieaHo, Kako je Teopuja u

J0Ka3alia, HajooJsba mojiesa ckajie je Ha 12 momycreneHa.
Kan je y nutamy kBapta, mpo0jeM ce CBOU Ha BEPHIKHY allpoKCHUMalujy Opoja

x=w= [0,2,2,2,..]
log 2

1 2
Xo=—, X,==, Xp=—, Xg=-—, UTH
2 5

1 12

!

. . 3 .. .
Msmeby X,u X, moryha je jenna anpoxcumarja X, , = [0, 2, 2, 1] = - KOja je JIOIINja O] o
Jlaxie, 3akJby4ak je Jla ce KOpeKTHa KBapTa J100Mja Kao MEeTH TOH y cKaju ca 12 moiayroHoBa. Y
OBOM cIIy4ajy, KBapTa je 498 cent, mro je oacryname of 2 cent ox caBpiienux 500.
CryHUM TIOCTYIIKOM C€ JI00M]jajy BeJIMKa Teplia :

log(5/4) : 0 1
x=———">2=10,3,9, ...] caanpokcumanujama X, =—, X, =—, X, =—, HT.
log 2 [ ] p 1] 077 173 2798 A

.11 .
W3mehy X, 1 X, Moryha cy aBe anpokcumanuje 1 u > ausmehy X u X, anmpokcumarnuje 25

7 6 .. 5 4 3 2

—, — U JomHUje —, —, — U —.

22 19 16 13 10 7

3a many Tepu X—M— [0, 3, 1, 4, ...] ca anpokcuMarjama X :9 X :l X :E
y Tepmy log 2 > Oy Ly 4, . p ] 0T T3 T

X3=E,I/ITI[.
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N3mehy X, u X, moryha cy aBe anpoxkcumanuje — u

e
N |-

,ausmehy X, U X, alpoKcHMaruje 5
— W JIoIHja —.
11 7

Haj6ospa nmogena oktaBe, 3a KOPEKTHE Teplie je nojaena Ha 19 monyToHoBa, y3 BEJIMKY TEpIy Kao
miectu nonytoH. Mcra mojena gaje KopekTHe Maje Teple Kao meTd moyyToH. Tana Ou KBUHTa

Ouja MOAHOIJBMBA KA0 jeaHaecTH TOH oa 695 Cent u moaHOIIJbMBA KBAapTa Ka0 OCMH TOH O]

505 cent.

TakBa ckasia 01 u3rJIeaaia OBaKko:

Cnuka 11. KnaBujatypa ca mogenoM okrase Ha 19 momyroHoBa.

WutepecanTHo je aa je y Kunu, oko 40 roaune mpe HoBe epe, kpasb DaHT OTKPHO J1a y MOoJeNn
OKTaBe Ha 53 ToHa, caBplieHa KBUHTa je 31 ToH. Mano je BepoBaTHO Jia je KOPHUCTHO

ampoKCUMaIlMje HpalMOHATHUX OpojeBa BEPIHKHM pa3IOMIIMa alld CE€ HETrOB 3aKJbydak

. . log. > . 3L
MOKJIama ca IIeCcTOM anpokcumMaijom o6poja X =109, E X —
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5. 3AKJbYYAK

Yosek uyje riacore oa 16 Hz no 20000 Hz, mto oarosapa pacnony o oko 10 okTaBa, a peTKH
Cy IJIaCOBH KOjH C€ MOTY KpETaTH M3BaH PACcIiOHAa Of ABE OKTaBe. YHYTap jeHE OKTaBe MOCTOjU
MHOTO TOHOBA KOj€ YOBEK MOXE Pa3IMKOBATH, a My3HKa je u3adpaina Ja Kopuctu ojapehen o6poj

TOHOBA YHYTap jeTHE OKTaBe.

My3uuka npakca ce ycMepuiia Ha nojeny Ha 12 ToHoBa. Mako To Huje jenuHa mojena Koja ce

KOPHCTH, OBO je Hajuemrha.

Maremarnka, Kao Hayka KoOja CBE INpOXXKMMa Ia W MY3HKY, HaMeTHyJa je moTpedy nma ce
TEOpUjCKH 00jaCHM OHO JO0 4era je UCKycTBo noBeno. Kopumihemem BepmKHUX pazioMaka
00jalImkeHo je 3aIITo je MmoieNna OKTaBe Ha 12 TOHOBa HajIpUXBATIbUBHja, KA0 M IITa OM 3HAYMIIO

U KakBe OM pe3ynraTe Jala mojeiia OKTaBe Ha HEeKH Ipyru Opoj TOHOBA.
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