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Poglav	e 1

Uvod

Opcije (engl. options) su vrednosni papiri koji se odnose na neke
druge vrednosne papire i qija je cena izvedena iz tih drugih vredno-
snih papira. Opcija je ugovor koji onome ko ga poseduje daje pravo, ali
ne i obavezu, da kupi ili da proda neki vrednosni papir (aktivu) pod
odre�enim uslovima. U ovom radu bavi�emo se opcijama na forvard i
fjuqers ugovore.

Forvard ugovor (engl. forward contract) je ugovor kojim se stranka
obavezuje da kupi ili proda robu (ili vrednosne papire, novac, ak-
cije) po ugovorenoj ceni u trenutku T , koji �e joj biti isporuqeni u
trenutku T .

Fjuqers ugovor (engl. futures contract), kao i forvard ugovor, pred-
stav	a sporazum da se kupi ili proda roba po ugovorenoj ceni u nekom
budu�em trenutku.

Forvardne, odnosno fjuqersne opcije su vrednosni papiri koji se
odnose na forvardne, odnosno fjuqersne ugovore. Aktivira�em ove
opcije stiqe se pozicija u forvard, odnosno fjuqers ugovoru.

Komisija za trgovinu fjuqersima u Americi (The Commodity Fu-
tures Trading Commission) dozvolila je trgova�e opcijama na fjuqers
ugovore 1982. na ekserimentalnoj bazi. Stalna trgovina odobrena je
1987. i od tada popularnost ovih opcija kod investitora raste veli-
kom brzinom.

U ovom radu razmotri�emo kako funkcionixu forvardne i fju-
qersne opcije, odredi�emo gor�e i do�e granice za �ihove cene i uo-
qiti razliku izme�u fjuqersnih opcija i opcija na aktivu. Vide�emo
kako se mo�e odrediti cena fjuqersnih opcija pomo�u binomnog mo-
dela ili preko formula sliqnih onim koje su Blek1, Xols2 i Merton3

izveli za opcije koje se odnose na akcije.

1Fixer Blek (1938 -1995) - ameriqki ekonomista
2Majron Xols (1941 - ) - kanadsko - ameriqki ekonomista
3Robert Merton (1944 - ) - ameriqki ekonomista
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Poglav	e 2

Forvard i fjuqers ugovori

2.1 Osnovne sliqnosti i razlike izme�u

fjuqers i forvard ugovora

Zajedniqke karakteristike forvard i fjuqers ugovora su da ku-
pac (odnosno prodavac) preuzima obavezu da kupi (proda) aktivu (na
primer, finansijske instrumente, �itarice, zlato, valute...) na da-
tum dospe�a (engl. maturity date), u odre�enoj koliqini (engl. contract
size), po ugovorenoj ceni (engl. delivery price) K, koja se ugovara na dan
sklapa�a ugovora, a va�i na datum dospe�a. Rok dospe�a T je vremen-
ski period od trenutka sklapa�a ugovora do datuma �egovog dospe�a,
izra�en u godinama. Ka�e se da kupac aktive zauzima dugu poziciju
(engl. long position) u forvardu (fjuqersu), a prodavac kratku pozi-
ciju (engl. short position).

Osnovna razlika izme�u ova dva finansijska derivata je xto se
forvardi sklapaju direktno izme�u dve strane, dok sa fjuqersima nije
tako. Trgovina fjuqersima se odvija na berzama i ugovorene strane
su poznate javnosti, za razliku od forvarda koji se mogu sklapati
dogovorom dve strane i ne postoji nikakva obaveza objav	iva�a.

Pored toga, forvardi se najqex�e realizuju na datum dospe�a pro-
metom aktive forvarda i novca, tj. investitor koji zauzima kratku
poziciju u forvardu isporuquje aktivu investitoru koji zauzima dugu
poziciju za koju pla�a ugovorenu cenu. Za razliku od forvarda, fju-
qersi se mogu realizovati na dva naqina: investitor koji zauzima
dugu poziciju qeka datum dospe�a fjuqersa i kupuje aktivu po uslo-
vima navedenim u ugovoru, ili pre datuma dospe�a zauzima kratku
poziciju u fjuqersu na istu aktivu i sa istim datumom dospe�a. Ovo
posled�e, naziva se jox i tregovina unazad (engl. reversing trade) ili
neutralisa�e, odnosno likvidira�e pozicije, jer se prodaje prethodno
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3 POGLAV�E 2. FORVARD I FJUQERS UGOVORI

kup	eno pravo. Ve�ina xpekulanata 1 na ovaj naqin vrxi likvidi-
ra�e preuzetih pozcija, jer �ihov ci	 nije stvarna isporuka aktive,
ve� ostvariva�e profita preuzima�em rizika.

Razlika fjuqersa u odnosu na forvard je i u tome xto datum do-
spe�a kod �ih nije potpuno odre�en, ve� se odre�uje mesec isporuke,
tako da investitor koji zauzima kratku poziciju u fjuqersu ima pravo
da izabere dan, tokom meseca isporuke, kada �e da izvrxi isporuku.

Kako su forvardi ugovori izme�u dve strane, uvek postoji poten-
cijalna opasnost da se oni ne realizuju. Texko je na�i isporuqioca
robe, odnosno aktive, kao xto je i texko na�i zainteresovanog kupca,
zbog qega se ovim ugovorima znatno ma�e trguje.

2.2 Naplata duge i kratke pozicije kod

forvard ugovora

Investitor koji je zauzeo dugu poziciju u forvardu sa rokom do-
spe�a T godina, u obavezi je da na datum dospe�a forvarda kupi aktivu
qija je cena u tom trenutku ST , po ugovorenoj ceni K. Naplata (engl.
payoff) duge pozicije u forvardu za jedinicu aktive je

ST −K.

Sliqno, investitor koji je zauzeo kratku poziciju u forvardu sa
rokom dospe�a T , u obavezi je da na datum dospe�a forvarda proda
aktivu qija je trenutna tr�ixna cena ST , po ugovorenoj ceni K. Na-
plata kratke pozicije u forvardu, odnosno dobit, za jedinicu aktive
je

K − ST .
Za saqi�ava�e ovog ugovora nije potrebno platiti nikakvu sumu,

zbog qega naplata za forvard ugovor predstav	a totalni dobitak ili
gubitak za investitora.

2.3 Dnevno uskla�iva�e raquna margina

kod fjuqers ugovora

Sastavni deo svake trgovine fjuqersima je operacija kliringa, od-
nosno dnevnog uskla�iva�a raquna margina sa tr�ixnom cenom fju-
qersa (engl. daily settlement, marketing to market), zbog qega se svakog

1Xpekulacija je trgovina robom ili vrednosnim papirima koje karakterixe
neuobiqajeno visok nivo rizika, koji je kompezovan mogu�nox�u ogromne dobiti.
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trgovaqkog dana odre�uje odgovaraju�a fjuqersna cena (engl. settle-
ment price, closing price). Naqin �enog formira�a se razlikuje u za-
visnosti od tr�ixta i vrste fjuqersa. Na primer, ta cena mo�e
predstav	ati te�insku sumu fjuqersnih cena u posled�ih nekoliko
minuta trgovaqkog dana ili fjuqersnu cenu po kojoj je realizovana
posled�a trgovina.

Operacija kliringa se odvija preko klirinxkih ku�a. Svaka tr-
govina na berzi se mora ostvariti preko qlanova berze, a finansijsko
poravna�e svake transakcije preko klirinxke ku�e. Klirinxka ku�a
vodi raquna o tome da se ceo finansijki aran�man uredno izvrxi i
u te svrhe koristi inicijalnu marginu (engl. initial margin). To je
novqani iznos koji kupci i prodavci moraju ostaviti kao depozit kod
klirinxke ku�e, qime se osigurava uredno izvrxava�e obaveze posle
zak	uqiva�a ugovora. Svaka klirinxka ku�a odre�uje visinu inici-
jalne margine u zavisnosti od okolnosti koje vladaju na tr�ixtu. Na
kraju svakog dana trgova�a, raqun margine se prilago�ava u skladu
sa dobitkom ili gubitkom investitora koji nastaje zbog promene fju-
qersne cene na tr�ixtu. Do�a granica do koje mo�e pasti suma na
raqunu margine se naziva margina odr�ava�a (engl. maintenance mar-
gin) i ona najqex�e iznosi 75% inicijalne margine. Kada vrednost na
raqunu margine dostigne marginu odr�ava�a, investitoru se upu�uje
poziv (engl. margin call) da do slede�eg dana dopuni raqun margine do
inicijalne margine. Raqun margine se dopu�ava delom sume koja se
naziva margina varira�a (engl. variation margin), a koji je investitor
polo�io kod brokerske ku�e2. Ukoliko investitor ne obezbedi mar-
ginu varira�a, broker likvidira �egovu poziciju u fjuqersu. Posle
poravna�a svih transakcija klijent mo�e povu�i sva sredstva koja je
polo�io na ime margina.

U sluqaju pada fjuqersne cene nekog trgovaqkog dana posle skla-
pa�a ugovora, investitor koji zauzima dugu poziciju u fjuqersu je na
gubitku, jer se obavezao da �e kupiti aktivu po ugovorenoj ceni koja je
sada vixa od fjuqersne cene, tako da se �egov raqun margine sma�io
za razliku fjuqersne cene i ugovorene cene. Zbog toga broker mora
platiti, preko nekog qlana klirinxke ku�e, gubitak koji klirinxka
ku�a prosle�uje brokeru investitora koji zauzima kratku poziciju.
�egov raqun margine se pove�ava za dobije�u razliku.

Obratno, ako do�e do rasta fjuqersne cene, jer je investitor koji
zauzima kratku poziciju na gubitku, �egov raqun margine se uma�uje
za razliku fjuqersne cene i ugovorene cene, pri qemu se za tu sumu
uve�ava raqun margine investitora sa dugom pozicijom. Analogno se
me�aju raquni margina oba investitora na kraju svakog trgovaqkog
dana do datuma dospe�a kada dolazi do promene fjuqersne cene na

2Firma koja deluje kao posrednik u transakcijama izme�u investitora.
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tr�ixtu.

Primer 1 Pretpostavimo da je investitor zauzeo 5 kratkih pozi-
cija u fjuqersima na srebro, po fjuqersnoj ceni 19.97 USD za uncu3

(oz). Fjuqers glasi na 5000 oz srebra, inicijalna margina je 1000
USD, a margina odr�ava�a 750 USD.

Kako je investotor prodao 5 fjuqers ugovora, inicijalna margina
iznosi 5 · 1000 = 5000 USD, a margina odr�ava�a 5 · 750 = 3750.

Ako je cena prvog dana po sklapa�u ugovora 20 USD za uncu, kratka
pozicija je na gubitku za 0.03 USD za uncu, xto iznosi 0.03 · 5000 =
150 po fjuqersu, odnosno ukupno 750 USD za 5 fjuqersa. Raqun margine
investitora koji zauzima kratku poziciju je uma�en za taj iznos,
pa se na kraju prvog dana na �emu nalazi 4250 USD. Istovremeno je
raqun margine investitora sa dugom pozicijom uve�an za 750 i iz-
nosi 5750. Kako margina odr�ava�a nije dostignuta, investitoru
sa kratkom pozicijom se ne upu�uje poziv za dopunu raquna margine.

Pretpostavimo da je drugog dana je fjuqersna cena 20.15 USD za
uncu. Kratka pozicija je ponovo na gubitku od 0.15 USD za uncu,
osnosno 0.15 · 5000 = 750 USD po fjuqersu, a ukupono 3750 za 5 fju-
qersa. Raqun margine investitora sa kratkom pozicijom se sma�uje
za tu sumu i sada inzosi 500. Kako je ta suma ma�a od margine
odr�ava�a, investitoru se upu�uje poziv da dopuni raqun margine
iz margine varira�a sumom od 4500 USD.

Tre�eg dana investitor likvidira poziciju u fjuqersu, kada je
fjuqersna cena 19.95 USD za uncu. Dobitak kratke pozicije je 20.15−
19.95 = 0.2 USD za uncu, tj. 1000 po fjuqersu, pa je ukupni dobitak
5000. Likvidira�em pozicije na raqunu margine se nalazi suma 10000
USD.

Inicijalna margina 5000 USD i dopuna 4500 USD odre�uju ukupno
ulaga�e investitora, xto sa iznosom margine od 10000 USD nakon
likvidira�a pozicije daje dobitak od 500 USD, koliko iznosi razlika
izme�u fjuqersne cene i ugovorene cene tre�eg dana, pomno�ene bro-
jem pozicija u fjuqersima i brojem jedinica aktive na koje fjuqersi
glase: (19.97− 19.95) · 5000 · 5 = 500.

Tabela prikazana na slici (2.1) ilustruje dnevno uskla�iva�e ra-
quna margina koje je opisano u primeru4.

3Unca predstav	a standardnu meru te�ine plemenitih metala i iznosi 28.35
grama.

4Primer je preuzet iz literature [5]
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Dan
Ugovorena

cena

Tr�ixna

cena

Dnevna

dobit

Kumulativna

suma dobiti

Raqun

margine

Dopuna

raquna

margine

0 19.97 5 000

1 20 -750 -750 4 250

2 20.15 -3 750 -4 500 500 4 500

3 19.95 5 000 500 10 000

Tabela 2.1: Uskla�iva�e raquna margina za kratku poziciju u 5 fju-
qersnih ugovora za srebro. Inicijalna margina je 1000 USD po ugo-
voru, ukupno 5000 USD, a margina odr�ava�a je 750 USD po ugovoru,
odnosno ukupno 3750.

Za pisa�e ovog poglav	a korix�ena je literatura [3], [5], i [4].



Poglav	e 3

Opcije na fjuqers ugovore

3.1 Osobine

Definicija 3.1.1 Fjuqersne opcije su opcije qija je podloga fju-
qers. To je finansijski ugovor kojim se stiqe pravo, ali ne i obaveza
da se stupi u fjuqersni ugovor, po dogovorenim uslovima.

Uslovi koji su prisutni u ovom ugovoru su:

• ugovorena cena ili cena po isteku (engl. strike price, exercise
price) fjuqers ugovora;

• ugovoreno vreme do isteka opcije (engl. time to maturity, strike
time, exercise time).

U zavisnosti od toga da li se ugovor odnosi na kupovinu ili pro-
daju fjuqersa, postoje dve vrste ovih opcija:

• fjuqersna kol opcija je pravo da se kupi fjuqers ugovor po odre-
�enoj ceni, odosno realizacijom �en vlasnik zauzima dugu pozi-
ciju u fjuqersu;

• fjuqersna put opcija je pravo da se proda fjuqers ugovor po odre-
�enoj ceni, i ako se realizuje �en vlasnik zauzima kratku pozi-
ciju u fjuqersu.

U pogledu vremena izvrxava�a fjuqersne opcije su najqex�e ame-
riqke, tako da se mogu aktivirati u bilo kom trenutku u toku traja�a
ugovora. Datum dospe�a opcije je najqex�e na, ili nekoliko dana pre
prvog dana meseca isporuke fjuqersa.

7



8 POGLAV�E 3. OPCIJE NA FJUQERS UGOVORE

3.1.1 Neke vrste fjuqersnih opcija

Najpopularnije fjuqersne opcije kao podlogu imaju fjuqerse qija
je aktiva kukuruz, soja, pamuk, xe�erna repa i trska, sirova nafta,
prirodni gas, zlato, kao i kamatonosne fjuqerse: obveznice, blagaj-
niqke zapise, berzanske indekse ( S&P 500), itd.

Kamatonosni fjuqers je vrsta fjuqersa qija je aktiva obveznica.
Postoje dva osnovna tipa ovih fjuqersa: prvi, kod kojih je aktiva
neka dugoroqna ili sred�oroqna dr�avna obveznica u koje spadaju,
na primer, fjuqersi koji se odnose na obveznice (engl. Treasury bonds
futures) ili fjuqersi koji se odnose na blagajniqke zapise (engl. Trea-
sury notes futures) i drugi, kod kojih je aktiva kratkoroqna obeznica,
na primer, fjuqersi na blagajniqke novqanice (engl. Treasury bill fu-
tures) ili fjuqersi na dolarske depozite (engl. Eurodollar futures).

Cena kamatonosnih fjuqersnih opcija raste, kada poraste cena
obeznice na koju se taj fjuqers odnosi (odnosno, kada padne kamatna
stopa). I obrnuto, cena kamatonosnih fjuqersnih opcija pada, kada
padne i cena obveznice (tj. kada poraste kamatna stopa). Tako, na
primer, investitor koji misli da �e kratkoroqna kamatna stopa po-
rasti mo�e da xpekulixe kupovinom prodajne fjuqersne opcije na
dolarske depozite, dok, na primer, investitor koji misli da �e krat-
koroqa kamatna stopa pasti, xpekulixe kupovinom kupovne opcije na
dolarske depozite. Sliqno, investitor koji misli da �e dugoroqna
kamatna stopa porasti kupuje prodajnu opciju na blagajniqke zapise,
dok investitor koji misli da �e dugoroqna kapatna stopa pasti, kupije
kupovnu fjuqesnu opciju na blagajniqke zapise.

3.1.2 Razlozi za popularnost fjuqersnih opcija

Prirodno pita�e koje se name�e je zbog qega 	udi trguju fjuqer-
snim opcijama koje se odnose na neku aktivu umesto opcijama na samu
aktivu. Glavni razlog je taj xto se fjuqersnim ugovorima mnogo lakxe
trguje na berzi. Pored toga, fjuqersna cena je poznata u svakom tre-
nutku na tr�ixtu fjuqersa, dok cena aktive nije uvek lako dostupna.
Na primer, cena fjuqersa koji se odnosi na neku obveznicu je poznata
odmah u trenutku sklapa�a ugovora, dok se trenutna tr�ixna cena
obeznice mo�e dobiti tek nakon kontaktira�a jednog ili vixe trgo-
vaca.

Tako�e, va�na qi�enica vezana za fjuqersne opcije je ta da akti-
vira�e opcije ne mora da znaqi da �e aktiva na koju se opcija odnosila
biti isporuqena, jer u najve�em broju sluqajeva, investitori likvi-
diraju pozicije u fjuqersima pre isporuke aktive. Fjuqersne opcije
se zbog toga obiqo ispla�uju u gotovini. To uglavnom koriste inve-
stitori sa ograniqenim kapitalom koji nisu u mogu�nosti da obezbede
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aktivu ili ugovorenu cenu za ispu�e�e fjuqersnog ugovora.
Jox jedna od prednosti fjuqersnih opcija je ta da se fjuqersima

i fjuqersnim opcijama trguje istovremeno, u jednoj transakciji. Ta-
ko�e, troxkovi transakcija su obiqno ni�i nego kod opcija koje se
odnose na neku aktivu.

3.2 Vrednost duge pozicije u fjuqersnoj

opciji na datum dospe�a

Kao xto je ve� pomenuto, na berzama se trguje ameriqkim fjuqer-
snim opcijama. Da bi se odredile vrednosti ovih opcija, razmotrimo
najpre evropske fjuqersne opcije koje mogu da se aktiviraju samo u
vreme dospe�a.

Pretpostavimo da imamo fjuqersnu kol opciju qiji je datum do-
spe�a T na fjuqers ugovor sa datumom dospe�a u trenutku T1, T ≤ T1.
Pritom, neka je ugovorena cena fjuqersne opcije K, koja �enom rea-
lizacijom postaje ugovorena cena fjuqers ugovora na koji ona glasi.
Oznaqi�emo sa Ft cenu fjuqers ugovora na koji se opcija odnosi u
trenutku t, t ≤ T1.

Ako je cena fjuqers ugovora u trenutku T ma�a od ugovorene cene
opcije K na taj ugovor (FT < K), vrednost opcije je nula, jer ne�emo
kupovati fjuqers ugovor po ceni K, kada na tr�ixtu mo�emo da ga
kupimo po ni�oj ceni FT .

Da bi fjuqersna kol opcija bila aktivirana neophodno je da va�i:
FT > K. Tada nam opcija omogu�ava da fjuqersni ugovor qija je cena
FT u trenutku T , kupimo po jeftinijoj ugovorenoj ceni K. Aktivira-
�em fjuqersne kol opcije, onaj ko je poseduje zauzima dugu poziciju
u fjuqers ugovoru na koji se odnosila ta opcija, i ostvaruje profit
koji je jednak vrednosti ugovorene cene fjuqers ugovora u trenutku T
minus ugovorena cena fjuqersne opcije (FT −K).

Dakle, naplata duge pozicije u evropskoj kupovnoj fjuqersnoj op-
ciji jednaka je:

max{FT −K, 0}

Stvar je obrnuta ako je u pita�u fjuqersna put opcija. Ako je u
trenutku T cena fjuqers ugovora FT ve�a od ugovorene cene opcije
K (FT > K), opcija je bezvredna, jer nema smisla prodavati fjuqers
ugovor po ceni K ako to mo�emo uraditi na tr�ixtu po ve�oj ceni
FT .

Ako je u trenutku T , FT < K, onda fjuqersna put opcija ima vred-
nost: na berzi mo�emo kupiti fjuqers ugovor po ceni FT i prodati ga
po ceni K i tako ostvariti profit K − FT . Dakle, aktivira�em put



10 POGLAV�E 3. OPCIJE NA FJUQERS UGOVORE

opcije, onaj ko je poseduje zauzima kratku poziciju u fjuqers ugovoru
plus profit u vrednosti K − FT .

Prema tome, naplata duge pozicije u evropskoj prodajnoj fjuqersnoj
opciji jednaka je

max{K − FT , 0}

Primer 2 Pretpostavimo da je 15. avgust i da investitor ima
jednu kol opciju koja se odnosi na fjuqers ugovor za kupovinu bakra u
septembru sa ugovorenom cenom 320 centi po kilogramu. Ugovorom je
dogovorena prodaja 25 000 kilograma bakra. Pretpostavimo da je cena
bakra za isporuku u septembru 331 cent, i da je posled�a ugovorena
cena 14. avgusta bila 330 centi.

Ako se opcija na fjuqers ugovor za kupovinu bakra aktivira, inve-
stitor bi zaradio:

25000(330− 320)centi = $2500

i plus bi imao dugu poziciju za fjuqers ugovor koji mu omogu�uje da
kupi 25 000 kilograma bakra u septembru.

Ako �eli investitor mo�e odmah kupiti bakar na osnovu fju-
qers ugovora. To bi znaqilo da je ostvario dobit od $2500 od aktivi-
ra�a opcije i:

25000(331− 330)centi = $250

xto predstav	a promenu cene od posled�e ugovorene cene. Dakle,
ukupna dobit od aktivira�a opcije 15. avgusta je $2750, xto je
upravo 25000(F −K), gde je F ugovorena cena u trenutku aktivira�a
opcije a K je ugovorena cena.

Da nije imao kupovnu fjuqersnu opciju, investitor bi kupio bakar
po posled�oj ugovorenoj ceni od 330 centi i time ostvario dobit od:

25000(331− 330)centi = $250

jer bi u septembru bakar pla�ao po ceni od 331. Dakle, ulaga�e u op-
ciju se isplatilo.

3.3 Gor�e i do�e granice za cene fjuqer-

snih opcija

Pretpostavi�emo da va�i slede�e:

• ne postoje troxkovi novqanih transakcija,
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• sve podle�e istoj kamatnoj stopi,

• pozajmice i ulozi u banku imaju istu kamatnu stopu i uvek mo-
�emo da kupimo ili prodamo opciju ili finansijski instrument
na koji se ona odnosi po tr�ixnoj ceni,

• ne postoji arbitra�a (engl. arbitrage) - prav	e�e sigurnog pro-
fita bez rizika.

Teorema 3.1 Gor�a granica cene evropske kupovne fjuqersne opcije
je:

ct ≤ Fte
−r(T−t), t ≤ T

Dokaz. Ukoliko bi va�ilo suprotno, arbitra�er1 bi

• zauzeo kratku poziciju u opciji (prodao opciju) sa datumom do-
spe�a u trenutku T i ugovorenom cenom fjuqersne opcije K, (od-
nosno fjuqers ugovora, ako se opcija realizuje);

• ulo�io sumu Fte
−r(T−t) na bankovni raqun uz kamatnu stopu r;

• zauzeo dugu poziciju u fjuqersu istog tipa sa rokom dospe�a T
(kupio fjuqers ugovor) kao xto je onaj na koji glasi opcija, ali
sa ugovorenom cenom Ft.

Ako na datum dospe�a opcije va�i da je FT ≥ K, ona se realizuje i
arbitra�er ima obavezu da proda fjuqers po ceni K. Naplata kratke
pozicije u toj opciji iznosi −(FT −K).

Poxto je zauzeo dugu poziciju u fjuqers ugovoru, arbitra�er na
datum dospe�a fjuqersa u obavezi je da kupi aktivu qija je cena u tom
trenutku FT , po ugovorenoj ceni Ft i time zaradi sumu jednaku FT−Ft.

Iznos Fte
−r(T−t) ulo�en u banku po kamatnoj stopi r tokom inter-

vala du�ine (T − t) naraste do Ft.
Dakle, arbitra�ni portfolio2 vredi −(FT −K)+FT −Ft+Ft = K
Ako je FT < K, opcija se ne realizuje i arbitra�ni portfolio

vredi: FT − Ft + Ft = FT . �

Teorema 3.2 Do�a granica cene evropske kupovne fjuqersne opcije
ima vrednost:

ct ≥ max{(Ft −K)e−r(T−t), 0}, t ≤ T. (3.1)

1Onaj koji pravi siguran profit bez rizika
2Kolekcija vrednosnih papira sastav	ena tako da osigura siguran profit bez

rizika.
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Dokaz. Ako je kupovna opcija na gubitku, tj. ako va�i Ft < K,
tada va�i nejednakost (3.1). Zbog toga �emo razmatrati sluqaj kada
opcija nije na gubitku, tj. kada je Ft ≥ K. Uporedi�emo vrednosti
dva portfolija. Prvi portfolio se sastoji od:

• evropske kupovne fjuqersne opcije sa datumom dospe�a u tre-
nutku T ,

• i sume Ke−r(T−t) ulo�ene na bankovni raqun uz kamatnu stopu r.

Vrednost ovog portfolija u trenutku t je: Π1
t = ct +Ke−r(T−t)

Drugi portfolio se sastoji od:

• iznosa Fte
−r(T−t) ulo�enog na bankovni raqun uz kamatnu stopu

r,

• i duge pozicije u fjuqersu istog tipa kao fjuqers na koji glasi
opcija, osim xto je �egova ugovorena cena Ft.

Vrednost ovog portfolija je Π2
t = Fte

−r(T−t)

Ako na datum dospe�a kupovne opcije va�i da je FT ≥ K, ona se
realizuje i vlasnik prvog portfolija ostvaruje naplatu FT −K, tako
da zajedno sa sumom Ke−r(T−t) koja u banci po kamatnoj stopi r naraste
do K, vrednost prvog portfolija u trenutku T je Π1

T = FT . Vrednost
ulo�ene sume u drugom portfoliju u trenutku T je Ft, a vrednost duge
pozicije u fjuqersu je FT − Ft, tako da je vrednost drugog portfolija
jednaka Π2

T = FT
Ako je FT < K, kupovna opcija se ne�e realizovati. Vrednost prvog

portfolija je Π1
T = K, a drugog Π2

T = FT . Prvi portfolio je vredniji
od drugog.

Na datum dospe�a opcije prvi portfolio vredi bar koliko i drugi,
a mo�e se pokazati da to va�i i u proizvo	nom trenutku t pre datuma
dospe�a. Ako pretpostavimo suprotno, da u proizvo	nom trenutku
t < T ,

ct < (Ft −K)e−r(T−t), (3.2)

arbitra�er mo�e kreirati portfolio koji u trenutku t obezbe�uje
profit Πt = (Ft −K)e−r(T−t) − ct > 0 na slede�i naqin:

• pozajm	iva�em sume (Ft −K)e−r(T−t) iz banke uz kamatnu stopu
r;

• zauzima�em kratke pozicije u fjuqersu po ugovorenoj ceni Ft;

• zauzima�em duge pozicije u kupovnoj fjuqersnoj opciji sa ugo-
vorenom cenom K i datumom dospe�a u trenutku T .
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Na datum dospe�a opcije arbitra�er duguje sumu Ft −K, dok je vred-
nost �egove kratke pozicije u fjuqersu −(FT − Ft).

Ako je FT ≥ K, arbitra�er realizuje kupovnu opciju qija je na-
plata jednaka FT − K, pa je vrednost �egovog portfolija na datum
dospe�a opcije ΠT = −(Ft −K)− (FT − Ft) + FT −K = 0.

Ako je FT < K, ne realizuje se kupovna opcija, i vrednost arbi-
tra�nog portfolija na datum dospe�a opcije je ΠT = −(Ft − K) −
(FT − Ft) = K − FT > 0. Prema tome, pretpostavka (3.2) implicira
mogu�nost arbitra�e, odakle sledi da va�i (3.1). �

Teorema 3.3 Gor�a granica cene evropske prodajne fjuqersne opcije
je:

pt ≤ Ke−r(T−t), t ≤ T .

Dokaz. Ukoliko bi va�ilo suprotno, arbitra�er bi:

• zauzeo kratku poziciju u opciji sa datumom dospe�a u trenutku
T ,

• i ulo�io u banku sumu Ke−r(T−t) uz kamatnu stopu r.

Na datum dospe�a opcije, ako je FT < K, ona se realizuje i arbitra-
�er ima obavezu da zauzme dugu poziciju u fjuqersu sa ugovorenom
cenom K i vrednost odgovaraju�e naplate je −(K − FT ). Zajedno sa
sumom K na bankovnom raqunu, arbitra�ni portfolio vredi FT .

Ako je FT ≥ K, opcija se ne realizuje i arbitra�er poseduje sumu
K. �

Za evropske prodajne fjuqersne opcije se tako�e mo�e odrediti
do�a granica �ihove cene.

Teorema 3.4 Do�a granica cene evropske prodajne fjuqersne opcije
ima vrednost:

pt ≥ max{(K − Ft)e−r(T−t), 0}, t ≤ T. (3.3)

Ameriqka fjuqersna opcija daje vlasniku vixe mogu�nosti za rea-
lizaciju, tako da je vrednija od odgovaraju�e evropske opcije. Otuda,
za cenu ameriqkih kupovnih i prodajnih fjuqersnih opcija bi va-
�ila do�a granica (3.1), odnosno (3.3). Me�utim, ameriqka opcija
se mo�e realizovati i u tom sluqaju je �ena naplata Ft − K, xto je
ve�e od do�e granice cene odgovaraju�e evropske opcije (3.1) za iznos
(Ft −K)(1− e−r(T−t)), odakle se mo�e zak	uqiti da je optimalno ame-
riqku kupovnu fjuqersnu opciju realizovati ranije. Analogno va�i
i za ameriqku prodajnu fjuqersnu opciju.
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3.4 Sliqnosti i razlike izme�u opcija

na aktivu i fjuqersnih opcija

U ovom poglav	u uporedi�emo fjuqersne opcije i opcije qija je
aktiva ista kao aktiva fjuqersa (engl. spot options, options on spot),
koje imaju istu ugovorenu cenu i datum dospe�a.

Naplata kupovne opcije na aktivu, sa ugovorenom cenom K je jed-
naka:

max{ST −K, 0}

gde je ST cena aktive u trenutku isteka opcije. Naplata kupovne fju-
qersne opcije sa istom ugovorenom cenom je

max{FT −K, 0}

gde je FT cena fjuqersa u trenutku isteka opcije. Ako se datum dospe�a
fjuqersa poklapa sa datumom dospe�a opcije, tada je FT = ST , zbog qega
su cene opcije na aktivu i fjuqersne opcije jednake. Sliqno, evrop-
ska prodajna fjuqersna opcija vredi isto kao i odgovaraju�a prodajna
opcija na aktivu kada fjuqers istiqe u isto vreme kao i opcija.

Me�utim, ukoliko je datum dospe�a fjuqersa nakon datuma dospe�a
opcije, cena evropske kupovne fjuqersne opcije je vixa od cene odgo-
varaju�e evropske kupovne opcije na aktivu, dok je cena evropske pro-
dajne fjuqersne opcije ni�a od cene odgovaraju�e opcije na aktivu.

Na tr�ixtu se obiqno trguje ameriqkim fjuqersnim opcijama.
Pod pretpostavkom da je bezriziqna kamatna stopa pozitivna, uvek
postoji verovatno�a da �e biti optimalno aktivirati ameriqku fju-
qersnu opciju pre �enog dospe�a. Zbog toga su ameriqke fjuqersne
opcije vrednije od odgovaraju�ih evropskih.

Za ameriqke opcije generalno ne mo�emo zak	uqiti da je ameriqka
fjuqersna opcija vredna kao i odgovaraju�a ameriqka opcija na aktivu
kada se datumi dospe�a fjuqersa i opcije poklapaju, jer se u mnogim
situacijama fjuqersna opcija realizuje ranije i vlasniku obezbe�uje
ve�i profit. U tom sluqaju, kao i kada je datum dospe�a fjuqersa na-
kon datuma dospe�a opcije, va�i isti odnos cena ameriqkih kupovnih
fjuqersnih opcija i opcija na aktivu kao i za evropske opcije.

3.5 Put - kol paritet

Put - kol paritet je veza koja postoji izme�u cena evropskih put i
kol opcija, koje imaju istu ugovorenu cenu, vreme do isteka i odnose
se na isti vrednosni papir. Iz put - kol pariteta sledi da, znaju�i
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cenu jedne od te dve vrste opcija, poqetnu i ugovorenu cenu vrednosnog
papira na koga se odnosi opcija, kamatnu stopu i vreme do dospe�a,
mo�emo na�i cenu druge opcije.

Sada �emo izvesti put - kol paritet za evropske fjuqersne opcije.
Pretpostavimo da imamo evropsku kupovnu i podajnu opciju sa istom
ugovorenom cenom K i vremenom dospe�a T . Mo�emo formirati dva
portfolija. Prvi se sastoji od:

• evropske kupovne fjuqerse opcije,

• sume Ke−r(T−t) ulo�ene u banku po kamatnoj stopi r.

Drugi portfolio sadr�i:

• evropsku prodajnu fjuqersnu opciju,

• dugu poziciju u fjuqersu istog tipa kao fjuqers na koji glasi
opcija, sa ugovorenom cenom Ft,

• sumu Fte
−r(T−t) ulo�enu na bankovni raqun uz kamatnu stopu r.

Ako na datum dospe�a opcije T , va�i da je FT ≥ K, ona se realizuje
i vlasnik prvog portfolija ostvaruje profit FT − K. Zajedno sa
sumom Ke−r(T−t) koja do trenutka T , po kamatnoj stopi r naraste do
K, prvi portfolio vredi FT −K +K = FT . Ako je FT < K opcija se
ne realizuje i vrednost prvog portfolija je K. Dakle u trenutku T
va�i:

Π1
T = max{FT , K}.

Ako je FT ≥ K, prodajna opcija iz drugog portfolija se ne�e reali-
zovati. Vrednost duge pozicije u fjuqersu je FT −Ft, a novac ulo�en u
banku po kamatnoj stopi r do trenutka T vredi Ft, tako da je vrednost
drugog portfolija FT . Ako je FT < K, prodajna fjuqersna opcija se
realizuje i vlasnik ostvaruje profit od K−FT . U ovom sluqaju drugi
portfolio vredi K − FT + FT − Ft + Ft = K. Dakle vrednost drugog
portfolija je tako�e:

Π2
T = max{FT , K}.

Kako su vrednosti oba portfolija u trenutku T jednaka i evropske
opcije ne mogu biti realizovane pre datuma dospe�a, sledi da oba
portfolija vrede isto u nekom trenutku t, t ≤ T .

U trenutku t, prvi portfolio vredi:

Π1
t = ct +Ke−r(T−t),
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gde je ct cena evropske fjuqersne kupovne opcije u trenutku t. Proces
uskla�iva�a margina obezbe�uje da fjuqers ugovor iz drugog portfo-
lija u trenutku t, t ≤ T , vredi 0, tako da je vrednost drugog portfolija
u trenutku t:

Π2
t = pt + Fte

−r(T−t),

gde je pt cena evropske fjuqersne prodajne opcije. Dakle, formula za
put - kol paritet za fjuqersne evropske opcije je:

ct +Ke−r(T−t) = pt + Fte
−r(T−t). (3.4)

Kao xto je pokazano u poglav	u 3.4, kada se datum dospe�a fjuqersa
poklapa sa datumom dospe�a opcije, cene fjuqersne opcije i opcije na
aktivu su jednake. Stoga, jednakost 3.4 daje vezu izme�u cene kupovne
opcije na aktivu, prodajne opcije na aktivu i cene fjuqersa kada obe
opcije dospevaju u isto vreme kada i fjuqers.

Primer 3 Pretpostavimo da je cena evropske kupovne opcije qija je
aktiva srebro za isporuku za 6 meseci 0.56 dolara po unci. Ugovorena
cena srebra je 8.5 dolara po unci. Pretpostavimo da je cena fjuqers
ugovora za isporuku kroz 6 meseci trenutno 8 dolara i da je godi-
x�a neutralna kamatna stopa za xestomeseqnu investiciju 10%.
Iz put - kol pariteta sledi da je cena evropske prodajne opcije na
aktivu, sa istim datumom dospe�a kao i kupovna opcija, jednaka:

0.56 + 8.5 · e−0.1·6/12 − 8 · e−0.1·6/12 = 1.04.

Odnos cena ameriqkih fjuqersnih opcija u put - kol paritetu je:

Ke−r(T−t) − Ft ≤ Pt − Ct ≤ K − Fte−r(T−t), t ≤ T (3.5)

Da bi pokazali relaciju (3.5) uporedi�emo vrednosti dva portfo-
lija. Prvi se sastoji od:

• ameriqke kupovne fjuqersne opcije,

• iznosa Ke−r(T−t) ulo�enog u banku po kamatnoj stopi r.

Drugi portfolio sadr�i:

• dugu poziciju u fjuqersu sa ugovorenom cenom Ft

• iznos Ft ulo�en na bankovni raqun

• evropsku prodajnu fjuqersnu opciju.
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Na datum dospe�a opcije, ako je FT ≥ K i ako se nije ranije rea-
lizovala, realizuje se ameriqka kupovna opcija. Tada vlasnik prvog
portfolija zauzima dugu poziciju u fjuqersu sa ugovorenom cenom K
i naplata kupovne opcije je FT − K. Iznos stav	en u banku, posle
vremena T − t naraste do K, tako da je vrednost prvog portfolija:

Π1
T = FT −K +K = FT .

Prodajna opcija iz drugog portfolija se ne�e realizovati, dok
je vrednost duge pozicije u fjuqersu sa ugovorenom cenom Ft jednaka
FT − Ft. Zajedno sa novcem koji u banci naraste do iznosa Fte

r(T−t),
drugi portfolio vredi:

Π2
T = FT − Ft + Fte

r(T−t) = FT + Ft(e
r(T−t) − 1).

U ovom sluqaju je drugi portfolio vredniji od prvog.
Ako je FT < K, realizuje se evropska prodajna opcija, dok je ame-

riqka kupovna opcija bezvredna, tako da je vrednost prvog portfolija:

Π1
T = K.

Realizacijom prodajne opcije vlasnik drugog portfolija zauzima
kratku poziciju u fjuqersu sa ugovorenom cenom K i naplata opcije
je K − FT . Kada se uzme u obzir vrednost duge pozicije u fjuqersu sa
ugovorenom cenom Ft i iznos Fte

r(T−t) na bankovnom raqunu, vrednost
drugog portfolija je:

Π2
T = K − FT + FT − Ft + Fte

r(T−t) = K + Ft(e
r(T−t) − 1).

I u ovom sluqaju je drugi portfolio vredniji od prvog.
Neka je τ < T trenutak kada je povo	no realizovati ameriqku

kupovnu opciju , odnosno, neka je Fτ ≥ K. Realizacijom te opcije
vlasnik prvog portfolija zauzima dugu poziciju u fjuqersu sa ugovo-
renom cenom K i naplata opcije je Fτ−K. Vrednost prvog portfolija
u trenutku τ je:

Π1
τ = Fτ −K +Ke−r(T−t)er(τ−t) = Fτ −K(1− e−r(T−τ),

a vrednost drugog portfolija:

Π2
τ = Fτ − Ft + Fte

r(τ−t) + pτ = Fτ − Ft(er(τ−t) − 1) + pτ ,

tako da je prvi portfolio u proizvo	nom trenutku t ≤ T ma�e vredan
drugog, odnosno Ct + Ke−r(T−t) < Ft + pt. Cena ameriqke prodajne
fjuqersne opcije je vixa od cene odgovaraju�e evropske, odakle sledi
Ct +Ke−r(T−t) ≤ Ft + Pt.

Da bi se pokazala desna strana pariteta 2.5, kreira�emo ponovo
dva portfolija. Prvi se sastoji od:
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• ameriqke prodajne fjuqersne opcije,

• sume Fte
−r(T−t) ulo�ene na bankovni raqun,

• duge pozicije u fjuqersu sa ugovorenom cenom Ft,

dok se drugi sastoji od:

• evropske kupovne fjuqersne opcije,

• iznosa K ulo�enog na bankovni raqun.

Ako je FT ≥ K, realizuje se kupovna fjuqersna opcija, qiji vlasnik
zauzima dugu poziciju u fjuqersu sa ugovorenom cenom K i naplata
opcije je FT −K, pa su vrednosti portfolija jednake:

Π1
T = Ft + FT − Ft = FT ,

Π2
T = FT −K +Ker(T−t) = FT +K(er(T−t) − 1).

Ako je FT < K, realizuje se prodajna opcija, ako se nije realizo-
vala do datuma dospe�a, tako da �en vlasnik zauzima kratku poziciju
u fjuqersu sa ugovorenom cenom K i naplata opcije je K − FT . Tada
je:

Π1
T = K − FT + Ft + FT − Ft = K,

Π2
T = Ker(T−t),

odnosno, drugi portfolio je vredniji od prvog.
Neka je τ < T povo	an trenutak za realizaciju ameriqke prodajne

fjuqersne opcije. Tada je Fτ < K i

Π1
τ = K − Fτ + Fte

−r(T−t)er(τ−t) + Fτ − Ft = K − Ft(1− e−r(T−τ)),
Π2
τ = cτ +Ker(τ−t),

iz qega se zak	uquje da je u proizvo	nom trenutku t ≤ T , prvi portfo-
lio ma�e vredan od drugog, odnosno, Pt +Fte

−r(T−t) < ct +K ≤ Ct +K,
qime je dokazana i desna strana nejednakosti 2.5.

Odnos cena ameriqkih fjuqersnih opcija u put - kol paritetu ne
zavisi od prirode aktive fjuqersa i mo�e se primeniti na sve vrste
fjuqersa.
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3.6 Vrednova�e fjuqersnih opcija pomo�u

Binomnog modela

Velike finansijske institucije koriste opcije da bi se zaxtitile
od budu�ih rizika, promena kamatnih cena ili drugih fluktuacija na
tr�ixtu. Obezbe�e�e od rizika ili he
ing (engl. hedging) je osnovni
problem svakog velikog investitora. Shodno tome, postav	a se pita�e
kako odrediti cenu opcije.

Veoma korisna i popularna tehnika za odre�iva�e cena opcija pod-
razumeva konstruisa�e binomnog stabla. To je dijagram koji predsta-
v	a razliqite puta�e kojima se mo�e kretati cena vrednosnig pa-
pira na koji se opcija odnosi, tokom �enog traja�a. Pretpostavka
je da se cena vrednosnog papira kre�e po principu sluqajnog luta�a:
u svakom trenutku, postoji odre�ena verovatno�a da �e cena porasti
za odre�eni procenat, kao i da �e cena pasti za odre�eni procenat.
Kako sma�ujemo vremenski period na qijem kraju dolazi do promene
cena, ovaj model postaje ekvivalentan Blek-Xols-Mertonovom modelu
za odre�iva�e cene akcija, o kome �e biti reqi kasnije.

Binomni model je jedan od prvih sluqajnih procesa koji je iskori-
x�en za modelira�e cena akcija i prvi put je predstav	en u radu
Koksa, Rosa i Rubinxtajna 1979. godine [2].

Za nala�e�e cena opcija, pored binomnog modela, koristimo i
princip procene koja je neutralna od rizika (engl. Risk - Neutral
Valuation). Prema tom principu, cena opcije je sadax�a vrednost ma-
tematiqkog oqekiva�a od dobiti opcije.

3.6.1 Binomni model sa jednim korakom

Neka je sadax�a cena fjuqers ugovora F0, a cenu kupovne fjuqersne
opcije sa istekom T oznaqi�emo sa f . Pretpostav	amo da tokom �i-
vota opcije, cena fjuqersa mo�e da poraste sa faktorom u > 1 i iznosi
F0u ili da opadne do F0d sa faktorom d < 1 (Slika 3.1). Ako cena fju-
qersa poraste na F0u, dobit od kupovne opcije je fu = max{uF0−K, 0},
a ako cena fjuqersa padne na F0d, dobit iznosi fd = max{dF0 −K, 0},
gde je K ugovorena cena.

Pretpostavimo da smo formirali portfolio koji se sastoji od:

• ∆ fjuqers ugovora koje smo kupili (zauzeli dugu poziciju) i qija
je trenutna cena F0;

• prodali smo jednu evropsku kupovnu opciju koja se odnosi na fju-
qerse (kratka pozicija).
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Slika 3.1: Binomni model sa jednim korakom

Ci	 nam je da na�emo onu vrednost ∆, koja �e ovaj portfolio da
napravi bezriziqnim, xto znaqi da �e vrednost portfolija u trenutku
T biti ista, bilo da vrednost fjuqersa poraste, bilo da padne.

Ako cena fjuqersa poraste, kupovna opcija koju smo prodali �e se
aktivirati, a vrednost duge pozicije u fjuqersu, zbog dnevnog uskla-
�iva�a raquna margina je F0u−F0, pa je vrednost portfolija jednaka
(F0u−F0)∆− fu. Sliqno, ako cena fjuqersa padne u trenutku T vred-
nost portfolija je (F0d−F0)∆−fd. Da bi portfolio bio bezriziqan,
tj. nezavisan od promene cene fjuqers ugovora, te dve vrednosti �emo
izjednaqiti:

(F0u− F0)∆− fu = (F0d− F0)∆− fd.

Odatle dobijamo da je:

∆ =
fu − fd

F0u− F0d
. (3.6)

Ako je ∆ izabrano na ovaj naqin, portfolio je bezriziqan i on treba
da zaradi, po kamatnoj stopi bez rizika r isto onoliko koliko bi
se dobilo kada bi poqetna sredstva bila ulo�ena u banku. Sadax�a
vrednost tog portfolija je:

[(F0u− F0)∆− fu]e−rT .

Za ovaj portfolio platili smo u nultom trenutku −f , jer smo prodali
jednu evropsku kupovnu opciju a dobit od ∆ fjuqers ugovora u nultom
trenutku je F0 − F0 = 0. Odavde sledi:

−f = [(F0u− F0)∆− fu]e−rT .
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Kada zamenimo izraz za ∆ dobijamo:

f = e−rT [pfu + (1− p)fd], (3.7)

gde je

p =
1− d
u− d

. (3.8)

Jednakost (3.8) predstav	a verovatno�u, koja je neutralna od ri-
zika, da cena fjuqers ugovora poraste tokom �ivota opcije koja se
odnosi na taj fjuqers.

Primer 4 Pretpostavimo da je trenutna cena fjuqersa 30 i da �e
ili porasti na 33 ili pasti na 28 tokom slede�eg meseca. Razma-
tramo jednomeseqnu kupovnu fjuqersnu opciju sa ugovorenom cenom 29
i ignorisa�emo dnevno uskla�iva�e raquna margina sa tr�ixnom ce-
nom.

Ako se ispostavi da je cena fjuqersa porasla na 33, dobit od op-
cije je 4 (aktivira�emo kupovnu fjuqersnu opciju i kupiti fjuqers
po ugovorenoj ceni 29 a trenutna tr�ixna cena je 33), a vrednost
fjuqersa je 3. Ako cena pak padne na 28, dobit od opcije je 0 (ne�e
se aktivirati opcija jer je trenutna tr�ixna cena ma�a od ugo-
vorene), a vrednost fjuqers ugovora je -2.3

Da bi se zaxtitili od promene cena, razmotri�emo portfolio
koji se sastoji od kratke pozicije u kupovnoj fjuqersnoj opciji i duge
pozicije u ∆ fjuqers ugovora. Ako cena fjuqersa poraste na 33, vred-
nost portfolija je 3∆− 4, a ako cena padne na 28, portfolio vredi
−2∆, jer je duga pozicija je na gubitku, a kupovna opcija se ne�e akti-
virati. Portfolio je bezriziqan ako mu je vrednost ista bez obzira
na promenu cene, dakle: 3∆ − 4 = −2∆,∆ = 0.8. Za ovu vrednost ∆
portfolio �e za mesec dana vredeti 3·0.8−4 = −1.6. Ako pretposta-
vimo da je bezriziqna godix�a kamatna stopa 6%, sadax�a vrednost
portfolija je −1.6 · e−0.06·1/12 = −1.592. Kako je vrednost fjuqersa
danas nula, vrednost opcije mora biti 1.592.

Sada �emo izraqunati cenu opcije koriste�i formulu (3.7).

u = 33/30 = 1.1, d = 28/30 = 0.9333, r = 0.06, T = 1/12
fu = max{33− 29, 0} = 4, fd = max{28− 30, 0} = 0

Iz jednaqine (3.8), dobijamo:

3Ovo je aproksimirana vrednost, u smislu da se dobit ili gubitak od fju-
qers ugovora ne razmatra u trenutku T , ve� svakog dana u periodu od 0 do T .
Pove�avaju�i broj koraka u binomnom modelu, odnosno sma�uju�i vremenski in-
terval na kome posmatramo promenu cene, apromsimacija postaje bo	a
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p = 1−0.9333
1.1−0.9333

= 0.4.

I konaqno iz (3.7) sledi:

f = e−0.06·1/12[0.4 · 4 + 0.6 · 0] = 1.592.

3.6.2 Binomni model sa dva koraka

Prethodnu analizu mo�emo proxiriti na jox jedan korak. Pret-
postavimo da se cena fjuqersa me�a na identiqan naqin kao i u bi-
nomnom modelu sa jednim korakom, mo�e da poraste sa faktorom u > 1
ili da opadne sa faktorom d < 1. Cena fjuqers ugovora nakon dve pro-
mene mo�e biti F0u

2, F0ud ili F0d
2, dok je dobit redom fuu, fud i fdd

(slika 3.2). Ci	 je na�i vrednost opcije f pri ovakvom modelu.

Slika 3.2: Binomni model sa dva koraka

Pretpostavimo da qvorovi [B,D,E], [C,E, F ] i [A,B,C] obrazuju
binomni model sa jednim korakom i da je du�ina vremenskog intervala
∆t. Iz jednakosti 3.7 dobijamo:

fu = e−r∆t[pfuu + (1− p)fud], (3.9)
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fd = e−r∆t[pfud + (1− p)fdd], (3.10)

f = e−r∆t[pfu + (1− p)fd]. (3.11)

Zame�uju�i jednakosti 3.9 i 3.10 u 3.11, dobijamo:

f = e−2r∆t[p2fuu + 2p(1− p)fud + (1− p)2fdd]. (3.12)

Promen	ive p2, 2p(1− p), (1− p)2 predstav	aju verovatno�e dostiza�a
gor�eg, sred�eg i do�eg qvora binomnog stabla sa dva koraka. Da-
kle, cena opcije jednaka je oqekivanom dobitku u svetu neutralnom od
rizika, koji je uma�en za bezriziqnu kamatnu stopu.

Sve opcije koje smo do sada razmatrali bile su evropske. Sada
�emo videti kako mo�emo vrednovati ameriqke fjuqersne opcije ko-
riste�i binomni model. Ameriqke opcije se mogu realizovati u bilo
kom trenutku pre vremena dospe�a, stoga je potrebno proveriti u sva-
kom trenutku promene cene fjuqersa da li je optimalno realizovati
ameriqku fjuqersnu opciju. Vrednost ameriqke opcije u posled�em
qvoru binomnog stabla (u trenutku dospe�a) jednaka je evropskoj op-
ciji.

Za ameriqke kupovne opcije va�i slede�e tvr�e�e:

Teorema 3.5 Ameriqku kupovnu opciju bez dividendi nikada ne treba
aktivirati pre vremena isteka.

Dokaz. Ako se ameriqka kol opcija aktivira u trenutku t < T , gde je T
vreme isteka, mora biti Ft > K (vlasnik kol opcije kupuje akciju, ili
fjuqers ugovor, po ni�oj ceni K). U tom trenutku on napravi dobit
od Ft −K i kad taj iznos stavi u banku, on do trenutka T naraste do
(Ft −K)er(T−t).

Me�utim, za vlasnika ameriqke opcije postoji bo	a strategija: on
proda u trenutku t odgovaraju�u akciju (odnosno fjuqers) bez pokri�a,
koju treba da kupi u trenutku isteka T da bi dao onome kome ju je
prodao. U trenutku T �e, poxto ima kol opciju, platiti za tu akciju
cenu min{FT , K}. Dakle, u trenutku t, investitor dobija od prodaje
akcije sumu Ft koju ula�e u banku i koja do trenutka T naraste do
Fte

r(T−t). Poxto u trenutku T on mora da kupi akciju, �egovo ukupno
sta�e je

Fte
r(T−t) −min{FT , K} ≥ (Ft −K)er(T−t),

jer je

min{FT , K} ≤ Ker(T−t).
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�
Kada je req o put opcijama, �ih mo�emo aktivirati i pre isteka

ugovorenog vremena, i to �emo raditi u sluqaju kada je dobit od opcije
ve�a od cene opcije u tom trenutku. Nakon prve promene cene fjuqersa
u binomnom modelu, dobit od opcije bi�e:

fu = max{e−r∆t[pfuu + (1− p)fud], K − F0u} (3.13)

fd = max{e−r∆t[pfud + (1− p)fdd], K − F0d}. (3.14)

Princip aktivira�a ameriqke put opcije vide�emo u slede�em
primeru.

Primer 5 Pretpostavimo da je trenutna cena fjuqersa 50$. Tokom
slede�a dva tromeseqna perioda pretpostav	a se da �e cena ili po-
rasti 6% ili opasti 5%. Pretpostavi�emo jox i da je bezriziqna
kamatna stopa 5%. Izraquna�emo vrednost evropske i ameriqke ku-
povne i prodajne fjuqersne opcije sa ugovorenom cenom 51$ i vremenom
dospe�a kroz 6 meseci.

Kako se pretpostav	a da �e se cena fjuqersa me�ati dva puta u
narednih 6 meseci, koristi�emo binomni model sa dva koraka. Imamo
da je:

F0 = 50, K = 51, T = 0.5, r = 0.05, u = 1.06, d = 0.95.

Vrednosti fuu, fud, fdd, koje predstav	aju dobit od fjuqersne kupovne
opcije nakon druge promene cene, raqunamo na slede�i naqin:

fuu = max{F0u
2 −K, 0} = max{56.18− 51, 0} = 5.18,

fud = max{F0ud−K, 0} = max{50.35− 51, 0} = 0,
fdd = max{F0d

2 −K, 0} = max{45.125− 51, 0} = 0.

Iz jednakosti 3.8 dobijamo verovatno�u rasta cene fjuqersa.

p = 1−d
u−d = 1−0.95

1.06−0.95
= 0.4545

Konaqno, vrednost evropske kupovne fjuqersne opcije dobijamo iz jed-
nakosti 3.12, gde je ∆t = 0.25 jer se promena cene dexava na 3 meseca.

c = e−2·0.05·0.25[0.45452 · 5.18 + 2 · 0.4545 · (1− 0.4545) · 0 + (1− 0.4545)2 · 0]
= e−0.025 · 1.07 = 1.0438

Iz put - kol pariteta 3.4 dobijamo vrednost prodajne evropske fju-
qersne opcije:

p = c+ (K − F0)e−rT

= 1.0438 + (51− 50)e−0.05·0.5 = 2.0191
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Sada �emo na�i vrednost ameriqke kupovne i prodajne opcije i videti
da li je u ovom sluqaju optimalno realizovati ameriqku prodajnu
opciju pre vremena isteka.

Iz teoreme 3.5 zak	uqujemo da je cena ameriqke kupovne fjuqersne
opcije jednaka ceni evropske, odnosno C = 1.0438. Put - kol paritet
za ameriqke opcije ne va�i i �ih mo�emo aktivirati pre isteka.
Najpre �emo izraqunati fuu, fud i fdd za put opcije.

fuu = max{K − F0u
2, 0} = max{51− 56.18, 0} = 0,

fud = max{K − F0ud, 0} = max{51− 50.35, 0} = 0.65,
fdd = max{K − F0d

2, 0} = max{51− 45.125, 0} = 5.875.

Sada mo�emo izraqunati fu i fd, odnosno dobit od prodajne opcije
nakon prve promene cene fjuqersa i videti da li je tada optimalno
aktivirati ameriqku prodajnu opciju. Iz jednakosti 3.13 i 3.14 do-
bijamo:

fu = max{e−0.05·0.25[0.4545 · 0 + (1− 0.4545) · 0.65], 51− 50 · 1.06}
= max{0.3501,−2} = 0.3501

fd = max{e−0.05·0.25[0.4545 · 0.65 + (1− 0.4545) · 5.875], 51− 50 · 0.95}
= max{3.4565, 3.5} = 3.5

Kako je, u sluqaju pada fjuqersne cene (qvor C sa slike 3.2) nakon
prve promene, dobit od opcije ve�a od cene opcije u tom trenutku
(3.5 > 3.4565), zak	uqujemo da je u ovom sluqaju optimalno akti-
virati ameriqku prodajnu opciju pre isteka. I konaqno, iz 3.11,
dobijamo vrednost ameriqke prodajne opcije:

P = e0.05·0.25[0.4545 · 0.3501 + (1− 0.4545) · 3.5] = 2.0425

Kao xto je i bilo oqekivano, vrednost ameriqke put opcije ve�a je
od evropske put opcije.

3.6.3 Binomni model sa vixe koraka

Kod ovog modela parametar u, koji predstav	a rast cene fjuqersa,
bi�e jednak eσ

√
∆t, gde je σ volatilnost4 cene fjuqersa, a ∆t je du�ina

jednog vremenskog intervala. Parametar d koje oznaqava pad cene fju-
qers ugovora bi�e e−σ

√
∆t. Volatilnost σ je definisana tako da je

standardna devijacija dobiti opcije u kratkom vremenskom intervalu
∆t jednaka σ

√
T . Parametre u i d treba odabrati tako da odgovaraju

volatilosti. Vrednosti za u i d dali su Koks, Ros i Rubinxtajn 1979.
godine, a dokaz se mo�e na�i u [2] i [7].

4Mera neodre�enosti u budu�em kreta�u cena akcija ili nekog drugog vredno-
snog papira, u ovom sluqaju fjuqers ugovora.
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3.7 Blek - Xolsova formula za vredno-

va�e fjuqersnih opcija

Blek - Xolsova formula je jedna od najva�nijih formula u vezi
sa finansijskim tr�ixtima. Data je 1973. u radu [1], a prvi komple-
tan dokaz ove formule dao je Merton (engl. Robert Merton), koji je
ovu formulu i nazvao Blek - Xolsovom formulom. Za ove rezultate
su Majron Xols (engl. Majron Scholes) i Merton dobili Nobelovu
nagradu za ekonomiju 1997. godine, a Blek (engl. Fischer Black), koji
je preminuo 1995. godine, nije do�iveo ovo veliko prizna�e, ali je
pomenut �egov doprinos.

Ova formula prvobitno je bila izvedena za cenu opcija koje se
odnose na akcije. Sada �emo analogno izvesti formulu koja se odnosi
na cenu fjuqersnih opcija.

Pre toga, navex�emo teoremu koje �e biti korix�ena u dokazu Blek
- Xolsove teoreme.

Teorema 3.6 (�apunov	eva teorema) Neka je (Xn) niz nezavisnih
sluqajnih veliqina, sa konaqnim matematiqkim oqekiva�em µi i di-
sperzijom σ2

i . Oznaqimo sa s2
n =

∑n
i=1 σ

2
i . Ako za neko δ > 0 va�i

uslov �apunova5:

lim
n→∞

1

s2+δ
n

n∑
i=1

E[|Xi − µi|2+δ] = 0

tada za niz (Xn) va�i:

lim
n→∞

P{ 1

sn

n∑
i=1

(Xi − µi)} =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

.

Teorema 3.7 (Blek - Xolsova formula) Cena kupovne fjuqersne
opcije u trenutku 0 sa ugovorenom cenom K, vremenom do isteka T i
bezriziqnom kamatnom stopom r iznosi:

c = e−rT [F0Φ(d1)−KΦ(d2)], (3.15)

gde je

5Aleksandar Mihailoviq �apunov (1857 - 1918.) - Ruski matematiqar i fi-
ziqar
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d1 =
ln
F0
K

+σ2T
2

σ
√
T

, d2 =
ln
F0
K
−σ

2T
2

σ
√
T

= d1− σ
√
T ,

a Φ(x) =
∫ x
−∞

1√
2π
e−

u2

2 du je funkcija raspodele standardizovane nor-
malne sluqajne promen	ive.

Dokaz. Pretpostavimo da se cena fjuqersa kre�u po binomnom
modelu sa n koraka, odnosno da, za dovo	no veliko n, u trenucima
T
n
, 2T
n
, ...nT

n
= T cena fjuqersa ili raste sa faktorom u = eσ

√
T
n ≈

1 + σ
√

T
n

+ σ2T
2n

ili opada sa faktorom d = e−σ
√

T
n ≈ 1 − σ

√
T
n

+ σ2T
2n
.

Iz jednakosti (3.8) i zame�uju�i vrednosti za u i d, dobijamo:

p =
1− d
u− d

≈
σ
√

T
n
− σ2T

2n

2σ
√

T
n

=
1

2
−
σ
√

T
n

4
. (3.16)

Oznaqi�emo sa (Yi) slede�i niz nezavisnih Bernulijevih sluqajnih
promen	ivih:

Yi =

{
1, ako cena fjuqersa poraste u trenutku i∆
0, ako cena fjuqersa padne u trenutku i∆

(3.16)

Kod binomnog modela cena fjuqersa raste sa verovatno�om p, a
opada sa verovatno�om 1 − p, tako da sluqajne promen	ive Yi imaju
slede�u raspodelu:

Yi :

(
0 1

1− p p

)
.

Broj rasta cena u binomnom modelu sa n koraka mo�e se izraziti
pomo�u sluqajnih promen	ivih Yi koji slu�e kao brojaqi, i taj broj
je jednak

∑n
i=1 Yi, dok je broj pada cena fjuqersa jednak n −

∑n
i=1 Yi.

Vrednost, odnosno cena, fjuqersa u trenutku T je tada:

FT = F0u
∑n
i=1 Yidn−

∑n
i=1 Yi = F0(u

d
)
∑n
i=1 Yidn.

Dobit od opcije u trenutku T jednaka je:

max{F0(
u

d
)
∑n
i=1 Yidn −K, 0} = max{F0e

2σ
√

T
n

∑n
i=1 Yie−σ

√
nT −K, 0}.

(3.17)

U skladu sa principom neutralnosti od rizika, cena opcije treba da
bude jednaka diskontovanoj vrednosti matematiqkog oqekiva�a dobiti
od opcije, tj.

c = (1 + rT
n

)−nE(max{F0e
2σ
√

T
n

∑n
i=1 Yie−σ

√
nT −K, 0}) =

(1 + rT
n

)−nE(max{F0e
Wn −K, 0}),
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gde je

Wn = 2σ

√
T

n

n∑
i=1

Yi − σ
√
nT . (3.18)

Kao xto smo ve� spomenuli Yi, i = 1, ..., n su Bernulijeve sluqajne
promen	ive i EYi = p,DYi = p(1−p). Oznaqi�emo sa s2

n =
∑n

i=1DYi =
np(1 − p). Proveri�emo da li va�i uslov �apunova iz Teoreme 3.6.
Izabra�emo δ = 1 i pokazati da va�i:

lim
n→∞

1

s3
n

n∑
i=1

E((Yi − µi)3) = 0

.

Zame�uju�i vrednosti za oqekiva�e i disperziju dobijamo:

lim
n→∞

1

(np(1− p)) 3
2

n∑
i=1

E((Yi − p)3) =

lim
n→∞

1

(np(1− p)) 3
2

n∑
i=1

E(Y 3
i − 3Y 2

i p+ 3Yip
2 − p3) =

lim
n→∞

1

(np(1− p)) 3
2

n∑
i=1

(p− 3p2 + 3p3 − p3) =

lim
n→∞

1

(np(1− p)) 3
2

n(p− 3p2 + 2p3) =

lim
n→∞

1

(np(1− p)) 3
2

np(1− p)(1− 2p) =

lim
n→∞

1

n
1
2 (p(1− p)) 1

2

(1− 2p)

.

U jednakosti (3.16) imali smo:
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p = 1
2
− σ
√

T
n

4

p(1− p) = 1
4
(1− σ2 T

n

4
).

Zame�uju�i vrednosti za p u prethodni limes, dobijamo:

lim
n→∞

(1− 2(1
2
− σ
√

T
n

4
)

n
1
2 (1

4
(1− σ2 T

n

4
))

1
2

= lim
n→∞

σ
√
T

2
√
n

n
1
2

1
2
(1− σ2 T

n

4
)
1
2

= lim
n→∞

σ
√
T

n(1− σ2 T
n

4
)
1
2

= lim
n→∞

σ
√
T√

n2 − σ2T
4
n

= 0

.

Dakle, za δ = 1 va�i uslov �apunova, pa iz Teoreme 3.6 sledi da sa
rastom n raspodela

∑n
i=1 Yi te�i ka normalnoj raspodeli. Sluqajna

promen	iva Wn ima pribli�no normalnu raspodelu, jer je jednaka
proizvodu normalne sluqajne promen	ive pomno�ene konstantom i od
koje je oduzeta konstanta. Sada �emo na�i parametre te raspodele.
Kako je E(

∑n
i=1 Yi) = np i D(

∑n
i=1 Yi) = np(1− p) dobijamo

E(Wn) = 2σ
√

T
n
· np− σ

√
nT = 2σ

√
nT · p− σ

√
nT = 2σ

√
nT (p− 1

2
).

Kada zamenimo jednaqinu (3.16) za p dobijamo oqekiva�e za Wn:

E(Wn) = −2σ
√
nT

σ
√

T
n

4
= −σ

2T

2
(3.19)

Disperzija �e biti jednaka:

D(Wn) = 4σ2 T
n
D(
∑

i=1 nYi) = 4σ2 T
n
· np(1− p).

Zame�uju�i (3.16) dobijamo:

D(Wn) = σ2T (1− σ2 T
n

4
).

Kad n → ∞,Wn → W . Oqekiva�e za Wn ne zavisi od n, pa sledi da
je E(W ) = −σ2T

2
. Za dovo	no veliko n, T

n
→ 0, tako da je:

D(W ) = σ2T. (3.20)

Kada n→∞, dobijamo da je cena opcije, pri proce�iva�u neutralnom
od rizika, jednaka

c = e−rTE(max{F0e
W −K, 0)}), (3.21)
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gde je W sluqajna promen	iva sa raspodelom N(−σ2T
2
, σ2T ). Da bismo

naxli matematiqko oqekiva�e koje figurixe u ceni za kol opciju
(3.21), treba da na�emo raspodelu sluqajne promen	ive max{F0e

W −
K, 0}, a za to nam, pre svega, treba gustina sluqajne promen	ive X =
F0e

W . Ova sluqajna promen	iva uzima samo pozitivne vrednosti.
�ena funkcija raspodele G bi�e: za x > 0

G(x) = P (F0e
W ≤ x) = P (W ≤ ln x

F0
) = P

(
W+σ2T

2

σ
√
T
≤

ln x
F0

+σ2T
2

σ
√
T

)
=

∫ ln x
F0

+σ
2T
2

σ
√
T

−∞
1√
2π
e−

1
2
t2dt.

Odgovaraju�a gustina je tada

g(x) = G′(x) =
1√
2π
e−

(ln x
F0

+σ
2T
2 )2

2σ2T · 1

xσ
√
T
. (3.22)

Sada treba da na�emo raspodelu F sluqajne promen	ive

max{F0e
W −K, 0} = max{X −K, 0}.

Imamo

F (x) = P (max{X −K, 0} ≤ x)

=


0, x < 0

P (X ≤ K), x = 0
P (X ≤ K) + P (K ≤ X ≤ K + x), x > 0

Slika 3.3: Grafik raspodele F

Iz verovatno�e je poznato da se u opxtem sluqaju svaka funk-
cija raspodele mo�e predstaviti kao linearna kombinacija qisto dis-
kretne, apsolutno neprekidne i singularne raspodele. Ovde imamo
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sluqaj da je raspodela F linerana kombinacija jedne diskretne (dege-
nerisane u taqku) raspodele i jedne apsolutno neprekidne raspodele
(Slika 3.3):

F (x) = αF1(x) + (1− α)F2(x),

gde je

F1(x) =

{
0, x < 0
1, x > 0

α = P (X ≤ K), 1− α = P (X > K),

F2(x) =

{
0, x < 0

P (K≤X≤K+x)
P (X>K)

, x > 0

Imamo

P (X ≤ K) =
∫ K
−∞ g(t)dt,

P (K ≤ X ≤ K + x) =
∫ K+x

K
g(t)dt =

∫ x
0
g(z +K)dz.

Odatle dobijamo

F2(x) =

{
0, x < 0∫ x

0 g(z+K)dz

P (X>K)
, x ≥ 0.

Sada mo�emo na�i matematiqko oqekiva�e:

E(max{X −K, 0}) =
∫∞

0
xdF (x) =

∫∞
0
xd(αF1(x) + (1− α)F2(x))

=
∫∞

0
xg(x+K)dx =

∫∞
K

(y −K)g(y)dy.

Posled�u jednakost smo dobili pomo�u smene x + K = y. Kada uvr-
stimo gustinu g iz (3.22), dobijamo:

I =
∫∞
K

(y −K) 1√
2π
e−

(ln
y
F0

+σ
2T
2 )2

2σ2T · 1
yσ
√
T
dy

Uvodimo smenu

z =
ln y
F0

+σ2T
2

σ
√
T

,
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dz = dy

yσ
√
T
,

y = F0e
σ
√
Tz−σ

2T
2 .

I = 1√
2π

∫∞
ln K
F0

+σ
2T
2

σ
√
T

(F0e
σ
√
Tz−σ

2T
2 −K)e−

z2

2 dz.

Razdvoji�emo ovaj integral na dva integrala, I = I1 − I2, gde je:

I1 = 1√
2π

∫∞
ln K
F0

+σ
2T
2

σ
√
T

(F0e
σ
√
Tz−σ

2T
2 )e−

z2

2 dz,

I2 = K√
2π

∫∞
ln K
F0

+σ
2T
2

σ
√
T

e−
z2

2 dz.

Drugi integral je jednostavan i sledi da je

I2 = KΦ(−
ln K
F0

+σ2T
2

σ
√
T

) = KΦ(
− ln K

F0
−σ

2T
2

σ
√
T

) = KΦ(
ln
F0
K
−σ

2T
2

σ
√
T

).

Podintegralnu funkciju iz integrala I1 mo�emo zapisati kao

eσ
√
Tz−σ

2T
2
− z

2

2 = e−
z2−2zσ

√
T+σ2T

2 = e−
(z−σ

√
T )2

2 ,

tako da se I1 mo�e zapisati kao

I1 = F0√
2π

∫∞
ln K
F0

+σ
2T
2

σ
√
T

e−
(z−σ

√
T )2

2 dz.

Smenom

y = z − σ
√
T ,

dy = dz,

z =
ln K
F0

+σ2T
2

σ
√
T
→ y =

ln K
F0
−σ

2T
2

σ
√
T

dobijamo

I1 = F0

∫∞
ln K
F0
−σ2T2

σ
√
T

1√
2π
e−

y2

2 dy

= F0Φ(−
ln K
F0
−σ

2T
2

σ
√
T

)

= F0Φ(
− ln K

F0
+σ2T

2

σ
√
T

)

= F0Φ(
ln
F0
K

+σ2T
2

σ
√
T

).

Oduzima�em integrala I1 i I2 dobijamo I, odnosno matematiqko oqe-
kiva�e sluqajne promen	ive max{Y −K, 0}.
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c = e−rT [F0Φ(d1)−KΦ(d2)],

gde su d1 i d2

d1 =
ln
F0
K

+σ2T
2

σ
√
T

d2 =
ln
F0
K
−σ

2T
2

σ
√
T

,

qime je dokaz teoreme zavrxen. �

Iz formule za put - kol paritet mo�e se na�i cena prodajne opcije
na fjuqerse sa istom poqetnom vrednox�u F0, vremenom do isteka T i
ugovorenom cenom K, tj va�i:

Posledica 3.7.1 Cena prodajne fjuqersne opcije u trenutku 0 sa
ugovorenom cenom K, vremenom do isteka T i bezriziqnom kamatnom
stopom r iznosi:

p = e−rT [KΦ(−d2)− F0Φ(−d1)],

gde su d1 i d2 konstante definisane u formulaciji teoreme 3.7.

Dokaz. Cena prodajne fjuqersne opcije se lako dobija, koriste�i
prethodnu teoremu i put - kol paritet:

c+Ke−rT = p+ F0e
−rT .

Kada izrazimo p i uvrstimo formulu (3.15), dobijamo:

p = e−rT [F0Φ(d1)−KΦ(d2) +K − F0]
= e−rT [K(1− Φ(d2))− F0(1− Φ(d1))]

= e−rT [KΦ(−d2)− F0Φ(−d1)]

�

Primer 6 U ovom primeru odredi�emo cenu evropske prodajne fju-
qersne opcije na robu. Pretpostavimo da je vreme do isteka opcije
4 meseca, trenutna cena fjuqersa je 20 dolara, ugovorena cena je 20
dolara, godix�a bezriziqna kamatna stopa 9% i volatilnost cene
fjuqersa je 25% na godis�em nivou.

Dakle, imamo da je

F0 = 20, K = 20, r = 0.09, T = 4/12, σ = 0.25, ln F0

K
= 0.

d1 =
ln
F0
K

+σ2T
2

σ
√
T

= σ
√
T

2
= 0.07216

d2 =
ln
F0
K
−σ

2T
2

σ
√
T

= −σ
√
T

2
= −0.07216

Φ(−d1) = 0.4712,Φ(−d2) = 0.5288.
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Iz Blek - Xolsove formule sledi da je cena evropske prodajne fjuqer-
sne opcije jednaka

p = e−rT [KΦ(−d2)− F0Φ(−d1)]
p = e−0.09·4/12(20 · 0.5288− 20 · 0.4712) = 1.12.

Za pisa�e ovog poglav	a korix�ena je literatura [3], [5], [4] i [6].



Poglav	e 4

Opcije na forvard ugovore

4.1 Osobine

Forvardne opcije su sliqne fjuqersnim opcijama, osim xto za po-
dlogu imaju forvard. Dakle, realizacijom kupovne (odnosno prodajne)
forvardne opcije vlasnik zauzima dugu (odnosno kratku) poziciju u
forvardu sa ugovorenom cenom koja je jednaka ugovorenoj ceni opcije.
U trenutku realizacije forvardne opcije ne vrxi se nikakva isplata,
ve� se vrxi na datum dospe�a forvarda. Za razliku od fjuqersnih,
forvardnim opcijama se ne trguje na organizovanim tr�ixtima, ve�
na OTC tr�ixtima.1

Primer 7 Evropska kupovna forvardna opcija sa datumom dospe�a u
septembru ima ugovorenu cenu 100 USD i datum dospe�a forvarda je u
decembru. Ukoliko se realizuje, �en vlasnik �e zauzeti dugu poziciju
u forvardu sa ugovorenom cenom 100 USD, xto znaqi da �e morati da
kupi aktivu na koju se forvard odnosi po ugovorenoj ceni od 100 USD.
U julu je na tr�ixtu cena forvarda istog tipa 110 USD. Ukoliko
bi tada vlasnik opcije zauzeo kratku poziciju u forvardu koji je do-
stupan na tr�ixtu, odnosno ukoliko bi pristao da proda aktivu
po ceni od 110 USD, on bi u septembru, ako se opcija bude realizo-
vala, osigurao profit 10 USD jer bi kupio aktivu na koju se forvard
odnosio po ceni od 100 USD a prodao je po ceni 110 USD.

1OTC tr�ixte (engl. Over-The-Counter Market) - tr�ixte na kome uqesnici
trguju izme�u sebe komuniciraju�i preko telefona, elektronske poxte ili dru-
gih platformi. Na OTC tr�ixtima trgovci objav	uju cene po kojim bi kupili
ili prodali odre�enu robu ili finansijski instrument i trgovina mo�e biti
obav	ena bez zna�a drugih uqesnika.

35
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4.2 Vrednost duge pozicije u forvardnoj

opciji na datum dospe�a

Iako su forvardna i fjuqersna cena jednake kada je kamatna stopa
konstantna, cene forvardnih i fjuqersnih opcija se razlikuju zbog
toga xto se razlikuju vrednosti dugih (kratkih) pozicija u forvar-
dima i fjuqersima. Te razlike nastaju zbog toga xto nasuprot for-
vardu kod koga nema protoka kexa do datuma dospe�a, kod fjuqersa se
uskla�uje raqun margina.

Neka je datum dospe�a forvarda u trenutku T1, a datum dospe�a
evropske kupovne forvardne opcije u trenutku T , pri qemu je T1 ≥ T .
Vrednost duge pozicije u toj opciji na datum dospe�a je

max{(FT −K)e−r(T1−T ), 0},

gde je FT forvardna cena na datum dospe�a opcije. Zbog toga, u sluqaju
realizacije opcije, opcija vredi koliko i duga pozicija u forvardu.

Analogno, vrednost duge pozicije u evropskoj prodajnoj forvardnoj
je jednaka:

max{(K − FT )e−r(T1−T ), 0}.

4.3 Gor�e i do�e granice za cene for-

vardnih opcija

Pretpostavi�emo da va�e isti uslovi i oznake kao i za fjuqersne
opcije, osim xto u ovom sluqaju Ft oznaqava cenu forvard ugovora na
koji se opcija odnosi.

Teorema 4.1 Gor�a granica cene evropske kupovne forvardne opcije
je

ct ≤ Fte
−r(T1−t), t ≤ T .

Dokaz. Ako bi va�ilo suprotno, arbitra�er bi:

• zauzeo kratku poziciju u opciji sa datumom dospe�a u trenutku
T ,

• ulo�io sumu Fte
−r(T1−t) na bankovni raqun uz kamatnu stopu r,

• zauzeo dugu poziciju u forvardu istog tipa kao xto je onaj na
koji glasi opcija, ali sa ugovorenom cenom Ft.
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Ako na datum dospe�a opcije va�i FT ≥ K, ona se realizuje i
arbitra�er ima obavezu da zauzme kratku poziciju u forvardu sa ugo-
vorenom cenom K. Vrednost kratke pozicije u toj opciji je −(FT −
K)e−r(T1−T ), a vrednost duge pozicije u forvardu sa ugovorenom ce-
nom Ft je (FT − Ft)e−r(T1−T ), pa zajedno sa sumom Fte

−r(T1−T ) na raqunu,
arbitra�ni porfolio vredi:

−(FT −K)e−r(T1−T ) + (FT − Ft)e−r(T1−T ) + Fte
−r(T1−T ) = Ke−r(T1−T ).

Ako je FT < K, opcija se ne realizuje, tako da je vrednost arbi-
tra�nog portfolija:

(FT − Ft)e−r(T1−T ) + Fte
−r(T1−T ) = FT e

−r(T1−T ).

�

Teorema 4.2 Do�a granica cene evropske kupovne forvardne opcije
ima vrednost:

ct ≥ max{(Ft −K)e−r(T1−t), 0}, t ≤ T. (4.1)

Dokaz. Ako je kupovna opcija na gubitku, tj. ako je Ft < K, tada va�i
nejednakost (3.1). Zbog toga �e u nastavku biti razmatran sluqaj kad
opcija nije na gubitku, tj. kada je Ft ≥ K. Uporedi�emo vrednosti
dva portfolija. Prvi portfolio se sastoji od:

• evropske kupovne frovardne opcije sa datumom dospe�a T ,

• sume Ke−r(T1−t) ulo�ene u banku uz kamatnu stopu r.

Vrednost portfolija u trenutku t je Π1
t = ct +Ke−r(T1−t).

Drugi portfolio se sastoji od:

• iznosa Fte
−r(T1−t) ulo�enog na bankovni raqun uz kamatnu stopu

r,

• duge pozicije u forvardu koji je istog tipa kao forvard na koji
glasi opcija, osim xto je �egova ugovorena cena Ft.

Vrednost drugog porfolija je Π2
t = Fte

−r(T1−t).
Ako na datum dospe�a kupovne opcije va�i da je FT ≥ K, ona se re-

alizuje i vlasnik prvog portfolija zauzima dugu poziciju u forvardu
sa ugovorenom cenom K, pa je vrednost te pozicije (FT −K)e−r(T1−T ).
SumaKe−r(T1−t) ulo�ena u banku posle vremena T vrediKe−r(T1−t)er(T−t)

= Ke−r(T1−T ). Dakle, vrednost prvog portfolija je Π1
T = FT e

−r(T1−T ).
Vrednost sume ulo�ene u banku u drugom portfoliju u trenutku T

je Fte
−r(T1−T ), dok je vrednost duge pozicije u forvardu (FT−Ft)e−r(T1−T ),

tako da je vrednost drugog portfolija Π2
T = FT e

−r(T1−T ).
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Ako je FT < K, kupovna opcija se ne�e realizovati, zbog qega je
vrednost prvog portfolija Π1

T = Ke−r(T1−T ), a drugog Π2
T = FT e

−r(T1−T ),
tako da je prvi portfolio vredniji od drugog.

Na datum dospe�a opcije prvi portfolio vredi bar koliko i drugi,
a mo�e se dokazati da to va�i i u proizvo	nom trenutku t pre da-
tuma dospe�a opcije. Ako se pretpostavi suprotno, da u proizvo	nom
trenutku t < T , va�i:

ct < (Ft −K)e−r(T1−t), (4.2)

arbitra�er mo�e kreirati portfolio koji u trenutku t obezbe�uje
profit Πt = (Ft −K)e−r(T1−t) − ct > 0, na slede�i naqin:

• pozajm	iva�em sume (Ft−K)e−r(T1−T ) iz banke uz kamatnu stopu
r,

• zauzima�em kratke pozicije u forvardu sa ugovorenom cenom Ft,

• zauzima�em duge pozicije u kupovnoj forvardnoj opciji sa ugo-
vorenom cenom K i datumom dospe�a u trenutku T .

Na datum dospe�a opcije, arbitra�er duguje sumu (Ft−K)e−r(T1−T ), dok
je vrednost �egove kratke pozicije u forvardu −(FT − Ft)e−r(T1−T ).

Ako je FT ≥ K, arbitra�er realizuje kupovnu opciju, zauzima dugu
poziciju u forvardu sa ugovorenom cenom K i vrednost te pozicije je
(FT − K)e−r(T1−T ), tako da je vrednost �egovog portfolija na datum
dospe�a opcije:

ΠT = −(Ft −K)e−r(T1−T ) − (FT − Ft)e−r(T1−T ) + (FT −K)e−r(T1−T ) = 0.

Ako je FT < K, ne realizuje se kupovna opcija, pa je vrednost
arbitra�nog portfolija na datum dospe�a opcije:

ΠT = −(Ft −K)e−r(T1−T ) − (FT − Ft)e−r(T1−T ) = (K − FT )e−r(T1−T ) > 0.

Kako pretpostavka (3.2) implicira mogu�nost arbitra�e, odatle
sledi da va�i (3.1). �

Teorema 4.3 Gor�a granica cene evropske prodajne forvardne opcije
je:

pt ≤ Ke−r(T1−t), t ≤ T.

Dokaz. Ako bi va�ilo suprotno, arbitra�er bi:

• zauzeo kratku poziciju u opciji sa datumom dospe�a u trenutku
T ,
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• ulo�io u banku sumu Ke−r(T1−t) uz kamatnu stopu r.

Na datum dospe�a opcije, ako je FT < K, ona se realizuje, arbitraz-
her ima obavezu da zauzme dugu poziciju u forvardu sa ugovorenom
cenom K i vrednost te pozicije je (FT − K)e−r(T1−T ). Zajdno sa su-
mom Ke−r(T1−T ) na bankovnom raqunu, arbitra�ni portfolio vredi
FT e

−r(T1−T ).
Ukoliko je FT ≥ K, opcija se ne realizuje i arbitra�er poseduje

sumu Ke−r(T1−T ). �

Teorema 4.4 Do�a granica cene evropske prodajne forvardne opcije
ima vrednost:

pt ≥ max{(K − Ft)e−r(T1−t), 0}, t ≤ T .

Dokaz je sliqan dokazu prethodne teoreme pa �e biti izostav	en.
Jox jedna razlika izme�u forvardnih i fjuqersnih opcija je ta da

su cene ameriqkih forvardnih opcija jednake cenama odgovaraju�ih
evropskih forvardnih opcija.

Teorema 4.5 Ameriqka kupovna forvardna opcija vredi kao odgova-
raju�a evropska kupovna opcija, tj. Ct = ct, t ≤ T

Ameriqka prodajna forvardna opcija vredi kao odgovaraju�a evrop-
ska prodajna opcija, tj. Pt = pt, t ≤ T

Dokaz. Kako vlasnik ameriqke kupovne opcije ima vixe mogu�nosti
da realizuje opciju u odnosu na vlasnika evroske kupovne opcije, sledi
da je Ct ≥ ct, u svakom trenutku t ≤ T . Na datum dospe�a opcije va�i
da je CT = cT .

Da bi se dokazalo da je Ct ≤ ct, t < T , pretpostavi�emo suprotno,
tj. da va�i Ct > ct za neko t < T . Tada arbitra�er mo�e

• zauzeti kratku poziciju u vrednijoj ameriqkoj opciji,

• zauzeti dugu poziciju u ma�e vrednoj evropskoj opciji,

• raspolagati rizikom u premijama u iznosu Ct − ct.

Ako se ameriqka opcija nije realizovala ranije i ako je na datum
dospe�a opcije FT ≥ K, obe opcije se realizuju i arbitra�er zauzima
suprotne pozicije u forvardima istog tipa, pa je vrednost arbitra�-
nog portfolija jednaka nuli.

Ako je FT < K, opcije se ne realizuju, tako da je vrednost arbi-
tra�nog portfolija ponovo jednaka nuli.

Me�utim, ako je vlasnik ameriqke kupovne opcije odluqio da re-
alizuje opciju u nekom trenutku τ < T , kada je Fτ ≥ K, arbitra�er
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ima obavezu da zauzme kratku poziciju u forvardu sa ugovorenom ce-
nom K. U tom sluqaju na datum dospe�a opcija, za FT ≥ K, realizuje
se evropska kupovna opcija i arbitra�er zauzima dugu poziciju u for-
vardu sa ugovorenom cenom K. Kako on zauzima suprotne pozicije u
forvardima istog tipa, vrednost arbitra�nog portfolija je jednaka
nuli.

Ako je FT < K, evropska kupovna opcija se ne realizuje i vred-
nost arbitra�nog portfolija je jednaka vrednosti kratke pozicije u
forvardu, tj. −(FT − K)e−r(T1−T ) > 0. Imaju�i u vidu da je pret-
postavka Ct > ct dovela do mogu�nosti za arbitra�u, mora va�iti
Ct = ct, t ≤ T .

Jednakost cena ameriqke i evropske prodajne forvardne ocije do-
kazuje se analogno. �

Posledica 4.3.1 Ameriqku kupovnu forvardnu opciju nije optimalno
realizovati pre datuma dospe�a.

Dokaz. Tvr�e�e sledi direktno iz prethodne teoreme. �

Posledica 4.3.2 Granice cene ameriqke kupovne i prodajne forvardne
opcije imaju vrednosti:

max{(Ft −K)e−r(T1−t), 0} ≤ Ct ≤ Fte
−r(T1−t), t ≤ T, (4.3)

max{(K − Ft)e−r(T1−t), 0} ≤ Pt ≤ Ke−r(T1−t), t ≤ T. (4.4)

Dokaz. Nejednakost 4.3 direktno sledi iz Teoreme 4.2 i 4.5, a ana-
logno se dokazuje i 4.4. �

4.4 Put - kol paritet

Put - kol paritet koji uk	uquje zaxtitu duge pozicije u forvardu
zauzima�em duge pozicije u prodajnoj forvardnoj opciji i kratke u
kupovnoj forvardnoj opciji je oblika:

Fte
−r(T1−t) + pt = ct +Ke−r(T1−t), t ≤ T, (4.5)

pri qemu je K ugovorena cena opcija, datum dospe�a opcije je u tre-
nutku T , a datum dospe�a forvarda u trenutku T1, gde je T ≤ T1.

Relacija (4.5) va�i i za ameriqke forvardne opcije jer su �ihove
cene jednake cenama odgovaraju�ih evropskih opcija (Teorema 4.5).

Za pisa�e ovog poglav	a korix�ena je literatura [5], i [4].



Poglav	e 5

Dodatak: Blek - Xolsova

formula u programskom

jeziku R

U ovom poglav	u �emo prikazati kako se mogu odrediti parametri
Blek - Xolsovog modela i izraqunati cena fjuqersne opcije. Kao
primer koristi�emo fjuqersne opcije koje kao podlogu imaju fjuqers
ugovor za kupovinu zlata. Na kraju �emo uporediti stvarnu cenu op-
cije sa onom koju smo dobili iz Blek Xolsovog modela.

Najpre �emo na sajtu [9] prona�i cene fjuqers ugovora na zlato. Te
podatke iskoristi�emo da ocenimo parametar σ u Blek - Xolsovom
modelu.

Volatilnost σ oceni�emo statistiqkim putem na osnovu prethod-
nih vrednosti promena cena fjuqers ugovora i uslova da se promena
cena fjuqersa ponaxa u skladu sa geometrijskim Braunovim kreta-
�em. Evo kako �emo to uraditi: posmatra�emo seriju cena du�ine
n, F0, F1, ...Fn i oznaqi�emo sa Xk = ln Fk

Fk−1
, k = 1, 2, ..n logaritamsku

promenu cena fjuqers ugovora.
Prvo pita�e koje se postav	a je - koliko veliki uzorak odabrati?

Generalno, xto ve�i uzorak, to je ocena preciznija. Me�utim, vola-
tilnost se me�a tokom vremena, tako da podaci o cenama koje su pre-
vixe stare ne�e biti relevantne za predvi�a�e budu�e volatilnosti.
Preporuka data u [3] je da se koristi onaj broj dana na koji �e se pri-
meniti volatilnost, odnosno, ako �e se ocena volatilnosti koristiti
za vrednova�e opcije sa datumom dospe�a kroz dve godine, onda treba
koristiti dnevne cene u prethodne dve godine. Vreme do isteka opcije
qiju vrednost tra�imo je 25 dana, te stoga koristimo cene fjuqers
ugovora od prethodnih 25 dana. Ovaj uzotak promena cena fjuqers
ugovora treba da zadovo	i pretpostavku o normalnoj raspode	enosti
i nezavisnosti.
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Slika 5.1: Promena cena fjuqera

Slika 5.2: Histogram promene cena fjuqera

Na osnovu histograma (Slika 5.2) i p- vrednostiXapiro - Vilk te-
sta (0.5735) mo�emo prihvatiti hipotezu o normalnoj raspode	enosti
uzorka promena cena fjuqers ugovora.

Nekorelisanost uzorka proveravamo na osnovu korelograma (Slika
5.3) i Boks - Pirsonovog testa. S obzirom da je p-vrednost testa 0.9609,
zak	uqujemo da je uzorak nekorelisan.
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Slika 5.3: Korelogram

Poxto smo pokazali da je uzorak iz normalne raspodele sada lako
mo�emo oceniti parametre te raspodele:

X̄n = 1
n

∑n
k=1 Xk; D̄n = 1

n−1

∑n
k=1(Xk − X̄n)2 ≈ σ2

252

Kako su cene fjuqers ugovora bile na dnevnom nivou, a Blek - Xol-
sova formula zahteva vrednost na godix�em nivou, ocenu disperzije
mno�imo sa 252 (jer godina ima pribli�no 252 radna dana). Dakle,
parametar volatilnosti je pribli�no 10.57%.

U Blek - Xolsovoj formuli figurixe i parametar r, odnosno bez-
riziqna kamatna stopa. Ona predstav	a kamatu koju investitor do-
bija nakon odre�enog vremena ako ulo�i u apsolutno bezriziqnu in-
vesticiju. U praksi, bezriziqna kamatna stopa ne postoji jer qak i
najsigurnija investicija sa sobom nosi mali rizik. Zbog toga, kao
ocena bezriziqne kamatne stope mo�e se koristiti kamatna stopa tro-
meseqne blagajniqke novqanice. Za ove novqanice garantuje dr�ava
(Sjedi�ene Ameriqke Dr�ave) i zbog toga se smatraju sigurnom in-
vesticijom. Na sajtu [8] mo�emo prona�i kamatnu stopu blagajniqke
novqanice sa datumom dospe�a kroz 13 nede	a, r = 2.11%.

Sada mo�emo izraqunati cenu fjuqersne kupovne i prodajne opcije
sa datumom dospe�a 25.09.2018 i ugovorenom cenom 1200 USD. Tre-
nutna cena (na dan 31.8.2018) fjuqers ugovora na tr�ixtu je 1200.3
USD.

Koriste�i Blek -Xolsovu formulu i ocene parametara volatilno-
sti i bezriziqne kamatne stope dobijamo da je cena kupovne fjuqersne
opcije jednaka 13.28 USD, a cena prodajne fjuqersne opcije 12.98 USD.

Dobijene podatke �emo uporediti sa stvarnim vrednostima koje se
mogu na�i na [10]. Stvarni podaci govore da je cena kupovne fjuqersne
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opcije sa ugovorenom cenom 1200 USD i datumom dospe�a 25.09.2018
jednaka 12.5 USD, odnosno 10.9 USD za prodajnu fjuqersnu opciju.

Ova razlika u ceni opcije na berzi od one koja se dobije kada se u
Blek - Xolsovu formulu za cenu opcije uvrsti ocena za volatilnost
dobijena na osnovu predistorije procesa znaqi da sama berza drugaqije
oce�uje volatilnost cene. Tu volatilnost nazivamo implicirana vo-
latilnost (engl. implied volatility) - ona vrednost parametra σ koja se
dobije iz Blek - Xolsove formule za poznatu cenu opcije.

Ponovo �emo sa sajta [10] preuzeti cene prodajnih i kupovnih fju-
qersnih opcija sa datumom dospe�a 25.9.2018, koje se odnose na fjuqers
ugovor qija je trenutna cena 1200.3. Za svaku od tih opcija mo�emo
izraquna�emo implicirane volatilnosti i nacrtati grafik zavisno-
sti implicirane volatilnosti od ugovorene cene fjuqersa, odnosno
volatility smile.

Slika 5.4: Volatility smile

Prema Blek - Xolsovom modelu grafik implicirane volatilno-
sti u odnosu na ugovorenu cenu treba da bude prava, odnosno da je
implicirana volatilnost ista za sve opcije koje istiqu na isti dan,
nezavisno od �ihove ugovorene cene. Me�utim, to nije sluqaj u re-
alnom svetu. Volatility smile je poqeo da se pojav	uje na graficima
zavisnosti implicirane volatilnosti i ugovorene cene nakon kraha
berze 1987. godine. Tada su trgovci shvatili da na berzi mo�e do�i
do nepredvi�enih doga�aja i to su uzeli u obzir prilikom odre�iva-
�a cena opcija, dozvolivxi da volatilnost zavisi od ugovorene cene
i vremena dospe�a. Tako�e, iz ovog grafika se mo�e zak	uqiti da se
volatilnost pove�ava kako opcije postaju vixe isplative, tj. ako su u
novcu (engl. in the money) ili neisplative, odnosno van novca (engl.
out of the money).
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5.1 R kod

U nastavku sledi kompletan kod korix�en u prethodnom primeru.

Uqitava�e podataka iz Excel tabele i prav	e�e uzorka koji pred-
stav	a promenu cena fjuqers ugovora:

setwd ( ”C: /Users / Ivana/Desktop/Master rad/GoldFutures ” )
f j u c e r s i <−read . csv ( ”Gold Futures . csv ” )
f j u c e r s i
cene f j u c e r s a <− f j u c e r s i $ Pr i ce
cene f j u c e r s a <−cene f j u c e r s a [ 1 : 2 5 ]
cene f j u c e r s a

promena cena<−f unc t i on ( cene ) {
p<−vec to r ( )
p [ 1 ]<−0
f o r ( i in 2 : l ength ( cene ) ) {

p [ i ]<−l og ( cene [ i ] / cene [ i −1])
}
re turn (p)

}

X<−promena cena ( cene f j u c e r s a )
X

p lo t (X, type=” l ” , xlab = ” i ” , ylab = ”promena cene : X = log (F [ i
] /F [ i −1]) ” )

Provera normalnosti i nekorelisanosti uzorka:

h i s t (X, f r e q = FALSE, ylab = ” gus t ina ” )
shap i ro . t e s t (X)
> shap i ro . t e s t (X)

Shapiro−Wilk normal i ty t e s t

data : X
W = 0.96713 , p−value = 0.5735

> ac f (X)
> Box . t e s t (X, l ag = 5)

Box−Pie r ce t e s t

data : X
X−squared = 1.0205 , df = 5 , p−value = 0.9609

Ocena parametara normalne raspodele:

mi <−mean(X)
mi

ocena d i s p e r z i j e <− f unc t i on (X) {
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n<−l ength (X)
mi<−mean(X)
d i sp<− 1/ (n−1) ∗ sum( (X−mi) ˆ2)

}

sigma<−s q r t (252 ∗ocena d i s p e r z i j e (X) )
sigma

> mi
[ 1 ] 0 .0007723012
> sigma
[ 1 ] 0 .1057545

Blek - Xolsova formula:

K <−1200
F <−cene f j u c e r s a [ 1 ]
T <− 17/252
r <−2 .11 /100

BS <−f unc t i on (F , K, T, r , s i g , t i p op c i j e = ”c” ) {
d1 <− ( l og (F/K)+( s i g ˆ2/ 2) ∗T)/ ( s i g ∗ s q r t (T) )
d2 <− d1− s i g ∗ s q r t (T)
i f ( t i p op c i j e == ”c” ) {

r e z u l t a t <−exp(−r ∗T) ∗ (F∗pnorm(d1 ) − K∗pnorm(d2 ) )
}
i f ( t i p op c i j e == ”p” ) {

r e z u l t a t <−exp(−r ∗T) ∗ (K∗pnorm(−d2 ) − F∗pnorm(−d1 ) )
}
re turn ( r e z u l t a t )

}

c <− BS(F, K, T, r , sigma , ”c” )
p <− BS(F, K, T, r , sigma , ”p” )

> c
[ 1 ] 13 .28251
> p
[ 1 ] 12 .98294

Implicirana volatilnost i volatility smile:

imp l i c i r ana v o l a t i l n o s t <− f unc t i on (F , K, T, r , market , t i p
op c i j e ) {

s i g <− 0 .20
s i g u <− 1
s i g d <− 0 .001
bro jac <− 0
greska <− BS(F, K, T, r , s i g , t i p op c i j e ) − market

#ponavljamo postupak sve dok greska ne postane dovo l jno mala
#i l i dok bro jac ne dodje do 1000
whi l e ( abs ( greska ) > 0.00001 && bro jac < 1000) {

i f ( greska < 0) {
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s i g d <− s i g
s i g <− ( s i g u + s i g ) /2

} e l s e {
s i g u <− s i g
s i g <− ( s i g d + s i g ) /2

}
greska <− BS(F, K, T, r , s i g , t i p op c i j e ) − market
bro jac <− bro jac + 1

}

#ako bro jac dodje do 1000 , vracamo NA
i f ( bro jac == 1000) {

re turn (NA)
} e l s e {

re turn ( s i g )
}

}

op c i j e<−read . csv ( ” Fjucersne op c i j e . csv ” )
op c i j e

imp sigma<−c ( )
f o r ( i in 1 : l ength ( op c i j e $F) ) {

imp sigma [ i ]<−imp l i c i r ana v o l a t i l n o s t ( o p c i j e $F [ i ] , o p c i j e $
ugovorena cena [ i ] , as . numeric ( o p c i j e $T[ i ] ) , r , o p c i j e $ cena
ko l o p c i j e [ i ] , ” c” )

}
imp sigma
mean( imp sigma )

p l o t ( o p c i j e $ugovorena cena , imp sigma∗ 100 , xlab=”ugovorena cena
” , ylab=” imp l i c i r ana v o l a t i l n o s t (%)” , main=” Vo l a t i l i t y smi l e
” )

> mean( imp sigma )
[ 1 ] 0 .03006123
> imp sigma
[ 1 ] 0 .03377009 0.03266233 0.03141955 0.03066318
[ 5 ] 0 .02966408 0.02892355 0.02829988 0.02768883
[ 9 ] 0 .02733252 0.02679610 0.02656742 0.02626486

[ 1 3 ] 0 .02606212 0.02610668 0.02635045 0.02679496
[ 1 7 ] 0 .02748771 0.02828688 0.02954537 0.03090653
[ 2 1 ] 0 .03218328 0.03406838 0.03574125 0.03793351
[ 2 5 ] 0 .04001128
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Zak	uqak

Fjuqersne opcije su opcije qija je podloga fjuqers. Realizacija
kupovne fjuqersne opcije omogu�ava �enom vlasniku zauzima�e duge
pozicije u fjuqersu, a vlasnik dobija sumu koja je jednaka razlici fju-
qersne cene pri posled�em uskla�iva�u raquna margine i ugovorene
cene. Vlasnik realizacijom prodajne opcije zauzima kratku poziciju
u fjuqersu i dobija sumu jednaku razlici ugovorene cene i fjuqersne
cene pri posled�em uskla�iva�u raquna margine. Fjuqersne opcije su
najqex�e ameriqkog tipa, pri qemu je datum dospe�a opcije najqex�e
na, ili nekoliko dana pre prvog dana meseca isporuke fjuqersa.

Ako se datum dospe�a fjuqersa poklapa sa datumom dospe�a opcije,
cene evropske fjuqersne opcije i evropske opcije na aktivu su jednake.
Ova qi�enica se qesto koristi za vrednova�e evropskih opcija na ak-
tivu. Za ameriqke fjuqersne i opcije koje se odnose na aktivu ne va�i
ovaj rezultat jer se u mnogim situacijama fjuqersna opcija realizuje
ranije i vlasniku obezbe�uje ve�i prihod, pa samim tim cena ame-
riqke kupovne fjuqerne opcije je vixa od cene odgovaraju�e ameriqke
kupovne opcije na aktivu, dok je cena ameriqke prodajne fjuqersne
opcije ni�a od ameriqke prodajne opcije na aktivu.

Forvardne opcije su opcije qija je aktiva forvard. Realizacijom
kupovne forvardne opcije vlasnik zauzima dugu poziciju u forvardu
sa ugovorenom cenom koja je jednaka ugovorenoj ceni opcije. Realiza-
cijom prodajne forvardne opcije vlasnik zauzima kratku poziciju u
forvardu sa ugovorenom cenom koja je jednaka ugovorenoj ceni opcije.
Forvard ugovori se sklapaju direktno izme�u dve strane, nema dnev-
nog uskla�iva�a raquna margina kao kod fjuqers ugovora, pa se zbog
toga razlikuju vrednosti dugih i kratkih pozicija u forvardima i
fjuqersima, pa samim tim i vrednosti forvardnih i fjuqersnih op-
cija.

Jednu od najva�nijih formula za vrednova�e opcija izveli su Fi-
xer Blek i Majron Xols 1973. godine, a prvi kompletan dokaz dao je
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Merton. Na osnovu ove formule dolazi se do cene kupovnih i prodaj-
nih fjuqersnih i forvardnih opcija.

Kao xto smo videli na primeru fjuqersnih opcija qija je podloga
fjuqers ugovor na zlato, primenom Blek Xolsovog modela ne�emo do-
biti iste vrednosti cena opcija kao xto su i na berzi. Jedan od
razloga je taj xto berza drugaqije oce�uje volatilnost, dopuxtaju-
�i, pritom, da volatilnost zavisi od ugovorene cene i datuma isteka
fjuqersne opcije. U ovom radu, volatilnost smo ocenili na osnovu
istorijskih podataka o kreta�u cena fjuqers ugovora tokom vremena,
pretpostav	aju�i pritom da je volatilnost konstantna. Postoje i
drugi naqini za oce�iva�e parametra σ kao xto su ARCH i GARCH
modeli koji uzimaju u obzir qi�enicu da volatilnost nije konstantna.
U nekom od narednih istra�iva�a mogli bismo oceniti volatilnost
koriste�i jedan od ova dva modela i videti da li �e se u tom sluqaju
dobiti preciznija cena fjuqersne opcije.
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[5] Jovanović, M., Milošević, M. (2016). Finansijska matematika: udžbenik
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