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Poglav	e 1

Uvod

Pod pojmom kointegracije podrazumeva se stacionarnost linearne
kombinacije individualno nestacionarnih vremenskih serija.

Kako je nestacionarnost svojstvena makroekonomskim vremenskim se-
rijama, one obiqno zahtevaju transformacije kako bi se obezbedila �i-
hova stacionarna reprezentacija. Najqex�e korix�ena je transforma-
cija konaqnim razlikama. Problem je xto korix�e�em prvih razlika
postoji mogu�nost ukla�a�a relevantne dugoroqne ravnote�ne veze iz-
me�u posmatranih serija. Kointegraciona analiza daje mogu�nost da se
oceni dugoroqna veza u sluqaju nestacionarnih vremenskih serija xto
�e biti predmet izuqava�a ovog rada.

Kako je jedna od k	uqnih tema u praktiqnom modelira�u makroe-
konomskih vremenskih serija utvr�iva�e broja jediniqnih korena koje
poseduje posmatrana vremenska serija, na poqetku rada bi�e opisani
Diki-Fuler, Filips-Peron i Kvjatkovski-Filips-Xmit-Xin test je-
diniqnog korena. U nastavku bi�e opisan pojam kointegracije, kao i
data �ena formalna definicija prema Englu i Grejn
eru. Tako�e, bi�e
objax�en model sa korekcijom ravnote�ne grexke.

Zatim �emo istovremeno posmatrati ponaxa�e dve ili vixe vremen-
skih serija. Ci	 nam je da konstruixemo vixedimenzioni model koji
�e opisati kreta�e i me�usobne uticaje posmatranih serija. U ana-
lizi makroekonomskih vektorskih vremenskih serija najzastup	eniji
je autoregresioni model (VAR model). U qetvrtom poglav	u bi�e reqi
o analizi kointegrisanih vremenskih serija sa jediniqnim korenom u
okviru ovog modela.



Poglav	e 2

Testovi jediniqnog korena

Jedna od k	uqnih tema u praktiqnom modelira�u makroekonomskih
vremenskih serija odnosi se na utvr�iva�e broja jediniqnih korena koje
poseduje posmatrana vremenska serija. U ci	u utvr�iva�a da li je vre-
menska serija stacionarna ili ne i ako nije stacionarna koliko je broj
jediniqnih korena koriste se testovi jedniqnog korena.

U prikazu postupka testira�a prisustva jediniqnog korena skoncen-
trisa�emo se na autoregresivne modele. Ovaj izbor modela nije posebno
restriktivan, jer �e ARIMA model uvek imati AR reprezentaciju, ako
je MA polinom invertibilan [5].

Postoji veliki broj razliqitih testova jediniqnog korena. Prvi od
�ih definisali su Diki i Fuler (engl. Dickey-Fuller) [2]. U nastavku
�e pored Diki-Fulerovog testa biti opisani i PP i KPSS testovi je-
diniqnog korena.

2.1 Diki-Fulerov test

Ovaj test je dobio ime po svojim autorima. Jedan je od najqex�e
korix�enih i kra�e se naziva DF test.

Pretpostavimo da je vremenska serija Xt generisana AR(1) modelom:

(1− αB)Xt = et, (2.1)

gde B predstav	a operator doc�e prvog reda koji je definisan sa:

BXt = Xt−1,

odnosno B je operator koji teku�u opservaciju vremenske serije pomera
jedan period unazad (u proxlost).
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Kako je (1−αB) = [(1−B)+(1−α)B], jednaqinu 2.1 pixemo u obliku

(1−B)Xt + (1− α)Xt−1 = et,

odnosno
∆Xt = (α− 1)Xt−1 + et, (2.2)

gde je ∆Xt = (1 − B)Xt. Priroda kreta�a Xt zavisi od vrednosti pa-
rametra α: za α < 1, Xt sledi stacionarnu puta�u; dok za α = 1, Xt

poseduje jediniqni koren. Testiramo pretpostavku o nestacionarnosti
protiv alternativne da je posmatrani proces stacionaran. Ovo tvr�e�e
se mo�e predstaviti slede�im hipotezama:

H0 : α = 1 (Xt poseduje jedan jediniqni koren)

H1 : α < 1 (Xt je stacionarna vremenska serija).

Nultu hipotezu proveravamo uz pomo� test statistike koja se raquna
na osnovu podataka iz uzorka obima T : X1, X2, ..., XT . Prvi korak je
izraqunava�e parametra α primenom metode najma�ih kvadrata. Ova
metoda minimizira rezidualnu sumu kvadrata, gde su reziduali dati
sa:

et = Xt − α̂Xt−1, t = 2, 3, ..., T

pri qemu je sa α̂ oznaqena oce�ena vrednost parametra α. Minimum �e
biti u taqki gde je prvi izvod jednak 0, a drugi izvod pozitivan. Dakle,
rezidualnu sumu kvadrata:

T∑
t=2

e2t =
T∑
t=2

(Xt − α̂Xt−1)
2

minimiziramo rexava�em slede�e jednaqine:

∂

∂α̂

( T∑
t=2

e2t

)
= 0.

Kako je

∂

∂α̂

( T∑
t=2

e2t

)
=

∂

∂α̂

( T∑
t=2

(Xt − α̂Xt−1)
2
)

=
T∑
t=2

2(Xt − α̂Xt−1)(−Xt−1)

= 2
( T∑
t=2

(−XtXt−1) + α̂
T∑
t=2

X2
t−1

)
,

sledi da je ocena parametra α jednaka:
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α̂ =

T∑
t=2

XtXt−1

T∑
t=2

X2
t−1

.

Kako je
∂2

∂2α̂

( T∑
t=2

e2t

)
=

T∑
t=2

X2
t−1 > 0, ocena α̂ nepoznatog parametra α je

ocena dobijena metodom najma�ih kvadrata.

Slede�i korak je izraqunava�e standardne grexke ocene α̂, s(α̂) na
slede�i naqin [8]:

s(α̂) =

√√√√√ s2

T∑
t=2

X2
t−1

,

gde je s2 ocena disperzije σ2:

s2 =

T∑
t=2

X2
t − α̂

T∑
t=2

XtXt−1

(T − 1)− 1
.

Ukoliko se ocena α̂ ne razlikuje mnogo od 1, mo�e se zak	uqiti da
je nulta hipoteza taqna. Na osnovu toga mo�emo obrazovati test stati-

stiku oblika
α̂− 1

s(α̂)
. Od toga da li serija ima jediniqni koren ili ne

zavisi i raspodela ove test statistike. Pod pretpostavkom da je α̂ ocena
parametra standardnog linearnog regresionog modela, ova test stati-
stika bi imala t-raspodelu. Nasuprot tome, ako serija ima jediniqni
koren, tada ocena α̂ nema normalnu raspodelu, pa ni test statistika
nema t-raspodelu [8].

Da test statistika ne pripada klasi poznatih teorijskih raspodela,
tj. da ima nestandardnu raspodelu, prvi su pokazali Diki i Fuler. Ova
raspodela se oznaqava kao τ -raspodela ili raspodela DF testa jediniq-
nog korena.

Diki i Fuler su primenom metoda simulacije odredili kritiqne
vrednosti za uzorke razliqitog obima. Kritiqna vrednost τ k se mo�e
odrediti za svaki obim uzorka upotrebom formule. Za nivo znaqajnosti
5% glasi:

τ k = −1.9393−
0.398

T
.
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Zatim se odre�uje da li se nulta hipoteza prihvata ili odbija. Na-
ime, ako je izraqunata vrednost test statistike ve�a od kritiqne vred-
nosti, hipoteza H0 se odbacuje i zak	uqujemo da je serija stacionarna.
U suprotnom, nultu hipotezu prihvatamo i zak	uqujemo da serija ima
bar jedan jediniqni koren.

Ako u regresioni model 2.2 uvedemo dodatni parametar (konstantu),
dobi�emo slede�i model:

∆Xt = β0 + (α− 1)Xt−1 + et, (2.3)

na osnovu koga testiramo nultu hipotezu o postoja�u jediniqnog korena,
ali, za razliku od modela 2.2, sada alternativnom hipotezom pretpo-
stav	amo za posmatrani proces da predstav	a proces sluqajnog hoda sa
konstantom.

Naredna modifikacija modela 2.3 sastoji se u uvo�e�u linearnog
trenda xto nam omogu�ava da iska�emo alternativnu hipotezu o trend
stacionarnosti posmatrane vremenske serije. Nulta hipoteza o dife-
rencnoj stacionarnosti protiv alternativne hipoteze o trend stacio-
narnosti testira se na osnovu modela:

∆Xt = β0 + β1t+ (α− 1)Xt−1 + et. (2.4)

U primeni Diki-Fulerovog testa pretpostav	amo da je serija reziduala
oce�enih modela 2.2 - 2.4 proces belog xuma, xto kod ve�ine vremen-
skih serija nije ispu�eno. Prema predlo�enoj korekciji tih modela
dodaju se vrednosti zavisne promen	ive sa doc�om, odnosno qlanovi
∆Xt−i, i = 1, 2, ..., p. Na ovaj naqin se prevazilazi postoja�e autokore-
lacije u polaznom AR(1) modelu. Ovim je omogu�eno definisa�e pro-
xirenog Diki-Fulerovog testa (engl. Augmented Dickey-Fuller). Odgo-
varaju�u statistiku oznaqavamo kao ADF(p) statistiku. Dakle uz sve
navedene modifikacije preporuquje se da se pri testira�u postoja�a
jediniqnog korena koristi model:

∆Xt = β0 + β1t+ (α− 1)Xt−i +

p∑
i=1

λi∆Xt−i + et. (2.5)

gde p predstav	a broj zavisnih promen	ivih sa doc�om. Veliqinu p
odre�ujemo tako da serija reziduala oce�enog modela predstav	a proces
belog xuma.

Ukoliko na osnovu modela 2.5 odbacimo hipotezu o postoja�u jedi-
niqnog korena, odnosno konstatujemo da serija nije diferencno stacio-
narna, tada je mogu�e da je vremenska serija trend stacionarna. Za sve
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navedene modifikacije u tabeli 2.1 nalaze se kritiqne vrednosti Diki-
Fulerovih statistika. Zatim, ako za originalnu vremensku seriju na
osnovu Diki-Fulerove statistike ne odbacimo nultu hipotezu o posto-
ja�u jediniqnog korena, testira se prisustvo drugog jediniqnog korena
korix�e�em modela 2.5, ali sada za prvu razliku vremenske serije. U
tom sluqaju poredimo standardnu grexku koeficijenata uz ∆Xt−1, pri
qemu zavisna promen	iva u modelu 2.5 postaje ∆2Xt.

Pored izlo�enih testova jediniqnog korena zasnovanih na "t-odnosu",
Diki i Fuler su definisali i tri statistike zasnovane na principu
koliqnika verodostojnosti. Ako pretpostavimo da vremenskoj seriji Xt

odgovara model 2.3 tada nultu hipotezu da je (β0, α) = (0, 1), protiv al-
ternativne da nulta hipoteza nije taqna, testiramo korix�e�em stati-
stike koliqnika verodostojnosti koja se naziva Φ1 statistika. Kao xto
su pokazali Diki i Fuler ova statistika nema standardnu F -raspodelu.
Kritiqne vrednosti ove i ostalih statistika Φ testova date su u tabeli
2.2.

Na osnovu modela 2.4 testiramo nultu hipotezu (β0, β1, α) = (0, 0, 1),
protiv alternativne da nulta hipoteza nije taqna. Osnovu testa nave-
dene hipoteze predstav	a statistika koliqnika verodostojnosti koji se
naziva Φ2 statistika. Model dat izrazom 2.5 koristimo i za testira-
�e nulte hipoteze (β0, β1, α) = (β0, 0, 1), protiv alternativne da nulta
hipoteza nije taqna. Osnovu ovog testa tako�e predstav	a statistika
koliqnika verodostojnosti koja se naziva Φ3 statistika. U ovom slu-
qaju prema nultoj hipotezi pretpostav	a se da postoji jedan jediniqni
koren, odnosno da vremenskoj seriji odgovara model sluqajnog hoda sa
konstantom. Tek ako se na osnovu Φ3 statistike utvrdi odsustvo line-
arnog trenda, kao polazni koristi se model 2.3.

U slede�oj tabeli rezimira�emo tri tipa DF testa jediniqnog ko-
rena

DF test-statistika E(Xt) Model koji se oce�uje

τ 0 ∆Xt = (α− 1)Xt−1 + et
τµ µ ∆Xt = β0 + (α− 1)Xt−1 + et
τt µ+ bt ∆Xt = β0 + β1t+ (α− 1)Xt−1 + et

Algoritam testira�a mo�emo sumirati narednim koracima:

• I korak. Prime�uje se τt statistika:

{ τt > τ kt ⇒ Postoji bar jedan jediniqni koren

{ τt < τ kt ⇒ Serija je trend-stacionarna
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• Ako je τt > τ kt prelazimo na II korak: Da li u seriji postoji
konstantni prirast?

{ Φ test: Da li je sred�a vrednost ∆Xt razliqita od nule?
II.1. DA: Serija ima jedan jediniqni koren sa prirastom.
II.2. NE: Ponav	amo testira�e, ali prema τµ

• III korak.
Iz II.1. Da li postoji drugi jediniqni koren?
Iz II.2. Da li serija ima jedan jediniqni koren, ali bez konstant-
nog prirasta?

2.2 PP test

Filips-Peron (engl. Phillips-Perron) ili kra�e PP test je izvestan
vid korekcije DF testa, stoga je definisan za iste hipoteze kao i kod
DF testa. Test statistika je postav	ena tako da predstav	a modifi-
kaciju DF statistike sa ci	em pove�a�a pouzdanosti testira�a kada
u regresionom modelu postoji autokorelacija i kada je potrebno voditi
raquna o prisustvu deterministiqke komponente [8]. PP test statistika
se definixe na slede�i naqin:

Zt =
s

s∞
τt − 0.5

(
s2∞ − s2

s2∞

)(
Ts(α̂)

s2

)
.

Sa s2 i s2∞ oznaqene su redom obiqna i dugoroqna ocena disperzije slu-
qajne grexke modela [8], dok s(α̂) predstav	a standardnu grexku ocene
α̂ u modelu:

∆Xt = β0 + β1t+ αXt−1 + et,

a τt DF statistiku za isti model. Kada va�i nulta hipoteza statistika
Zt ima raspodelu koja je asimptotski identiqna raspodeli DF testa, pa
se koristi isti skup kritiqnih vrednosti.

2.3 KPSS test

Kvjatkovski-Filips-Xmit-Xin (engl. Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-
Shin) test poznat je pod nazivom KPSS test jediniqnog korena i zasniva
se na potpuno drugaqijem pristupu od DF testa. Posmatrajmo model:

Xt = X0 + βt+ et, t = 1, 2, ..., T (2.6)
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i pretpostavimo da et poseduje jedan jediniqni koren:

et = et−1 + vt, e0 = 0, (2.7)

tako da je sada vt proces beli xum sa sred�om vrednox�u 0 i disperzijom
σ2
v . Ako se 2.7 zameni u 2.6 u dobija se slede�e:

Xt = X0 + βt+ et

= X0 + βt+ et−1 + vt

= X0 + βt+ et−2 + vt + vt−1

= ...

= X0 + βt+
t∑

j=1

vj,

gde je t = 1, 2, ...

Ono od qega �e zavisiti stacionarnost serije jeste suma sluqajnih

grexaka
t∑

j=1

vj. Serija �e biti stacionarna jedino onda kada je disper-

zija sluqajne veliqine vj jednaka nuli. U sluqaju da su u pita�u slu-
qajne komponente sa disperzijom koja je razliqita od nule, tada �e po-
smatrana vremenska serija posedovati jediniqni koren, jer je dobijena
sabira�em stacionarnih sluqajnih promen	ivih. Iz ovih zak	uqaka
formiramo hipoteze KSPP testa:

H0 : σ2
v = 0, odnosno Xt je stacionarna vremenska serija

H1 : σ2
v > 0, odnosno Xt ima jedan jediniqni koren.

Dakle, ovaj test se svodi na testira�e da li je disperzija sluqajne
komponente vt jednaka ili ve�a od nule, stoga se u osnovi test-statistike
nalazi ocena disperzije. Reziduale êt dobijamo kada metodom najma�eg
kvadrata ocenimo parametar β iz relacije 2.6, a potom i parcijalne sume

reziduala St =
t∑
i=1

êi, t = 1, 2, ...T. Zatim se formira veliqina
T∑
t=1

S2
t koja

se normira ocenom dugoroqne disperzije s2∞ sluqajne komponente
t∑

j=1

vj.

Odavde izvodimo KSPP statistiku koja ima slede�i oblik:

KPSS =

1

T 2

T∑
t=1

S2
t

s2∞
.
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Veliqina s2∞ predstav	a �ui-Vestovu ocenu dugoroqne disperzije [8]

σ2
∞ = lim

T→∞
T−1D

( T∑
t=1

vt

)
,

koja se dobija na slede�i naqin:

s2∞ =
1

T

T∑
t=1

ê2t + 2
L∑
t=1

wj

( 1

T

T∑
t=j+1

êtêt−j

)

=

T∑
t=1

ê2t

T

(
1 + 2w1

T∑
t=2

êtêt−j

T∑
t=1

ê2t

+ ...+ 2wL

T∑
t=L+1

êtêt−L

T∑
t=1

ê2t

)
.

U pita�u je uobiqajena ocena disperzije sluqajne grexke modela, s2 =
T∑
t=1

ê2t/T , koja se mno�i datim elementom u zagradi da bi se uk	uqila

informacija o autokorelisanosti podataka. Parametar L bira se na

slede�i naqin: L =
[
4
( T

100

)1/4]
[8]. Veliqina wj je Bartletov (trouga-

oni) prozor doc�e i definixe se kao wj = 1 −
j

L+ 1
, j = 1, ..., L i 0 za

ostale do�e. Na ovaj naqin se pretpostav	a da autokorelacija linearno
opada tokom vremena i da ne postoji za doc�e strogo ve�e od L.
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2.4 Statistiqke tablice za testove jedi-

niqnog korena

Tabela 2.1: Kritiqne vrednosti Diki-Fulerovih τ statistika

N Model Nivo znaqajnosti β∞ Ocena
grexke

β1 β2

Bez konstante
1% -2.5658 0.0023 -1.960 -10.04
5% -1.9393 0.0008 -1.398 0.001
10% -1.6156 0.0007 -1.181 0.00

Bez trenda
1% -3.4335 0.0024 -5.999 -29.25
5% -2.8621 0.0011 -2.738 -8.361
10% -2.5671 0.0009 -1.438 -4.48

Sa trendom
1% -3.9638 0.0019 -8.535 -47.44
5% -3.4126 0.0012 -4.039 -17.831
10% -3.1279 0.0009 -2.418 -7.58

Bez trenda
1% -3.9001 0.0022 -10.534 -30.03
5% -3.3377 0.0012 -5.967 -8.982
10% -3.0462 0.0009 -4.069 -5.73

Sa trendom
1% -4.3266 0.0022 -15.531 -34.03
5% -3.7809 0.0013 -9.421 -15.062
10% -3.4849 0.0009 -7.203 -4.01

Bez trenda
1% -4.2981 0.0023 -13.79 -46.37
5% -3.7429 0.0012 -8.352 -13.413
10% -3.4518 0.0010 -6.241 -2.79

Sa trendom
1% -4.6676 0.0022 -18.492 -49.35
5% -4.1193 0.0011 -12.024 -13.133
10% -3.8344 0.0009 -9.188 -4.85

Bez trenda
1% -4.6493 0.0023 -17.188 -59.20
5% -4.1000 0.0012 -10.745 -21.574
10% -3.8110 0.0009 -8.317 -5.19

Sa trendom
1% -4.9695 0.0021 -22.504 -50.22
5% -4.4294 0.0012 -14.501 -19.544
10% -4.1474 0.0010 -11.165 -9.88
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N Model Nivo znaqajnosti β∞ Ocena
grexke

β1 β2

Bez trenda
1% -4.9587 0.0026 -22.140 -37.29
5% -4.4185 0.0013 -13.641 -21.165
10% -4.1327 0.0009 -10.638 -5.48

Sa trendom
1% -5.2497 0.0024 -26.606 -49.56
5% -4.7154 0.0013 -17.432 -16.505
10% -4.4345 0.0010 -13.654 -5.77

Bez trenda
1% -5.2400 0.0029 -26.278 -41.65
5% -4.7048 0.0018 -17.120 -11.176
10% -4.4242 0.0010 -13.345 0.00

Sa trendom
1% -5.5127 0.0033 -30.735 -52.50
5% -4.9767 0.0017 -20.833 -9.056
10% -4.6999 0.0011 -16.445 0.00

Vrednosti iz tabele preuzete su sa [7].

Za ma koju veliqinu uzorka (n) oce�ena kritiqna vrednost testa se
raquna na slede�i naqin: β∞+ β1

n
+ β2

n2 . N predstav	a broj I(1) serija za
koje se testira nulta hipoteza da nisu kointegrisane, a β∞ predstav	a
asimptotsku kritiqnu vrednost sa standardnom grexkom ocene u nared-
noj koloni.

Tabela 2.2: Kritiqne vrednosti Diki-Fulerovih Φ statistika

Veliqina Φ1 Φ2 Φ3

uzorka 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

25 4.12 5.18 7.88 4.67 5.68 8.21 5.91 7.24 10.61
50 3.94 4.86 7.06 4.31 5.13 7.02 5.61 6.73 9.31
100 3.86 4.71 6.70 4.16 4.88 6.50 5.47 6.49 8.73
250 3.81 4.63 6.52 4.07 4.75 6.22 5.39 6.34 8.43
500 3.79 4.61 6.47 4.05 4.71 6.15 5.36 6.30 8.34
∞ 3.78 4.59 6.43 4.03 4.68 6.09 5.34 6.25 8.27

Vrednosti iz tabele preuzete su sa [2].

Za pisa�e ovog poglav	a korix�ena je literatura: [2], [5], [7] i [8].



Poglav	e 3

Kointegracija

3.1 Linearna regresija kod vremenskih se-

rija sa jediniqnim korenom

Jedna od pretpostavki klasiqnog linearnog regresionog modela od-
nosi se na svojstvo objax�avaju�ih promen	ivih da uzimaju fiksirane
vrednosti iz ponov	enih uzoraka. Disperzija objax�avaju�ih promen-
	ivih je nula jer one nisu sluqajne promen	ive. U sluqaju da je pome-
nuta pretpostavka netaqna ne mo�e se dokazati da se metodom najma�ih
kvadrata dobijaju konzistentne ocene [8].

Ako objax�avaju�a promen	iva ima jediniqni koren, nije stacio-
narna, onda �ena disperzija raste tokom vremena i takva promen	iva
ne uzima fiksirane vrednosti iz ponov	enih uzoraka. Odavde sledi
da se klasiqni linearni regresioni modeli ne mogu koristiti pri izu-
qava�u me�usobne zavisnosti nestacionarnih vremenskih serija. Jedan
od naqina oce�iva�a zavisnosti izme�u nestacionarnih vremenskih se-
rija je �ihova transformacija tako da se dobiju stacionarne vremenske
serije. U tu svrhu se najqex�e koriste konaqne razlike vremenskih se-
rija.

Neka su Yt i Xt vremenske serije sa jednim jediniqnim korenom, po-
smatrajmo model oblika:

Yt = α + βXt + γXt−1 + δYt−1 + et.

Ako je |δ| < 1 model je stabilan i posti�e se dugoroqna ravnote�a, pa
je Yt = Yt−1 = Y ′, Xt = Xt−1 = X ′. Posmatramo slede�i model:

Y ′ = α∗ + β∗X ′,



13 POGLAV�E 3. KOINTEGRACIJA

gde je α∗ =
α

1− δ
i β∗ =

β + γ

1− δ
. Koeficijent β∗ meri dugoroqni uticaj

promen	ive Xt. Ako me�utim koristimo model sa prvim razlikama

∆Yt = β∆Xt + γ∆Xt−1 + δ∆Yt−1 + εt,

dobijamo da je ∆Yt = ∆Yt−1 = ∆Xt = ∆Xt−1 = 0, pa se nixta ne mo�e
zak	uqiti o dugoroqnoj povezanosti Yt i Xt. U sluqaju nestacionarnih
vremenskih serija ocena dugoroqne ravnote�ne veze mo�e se razmatrati
isk	uqivo na osnovu koncepta kointegracije, o qemu �e biti reqi u
nastavku rada.

3.2 Definicija kointegracije

Pod pojmom kointegracije podrazumeva se stacionarnost linearne
kombinacije individualno nestacionarnih vremenskih serija. Pretpo-
stavimo da postoje dve makroekonomske vremenske serije, od kojih svaka
poseduje sopstveni stohastiqki trend, ali se serije ne oda	avaju mnogo
jedna od druge. Prema tome, mogu�e su situacije u kojima zajedniqko
kreta�e nestacionarnih serija poprima stacionarni karakter. U na-
stavku je data formalna definicija pojma kointegracije prema Engleu
i Grejn
eru (1987).

Definicija 3.2.1 Ka�emo da je vremenska serija integrisana reda
d ako ima d jediničnih korena. Odnosno, red integrisanost odgovara
broju prime�enih konaqnih razlika da bi se obezbedila stacionarna
reprezentacija vremenske serije.

Definicija 3.2.2 Za dve vremenske serije Xt i Yt ka�emo da su ko-
integrisane reda (d, b), gde je d ≥ b > 0 (oznaka: Xt, Yt ∼ CI(d, b)) ako je
red integrisanosti obe serije jednak d i postoji netrivijalna line-
arna kombinacija ovih serija Zt = α1Xt+α2Yt, qiji je red integrisano-
sti (d−b). Vektor koeficijenata linearne kombinacije [α1, α2] naziva
se vektor kointegracionih koeficijenata. Uopxte�e na sluqaj vixe
vremenskih serija je direktno, pri qemu vixe ne va�i zahtev da svaka
serija mora biti istog reda integrisanosti.



14 POGLAV�E 3. KOINTEGRACIJA

Na slici ispod su predstav	ena dva para nestacionarnih vremen-
skih serija. Serije na levoj slici se tokom vremena uda	avaju jedna
od druge, odnosno nemamo utisak da �ihova razlika predstav	a staci-
onarnu seriju. S druge strane, kreta�e dve vremenske serije na slici
desno je uskla�eno tokom vremena pa se mo�e pretpostaviti da su serije
kointegrisane.

Slika 3.1: Dve nestacionarne vremenske serije: nekointegrisane (levo),
kointegrisane (desno)

3.3 Model sa korekcijom ravnote�ne grexke

U modelira�u makroekonomskih vremenskih serija znaqajno mesto
zauzima model sa korekcijom ravnote�ne grexke (engl. error correction
model). Model �emo prvo objasniti na primeru me�uzavisnosti izme�u
vremenskih serija Yt i Xt qija je ravnote�na relacija Yt = β0 + βXt.

Model sa korekcijom ravnote�ne grexke ima slede�i oblik:

∆Yt = γ0(Yt−1 − β0 − βXt−1) +
k∑
i=1

γ1i∆Yt−i +
k∑
i=1

γ2i∆Xt−i + et,

gde su γ0, γ11, ..., γ1k, γ21, ..., γ2k parametri a et sluqajna grexka, pri qemu
va�i da je γ0 < 0.

K	uqni deo modela je (Yt−1 − β0 − βXt−1), odnosno odstupa�e Yt od
ravnote�nog nivoa Yt = β0+βXt do kojeg je doxlo u periodu t−1. Upravo
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zbog toga se dati element naziva ravnote�na grexka. U nastavku modela
promena Yt, ∆Yt, tokom perioda t modelira se na osnovu informacije
kolika ravnote�na grexka je naprav	ena u periodu t− 1.

Pretpostavimo da zavisna promen	iva raste br�e nego xto je to u
saglasnosti sa ravnote�nom relacijom. To ima za posledicu da �e Yt−1
"odlutati"iznad ravnote�ne puta�e, pa �e vrednost izraza (Yt−1−β0−
βXt−1) biti pozitivna. Me�utim, kako je γ0 < 0, do�i �e na kratak rok
do uspore�a rasta zavisne promen	ive, xto �e dovesti do toga da se Yt
vrati na dugoroqnu puta�u. Sliqno, ako zavisna promen	iva opadne
ispod nivoa koji predvi�a ravnote�na relacija, pa �e vrednost izraza
(Yt−1 − β0 − βXt−1) biti negativna. Me�utim, Yt �e se vratiti na dugo-
roqnu puta�u zbog negativnog znaka parametra γ0. Odavde je jasno da
ravnote�na grexka ima korektivnu ulogu. Parametar γ0 se jox naziva
i koeficijent prilago�ava�a, jer pokazuje koliki deo promene Yt se
uskla�uje u svakom periodu prema puta�i dugoroqne ravnote�ne veze.

Promen	ive ∆Yt−1,∆Yt−2, ...,∆Yt−k, ∆Xt−1,∆Xt−2, ...,∆Xt−k se kori-
ste za opisiva�e takozvane kratkoroqne dinamike. Broj ovih promen-
	ivih zavisi od strukture korelacije poqetnih vremenskih serija.

Uoqavamo da su u modelu uk	uqene promen	ive nivoa (Yt−1 i Xt−1) i
prvih razlika. Pretpostavimo da su Yt i Xt prvog reda integrisanosti,
tj. Xt ∼ I(1) i Yt ∼ I(1) , tada su i ∆Yt i ∆Xt stacionarne serije,
tj. ∆Xt ∼ I(0) i ∆Yt ∼ I(0). Tada jedinu nestacionarnu komponentu u
modelu predstav	a promen	iva (Yt−1 − β0 − βXt−1). Da bi va�io znak
jednakosti u smislu nivoa integrisanosti leve i desne strane, potrebno
je da linearna kombinacija bude stacionarna, a time i vremenske serije
Yt i Xt kointegrisane.

Izme�u modela sa korekcijom ravnote�ne grexke i kointegracije po-
stoji jaka veza pa va�i da ako su vremenske serije kointegrisane onda se
uvek mogu predstaviti pomo�u ovog modela, ali i obrnuto, odnosno ako
se jedna od vremenskih serija mo�e opisati pomo�u modela sa korekci-
jom ravnote�ne grexke onda su one kointegrisane. Ova veza predstav	a
fundamentalni rezultat Grejn
er-Johansenove teoreme reprezentacije.
Prema ovoj teoremi model sa korekcijom ravnote�ne grexke sadr�i in-
formacije o nivou vremenskih serija, qak i ako su one nestacionarne.
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3.4 Test kointegracije

Na osnovu objax�e�a modela sa korekcijom ravnote�ne grexke name-
�e se postupak provere kointegrisanosti vremenskih serija.

U nastavku �e biti izlo�en postupak testira�a kointegracije i oce-
�iva�a modela sa korekcijom ravnote�ne grexke koji su osmislili En-
gel i Grejn
er. Dati test podrazumeva da posmatrane vremenske serije
obrazuju samo jednu ravnote�nu relaciju. Ova pretpostavka je u opx-
tem sluqaju taqna samo kada su u pita�u dve vremenske serije. Me�utim,
ako se radi o skupu ve�eg broja nestacionarnih vremenskih serija one
mogu obrazovati vixe ravnote�nih relacija. U tom sluqaju postupak
testira�a je drugaqiji.

Pretpostavimo da �elimo da ispitamo da li su vremenske serije,
Xt i Yt, kointegrisane. Najpre je potrebno proveriti da li je ispu�en
preduslov za postoja�e kointegracione relacije, odnosno da li su serije
I(1) ili I(0) procesi. To proveravamo nekim od testova jediniqnih
korena opisanih u drugom poglav	u. Ako su obe serije I(1) procesi,
onda ima smisla testirati da li su serije kointegrisane. Da bi se to
proverilo, oce�uje se dugoroqna veza me�u �ima:

Yt = β0 + βXt + et.

Metodom najma�ih kvadrata najpre se dobijaju ocene parametara, a za-
tim serija reziduala, kao razlika izme�u stvarnih i podataka oce�enih
modelom. Vremenske serije su kointegrisane ako neobjax�eni deo kre-
ta�a Yt predstav	a stacionarnu komponentu. Ta komponenta je serija
reziduala rt.

Dakle, ako je rt stacionarno, vremenske serije Xt i Yt su kointe-
grisane, dok ako je rt nestacionarno, ove vremenske serije nisu koin-
tegrisane. Otuda zak	uqujemo da se test kointegracije svodi na test
jediniqnog korena serije reziduala rt. Odnosno, testiramo nultu hipo-
tezu da je rt ∼ I(1), protiv alternativne hipoteze da je rt ∼ I(0). Kako
su obe serije Xt i Yt I(1) procesi, hipoteza H0 znaqi da serije nisu
kointegrisane. S druge strane, ako su reziduali modela stacionarni,
tada �e Xt i Yt biti kointegrisane.

Diki-Fulerov ili proxireni Diki-Fulerov test se mogu koristiti
za testira�e stacionarnosti serije reziduala. Kritiqne vrednosti
proxirenog Diki-Fulerovog testa odre�ujemo na osnovu podataka iz ta-
bele 2.1, pri qemu vodimo raquna o broju vremenskih serija (vrednost
N u tabeli 2.1) izme�u kojih ispitujemo postoja�e kointegracione veze
kao i da li kointegraciona jednaqina sadr�i kao deterministiqke kom-
ponente samo konstantu ili konstantu i trend.
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Ako do�emo do zak	uqka da su date vremenske serije kointegrisane,
onda se odgovaraju�e ocene dobijene metodom obiqnih najma�ih kvadrata
mogu smatrati ocenama parametara dugoroqne ravnote�ne veze.

Stacionarni reziduali predstav	aju ravnote�nu grexku koja se ko-
risti za formulaciju modela sa korekcijom ravnote�ne grexke:

∆Yt = γ0rt−1 +
k∑
i=1

γ1i∆Yt−i +
k∑
i=1

γ2i∆Xt−i + et.

Ova jednaqina se mo�e oceniti primenom metoda najma�ih kvadrata,
jer su sve �ene promen	ive stacionarne.

Za pisa�e ovog poglav	a korix�ena je literatura: [3], [5] i [8].



Poglav	e 4

Kointegracija u VAR modelu

U ovom poglav	u istovremeno posmatramo ponaxa�e dve ili vixe
vremenskih serija. Ci	 nam je da konstruixemo vixedimenzioni model
koji �e opisati kreta�e i me�usobne uticaje posmatranih serija. Zato
najpre uvodimo pojam vektorske vremenske serije.

Definicija 4.0.1 Vektorska vremenska serija Xt definixe se na sle-
de�i naqin:

Xt =


X1t

X2t
...

Xmt

, t = 1, 2, ...

U ovom vektoru dimenzije m × 1 komponente su vremenske serije X1t,
X2t, ..., Xmt.

U analizi makroekonomskih vektorskih vremenskih serija najzastu-
p	eniji je autoregresioni model (VAR model). Ovaj model omogu�ava
modelira�e svake promen	ive prema sopstvenim prethodnim vredno-
stima, kao i prethodnim vrednostima ostalih promen	ivih u sistemu.

U ovom poglav	u bi�e reqi o analizi kointegrisanih vremenskih
serija sa jediniqnim korenom u okviru VAR modela.

Definicija 4.0.2 VAR model vektorske vremenske serije Xt, dimen-
zije m i reda k ima slede�i oblik:

Xt = Ψ1Xt−1 + Ψ2Xt−2 + ...+ ΨkXt−k + εt.

U prethodnom modelu parametri Ψ1,Ψ2, ...,Ψk su matrice dimenzije
m×m. Sluqajna grexka modela je εt koji je vektorski sluqajni proces
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beli xum dimenzije m × 1 i koji predstav	a nekorelisane vremenske
serije qija je sred�a vrednost 0, a disperzija konaqna. Va�i slede�e:

E(εtε
′

t−k) =

{
Σ, k = 0

1, k 6= 0
(4.1)

gde je sa Σ oznaqena kovarijaciona matrica procesa.

4.1 Kointegracija u VAR modelu

Posmatrajmo VAR(2) model sa dve vremenske serije xt i yt koje pose-
duju po jedan jediniqni koren:[

xt
yt

]
=

[
a11 a12
a21 a22

] [
xt−1
yt−1

]
+

[
b11 b12
b21 b22

] [
xt−2
yt−2

]
+

[
ε1t
ε2t

]
Ako sa obe strane jednakosti oduzmemo

[
xt−1
yt−1

]
i potom koristimo rela-

ciju

[
∆xt−1
∆yt−1

]
=

[
xt−1
yt−1

]
−
[
xt−2
yt−2

]
, tada dobijamo vektorsku formu modela

sa korekcijom ravnote�ne grexke:[
∆xt
∆yt

]
=

[
a11 + b11 − 1 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22 − 1

] [
xt−1
yt−1

]
+

[
b11 b12
b21 b22

] [
∆xt−1
∆yt−1

]
+

[
ε1t
ε2t

]
(4.2)

odnosno

∆Xt = ΠXt−1 + Γ∆Xt−1 + εt,

pri qemu je Π = Ψ1 + Ψ2 − I,Γ = −Ψ2.
Prema pretpostavci, svaka od komponenti, xt i yt, vektora Xt ima

po jedan jediniqni koren. Na levoj strani jednakosti 4.2 nalazi se
stacionarna reprezentacija vremenskih serija (∆Xt), dok se na desnoj
strani nalazi �ihova nestacionarna forma Xt−1, kao i stacionarna sa
doc�om prvog reda ∆Xt−1. Postoje dva rexe�a, tako da sluqajna grexka
i da	e bude vektorski beli xum:

1. Rang matrice Π je nula. Tada se jednaqina svodi na VAR model
prvih razlika (∆Xt = Γ∆Xt−1 + εt).
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2. Rang matrice Π jednak je jedan i matrica se mo�e predstaviti na
slede�i naqin Π = γβ

′
, gde su γ i β vektori parametara dimenzija

2×1, tako da je linearna kombinacija β
′
Xt = β

′
[xtyt]

′
stacionarna,

odnosno da su komponente xt i yt kointegrisane.

Posmatrani rezultati mogu se uopxtiti za sluqaj VAR modela reda
k dimenzije m:

Xt = Ψ1Xt−1 + Ψ2Xt−2 + ...+ ΨkXt−k + εt,

kome odgovara karakteristiqna jednaqina oblika:

|Im −Ψ1h−Ψ2h
2 − ...−Ψkh

k| = 0.

Ako su sva rexe�a ove jednaqine jednaka jedan onda su komponente vre-
menske serije integrisane reda jedan.

Vektorska forma modela sa korekcijom ravnote�ne grexke defi-
nixe se kao:

∆Xt = ΠXt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt,

pri qemu je Π = Ψ1 + Ψ2 + ...+ Ψk − Im,Γj = −
k∑

i=j+1

Ψi, j = 1, ..., k − 1.

Kako su komponente u VAR modelu integrisane reda jedan sledi da
su sva rexe�a prethodne jednaqine jednaka jedan, odnosno da je vrednost
determinante matrice Π jednaka nuli. Matrica Π je singularna:

|Im −Ψ1h−Ψ2h
2 − ...−Ψkh

k| = 0, h1 = ... = hkm = 1⇒

|Im −Ψ1 −Ψ2 − ...−Ψk| = 0⇒ |Π| = 0.

Kada je matrica Π singularna, mogu�a su dva zak	uqka:

1. Matrica Π je nula matrica. U tom sluqaju vektorski model sa ko-
rekcijom ravnote�ne grexke svodi se na VAR model prvih razlika
reda k − 1 i vremenske serije u vektoru Xt nisu kointegrisane.

2. Rang matrice Π je ma�i od m i ve�i od nule. Neka je rang jednak
r tako da je 0 < r < m, tada je Π = γβ

′
, gde su γ i β matrice

parametara dimenzije m × r. U ovom sluqaju vremenske serije u
vektoru Xt su kointegrisane.
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4.2 Ocena kointegracionih parametara u

vektorskom modelu ravnote�ne grexke

Najqex�e korix�en pristup u oceni kointegracionih parametara
poznat je pod nazivom Johansenova procedura koja se zasniva na metodu
maksimalne verodostojnosti.

Pretpostavimo da su komponente vektorske vremenske serije Xt di-
menzije m kointegrisane. Posmatramo vektorski model ravnote�ne
grexke:

∆Xt = ΠXt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt,

pri qemu je Π = Ψ1 + Ψ2 + ...+ Ψk− I,Γj = −
k∑

i=j+1

Ψi, j = 1, ..., k− 1 rang

kointegracije je 0 < r < m, tako da va�i: Π = γβ
′
.

Ocene nepoznatih parametara kratkoroqne dinamike, Γ̂1, Γ̂2, ..., ˆΓk−1,
dobijaju se primenom metode najma�ih kvadrata pri qemu se dobija
vektor reziduala R0t. Na isti naqin se oce�uje zavisnost Xt−1 od
∆Xt−1,∆Xt−2, ...,∆Xt−k+1 i dobija se vektor reziduala R1t.

Sada se polazni model mo�e prikazati kao:

R0t = γβ
′
R1t + εt.

Da	e, oce�ujemo parametre matrice γ uz pretpostavku da je matrica
β poznata. Ako uvedemo oznaku:

Sij = T−1
T∑
t=1

RitR
′

jt, i, j = 0, 1,

ocenu, γ̂, dobijamo primenom metode najma�ih kvadrata kao funkciju
od β:

γ̂ = γ(β) = S01β(β
′
S11β)−1. (4.3)

Slede�i korak je ocena parametra β metodom maksimalne verodostojno-
sti.

Pod pretpostavkom da su komponente vektorske sluqajne grexke εt
normalno raspode	ene, maksimalna vrednost funkcije verodostojnosti
je:

L−2/Tmax (β) = |Σ̂(β)|. (4.4)

Vidimo da je tra�ena ocena parametra β, ona vrednost parametra za
koju 4.4 dosti�e maksimum, odnosno koja minimizira |Σ̂(β)|. Pa je ocena
kovarijacione matrice sluqajnih grexki:
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Σ̂(β) = T−1
T∑
t=1

(R0t − γβ
′
R1t)(R0t − γβ

′
R1t)

′
,

prema ve� uvedenim oznakama, jednaka:

Σ̂(β) = S00 − S01βγ
′ − γβ ′

S10 + γβ
′
S11βγ

′

Koriste�i 4.3 dobijamo da je:

Σ̂(β) = S00 − S01β(β
′
S11β)−1β

′
S10 + S01β(β

′
S11β)−1β

′
S10 +

S01β(β
′
S11β)−1β

′
S11β(β

′
S11β)−1β

′
S10 ,

odnosno:

Σ̂(β) = S00 − S01β(β
′
S11β)−1β

′
S10. (4.5)

Za invertibilne kvadratne matrice A,B,C va�i slede�a osobina de-
terminante matrice:∣∣∣∣A B

B
′
C

∣∣∣∣ = |A||C −B′
A−1B| = |C||A−BC−1B′ |. (4.6)

Primenom osobine 4.6 na matricu

[
S00 S01β
β

′
S10 β

′
S11β

]
dobijamo:

|S00||β
′
S11β − β

′
S10S

−1
00 S01β| = |β

′
S11β||S00 − S01β(β

′
S11β)−1β

′
S10|.

odakle, na osnovu 4.5 sledi da je vrednost determinante ocene kovari-
jacione matrice sluqajnih grexki jednaka:

|Σ̂(β)| = |S00|
|β ′

(S11 − S10S
−1
00 S01)β|

|β ′S11β|
.

Podsetimo da je tra�ena ocena parametra β, ona vrednost parametra
za koju 4.4 dosti�e maksimum, odnosno koja minimizira |Σ̂(β)|. Dakle
potrebna nam je ocena za koju

|β ′
(S11 − S10S

−1
00 S01)β|

|β ′S11β|
. (4.7)

dosti�e najma�u vrednost. Da bismo dobili ocenu matrice β, iskori-
sti�emo slede�u lemu:

Lema 4.2.1 Neka su M i N simetriqne i pozitivno definisane ma-
trice dimenzije m×m. Maksimalna vrednost funkcije
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f(x) =
|x′
Mx|

|x′Nx|
,

dobija se odre�iva�em m karakteristiqnih vrednosti i m karakteri-
stiqnih vektora iz:

|σN −M | = 0. (4.8)

Dokaz se mo�e na�i u [4].

Primenom relacije 4.8 na 4.7 dobijamo:

|σS11 − (S11 − S10S
−1
00 S01)| = 0,

odnosno za λ = 1− σ dobijamo:

|λS11 − S10S
−1
00 S01| = 0.

Rexava�em prethodne jednaqine dobija se m karakteristiqnih vredno-
sti λ̂1 > λ̂2 > ... > λ̂m ≥ 0. Odgovaraju�i karakteristiqni vektori su
v1, v2, ..., vm. Tra�ena ocena matrice β je:

β̂ = (v1, v2, ..., vr),

pri qemu va�i da je:

β̂ ′S11β̂ = Ir. (4.9)

Dakle, sada ostaje jox da se na osnovu β̂ dobije konaqna ocena parametara
matrice γ. Ocena 4.3 se na osnovu 4.9 svodi na:

γ̂ = S01β̂.

Maksimalna vrednost funkcije verodostojnosti uzorka se izvodi prema
izraqunatim karakteristiqnim vrednostima na slede�i naqin:

L
−2/T
max = |S00|

|β̂ ′(S11 − S10S
−1
00 S01β̂|)

|β̂ ′S11β̂|
| = |S00|

m∏
i=1

(1− λ̂i).

Karakteristiqna vrednost λ̂i, i = 1, 2, ...,m je pokazate	 korelisano-
sti izme�u linearne kombinacije nivoa vremenskih serija i konaqih
razlika vremenskih serija. Xto je λ̂i bli�e jedan to je linearna kom-
binacija nestacionarnih vremenskih serija u ve�oj saglasnosti sa sta-
cionarnim delom modela. Ovako jaka korelacija je mogu�a jedino kada
linearna kombinacija nestacionarnih elemenata postaje stacionarna.
U tom sluqaju su posmatrane vremenske serije kointegrisane. U drugom
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sluqaju, ako je λ̂i = 0 onda su linearna kombinacija nestacionarnih ele-
menata i odgovaraju�i stacionarni elementi slabo korelisani. U ovom
sluqaju je linearna kombinacija nestacionarnih elemenata i sama ne-
stacionarna, odnosno kointegrisanost izme�u posmatranih vremenskih
serija verovatno ne postoji.

U nastavku rada bi�e prikazan statistiqki postupak kojim se te-
stira kointegrisanost vremenskih serija.

4.3 Testira�e postoja�a kointegracije u

vektorskom modelu ravnote�ne grexke

Neka je r broj stacionarnih linearnih kombinacija, am−r, pri qemu
je m > r broj nestacionarnih kombinacija. Kao prvi korak u testira�u
postav	aju se slede�e hipoteze:

H0 : rang(Ψ) = r, postoji r stacionarnih relacija

H1 : rang(Ψ) = m, postoji m stacionarnih relacija

Ako pretpostavimo da je taqna nulta hipoteza, maksimalna vrednost
funkcije verodostojnosti dobija se prema:

L
−2/T
max [r] = |S00|

r∏
i=1

(1− λ̂i).

A ako pretpostavimo da je taqna alternativna hipoteza, maksimalna
vrednost funkcije verodostojnosti dobija se na osnovu izraza:

L
−2/T
max [m] = |S00|

m∏
i=1

(1− λ̂i).

Kao test statistika koristi se koliqnik verodostojnosti:

(Q(H0|H1))
−

2

T =

|S00|
r∏
i=1

(1− λ̂i)

|S00|
m∏
i=1

(1− λ̂i)

=
(1− λ̂1)× (1− λ̂2)× ...× (1− λ̂r)

(1− λ̂1)× (1− λ̂2)× ...× (1− λ̂r)× (1− λ̂r+1)× ...× (1− λ̂m)

=
1

(1− λ̂r+1)× ...× (1− λ̂m)
.
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Na osnovu prethodne relacije definixemo Johansenovu statistiku traga
(oznaka: τm−r):

−2ln(Q(H0|H1)) = −T
m∑

i=r+1

ln(1− λ̂i).

Ukoliko va�i nulta hipoteza, asimptotska raspodela test statistike
je Diki-Fulerova raspodela koja zavisi od m − r i deterministiqkih
komponenti. Raspodela ne zavisi od kratkoroqne dinamike, odnosno od
broja doc�i k, ali se efekat kratkoroqne dinamike ne mo�e zanemariti
kod uzorka ma�eg obima. Zbog toga se Johansenova statistika traga mo�e
korigovati tako xto se obim uzorka T zame�uje brojem stepeni slobode
svake jednaqine VAR modela, odnosno onda statistika ima oblik:

τm−r = −(T − km)
m∑

i=r+1

ln(1− λ̂i).

Prilikom testira�a prime�ujemo sekvencijalni postupak, tj. prvo
testiramo H0 : r = 0 protiv alternativne H0 : r > 0. Ako prihvatimo
H0 (ako je τm < Km) postupak testira�a se zaustav	a i zak	uqak je
da kointegracija ne postoji. Ukoliko je τm > Km, odbacuje se nulta
hipoteza, to znaqi da postoji bar jedan vektor kointegracije pa testi-
ramo H0 : r = 1 protiv alternativne H0 : r > 1. Diskriminaciju
izme�u hipoteza sada ostvarujemo na osnovu vrednosti test-statistike

τm−1 = −T
m∑
i=2

ln(1 − λ̂i). Ako prihvatimo H0 to znaqi da postoji taqno

jedan vektor kointegracije, u suprotnom se nastav	a testira�e sve dok
se konaqno ne prihvati nulta hipoteza.

Za pisa�e ovog poglav	a korix�ena je literatura: [4], [6] i [8].



Poglav	e 5

Primena kointegracione

analize

U ovom poglav	u bi�e dat primer analize i modelira�a kointegri-
sanih vremenskih serija. Svi testovi bi�e obav	eni u statistiqkom
softveru R.

Posmatrajmo vezu izme�u bruto nacionalnog proizvoda (BNP), dis-
kontne kamatne stope za kratkoroqne hartije od vrednosti i prinosa na
dugoroqne hartije od vrednosti u Sjedi�enim Ameriqkim Dr�avama, u
periodu od 1954. do 1987 godine. Baza je preuzeta sa [9]. Podaci su dati
kvartalno i oznaqeni su na slede�i naqin:

• BNP - Prirodni logaritam bruto nacionalnog proizvoda SAD-a,

• RD - Diskontna kamatna stopa za kratkoroqne hartije od vredno-
sti sa rokom dospe�a od 91 dan,

• RB - Prinos na dugoroqne (20 godina) hartije od vrednosti.

Prvi korak je uqitava�e podataka u statistiqki softver R. Kako su
podaci smexteni u Excel, koristimo funkciju read.xlsx iz paketa xlsx
da bismo ih uqitali u R. Da	e, �elimo da napravimo objekte vremenkse
serije i za to koristimo funkciju ts iz paketa tseries. Na kraju, podatke
smo spojili u jedan objekat koji je nazvan cointdata. Na grafiku ispod
prikazane su sve tri vremense serije koje �emo analizirati u nastavku.
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Primetimo, da sve tri posmatrane serije imaju sliqne trajektorije,
pa ima smisla ispitivati �ihovu kointegrisanost.

Za poqetak proverimo da li serije zadovo	avaju uslove, odnosno da
li one nestacionarne dok su serije �ihovih prvih razlika stacionarne.
Za ovu proveru koristi�emo Filips-Peron test i proxirenu verziju
Diki-Fulerovog testa koji su deta	no opisani u prvom delu rada. U
R-ovom paketu tseries implementiran je PP test. Dok se DF test nalazi
u paketu urca - funkcija ur.df.

Kako testove prime�ujemo i na prve razlike serija da bismo utvr-
dili red integrisanosti, predstavi�emo i prve razlike posmatranih
serija na grafikonu ispod.
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Kada testiramo originalne serije, dobijamo p-vrednosti testa re-
dom: 0.6611, 0.3093 i 0.461, a kako je alternativna hipoteza PP testa
stacionarnost, zak	uqujemo da je svaka od posmatranih serija nesta-
cionarna. U druga tri testa, u kojima testiramo prve razlike serija,
p-vrednost testa je ma�a od 0.05 pa mo�emo zak	uqiti da se nulta hi-
poteza odbacuje, odnosno serije su stacionarne. Dakle, na onovu P testa
dolazimo do zak	uqka da sve tri serije pripadaju klasi I(1). To �emo
proveriti jox jednim testom jediniqnog korena - proxirenim Diki-
Fulerovim testom.
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R kod 5.1: Proxireni Diki-Fuler test

summary(ur.df(BNPts, type = ”trend”, lag = 1))

summary(ur.df(RDts, type = ”trend”, lag = 3))

summary(ur.df(RBts, type = ”trend”, lag = 1))

summary(ur.df(diff(BNPts), type = ”none”, lag = 1))

summary(ur.df(diff(RDts), type = ”none”, lag = 1))

summary(ur.df(diff(RBts), type = ”none”, lag = 1))

Primetimo da sve tri serije imaju rastu�i trend pa ima smisla da
ocenimo parametre modela sa konstantom i trendom. Vrednost lag para-
metra je 1 za promen	ive BNP i RB, dok su za RD tri lag promen	ive
bile znaqajne. Prethodno smo testirali i za vrednost lag parametra 2,
odnosno 4, ali smo dobili da posled�a promen	iva nije znaqajna. Da	e,
testiramo hipotezu Φ3 = (β0, β1, α) = (β0, 0, 1) koriste�i F statistiku.
Rezultati su prikazani u tabeli ispod. Vrednosti test statistika za
prethodne modele su redom, 2.4789 , 3.8239, 2.7629. Kritiqne vrednosti
Diki Fulerovih Φ se mogu prona�i u tabeli 2.2. Kritiqna vrednost za
uzorak od 100 observacija i nivoe znaqajnosti 10%, 5% i 1% su redom
5.47, 6.49 i 8.73. Dakle, nulta hipoteza se ne mo�e odbaciti, odnosno
sve tri posmatrane serije sadr�e bar jedan jediniqni koren. Do istog
zak	uqka se dolazi ako se posmatraju τ statistike, ali se ovaj put kri-
tiqne vrednosti raqunaju na osnovu tabele 2.1.

Test statistika BNP RD RB 1% 5% 10%

τ3 -2.1636 -2.6657 -2.3253 -3.99 -3.43 -3.13

Φ2 10.8195 2.6227 2.2411 6.22 4.75 4.07

Φ3 2.4789 3.8239 2.7629 8.73 6.49 5.47

U narednoj iteraciji nastav	amo sa upotrebom istog testa na prve
razlike serija da bismo proverili da li je broj jediniqnih korena taqno
jedan ili je ve�i. Rezultati su prikazani u tabeli ispod.
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Test statistika BNP RD RB 1% 5% 10%

τ1 -4.1202 -10.0326 -7.0143 -2.58 -1.95 -1.62

Dakle, nulta hipoteza se ne mo�e prihvatiti, odnosno zak	uqujemo
da su sve serije I(1), odnosno da poseduju taqno jedan jediniqni koren.
Time smo potvrdili rezultate dobijene PP testom. Sada mo�emo ispi-
tati kointegrisanost serija.

R kod 5.2: Oce�iva�e parametara modela korekcije

ravnote�ne grexke

lr.reg1 < − lm(RBts ∼ RDts + BNPts)

summary(lr.reg1)

lr.reg2 < − lm(RDts ∼ RBts + BNPts - 1)

summary(lr.reg2)

lr.reg3 < − lm(BNPts ∼ RDts + RBts)

summary(lr.reg3)

error1 < − ts(residuals(lr.reg1), start = c(1954, 1), end = c(1987, 4))

error2 < − ts(residuals(lr.reg2), start = c(1954, 1), end = c(1987, 4))

error3 < − ts(residuals(lr.reg3), start = c(1954, 1), end = c(1987, 4))

U postupku testira�a postoja�a kointegracije prvo smo primenom
metoda najma�ih kvadrata ocenili zavisnost prinosa na dugoroqne har-
tije od vrednosti od bruto nacionalnog proizvoda i diskontne kamatne
stope na kratkoroqne hartije od vrednosti. Oce�eni model ima slede�i
oblik:

ˆRBtst = −0.2770 + 0.5622 ·RDtst + 0.0398 ·BNPtst.

Na isti naqin smo ocenili i druge dve linearne kombinacije.
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Call: lm(formula = RBts ∼ RDts + BNPts)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.0196748 -0.0061820 -0.0004199 0.0056569 0.0233167

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
(Intercept) -0.277013 0.030401 -9.112 1.08e-15 ***

RDts 0.562181 0.039966 14.067 < 2e-16 ***

BNPts 0.039859 0.004127 9.659 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.009074 on 133 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9053, Adjusted R-squared: 0.9039

F-statistic: 636 on 2 and 133 DF, p-value: < 2.2e-16

Postoja�e kointegracije proveravamo na osnovu proxirenog Diki-
Fuler testa. Za to koristimo seriju reziduala, rt, koja je prikazana na
grafiku ispod.

R kod 5.3: Testira�e stacionarnosti reziduala

summary(ur.df(error1, type = ”none”, lag = 1))

summary(ur.df(error2, type = ”none”, lag = 1))

summary(ur.df(error3, type = ”none”, lag = 3))
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Postav	amo hipoteze:

H0 : rt poseduje jediniqni koren (odnosno serije nisu kointegrisane)
H1 : rt je stacionarno (odnosno vremenske serije su kointegrisane)

Diskriminaciju izme�u hipoteza ostvarujemo prema oce�enoj jed-
naqini (prva linearna veza):

∆r̂t = −0.10592 · rt−1 + 0.15332 ·∆rt−1.

Vrednost t-statistike parametra rt−1 je upravo vrednost test statistike
prema kojoj se vrxi diskriminacija izme�u hipoteza. Ispod su dati
rezultati ADF testa prime�enog na reziduale prve linearne kombina-
cije. Sliqno se dobija za preostale dve.
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Call: lm(formula = z.diff ∼ z.lag.1 - 1 + z.diff.lag)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.0140480 -0.0018310 -0.0003144 0.0017617 0.01348467

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
z.lag.1 -0.10592 0.03648 -2.904 0.00432 **

z.diff.lag 0.15332 0.08584 1.7867 0.07636 .

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.003717 on 132 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.06974, Adjusted R-squared: 0.05564

F-statistic: 4.948 on 2 and 133 DF, p-value: 0.008471

Na osnovu Diki-Fulerove τ statistike mo�emo odbaciti nultu hi-
potezu, odnosno zak	uqujemo da su reziduali sve tri linearne veze sta-
cionarni. Dakle, serije su kointegrisane.

Test statistika error1 error2 error3 1% 5% 10%

τ1 -2.9039 -3.4591 -2.5481 -2.58 -1.95 -1.62

Slede�i korak je oce�iva�e parametara modela korekcije ravno-
te�ne grexke.

Da bismo teku�u opservaciju vremenske serije pomerili jedan period
unazad, odnosto u proxlost, koristimo funkciju lag(). Zatim kreiramo
tabelu u kojoj se nalaze prve razlike posmatranih i serija koje smo
pomerili unazad kao i reziduali, tako�e pomereni za jedan period u
proxlost (USAdata).
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R kod 5.4: Prve razlike i serije pomerene unazad

error.lagged < − lag(as.numeric(error1))

error.lagged < − ts(error.lagged, start = c(1954,1), end = c(1987,4))

error.lagged < − window(error.lagged, start=c(1954,3), end=c(1987,4))

RB.D1 < − diff(RBts)

RB.D1Sn1 < − lag(as.numeric(RB.D1))

RB.D1Sn1 < − ts(RB.D1Sn1, start = c(1954,2), end = c(1987,4))

RB.D1Sn1 < − window(RB.D1Sn1, start=c(1954,3), end=c(1987,4))

RB.D1 < − window(RB.D1, start = c(1954,3), end=c(1987,4))

USAdata < − data.frame(cbind(RB.D1, RB.D1Sn1, RD.D1, RD.D1Sn1,

BNP.D1, BNP.D1Sn1, error.lagged))

USAdata < − ts(USAdata, start= c(1954,3), end= c(1987,4), freq= 4)

R kod 5.5: Model sa korekcijom ravnote�ne grexke

ecm.reg < − lm(RB.D1 ∼ RB.D1Sn1 + RD.D1Sn1 + BNP.D1Sn1

-1 + error.lagged, data = USAdata)

summary(ecm.reg)
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Call: lm(formula = RB.D1 ∼ error.lagged + RB.D1Sn1

+ RD.D1Sn1 + BNP.D1Sn1 - 1, data = USAdata)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.015663 -0.001705 0.000164 0.001500 0.012141

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
error.lagged -0.13827 0.04118 -3.358 0.00103 **

RB.D1Sn1 0.22054 0.10995 2.006 0.04695 *

RD.D1Sn1 -0.05100 0.05752 -0.887 0.37687

BNP.D1Sn1 0.04902 0.02881 1.701 0.09130 .

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.003979 on 130 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.1461, Adjusted R-squared: 0.1198

F-statistic: 5.561 on 4 and 130 DF, p-value: 0.000365

Oce�eni model sa korekcijom ravnote�ne grexke ima slede�i oblik:

∆ ˆRBt = −0.1383 · (RBt−1 + 0.2770− 0.5622 ·RDt−1 − 0.0398 ·BNPt−1) +
0.2205 ·∆RBt−1 − 0.0510 ·∆RDt−1 + 0.0490 ·∆BNPt−1.

Primetimo da je oce�ena vrednost koeficijenta uz kointegracioni
rezidual negativna, xto je u skladu sa teorijiskim pretpostavkama mo-
dela. Tako�e, p-vrednosti odgovaraju�eg t-testa kojim se testira zna-
qajnost koeficijenta je mala, xto znaqi da je promen	iva statistiqki
znaqajna.

Kointegrisanost analiziranih serija testira�emo jox jednim te-
stom - Johansenovim testom kointegracije. Za to �emo koristiti R-ovu
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funkciju ca.jo() koja se nalazi u paketu urca.

Broj kointegracionih faktora odre�ujemo na slede�i naqin:

R kod 5.6: Model sa korekcijom ravnote�ne grexke

cointest < − ca.jo(cointdata, type = ”trace”, ecdet = ”const”)

summary(cointest)

Pretpotavili smo da nema ograniqe�a za deterministiqki trend u
kointegracionim relacijama. Ako koristimo Johansenovu statistiku
traga, dobijamo slede�e:

Test statistika 10% 5% 1%

r ≤ 2 7.64 7.52 9.24 12.97

r ≤ 1 26.87 17.85 19.96 24.60

r = 0 92.79 32.00 34.91 41.07

Vidimo da su vrednosti test statistike ve�e od kritiqnih vrenosti
za nivo znaqajnosti testa od 5%, pri va�e�u nulte hipoteze r = 0, pa tu
hipotezu odbacujemo. Isti je zak	uqak i za r ≤ 1, dok za r ≤ 2 hipotezu
prihvatamo, pa zak	uqujemo da je broj kointegracionih vektora dva.

Da bismo dobili vektor kointegracije u Johansenovoj reprezenta-
ciji, koristimo funkciju cajorls(), pri qemu za broj kointegracionih
faktora uzimamo r = 2.

R kod 5.7: Model sa korekcijom ravnote�ne grexke

vecm < − cajorls(cointest, r = 2)

vecm$beta
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Dobijamo slede�e rezultate:

ect1 ect2

BNPts.l2 1 0

RDts.l2 0 1

RBts.l2 -14.7877 -0.9068

constant -4.1326 -0.0042

Dobijene su slede�e kointegracione jednacine:

ect1 = GNDt−2 + 14.78877 ·RBt−2 + 4.1326

ect2 = RDt−2 + 0.9068 ·RBt−2 + 0.0042.



Poglav	e 6

Zak	uqak

Kako se polazni korak u analizi me�uzavisnoti makroekonomskih
vremenskih serija sastoji u ispitiva�u �ihove stacionarnosti, u ovom
radu deta	no su opisani neki od najqex�e korix�enih testova jedi-
niqnog korena. Zatim su objax�eni pojam kointegracije i model sa
korekcijom ravnote�ne grexke. Tako�e, razmatran je i autoregresioni
VAR model i analiza kointegrisanih serija u u okviru ovog modela. Na
kraju rada, na primeru stvarnih vremenskih serija prikazan je postu-
pak testira�a kointegrisanosti i modelira�e kointegrisanih serija u
programskom paketu R.

U radu je analizirana dugoroqna i kratkoroqna veza izme�u bruto
nacionalnog proizvoda Sjedi�enih Ameriqkih Dr�ava, diskontne ka-
matne stope za kratkoroqne hartije od vrednosti i prinosa na dugoroqne
hartije od vrednosti u period od 1954. do 1987. godine. Filips-Peron-
ovim i proxirenim Diki { Fulerovim testom utvr�eno je da sve tri
serije poseduju taqno jedan jediniqni koren. Nakon toga, testirano je
postoja�e kointegracije tako xto je najpre metodom obiqnih najma�ih
kvadrata oce�ena dugoroqa veza izme�u posmatranih serija, a zatim te-
stirana stacionarnost reziduala oce�enih modela. Nakon xto je utvr-
�eno da su reziduali sve tri linearne veze stacionarni, oce�eni su
parametri modela sa korekcijom ravnote�ne grexke. Rezultati su po-
kazali da postoji dugoroqno slaga�e, odnosno kointegracija kreta�a
dobiti obveznice, diskontne kamatne stope i BNP-a. Takvo slaga�e je
pozitivno, xto je u skladu sa makroekonomskim pretpostavkama, odno-
sno da rast BNP-a i kamatne stope utiqe na pove�a�e dobiti obveznice.
Me�utim utvr�eno je da kratkoroqna veza izme�u dobiti obveznice i
diskontne kamatne stope nije statistiqki znaqajna.

Klasiqna regresiona analiza se mo�e primeniti ukoliko su date
vremenske serije stacionarne, u suprotnom ako regresijom �elimo da
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modeliramo nestacionarne serije suoqi�emo se sa problemom koji je po-
znat pod nazivom "la�na"korelacija i "besmislena"regresija. Koncept
kointegracije omogu�ava analitiqarima da testiraju dugoroqnu vezu iz-
me�u promen	ivih na osnovu stvarnih vrednosti nestacionarnih vre-
menskih serija. Zato on predstav	a osnovu savremenog makroekonomskog
modelira�a.
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