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Uvod

U ovom radu detaljno smo definisali i razradilido¢ip raspodela, kao i njenu primenu u rétin
oblastima. Ono Sto je vazno navesti u samom uviedio, da najvéu primenu ovaj tip raspodela
ima u ekonomiji i aktuarstvu. Samim tim,éea primera je iz tih dvaju polja.

Pre svega treba istada postoje dva tipa beta raspodela, ggmu oba pripadaju poznatom
Pirsonovon sistemu. Oba tipa raspodela su sustinski povezanegularnom nekompletnom beta
funkcijom (uopsStenjem beta funkcije):

1
B(,q)

X
L(p,q) = -fup‘l 1-witdu,0<x<1, (1)
0

a time i sa samom nekompletnom beta funkcijom:
X

B:(p,q) = ju”‘l -(1-widu,0<x <1, ()
0

O ovim rezultatima je pisao Dutk&oji ih je prona3ao u pismu Isaka Njutna Hen@jidenbergu
iz 1676. godine.

Sam rad se sastoji &etiri poglavlja kroz koje smo obradili ovaj tip mdele i njene specijalne
slucajeve. Nazivi i kratko pojasnjenje samih poglagiasiedéi:

1. UopsStena beta raspodela druge vrste: U ovom pgglario definisali beta-tip raspodela
druge vrste, upoznali se sa momentima raspodgl&nkin svojstvima, prezentacijom
raspodele i stino;

2. Sing-Madala raspodela: Kao Sto samo ime pogladjeku njemu smo se bazirali na ovaj
podtip beta raspodele druge vrste, tj. njen speciguca;;

3. Fisk i Lomaks raspodela: U trem poglavlju smo obradili ova dva tipa raspodejiove
definicije, momente i sino. Uz to, naveli smo empirijske rezultate obe odgte u
prihodima i bogatstvu;

4. UopStena beta raspodela prve vrste: Poslednje ydgtamo posvetili beta raspodeli prve
vrste, kao i njenim specijalnim slajem — nama dobro poznatom standardnom beta
raspodelom. Nakon osnovnih definicija, osvrnuli ssema empirijske rezultate.

1 Karl Pearson, engleski matentati i statistéar
2 Jacques Dutka, ameki matemattar
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1 UopsStena beta raspodela druge vrste

Klju¢na raspodela u ovoj porodici je tzv. uopStena betpodela druge vrste (u daljem tekstu:
GB2). Ono $to je vazno spomenuti je doprinos Melathtad, 1984. godine [3] i njegovih saradnika
u razvoju pomenute GB2 raspodele, kao raspodetmgbai i ujedinjenju raalitih istrazivakih
aktivnosti u tesno povezanim ria@im poljima. Kao primer moZzemo navesti rad objavij990.
godine [8], koji je s&nilo viSe autora, a koji predstavlja kombinacijuadrukopisa (jednog od
Mekdonalda), a bavi se primenom GB2 familije rasgad polju gubitaka u osiguranju. Rezultat
ovog spisa je jedinstveni tretman primene GB2 fgenibspodela.

Za izradu poglavlja koréeni su sledd izvori: [1], [2], [3], [4], [5], [8], [9], [10], [11], [12], [13],
[14], [15], [16], [17], [18], [19], [20].

1.1 Definicija

Funkciju raspodele GB2 raspodele uvodimo koéisaéternativni izraz za regularnu nekompletnu
beta funkciju, koja se dobija kada u formulu (1de#mo smenu:

L t
ui= a+0)

Prethodno pomenutom smenom dobijamo sledermulu:

1 z tp—l
Iz(p,q)—B(p,q)-fo (1+t)p+th,z>0, (3)

Uvodeii dodatne parametiiei a za meru i oblik i korist@ smenu:

z= (),
dobijamo sledé&u funkciju raspodele:
F(x) = I(p,q), gde jez = ()% x > 0, )
Cija je odgovarajta gustina raspodele:
a-x%p-1
fx) = x>0, ()

be? - B(p,q) - [1 + (IP+e’

Vazno je navesti da su svatiri parametraa, b, p i q pozitivha, od¢ega sua, p i g parametri

oblika, dok jeb parametar skaliranja. Ono Sto mozemo n&tku da primetimo iz same formule
jeste da je funkcija gustine GB2 raspodele pravpnomenljiva u beskoaosti sa indeksom
—aq — 1 i u nuli sa indeksonup — 1; tako da zapravo sva tri parametra oblika korgroli

3 James McDonald, ameéki matematiar, profesor ekonomije sa specijalizacijom u ekoetoij
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ponaSanje repa modela. Uprkos tome, ova tri paramétu jednaka po vaznosti, a primer tome
je raspodel& = logX, ¢ija gustina je:
a - eap(y_lo.gb)

O = B,y 1 + ewOtoamprra’ ~

0 <y < oo, (6)

U ovom sléaju, a postaje parametar skaliranja, dokpsug i dalje parametri oblika.

Dodatno, iz formule (5) mozemo primetiti da Stegéa vrednost broja, to su tanji repovi gustine,
dok su vrednosti parametgpai g vazne prilikom odrdivanja distorzije simeténosti zvona na
grafiku za raspodelibgX. Na slikama 1 i 2 u nastavku teksta, ilustrovalbosefekte promene sva
tri parametra, s tim da su na oba grafika dva patankonstantna, a preostali je promenljiv. Ono
Sto se vidi iz samog grafika jeste da imamocajr varijaciju gustine za male vrednosti
parametara i p.

| | | | | | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Slika 1: Grafik funkcije gustine raspodele GB2 za slexleparametrep =05, g=2 i a=
1,2,3,4,6,8,12,16 (posmatrajti sa leva na desno).
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1.5

1.0

—

0.0

| [ I I [ I |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Slika 2: Grafik funkcije gustine raspodele GB2 za slexleparametre:a=5, ¢=05 i p=
0.17,0.25,0.5,1, 2,4 (posmatrajti sa leva na desno).

Kao raspodelu prihoda (5) je prvi put uveo MekddnE84. godine [3], a nezavisno od toga je
godinu dana ranije predstavljena kao model za epomere gubitka u aktuarstvu, od strane
Venterd [9], koji ju je tada nazvao transformisana bespaalela. Deceniju ranije je razmatrana
kao uopStenje dve raspodele, Dagum raspodelegiiBadala raspodele, o kojée biti reti u
sledé€éem poglavlju [10]. Ova raspodela se td&smatrala uopstenjemraspodele i kao takva se
pojavila u radovima iz 1980. godine [11], dok jeBR9godine nazivana Feler-Pareto raspodela
[12].

Funkcija gustine FiSerovié(m, n) raspodele je sleda:

(™ /21
g(x) = B’(‘%%) : . +%x)m/2+n/2,x > 0.

Sama raspodela je dobila ime po engleskom statisti genetiaru FiSeru (Ronald Aylmer Fisher,
1890-1962), dokesto koristimo nazi¥ raspodela.

4 Gary Venter, ametki aktuar i matematar
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Tokom osnovnih studija upoznali smo se sa primempamenute raspodele i to kod analize
varijanse, testiranja hipoteza o jednakosti diggerzli¢cno.

Funkcija gustine Feler-Paretove raspodele je:

yot- -yt
B(a,b)

gy) = ,0<y<1;a,b>0.

Dakle, moZzemo zakljtiti da su razni natnici dolazili do slénih rezultata, koji su uopstenja beta-
tip raspodele.

Imajwéi u vidu da GB2 raspodela objedinjuje veliki brejspodela prihoda i gubitaka, ispod
navodimo njene specijalne ghjeve:

- Sing-Madala raspodela, koja se dobijapza 1,

- Dagum raspodela, koja se dobijagza 1,

- Betaraspodela druge vrste (B2)aze 1,

- Fisk (loglogisttka) raspodela, koja se dobijaza q = 1,
- Lomaks (ili Pareto Il) raspodela, za=p = 1.

U sled€im poglavljima smo se detaljnije bavili nekim odnpenutih specijalnih stiajeva, dok
odnose méu istim vidimo na slici 3:

B2

{J:] =1 ;H=1

1) B2 Sh

=1 p=1 qp=1 p=1 g=1 a=1

IL Fisk L

Slika 3: Beta-tip raspodela i njeni rdesobni odnosi: UopStena beta-tip raspodela drugee (GB2),
Dagum raspodela (D), beta raspodela druge vrstg @@8g-Madala raspodela (SM), inverzna Lomaks
raspodela (IL), Fisk (loglogistka) raspodela (Fisk) i Lomaks raspodela (L).
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Specijalni sldaj 1: Suprotno uopsStenju koje smo do sada vidgtipd predstavljamo neke od
specijalnih sldajeva ovog tipa raspodela. Kao sto smé waveli zaa = 1, dobijamo beta
raspodelu druge vrste (u daljem tekstu: B2) kojsvegom funkcijom gustine pripada Pirsonovom
sistemu raspodela, tzv. Pirsonova VI raspodela. j@rkao raspodela prihoda predstavljena pre
GB2 raspodele. Funkcija gustine B2 raspodele sgadké&da u formuli (5) zamenimo = 1:

f— xp_l
fe) = bP-B(p,q)-[1+x/b]P+a’

x> 0. (7)

Specijalni sldaj 2: Sledéi primer je raspodela koja se dobija izjetEr@em svih parametara sa
jedinicom, tj. ukoliko u formuli (6) zameninw= b = p = q = 1. Tada dobijamo slede:

eY

f =m,

—o <y <o,

Dakle, dobili smo funkciju gustine standardne Itigke raspodele. Konkretnije, raspodéija je
gustina prikazana formulom (6) jeste iskrivljengsi@na logistika raspodela, gde se simetrija
postize samo za = q. Formula (6) se u literaturi moZe jos¢hgod imenom gustina
eksponencijalne GB2 raspodele [4].

Za kraj prvog dela prvog poglavlja prikazali smé pta od GB2 mozZemo dobiti i uopStenu gama
raspodelu ukoliko postavimo slege b = q'/¢B, kadaq — o. Shodno tome, Gama, kao i
Vejbulova raspodela su gréni slwcajevi GB2 raspodele, poSto su oba specijalntaghyi
uopStene gama raspodele.

Funkcija gustine Gama raspodele je:

- 1.¢7F, x>0
X - e X .
B? - T'(p) '

Ovde je parametar skaliranfa> 0, dok je parametar oblika > 0. Momenti raspodele postoje
samo zak koje se nalazi u sledem intervalu:—p < k < co. Momenti su prikazani sledem
jednakosu:

fl) =

B* T+ k)

FX) =10

Funkcija gustine Vejbulove raaspodele je:

fx) = %. (%)a_l . e_(%)a’ x>0,

gde swz, B > 0. Ovde jeB parametar skaliranja, dokgeparametar oblika. Momenti postoje samo
zak koje se nalazi u sledem intervalu—a < k < oo i dati su sled&m formulom:

E(X*)=T@+ g) - Bk,
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1.2 Momenti raspodele i druga osnovna svojstva

U formuli (4) GB2 smo uveli preko regularne nekosetpk beta funkcije. Koristerelaciju sa
Gausovom hipergeometrijskom funkcijom 2F1, dobiticssledéi izraz:

zP

L@ =505 e l-agp+1l2), 0sz<1, (8)
gde je:
on o (@), (@), x"
2F1(aq,a;;b;x) = HZOT)H-H, 1x < 1. 9
Funkciju raspodele F moZzemo predstaviti u stedeobliku:
_1G) as @) et [
F(x) = D) Filp,l—qp+1; 1+(%)a , x> 0. (20)
Moda (maksimalna vrednost verovatep GB2 raspodele je u 0, ili se postiZze u stegexcki:
Xmode = b - (%)Ua ,akoje a-p> 1. (11)

Kao Sto smo primetili u prethodnom odeljku, funkcigustine GB2 raspodele je pravilno
promenljiva u beskoraosti sa indeksomaq — 1 i u nuli sa indeksomp — 1. Ovo implicira da
momenti postoje samo Za koje zadovoljava slede nejednakost-ap < k < aq. Momenti
raspodele su sledie

e e L

B(p.q) I'(p)T(a) (12)

Ukoliko posledniji izraz posmatramo kao funkciju ppprimetécemo da je jednak generiy
funkciji momenatam, (-) raspodeleY = logX, imajuii u vidu relacijumy(K) = E(e*") =
E(X*). Ovo nam je korisno ukoliko Zelimo dattmamo momentéogX raspodele, koji su nam
potrebni npr. za izutenje FiSerove informacione matrice GB2 raspodajenih podfamilija.

Dalje, lako mozemo videti da je GB2 raspodela za&nog tipa u sledem smislu:
X ~GB2(a,b,p,q) = X" ~ GBZ(%,bT, p.q), r>o. (13)
Dodatno, GB2 raspodela je zatvorenog tipa u odnasaverziju, tj. u sledem smislu:
X ~ GB2(a,b,p,q) © % ~ GB2(a,3,4,p) , > o0. (14)

U formuli (5) je ponekad zgodno dopustiti dazjec 0 i zamenitia sa|a| u brojiocu.

Stopa rizika (hazarda) GB2 raspodele moze uzetk Spektar. Stopa rizika za GB2 je sléate

a .p . (q . b)q .xa’p_l

r(x) = '
(q-b*+x[p-B(p,q) - (q-b* +x¥)P —x¥P -2F1[p,q — L;p + 1;x4/(q - b*) + x°]]
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1.3 Karakterizacija | reprezentacija

B2 raspodelu je moge karakterizovati u smislu maksimalne entropije rgneeodréenosti
pridruzene sléajnoj promenljivoj) méu svim raspodelama na intervglyy «): ukoliko postoje
obaE[logX] i E[log(1 + X)], onda je maksimalna entropija funkcije gustineanprgustina B2
raspodele. Dakle, sama raspodela je dena kao geometrijska srednja vrednoskadX + 1.

ProSirenje pristupa maksimalne entropije je razamatr1990. godine [13], i ono je je koristilo
relativni maksimalni entropijski princip koji je geo do nekoliko raspodela prihoda, kao Sto su
GB2 i GB1 (koja je opisana u poglavlju 4) i Sing-iiféa raspodele (opisane u slésia
poglavlju). Ovde je ideja da su primaoci prihoda poicajem rednih, kao i vrednosnih pozicija i
zato subjektivno smanjuju svoje prihode tako StonimoZe sa subjektivnim, ali ne sa
individualnim, redukcionim faktoronp[x, 1 — F(x)], koji zavisi od stvarnog prihoda kao i sa
statusom prihoda, koji se ovde meri proporcijpm F(x) od onih prihoda primaoca zarade koji
zaratuju viSe od unapred odtenogx. Ovo vodi do prilagdenog prihodaé(x) = x - ¢[x, 1 —
F(x)]. Gustina relativne entropije prihoda sa sada @&fipomau funkcije gustine raspodefei

marginalnog subjektivhog prihogé\[’;‘zi)] i odreiuje se maksimizacijom integrafgf (x)dx, cije
su granice prva dva momenta édtj. E&(X) i EE?(X), u odnosu na&. Nastala nelinearna

diferencijalna jedn&na je ponekad reSiva i pod odgovatagu specifikacijama funkcije, dovodi
do raspodele prihoda, koja je uopstenog beta tipa.

U nastavku teksta je prikazana veza dve uopStesmodale gama tipa (u dalje tekstu: GG).
Ukoliko imamo dve nezavisne raspodele koje pripadappStenom gama tipu, tj. akg ~
GG(a,1,p) i X, ~GG(a,1,q), pri ¢emu obe raspodele imaju isti parametar obdikanda vazi
sledee:

2~ GB2(a,1,p,q). (15)
2

Prethodno pomenuta relacija (15) je mozda poznatgiedéem obliku:

1

(3)° ~ 6B2(a, 1p, @), (16)

gde su raspodel¥; i X, takaie nezavisne i pripadaju gama tipu raspodele&;ti~ Ga(1,p) i
X, ~ Ga(1, q), Sto je uopStenje dobro poznate relacije idungtandardne gama i B2 raspodele, tj:

X
=~ B2(Lp 0. 17
2

Ove veze mozemo Kkoristiti u svrhu dobijanjaéainih uzoraka iz GB2 raspodele: Postoji veliki
broj generatora gama shjnih brojeva, od kojih se putem stepene transfoijimgeng. power
transformation) mogu dobiti uopSteni gama uzorcuddm re&€&ima, preko gore pomenute relacije,
simulirajwi nezavisne podatke iz dve uopsStene gama raspsdgletrebnim parametrima oblika,
dolazimo do GB2 uzoraka.
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Vaziisledée: ako su skkajne veltine X, i X, nezavisne i imaju gama raspodeluXtj~ Ga(1,p)
i X, ~ Ga(1,q), onda sldajna promenljiva:

X1
X1+X,

W =

(18)

ima beta raspodelu | tipa sa parametrpnia;.
Posmatrajti raspodelu (18), definisamo B2 raspodelu preko slégg:
X~w-1t-1,

Koja se naziva Paretova raspodela. Sada smo zéiktja GB2 raspodelu moZzemo prikazati na
slede€i natin, a koja s€esto Feler-Paretova raspodela [12]:

X~b-[W™t-1]"e, (19)

(15) se takde moZze razumeti kao meSavina dveju raspodela, naamenesSavina uopstenih gama
raspodela sa inverznim uopStenim gama tezinam&chargustine uopsStene gama raspodele je:

— a L ap—1, -)*
f(x) sarrm) ¥ e o .

Ukoliko parameta® pripada inverznoj uopstenoj gama raspodeli (uedalfekstu: InvGG), .
0 ~ InvGG(a, b, q), onda vazi slede:

GG(a,8,p) N\g InvGG(a,b,q) = GB2(a,b,p,q). (20)

Jasno je da je ovo samo ponovni iskaz stavke Zkbheta raspodelu druge vrste, kada je 1,
prethodni iskaz se pojednostavljuje na stede

Ga(6,p) N\g InvGa(b,q) = B2(b,p, q), (21)
gde InvGa oznsva inverznu gama raspodelu.

GB2 raspodela i njene podfamilije imaju i teorijs@pravdanost za prezentaciju prihoda koji
proizilaze iz heterogene populacije primaoca prihatl prema aktuarskoj terminologiji, kao
prezentaciju Steta nastalih is heterogene popelatgzenosti. Ovaj argument je iskadas 1997.
godine, kada je B2 raspodela kégBa kao raspodela za prihode samozaposlenih, gdei¢mo
da su pojedinci heterogeni u pogledu preduzkimikarakteristika [14].

Tabela 1 Prikaz dobijanja odrene raspodele beta-tipa preko meSavine druge dpedale.

Raspodela beta-tipa Strukturalna raspodela Druga raspodela meSavine
GB2(x;a,b,p, q) GG(x;a,0,p) InvGG(6;a,b,q)
B2(x; b,p,q) Ga(x; 6,p) InvGa(6;b,q)
SM(x;a,b,q) Wei(x;a,8) InvGG(0;a,b,q)
Dagum(x; a,b,p) GG(x;a,0,p) InvWei(6;a,b)
Fisk(x; a,b) Wei(x;a,8) InvWei(6;a,b)
Lomaks(x; b, q) Exp(x; 6) InvGa(6;b,p)

10
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1.4 Lorencova kriva i mere nejednakosti

Literatura o Lorencovoj krivoj, merama nejednakosio i srodnim pojmovima je sa vremenom

sve obimnija, pa bi bilo lako prosSiriti rad na #tet strana. Kako nam je u cilju da se najviSe
pozabavimo definicijom beta-tipa raspodela spomesmb samo osnovne pojmove vezane za
Lorencovu krivu.

Lorencova kriva (kriva raspodele prihoda), kojangzvana po ekonomisti Lorerguj. kriva
koncentracije predstavlja gréi prikaz raspodele jednog obelezja nekog skupaiea npr:
skupa aktivnog stanovniStva prema prihodu. Njemaetienje se olakSava ucrtavanjem dijagonale
koja predstavlja idealnu raspodelu, pa Sto je Looea kriva udaljenija od nje, utoliko viSe imamo
izrazenu situaciju da manji broj ljudi prisvaja vegj deo dohotka. Nazalost, Lorencov pionirski
rad nekoliko decenija stajao u engleskoj statisiiliteraturi sve dok ga nije oziveo Gast®it971.
godine [15].

Matematéka definicija empirijske Lorencove krive: Neka pmstuzorak odn osoba iz date
populacije i neka je obelezjg prihod osobé,i = 1,2,3, ...,n, tako davazk; < X, < - < X,,.
Lorencova kriva uzorka predstavlja izlomljenu linkoja redom spaja &ke (h/n, L, /L), h =
0,1,2,..,n, gde jeLy =0 i L, =Y",X; ukupni prihodh najsiroma3nijih osoba. Otuda,
Lorencova kriva ima za svoju apcisu kumulativni gaoat stanovnika koji primaju dohodak,
poreianih rastde, dok za svoju ordinatu ima odgovarajyproporciju primljeninh dohodaka.

Ocena Lorencove krive sa+ 1 tackom u diskretnom sltaju se definiSe na sledenacin:

k k n
L(=)= ) . =
(5) Zx /2" k=01,..n
=1 i=1

gde x;.,, ozn&ava i-ti najmaniji prihod, a neprekidna krivia(u),u € [0,1], je data sled®m
formulom:

lun|
1
L =——- {2 Xi + (un — un]) - x[un]+1:n}r 0<uc<l,

i=1
gde|un| ozn&ava najvéi ceo broj koji nije véi od un.

Na sledéoj slici graficki smo prikazali Lorencovu krivu za vektor prihoda gde jex =
(1,3,5,11). Po definiciji, dijagonala jeditihog kvadrata odgovara Lorenzovoj krivoj druStva u
kojoj svi dobijaju isti prihod i na taj k& sluzi kao referentni st@j u odnosu na koji se mogu
meriti stvarne raspodele prihoda.

5 Max Otto Lorenz, amatki ekonomista
6 Joseph L. Gastwirth, ameki statistiar
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Slika 4: Lorencova kriva za = (1,3,5,11).

Odgovarajda definicija za Lorencovu krivu za neprekidni tgspodela se lako mozZe naslutiti iz
definicije krive za diskretne raspodele, i to kamstandardizovanih empirijskih nepotpunih prvih

momenata. Imaijti u vidu da jeE (X) = fol F~1dt, gde je funkcija kvantil& —! definisana kao:
F~1(t) = sup{x|F(x) < t},t € [0,1],

prethodnu formulu za(u) mozemo izloziti na sleden&tin:

1 v
L(u) :m-fo F 1(t)dt,ue [0, 1].

Iz ove formule direktno smo izvukli da Lorencovavirima sledéa svojstva:

» Lorencova kriva je neprekidna na interv@dy1], gde jeL(0) = 01 L(1) =1,
* Lorencova kriva je konveksna i rastufunkcija.

Sad se vréamo na Lorencovu krivu GB2 raspodele, koja posto ako je - g > 1. Ova kriva
se ne moze direktno dobiti iz Gastvirtove prezd@aomajwi u vidu da funkcija kvantila nije
dostupna u zatvorenoj formi. Metim, Lorencova kriva je dostupna u smislu raspedevih
momenata tako Sto normalizovani nepotpuni momeiotijest, funkcije gustine raspodela
momenata viSeg reda mogu da se izraze preko fangegtine GB2 raspodele sa réigin setom
parametara. Naime, Za~ GB2(a,b,p, q) I

itk f©Oadt

,0 < x < oo,
E(X%) xs®

Faoy(x) =
dobili smo sledéu jednakost:

F(k)(x)=F(x,a,b,p+§,q—§),0<x<oo. (22)

12
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Osobina koju smo sada prikazali od préaktig je zn&aja u kompjuterskim programima koji se
koriste za ocenu GB2 raspodele, a tekee moze koristiti za ocenu raspodele momenagay vis
reda, menjajéi samo vrednosti parametara. Konkretno, teoretskericove krive GB2 raspodele
se mogu dobiti crtanjetfi)(x) u odnosu n& (x), 0 < x < c. Ova osobina specijalno vazi samo
za GB2 i B2 raspodele i ne proSiruje se ni na jesthpodfamija o kojima govorimo u sledi®
poglavljima.

Kao Sto je navedeno u prethodnom odeljku, GB2 dajadma teSke repove, tako da postoji samo
nekoliko momenata. Ovo implicira da mere nejednakésao Sto su uopStene mere entropije
postoje samo za parametre u @eéreom rasponu, Sto je veoma retko upotrebljivo kgra

Gore pomenuta relacija (22) dodatno pruza i jedvast ndin da daemo do indeksa
nejednakosti, &nije doP = F(u) — Fqyu, gde jeu srednja vrednost oXl.

Poslednje Sto prikazujemo u ovom odeljku Bénijev koeficijent GB2 raspodele (ri@&e
koris¢ena mera disperzije), koji je jedan déglaizraz koji ukljiuje uopstenu hipergeometrijsku
funkciju ,F;:

1 1
2-B@p+g2:4-9

T 1
p-B®a) Bo+g.a-7)
1

Py

1 1
. 2F3[1,p+q,2~p+a;p+a+1,2~(p+q);1]}
a

1 1
{; zF3[1,10+q,2~p+;;10+1,2~(p+q);1]—

Za B2 podfamiliju, prethodni izraz je znatno marggobatan i jednak je:
_2:B(2-p2-q—1)
- p B*pq)

1.5 Ocena parametara

Postoji relativno malo rezultata koji se odnos@o@anu parametara za ovu nesto komplikovaniju
raspodelu sa&ak cetiri parametra. Jedan od daa ocene parametara je metod maksimalne
verodostojnosti. Metod maksimalne verodostojnogéiden je u matemaku statistiku u drugoj
deceniji dvadesetog veka. Ideja ovog metoda jestedza ocenu parametra izabere vrednost (tog
parametra) pri kojoj je verovatta realizacije dobijenog uzorka najee Pokazalo se da ovaj
metod daje ocene koje su asimptotski (tj. za veidarak) efikasnije od ocena dobijenih na bilo
koji drugi n&in. Kako znamo da je maksimum funkcije verodostsin@.) najlakSe né preko
logaritma funkcije, pogledajmo sada taj logaritaarsitajni uzorak obima:

n
logL=n-logF(p+q)+n~loga+(a~p—1)-2logxi—n-a~p-logb—n-log[‘(p)

=1

—n-logl'(qg)—(p+q)- i log [1 + (%)a]

=1

13
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Izvod funkcijelog I'(:) ozn&avamo sa s#&(-), te dobijamo slede cetiri jedn&ine iz parcijalnih
izvoda po parametrima, b, p, q tim redosledom:

-1

§+ p- Z log (%) =(p+q)- Z log (%) [(xﬁl)a + 1] , (23)

n-p= (p+q)-zn:[1+(§)a]_l. (24)
i=1 l

m/)(p+q)+a-zn:log(%) =n-yYP(p) +zn:log [1+(%)a], (25)
i=1 i=1

mp(p +q) = mp(@) + ) log[1+GH?]. (26)
i=1

|z prve dve jedné@ne prime&ujemo da su obe linearne pa q, te se one mogu lako resiti tako da
daju ova dva parametra kao funkcije @d b. Kada zamenimo nastale izraze are ¢etvrtu
jedn&inu, dobijamo dve nelinearne jedimte sa dve nepoznate, a sto mozemo reSiti nekom od
poznatih iteracija.

Ispod smo predstavili FiSerovu informacionu matdaeuGB2 raspodele. Ova familija je regularna
(u smislu metode maksimalne verodostojnosti), kéemo koristiti sledé izraz:

L1 Lz Lz lia
_ | _npdfogy 1 _ 21 2 Iz Ipa
1(6) = [ E(deidej)ij] Tz Iz Iz Izg) 27)

141 142 14-3 14-4

Za#h = (a,b,p,q)7, iz jedn&ina (26) i (27) sledi da su drugi izvodi logaritfoakcije maksimalne
verodostojnosti konstante u odnoswnay, tako da sé;;, I3, = 1,3 i 144 lako dobijaju. Ispod smo
prikazali neke od elemenata matri¢é):

hy = o L4 p g+ 4 [V @ +90) + @) — v +EH2 -2 (29)

Ly =1, = p—q—zz:?i[ipﬁ;w(qﬂ, (29)
I3 =1I3; = %’ oD
Ly =14y = _%’ ¢
I31 =L3=— q~[¢?i;f;?)]‘1, )
Iy =14 = _% 54

14
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Iz =9"(p) —¢'(p + q), (35)
Ly=Iliz=¢'(p+q) (36)
Ly =9"(q) —¢'(p + q). (37)

U sledeéim poglavljima smo prikazali vrednosti elemenata owatrice za neke od specijalnih
slwtajeva GB2 raspodele.

1.6 Primena

U ovom odeljku prvog poglavlja navodimo primenu sigme beta raspodele druge vrste i to u
oblasti prihoda i aktuarskih gubitaka, tokom posjéddecenija prethodnog veka.

Prihodi i bogatstvo:

Vartia i Vartia su 1980. godine [16] iskoristili m@renu B2 raspodelu satiri parametra (pod
nazivom skalirana i pomerernfa raspodela) kao model za raspodelu oporezovantdgdai u
Finskoj iz 1967. godine. Koriste metodu maksimalne verodostojnosti i metodu mortena
utvrdili su da se njihov model sistemski bolje yddaod log-normalne raspodele sa dva ili tri
parametra.

Mekdonald je 1984. godine [3] iskoristio GB2 i B&podele za porathe prihode u SAD-u iz
1970, 1975. iz 1980. godine. GB2 raspodela nadred®uglrugih raspodela (uglavnom beta i gama
tipa), dok B2 raspodela bolje fituje model nego galnuopsStena gama raspodela, ali je loSija od
Sing-Madala raspodele i to za svaki od razmatrakilpova podataka.

Mekdonald je zajedno sa Batlerom, 1989. godine [@d@nio parametre GB2 raspodele za
porodine prihode domanstava méu belim stanovniStvom u SAD-u od 1948-1980 godine,
koristeZi metod maksimalne verodostojnosti na grupisanimdagona. Pronasli su da parametri
oblika,a € (2.8,8.4),p € (0.17,0.6) i q € (0.4,1.7) opadaju tokom vremena, kao i da se nave
vrednostip i ¢ odnose na podatke posle 1966. godine. Ovo pokadaugel indeksirepa-pia -

q otprilike konstantni kroz vreme, dok u centru i@dgle postoje zigajne promene.

Dvojica statis@ara, Cakravarti i Maumdef su 1990. godine [18] razmatrali kaghje GB2
raspodele prilikom modelovanja podataka o prihodim&8AD-u za 1960, 1969, 1980. i 1983.
godinu. GB2 raspodela se tada pokazala na drugosturngpordenju sa njihovom raspodelom.
Medutim, u ¢lanku postoje neki kontradiktorni rezultati, dok segponovnoj proceni njihovih
zakljwaka doslo do rezultata da ManderCakravarti raspodela predstavlja samo
reparametrizaciju GB2 raspodele. Mekdonald je &tmwvaj model za porattie prihode u SAD-

u iz 1970, 1980, i 1990. godine korigtelve razltite metode ocene i alternativha grupisanja

" Satya R. Chakravarty i M. Majumder, indijski sséifiari
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podataka.Clanak Matumdera iCakravartija je dao vaznu lekciju o fitovanju podatao
prihodima, a takée nam je ukazao na opasnosti i prepreke kada poacadekvatno pregledani.

U studiji velike potraznje za spedifiim linijama automobila, 1993. godine [19] kée®$a je GB2
raspodela za direktnu ocenu el&stisti prihoda u odnosu na raspodelu prihoda stagiwen
Ispostavilo se da su ti rezultati u skladu sa oninteadicionalnim ekonometrijskim studijama
potraznje za automobilima.

Mekdonald je 1995. godine préawvao prihode porodica u SAD-u iz 1985. godine {3¢l 11
raspodela koje su razmatrane ¢eda najvisSe beta i gama tipa, GB2 se rangiralgpkemu smislu
fitovanja.

1996. godine je fitovana GB2 raspodela (kao i njerege podfamilije i specijalne shjeve)
pojedin&nim prihodima doménstava iz nem&og socio-ekonomskog panela (SOEP) za godine
1984-1993 [20]. Porkenje sa neparametrijskim ocenama gustine pokazaugidamo GB2 i, u
manjoj meri, Sing-Madala raspodela zadovoljas@ju

Britanski statisttar Parker je 1997. godine [14] razmatrao tropararskti B2 raspodelu prilikom
prowtavanja prihoda od samozaposljavanja u Velikoj Bijtad 1976. do 1991. godine. Poléke
od dinaménog ekonomskog modela prihoda od samozaposljavatyejio je da prihodi iznad
odrelenog pragay < 0 imaju B2 raspodelu sa dva parametra. On je ocg@mmetre
modifikovanom metodom momenata, po preporuci iz819§odine za modele koji sadrze
parametar praga. Ovo je tada predlozeno nakon e&tespostavilo da su prihodi postajali
progresivno nejednako raspodeljeni, Sto je primsapove€anju heterogenosti mda
samozaposlenima.

Gubici u aktuarstvu:

U aktuarskoj nauci, Kumifige u radu iz 1990. godine [8] koristio GB2 familijaspodela za
modeliranje godisnjih gubitaka usled pozara kojeleziveli veliki univerziteti. Ispostavlja se da
nije potrebna potpuna fleksibilnost GB2, a jednapatarski specijalni staj, tatnije inverzna
eksponencijalna raspodela se pokazala bolje od 1@8#dele s&etiri parametra. Isti autori su
takade razmatrali podatke o ozbiljnosti gubitaka od pazafitovali GB2 raspodelu kako za
grupisana tako i za pojedisrea posmatranja. U ovom sluSaju se biraju specijagrantavajli
slwtajevi GB2 raspodele sa tri parametra, kao Sto sg-Biadala i inverzna uopsStena gama
raspodela.

Gore pomenuti rad je pruzio vaznu lekciju o nepdwimn preteranom kok&nju parametara.
Dakle, moZzemo zakiljtiti da je GB2 familija raspodela jedna zaista @il i fleksibilna familija,
ali da ukljutuje cetiri parametra. Iskustvo prikupljeno statiktm aplikacijama tokom poslednjih
100 godina nasdi da raspodele sa&etiri parametra ponekad mogu biti preopSte, te mam
dozvoljavaju da prodremo u sustinu materije.

8 John D. Cummins, ameki aktuar
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2 Sing-Madala raspodela

Sing-Madala raspodela je uvedena 1975. godinedljojldormi 1976. godine [26, 27] je dobila
posebnu paznju u literaturi posemoj raspodelama prihoda. lako je pod navedenimame

otkrivena pre GB2 raspodele, bilo bi pogodno tattile kao poseban slaj GB2, a razlog tome
¢emo videti u nastavku teksta. U skorasnjoj ekonajskoj literaturicesto se upotkije sa Dagum

raspodelom, najverovatnije im&jw vidu slicnost njihovih funkcija raspodele.

Za izradu poglavlja koréeni su sleda izvori: [1], [2], [3], [4], [5], [8], [12], [20], [24], [25],
[26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [3% [35], [36], [37], [37], [38], [39].

2.1 Definicija

Kao Sto smo wenaveli, Sing-Madala raspodela je specijalntgaju B2 raspodele i to za= 1.
Njena funkciju gustine je:

a_q_xa—l

be - [1+ @]+’

flx) = x>0, (38)

gde su sva tri parametwab, g pozitivna. Ovde j& parametar skaliranja, dok syq parametri
oblika, gde parametgrutice samo na desni repgaitice na oba repa raspodele. U nastavku teksta
koristimo sledéu oznakuGB2(a,b,1,q) = SM(a, b, q).

Vazno je napomenuti da je ova raspodela viSe pravisno otkrivana u nekoliko slabo povezanih
podruja, shodno tome, poznata je pod rétiin imenima. Deluje da je po prvi put razmatrana
1942. godine, od strane Bura [28], gde se pojavlkgio dvanaesti primer reSenja diferencijalne
jedn&ine koja definiSe Burov sistem. Zbog toga se&wbinaziva Bur XII raspodela, ili samo Bur
raspodela, kako je ng&e mozemo na u aktuarstvu. Prema drugim navodima, imamo da/ge
raspodela predlozena kao raspodela prihodal988. godine [12] u neobjavljenom dokumentu
koji je predstavljen na sastanku jednog ekonons&tg drustva. Talde je poznata i kao Pareto
(IV) raspodela, beta-P raspodela ili kao uopsStegéobisticka raspodela.

Poseban sliaj gde jea = g se ponekad naziva paralogt&h raspodela. Dalji specijalni shjevi
poznati su kao Fisk ili loglogistka, zag = 1 i Lomaks raspodela za= 1. Ove raspodele smo
detaljnije posmatrali u narednom poglavlju.

Za razliku od GB2 raspodele, funkcija raspodele Smig-Madale je dostupna u zatvorenom
obliku i data je prikno jednostavnim izrazom:

F(x)=1- [1 + (g)a]_q,x >0, (39)

Odavde smo direktno dii da je funkcija kvantila jednako jednostavna:
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Fi(w) =b- [(1 _w)Ti— 1]5, 780 <u < 1. (40)

Dakle, Sing-Madala raspodela je jedna od retkilpagdsla za koju funkcija gustine i raspodele,
kao i funkcija kvantila imaju jednostavne zatvordéoeme. Ovo delom objaSnjaw#njenicu koju
smo pomenuli na samom ¢eiku ovog poglavlja, a to je da je ova raspodeda yiuta nezvisno
otkrivana u razliitim kontekstima.

Sing i Madala su 1976. godine [27] izveli svojupadelu razmatrajti stopu rizika (hazarda)(x)
prihoda. Podsetimo se, stopa rizika je trenutnpastocidencije, a funkcija rizika je verovat@o
da ako se prezivi do odtenog trena, weu sledéem trenutku doghaj ¢e se desiti. Podsetimo se
joS i ppadajte stope neuspeha (DFR, eng. decreasing failure+atea opisuje fenomen u kojem
se verovatnéa dogdaja u fiksnom vremenskom intervalu u badasti smanjuje tokom vremena.

Nakon ovoga su Sing i Madala predstavili stoplkeziaz = logx, i to velinu koju su nazvali
proporcionalna stopa neuspeha (PFR, eng. propattiaiture rate):

. . _dF() 1

r(z) = dz 1-F(z)

Ona meri, za bilo koji prihod, Sansu da se napeeiajvéem prihodu, u proporcionalnom smislu.
Za klasénu Paretovu raspodelu imamo da1&(z) = a. Ovo je ujedno i nagib funkcije
prezivljavanja prihoda u Paretovom dijagramu. Okaawje na to da*(z) mora biti asimptotski
konstantna. Sing i Madala su dalje pretpostavilirtiz) raste sa, prvo sa rasttom, a zatim
opadajéom brzinom. Kada smo definisali:= —log(1 — F),y’ > 0,y" > 0, dobili smo sledeu
diferencijalnu jednénu:

y'=a-y - (a-y),
gde jea konstanta. Prethodni izraz smo reorganizovaliledes natin:

n 12

'y
a-y

-=a-a,

y!
od koga smo integracijom dosli do sléeg:
logy' —logla—y')=a-a-z+cy,

gde jec; konstanta integracije. Odavde smo dobili stede

!
y a
= e@@ztey

a-y'

ili:
a - edazte

y = 1+ edaz+cy'

Dalja integracija nam je dala:
1
logy = . log(1 + e¥*%%1) 4 ¢,,
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gde jec, takaie konstanta integracije. Kada spneamenili sa-log(1 — F), logx saz i preuredili,
dobili smo sledée:

(o

F(x) = 1 - (b +xa~a)1/a'

gde jec = (—c, — ¢;)/a i b = 1/e°1. Iz grantnog uslovaF (0) = 0 sledi da jec = b'/%. Tako
da smo prethodni izraz sveli na oblik prikazan nize

bl/a
PO =1 Gaxaayre
ili
1
F(x)=1 T Graas (41)

gde jea; =1/b, a, =a-aia; = 1/a, Sto je zapravo Sing-Madala funkcija raspodelejixi
uvidua, =a,a; =qia; = b %.

Ovo izvaienje je pokazalo da se Sing-Madala raspodela laiaétproporcionalnom stopom
neuspeha — troparametarskom funkcijom u pogledéi prihoda:

a-q- ea~z—logb

T'*(Z) = 1+ eaz—logb ’

Sing i Madalin pristup je kritikovan od strane Krara 1978. godine [29], koji je smatrao da
analogija sa stopama neuspeha nije ubedljiva. Bearao na to, izgleda da su ove osobine
pouzdanosti neke zéane osobine empirijskih raspodela prihoda.

2.2 Momenti raspodele i druga osnovna svojstva

U drugom odeljku ovog poglavlja pokazali smo momeeBing-Madala raspodele i neka od
svojstavak-ti momenat postoji za svakkou intervalu—a < k < a - q i imajwéi u vidu izraz (12)
on iznosi:

. bk-B(1+§,q—§) bk-r(1+§)-r(q—§)
EX) =@ - M) 42
Ovdeé¢emo videti momente:
1 1 1 1
b-Bl+=,q—=) b-T(1+=)-T(q—=
B(1,9) I'(q)
i
2. . . _ —T12 T2(q —
D(X)=b {f'(@) - T(1+2/a) - T(q—2/a) —-T*(1+1/a) - T°(q 1/a)}_ (44)

I2(q)
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Odatle koeficijent devijacije iznosi (CV, eng. cheaent of variation):

_ o _[M@-Td+2/a)-T(q—-2/a)
CV‘ﬂm_J I2(1+1/a)-I2(q—1/a) L (45
a faktori oblika su:
T2(q) - A3 —3-T(q) - A, - A, +2- 2,3
\/,8_= (@) 23 (q)- A, 3/12 1 ’ (46)

(@) - 25 — 247]
BZ=F%q}14—4-ﬂﬂﬂ~lyﬂi+6~F9)ub~h?—3-lf
[C(@) - 2, — 24°]
gde imamot; =T'(1+i/a)-T'(q—1/a),i =1,2,3,4.

: (47)

Iz (11) imamo da se moda Sing-Madala raspodelezeostO ili se postize u sleélg tacki:

a—1

yi/a  akoje a > 1. (48)

Xmode = b - (a~q+1

Dakle, vidimo da se moda smanjujegs&to odrazavainjenicu da desni rep postaje laksi kako se
q poveava.

Zatvoreni oblici funkcije raspodele i funkcije kvwda Sing-Madala raspodele tak®@omogiéavaju
pogodne manipulacije sa karakteristikama statigitk@tka. Ovde imamo:

b-T1+1/a) - T(n-q—1/a)

E(Xy.) = 49
1.Tl) F(n R q) ( )
Sledei iskaz smo dobili iz osobine zatvorenosti i izraaamomente:

X ~SM(a,b,q) = Xy., ~SM(a,b,n-q). (50)

Koristeti rekurziju sada smo izéanali momente ody,.,,,2 < k < n:

=

i—

n . oi—1 k k
E(XxE, =i-(i)-bk-q- (—1)1-( j )-B(q-n—q-i+q—a+q-j,1+a).
Jj=0

Kako je funkcija raspodele dostupna u zatvorenanfpovo je takde sliaj i za stopu rizika
(hazarda), koja je data sle€den funkcijom:

a_q_xa—l

O = pm T et

0. (51)

Opsti oblik ove funkcije zavisi od vrednosti pardraeoblika a. Za svea > 0 stopa rizika
(hazarda) se polako smanjuje. Za> 1 imamo unimodalnu funkciju, dok za< 1 se smanjuje
za svex > 0. Napomenuli bismo da je parametggparametar skaliranja u (51) i ne odluge oblik

funkcije.
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2.3 Karakterizacija i reprezentacija

U statistékoj i ekonometrijskoj literaturi dostupno je nekali karakterizacija Sing-Madala
raspodele. V@na njih se verovatno najbolje shvati ukoliko ihvpgemo sa karakteristikama
eksponencijalne raspodele, najpoznatije i najvisaiséene raspodele na skup,.
Eksponencijalna raspodela se izuzetno dobro pof@sau njena funkcija raspodele, funkcija
kvantila, itd. sve dostupne u jednostavnom zatvamewnbliku. Samim tim nije iznedajuce Sto
postoji bogata literatura o karakterizaciji.

Za svaku monotonu funkcijia(-), karakterizacija o je ekvivalentna karakterizaciji dd(X).
Stoga, ako se odiena raspodela moze povezati sa eksponencijalngqode®m, zeljeni predmet
karakterizacije postaje dostupan. Sing-Madala melao je povezana sa eksponencijalnom
raspodelom preko sleéey:

X ~SM(a,b,q) © log [1 + (g)a] ~ Exp(q), (52)

gde Exp(q) ozna&ava eksponencijalnu raspodelu sa parametrom skjaliga Tako da jeh(:)
potrebna monotona transformacija, gde je:

1+ (3)

Sada su mnoge karakterizacije Sing-Madala raspatbsieipne primenom transformache!(-)
na promenljive sa eksponencijalnom raspodelom.

a

h(x) = log ,a > 0.

Svojstvo odsustva éanja je najpopularnija i intuitivno transparentnardkterizacija
eksponencijalne raspodele. Jedan od njegovih mredgitvalentnih izraza dat je u smislu sléde
funkcionalne jednéne:

PX>x+y)=PX>x) -P(X>y). (53)

El-Saidi, Sing i Bartoléi su 1990. godine pokazali da sléddunkcionalna jedrigna karakteriSe
Sing-Madala raspodelu, e svim neprekidnim raspodelama fdaco) [30]:

o)

gdesua, b >0ix,y>1.

a a a

SO N I R T

Ovo svojstvo kao i svojstva koja smo pokazali utandsu teksta proizilaze is svojstva odsustva
se&anja (53) eksponencijalne raspodele. U ostatku ovdgljka smo zanemarili parametar
skaliranjab i razmotrilih(x) = log(1 + x%).

)

Dalja karakterizacija Sing-Madala raspodele je zi 8a statistikama poretka. Pretpostavimo da je
niz X4, ..., X, slajni uzorak sa apsolutno neprekidnom raspodefommeka nizX;.,, ..., Xn.n
oznaava hjihove statistike poretka. Al-Husaini je 198adine [31] pokazao d§ ~ SM(a, 1, q),
i=1,...,n,ako i samo ako postaji > 0 tako da su slede velcine nezavisne:
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1+Xx¢,  1+X%, O 1+XE,
T+X8) 3 T 1+x8,) 77T T 14X )

Zl = 1 +X1an,Zz =

1996. godine je pokazano da je Sing-Madala raspddebkterisana i sleéien svojstvom [32]:
Ellog(1+ X%) |X > y] =log(1 +y%) +c, (54)

za sve nenegativne vrednosti za odréenea > 0,c > 0 meaiu neprekidnim raspodelama na
intervalu [0, «) za koje jeE|h(X)| < o0. Ovo je u sustini ekvivalent uslo&X|X >y) =y +
E(X), za sve nenegativne za koji je poznato da karakteriSe eksponencijefispodelu.

U nastavku smo prikazali tri povezana rezultatasoPzah(x) = log(1 + x) slede&a rekurzivna
relacija karakteriS6 M (a, 1, q) raspodelu:

E[R¥(X)|X > y] = h*(y) + g k- E[R*"1(X)|X > y]. (55)
Kada dodamo jo$ jedan uslov d&je?(X) < oo, isto vazi ukoliko je za svg i neko fiksnoc:
var[h(X)|X > y] = c2. (56)

Trece, sledéi uslov takate karakteriS&M (a, 1, q) raspodelu:

k
q-(n—i+1)

E[h*(Xin)] = E[R*(Xi—1:)] + CE[R T (X)) (57)

Opet, sva tri rezultata su povezana sa karakt@jama@ eksponencijalne raspodele putem
transformacijeh. Karakterizacija (55) je verzija momenta viSegarésd).

U delu teksta nize predstavili smo dodatne karédeije zasnovane na uslovnimiekivanjima
statistika poretka. Naime, ukolikoge= q - (n — i) nezavisno od, onda sled& iskaz karakteriSe
Sing-Madala raspodelu rie neprekidnim raspodelama na intervelueo) za koje jeF (0) = 0:

1
E[XE il Xim = x] = =[x + 2], (58)
Imajuéi u vidu da je:
E[Xfn|Xn-1m = x] = E[X*|X > x] i E[X{|Xzm = y] = E[X*|X < ],
ovo ¢emo prikazati u sledem obliku:
1
E[X¥|X > x] = 1 [xk + —].
q-1 q
Ispod smo prikazali joS jednu karakterizaciju:

1
E[X{c:nlxz:nzx] =E_L‘—'xk. (59)

Primetimo sada za kraj ovog odeljka, a posmatrgil) za GB2 raspodelu, da Sing-Madala
raspodelu mozemo smatrati slozenom Vejbulovom idelpo ¢iji parametar skaliranja ima
inverznu uopStenu gama raspodelu:

Wei(a,0) Ng InvGG(a,b,q) = SM(a, b, q). (60)
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2.4 Lorencova kriva i mere nejednakosti

Kao Sto smo wespomenuli, funkcija kvantila raspodele Sing-Mad#bstupna je u zatvorenom
obliku. Shodno tome, njen (normalizovani) integikllorencova kriva, takde je dostupna u
relativno jednostavnoj formi, ¢aije:

1 1
L(u)=ly(1+a,q—a),0SuS1, 61)

gde jey = 1 — (1 — u)'/9. Podklasa, gde j¢ = (a + 1)/a je jos analiitki jednostavnija i daje
Lorencovu krivu koja je simetfha:

L(w) = [1 -(1- u)a/(a+1)](a+1)/a’ O<u<l. (62)

Pomau (62) uvodimo termin Lorencovo ufenje na skupu svih nenegativnih &jnih
promenljivih sa konénim pozitivnim @ekivanjem, oznakori,, koje se definiSe sledien:

X<, Y & Ly(u) = Ly(w), gdeu € [0,1].
ZaX; ~ SM(a;, b;,q;),i = 1,2, neophodni i dovoljni uslovi z&; >; X, su sledéi:
a,<a,ia;-q <ay-qs. (63)
Iz izraza (49) smo dobili uopSteienijeve koeficijente:

EXim) _ . T-q—1/a) T(q)
EX) F(n-q)-T'(q—1/a)

zan = 2,3,4, .., gde zan = 2 smo dobili obini Binijev koeficijent:

_T(2q-1/a)-T(q)
[(2q)-T(q—1/a)

Za kraj ovog poglavlja osvrnuli smo se i na prvpsteu stohastku dominaciju (FSD), koja
omoguava parcijalno umenje sl¢ajnih promenljivih. Kloner je 2000. godine [33] pstavio
neophodne, kao i dovoljne uslove za pvostepenuwastdku dominaciju u Sing-Madala familiji.
Uslovia; = a,, a;-qq < az-qyib; = b, sudovolini zaX, >gsp X, © Fx, (u) < Fx, (1), za
sveu, dok su uslovir, = a,, a; - q; < a, - g, neophodni. Sada nam je interesantno da uporedimo
ove uslove sa onima za Lorencovudarost (63): iako je uslow; - q; < a, - g, takade uslov i
zaX; =, X,, imamo da se drugi uslay; > a, pojaviljuje u obrnutom obliku od onog u (63).
Razlog za ovo je taj Sto FSD opisujederost po ,veltini“, dok Lorencova opisuje udenost po
Lvarijabilnosti“. Naime, uslovia; < a, i a; - q; < a, - g, zn&e daX; ima tezi levi i tezi desni
rep i stoga je viSe promenljiva &g. Sa druge strane, uslayj > a,, a; - q; < a, - q, zna&e da
X, ima laksi levi i teZi desni rep i stoga je stoh#stveca odX,.

Gp=1—

(64)
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2.5 0cena parametara

Sing i Madala su 1976. godine [27] ocenili paramesispodele metodom regresije minimiziéaju
sled€u sumu:

2

zn: {log [1—F(x)] +q - log [1 + (’;)a]} , (65)

i=1

tj, nelinearnom regresijom najmanjih kvadratak 21. godinu kasnije Stopa [34] je diskutovao o
dodatnoj metodi regresije koristeelasténostdlogF (x)/dlogx raspodele. Dobijene ocene se
mogu Kkoristiti, na primer, kao petne vrednosti u metodi maksimalne verodostojnosti.

Logaritam funkcije verodostojnosti za potpuncéglian uzorak obima je sledéi:
n n
X a
logL =n-logq+n~loga+(a—1)~Zlogxi—n~a-logb—(1+q)-2109[1+(g) ],
i=1 i=1
odakle smo dobili jedriggne prikazane nize:

-1

g+ Z log (%) =1+q)- Z 10g(%) [(x%)a + 1] , (66)

n=1+q) zn: [1 + (3)1_1, (67)
i=1 ‘

— N Xi a
- Z log [1+ G| (68)
Specijalno, iz informacione matrice GB2 raspodgi®(zad = (a, b, q)" smo dobili

d lOgL 111 112 113

131 132 133

10) = (69)

gde su:

I = FERCEYR {q- Y@+ W+ @@ -y - D1 +2- (@ —ypDI}  (70)

1-q—q-[Y(@ —y@)]

Iy =1, = b-2+q ) (71D
L= %4 72
Zz_bz‘(2+q)’ ( )

: (73)

=l =Ty
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-YP1) -1
I —l 75
33 — qz' ( )

Zal;; koristili smo identitetyp’ (x) — ' (x + 1) = x 2.

Smitlajn je 1983. [35] pruzio eksplicitni izraz enzne FiSerove informacione matrice (kotste
drugu parametrizaciju), kao i same informacioneritakada su podaci grupisani i/ili cenzurisani
prvog tipa. Uporéivanje tih formula sa gore navedenim formulama on¢age nam ocenu gubitka
informacija usled dejstva grupisanja i/ ili cereur

Poslednja stavka koju smo spomenuli kod ocene peteam je alternativa metodi maksimalne
verodostojnosti. Kao alternativu, 1993. godine S&wkle [36] su razmatrali ocenu parametara
metodom maksimalnog proizvoda razmaka (MPS, engiman product of spacings). Ovaj
metod daje ocenu parame#ranaksimizacijom:

1
n+1

n+1
: 2 log{F (x;,0) — F(x;_1,0)},
i=1

i=1,2,..,n+1,9de jex, = —0 i x,,, = 6. 1z jedne simulacije koja koristi deset kombinacij
parametara i devet uzoraka u rasponm @€ 10 don = 150, oni su zakljdili da je MPS metoda
superiornija od metode maksimalne verodostojnbatiem za male uzorke.

2.6 Primena

U ovom odeljkucemo navesti primenu Sing-Madala raspodelénslkao u prvom poglavlju, kroz
dva kljutna polja primene - prihodi i aktuarski gubici.

Prihodi i bogatstvo:

Sing i Madala su 1976. godine [27] uporedili svajdual sa rezultatima drugog modela iz 1974.
godine koji je koristio gama raspodelu za potadiprihode u SAD-u u periodu 1960-1972 godine.
Na osnovu porienja su zakljaili da njihov model pruza bolji fit od gama ili logmalne raspodele.

Vazno je napomenuti da u pdemju sa lognormalnom, gama i beta tipom raspodeke yrste za
porodicne prihode u SAD-u za 1960. godinu i za period 19885 godine Sing-Madala raspodela
se generalno bolje pokazala od ostalih pomenutinggmu se u samo nekoliko ghjeva beta
raspodela prvog tipa pokazala nesto boljom.
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1983. godine Dagufje fitovao Sing-Madala raspodelu na podatke iz81gjpdine [37], takéde o
porodinim prihodima u SAD-u i ovaj fit je nadmasSio dvoaaretarsku lognormalnu i gama
raspodelu. Méutim, Dagum raspodela Ill i | tipa (satiri i tri parametra) se pokazala joS boljom.

Za prihode u Japanu za period 1963-1971, SM raspgeleolja od Fisk, beta, gama, logormalne
i Pareto (ll) raspodele [38]. Matim, pokazano je da potpuna fleksibilnost Sing-Bladaspodele
ipak nije potrebna i da dvoparametarska Fisk raslpod&€ obezbduje odgovarajéi fit.
Raspodela je takie fitovana na podatke koji su prikupljeni u anketiedistribuciji od strane 3
japanska statistara [24]. Razmatrane stetiri radne klase, kao i primarni i preraspodeljeni
prihodi, a primenjeno jéak pet razltitin tehnika ocene. U kasnijoj studiji koja korigsti skup
podataka, kori&n je metod maksimalne verodostojnosti na osnodwistualnih zapazanja [39].
Ovde je model Sing-Madala skoro uvek najbolji odggenih Sest razditih funkcija (ukljucujuéi
uopStenu gama i Vejbulobu raspodelu).

Primena Sing-Madala raspodele na podatke o prir@dimeiu nemakim doma&instvima u
periodu 1984-1993 godine pokazuje da on jeste jeddn dva odgovaraja modela.
Dvoparametarski modeli, kao Sto su gama ili Vejoalowaspodela nisu bili prikladni za ove
podatke [20].

Gubici u aktuarstvu:

U aktuarskoj literaturi, 1983. godine dvojica aktublog i Klugman [25] su fitovali Sing-Madala
raspodelu (tada poznatu pod imenom Burova rasppaela35 opservacija o gubicima usled
uragana u SAD-u. U paienju sa Vejbulovim i logormalnim modelima, Sing-Méal u ovom
sluitaju deluje da je prekomerno parametrizovana.

U ve¢ pomenutom radu Kuminsa iz 1990. godine [8] Singd®la raspodela je fitovana na
podacima o zbirnim gubicima od pozara. lako seadsla dobro pokazala, manje parametrizovani
specijalni sldajevi GB2 raspodele, kao Sto je inverzna ekspofednairaspodela, su se pokazali
joS boljim. Takd@e su razmatrani podaci o ozbiljnosti gubitaka odapa i fitovali su GB2
raspodelu kako za grupisana, tako i za pojetiagposmatranja. Ovde se Sing-Madala ne razlikuje
od GB2 raspodele séetiri parametra za pojeditiae opservacije, tako da je u ovom sl
raspodela stvar izbora.

9 Camilo Dagum, argentinski statisti i ekonometrista
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3 Fisk i Lomaks raspodele

Trece poglavlje rada se sastoji iz dva odeljka, deijmicaspodele Fiska i definicije i osnovnih

svojstava raspodele Lomaksa. Kako su momenti ialosgpovna svojstva predstavljena u opstijoj
formi u prethodnim poglavljima, u ovom poglavijucspinjemo samo one rezultate koji nisu
proSireni na uopstenje raspodele.

Za izradu poglavlja koréeni su sledé izvori: [1], [3], [4], [12], [30], [40], [41], [4], [43].

3.1 Raspodela Fiska

Kao Sto smo wenaveli u prvom odeljku prvog poglavlja, Fisk radpta je specijalni stiaj GB2
raspodele i to z@ = g = 1. Prvo Sto smo prikazali jeste funkcija raspodele koriste&i izraz
(39), tj. funkciju raspodele SM raspodele, a kakofpa specijalni staj od GB2, kada jp = 1,
imamo:

-1 -1

F(x)=1- [1 + (g)a] = [1 + (g)_a] x>0, (76)

dok je funkcija gustine sleda:
a-1

a-x

e , x>0
be- [1+ ()]

fG) = (77)

gde su parameta, b > 0.

Fisk raspodela moze sedhal literaturi i pod nazivima loglogistka raspodela ili Pareto (llI)
raspodela, ukoliko je dodat joS jedan parametaadip. Termin loglogistika moZe se objasniti
time Sto je raspodela ddgX logisticka, kod koga je parametar skaliranja, dokljegb parametar
lokacije.

Korisno svojstvo raspodele Fiska je to Sto ona dijava nemonotone stope rizika (hazarda),
tacnije:
a-1

a-Xx
T+ Go/b) S

h(x) = 5 0, (78)

koje su opadajte zaa <1, a in&e unimodalne sa modom m=b-(a—1)"/% Medu
raspodelama o kojima smo govorili u ovom radu, Fedpodela je najjednostavnija raspodela sa
ovom osobinom. Nasuprot Fisk raspodeli, popularrggbiova raspodela sa dva parametra
dozvoljava samo monotone stope rizika.
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Kako je b parametar skaliranja, a je jedini parametar oblika, ne mozemd&ekivati veliku
fleksibilnost u vezi sa merama nejednakosti. Kalsmlo lakSe naveli dovoljan i potreban uslov
za Lorencovu uigenost u ovom sktaju, prvo smo naveli potrebne uslove kod GB2 rasfed
Klajber je 1999. godine [40] pokazao da¥za~ GB2(a;, b;, vi, q;), 1 = 1, 2, sled€i uslovi zajedno
impliciraju X; = X,:

a; <ay a; Py <Ay P10, <0a3q;. (79)

Kod raspodele Fiska, Lorencovo desje je linearno, specijalno Xa ~ Fisk(a;, b;),i = 1,2, iz
uslova (79) smo dobili slede:

X1 ZL XZ (=1 aq < ap, (80)
gdejea; > 1,i = 1,2, .... Kod Fisk raspodele izraz #anijev koeficijent je jos jednostavniji nego
kod obitne Paretove raspodele i jednak je:

Medu svim neprekidnim raspodelama na inter@lLro) Fisk raspodela se karakteriSe slemne
a a

[ PO A P R

gde sug, b > 01ix,y > 1 [41]. Prethodni izraz su 1990. godine uopstilidaidi, Sing i Bartolti
[30], a to je u direktnoj vezi sa svojstvom odsastéanja eksponencijalne raspodeléemu smo
vec pisali u prethodnom poglavlju.

a

, o (82)

Sto se tie ocene parametara, vazno je da spomenemo daej@\ESinformaciona matrica Fisk
modela dijagonalna.

Cen je 1997. godine [42] izvecitze intervale poverenja i testove za parametakahblraspodele
Fiska. Uaivsi da je raspodela kaéhikaé = M, /M, tj. aritmetike i geometrijske sredine od:

Xl:n . XZ:n . Xk:n “
5 -G -G
bez parametara, sa striktno r&stm funkcijom raspodele, dobio jecke percentila z8 < k <

n < 30 preko Monte Karlo simulacije. Imauu vidu da je razmatran mali obim uzorka, ovi
rezultati su mozda korisniji u aktuarstvu, negddlasti raspodela prihoda.
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3.2 Raspodela Lomaksa (Pareto Il raspodela)

Sledei dvoparametarski staj GB2 raspodele je raspodela Lomaksa, koja sgadnhn = p =

1. U ovom odeljku definisali smo funkcije raspodelgustine, videlicemu je jednaka stopa
hazarda i naveli uslove za Lomaksovo demje. Raspodela je dobila naziv po statssti
Lomaksu, koji ju je predstavio 1954. godine [43)nkcija raspodele je:

x1-4
F(x)=1—[1+E] x>0, (83)
dok je funkcija gustine:

FOo) = %. (1+ g)_q_l,x > 0. (84)

Dakle, to je zapravo Sing-Madala raspodela gdegel. Raspodela Lomaksa je mozda poznatija
kao Paretova (ll) raspodela, kako ju je 1983. gediazvao Arnold [12]. Odnos izderaspodele
Lomaksa i ohine Paretove raspodele mozemo prikazati na &led&n:

X ~ Lomax(b,q) © X + b ~ Par(b,q).

Stopa rizika je prikazana nize:
_q
r(x) = hix x,x >0, (85)

Sto je striktno opadagia funkcija za sve dopustene vrednosti parametara.

Za kraj ovog poglavlja osvrnuli smo se na Lorencavaienje, kao i u prethodnim poglavljima.
Slicno kao u slgaju raspodele Fiska, Lorencovo deeje je linearno, tamije za X; ~
Lomax(b;, q;),i = 1,2, vazi sledée:

41 < q2 © X1 21 Xy, (86)
imajuéi u vidu da jeg; > 1. DPinijev koeficijent je takde jednostavnog oblika:

G =

s (87)
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4 UopsStena beta raspodela prve vrste

Poslednji deo rada se sastoji iz dva odeljka, d=jféen svojstva uopsStene beta raspodele prve vrste
(u daljem tekstu: GB1) i njena primena. Najpoznptimer ove raspodele je njen specijalnisiy
standardna beta raspodela (u daljem tekstu: B1L @Bpodelu je prvi predstavio Mekdonald
1984. godine [3] kao raspodelu prihoda, dok jetel $srhe nesto vise od decenije kéeisa B1.

Za izradu poglavlja koréeni su sledé izvori: [1], [2], [3], [4], [7], [21], [22].

4.1 Definicija i svojstva

GBL1 raspodela je definisana preko svoje funkcijgtige:

 x@P=1.[1 — (x/b)2]9-1
27 ,[ (/b)) ,0<x<Dh, (88)
be? - B(p,q)

gde su sva&etiri parametraa, b, p, q pozitivha. Ovde jeb parametar skaliranja, dok sup, g
parametri oblika. Kada je = 1, dobijamo beta raspodelu sa tri parametra:

xP~1.[1—-x/b]9 1! -
7 oy 0SYSh (89)

Ispod smo prikazali relaciju iznda GB2 i GB1 raspodele, koja je zapravo uopStenfeandobro
poznate veze iznde B1 i B2 raspodele:

f&) =

f&x) =

1

a
> ~ GB1(a,b,p,q).

a

1+Xa

X ~ GB2(a,b,p,q) = (

Funkcije raspodele GB1 i B1 se ne mogu izrazitkprelementarnih funkcija. Miitim, imajLi
u vidu (8), one su dostupne preko Gausove hipergagske funkcijezF1 i to u sledéem obliku
(Mekdonald, 1984. godina, izvor 3):

5) x

F(x)=p_B(p’q)-2F1(p,1—q;p+1;(3)a), x> 0. (90)

Po analogiji, kao kod GB2 raspodele, prethodno puwtee raspodele moZzemo napisati kao
regularnu nekompletnu beta funkciju, ucsju GB1:

F(x) = I,(p,q), gde jez = ()%, x > 0, (91)

Momenti GB1 raspodele postoje kakoje se nalazi u intervalsa-p < k < o i jednaki su
sledéem:
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k k
b -Bp+7.9) b T(p+7) T +9)

E(X¥) = =
M OD) Mo +q+9) T()

(92)

Lorencovo urdenje unutar GB1 familije raspodela ptamvao je statistar Vilfling [21], koji je
obezbedidetiri seta zadovoljavafih uslova. Napominjéi da je gustina GB1 raspodele pravilno
promenljiva u 0 sa indeksonp — 1, mozZe se zakljtiti da je uslova, - p; < a, - p, heophodan
zaX; =2 X,.

Kompletna karakterizacija Lorencovog deaja trenutno ne postoji. Ono Sto mozemo prikazati
jesu sledée dve relacije:

e AkoX ~ GB2(a,b,p,q)iY ~GB1(a,b,p,q), ondavazX >, Y;
« Ako X ~GB1(a,b,p,q) i Y ~GG(d,b,p) — gde je GG oznaka za uopstenu gama
raspodelu, gdeje>dia-p=a-p,onday >; X.

1984. godine Mekdonald [3] je da&inijev koeficijent GB1 raspodele kao jedan déajaizraz
koji ukljucuje uopstenu hipergeometrijsku funkc§Bi3. U nastavku teksta smo prikazédimu je
jednak ovaj koeficijet za B1 podfamiliju raspodgks,je sam izraz manje glomazan:

;.2 BP+q1/2)-Blp+1/2,1/2) Tp+q Tp+1/2) I(q+1/2)

m-B(q,1/2) CVAT(p+q+1/2) T+ 1) - T(q)
Prva raspodela koja obuhvata i GB1 i GB2 familgupjedlozena 1995. godine [4]. Ova raspodela
se zove uopsStena beta raspodela sa pet paramesladEa funkcija predstavlja njenu funkciju
gustine:

_lal-x4P7H 14 (1 =) - (/b))
=" B(p,q) - [1+c- (x/b)*]P*a ~

(93)

gde je0 < x* < b?*/(1—c) i svi parametria, b, c,p,q Su pozitivhi. Ponovo imamo da fe
parametar skaliranja, dok aup, g parametri oblika. Novi parametar [0, 1] omoguava gladak
prelaz izméu specijalnih sltiajevac = 0, GB1 raspodeled¢ = 1, GB2 raspodele. Momenti ove
uopsStene raspodele postoje za svilkakoliko jec < 1 ili zak < a - q ako jec = 1. Momente
smo prikazali sled@®m formulom:

k

b"-B(p+a,q)F< SRk )
B \WPrggptatgd

Za kraj ovog odeljka napominjemo da su i sami awteng uopsStenja ostali skefi u pogledu
korisnosti i samog zianja ove raspodele, te je ostala kao interesaptirgsko uopsStenje.

E(x*) =
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4.2 Primena

U drugom odeljku poslednje teme o&mo se na primenu uopStene beta raspodele prve vrst
slicno kao i u prethodnim poglavljima, s tim da smo evatikazali i potencijalnu primenu u
muzici.

Prihodi:

U uticajnom radu Turova iz 1970. godine [22] Blp@dela je razmatrana kao raspodela prihoda
domg&instava (porodica i osoba koje nisu u srodstvu)AD$ za period 1949-1966, korigie
meru vrednosti dolara u odnosu na 1959. godinuerf@@arametara nije data u ovom radd,we
radu iz 1984. godine od strane Mekdonalda [3]).oVuje takae prowtavao uticaj razéitih
makroekonomskih faktora na parametre raspodelenptregresionih tehnika. Konkretno, njegova
istrazivanja se bave pitanjem da li je ekonomskt @ovezan sa egalitarizmom, a té&oi
pretpostavlja da inflacija moze dovesti do izjethraje raspodele za belce. ¥Mdim, 1984. godine
Mekdonald [3] je izrazio odteEne sumnje u pogledu rezultata Turova. On je istdkenijedna od
ocenjenih gustina nij€l —oblika (kao Sto sedekuje), a da s®inijevi koeficijenti razlikuju od
ocene za oko 30%ime je zaklj¢io da te razlike naglaSavaju probleme ocene.

1979. godine je Mekdonald koristio B1 raspodelapeoksimaciju porodnih prihoda u SAD-u
za 1960. godinu i od 1969. do 1975. godine [23]isteti tri razlicite metode ocene, ispostavilo
se da je ova raspodela pogodnije od gama i logialme raspodele, ali da je inferiornija od Sing-
Madala raspodele, koji ima isti broj parametara.

Do sliénog rezultata kao u prehodnoméglju su 1988. godine dosli japanski statesti, koristrei
anketu iz 1975. godine [24]. Oni su koristili Blspadelu da bi fitovali podatke o prihodima u
Japanu, u grupisanom obliku. Razmatranéetini radne klase, kao i primarni i preraspodeljeni
prihodi, a primenjeno jéak pet razkitih tehnika ocene. Pomenuta raspodela dajéana bolji

fit od uopStene gama i log-normalne raspodelgealdalje Sing-Madala raspodela superiornija.

Nemaki statisttari su 1996. godine ocenjivali B1 i GB1 raspodg&hrjsteti podatke o prihodima
doma&instava, prikupljenih preko nerflkog socio-ekonomskog panela (SOEP) za period 1984-
1993 godine [20]. Oni su primetili da se ocena met maksimalne verodostojnosti za GB1
pokazala prikino teSkom. Takie, oba modela su imala tendenciju da potcenjupinguesrednost

za ove skupove podataka.

Kao zakljuitak ovog odeljka, moZzemo dieda sve ove studije ukazuju na to da postoji nkkol
raspodela podrzanih na neogemmom domenu koje pruzaju znatno bolji fit od GBI1BIL
raspodele.

Muzika:

Poznavanje dinartkih osobina audio signala ima posebnoéajrau ulogu u mnogim inZenjerskim
oblastima koje se bave audiotehnikom. Istrazivaspeovedeno na Elektrotektkom fakultetu u
Beogradu, pokazalo je jasno vidljivu razliku u &hbliempirijskih raspodela intenziteta mtkah
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signala izmédu 12 razléitih muzickih Zanrova [7]. Muziki Zanrovi koji su bili predmet
istrazivanja su: klasha muzika, dZzez i bluz kao jedinstven Zanr, rokdhak, pop, elektro pop,
hip-hop i rep zajedno, haus, tehno, srpski folkirgjijska i filmska muzika. Grafka predstava
navedenih rezultata je prikazana na slici 4.
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Slika 4: Usrednjene raspodele nivoa mikin signala za svih dvanaest Zanrova.

Sa slike 4 se jasno vidi da pojedini Zanrovi imajo razvieen dinamiki opseg intenziteta signala,
dok drugi teze da ga koncentriSu u relativno usk@segu. Pitanje koje se tada postavilo i koje je
bilo predmet istrazivanja rada je analiza mowsti da se empirijski dobijeni rezultati modeluju
preko egzaktnih matemakih raspodela. U ovom smislu, beta raspodela jeagpodele koja je,
po svojoj prirodi, fleksibilna, te stoga némm pogodna za ovakav tip analize s obzirom da u
zavisnosti od svojih parametara moze uzimati \aldi¢ite oblike gustine raspodele.

Na slici 5, na kojoj su prikazani neki tpii oblici beta raspodela, ilustrovana je izuzetna
prilagodljivost beta raspodele, samim tim i razzbggcega beta raspodela moze biti jako korisna
pri raznim simulacijama.
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Slika 5: I1zgled karakteristinih beta raspodela sa dva parameBép, q).
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Kao Sto se sa slike 5 moze videti, kada je g, beta raspodela uzima oblik (kriva oZzeaa roze
linijom), koji ve¢ blago p@inje da pods&a na empirijsku raspodelu nivoa mtkih signala
prikazanih na slici 4.

Podaci koji su obriivani u tom istrazivanju predstavljaju podatke ksji dobijeni merenjem
intenziteta raztiitih muzickih signala (zanrova) ptiemu je trajanje pojedidaog Zanra bilo oko

2 sata. Izmereni intenziteti mykih signala se ki u opsegu od -80dB do 0dB sa korakom od
0.5dB i za svaku vrednost intenziteta je izmereripagajita verovatnéa pojavijivanja. Na
osnovu tih vrednosti nacrtani su grafici prikazaai slici 4. Bitno je napomenuti da navedeni
grafici sa slike 4 ne predstavljaju kl&sdo matematiki definisanu gustinu raspodele 12 mikan
Zanrova, vé empirijsku raspodelu nivoa signala tih Zanrovajeksu definisane po &ao
odratenim vrednostima (intervalima) nivoa mékah signala.

Za testiranje hipoteze o tome da li se pémoeke beta raspodele sa fiksiranim parametrimamoz
ili ne moze modelirati odeni muzéki zanr korig€en je hi kvadrat test, kao jedan od testova te
vrste sa najSirom oblas primene. U toku istrazivanja testirani su podeezani za svih 12
Zanrova, na beta raspodeig se parametri kréu u opsegu od 1 do 40. Potencijalne, nedebe,
beta raspodele koncentrisale su secndaodreéienim intervalima parametara, koji odugu te
raspodele. Navedeni rezultati su prikazani u taheli

Tabela 2 Grantne vrednosti intervala parametara beta raspod@teskioproSle hi kvadrat test.

Tip muzickog Zanra] Poietne vrednosti parametara g Krajnje vrednosti parametagai q
Klasicna muzika 13.0 6.2 16.5 7.9
DzZez i bluz 20.6 6.9 28.0 9.3
Hard rok 31.7 6.8 38.5 8.2
Pop 25.0 6.9 32.1 8.8
Rok 25.9 7.6 33.4 9.8
Elektro pop 22.5 5.5 25.0 6.1
Hip-hop i rep 12.0 2.9 17.5 4.1
Haus 20.5 4.3 25.6 5.3
Tehno 22 4.3 29.8 5.8
Narodna 27.1 7.0 40.0 10.4
Filmska 7.9 3.4 10.1 4.2
Liturgijska 11.0 4.1 16.3 6.1
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Slika 6: llustracija modelovanja empirijske krive raspadklaséne muzike beta raspodelom (15.0,7.2).
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Zakljucak

Ovaj rad predstavlja uvod u beta-tip raspodelamajprimenu. On je baziran natwestanovljenim
definicijama, kao i svojstvima, kogne neophodnu osnovu za dalje upoznavanje i razanjev
ove oblasti, koja je predmet avanja mnogih natnika. Sama poenta rada je bila da se upoznamo
sa uopStenjem beta raspodele kame tokom osnovnih studija, kao i da priblizimompmnaaj

kroz primenu.

U prvom poglavlju smo se zadrzali na definiciji Stgne beta raspodele druge vrste. Najaeo
primene smo zaklgili da se odnosi na modelovanje prihoda, kao i gka u aktuarstvu.

U drugom poglavlju smo definisali specijalni & raspodele iz prvog poglavljactaje Sing-
Madala raspodele. Po uzoru na prvo poglavije i s razradili kroz 6 odeljaka, zajedno sa
definicijom Lorencove krive kao i ocenom paramet@meiu ostalog.

Trec¢e poglavlje se odnosi na dodatna dva specijalr@jslwopstene beta raspodele druge vrste,
tacnije Fiks i Lomaks raspodelu.

Poslednje poglavlje rada je bazirano na definigjimeni uopstene beta raspodele prve vrste. U
okviru ovog odeljka spomenuli smo i nama dobro pdarstandardnu beta raspodelu, koju smo
izucavali na osnovnim studijama. U okviru primera u mwvaedeljku izasli smo iz okvira
ekononomije i aktuarstva i predstavili primenu uzncu
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