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Poglav	e 1

Teorijski uvod

1.1 Osnovni koncepti teorije verovatno�a

Neka je Ω prostor ishoda posmatranog eksperimenta. Pojedine podskupove Ω nazi-
vamo doga�ajima.

Definicija 1.1.1. Klasa A podskupova prostora ishoda Ω koja poseduje slede�a
svojstva:

1. Ω ∈ A.

2. Ako A ∈ A, tada A ∈ A.

3. Ako A1, A2, A3, . . . ∈ A, tada
∞⋃
n=1

An ∈ A.

naziva se σ-algebra doga�aja definisana na prostoru ishoda Ω.

Primetimo da je σ-algebra doga�aja zatvorena u odnosu na prebrojivu primenu
operacija preseka, unije i komplementa.

Definicija 1.1.2. Presek svih σ-algebri koje sadr�e skupove iz neke kolekcije
K naziva se minimalna σ- algebra generisana kolekcijom K.

Ukoliko je kolekcija K = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}, minimalna σ-algebra koja je
sadr�i naziva se Borelova σ-algebra podskupova realne prave, a �eni elementi su
Borelovi skupovi.

Definicija 1.1.3. Funkcija P : A → R je verovatnosna mera na mer	ivom pros-
toru (Ω,A) ako ima slede�a svojstva:

1. P (Ω) = 1;

2. P (A) ≥ 0 za svaki doga�aj A ∈ A;

3. Ako su doga�aji A1, A2, A3, . . . ∈ A takvi da za i 6= j va�i Ai ∩ Aj = ∅, va�i
jednakost:

P
( ∞⋃
n=1

An
)

=
∞∑
n=1

P (An).

Definicija 1.1.4. Ure�ena trojka (Ω,A, P ) naziva se prostor verovatno�a.
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POGLAV�E 1. TEORIJSKI UVOD 2

Definicija 1.1.5. Neka je dat prostor verovatno�a (Ω,A, P ) i par (R,B) koga
qine skup realnih brojeva i Borelova σ-algebra podskupova tog skupa.

Funkcija X : Ω → R naziva se sluqajna veliqina ako je mer	iva u odnosu na
σ-algebre A i B, tj. ako za svaki Borelov skup B ∈ B va�i

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ A.

Teorema 1.1. Neka je X sluqajna veliqina definisana na prostoru verovatno�a
(Ω,A, P ). Tada je familija

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ B}

σ-algebra i naziva se σ-algebra generisana sluqajnom veliqinom X.

Dokaz. Treba pokazati da va�e svojstva navedena u definiciji σ-algebre:

1. Ω = X−1(R) ∈ σ(X).

2. Neka A ∈ σ(X). Tada postoji skup B ∈ B takav da va�i A = X−1(B), odakle i
A = X−1(B) = X−1(B) ∈ σ(X).

3. Neka je An niz elemenata σ(X). Tada postoji niz Borelovih skupova Bn takav
da za svaki indeks n ∈ N va�i An = X−1(Bn). Kako je Borelova σ- algebra

zatvorena za prebrojive unije, tj.
∞⋃
n=1

Bn ∈ B,

∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

X−1(Bn) = X−1

( ∞⋃
n=1

Bn

)
∈ σ(X).

Definicija 1.1.6. Uslovno matematiqko oqekiva�e nenegativne sluqajne veli-
qine X u odnosu na σ- algebru F ∈ A je nenegativna proxirena sluqajna veliqina
koja ima slede�a svojstva:

1. E(X|F) je sluqajna veliqina koja je F-mer	iva.

2. Za svaki doga�aj A ∈ F va�i jednakost:∫
A

XdP =

∫
A

E(X|F)dP.

Napomena 1. Pojam proxirene sluqajne veliqine se odnosi na funkciju Y : Ω →
R ∪ {∞} za koju je Y −1(B) ∈ A za svaki Borelov skup B ∈ B.

Definicija 1.1.7. Ako va�i E(X−|F) < ∞ s.s. ili E(X+|F) < ∞ s.s., uslovno
matematiqko oqekiva�e E(X|F) sluqajne veliqine X u odnosu na σ-algebru F ∈ A
definisano je formulom

E(X|F) = E(X+|F)− E(X−|F),

gde je X+ = max(X, 0) pozitivni odnosno X− = max(−X, 0) negativni deo sluqajne
veliqine X.

Pri tom se na skupu doga�aja verovatno�e 0 na kom va�i E(X+|F) = E(X−|F) =
∞ ova razlika definixe proizvo	no, recimo, 0.
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Definicija 1.1.8. Neka je X sluqajna veliqina i σY σ-algebra generisana sluqa-
jnom veliqinom Y . Ukoliko je definisano uslovno matematiqko oqekiva�e E(X|σY ),
oznaqava se kao E(X|Y ) i naziva se uslovno matematiqko oqekiva�e sluqajne veli-
qine X u odnosu na Y .

Naredna teorema daje neke od va�nih osobina uslovnog matematiqkog oqekiva�a.

Teorema 1.2. Neka je (Ω,A, P ) prostor verovatno�a, F σ-podalgebra σ-algebre A,
X i Y sluqajne veliqine koje imaju oqekiva�e E(X), odnosno E(Y ). Tada va�i:

1. E(X|A) = X, E(X|F0) = E(X), gde je F0 = {∅,Ω} trivijalna σ-algebra.

2. E(aX + bY |F) = aE(X|F) + bE(Y |F) s.s. gde a, b ∈ R.

3. Ako su F1 i F2 σ-algebre takve da je F1 ⊂ F2 ⊂ A, s.s. va�i jednakost:

E(E(X|F1)|F2) = E(E(X|F2)|F1) = E(X|F1).

4. E(E(X|F)) = EX.

5. Neka sluqajna veliqina X ne zavisi od σ-algebre F , tj. ne zavisi od indika-
tora IB za B ∈ F . Tada s.s. va�i jednakost

E(X|F) = EX.

Teorema 1.3. Neka je Y F-mer	iva sluqajna veliqina i neka je E|X| < ∞ i
E|XY | <∞. Tada skoro sigurno va�i jednakost

E(XY |F) = Y E(X|F).

1.2 Osnovni koncepti teorije sluqajnih procesa

Definicija 1.2.1. Neka je (Ω,A, P ) prostor verovatno�a i (S,F) mer	iv pros-
tor.

Funkcija X : Ω → S koja je mer	iva u odnosu na σ-algebre A i S naziva se
sluqajni element u prostoru S.

Definicija 1.2.2. Familija sluqajnih elemenata {Xt, t ∈ T} definisanih na
istom prostoru verovatno�a (Ω,A, P ), gde je T beskonaqan skup, naziva se sluqajni
proces.

Ako svi sluqajni elementi imaju isti fazni prostor (S,F), onda je on fazni
prostor sluqajnog procesa. Kada je (S,F) = (R,B), govorimo o realnom sluqajnom
procesu.

Skup T se naziva indeksni ili parametarski skup. U zavisnosti od toga da li je
T diskretan ili neprekidan, razlikujemo sluqajne procese sa diskretnim (sluqajne
nizove) i neprekidnim vremenom.

Za fiksirano t ∈ T , X(t, w) : Ω → R je sluqajna veliqina, dok se za fiksirano
ω ∈ Ω funkcija X(t, w) : T → R naziva trajektorijom sluqajnog procesa.

Definicija 1.2.3. Familija σ-algebri {Ft, t ∈ T} je filtracija na prostoru
(Ω,F) ako va�e slede�a dva uslova:

1. za svako t1, t2 ∈ T , t1 ≤ t2 ⇒ Ft1 ⊂ Ft2.
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2. σ

(⋃
t∈T

Ft
)
⊂ F .

Definicija 1.2.4. Prirodna filtracija sluqajnog procesa {Xt, t ∈ T} je σ-algebra
generisana sluqajnim veliqinama X(s), 0 ≤ s ≤ t.

Definicija 1.2.5. Sluqajni proces {Xt, t ∈ T} je adaptiran u odnosu na fil-
traciju (Ft, t ∈ T ) ako je za svako fiksirano t ∈ T , sluqajna veliqina X(t) mer	iva
u odnosu na σ-algebru Ft.

Svaki sluqajni proces je adaptiran u odnosu na svoju prirodnu filtraciju.

Definicija 1.2.6. Sluqajni proces sa neprekidnim vremenom {X(t), t ∈ T} je
martingal u odnosu na filtraciju (Ft, t ∈ T ) ako va�e slede�i uslovi:

1. {X(t), t ∈ T} je adaptiran u odnosu na filtraciju (Ft, t ∈ T ).

2. E|X(t)| <∞, ∀t ∈ T .

3. E(X(t)|Fs) = X(s) s.s. 0 ≤ s ≤ t, s, t ∈ T .

Definicija 1.2.7. Sluqajni niz {Xn, n ∈ N0} je martingal u odnosu na fil-
traciju (Fn, n ∈ N0) ako va�e slede�i uslovi:

1. {Xn, n ∈ N0} je adaptiran u odnosu na filtraciju (Fn, n ∈ N0).

2. E|Xn| <∞ ∀n ∈ N0.

3. E(Xn|Fn−1) = Xn−1 skoro sigurno ∀n ∈ N.

1.2.1 Braunovo kreta�e

Definicija 1.2.8. Sluqajni proces {W (t), t ≥ 0} definisan na prostoru verovatno�a
(Ω,A, P ) je standardni Vinerov proces (ili Braunovo kreta�e) ako va�e slede�i
uslovi:

1. W (0) = 0 skoro sigurno.

2. {W (t), t ≥ 0} ima nezavisne priraxtaje

3. Priraxtaj W (t)−W (s) ima normalnu raspodelu N (0, t− s) za 0 ≤ s < t.

Filtracija Braunovog kreta�a je kolekcija σ-algebri {Ft, t ≥ 0} koja poseduje
slede�e osobine:

• Akumulacija informacija: Za 0 ≤ s < t va�i Fs ⊂ Ft, odnosno u kasnijem vre-
menskom trenutku t ima bar onoliko informacija koliko ih je bilo u ranijem
vremenskom trenutku s.

• Adaptiranost: Za t > 0, Braunovo kreta�e W (t) je Ft-mer	ivo, tj. na osnovu
informacija dostupnih u trenutku t mo�emo odrediti vrednost Braunovog
kreta�a u tom trenutku.

• Nezavisnost od budu�ih priraxtaja: Priraxtaj W (t) − W (s) za 0 ≤ s < t
je nezavisan od Fs, odnosno svaki priraxtaj Braunovog kreta�a nakon nekog
trenutka je nezavisan od informacija dostupnih do tog trenutka.
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Primetimo jox da prve dve osobine obezbe�uju to da je informacija dostupna u
trenutku t barem onolika koja se mogla dobiti opservacijom Braunovog kreta�a do
trenutka t, dok tre�a osobina daje to da ta informacija nema nikakvog uticaja na
predvi�a�e budu�eg kreta�a.

Teorema 1.4. Braunovo kreta�e je martingal.

Dokaz. Jasno je da va�e prva dva svojstva definicije 1.2.6.
Treba jox pokazati da E(W (t)|Fs) = W (s) s.s. za 0 ≤ s < t.

E(W (t)|Fs) = E(W (t)−W (s) +W (s)|Fs)
= E(W (t)−W (s)|Fs) + E(W (s)|Fs)
= E(W (t)−W (s)) +W (s) = W (s)

na osnovu linearnosti uslovnog matematiqkog oqekiva�a i nezavisnosti budu�ih
priraxtaja Braunovog kreta�a od informacija iz proxlosti. Ovim je tvr�e�e
pokazano.

1.2.2 Osobine trajektorija Braunovog kreta�a

Ka�emo da je sluqajni proces X skoro sigurno neprekidan (ili neprekidan sa
verovatno�om 1) na nekom intervalu ako su mu skoro sve trajektorije neprekidne
funkcije, tj. ako za interval S va�i

P{ω|X(t, w) ima prekid na S} = 0

Da bismo pokazali da su skoro sve trajektorije Vinerovog procesa neprekidne,
koristimo kriterijum Kolmogorova.

Teorema 1.5. Ako postoje p, q,K > 0 takvi da

E|X(t1)−X(t2)|p ≤ K|t1 − t2|1+q, t1, t2 ∈ S,

tada je sluqajan proces X s.s. neprekidan na intervalu S.

Teorema 1.6. Vinerov proces {W (t), t ≥ 0} je skoro sigurno neprekidan na svakom
segmentu [0, T ], za T > 0.

Napomena 2. Lako se pokazuje da kriterijum Kolmogorova va�i za p = 4, q =
1, K > 3, 0 ≤ t1 < t2, tj. da je

E(W (t2)−W (t1))4 = 3(t2 − t1)2.

Teorema 1.7. Skoro sve trajektorije standardnog Braunovog kreta�a su nigde
diferencijabilne.

Dokaz ovog tvr�e�a se mo�e na�i u [4].

Teorema 1.8. Skoro sve trajektorije Braunovog kreta�a imaju neograniqenu var-
ijaciju na svim konaqnim intervalima.

Kako je funkcija varijacije skoro svuda diferencijabilna i mo�e se pred-
staviti kao zbir jedne rastu�e i jedne opadaju�e funkcije, ovo svojstvo trajektorija
Braunovog kreta�a navodimo kao direktnu posledicu prethodne teoreme.

Sada nam je od interesa da poka�emo da je kvadratna varijacija trajektorija
Braunovog kreta�a ograniqena.
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Teorema 1.9. Neka je {W (t), t ≥ 0} Braunovo kreta�e , T > 0 i Π = {0 = t0 <
t1 . . . < tn = T} podela intervala [0, T ].

Tada QΠ =
n−1∑
i=0

(W (ti+1 −W (ti))
2 → T u sred�e kvadratnom, kada n→∞.

Dokaz. Oznaqimo sa ||Π|| = max
0<i<n−1

(ti+1 − ti) parametar podele, du�inu najdu�eg

podeonog segmenta koji te�i 0, kada n → ∞. Kvadratna varijacija QΠ je sluqajna
veliqina (zavisna od izbora trajektorije) definisana kao suma nezavisnih sluqa-
jnih veliqina.

EQΠ =
n−1∑
i=0

E(W (ti+1)−W (ti))
2

=
n−1∑
i=0

D(W (ti+1)−W (ti))

=
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = T

DQΠ =
n−1∑
i=0

D(W (ti+1)−W (ti))
2

=
n−1∑
i=0

E(W (ti+1)−W (ti))
4 − (E(W (ti+1)−W (ti))

2)2

=
n−1∑
i=0

3(ti+1 − ti)2 − (ti+1 − ti)2 = 2
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)2

≤ 2||Π||
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = 2||Π||T

Odavde lim
||Π||→0

DQΠ = 0, pa lim
||Π||→0

QΠ = EQΠ = T .

Teorema 1.10. Neka je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e i neka je τa =
inf{t ∈ R : Wt = a} trenutak prvog dostiza�a nivoa a. Tada je sluqajni proces
{W ∗

t , t ≥ 0} definisan sa:

W ∗
t =

{
Wt, t ≤ τa

2a−Wt, t > τa

standardno Braunovo kreta�e.

U ovom poglav	u je korix�ena literatura [6], [9], [7] i [4].
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Teorija stohastiqke integracije

2.1 Itov integral

Navedena svojstva trajektorija kao xto su nenula kvadratna varijacija i nedifer-
encijabilnost onemogu�avaju pristup klasiqne analize. Jav	a se potreba za defin-
isa�em stohastiqkog integrala oblika:

I(T ) =

∫ T

0

G(t)dW (t), (2.1)

u kojem pored Braunovog kreta�a sa odgovaraju�om filtracijom figurixe i sluqa-
jni proces {G(t), t > 0} adaptiran u odnosu na tu filtraciju.
Za diferencijabilnu funkciju F va�i jednakost

∫ T

0

G(t)dF (t) =

∫ T

0

G(t)F ′(t)dt

u kojoj se na desnoj strani jav	a obiqan Lebegov integral po t. Me�utim, za Braunovo
kreta�e, to nije sluqaj.

Ideja za konstrukciju integrala Ita je zasnovana na konstrukciji tog inte-
grala za klasu elementarnih (prostih) podintegralnih sluqajnih procesa, a potom
aproksimaciji proizvo	nog podintegralnog procesa nizom elementarnih. Na osnovu
toga, odgovaraju�i integral Ita za proizvo	ni sluqajni proces bi�e definisan kao
graniqna vrednost niza integrala za odgovaraju�i niz elementarnih procesa.

Oznaqimo sa Π = {0 = t0 < t1 . . . < tn = T} podelu intervala [0, T ] i pret-
postavimo da procesG(t) uzima konstantnu vrednost na svakom podintervalu [ti, ti+1],
odnosno

G(t) = G(ti), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Ovako definisan sluqajni proces nazivamo prost (elementarni). Kroz slede�i

7
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iterativni postupak dolazimo do Itovog integrala ovog procesa:

I(t) = G(t0)(W (t)−W (t0) = G(0)W (t), 0 ≤ t < t1,

I(t) = G(0)W (t1) +G(t1)(W (t)−W (t1), t1 ≤ t < t2,

I(t) = G(0)W (t1) +G(t1)(W (t2)−W (t1) +G(t2)(W (t)−W (t2), t2 ≤ t < t3,

...

I(t) =
k−1∑
i=0

G(ti)(W (ti+1)−W (ti)) +G(tk)(W (t)−W (tk)), tk ≤ t < tk+1. (2.2)

Sluqajni proces {I(t), t > 0} definisan na osnovu jednakosti (2.2) je Itov sto-
hastiqki integral za proste procese i mo�e se zapisati i kao

I(t) =

∫ t

0

G(s)dW (s), 0 ≤ t ≤ T.

Ukoliko je t = T u jednakosti (2.2), dolazimo do definicije integrala (2.1) za
elementarni sluqajni proces. Xtavixe, definisali smo integral za proizvo	no
izabranu gor�u granicu integracije iz intervala [0, T ].

Na osnovu definicije Itovog integrala za elementarni sluqajni proces i mar-
tingalnog svojstva Braunovog kreta�a va�i slede�a teorema.

Teorema 2.1. Itov integral je martingal.

Dokaz. Neka je 0 ≤ s ≤ t ≤ T , pri qemu s, t pripadaju razliqitim podintervalima
podele Π, tj. postoje podeone taqke tl < tk, s ∈ [tl, tl+1], t ∈ [tk, tk+1] (sluqaj da s, t
pripadaju istom podeonom intervalu je pojednostav	en).
Tada se (2.2) mo�e zapisati kao:

I(t) =
l−1∑
i=0

G(ti)[W (ti+1 −W (ti)] +G(tl)[W (tl+1)−W (tl)]

+
k−1∑
i=l+1

G(ti)[W (ti+1 −W (ti)] +G(tk)[W (t)−W (tk)].

Treba pokazati da va�i E[I(t)|Fs] = I(s). Razmatramo pojedinaqno qlanove
prethodnog izraza i raqunamo odgovaraju�e uslovno matematiqko oqekiva�e.

Kako je tl < s, sluqajne veliqine u prvoj sumi su Fs-mer	ive, pa va�i

E

[ l−1∑
i=0

G(ti)[W (ti+1)−W (ti)]

∣∣∣∣Fs] =
l−1∑
i=0

G(ti)[W (ti+1)−W (ti)].

Drugi qlan se mo�e izraqunati na slede�i naqin:

E[G(tl)(W (tl+1)−W (tl))|Fs] = G(tl)(E[W (tl+1)|Fs]−W (tl))

= G(tl)(W (s)−W (tl))

na osnovu teoreme 1.3 i martingalnog svojstva Braunovog kreta�a 1.4.
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Opxti qlan druge sume se na osnovu prethodno navedenih argumenata i svojstva
3 teoreme 1.2 raquna kao

E[G(ti)(W (ti+1)−W (ti))|Fs] = E[E[G(ti)(W (ti+1)−W (ti))|Fti ]|Fs]
= E[G(ti)(EW (ti+1)|Fti ]−W (ti))|Fs]
= E[G(ti)(W (ti)−W (ti))|Fs] = 0,

,
odakle ta suma ima vrednost 0.
Konaqno, ostaje da izraqunamo qetvrti qlan. Na osnovu argumenata iz prethodna

dva sluqaja va�i:

E[G(tk)(W (t)−W (tk))|Fs] = E[E[G(tk)(W (t)−W (tk))|Ftk ]|Fs]
= E[G(tk)(E[W (t)|Ftk ]−W (tk))|Fs]
= E[G(tk)(W (tk)−W (tk))|Fs] = 0.

Sumira�em prethodnih rezultata dobijamo:

E[I(t)|Fs] =
l−1∑
i=0

G(ti)[W (ti+1)−W (ti)] +G(tl)(W (s)−W (tl)) = I(s),

xto je i trebalo pokazati.

I(t) je martingal i I(0) = 0, pa je EI(t) = 0, za t ≥ 0.
Vrednost disperzije Itovog procesa DI(t) = EI2(t) je data kao slede�i teorijski
rezultat.

Teorema 2.2. (Itova izometrija) Za Itov integral definisan sa (2.2) va�i
slede�a formula:

EI2(t) = E

∫ t

0

G2(u)du.

Dokaz. Sa ci	em pojednostav	e�a notacije, uvodimo oznake:

Dj = W (tj+1)−Wtj , j = 0, 1, . . . , k − 1,

Dk = W (t)−W (tk).

Tada je I(t) =
k∑
j=0

G(tj)Dj, a odatle i

I2(t) =
k∑
j=0

G2(tj)D
2
j + 2

∑
0≤i<j≤k

G(ti)G(tj)DiDj.
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Prvo razmatramo kvadratne qlanove oblika G2(tj)D
2
j : G

2(tj) je Ftj -mer	iva, Dj je
nezavisna od Ftj , pa je matematiqko oqekiva�e sume kvadrata

E

k∑
j=0

G2(tj)D
2
j =

k∑
j=0

EG2(tj)D
2
j =

k∑
j=0

EG2(tj)ED
2
j =

k∑
j=0

EG2(tj)DDj

=
k−1∑
j=0

EG2(tj)(tj+1 − tj) + EG2(tk)(t− tk)

=
k−1∑
j=0

E(G2(tj)(tj+1 − tj)) + E(G2(tk)(t− tk)). (2.3)

Kako je G(t) elementaran proces, uzima konstantnu vrednost na svakom podeonom
intervalu, tj. G(s) = G(tj), s ∈ [tj, tj+1), j = 0, 1, . . . , k − 1 i G(s) = G(tk), s ∈ [tk, t),

G2(tj)(tj+1 − tj) =

∫ tj+1

tj

G2(u)du, i sliqno G2(tk)(t− tk) =

∫ t

tk

G2(u)du.

Koriste�i navedeno, (2.3) postaje

k−1∑
j=0

E

∫ tj+1

tj

G2(u)du+ E

∫ t

tk

G2(u)du = E

∫ tk

0

G2(u)du+ E

∫ t

tk

G2(u)du

= E

∫ t

0

G2(u)du. (2.4)

Sliqno razmatra�e sledi za mexovite qlanove: sluqajna veliqina G(ti)G(tj)Di je
Ftj -mer	iva, Dj je nezavisna od Ftj , 0 ≤ i < j ≤ k. Kako je EDj = 0, matematiqko
oqekiva�e druge sume je:

E
∑

0≤i<j≤k

G(ti)G(tj)DiDj =
∑

0≤i<j≤k

EG(ti)G(tj)DiEDj = 0. (2.5)

Sumira�em (2.4) i (2.5), dolazimo do navedenog tvr�e�a.

Definiciju Itovog integrala za elementarni sluqajni proces �emo proxiriti
do definicije za proizvo	ni sluqajni proces. Nada	e, kao i do sada, pretpostavl-
jamo adaptiranost tog procesa u odnosu na filtraciju {Ft, t > 0}. Tako�e, po-
drazumevamo da va�i uslov L2- integrabilnosti,

E

∫ T

0

G2(t)dt <∞.

Na poqetku poglav	a smo idejno predstavili proxire�e definicije. Sada
�emo konstruisati odgovaraju�i niz elementarnih procesa za proizvo	no odabranu
podelu Π = {0 = t0 < t1 . . . < tn = T} intervala [0, T ]

Gn(t) = G(tj), tj < t < tj+1, j = 0, 1, . . . , n.

Kada parametar podele te�i 0, n→∞, dobijamo sve bo	u aproksimaciju proizvo	nog
procesa G(t), pa integral Ita za ovaj proces definixemo kao graniqnu vrednost
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odgovaraju�eg niza integrala za elementarne procese, pri qemu govorimo o sred�e-
kvadratnoj konvergenciji. Preciznije,

I(t) =

∫ T

0

G(s)dW (s) = lim
n→∞

∫ T

0

Gn(s)dW (s), 0 ≤ t ≤ T. (2.6)

Svojstva prethodno definisanog integrala proizilaze kao posledica defini-
cije i svojstava integrala za elementarni sluqajni proces i formulisana su u
slede�oj teoremi.

Teorema 2.3. Neka je {G(t), 0 ≤ t ≤ T} L2- integrabilan sluqajni proces, adap-
tiran u odnosu na filtraciju {Ft, t > 0}. Tada Itov integral definisan sa (2.6)
ima slede�a svojstva:

• Neprekidnost: Trajektorije I(t) su neprekidne funkcije.

• Adaptiranost: Sluqajna promen	iva I(t) je Ft-mer	iva, za svako t ≥ 0.

• Linearnost: Neka su I(t) =
∫ T

0
G(s)dW (s), J(t) =

∫ T
0
H(s)dW (s), α, β ∈ R.

Tada

αI(t) + βJ(t) =

∫ T

0

(αG(s) + βH(s))dW (s).

• I(t) je martingal.

• Va�i Itova izometrija.

Zbog navedene nediferencijabilnosti trajektorija Braunovog kreta�a, potrebno
je uvesti "alat" za izraqunava�e Itovog integrala i rexava�e stohastiqkih difer-
encijalnih jednaqina. Najpre, od interesa �e biti uvesti pravilo za diferen-
cira�e izraza f(W (t)), i to nexto opxtije, u kom f mo�e biti funkcija dve
promen	ive, f(x, t).

Teorema 2.4. Neka je funkcija f(x, t) dva puta neprekidno - diferencijabilna po
x i neprekidno - diferencijabilna po t. Tada za svako T > 0 va�i slede�a formula

f(W (t), t) = f(W (0), 0) +

∫ T

0

ft(W (t), t)dt

+

∫ T

0

fx(W (t), t)dW (t) +
1

2

∫ T

0

fxx(W (t), t)dt.

Skica dokaza. Posmatramo proizvo	nu podelu intervala [0, T ], T > 0, Π = {0 = t0 <
t1 < t2 < . . . < tn = T}. Na osnovu Tejlorove formule za funkciju dve promen	ive
f(x, t) va�i

f(xj+1, tj+1)− f(xj, tj) = fx(xj, tj)(xj+1 − xj) + ft(xj, tj)(tj+1 − tj)

+
1

2
fxx(xj, tj)(xj+1 − xj)2 + fxt(xj, tj)(xj+1 − xj)(tj+1 − tj)

+
1

2
ftt(xj, tj)(tj+1 − tj)2 + qlanovi vixeg reda.
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Najpre �emo pokazati da formula va�i u specijalnom sluqaju f(x) = x2

2
. Tada

Tejlorova formula poprima slede�i oblik:

f(xj+1)− f(xj) = f ′(xj)(xj+1 − xj) +
1

2
f ′′(xj)(xj+1 − xj)2. (2.7)

Uvo�e�em smene xj = W (tj) i xj+1 = W (tj+1) u jednakosti (2.7) i sumira�em po
indeksu j = 0, 1, . . . , n− 1 dolazimo do

f(W (t), t)− f(W (0), 0) =
n−1∑
j=0

[f(W (tj+1))− f(W (tj))]

=
n−1∑
j=0

f ′(W (tj))(W (tj+1)−W (tj)) +
1

2

n−1∑
j=0

f ′′(W (tj))(W (tj+1)−W (tj))
2,

a potom za f(x) = x2

2
, f ′(x) = x, f ′′(x) = 1 do

f(W (t), t)− f(W (0), 0) =
n−1∑
j=0

W (tj)(W (tj+1)−W (tj))+

1

2

n−1∑
j=0

(W (tj+1)−W (tj))
2. (2.8)

Prelaskom na limes kada ||Π|| → 0 u jednakosti (2.8) dobijamo:

f(W (t), t)− f(W (0), 0) =

∫ T

0

W (t)dW (t) +
1

2
T

=

∫ T

0

f ′(W (t))dW (t) +

∫ T

0

f ′′(W (t))dt.

Ovim je formula dokazana u specijalnom sluqaju f(x) = x2

2
.

Sada �emo pokazati da ona va�i za proizvo	nu funkciju dve promen	ive f(x, t).
Ponovo, na osnovu Tejlorovog razvoja te funkcije, imamo

f(W (T ), T )− f(W (0), 0) =
n−1∑
j=0

f(W (tj+1), tj+1)− f(W (tj), tj)

=
n−1∑
j=0

fx(W (tj), tj)(W (tj+1)−W (tj)) (2.9)

+
n−1∑
j=0

ft(W (tj), tj)(tj+1 − tj) (2.10)

+
1

2

n−1∑
j=0

fxx(W (tj), tj)(W (tj+1)−W (tj))
2 (2.11)

+
n−1∑
j=0

fxt(W (tj), tj)(W (tj+1)−W (tj))(tj+1 − tj) (2.12)

+
1

2

n−1∑
j=0

ftt(W (tj), tj)(tj+1 − tj)2 + qlanovi vixeg reda.

(2.13)
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Razmatramo zasebno ponaxa�e svakog qlana prelaskom na limes kada ||Π|| → 0.
Qlan (2.9) te�i Itovom integralu,

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

fx(W (tj), tj)(W (tj+1)−W (tj)) =

∫ T

0

fx(W (t), t)dW (t).

Qlan (2.10) te�i integralu,

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

ft(W (tj), tj)(tj+1 − tj) =

∫ T

0

ft(W (t), t)dt.

Na osnovu teoreme 1.9, qlan (2.11) te�i integralu

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

fxx(W (tj), tj)(W (tj+1)−W (tj))
2 =

∫ T

0

fxx(W (t), t)dt.

Preostala dva qlana �emo proceniti i na osnovu te procene pokazati da te�e 0.

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

|fxt(W (tj), tj)(W (tj+1)−W (tj))(tj+1 − tj)|

≤ lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

|fxt(W (tj), tj)||(W (tj+1)−W (tj))|(tj+1 − tj)

≤ lim
||Π||→0

max
0≤k≤n−1

|(W (tk+1)−W (tk))| lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

|fxt(W (tj), tj)|(tj+1 − tj)

= 0 ·
∫ T

0

|fxt(W (t), t)|dt = 0, jer je

∫ T

0

|fxt(W (t), t)|dt <∞.

Sliqnim razmatra�em dobijamo i:

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

|ftt(W (tj), tj)(tj+1 − tj)2|

≤ lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

|ftt(W (tj), tj)|(tj+1 − tj)2

≤ lim
||Π||→0

max
0≤k≤n−1

(tk+1 − tk) lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

|ftt(W (tj), tj)|(tj+1 − tj)

= 0 ·
∫ T

0

|ftt(W (t), t)|dt = 0, jer je

∫ T

0

|ftt(W (t), t)|dt <∞.

Ostalo je jox razmotriti ponaxa�e qlanova vixeg reda. Primetimo da ti
qlanovi sadr�e [W (tj+1)−W (tj)]

3, pa iskoristimo slede�u procenu:

n−1∑
j=0

|(W (tj+1)−W (tj))|3 ≤ max
0≤k≤n−1

|(W (tk+1)−W (tk))|
n−1∑
j=0

|(W (tj+1)−W (tj))|2 → 0

Na ovaj naqin smo pokazali da qlanovi reda ve�eg ili jednakog 3 te�e 0, kada
||Π|| → 0, qime je dokaz zavrxen.
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Ovaj rezultat se mo�e uopxtiti primenom formule na qitavu klasu sluqajnih
procesa koji se nazivaju procesi Ita.

Definicija 2.1.1. Neka je {W (t), t > 0} Braunovo kreta�e i {Ft, t > 0} odgo-
varaju�a filtracija. Sluqajni proces {X(t), t > 0} koji se mo�e predstaviti u
obliku

X(t) = X(0) +

∫ t

0

F (u)du+

∫ t

0

G(u)dW (u), (2.14)

za adaptirane procese G ∈ L2(0, T ), F ∈ L1(0, T ), naziva se proces Ita.

Napomena 3. Neka je {W (t), t > 0} Braunovo kreta�e i {Ft, t > 0} odgovaraju�a fil-
tracija. Realan sluqajni proces {G(t), t > 0} adaptiran u odnosu na filtraciju
{Ft, t > 0}

1. pripada prostoru L2(0, T ) ako

P

(∫ T

0

G2(u)du <∞ za svako 0 ≤ t < T

)
= 1.

2. pripada prostoru L1(0, T ) ako

P

(∫ T

0

|G(u)|du <∞ za svako 0 ≤ t < T

)
= 1.

Proces Ita mo�e se predstaviti i u diferencijalnom obliku:

dX(t) = F (t)dt+G(t)dW (t). (2.15)

Teorema 2.5. Kvadratna varijacija procesa Ita u trenutku T iznosi
∫ T

0
G2(u)du.

Dokaz. Posmatramo proizvo	nu podelu intervala [0, T ], T > 0, Π = {0 = t0 < t1 <
t2 < . . . < tn = T}. Radi pojednostav	e�a notacije, uvodimo slede�e oznake:

R(t) :=

∫ t

0

F (u)du, I(t) :=

∫ t

0

G(u)dW (u).

Dodatno, pretpostav	amo da su uvedeni procesi neprekidni po gor�oj granici in-
tegracije.
Uzoraqka kvadratna varijacija procesa Ita je jednaka

n−1∑
j=0

[X(tj+1)−X(tj)]
2 =

n−1∑
j=0

[I(tj+1)− I(tj)]
2 +

n−1∑
j=0

[R(tj+1)−R(tj)]
2

+ 2
n−1∑
j=0

[I(tj+1)− I(tj)][R(tj+1)−R(tj)].

Prelaskom na limes lim
||Π||→0

, primetimo da prvi qlan na desnoj strani te�i kvadrat-

noj varijaciji Itovog integrala
∫ T

0
G2(u)du.

Preostala dva qlana �emo proceniti po apsolutnoj vrednosti i pokazati da te�e 0.
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∣∣∣∣ n−1∑
j=0

[R(tj+1)−R(tj)]
2

∣∣∣∣ ≤ max
0≤k≤n−1

|(R(tk+1)−R(tk))|
n−1∑
j=0

|R(tj+1)−R(tj)|

≤ max
0≤k≤n−1

|(R(tk+1)−R(tk))|
n−1∑
j=0

|
∫ tj+1

tj

F (u)du|

≤ max
0≤k≤n−1

|(R(tk+1)−R(tk))|
n−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

|F (u)|du

= max
0≤k≤n−1

|(R(tk+1)−R(tk))|
∫ T

0

|F (u)|du.

Prelaskom na limes lim
||Π||→0

, uz pretpostavku o neprekidnosti procesa R(t),

dobijamo da ovaj qlan te�i ka 0 ·
∫ T

0
|F (u)|du = 0.

Mexoviti qlan je po apsolutnoj vrednosti ograniqen odozgo sa:

2

∣∣∣∣ n−1∑
j=0

[I(tj+1)− I(tj)][R(tj+1)−R(tj)]

∣∣∣∣ ≤
2 max

0≤k≤n−1
|(I(tk+1)− I(tk))|

n−1∑
j=0

|R(tj+1)−R(tj)| ≤

2 max
0≤k≤n−1

|(I(tk+1)− I(tk))|
∫ T

0

|F (u)|du.

Na osnovu neprekidnosti I(t), zak	uqujemo da i ovaj qlan te�i 0·
∫ T

0
|F (u)|du = 0,

qime je dokaz kompletiran.

Definicija 2.1.2. Neka je {X(t), t ≥ 0} proces Ita definisan sa (2.14), i neka je
H ∈ L2(0, T ) adaptiran sluqajan proces. Itov integral definisan je u odnosu na
Itov proces na slede�i naqin∫ t

0

H(u)dX(u) =

∫ t

0

H(u)dF (u) +

∫ t

0

H(u)G(u)dW (u).

Teorema 2.6. Neka je {X(t), t ≥ 0} proces Ita definisan sa (2.14) i neka je f(x, t)
nesluqajna funkcija dve promen	ive koja je dva puta neprekidno- diferencijabilna
po x i jednom neprekidno- diferencijabilna po t. Tada je f(X(T ), T ) tako�e Itov
proces i za svako T > 0 va�i slede�a formula:

f(X(T ), T ) = f(X(0), 0) +

∫ T

0

ft(X(t), t)dt+

∫ T

0

fx(X(t), t)F (t)dt

+

∫ T

0

fx(X(t), t)G(t)dW (t) +
1

2

∫ T

0

fxx(X(t), t)G2(t)dt.

Dokaz se izvodi sliqno kao dokaz Itove formule za Braunovo kreta�e koja je
data u teoremi 2.4, primenom definicije procesa Ita i rezultata teoreme za �egovu
kvadratnu varijaciju.
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Itova formula u diferencijalnom obliku je data sa

df(X(t), t) = ft(X(t), t)dt+ fx(X(t), t)F (t)dt

+ fx(X(t), t)G(t)dW (t) +
1

2
fxx(X(t), t)G2(t)dt, t ≥ 0. (2.16)

2.2 Stohastiqke diferencijalne jednaqine

Uvo�e�e sluqajnosti u obiqne diferencijalne jednaqine dovodi do pojave dve ra-
zliqita tipa jednaqina. Prvi i jednostavniji tip nastaje kada se koeficijenti
obiqne diferencijalne jednaqine zadaju sluqajnim promen	ivim ili one figur-
ixu u poqetnim uslovima.

Drugi tip jednaqina nastaje uvo�e�em sluqajnosti izazvane ponaxa�em nekog
sluqajnog procesa, recimo Gausovog belog xuma. Formalan zapis ovog tipa jed-
naqina je

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt, (2.17)

gde je {W (t), t ≥ 0} oznaqeno standardno Braunovo kreta�e, dok su a(t,Xt), b(t,Xt)
nesluqajne funkcije. Rexe�e ove jednaqine, ukoliko postoji, je sluqajni proces
{X(t), t ≥ 0}.

Ove jednaqine se jox i nazivaju stohastiqke diferencijalne jednaqine i kao
xto vidimo, formalan zapis je u formi stohastiqkih diferencijala, ali imaju i
formalnu interpretaciju u integralnom obliku. Sluqajne procese koji predstavl-
jaju rexe�a ovog tipa jednaqina karakterixe nediferencijabilnost trajektorija
indukovana Braunovim kreta�em iz Itovog stohastiqkog integrala.

2.3 Promena verovatnosne mere

Do sada smo uveli va�ne pojmove i korisne alate potrebne za stohastiqku anal-
izu. Me�utim, od interesa nam je jox jedna korisna tehnika, koja se naziva prom-
ena verovatnosne mere. Izlo�i�emo osnovnu ideju, izostav	aju�i formalne dokaze
teorije mere i integracije.

Definicija 2.3.1. Neka su P i Q verovatnosne mere definisane na F . Ako pos-
toji nenegativna funkcija f1 takva da va�i

Q(A) =

∫
A

f1(ω)dP (ω), A ∈ F ,

ka�emo da je f1 funkcija gustine za Q u odnosu na P i da je Q apsolutno neprekidna
u odnosu na P .

Sliqno mo�emo definisati funkciju gustine f2 za P u odnosu na Q.

Lema 2.3.1. Ako je P apsolutno neprekidna verovatnosna mera u odnosu na Q i
Q apsolutno neprekidna verovatnosna mera u odnosu na P , ka�emo da su P i Q
ekvivalentne verovatnosne mere.

Neka je {Wt, t ≥ 0} ranije definisano standardno Braunovo kreta�e. Posma-
tramo verovatno�u P (Wt ≤ x), x ∈ R, u kojoj figurixe normalno raspode	ena
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sluqajna veliqinaWt ∈ N (0, t) u verovatnosnoj meri P . Me�utim, ako umesto P pos-
matramo ovu sluqajnu veliqinu u nekoj drugoj verovatnosnoj meri, �ena raspodela
ne mora biti ista.

Posmatramo sluqajni proces definisan sa

W̃t = Wt + qt, t ∈ [0, T ], q ∈ R. (2.18)

Za q 6= 0, ovaj proces nije standardno Braunovo kreta�e u verovatnosnoj meri P .
Mo�e se pokazati da zamenom verovatnosne mere P odgovaraju�om verovatnosnom
merom Q, ovo kreta�e �e imati osobine standardnog Braunovog kreta�a.

Slede�a tvr�e�a se u literaturi mogu na�i kao rezultat teoreme Girsanova.

Teorema 2.7. Neka je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e. Tada va�e slede�a
tvr�e�a:

• Sluqajni proces {Mt, t ≥ 0} definisan na slede�i naqin

Mt = e−qWt− 1
2
q2t, t ∈ [0, T ]

je martingal u odnosu na prirodnu filtraciju Braunovog kreta�a u verovat-
nosnoj meri P .

• Relacija

Q(A) =

∫
A

MT (ω)dP (ω), A ∈ F

definixe verovatnosnu meru Q na F ekvivalentnu sa P .

• U verovatnosnoj meri Q, proces W̃ definisan sa (2.18) je standardno Braunovo
kreta�e i adapatiran je u odnosu na svoju prirodnu filtraciju.

Promena verovatnosne mere slu�i za eliminaciju pomeraja iz stohastiqke
diferencijalne jednaqine xto �emo uqiniti u nekom od narednih poglav	a.

U ovom poglav	u je korix�ena literatura [12] i [8].



Poglav	e 3

Opcije

3.1 Standardne opcije

Opcije su vrednosni papiri koji pripadaju klasi finansijskih derivata. Karak-
teristika ove klase jeste da vrednost derivata zavisi od vrednosti nekih drugih
vrednosnih papira na koje se odnose. Posebna vrsta finansijskih derivata su op-
cije i one se mogu odnositi na bilo xta xto ima vrednost na tr�ixtu (obveznice,
forvard i fjuqers ugovori, valute, berzanski indeksi itd.). Ipak, �ihova podloga
(eng. underlying asset) su mahom akcije.

Definicija 3.1.1. Opcija je finansijski ugovor koji daje pravo, ali ne i obavezu
da se kupi (kupovna opcija, eng. call option) ili proda (prodajna opcija, eng. put
option) vrednosni papir po ugovorenoj ceni K (eng. strike, exercise price) tokom
ugovorenog vremena do isteka opcije T (eng. time to maturity).

Cenu vrednosnog papira na koji se odnosi opcija u trenutku t oznaqavamo sa St,
0 < t ≤ T .

U samoj definiciji vidimo da u zavisnosti od toga kako je definisan ugovor,
razlikujemo dve vrste opcija:

• kol (kupovna) opcija daje pravo, ali ne i obavezu da se vrednosni papir kupi
po ugovorenoj ceni.

• put (prodajna) opcija daje pravo, ali ne i obavezu da se vrednosni papir proda
po ugovorenoj ceni.

Napomena 4. Nada	e, pretpostav	amo da se opcije odnose na akcije, u skladu sa
qi�enicom da su upravo akcije �ihova najqex�a podloga.

Kao xto je naglaxeno, kupac opcije ne kupuje akcije, ve� pravo na kupovinu ili
prodaju istih. Ako posmatramo vreme u kom je mogu�e to pravo iskoristiti, tj.
opciju "aktivirati", jav	aju se dve osnovne vrste opcija:

• evropske - mogu se aktivirati samo u ugovoreno vreme T .

• ameriqke - mogu se aktivirati u bilo kom vremenskom trenutku pre trenutka
isteka T .

Napomena 5. Cena evropske kol opcije standardno se obele�ava sa c, ameriqke
kol opcije sa C, dok se cene odgovaraju�ih put opcija obele�avaju sa p, odnosno P ,
respektivno.

18
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Vrednosti evropskih opcija u trenutku isteka su:

• Evropska kol opcija
Ako je u trenutku isteka T , ST > K, vlasnik opcije mo�e kupiti vrednosni
papir po ceni K, prodati ga na berzi po ceni ST i ostvariti profit ST −K.
U suprotnom, ako je ST ≤ K, ne�e aktivirati opciju. Dakle, vrednost opcije
u trenutku isteka je:

c = max(ST −K, 0). (3.1)

• Evropska put opcija
Ako je u trenutku isteka T , ST < K, vlasnik opcije mo�e kupiti vrednosni
papir na berzi po ceni ST , aktivacijom opcije, prodati ga po ceni K i ostvar-
iti profit K − ST . U sluqaju da je ST ≥ K, ne�e aktivirati opciju. Dakle,
vrednost opcije u trenutku isteka je:

p = max(K − ST , 0). (3.2)

U preostalom delu rada podrazumevamo da na tr�ixtu

1. ne postoje troxkovi novqanih transakcija.

2. sve podle�e istoj kamatnoj stopi, tj. va�e�a kamatna stopa je konstantna.

3. pozajmice i ulozi u banku imaju istu kamatnu stopu i uvek mo�emo da kupimo
ili prodamo akciju ili opciju koju �elimo, po tr�ixnoj ceni.

4. ne postoji mogu�nost arbitra�e, tj. prav	e�a sigurnog profita bez rizika.

Za vrednova�e i odre�iva�e cena opcija koriste se razni matematiqki modeli.
Neki od parametara koji utiqu na cenu opcija svakako su:

1. Cena odgovaraju�eg vrednosnog papira, St, 0 ≤ t ≤ T
Jasno je da promene cene vrednosnog papira na koji se odnosi utiqu na vrednost
same opcije. Pritom, uticaj na cenu kol opcije je suprotan od uticaja na cenu
put opcije, tj. sa porastom cene akcije, raste vrednost kol opcije, dok opada
vrednost put opcije, i obratno.

2. Vreme do isteka opcije
Kada govorimo o ameriqkim opcijama, s obzirom na mogu�nost aktivacije u
bilo kom vremenskom trenutku pre dospe�a, vrednost, a samim tim i cena ovih
opcija raste sa porastom vremena. Me�utim, to ne mora va�iti kod evropskih
opcija. Jedan od faktora uticaja na cenu su oqekivane isplate dividendi.

3. Volatilnost akcije σ
Parametar volatilnosti predstav	a meru neodre�enosti budu�eg kreta�a ak-
cija. U skladu sa tim, vrednosti put i kol opcija rastu sa porastom volatil-
nosti. Vrednost put opcije na dospe�u je ograniqena, dok vrednost kol opcije
nije.
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4. Bezriziqna kamatna stopa, r
Uticaj kamatnih stopa na cenu opcija se ne mo�e razmatrati izolovano od os-
talih i promen	iv je kao i uticaj prethodno navedenih faktora. Sa porastom
kamatnih stopa na tr�ixtu, raste i dobit od akcija, ali se sma�uju sadax�e
vrednosti budu�ih tokova novca. Objedi�eni efekat je sma�e�e vrednosti
put opcija i pove�a�e vrednosti kol opcija.
Pretpostavimo sada da kamatne stope rastu, dok ostali faktori ostaju ne-
prome�eni, xto nije realistiqna pretpostavka. Sa porastom kamatnih stopa,
cene akcija padaju i obratno, xto mo�e dovesti do pada cena kol opcija i
rasta cena put opcija.

5. Dividende
Ukoliko postoje dividende tokom traja�a opcije, one tako�e utiqu na cenu i
to na slede�i naqin: dan nakon isplate dividendi, cene akcija su u padu, pa
cene kol opcija opadaju, dok cene put opcija rastu.

3.2 Put{kol paritet

Put{kol paritet predstav	a vezu izme�u cena (vrednosti) evropskih put i kol op-
cija sa istim karakteristikama (ugovorenom cenom, vremenom do dospe�a i qi�eni-
com da se odnose na istu akciju). Na osnovu �e, ukoliko je poznata cena jedne vrste
opcija, poqetna i ugovorena cena akcije, va�e�a kamatna stopa i vreme do dospe�a,
mo�e se na�i cena druge vrste opcije.

Put{kol paritet se iskazuje kroz dve razliqite formulacije, u zavisnosti od
toga da li su u pita�u opcije sa ili bez dividendi.

Teorema 3.1 (Put{kol paritet za evropske opcije bez dividendi). Za evropske put
i kol opcije bez dividendi koje imaju istu ugovorenu cenu, isto vreme do dospe�a,
kamatnu stopu i odmose se na istu akciju, va�i:

c+Ke−rT = p+ S0.

Teorema 3.2 (Put{kol paritet za evropske opcije sa dividendama). Za evropske put
i kol opcije sa dividendom koje imaju istu ugovorenu cenu, isto vreme do dospe�a,
kamatnu stopu i odmose se na istu akciju, va�i:

c+D +Ke−rT = p+ S0.

3.3 Opcije sa barijerom

Opcije qija se vrednost ne odre�uje na standardan naqin kao kod evropskih put i
kol opcija qesto se nazivaju i egzotiqne opcije. Kada govorimo o opcijama qija
vrednost zavisi od kreta�a cena akcija, imamo u vidu one qija vrednost u trenutku
isteka na netrivijalan naqin zavisi od prethodnih promena cena akcija kao i cene
akcija u trenutku isteka. Primetimo da u ovu grupu ne spada standardna evropska
opcija koja bi se mogla okarakterisati kao "nezavisna od kreta�a cena akcija", jer
�ena vrednost zavisi samo od ugovorene cene i cene akcija u trenutku isteka. Mi
�emo razmatrati slede�i tip zavisnosti: vrednost opcije zavisi�e i od toga da li
je cena akcije dosegla tzv. "barijernu cenu".
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Opcije sa barijerom u nekom pogledu liqe na ameriqke opcije, ali su jednos-
tavnije za izraqunava�e, s obzirom na to da je barijerna cena unapred odre�ena
i definisana ugovorom. Trgovina ovim opcijama ostvaruje se na berzama, ali i
izme�u banaka i korporacija.

Tako�e, opcije sa barijerom imaju ni�u cenu od standardnih opcija, upravo zbog
postoja�a barijere koja pru�a fleksibilnost pri sklapa�u ugovora. Investitor
mo�e odrediti vrednost barijere u skladu sa sopstvenim predvi�a�ima situacije
na berzi, xto ovaj tip opcija qini dodatno atraktivnim.

3.3.1 Definicija i podele opcija sa barijerom

Definicija 3.3.1. Opcije sa barijerom su one qija vrednost zavisi od toga da li
je cena akcije dosegla odre�enu vrednost tokom vremenskog intervala do dospe�a.

• Izlazne (eng. knock − out) opcije se u poqetku ponaxaju kao regularne put
i kol opcije i postaju beznaqajne i pre vremena isteka ukoliko cena akcije
dosegne predvi�enu, unapred definisanu barijeru.

• Ulazne (eng. knock − in) opcije su neaktivne sve dok cena akcije ne dosegne
barijeru, od tog trenutka se ponaxaju kao regularne put i kol opcije.

U zavisnosti od toga da li se barijerna cena nalazi iznad ili ispod poqetne cene
akcije, razlikujemo dve vrste opcija sa barijerom:

• Gor�e (eng. up) opcije - vrednost barijere je ve�a od poqetne cene akcije.

• Do�e (eng. down) opcije - vrednost barijere je ma�a od poqetne cene akcije.

U vezi sa prethodnim razmatra�ima, u zavisnosti od toga da li dostiza�em
barijere opcija postaje ili prestaje da bude aktivna, razlikujemo slede�e vrste
opcija:

• Do�a izlazna (eng. down − and − out) opcija prestaje kada cena akcije padne
do vrednosti barijere.

• Gor�a izlazna (eng. up − and − out) opcija prestaje kada cena akcije poraste
do vrednosti barijere.

• Do�a ulazna ( eng. down − and − in) opcija postaje aktivna kada cena akcije
padne do vrednosti barijere.

• Gor�a ulazna (eng. up − and − in) opcija postaje aktivna kada cena akcije
poraste do vrednosti barijere.

Vlasnik opcije sa barijerom mo�e dobiti povra�aj novca u odre�enim situaci-
jama kada je barijerna cena dostignuta (na primer, cena akcije je pala ispod bar-
ijerne cene, ukoliko imamo do�u opciju) ili nikada nije dostignuta (u sluqaju
ulaznih opcija). Povra�aj novca obiqno predstav	a odre�eni deo premije, pla�a se
u trenutku dostiza�a barijere, mada mo�e biti odlo�en do isteka opcije.

U ovom poglav	u je korix�ena literatura [6], [3], [14], [15] i [5].
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Odre�iva�e cena opcija

4.1 Blek{Xolsov model

Poznato je da se kreta�e cena akcija na berzi mo�e opisati kao sluqajni proces sa
neprekidnim vremenom. Prema Baxe	evom modelu, ovo kreta�e je bilo modelirano
Braunovim kreta�em sa parametrom polo�aja µ i disperzijom σ2. Pretpostavke tog
modela su bile da za proizvo	ne nenegativne vrednosti y i t, priraxtaj procesa
{S(y), 0 ≤ y <∞}, S(t+ y)− S(y) ne zavisi od cena akcija pre tre trenutka y i da
ima normalnu raspodelu N (µt, σ2t).

Jedan oqigledan nedostatak ovog modela jeste pretpostavka normalne raspodel-
jenosti koja dopuxta negativnost cena akcija. Tako�e, pretpostavka da promena
cena akcije na intervalu iste du�ine ima istu raspodelu, nezavisno od vrednosti
na poqetku intervala, nije realistiqna.

Blek Fixer i Majron Xols su u svom radu objav	enom 1973. godine predstavili
model za vrednova�e opcija koji se i danas veoma koristi u praksi. Matematiqko
objax�e�e ovog modela dato je u radu Roberta Mertona. Majron Xols i Robert
Merton su 1997. dobili Nobelovu nagradu za ekonomiju koja, na�alost, Fixeru
nije pripala, zbog smrti 1995. godine.
Model u kome su nedostaci Baxe	eovog modela prevazi�eni podrazumeva da kreta�e
cena akcija prati proces geometrijskog Braunovog kreta�a:

Definicija 4.1.1. Kolekcija cena akcija {S(y), 0 ≤ y <∞} predstav	a proces ge-
ometrijskog Braunovog kreta�a sa parametrom pomeraja µ i parametrom volatil-
nosti σ, ako za proizvo	ne y, t ≥ 0 va�e slede�i uslovi:

1. Sluqajna veliqina S(t+y)
S(y)

ne zavisi od cena akcija pre trenutka y.

2. ln
(S(t+y)

S(y)

)
ima normalnu raspodelu N (µt, σ2t).

Posmatramo kreta�e cena akcija koje ne poseduju isplate dividendi, sa kon-
stantnom volatilno7�u σ i driftom µ.
To kreta�e opisano je slede�om jednaqinom

dSt
St

= µdt+ σdWt, (4.1)

gde je {Wt, t ≥ 0} Braunovo kreta�e. Rexe�e stohastiqke diferencijalne jednaqine
(4.1) mo�e se dobiti na osnovu Itove formule navedene u drugom poglav	u, pri
izboru funkcije f(X(t), t) = log(X(t))

St = S0e

[(
µ− 1

2
σ2
)
t+σWt

]
.
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Pretpostavimo da kolekcija cena akcija prati proces definisan jednaqinom
(4.1) i oznaqimo sa V (S, t) cenu opcije u trenutku t.
Ponovo, na osnovu Itove leme 2.16, dobijamo da va�i:

dV =

[
µS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+
∂V

∂t

]
dt+ σS

∂V

∂S
dW. (4.2)

Konstruixemo portfolio koji se sastoji od jedne opcije i −∆ akcija. �egova
vrednost tada iznosi Π = V −∆S. Promena vrednosti portofolija se mo�e izraziti
na slede�i nacin: dΠ = dV −∆dS.
Na osnovu (4.2), ova jednakost poprima slede�i oblik:

dΠ =

[
µS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+
∂V

∂t
− µ∆S

]
dt+ σS

[
∂V

∂S
−∆

]
dW.

Sa ci	em eliminacije stohastiqke komponente, biramo ∆ = ∂V
∂S
, odakle je:

dΠ =

[
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

]
dt.

Kako je qlan uz dWt = 0, dobit ovog portfolija, treba da bude ista kao da je
ulo�en novac u banku, po bezriziqnoj kamatnoj stopi, odnosno mora va�iti dΠ =
rΠdt, xto se mo�e zapisati i kao:

rΠdt =

[
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

]
dt.

U suprotnom, kada ova jednakost ne bi va�ila, postojala bi mogu�nost arbitra�e,
prav	e�a sigurnog profita bez rizika.

Zamenom vrednosti za Π i ∆ i de	e�em qitave jednakosti sa dt, dolazimo do
oblika Blek{Xolsove parcijalne diferencijalne jednaqine:

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (4.3)

Graniqni uslovi za standardnu evropsku kol opciju su:

Za t = T , c(S, T ) = max(S −K, 0),

S = 0, c(0, t) = 0,

Pri S →∞, c(S, T ) ∼ S,

dok su isti za standardnu evropsku put opciju:

Za t = T , p(S, T ) = max(K − S, 0),

S = 0, p(0, t) = K exp−r(T − t),

Pri S →∞, p(S, T )→ 0.
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4.1.1 Rexava�e Blek{Xolsove jednaqine

Deta	no �emo razmotriti opcije sa barijerom koje imaju istu dobit kao evropske
opcije (ili tzv. evropskog tipa) i rexava�em Blek{Xolsove jednaqine (4.3)
dati eksplicitne formule za cenu ovih opcija. Problem mo�e biti uslo��en
ukoliko razmatramo popust koji vlasnik opcije mo�e dobiti i tada se isti rexava
numeriqki.

Prvo razmatramo sluqaj do�e izlazne kol opcije, pri qemu cena akcija za vreme
traja�a opcije uzima vrednost ve�u od nivoa barijere. Za cenu takve opcije postoji
eksplicitna formula. Barijerna cena je ni�a u ugovorene cene, tj. K > B.

Uvodimo nove promen	ive x i τ , takve da va�i S = Kex, t = T − 2τ
σ2 , odakle

imamo

∂V

∂t
=
∂V

∂τ

∂τ

∂t
= −σ

2

2

∂V

∂τ
(4.4)

∂V

∂S
=
∂V

∂x

∂x

∂S
=

1

S

∂V

∂x
(4.5)

∂2V

∂S2
=

∂

∂S

(
∂V

∂S

)
=

1

S2

(
∂2V

∂x2
− ∂V

∂x

)
(4.6)

Zamenom (4.4), (4.5) i (4.6) u (4.3), ta jednakost poprima oblik

−∂V
∂τ
− ∂V

∂x
+
∂2V

∂x2
+

2r

σ2

∂V

∂x
− 2r

σ2
V = 0. (4.7)

Neka je V (S, t) = Keαx+βτu(x, τ) funkcija koja zadovo	ava jednakost (4.7). Za-
menom slede�ih vrednosti

∂V

∂τ
= K

(
βeαx+βτu+ eαx+βτ ∂u

∂τ

)
(4.8)

∂V

∂x
= K

(
αeαx+βτu+ eαx+βτ ∂u

∂x

)
(4.9)

∂2V

∂x2
= K

(
α2eαx+βτu+ 2αeαx+βτ ∂u

∂x
+ eαx+βτ ∂

2u

∂x2

)
(4.10)

u jednakost (4.7) i de	e�em iste sa Keαx+βτ 6= 0, dobijamo

−
(
βu+

∂u

∂τ

)
−
(
αu+

∂u

∂x

)
+

(
α2u+ 2α

∂u

∂x
+
∂2u

∂x2

)
+

2r

σ2

(
αu+

∂u

∂x

)
− 2r

σ2
u = 0.

(4.11)

Ako oznaqimo k = 2r
σ2 , konstante α i β odre�ujemo iz uslova da su koeficijenti

uz qlanove u i ∂u
∂x

jednaki 0,

2α + (k − 1) = 0, β = α2 + (k − 1)α− k, (4.12)

odakle je α = −1
2
(k − 1), β = 1

4
(k + 1)2.

Prethodnim postupkom, jednaqina (4.11) je svedena na poznatu jednaqinu provo�e�a
toplote oblika

∂u

∂τ
=
∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, τ > 0. (4.13)
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Kako je u(x, τ) = 1
K
V (S, t)e−(αx+βτ), tada

u(x, 0) =
1

K
V (S, T )e−αx

=
1

K
max(Kex −K, 0)e−αx

= max(ex − 1, 0)e−αx

= max(e
1
2

(k+1)x − e
1
2

(k−1)x, 0) := u0(x), x > ln
B

K
.

Tako�e, va�i

u(x, τ) ∼ e(1−α)x−βτ , kada x→∞.

U razmatra�u opcija sa barijerom jav	a se novi uslov u
(

ln
(
B
K

)
, 0
)

= 0 koji
rexavamo metodom slike.

Problem odre�iva�a cene standardnih evropskih opcija je povezan sa jednaqi-
nom provo�e�a toplote na neograniqenoj xipki. Graniqni uslov u

(
ln
(
B
K

)
, 0
)

= 0 je
postav	en za konaqnu vrednost, pa se jav	a analogija jednaqinom provo�e�a toplote
na poluograniqenoj xipki sa temperaturom 0 u taqki x0 = ln

(
B
K

)
. Jednaqina

provo�e�a toplote je invarijantna u odnosu na refleksiju i translaciju, odnosno
ako je u(x, τ) �eno rexe�e, rexe�a su i u(−x, τ) kao i u(x + x0, τ), za proizvo	no
odabranu konstantu x0.

Reflektujemo poqetne uslove oko x0 = ln
(
B
K

)
, qime je obezbe�eno u

(
ln
(
B
K

)
, 0
)

= 0,
dok je

u(x, 0) =

{
max(e

1
2

(k+1)x − e
1
2

(k−1)x, 0), x > x0

max(e
1
2

(k+1)(ln B
K
−x

2
) − e

1
2

(k−1)(ln B
K
−x

2
), 0) x < x0.

Umesto xto bismo standardnom integracijom doxli do rexe�a ove jednaqine,
oznaqimo sa c(S, t) cenu standardne kol opcije sa istim vremenom do dospe�a i istom
ugovorenom cenom i sa u1(x, τ) odgovaraju�e rexe�e jednaqine provo�e�a toplote,

u1(x, τ) =
C(S, t)

K
e−(αx+βτ). (4.14)

Tada je cena odgovaraju�e opcije sa barijerom

V (S, t) = Keαx+βτ (u1(x, τ) + u2(x, τ)), (4.15)

gde je u2(x, τ) rexe�e problema sa antisimetriqnim poqetnim vrednostima. Na os-
novu invarijantnosti u odnosu na translaciju i refleksiju, jednakost (4.15) mo�emo
izraziti u zavisnosti od u1,

V (S, t) = Keαx+βτ (u1(x, τ)− u1(2x0 − x, τ))

= Keαx+βτ

(
C(S, t)

K
e−(αx+βτ) −

C(B
2

S
, t)

K
e−
(
α
(

2 ln B
K
−ln S

K

)
+βτ
))

= C(S, t)−
(
S

B

)2α

C

(
B2

S
, t

)
. (4.16)
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4.1.2 Verovatnosni pristup

Prethodno smo do formule za cenu opcija sa barijerom doxli rexava�em
Blek{Xolsove parcijalne diferencijalne jednaqine sa odgovaraju�im poqetnim
uslovima. Sada nam je ideja da primenimo verovatnosni pristup u odre�iva�u
cene opcija. Prisetimo se da opcije sa barijerom zavisne od trajektorije kreta�a
cena akcija,

{St : 0 ≤ t ≤ T}.

S tim u vezi, i �ihova vrednost zavisi od qitavog procesa kreta�a, suprotno od
standardnih opcija qija vrednost zavisi od cene akcija u trenutku isteka, tj. oblika
je Φ(ST ).

U narednoj tabeli prikazane su vrednosti opcija sa barijerom.

Tip Ponaxa�e Dobit

Kol
opcija

do�a izlazna (ST −K)+I{ min
0≤t≤T

St > B}

do�a ulazna (ST −K)+I{ min
0≤t≤T

St < B}

gor�a izlazna (ST −K)+I{max
0≤t≤T

St < B}

gor�a ulazna (ST −K)+I{max
0≤t≤T

St > B}

Put opcija

do�a izlazna (K − ST )+I{ min
0≤t≤T

St > B}

do�a ulazna (K − ST )+I{ min
0≤t≤T

St < B}

gor�a izlazna (K − ST )+I{max
0≤t≤T

St < B}

gor�a ulazna (K − ST )+I{max
0≤t≤T

St < B}

Ulazno{izlazni paritet opcija sa barijerom odgovara put{kol paritetu stan-
dardnih opcija. Ovaj paritet predstav	a vezu izme�u opcija sa barijerom i stan-
dardnih opcija odgovaraju�eg tipa. Va�e slede�e jednakosti:

cgor�a-ulazna + cgor�a-izlazna = c,

cdo�a-ulazna + cdo�a-izlazna = c,

pgor�a-ulazna + pgor�a-izlazna = p,

pdo�a-ulazna + pdo�a-izlazna = p.
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Kako u izrazima za vrednost opcija sa barijerom, figurixu maksimum,

MT
0 = max

0≤t≤T
St,

odnosno minimum geometrijskog Braunovog kreta�a na intervalu [0, T ],

mT
0 = min

0≤t≤T
St,

bi�e nam od interesa da odredimo raspodelu ovih sluqajnih veliqina, kao i zajed-
niqke raspodele.

Napomena 6. U nastavku teksta �emo se fokusirati na sluqaj maksimuma i odred-
iti cenu gor�e izlazne opcije sa barijerom.

Najpre, kako za standardno Braunovo kreta�e va�i W0 = 0,

XT
0 = max

0≤t≤T
Wt ≥ 0

sa verovatno�om 1. Za pozitivnu konstantu a > W0 = 0, oznaqimo sa

τa = inf{t ∈ R+ : Wt = a}

trenutak prvog dostiza�a nivoa a. Na osnovu prostorne simetrije Braunovog kre-
ta�a, primetimo da va�i jednakost

P (WT > a|τa < T ) = P (WT < a|τa < T ) =
1

2
.

dok na osnovu slede�e veze

{XT
0 ≥ a} = {τa < T}, (4.17)

imamo da va�i

P (τa < T ) = P (τa < T,WT > a) + (τa < T,WT < a)

= 2P (τa < T,WT > a)

= 2P (XT
o ≥ a,WT > a)

= 2P (WT > a)

= P (WT > a) + P (WT < −a)

= P (|WT | > a).

U prethodnom nizu jednakosti korix�ena je qi�enica:

{WT > a} ⊂ {XT
0 ≥ a,WT > a} ⊂ {WT > a}.
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Kao posledica jednakosti

P (τa < T ) = 2P (WT > a),

maksimum Braunovog kreta�a WT ima istu raspodelu kao apsolutna vrednost |WT |.
Sa tim u vezi, ako prika�emo maksimum geometrijskog Braunovog kreta�a na
slede�i naqin,

M t
0 = max

t∈[0,T ]
St = S0 max

t∈[0,T ]
eσWt = S0e

XT
o = h(XT

o ),

mo�emo uz poznava�e pomenute raspodele odrediti cenu opcija sa barijerom.
Me�utim, to ne bi bilo dovo	no za praktiqnu primenu usled pojave uslova r =
σ2

2
. Da bismo izbegli ovaj uslov, razmatra�emo maksimum Braunovog kreta�a sa

driftom i odrediti zajedniqku gustinu sluqajnih veliqina XT
0 i WT . Ponovo, na

osnovu principa refleksije Braunovog kreta�a, imamo da za b ∈ [0, a] va�i

P (WT < b|τa < T ) = P (WT > a+ (a− b)|τa < T ), tj

P (WT < b, τa < T ) = P (WT > 2a− b, τa < T ), tj na osnovu (4.17)

P (WT < b,XT
0 ≥ a) = P (WT > 2a− b,XT

0 ≥ a).

Kako je 2a− b ≥ a, imamo da va�i

P (WT < b,XT
0 ≥ a) = P (WT > 2a− b,XT

0 ≥ a) = P (WT > 2a− b). (4.18)

gde smo koristili slede�i niz podskupova

{(WT ≥ 2a− b} ⊂ {XT
0 ≥ 2a− b,WT > 2a− b}

⊂ {XT
0 ≥ a,WT > 2a− b} ⊂ {(WT > 2a− b}

da poka�emo da je

{WT > 2a− b,XT
0 ≥ a} = {WT > 2a− b}.

Poslediqno, na osnovu (4.18) imamo da va�i za 0 ≤ b < a,

P (WT < b,XT
0 ≥ a) = P (WT > 2a− b) =

1√
2πT

∫ ∞
2a−b

e−
x2

2T dx.

Istovremeno, predstav	aju�i zajedniqku funkciju raspodele preko zajedniqke
gustine, dobijamo ∫ ∞

a

∫ b

−∞
f(x, y)dydx =

∫ ∞
2a−b

e−
x2

2T dx. (4.19)

Dvostrukim diferencira�em leve strane jednakosti (4.19), najpre po promen	ivoj
b,

∂

∂b

(∫ ∞
a

∫ b

−∞
f(x, y)dydx

)
=

∫ ∞
a

f(x, b)dx, (4.20)
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a potom i po promen	ivoj a (tj diferencira�em (4.20) po a), dobijamo

∂

∂a

∫ ∞
a

f(x, b)dx = −f(a, b). (4.21)

Za diferencira�e desne strane jednakosti (4.19), uvodimo nove promen	ive,
radi jednostavnije notacije,

θ = 2a− b, λ = − 1

2T
(2a− b)2

Tada se desna strana jednakosti (4.19) mo�e pisati kao

L =

∫ ∞
θ

e−
x2

2T dx,

pa je odatle

∂L

∂θ

∂θ

∂a
= − 1√

2πT
e−

θ2

2T · 2 = − 2√
2πT

e−
(2a−b)2

2T .

Oznaqimo vrednost posled�eg parcijalnog izvoda sa

N = − 2√
2πT

eλ.

Tada je

∂N

∂λ

∂λ

∂b
= − 2√

2πT
eλ · (2a− b)

T
= −2(2a− b)

T
√

2πT
e−

(2a−b)2
2T . (4.22)

Izjednaqava�em izvoda leve i desne strane jednakosti (4.19), tj. izjednaqava�em
(4.21) i (4.22), dobijamo da izraz za zajedniqku gustinu

f(a, b) =
2(2a− b)
T
√

2πT
e−

(2a−b)2
2T . (4.23)

Ukoliko oznaqimo sa a ∨ b := max(a, b), (4.23) se mo�e predstaviti kao

f(a, b) =


√

2

πT

(2a− b)
T

e−
(2a−b)2

2T , a > b ∨ 0

0, a < b ∨ 0.

(4.24)

Koriste�i teoremu Girsanova, mo�emo odrediti gustinu sluqajne veliqine koja
predstav	a maksimum Braunovog kreta�a sa driftom µ,

X̂T
0 := max

t∈[0,T ]
W̃t = max

t∈[0,T ]
(Wt + µt). (4.25)

Primetimo da isti argumenti kao kod standardnog Braunovog kreta�a ne mogu
biti direktno prime�eni, zato xto za µ 6= 0 ne va�i pretpostavka o simetriq-
nosti. Sa druge strane, W̃t je standardno Braunovo kreta�e u verovatnosnoj meri P̃
definisanoj na slede�i naqin:

dP̃

dP
= e−µWT−µ

2T
2 . (4.26)
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Otuda je zajedniqka gustina sluqajnih veliqina X̂T
0 i W̃t u verovatnosnoj meri

P̃ data izrazom (4.24).
Na osnovu (4.26) mo�emo odrediti zajedniqku gustinu ovih veliqina u verovat-

nosnoj meri P . Za 0 ≤ b ≤ a

P (X̂T
0 ≤ a, W̃t ≤ b) = EI{X̂T

0 ≤ a, W̃t ≤ b}

=

∫
Ω

I{X̂T
0 ≤ a, W̃t ≤ b}dP

=

∫
Ω

dP

dP̃
I{X̂T

0 ≤ a, W̃t ≤ b}dP̃

= Ẽ

[
dP

dP̃
I{X̂T

0 ≤ a, W̃t ≤ b}
]

= Ẽ

[
eµWT+µ2T

2 I{X̂T
0 ≤ a, W̃t ≤ b}

]
= Ẽ

[
eµW̃T−µ

2T
2 I{X̂T

0 ≤ a, W̃t ≤ b}
]

=

√
2

πT

∫ a

0

∫ b

−∞
I(−∞,x](y)eµy−

µ2T
2

(2x− y)

T
e−

(2x−y)2
2T ,

tra�ena gustina ima slede�i oblik

f(a, b) =


1

T

√
2

πT
(2a− b)eµb−

(2a−b)2
2T

−µ
2T
2 , a > b ∨ 0

0, a < b ∨ 0.

U nastavku �e nam biti od interesa da odredimo raspodelu maksimuma
Braunovog kreta�a standardnim postupkom, integracijom zajedniqke gustine po
drugoj promen	ivoj.

Teorema 4.1. Funkcija raspodele sluqajne veliqine X̂T
0

X̂T
0 = max

t∈[0,T ]
W̃t = max

t∈[0,T ]
(Wt + µt),

data je slede�im izrazom

P (X̂T
0 ≤ a) = Φ

(
a− µT√

T

)
− e2µaΦ

(
− a− µT√

T

)
, a ≥ 0. (4.27)

Dokaz. Izraz u eksponentu transformixemo na slede�i naqin:

µy − (2a− y)2

2T
= −2aµ− 1

2T
(y − (µT + 2a)2).

Primetimo da je y ∨ 0 ≤ x ≤ a ekvivalentno sa (y ≤ x, 0 ≤ x ≤ a). Standardnom
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smenom promen	ivih, (2x−y)2

2T
= t nalazimo da je

P (X̂T
0 ≤ a) =

√
2

πT

∫ a

0

∫ ∞
−∞

I(−∞,x](y)eµy−
µ2T
2

(2x− y)

T
e−

(2x−y)2
2T dydx

=

√
2

πT
e−

µ2T
2

∫ a

−∞
eµy
∫ a

y∨0

(2x− y)

T
e−

(2x−y)2
2T dxdy

=
1√
2πT

e−
µ2T
2

∫ a

−∞
(eµy−(2(y∨0)−y)2/(2T ) − eµy−(2a−y)2/(2T ))dy

=

√
2

πT

∫ a

−∞
(eµy−y

2/(2T )−µ2T/2 − eµy−2a2/T+2ay/T−y2/(2T )−µ2T/2)dy

=
1√
2πT

∫ a

−∞
e−(y−µt)2/(2T ) − e−(y−(µt+2a))2/(2T )+2aµdy

=
1√
2πT

∫ a

−∞
e−(y−µt)2/(2T )dy − e2aµ 1√

2πT

∫ a

−∞
e−(y−(µt+2a))2/(2T )dy

=
1√
2πT

∫ a−µt

−∞
e−y

2/(2T )dy − e2aµ 1√
2πT

∫ −a−µT
−∞

e−y
2/(2T )dy

= Φ

(
a− µT√

T

)
− e2µaΦ

(
− a− µT√

T

)
, a ≥ 0. (4.28)

Diferencira�em (4.28) po promen	ivoj a, dobijamo odgovaraju�i izraz za gustinu

d

da
P (X̂T

0 ≤ a) = Φ′
(
a− µT√

T

)(
1√
T

)
− 2µe2µaΦ

(
− a− µT√

T

)
.

Posledica 4.1.1. Funkcija raspodele maksimuma

MT
0 = max

t∈[0,T ]
St = max

t∈[0,T ]
S0e

σWt+(r−σ2/2)t

geometrijskog Braunovog kreta�a na intervalu [0, T ] data je slede�im izrazom

P (MT
0 ≤ x) = Φ

(
−(r + σ2/2)T + ln(x/S0)

σ
√
T

)
−
(
S0

x

)1−2r/σ2

Φ

(
−(r − σ2/2)T + ln(x/S0)

σ
√
T

)
, x ≥ S0.

Dokaz. Uzimaju�i µ = r/σ − σ/2, nalazimo da je

P (MT
0 ≤ x) = Φ

(
−µT + σ−1 ln(x/S0)√

T

)
− e2µσ−1 ln(x/S0)Φ

(
−µT − σ−1 ln(x/S0)√

T

)
= Φ

(
−µT + σ−1 ln(x/S0)√

T

)
−
(
x

S0

)2µ/σ

Φ

(
−µT − σ−1 ln(x/S0)√

T

)
= Φ

(
−(r + σ2/2)T + ln(x/S0)

σ
√
T

)
−
(
S0

x

)1−2r/σ2

Φ

(
−(r − σ2/2)T + ln(x/S0)

σ
√
T

)
, x ≥ S0.
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U narednom izvo�e�u pretpostavimo da proces kreta�a cena akcija prati ge-
ometrijsko Braunovo kreta�e, opisano slede�om jednaqinom

dSt = rStdt+ σStdWt, t ∈ R+,

gde je (Wt)t∈R+ standardno Braunovo kreta�e u meri neutralnoj od rizika. Ko-

riste�i zajedniqku gustinu sluqajnih veliqina X̂T
0 i W̃t mo�emo odrediti cenu

proizvo	ne egzotiqne opcije, qija je vrednost data sa Φ(X̂T
0 , W̃t) na osnovu formule:

e−r(T−t)E∗[Φ(X̂T
0 , W̃t)|Ft].

Kada je vrednost opcije oblika C = Φ(ST ,M
T
0 ), gde je

ST = S0e
σWT−σ2T/2+rT = S0e

σW̃T ,

µ = −σ
2

+
r

σ
, W̃T = WT + µT,

vrednost opcije mo�emo raqunati kao

C = Φ(ST ,M
T
0 ) = Φ(S0e

σWT−σ2T/2+rT ,MT
0 ) = Φ(S0e

σW̃T , S0e
σX̂T

0 ),

odakle je

e−rTE∗[C] = e−rTE∗[Φ(S0e
σW̃T , S0e

σX̂T
0 )]

= e−rT
∫ ∞
−∞

∫ ∞
y∨0

Φ(S0e
σy, S0e

σxdP (X̂T
0 ≤ x, W̃T ≤ y)

=
1

T

√
2

πT
e−rT

∫ ∞
−∞

∫ ∞
y∨0

Φ(S0e
σy, S0e

σx(2x− y)eµy−
(2x−y)2

2T
−µ

2T
2 dxdy

=
1

T

√
2

πT
e−rT

∫ ∞
0

∫ ∞
y

Φ(S0e
σy, S0e

σx(2x− y)eµy−
(2x−y)2

2T
−µ

2T
2 dxdy+

1

T

√
2

πT
e−rT

∫ 0

−∞

∫ ∞
0

Φ(S0e
σy, S0e

σx(2x− y)eµy−
(2x−y)2

2T
−µ

2T
2 dxdy.

Deta	no �emo razmotriti cenu gor�e izlazne kol opcije. Za funkciju Φ, defin-
isanu na slede�i naqin:

Φ(x, y) = (x−K)+I{y ≤ B}

koriste�i izraz za gustinu, raqunamo vrednost matematiqkog oqekiva�a, u sluqaju
da je B ≥ K, B ≥ S0 (inaqe opcija nema vrednost),

E∗[C] = E∗[(ST −K)+I{MT
0 ≤ B}]

= E∗[(S0e
σW̃T −K)I{S0e

σW̃T ≥ K}I{S0e
σX̂T

0 ≤ B}]

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(S0e
σy −K)I{S0e

σy ≥ K}I{S0e
σx ≤ B}dP (X̂T

0 ≤ x, W̃T ≤ y)

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(S0e
σy −K)I{y ≥ σ−1 ln(K/S0)}I{x ≤ σ−1 ln(B/S0)}fX̂T

0 ,W̃T
(x, y)dxdy

=
1

T

√
2

πT

∫ σ−1 ln(B/S0)

σ−1 ln(K/S0)

∫ σ−1 ln(B/S0)

y∨0

(S0e
σy −K)(2x− y)eµy−

(2x−y)2
2T

−µ
2T
2 dxdy

=
1

T
e−µ

2T/2

√
2

πT

∫ σ−1 ln(B/S0)

σ−1 ln(K/S0)

(S0e
σy −K)eµy−y

2/2T

∫ σ−1 ln(B/S0)

y∨0

(2x− y)e2x(y−x)/Tdxdy.
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Ako oznaqimo sa a = y ∨ 0, b = σ−1 ln(B/S0), vidimo da va�i∫ b

a

(2x− y)e2x(y−x)/Tdx = −T
2
e2x(y−x)/T |x=b

x=a

=
T

2
(e2a(y−a)/T − e2b(y−b)/T )

=
T

2
(e2(y∨0)(y−y∨0)/T − e2b(y−b)/T )

=
T

2
(1− e2b(y−b)/T ).

Zatim, ako oznaqimo sa c = σ−1 ln(K/S0), dobijamo

E∗[C] = e−µ
2T/2 1√

2πT

∫ b

c

(S0e
σy −K)eµy−y

2/(2T )(1− e2b(y−b)/T )dy

= S0e
−µ2T/2 1√

2πT

∫ b

c

ey(σ+µ)−y2/(2T )(1− e2b(y−b)/T )dy

−Ke−µ2T/2 1√
2πT

∫ b

c

eµy−y
2/(2T )(1− e2b(y−b)/T )dy

= S0e
−µ2T/2 1√

2πT

∫ b

c

ey(σ+µ)−y2/(2T )dy

− S0e
−µ2T/2−2b2/T 1√

2πT

∫ b

c

ey(σ+µ+2b/T )−y2/(2T )dy

−Ke−µ2T/2 1√
2πT

∫ b

c

eµy−y
2/(2T )dy

−Ke−µ2T/2−2b2/T 1√
2πT

∫ b

c

ey(µ+2b/T )−y2/(2T )dy.

Na osnovu jednakosti

1√
2πT

∫ b

c

eγy−y
2/(2T )dy = eγ

2T/2

(
Φ

(
−c+ γT√

T

)
− Φ

(
−b+ γT√

T

))
(4.29)

nalazimo da je

e−rTE∗[C] = e−rTE∗[(ST −K)+I{MT
0 ≤ B}]

= S0e
−T (r+µ2/2)+(σ+µ)2T/2

(
Φ

(
−c+ (σ + µ)T√

T

)
− Φ

(
−b+ (σ + µ)T√

T

))
− S0e

−T (r+µ2/2)−2b2/T+(σ+µ+2b/T )2T/2

×
(

Φ

(
−c+ (σ + µ+ 2b/T )T√

T

)
− Φ

(
−b+ (σ + µ+ 2b/T )T√

T

))
−Ke−rT

(
Φ

(
−c+ µT√

T

)
− Φ

(
−b+ µT√

T

))
+Ke−T (r+µ2/2)−2b2/T+(µ+2b/T )2T/2

×
(

Φ

(
−c+ (µ+ 2b/T )T√

T

)
− Φ

(
−b+ (µ+ 2b/T )T√

T

))
.
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Da	im sre�iva�em prethodnog izraza dobijamo

cgor�a-izlazna(S, T ) = S0

(
Φ

(
δT+

(
S0

K

))
− Φ

(
δT+

(
S0

B

)))
− S0

(
B

S0

)1+ 2r
σ2
(

Φ

(
δT+

(
B2

KS0

))
− Φ

(
δT+

(
B

S0

)))
−Ke−rT

(
Φ

(
δT−

(
S0

K

))
− Φ

(
δT−

(
S0

B

)))
+Ke−rT

(
S0

B

)1− 2r
σ2
(

Φ

(
δT−

(
B2

KS0

))
− Φ

(
δT−

(
B

S0

)))
,

gde je δτ±(s) = 1
σ
√
τ

(
ln s+

(
r + σ2

2

)
τ
)
.

Na osnovu ulazno{izlaznog pariteta, vrednost gor�e ulazne kol opcije iznosi

cgor�a-ulazna(S, T ) = S0Φ

(
δT+

(
S0

B

)
−Ke−rTΦ

(
δT−

(
S0

B

))
+ S0

(
B

S0

)1+ 2r
σ2
(

Φ

(
δT+

(
B2

KS0

))
− Φ

(
δT+

(
B

S0

)))
−Ke−rT

(
S0

B

)1− 2r
σ2
(

Φ

(
δT−

(
B2

KS0

))
− Φ

(
δT−

(
B

S0

)))
.

Sliqno, koriste�i formulu (4.16), imamo da je

cdo�a-izlazna(S0, T ) = c(S0, T )−
(
S0

B

)1− 2r
σ2

C

(
B2

S0

, T

)
,

pa je na osnovu istog pariteta,

cdo�a-ulazna(S0, T ) =

(
S0

B

)1− 2r
σ2

C

(
B2

S0

, T

)
.

4.2 Binomni model

Ako sa S oznaqimo cenu akcije u poqetnom trenutku t = 0 i fiksiramo du�inu
osnovnog perioda, prema binomnom modelu cena akcije nakon jednog perioda mo�e
uzeti dve vrednosti: uS, ukoliko poraste za faktor u > 1, ili dS, ukoliko opadne za
faktor d < 1. Ako pretpostavimo da se prethodno navedeno dexava sa verovatno�ama
p, odnosno 1− p, cena akcije nakon jednog perioda je Bernulijeva sluqajna veliqina
sa parametrom p.

Ovakav model va�i i za vixe koraka, i sa pove�a�em broja koraka, strukturno
je sve slo�eniji. Pritom, ostaje va�e�a pretpostavka da je verovatno�a kreta�a
"navixe" p, dok je verovatno�a kreta�a "nani�e" 1− p.
Binomni model je odre�en slede�im parametrima: jedinicom vremena u kojoj se de-
xavaju promene cena akcija, faktorima rasta i opada�a cena u i d i verovatno�om
p. Iako na prvi pogled izgleda veoma jednostavan, kao xto je reqeno, pove�a�em
broja koraka i sma�e�em du�ine osnovnog perioda, cena akcije mo�e uzeti mnoge
vrednosti, preciznije, nakon n perioda, mo�e uzeti n + 1 vrednost. Neophodno je
primetiti da multiplikativnost modela obezbe�uje nenegativnost cene.
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Prema binomnom modelu, cenu standardne evropske opcije mo�emo odrediti na
slede�i naqin: najpre, pretpostavimo da nakon vremenskog intervala du�ine T ,
cena akcije mo�e da poraste za faktor u > 1 ili da opadne za faktor d < 1.
U prvom sluqaju oznaqimo dobit opcije sa fu, a u drugom sluqaju sa fv. Zatim,
pretpostavimo da smo formirali portfolio koji sadr�i:

1. ∆ kup	enih akcija qija je trenutna cena S0

2. jednu opciju na te akcije koje smo prodali.

Tra�imo vrednost ∆ za koju �e ovaj portfolio biti bezriziqan, xto znaqi da �e
vrednost portfolija ostati neprome�ena u trenutku T , i ako vrednost akcija padne,
i ako poraste. Ako do�e do porasta cena akcija, vrednost portfolija u trenutku
T �e biti S0u∆ − fu, ako do�e do pada, portfolio �e vredeti S0d∆ − fd. Da bi
vrednost portfolija bila nezavisna od promene cene akcije, izjednaqavamo �egove
vrednosti u trenutku T .

S0u∆− fu = S0d∆− fd.

Tra�ena vrednost ∆ �e biti

∆ =
fu − fd
S0u− S0d

.

Za ovako odabrano ∆ portfolio je bezriziqan i �egova dobit pri bezriziqnoj
kamatnoj stopi r treba da bude ista kao dobit u sluqaju da se poqetni ulog ulo�io
u banku. Kako smo u poqetnom trenutku za ovaj portfolio izdvojili S0∆− f , treba
da va�i

S0∆− f = (S0u∆− fu)e−rT .

Odavde sledi da je

f = S0∆− (S0u∆− fu)e−rT .

Zamenom izraza za ∆, dobijamo da je

f = e−rT (pfu + (1− p)fd), (4.30)

gde je p = e−rT−d
u−d . Ovom formulom je data cena opcije prema binomnom modelu.

Verovatno�a p koja figurixe u izrazu za cenu opcije mo�e da se interpretira kao
verovatno�a rasta cena akcija u svetu neutralnom od rizika. Tada je oqekivana
dobit jednaka dobiti od novca ulo�enog u banku po bezriziqnoj kamatnoj stopi.
Vrednost opcije je sadax�a vrednost oqekivane budu�e dobiti , pri qemu se
diskontova�e vrxi va�e�om kamatnom stopom. Ukoliko na tr�ixtu ne postoji
mogu�nost arbitra�e (prav	e�a sigurnog profita bez rizika), p ∈ (0, 1). Ukoliko
navedeni uslov ne bi bio zadovo	en, arbitra�a bi bila mogu�a.

Uopxtavaju�i jednakost (4.30), vrednost opcije u trenutku t, u oznaci Vt se mo�e
odrediti kao

Vt = e−rδt(pV u
t+δt + (1− p)V d

t+δt), (4.31)

gde je sa V u
t+δt oznaqena vrednost opcije u trenutku t + δt, ako je doxlo do porasta

cene akcija, dok se oznaka V d
t+δt odnosi na vrednost opcije, ako je doxlo do pada cena

akcija.
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Napomena 7. Vrednost evropske opcije u trenutku t = T u zavisnosti od �enog
tipa data je jednakostima (3.1), odnosno (3.2). Sam algoritam odre�iva�a cena
standardnih opcija zasniva se na podeli intervala [0, T ] na odre�en boj podin-
tervala. Odre�iva�e vrednosti opcije na kraju svakog od �ih se vrxi primenom
formule (4.31) pri pretpostavci o neutralnosti od rizika.

Nada	e, od interesa nam je da izvedemo vrednosti u, d, p koji se, respektivno,
odnose na faktore rasta, opada�a cena akcija, kao i verovatno�u rasta istih. U
okru�e�u neutralnom od rizika, oqekivana vrednost cene akcije S na kraju vre-
menskog intervala du�ine δt bi bila Serδt. Odavde imamo da va�i:

Serδt = puS + (1− p)dS,

tj. nakon de	e�a sa S

erδt = pu+ (1− p)d. (4.32)

Sliqno kao ranije, iz izraza za oqekivanu vrednost (4.32) dobijamo vrednost
verovatno�e p,

p =
erδt − d
u− d

. (4.33)

Disperzija cene akcije data je sa

pu2 + (1− p)d2 − (pu+ (1− p)d)2 = σ2δt. (4.34)

Ako uvrstimo (4.32), dobijamo

erδt(u+ d)− ud− e2rδt = σ2δt.

Pored navedenih, postavi�emo jox jedan uslov: treba da va�i u = 1
d
. Ovaj uslov

minimizuje broj qvorova.
Iz izraza (4.34) imamo da je

σ2δt = pu2 + (1− p)d2 − (pu+ (1− p)d)2

= pu2 + (1− p)d2 − p2u2 − (1− p)2d2 − 2p(1− p)ud
= u2(p− p2) + [(1− p)− (1− p)2]d2 − 2p(1− p)ud
= u2p(1− p) + (1− p)[1− 1 + p]d2 − 2p(1− p)ud
= p(1− p)(u2 − 2ud+ d2).

Na osnovu izraza (4.33) je

p(1− p) =
erδt − d
u− d

− e2rδt − 2derδt + d2

(u− d)2
=
erδt(u+ d)− ud− e2rδt

(u− d)2
,

pa je odatle

σ2δt = erδt(u+ d)− ud− e2rδt.

Uz dodatan uslov d = 1
u
,

σ2δt = erδt
(
u+

1

u

)
− u1

u
− e2rδt,
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pa va�i (
u+

1

u

)
=
σ2δt+ 1 + e2rδt

erδt
= e−rδtσ2δt+ e−rδt + erδt.

Na osnovu Tejlorovog razvoja, rσ2δt→ 0, erδt ∼ 1 + rδt, pa va�i(
u+

1

u

)
= σ2δt+ 2.

Rexava�em kvadratne jednaqine po u, u2 − (σ2δt+ 2)u+ 1 = 0 na standardan naqin
dobijamo u ∼ σ2δt

2
+ 1 ± σ

√
δt. Izostav	a�em kvadratnog qlana, u ∼ 1 ± σ

√
δt. Kako

je u > 1, u = eσ
√
δt, pa znamo i vrednost d = e−σ

√
δt.

Ako sa δ oznaqimo priraxtaj vremena na qijem kraju dolazi do promene
cena akcija, mo�emo pokazati da za ovako odabrane parametre binomnog modela,
sma�iva�em δ, binomni model promena cena akcija konvergira ka modelu geometri-
jskog Braunovog kreta�a, xto znaqi da geometrijsko Braunovo kreta�e mo�e biti
aproksimirano diskretnim procesom.

U svrhe dokaza, najpre, za proizvo	no izabrani vremenski trenutak t podelimo
interval [0, t] na n intervala du�ine δt. Posmatramo, niz nezavisnih, jednako-
raspode	enih sluqajnih veliqina {Yk, k = 1, . . . n}, za koje je

P (Yk = 1) = p, P (Yk = 1) = q, k = 1, . . . n.

Ako sa U oznaqimo broj koraka navixe, sa D broj koraka nani�e, tada va�i

Mn = U +D,

n = U −D

⇒ U =
n+Mn

2
, D =

n−Mn

2
,

gde je sa Mn oznaqena pozicija nakon n pre�enih koraka. Cena akcije u trenutku t
prema binomnom modelu poprima slede�i oblik:

St = S0u
n+Mn

2 d
n−Mn

2 = S0e
σ
√
δt

2
(n+Mn)e−

σ
√
δt

2
(n−Mn)

= S0e
σ
√
δtMn .

Ideja je da poka�emo konvergenciju u raspodeli niza σ
√
δtMn = σ

√
δtM t

δt
ka

normalnoj N ((r − 1
2
σ2)t, σ2t).

Lema 4.2.1. Neka je Φn(u) moment generatorna funkcija σ
√
δtMn. Tada je

Φn(u) =

[
euσ
√
δt

(
erδt − e−σ

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)
+ e−uσ

√
δt

(
eσδt − er

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)]n
Dokaz.

Φn(u) = E[eσ
√
δtMn ] = E

[ n∏
k=1

eσ
√
δtYk

]
=

n∏
k=1

E[eσ
√
δtYk ] =

n∏
k=1

(eσ
√
δtp+ e−σ

√
δtq)

= (eσ
√
δtp+ e−σ

√
δtq)n

=

[
euσ
√
δt

(
erδt − e−σ

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)
+ e−uσ

√
δt

(
eσδt − er

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)]n
,

na osnovu nezavisnosti i jednakoraspode	enosti sluqajnih veliqina {Yk, k =
1, . . . , n}.
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U interesu nam je da izraqunamo graniqnu vrednost

lim
n→∞

Φn(u) = lim
t
δt
→0

Φ t
δt

(u),

xto �emo uqiniti koriste�i logaritamsku transformaciju ln Φ t
δt

(u), qiji je izraz
formulisan lemom

Lema 4.2.2.

ln Φ t
δt

(u) =
t

δt
ln

[
coshσu

√
δt+

(er
√
δt − coshσ

√
δt) sinhσu

√
δt

sinhσ
√
δt

]
.

Dokaz. Na osnovu leme 4.2.1

Φn(u) =

[
euσ
√
δt

(
erδt − e−σ

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)
+ e−uσ

√
δt

(
eσδt − er

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)]n
,

odakle je

ln Φ t
δt

(u) =
t

δt
ln

[
euσ
√
δt

(
erδt − e−σ

√
δt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)
+ e−uσ

√
δt

(
eσ
√
δt − erδt

eσ
√
δt − e−σ

√
δt

)]
=

t

δt
ln

[
2
euσ
√
δt(erδt − e−σ

√
δt) + e−uσ

√
δt(eσ

√
δt − erδt)

sinhσ
√
δt

]
=

t

δt
ln

[
2

(erδt(eσu
√
δt − e−σu

√
δt)− (eσu

√
δt−σ

√
δt − e−(σu

√
δt−σ

√
δt)))

sinhσ
√
δt

]
=

t

δt
ln

[
erδt sinhσu

√
δt− sinh

(
σ
√
δt(u− 1)

)
sinhσ

√
δt

]
.

Na osnovu adicione trigonometrijske formule

sinh(A−B) = sinhA coshB − coshA sinhB,

imamo da je

sinh(σ
√
δt(u− 1)) = sinh

(
σ
√
δtu
)

coshσ
√
δt− cosh

(
σ
√
δtu
)

sinhσ
√
δt,

odakle je

ln Φ t
δt

(u) =
t

δt
ln

[
erδt sinhσu

√
δt− sinh

(
σ
√
δtu
)

coshσ
√
δt+ cosh

(
σ
√
δtu
)

sinhσ
√
δt

sinhσ
√
δt

]
=

t

δt
ln

[
coshσu

√
δt+

(er
√
δt − coshσ

√
δt) sinhσu

√
δt

sinhσ
√
δt

]
.

Koriste�i Tejlorove razvoje odgovaraju�ih funkcija u okolini 0, dobijamo da je

coshσu
√
δt+

(er
√
δt − coshσ

√
δt) sinhσu

√
δt

sinhσ
√
δt

= 1 +
1

2
u2σ2δt

+
(1 + rδt− 1− 1

2
σ2δt)σu

√
δt

σ
√
δt

+O((δt)2) = 1 +
1

2
u2σ2δt+ ruδt− 1

2
uσ2δt+ +O((δt)2)
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kada δt→ 0. Odatle je

ln Φ t
δt

(u) =
t

δt
ln

[
coshσu

√
δt+

(er
√
δt − coshσ

√
δt) sinhσu

√
δt

sinhσ
√
δt

]
=

t

δt
ln

[
1 +

1

2
u2σ2δt+ ruδt− 1

2
uσ2δt+ +O((δt)2)

]
=

t

δt

[
1

2
u2σ2δt+ ruδt− 1

2
uσ2δt+ +O((δt)2)

]
+O((δt)2),

kada δt→ 0, pa je tra�ena graniqna vrednost

lim
δt→0

=

(
r − σ2

2

)
tu+

tσ2u2

2
,

xto je upravo moment generatorna funkcija normalno raspode	ene sluqajne veli-
qineN ((r− 1

2
σ2)t, σ2t). Time smo pokazali da je graniqna raspodela binomnog modela

kreta�a cena akcija ista kao raspodela geometrijkog Braunovog kreta�a.

4.2.1 Rekurzivna formula

Procedura odre�iva�a cena opcija sa barijerom u binomnom modelu zasniva se na
istom principu kao kod standardnih opcija. Odvija se u dva koraka: najpre se
odrede vrednosti opcija u svakom qvoru iznad ili ispod barijere. Kod izlaznih
opcija, vrednosti ispod barijere su jednake povra�aju novca, ukoliko on postoji,
inaqe su 0, dok su kod ulaznih opcija barijerne vrednosti zapravo vrednosti put
i kol opcija u trenutku kada cena akcije dosegne barijeru. Kada se odrede vred-
nosti na barijeri, odrede se i vrednosti u kraj�im qvorovima, a potom, indukcijom
unazad, i u preostalim.

Razlika u odnosu na proceduru kod standardnih opcija jeste xto su polazni
qvorovi du� barijere, a ne nu�no kraj�i.

1. Odredimo cenu akcije u svakom od qvorova:

U trenutku t = 0: Sn1 = S0,

U trenutku t = 1: Sn2 = uS0, Sn3 = dS0,

U trenutku t = 2 Sn4 = u2S0, Sn5 = udS0, Sn6 = d2S0,

gde je S0 inicijalna vrednost akcije, u, d faktori rasta i opada�a cena.

2. Odredimo vrednosti opcije u qvorovima koji se nalaze ispod barijere ili na
samoj barijeri, tj. dodelimo im vrednost 0: cn3 = cn6 = 0

3. U zavisnosti od vrste opcije, odredimo vrednosti u kraj�im qvorovima cn4 , cn5 .

4. Indukcijom unazad, mo�emo odrediti vrednosti opcije u qvorovima n1, n2, n3

prema slede�im formulama:

cn2 = e−rδt(pcn4 + (1− p)cn5),

cn1 = e−rδt(pcn2 + (1− p)cn3).
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S0

dS0

uS0

d2S0

udS0

u2S0

(1− p)
b

p

p
2

(1− p)p

(1−
p)p

(1− p) 2

Primer 1. Posmatramo do�u izlaznu kol opciju sa slede�im karakteristikama:
S = 100, K = 100, σ = 0.3, r = 0.1, T = 0.2, N = 2, B = 95.

Najpre, raqunamo vrednosti u, d, p prema navedenim formulama: u = eσ
√
δt , d =

e−σ
√
δt, p = e−rδt−d

u−d . Na osnovu datih vrednosti:u = 1.0995, d = 0.9095, p = 0.5292.
Vrednosti do�e izlazne opcije u qvorovima ispod barijere su jednake: cn3 = cn6 =

0, dok su vrednosti u kraj�im qvorovima iznad barijere: cn4 = max(120.89−100, 0) =
20.89, cn5 = max(100− 100, 0) = 0.

Indukcijom unazad, dobijamo vrednosti opcije u preostalim qvorovima,

cn2 = e−0.1·0.1(0.5292 · 20.89 + 0.4708 · 0) = 10.94,

cn1 = e−0.1·0.1(0.5292 · 10.94 + 0.4708 · 0) = 5.73.

Analitiqko rexe�e za do�u izlaznu kol opciju se dobija primenom formule
(4.16). U delu programskog koda implementiran je algoritam za odre�iva�e cena
opcija sa barijerom prema binomnom modelu koji se mo�e na�i u [2]. Funkcija
Bcall bm(S,K, sigma, r, T,N,B) za zadate vrednosti argumenata daje vrednost op-
cije c = 5.7351 koju smo ruqno izraqunali prema binomnom modelu sa dva koraka.
Pove�a�em broja koraka mo�e se pove�ati taqnost.

Rezultati

N Cena opcije

20 4.8036

50 4.6703

100 4.5166

150 4.5707

200 4.6718

400 4.5172

800 4.4428

1000 4.5895

2000 4.5338

4000 4.4860

Analitiqko rexe�e 4.3975

Pri odre�iva�u cena opcija prema binomnom modelu, prisutna je grexka
odre�iva�a cena akcija. Naime, cene akcija se odre�uju u diskretnim vremenskim
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trenucima. Kako se cene akcija me�aju neprekidno, dolazi do grexke prouzroko-
vane "odsustvom neprekidnosti". Primetimo odsustvo monotonosti konvergencije ka
stvarnoj vrednosti, kao i to da je konvergencija sporija kako joj se pribli�avamo.

Napomena 8. U implementiranom algoritmu za odre�iva�e cene opcija prema
binomnom modelu sa N koraka koristi se 2N + 1 razliqitih vrednosti opcija
(indukovano vezom izme�u faktora rasta i opada�a, ud = 1). Te vrednosti se
quvaju u vektoru navedene du�ine, qime se izbegava quva�e vrednosti u matrici
velikih dimenzija, xto daje izuzetnu efikasnost algoritma za velike vrednosti
N .
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4.2.2 Kombinatorni pristup

Pored prethodno navedenog algoritma za odre�iva�e cene opcije prema binomnom
modelu, u nastavku �emo pokuxati da pristupimo problemu sa kombinatorne taqke
gledixta. Naime, od interesa �e nam biti broj puta�a izme�u dva qvora tzv. bi-
nomnog stabla kao i �ihove verovatno�e realizacija. Uvodimo potrebnu notaciju:

• (k, i) pozicija qvora (k, i) u binomnom stablu,

• broj koraka od qvora (0, 0) do qvora (k, i),

• broj koraka do dospe�a opcije (od trenutka t = 0 do trenutka t = T ),

• i visina qvora (k, i) u binomnom stablu,

• N(k, i) ukupan broj puta�a od qvora (0, 0) do qvora (k, i).

Pri razmatra�u broja puta�a izme�u dva qvora, ne uzimamo u obzir izgled same
puta�e, ve� jednakost poqetnog kraj�eg qvora. S tim u vezi, puta�a �e zavisiti
od broja koraka navixe, odnosno nani�e pri kreta�u kroz binomno stablo. Najpre,
odredimo broj puta�a od qvora (0, 0) do qvora (k, i), tj. nakon k koraka nalazimo se
i koraka vixe nego na poqetku. Odavde vidimo da bar i koraka mora biti navixe.
Kako je razlika u visini qvorova taqno i, preostalih k − i koraka biramo tako da
ima podjednako koraka navixe i nani�e. Na osnovu toga, broj tra�enih puta�a je

N(k, i) =

(
ukupan broj koraka

broj koraka navixe

)
=

(
k

i+ 1
2
(k − i)

)
=

(
k

1
2
(k + i)

)
=

(
ukupan broj koraka

broj koraka nani�e

)
=

(
k

1
2
(k − i)

)
. (4.35)

Ako oznaqimo i = 2j−k, j �e predstav	ati broj koraka navixe, xto �emo koristiti
u ci	u pojednostav	e�a notacije, zapisuju�i (4.35) u slede�em obliku

N(k, 2j − k) =

(
k

j

)
=

(
k

k − j

)
.

Uopxtava�em (4.35), koriste�i sliqne argumente, mo�emo odrediti broj puta�a
izme�u dva proizvo	na qvora u stablu (k1, i1) i (k2, i2). Broj tra�enih puta�a je(

k2 − k1

(i2 − i1) + 1
2
((k2 − k1)− (i2 − i1))

)
=

(
k2 − k1

1
2
((k2 − k1) + (i2 − i1))

)
.

Oznaqimo sa VT (n, 2j − n) vrednost opcije u trenutku T , pri qemu je cena akcije
na koju se odnosi odre�ena qvorom (n, 2j−n). Prevashodno, to znaqi da je naprav	eno
j koraka navixe i n − j koraka nani�e. Vrednost opcije u sadax�em trenutku je
data formulom

V0 = e−rT
n∑
j=0

P (n, 2j − n)VT (n, 2j − n), (4.36)

gde je

P (n, 2j − n) = N(n, 2j − n)pj(1− p)n−j =

(
n

j

)
pj(1− p)n−j (4.37)
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i

VT (n, 2j − n) = (ST (n, 2j − n)−K)+. (4.38)

Uvrxtava�em jednakosti (4.37) i (4.38) u jednakost (4.36), dobijamo

V0 = e−rT
n∑
j=0

(
n

j

)
pj(1− p)n−j(ST (n, 2j − n)−K)+. (4.39)

Napomena 9. U prethodnim formulama, oznaka p se odnosi na verovatno�u neu-
tralnu od rizika.

U razmatra�u opcija sa barijerom, izraz P (n, 2j − n) koji figurixe u (4.36)
ostaje neprome�en, dok se izraz VT (n, 2j − n) me�a u zavisnosti od vrste opcije sa
barijerom. Najpre, uvodimo dodatne oznake:

• m visina barijernog nivoa (za i ≥ m qvor se nalazi na barijeri ili iznad �e),

• F (k, i) broj puta�a od qvora (0, 0) do qvora (k, i) takvih da ne dose�u i ne
prelaze barijerni nivo, i = m.

Potom �emo odrediti cenu gor�e izlazne kol opcije koja postaje neaktivna kada
cena akcije poraste do vrednosti barijere. Sliqno se odre�uju i cene drugih vrsta
barijernih opcija.

Koriste�i prethodne oznake, vrednost opcije VT (n, 2j − n) mo�emo zapisati kao

V B
T (n, 2j − n) = I{St = m ∀t}VT (n, 2j − n) + I{St = m za neko T} · 0

= P (St je ispod barijere)(ST (n, 2j − n)−K)+.

Svaka puta�a od qvora (0, 0) do qvora (n, 2j − n) ima istu verovatno�u real-
izacije, pa je verovatno�a da puta�a ne dosegne barijerni nivo jednaka

broj puta�a od (0, 0) do (n, 2j − n) koje su ispod barijere

ukupan broj puta�a od (0, 0) do (n, 2j − n)
.

Cena opcije sa barijerom u trenutku T , ukoliko je vrednost akcije odre�ena qvorom
(n, 2j − n) iznosi

V B
T (n, 2j − n) =

F (n, 2j − n)

N(n, 2j − n)
(ST (n, 2j − n)−K)+. (4.40)

Prema formuli (4.36), cena opcije sa barijerom u sadax�em trenutku je

V B
0 = e−rT

n∑
j=0

P (n, 2j − n)V B
T (n, 2j − n)

= e−rT
n∑
j=0

(
n

j

)
F (n, 2j − n)

N(n, 2j − n)
pj(1− p)n−j(ST (n, 2j − n)−K)+

= e−rT
n∑
j=0

N(n, 2j − n)
F (n, 2j − n)

N(n, 2j − n)
pj(1− p)n−j(ST (n, 2j − n)−K)+

= e−rT
n∑
j=0

F (n, 2j − n)pj(1− p)n−j(ST (n, 2j − n)−K)+.
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Da bismo u potpunosti odredili cenu opcije, potrebno je jox da odredimo F (n, 2j−
n), koriste�i princip refleksije Braunovog kreta�a. Na osnovu va�e�a tog prin-
cipa znamo da je broj puta�a od A do B koje dose�u barijerni nivo jednak broju
takvih puta�a od A′ do B, gde su A i A′ taqke simetriqne u odnosu na pravu koja
se nalazi na barijernom nivou, a T taqka preseka puta�e od A do B i barijernog
nivoa. Jasno je da je broj takvih puta�a od qvora (0, 0) do qvora (n, 2j − n) jednak
jednak broju puta�a od qvora (0, 2m) do qvora (n, 2j − n).

Na osnovu poznatih argumenata, taj broj je jednak(
n

2m− (2j − n) + 1
2
(n− (2m− (2j − n)))

)
=

(
n

n+m− j

)
=

(
n

j −m

)
.

Konaqno, izraz za F (n, 2j−n) dobijamo oduzima�em ove vrednosti od ukupnog broja
puta�a:

F (n, 2j − n) =

(
n

j

)
−
(

n

j −m

)
. (4.41)

Raspisiva�em vrednosti binomnim koeficijenata i �ihovim sre�iva�em, (4.41)
poprima slede�i oblik

F (n, 2j − n) = N(n, 2j − n) ·
[
1−

m∏
i=1

(n− j −m+ i)

(j + i)

]
.

Napomena 10. Ova formula ima teorijski znaqaj, ali nije pogodna za imple-
mentaciju kao prethodno navedena rekurzivna formula, prvenstveno zbog brzine
izvrxava�a programskog koda. Tako�e, sa porastom vrednosti n, vrednost N(n, 2j−
n) postaje veoma velika. Me�utim, formula sadr�i qlan pj(1− p)n−j qija se vred-
nost sma�uje sa porastom n, xto bi trebalo uzeti u obzir pri implementaciji,
da bi se radilo sa "razumnim" vrednostima.
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4.3 Monte{Karlo metoda

Cene opcija sa barijerom se mogu odrediti na osnovu Monte{Karlo simulacija, xto
predstav	a jednu od jednostavnijih metoda za implementaciju. Tako�e, ova metoda
mo�e dati vrednost opcije kada ne postoji eksplicitna formula za �eno izraquna-
va�e. Algoritam odre�iva�a cena je slede�i:

1. Pod pretpostavkom da su bezriziqna kamatna stopa r i volatilnost σ poznati,
simulirati realizacije procesa kreta�a akcija, pri pretpostavci o neutral-
nosti od rizika.

2. Ponoviti simulacije odre�en broj puta u posmatranom vremenskom intervalu
i odrediti dobit opcije u svakoj realizaciji.

3. Sred�a vrednost dobiti opcije iz sprovedenih simulacija, diskontovana pri
bezriziqnoj kamatnoj stopi r, je tra�ena vrednost opcije.

Primer 2. Posmatramo do�u izlaznu kol opciju sa slede�im karakteristikama:
S = 100, K = 100, σ = 0.3; r = 0.1;T = 0.2, N = 2, B = 85. Funkcija
dot(S,K, sigma, r, T,Dt,M,B) za zadate vrednosti argumenata daje rezultate
prikazane u tabeli. Prikazani 95%-tni interval povere�a je odre�en prema for-
muli [

aM − 1.96
bM√
(M)

, aM + 1.96
bM√
(M)

]
, (4.42)

gde je sa M oznaqen broj simuliranih realizacija kreta�a cena akcija, aM ocena,
bM odgovaraju�e standardno odstupa�e.

Rezultati

M Interval povere�a Ocena cene opcije

∆t = 10−2

102 3.614462 7.017871 5.316166

103 5.162996 6.365253 5.764125

104 4.888249 5.237653 5.062951

105 5.104696 5.216213 5.160454

∆t = 10−3

102 2.578373 5.383766 3.981069

103 3.734237 4.777246 4.255741

104 4.464585 4.805281 4.634933

105 4.574625 4.683190 4.628907

∆t = 10−4

102 1.996509 4.716625 3.356567

103 3.961342 5.050656 4.505999

104 4.326570 4.671829 4.499199

105 4.409786 4.517335 4.463561

∆t = 10−5

102 2.754185 5.764861 4.259523

103 3.752115 4.805335 4.278725

104 4.238575 4.582539 4.410557

Analitiqko rexe�e 4.3975
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Analitiqko rexe�e za do�u izlaznu kol opciju se dobija primenom formule
(4.16).
Funkcija vanillaOptionEuropean(S,K, T, r, σ2) za prosle�ene vrednosti argumenata
daje vrednost standardne evropske kol opcije.
Funkcija doi(S,K, sigma, r, T,Dt,M,B) na osnovu Monte{Karlo simulacija vred-
nuje odgovaraju�u do�u ulaznu kol opciju, pri zadatim vrednostima argumenata.
Primenom ulazno{izlaznog pariteta i (4.16) se dobija analitiqko rexe�e za do�u
ulaznu kol opciju.

Rezultati

M Interval povere�a Ocena cene opcije

∆t = 10−2

102 0.7093511 2.1907389 1.4500450

103 1.138059 1.655829 1.396944

104 1.133813 1.283966 1.208889

105 1.182493 1.230450 1.206472

∆t = 10−3

102 0.792517 3.073010 1.932763

103 1.504431 2.114587 1.809509

104 1.600766 1.783910 1.692338

105 1.663820 1.721029 1.692425

∆t = 10−4

102 0.7370622 2.6823500 1.7097061

103 1.538677 2.109416 1.824046

104 1.813580 2.002745 1.908163

105 1.831613 1.891769 1.861691

∆t = 10−5

102 0.8315146 2.8698087 1.8506617

103 1.526964 2.153625 1.840294

104 1.853608 2.052407 1.953008

Analitiqko rexe�e 1.946611

Kao xto je navedeno, prednost Monte{Karlo metode oce�iva�a cena opcija je
jednostavnost za implementaciju i fleksibilnost u primeni za razliqite vrste
opcija. Od posebnog znaqaja je to xto se ocena mo�e dobiti i u sluqajevima kada ne
postoji analitiqko rexe�e. Xirina intervala povere�a ocene se na osnovu (4.42)
sma�uje sa pove�a�em

√
M , pa se za veliku taqnost zahteva veliki broj simulacija

trajektorija, M , xto predstav	a ograniqe�e u praksi.
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Sa ci	em su�ava�a intervala povere�a za Monte{Karlo ocenu i pove�a�a taq-
nosti treba primetiti da je �egova xirina proporcionalna standardnom odstupa�u
bM . S tim u vezi navodimo jednu modifikaciju standardnih Monte{Karlo simu-
lacija koja za ci	 ima sma�e�e disperzije. Naime, taqnost standardnih Monte{
Karlo simulacija se u nekim sluqajevima mo�e pove�ati ukoliko se uzme u obzir
osobina simetrije normalne raspodele i prva vrednost se oceni na osnovu uzorka iz
normalne raspodele, a druga na osnovu uzorka sa suprotnim predznakom. Ocena je
sred�a vrednost ovako dobijenih ocena (poglav	e 5.3. ([3]) .
Funkcija dot anti(S,K, sigma, r, T,Dt,M,B) za odgovaraju�e vrednosti argumenata
daje rezultate prikazane u tabeli.

Rezultati

M Interval povere�a Ocena cene opcije

∆t = 10−2

102 3.531125 5.710758 4.620941

103 4.503561 5.278282 4.890922

104 4.943882 5.190859 5.067371

105 5.069377 5.147796 5.108587

∆t = 10−3

102 3.245510 5.577303 4.411407

103 3.952415 4.683346 4.317880

104 4.454553 4.695947 4.575250

105 4.622806 4.699985 4.661396

∆t = 10−4

102 3.326226 5.610025 4.468126

103 4.004824 4.739523 4.372174

104 4.33253 4.57305 4.45279

105 4.470487 4.547522 4.509004

∆t = 10−5

102 2.686185 4.970835 3.828510

103 4.299170 5.092387 4.695778

104 4.298555 4.538848 4.418702

Analitiqko rexe�e 4.3975

Iako ova modifikacija pospexuje taqnost standardnih Monte{Karlo simulacija
i qesto su�ava intervale povere�a, zahteva udvostruqen broj primena eksponenci-
jalne i korene funkcije.

U nastavku �emo uporediti vrednosti do�e izlazne opcije prema bliskosti sa
stvarnim rexe�em 4.39, za razliqite du�ine podeonih intervala [0, T ], ∆t:

• ∆t = 10−2: Rekurzivna formula daje vrednost 4.80, najbo	a ocena na osnovu
standardnih Monte{Karlo simulacija je 5.06 (M = 10000 simulacija), dok je
na osnovu modifikovanih 4.62 (M = 100 simulacija). Za isti broj simulacija,
M = 100, standardna Monte{Karlo ocena je 5.32.

• ∆t = 10−3: Rekurzivna formula daje vrednost 4.67, najbo	a ocena na osnovu
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standardnih Monte{Karlo simulacija je 4.26 (M = 1000 simulacija), dok je na
osnovu modifikovanih 4.41 (M = 100 simulacija). Za isti broj simulacija,
M = 100, standardna Monte{Karlo ocena je 3.98.

• ∆t = 10−4: Rekurzivna formula daje vrednost 4.53, najbo	a ocena na osnovu
standardnih Monte{Karlo simulacija je 4.50 (M = 1000 simulacija), dok je na
osnovu modifikovanih 4.37 (M = 1000 simulacija).

Vidimo da najbo	e rezultate u ovom primeru daje modifikacija Monte-Karlo
metode oce�iva�a. Me�utim, mo�emo primetiti da intervali povere�a u nekim
sluqajevima qak ne sadr�e stvarnu vrednost. Iako to ne govori u prilog taqnosti
metode oce�iva�a, treba uzeti u obzir da grexka ne potiqe samo od Monte{Karlo
aproksimacije, ve� i od diskretizacije.

U ovom poglav	u je korix�ena literatura [6], [11], [12], [8], [10], [13], [15], [1] i [5].
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Zak	uqak

U prvom poglav	u rada navedeni su osnovni pojmovi teorije verovatno�e i sluqajnih
procesa koji su pomi�ani u radu.

U drugom poglav	u su izlo�ene osnove teorije stohastiqke integracije, konstru-
isan je Itov stohastiqki integral za elementarne podintegralne procese, a potom je
i definisan odgovaraju�i Itov integral za proizvo	an sluqajni proces. Uvedena je
klasa Itovih procesa za koje va�i Itova formula. Tako�e, uvedeni su stohastiqke
diferencijalne jednaqine i osnovna ideja tehnike promene mere.

U tre�em poglav	u navedene su osobine standardnih opcija i opcija sa barijerom,
pretpostavke o tr�ixtu na kom treba odrediti �ihovu cenu kao i parametri raznih
matematiqkih modela koji utiqu na istu.

U qetvrtom poglav	u su predstav	eni naqini za odre�iva�e cene opcija pri
pretpostavci o neutralnosti od rizika: rexava�e Blek{Xolsove parcijalne
diferencijalne jednaqine (za koju je dato izvo�e�e), nala�e�e raspodela vezanih za
kreta�e cena akcija, odre�iva�e cene prema binomnom modelu na osnovu rekurzivne
formule, kao i pomo�u raqunice vezane za broj puta�a izme�u dva qvora u binomnom
stablu. Opcije su, tako�e, vrednovane na osnovu Monte{Karlo simulacija i �ihove
modifikacije. Potom su upore�ivane metode po bliskosti rezultata sa stvarnim
rexe�em dobijenim rexava�em Blek{Xolsove jednaqine i kao najpreciznija se
pokazala modifikovana metoda Monte{Karlo simulacija. Rezultati programskih
kodova napisanih u programskom jeziku R su dati u tabelama.

Autor izra�ava veliku zahvalnost svom mentoru na entuzijazmu za sarad�u,
korisnim sugestijama i primedbama, kao i celokupnoj struqnoj pomo�i pri izradi
ovog rada.

49
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5.1 Implementacije algoritama za odre�iva�e

cena opcija

1

2 Bcall_bm <- function(S, K, sigma , r, T, N, B){

3

4

5 deltaT = T/N

6

7 u = exp(sigma * sqrt (deltaT))

8

9 d = 1/u

10

11 p = (exp(r*deltaT) - d)/(u-d)

12

13 discount = exp(-r*deltaT)

14

15 p_u = discount*p

16

17 p_d = discount*(1-p)

18

19 SValues = numeric (2*N+1)

20 SValues [1] = S*d^N

21

22 for (i in 2:(2*N+1)){

23 SValues[i] = u*SValues[i-1]

24

25 }

26

27 CValues = numeric (2*N+1)

28 for (i in seq(1, 2*N+1, 2))

29 CValues[i] = ifelse(SValues[i] <= B, 0, max(SValues[i]-K,0))

30

31

32 for(j in 1: N){

33 for (i in seq(j+1, 2*N+1-j, 2)){

34 CValues[i] = ifelse (SValues[i] <= B, 0, p_u*CValues[i+1] + p_d*CValues[i-1])

35 }

36 }

37

38 return(CValues[N+1])

39 }

40

41 install.packages(NMOF)

42 library(NMOF)

43

44 #Vrednost donje izlazne opcije

45

46 vanillaOptionEuropean (100, 100, tau=0.2 , r=0.1, v=0.3^2)$value - (100/95) ^(1 - 2*0.1/0.3

^2)* vanillaOptionEuropean (95^2/100, 100, tau=0.2 , r=0.1 , v=0.3^2)$value

47

48 #Vrednost donje ulazne opcije

49

50 (100/95)^(1 - 2*0.1/0.3^2)* vanillaOptionEuropean (95^2/100, 100, tau=0.2, r=0.1, v=0.3^2)

$value
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1 dot <- function(S,K,sigma ,r,T, Dt , M, B){

2

3 N <- T/Dt

4 f <-numeric(M)

5

6 for (i in 1:M){

7

8 Sfinal <- S*cumprod(exp((r-0.5*sigma ^2)*Dt+sigma*sqrt(Dt)*rnorm(N)))

9 Smin <- min(Sfinal)

10 f[i] <- ifelse (Smin > B, exp(-r*T)*max(Sfinal[length(Sfinal)]-K,0), 0)

11

12 }

13

14 xM <- mean(f)

15 yM <- sd(f)

16 return(c(xM, xM - 1.96*yM/sqrt(M), xM + 1.96*yM/sqrt(M)))

17 }

18

19

20 doi <- function(S,K,sigma ,r,T, Dt , M, B){

21

22 N <- T/Dt

23

24 f <-numeric(M)

25

26 for (i in 1:M){

27

28 Sfinal = S*cumprod(exp((r-0.5*sigma ^2)*Dt+sigma*sqrt(Dt)*rnorm(N)))

29 Smin <- min(Sfinal)

30 f[i] <- ifelse (Smin < B, exp(-r*T)*max(Sfinal[length(Sfinal)]-K,0), 0)

31

32 }

33

34 xM <- mean(f)

35 yM <- sd(f)

36 return(c(xM, xM - 1.96*yM/sqrt(M), xM + 1.96*yM/sqrt(M)))

37 }

38

39

40

41 dot_anti <- function(S,K,sigma ,r,T, Dt , M, B){

42

43 N <- T/Dt

44 f <-numeric(M)

45 fanti <-numeric(M)

46

47 for (i in 1:M){

48

49 Sfinal <- S*cumprod(exp((r-0.5*sigma ^2)*Dt+sigma*sqrt(Dt)*rnorm(N)))

50 Smin <- min(Sfinal)

51 f[i] <- ifelse (Smin > B, exp(-r*T)*max(Sfinal[length(Sfinal)]-K,0), 0)

52

53 Sfinal2 <- S*cumprod(exp((r-0.5*sigma ^2)*Dt-sigma*sqrt(Dt)*rnorm(N)))

54

55 Smin2 <- min(Sfinal2)

56

57 f2 <- ifelse(Smin2 >B, exp(-r*T)*max(Sfinal2[length(Sfinal2)]-K,0), 0)

58

59 fanti[i] <- 0.5*(f[i] + f2)

60 }

61 xM <- mean(fanti)

62 yM <- sd(fanti)

63 return(c(xM, xM - 1.96*yM/sqrt(M), xM + 1.96*yM/sqrt(M)))

64 }

65 }
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2008.

[8] T. Mikosch, Elementary Stochastic Calculus with Finance in View, World Scientic,
1998.
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