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Predgovor

Autoregresivne modele uslovne heteroskedastiqnosti (ARCH) je uveo
Robert Engl u radu koji je objav	en u Ekonometrici 1982. godine [11].
U tom radu je predlo�ena primjena u makroekonomiji i u tom trenutku
se nije moglo ni pretpostaviti da �e glavna primjena ovih modela biti
u finansijama. Sredinom 80-tih, razvojem generalizovanih autore-
gresivnih modela uslovne heteroskedastiqnosti raste i �ihova popu-
larnost, kako u nauci tako i u industriji. Zbog veoma efikasnog mode-
lova�a volatilnosti, ovi modeli imali su veliki uticaj na finansije.
Zbog svog doprinosa Robert Engl je zajedno sa Klivom Grejn
erom dobio
Nobelovu nagradu za ekonomiju 2003. godine.

U ovom master radu je dat deta	an pregled ovih modela i rad se sas-
toji iz qetiri poglav	a. U prvom poglav	u je dat kratak podsjetnik
najva�nijih karakteristika vremenskih serija i uvode se neki novi poj-
movi koji se odnose na finansijske vremenske serije. U drugom poglav	u
se deta	no izuqavaju ARCH i GARCH modeli, dok se u tre�em poglav	u
opisuju �ihova najva�nija uopxte�a. U qetvrtom poglav	u predstav	-
ena je primjena ovih modela u finansijama. Svi primjeri i simulacije
ra�eni su nad realnim vremenskim serijama u programskom jeziku R.

�elim da se zahvalim svojoj mentorki dr Jeleni Jockovi� na pred-
lo�enoj temi ovog master rada koja je veoma interesantna i inspira-
tivna. Zahva	ujem joj se na velikoj pomo�i, kao i na mnogobrojnim
korisnim savjetima i primjedbama koji su mi pomogli u pisa�u ovog
rada.

Tako�e �elim da se zahvalim svojoj porodici na neizmjernoj podrx-
ci i razumijeva�u koje su mi pru�ali tokom mog studira�a.

Beograd, maj 2018. godine,
Urox Boxkovi�
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Poglav	e 1

Uvod

U ovom poglav	u podsjeti�emo se najva�nijih karakteristika vremen-
skih serija i uvex�emo neke nove pojmove koji se odnose na finansijske
vremenske serije.

1.1 Stacionarni procesi

Stacionarnost ima centralnu ulogu u analizi vremenskih serija. Ra-
zlog za to je xto na prirodan naqin mije�a hipotezu o nezavisnim i jed-
nako raspodije	enim opservacijama u standardnoj statistici. Uzmimo
u obzir niz realnih sluqajnih veliqina (Xt)t∈Z, definisanih na is-
tom prostoru vjerovatno�a. Takav niz naziva se vremenska serija, i
predstav	a primjer diskretnog sluqajnog procesa. Postoje dva oblika
stacionarnosti.

Definicija 1.1.1. Za proces (Xt) se ka�e da je strogo stacionaran
ako vekotri (X1, ..., Xk) i (X1+h, ..., Xk+h) imaju istu zajedniqku raspod-
jelu za svako k ∈ N i za svako h ∈ Z.

Definicija 1.1.2. Za proces (Xt) se ka�e da je slabo stacionaran
ako zadovo	ava slede�e uslove:

1. EXt
2 <∞, ∀t ∈ Z

2. EXt = m, ∀t ∈ Z

3. Cov(Xt, Xt+h) = γX(h), ∀t, h ∈ Z.

Funkcija γX(·) naziva se autokovarijaciona, a funkcija
ρX(·) := γX(·)/γX(0) autokorelaciona funkcija procesa (Xt).
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POGLAV�E 1 1.1. STACIONARNI PROCESI

Najjednostavniji primjer slabo stacionarnog procesa je bijeli xum.
Ovaj proces je posebno znaqajan jer omogu�ava konstruisa�e slo�eni-
jih stacionarnih procesa

Definicija 1.1.3. Proces (εt) se zove bijeli xum ako, za neku pozi-
tivnu konstantu σ2 va�i:

1) Eεt = 0, ∀t ∈ Z

2) Eεt
2 = σ2, ∀t ∈ Z

3) Cov(εt, εt+h) = 0, ∀t, h ∈ Z, h 6= 0

Definicija 1.1.4. Ukoliko u prethodnoj definiciji uslov 3 zamijen-
imo jaqim uslovom

3') Promjen	ive εt i εt+h su nezavisne i jednako raspodije	ene, Tada
se za proces (εt) ka�e da je jaki bijeli xum

Ocje�iva�e autokovarijacije
Gausovski sluqajni procesi su u potpunosti okarakterisani sred�om
vrijednox�u i autokovarijacionom funkcijom. Za one procese koji
nisu Gausovi, sred�a vrijednost i autokovarijaciona funkcija daju
sliku o strukturnoj zavisnosti. U praksi, ovi momenti nisu poz-
nati i zato se ocje�uju iz realizovanog uzorka, koji oznaqavamo sa
X1, ..., Xn.Ovaj korak je neizostavan za konstrukciju bilo kog modela. Za
ocjenu autokovarijacione funkcije uzimamo uzoraqku autovarijacionu
funkciju, koja je za 0 ≤ h < n definisana sa

γ̂(h) =
1

n

n−h∑
j=1

(Xj − X̄)(Xj+h − X̄),

gdje je X̄ = 1
n

∑n
j=1Xj i oznaqava uzoraqku sredinu. Zbog simetrije

autokovarijacione funkcije za ocjenu u negativnim vrijednostima h uz-
imamo γ̂(−h) = γ̂(h). Sliqno definixemo i funkciju ρ̂(h) := γ̂(h)/γ̂(0)
za |h| < n.
Prethodna ocjena je asimptotski nepristrasna. Postoje tako�e i druge
sliqne ocjene autokovarijacione funkcije sa istim asimptotskim os-
obinama (na primjer, ako bismo u prethodnoj ocjeni 1

n
zamijenili sa

1
n−h). Me�utim, ocjena koju smo napisali ima prednost u odnosu na os-
tale zato xto je u tom sluqaju ocjena autokovarijacione matrice
[γ̂(i − j)]i,j pozitivno semidefinitna. Naravno, nije preporuq	ivo ko-
ristiti uzoraqku autokovarijaciju kada je h blizu n, zato xto je u tom
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POGLAV�E 1 1.2. ARMA I ARIMA MODELI

sluqaju mali broj dostupnih parova (Xj, Xj+h). Prema Boksu, �enkinsu
i Rajnselu (1994) [5], ocjena autokovarijacije je korisna ako je n > 50 i
h ≤ n/4.

1.2 ARMA i ARIMA modeli

Ovi modeli se qesto koriste za analizira�e kauzalne strukture procesa
ili za predvi�a�e ponaxa�a serija u budu�nosti. Klasa ARMA mod-
ela se najvixe koristi za predvi�a�e slabo stacionarnih sluqajnih
procesa. Ovi modeli se mogu posmatrati kao prirodna posledica tvr-
�e�a koje je dao Vold (1938) [6], i po kom se svaki slabo stacionarni
proces mo�e predstaviti u formi beskonaqnih pokretnih prosjeka i to
u formi:

Xt = εt +
∞∑
i=1

ciεt−i,

gdje je (εt) linearni inovativni proces od (Xt), takav da va�i

εt = Xt − E(Xt|HX(t− 1)),

gdje se HX(t − 1) odnosi na Hilbertov prostor generisan sluqajnim
veliqinama Xt−1, Xt−2, ... i E(Xt|HX(t − 1)) se odnosi na na ortogo-
nalnu projekciju Xt na HX(t − 1). Niz koeficijenata (ci) je takav da∑

i ci
2 <∞. Primijetimo da je proces (εt) slabi bijeli xum.

Skra�iva�em beskonaqne sume u prethodnoj jednaqini, dobijamo proces

Xt(q) = εt +

q∑
i=1

ciεt−i,

koji nazivamo procesom pokretnih prosjeka reda q, ili MA(q). Imamo

‖Xt(q)−Xt‖2
2 = Eεt

2
∑
i>q

ci
2 → 0, q →∞.

Odavde zak	uqujemo da je skup procesa pokretnih prosjeka konaqnog
reda gust u skupu slabo stacionarnih procesa i qisto nedeterminis-
tiqkih procesa.

Definicija 1.2.1. Slabo stacionarni proces (Xt) je ARMA(p, q) pro-
ces, gdje su p i q iz skupa cijelih brojeva, ako postoje realni koefici-
jenti c, φ1, ..., φp, θ1, ..., θq takvi da ,

3



POGLAV�E 1 1.2. ARMA I ARIMA MODELI

∀t ∈ Z, Xt +

p∑
i=1

φiXt−i = c+ εt +

q∑
j=1

θjεt−j,

gdje je (εt) linearni inovativni proces od (Xt).

Ova definicija podrazumijeva ograniqe�a za nule polinomijalnih
funkcija φ(z) = 1 +

∑p
i=1 φiz

i i θ(z) = 1 +
∑q

j=1 θjz
i. Glavna prednost

ovog modela je xto na jednostavan naqin omogu�ava optimalno linearno
predvi�a�e procesa.
Mnoge finansijske vremenske serije imaju trend, pa je nemogu�e pret-
postaviti stacionarnost kod takvih serija. Diferencira�em jednom
ili vixe puta, trend kod ovakvih serija uglavnom nestaje.
Neka 4Xt = Xt − Xt−1 predstav	a prvo diferencira�e serije, i neka
4dXt = 4(4d−1Xt) predstav	a diferencira�e reda d.

Definicija 1.2.2. Neka je d pozitivan cijeli broj. Za proces (Xt)
ka�emo da je ARIMA(p, d, q) ako za k = 0, 1, ..., d − 1, procesi (4kXt)
nisu slabo stacionarni, a (4dXt) jeste ARMA(p, q) proces.

Najjednostavniji ARIMA proces jeste ARIMA(0,1,0), koji se tako�e
naziva i sluqajno luta�e, i opisuje se jednaqinom

Xt = εt + εt−1 + ...+ ε1 +X0, t ≥ 1,

gdje je εt slabi bijeli xum.
Zbog statistiqkih pogodnosti, ARMA i ARIMA modeli najqex�e pret-
postav	aju jaqe uslove za xum od slabog bijelog xuma. Jaki ARMA
odnosi se na ARMA model iz definicije 1.2.1 kada je (εt) jaki bijeli
xum. Ova dodatna pretpostavka nam omogu�ava lakxi rad, ali sma�uje
opxtost ARMA modela.
Redovi (p, q) ARMA procesa su u potpunosti odre�eni autokorelacionom
funkcijom.

Teorema 1.1. (Karakterizacija ARMA procesa) Neka je (Xt)
slabo stacionarni proces i ρ �egova autokorelaciona funkcija. Jed-
nakost

ρ(h) +

p∑
i=1

φiρ(h− i) = 0, za svako |h| > q,

va�i ako i samo ako je proces (Xt) ARMA(p,q) proces.
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POGLAV�E 1 1.3. FINANSIJSKE VREMENSKE SERIJE

1.3 Finansijske vremenske serije

Modelova�e finansijskih vremenskih serija je veoma kompleksan prob-
lem. Ta kompleksnost ne dolazi samo od raznovrsnosti serija koje pos-
toje (akcije, interesne kamatne stope,...), kao ni zbog frekvencija u
odnosu na koje se posmatraju (sekunde, minuti, sati, dani,...). Ta kom-
pleksnost je posledica postoja�a brojnih specifiqnosti finansijskih
vremenskih serija koje je veoma texko vjextaqki reprodukovati korix-
�e�em stohastiqkih modela. Ve�inu ovih specifiqnosti definisao
je Mandelbrot (1963) [7]. �ihove osobine koje �emo sada predstaviti
odnose se uglavnom na dnevne serije koje se odnose na akcije. Prije nego
xto krenemo na nabraja�e specifiqnosti finansijskih vremenskih ser-
ija, uvodimo pojam prinosa aktive.

Prinos aktive
U ve�ini sluqajeva se umjesto cijene aktive posmatra ovaj parametar i
za to postoje dva glavna razloga. Prvi je taj da za prosjeqnog investi-
tora prinos aktive predstav	a kompletnu sliku o investiciji koja ne
zahtijeva skalira�e. Drugi razlog je taj xto je lakxe raditi sa seri-
jama koje se odnose na prinos aktive nego sa serijama koje se odnose na
cijenu aktive jer prve imaju mnogo bo	e statistiqke osobine.
Neka je Pt cijena aktive u trenutku t i pretpostavimo da aktiva koju pos-
matramo ne ispla�uje dividende. Definixemo jednoperiodiqni prosti
prinos kao udio promjene cijene aktive bez dividendi u toku jednog pe-
rioda u odnosu na cijenu aktive u prethodnom trenutku.

Rt =
Pt − Pt−1

Pt−1

.

Veza izme�u Rt i Pt mo�e se izraziti i kao

1 +Rt =
Pt
Pt−1

.

Posjedova�e aktive u toku k vremenskih perioda od trenutka t − k do
trenutka t daje k-periodiqni prosti prinos

1 +Rt[k] =
Pt
Pt−k

=
Pt
Pt−1

Pt−1

Pt−2

...
Pt−k+1

Pt−k

=
k−1∏
j=0

(1 +Rt−j).

5



POGLAV�E 1 1.3. FINANSIJSKE VREMENSKE SERIJE

Odavde vidimo da je k-periodiqni prosti prinos aktive samo proizvod
k jednoperiodiqnih prinosa. U praksi, jako je bitno koji se vremenski
period uzima za raquna�e prinosa. Ukoliko period nije naveden onda
se smatra da je period jedna godina.

Da	e �emo dati definiciju prinosa u sluqaju neprekidnog
kama�e�a. Prirodni logaritam prostog prinosa aktive naziva se
neprekidno kama�eni prinos ili log prinos:

rt = ln(1 +Rt) = ln
Pt
Pt−1

= pt − pt−1,

gdje je pt = ln(Pt). Neprekidno kama�eni prinos rt ima iste prednosti
kao i prost prinos Rt. Posmatramo vixeperiodiqni prinos. Imamo:

rt[k] = ln(1 +Rt[k])

= ln[(1 +Rt)(1 +Rt−1)...(1 +Rt−k+1)]

= ln(1 +Rt) + ln(1 +Rt−1) + ...+ ln(1 +Rt−k+1)

= rt + rt−1 + ...+ rt−k+1.

Dakle, neprekidno kama�eni vixeperiodiqni prinos predstav	a sumu
prostih prinosa za svaki period.

Specifiqnosti finansijskih vremenskih serija
Sada �emo nabrojati specifiqnosti koje se odnose na finansijske vre-
menske serije:

1) Nestacionarnost serije koja se odnosi na cijenu: Uzoraqke puta�e
cijene su uglavnom veoma sliqne sluqajnom luta�u, dok se za tra-
jektorije prinosa mo�e pretpostaviti stacionarnost.

2) Odsustvo autokorelacije kod prinosa: Serije prinosa pokazuju
uglavnom male autokorelacije, i one su sliqne bijelom xumu.

3) Autokorelacija kvadriranih prinosa: Kvadrirani prinosi (r2
t )

ili apsolutni prinosi (|rt|) imaju jaku autokorelaciju (v. sliku
2.1). Ova osobina nije nekompatibilna sa pretpostavkom bijelog
xuma za prinose, ve� pokazuje da taj bijeli xum nije jak.

4) Grupisa�e volatilnosti: Veliki apsolutni prinosi (|rt|) se po-
jav	uju u grupama (klasterima). Ova osobina je vid	iva na uzo-
raqkim puta�ama. Turbulentni periodi (sa velikom volatilnox-
�u) su pra�eni periodima sa malom volatilnox�u. Ovi podperi-
odi se ne jav	aju periodiqno.

6



POGLAV�E 1 1.3. FINANSIJSKE VREMENSKE SERIJE

5) Raspodjele sa debelim repovima: Crta�em empirijskih raspodjela
dnevnih prinosa, mo�e se utvrditi da oni ne odgovaraju Gausovoj
raspodjeli. Klasiqni testovi uglavnom dovode do odbija�a hi-
poteze da su dnevni prinosi normalno raspodije	eni. Xtavixe,
mo�e se pokazati da raspodjele ovakvih prinosa imaju texke re-
pove i da imaju zaoxtren vrh u nuli. Mjera ove osobine je koefi-
cijent sp	oxtenosti, i definixe se kao odnos momenta qetvrtog
reda i kvadrata disperzije. Ovaj koeficijent je jednak 3 kada je
u pita�u normalna raspodjela. U sluqaju serija koje se odnose na
prinos, ovaj koeficijent je ve�i od 3. Kada se pove�a interval u
odnosu na koji se posmatra prinos, ova osobina nestaje, i empiri-
jska raspodjela se pribli�ava normalnoj.

6) Leveri
 efekat: Leveri
 se odnosi na asimetriqni uticaj pozi-
tivnih i negativnih vrijednosti serije na trenutnu volatilnost.
Negativni prinos te�i da pove�a volatilnost vixe od pozitivnog
prinosa iste jaqine.

7) Sezonalnost: Sezonalnost predstav	a jedan od najqex�ih pojava
kod finansijskih vremenskih serija. Zanim	ivo je pomenuti da se
sezonski efekti prisutni qak i kod serija koje se odnose na jedan
dan.
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Poglav	e 2

Modeli ARCH i GARCH

2.1 Motivacija

Volatilnost je veoma bitan faktor u trgova�u opcijama i ovdje oz-
naqava uslovnu disperziju prinosa aktive. Posmatrajmo cijenu evropske
kol opcije, koja predstav	a ugovor koji vlasniku opcije daje pravo ali
ne i obavezu da na dan dospije�a kupi neki finansijski instrument po
unaprijed dogovorenoj cijeni K. Vrijeme do dospije�a oznaqavamo sa
l. Ukoliko vlasnik opcije mo�e da izvrxi pravo koje mu opcija daje
u bilo kom trenutku do datuma dospije�a, onda govorimo o ameriqkoj
kol opciji. Dobro poznata formula Blek-Xolsa za odre�iva�e cijene
evropske kol opcije ima slede�i oblik:

ct = PtΦ(x)−Kr−lΦ(x− σt
√
l), x =

ln(Pt/Kr
−l)

σt
√
l

+
1

2
σt
√
l,

gdje je Pt trenutna cijena aktive, r je bezriziqna kamatna stopa, σt
uslovna standardna devijacija log prinosa aktive i Φ(x) vrijednost
funkcije standardne normalne raspodjele u taqki x. Volatilnost
je jako bitna u mena
mentu rizika jer se modelova�em volatilnosti
omogu�ava jednostavan pristup raquna�u vrijednosti finansijske pozi-
cije pri riziku. Tako�e, modelova�em volatilnosti vremenske serije
pobo	xava se ocjena parametara kao i preciznost predvi�a�a. U ovom
poglav	u razmatra�emo modele autoregresivne uslovne heteroskedastiq-
nosti (ARCH) kao i generalizovane ARCH modele (GARCH) koji se
koriste za modelova�e volatilnosti. U opxtem sluqaju, ako posma-
tramo neki sluqajni niz Yt i niz vektora sluqajnih veliqina X t, za Yt
se ka�e da ima svojstvo heteroskedastiqnosti ukoliko se uslovna dis-
perzija V ar(Yt|X t) mije�a sa promjenom t. Sa druge strane, termin
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POGLAV�E 2 2.2. STRUKTURA MODELA

homoskedastiqnost se odnosi na konstantnu uslovnu disperziju i pred-
stav	a jednu od glavnih pretpostavki u modelima linearne regresije,
gdje je Y zavisna promjen	iva, a vektor X vektor prediktora. Kod vre-
menskih serija prinosa mogu se uoqiti periodi ve�e i ma�e volatil-
nosti koji se smje�uju. Ako je t takvo da su do tog trenutka vrijednosti
dosta varirale, onda oqekujemo i u trenutku t velike apsolutne vri-
jednosti prinosa. S druge strane, ako su u bliskoj proxlosti prinosi
malo varirali, onda oqekujemo da �e tako ostati i u trenutku t. To
upravo znaqi da uslovna disperzija V ar(rt|rt−1, rt−2, ...) nije konstantna
u vremenu. Kasnije �emo vidjeti da je kod ARCH modela, Yt serija a vek-
tor X t proxlost te serije, tako da je red modela odre�en dimenzijom
vektora X, odnosno brojem koraka u proxlosti.

2.2 Struktura modela

Neka je rt log prinos aktive u trenutku t. Glavna ideja kod izuqava�a
volatilnosti jeste da je serija {rt} serijski nekorelisana ili neznatno
korelisana, ali serijski zavisna. Modeli volatilnosti nastoje da uh-
vate tu zavisnost. Kako bismo posmatrali modele volatilnosti na
pravi naqin, najprije �emo razmotriti uslovno oqekiva�e i uslovnu
disperziju prinosa rt za dato Ft−1:

µt = E(rt|Ft−1), σ2
t = V ar(rt|Ft−1) = E[(rt − µt)2|Ft−1], (2.1)

gdje Ft−1 predstav	a informaciju dostupnu u trenutku t − 1. Ft−1 je
sigma algebra generisana prethodnim prinosima. Kod serija koje se
odnose na prinos postoji slaba ili nikakva serijska zavisnost. Zbog
toga bi jednaqina koja se odnosi na uslovnu sred�u vrijednost serije
trebalo da bude jednostavna, pa pretpostav	amo da se rt mo�e opisati
jednostavnijim modelima kao xto je stacionarni ARMA(p,q) model.
Odnosno, pretpostav	amo da va�i:

rt = µt + at, µt = φ0 +

p∑
i=1

φirt−i −
q∑
i=1

θiat−i, (2.2)

gdje su p, q nenegativni cijeli brojevi, a at je bijeli xum.
Parametri p i q zavise od frekvencije serije. Na primjer, dnevni
prinosi pokazuju odre�enu serijsku korelaciju, dok to nije sluqaj kod
mjeseqnih prinosa. Kombinova�em prethodne dvije formule dobija se:

σ2
t = V ar(rt|Ft−1) = V ar(at|Ft−1).
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POGLAV�E 2 2.3. MODEL ARCH

Modeli uslovne heteroskedastiqnosti mogu se svrstati u dvije grupe.
Prva grupa je ona u kojoj postoji funkcija koja definixe σ2

t , dok je u
drugoj grupi σ2

t dato stohastiqkom jednaqinom. GARCH modeli koje
prouqavamo u ovom radu spadaju u prvu grupu.
Radi jednostavnosti, smatra�emo da je dat model za uslovno oqekiva�e.
at naziva se xok ili centrirani prinos u trenutku t, a σt predstav	a
kvadratni korijen σ2

t . Model za µt naziva se jednaqinom sred�e vri-
jednosti, dok model za σ2

t nazivamo jednaqinom volatilnosti prinosa
rt.

2.3 Model ARCH

Slika 2.1: Grafici ACF i PACF (uzoraqke autokorelacione i parci-
jalne autokorelacione funkcije) centriranih prinosa (reziduala jed-
naqine sred�e vrijednosti) i �ihovih kvadrata serije NASDAQ.

Sa slike 2.1, na grafiku gore lijevo, se uoqava slaba autokorelacija
centriranih prinosa. Nijedna ocije�ena autokorelacija nije znaqajna,
to jest sve upadaju u oblast prihvata�a hipoteza H0 : ρk = 0 (ispreki-
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dane linije). Tako�e, nijedna parcijalna autokorelacija nije znaqajna
(grafik gore desno). Sa druge strane, na grafiku do	e lijevo, vidimo
da kvadrirani centrirani prinosi jesu autokorelisani. Skoro sve ko-
relacije na prvih 20 zadrxki su znaqajne - znaqajno razliqite od 0.
Odatle se mo�e zak	uqiti da ne postoji serijska korelacija ali da
postoji serijska zavisnost, jer da se radi o nizu nezavisnih sluqajnih
veliqina, korelacije izme�u kvadriranih qlanova bi tako�e bile jed-
nake 0.

Najjednostavniji model volatilnosti je ARCH. Osnovna ideja ovog
modela je da su centrirani prinosi at nekorelisani ali zavisni i
da se ta zavisnost mo�e opisati jednostavnom kvadratnom funkcijom
prethodnih vrijednosti. Specijalno, ARCH(m) model ima slede�i ob-
lik

at = σtεt, σt
2 = α0 + α1a

2
t−1 + ...+ αma

2
t−m, (2.3)

gdje je εt niz nezavisnih i jednako raspodije	enih sluqajnih veliqina
sa sred�om vrijednox�u 0 i disperzijom 1, α0 > 0, i αi ≥ 0, za i > 0.
Koeficijenti moraju da zadovo	e neke uslove kako bi se osiguralo da
disperzija at bude konaqna. U praksi se qesto pretpostav	a da εt ima
normalnu ili standardizovanu Studentovu t-raspodjelu.
Iz strukture modela se mo�e primijetiti da veliki kvadrirani xokovi
do trenutka t dovode do velike uslovne disperzije centriranog prinosa
u trenutku t. Odatle zak	uqujemo da postoji i ve�a vjerovatno�a da i
xok u trenutku t uzme ve�u vrijednost (po modulu). Odnosno, u modelu
ARCH postoji ve�a vjerovatno�a da velike xokove prate veliki xokovi
nego mali.

Osobine ARCH modela

Kako bismo shvatili ARCH modele, prouqi�emo deta	nije ARCH(1)
model:

at = σtεt, σt
2 = α0 + α1at−1

2,

gdje su α0 > 0, i α1 ≥ 0. Oqekiva�e od at je 0,

E(at) = E[E(at|Ft−1)] = E[σtE(εt)] = 0.

Disperzija at se mo�e predstaviti na slede�i naqin

V ar(at) = E(a2
t ) = E[E(a2

t |Ft−1)] = E(α0 + α1a
2
t−1) = α0 + α1E(a2

t−1).

Kako je at stacionarni proces va�i E(at) = 0, V ar(at) = V ar(at−1) =
E(a2

t−1). Odatle se dobija da je V ar(at) = α0 + α1V ar(at−1), odnosno

11
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V ar(at) = α0

1−α1
. Kako disperzija at mora biti pozitivna, mora da

va�i 0 ≤ α1 < 1. Osim toga, ponekad se jav	a potreba za postoja�em
vixih momenata at, pa se jav	aju dodatna ograniqe�a za α1. Na prim-
jer, kada prouqavamo rep raspodjele, potrebno je da qetvrti momenat at
bude konaqan. Pod pretpostavkom normalnosti za εt u 2.3 imamo

E(a4
t |Ft−1) = 3(σ2

t )
2 = 3(α0 + α1a

2
t−1)2.

Odatle se dobija

E(a4
t ) = E[E(a4

t |Ft−1)] = 3E((α0 +α1a
2
t−1)2) = 3E[α2

0 +2α0α1α
2
t−1 +α2

1a
4
t−1].

Ako je i funkcija qetvrtog momenta procesa at konstantna, odnosnom4 =
E(a4

t ), imamo

m4 = 3E[α2
0 + 2α0α1V ar(at) + α2

1m4] = 3α2
0(1 +

α1

1− α1

) + 3α2
1m4.

Odavde dobijamo jednaqinu za m4,

m4 =
3α2

0(1 + α1)

(1− α1)(1− 3α2
1)
.

Kako je qetvrti momenat pozitivan, iz prethodne jednaqine uoqavamo
da α1 mora zadovo	iti uslov 1− 3α2

1 > 0, odnosno 0 ≤ α2
1 < 1/3. Tada za

koeficijent sp	oxtenosti va�i

E(a4
t )

[V ar(at)]2
=

3α2
0(1 + α1)

(1− α1)(1− 3α2
1)
· (1− α1)2

α2
0

= 3
1− α2

1

1− 3α2
1

> 3.

Odavde vidimo da je rep raspodjele at te�i nego kod normalne raspod-
jele, pa samim tim vjerovatnije je da se pojave autlajeri kod xokova
ARCH(1) modela nego kod Gausovog bijelog xuma. Ove osobine nasle�uju
i ostali ARCH modeli. Uslov ai ≥ 0 iz jednaqine 2.3 se mo�e oslabiti.
Ovo je uslov koji omogu�ava da uslovna disperzija σ2

t bude pozitivna za
svako t. Prirodan naqin da ovo postignemo je da zapixemo ARCH(m)
model na slede�i naqin

at = σtεt, σt
2 = α0 + A′m,t−1ΩAm,t−1, (2.4)

gdje je Am,t−1 = (at−1...at−m)′ i Ω je m × m nenegativno definitna ma-
trica. ARCH(m) model u 2.3 zahtijeva da ova matrica bude dijagonalna.
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Slabosti ARCH modela

1) Model pretpostav	a da pozitivni i negativni xokovi imaju jed-
nak uticaj na volatilnost, zato xto volatilnost zavisi od kvadrata
prethodnih xokova. U praksi je poznato da finansijske aktive
reaguju razliqito na pozitivne i negativne xokove.

2) ARCH model je restriktivan. Na primjer, α2
1 kod ARCH(1) modela

mora biti u intervalu [0, 1
3
] ukoliko �elimo da serija ima konaqan

qetvrti momenat. Ograniqe�a se jox vixe komplikuju za ARCH
modele vixih redova.

3) ARCH model ne daje uvid u izvor varijabilnosti finansijskih
serija, ve� samo omogu�avaju opisiva�e ponaxa�a uslovne dis-
perzije. Ovi modeli nam ne daju uzroke zbog kojih dolazi do tog
ponaxa�a.

4) ARCH modeli qesto previde volatilnost jer sporo reaguju na ve-
like izolovane xokove.

Izgrad�a ARCH modela

Izgrad�a modela sastoji se iz tri koraka:

1) izgrad�a modela za serije prinosa (npr. ARMA) kako bi se od-
stranila linearna zavisnost iz podataka, a zatim korix�e�e re-
ziduala modela za testira�e ARCH efekata;

2) odre�iva�e reda ARCH modela;

3) Provjera modela. Vixe deta	a �e biti dato u nastavku.

Modelova�e efekta sred�e vrijednosti i testira�e
ARMA model se koristi kako bi uklonio serijsku korelaciju u po-
dacima. Za ve�inu serija prinosa aktiva, svrha ovog koraka je ukla-
�a�e uzoraqke sredine iz podataka ukoliko je ona znaqajno ve�a od 0,
kao i za ukla�a�e serijske korelacije. Za neke dnevne serije, dobar
je i AR model. Reziduali ARMA modela bi trebalo da budu neko-
relisani, xto se mo�e, osim na osnovu grafika ACF, provjeriti i
�ung-Boksovim testom. Ovaj test testira, za neko odabrano k, hipotezu
H0 : ρ1 = ρ2 = ... = ρk = 0 protiv alternative da neka autokorelacija
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nije jednaka nuli. Osim nekorelisanosti reziduala, trebalo bi da pos-
toji korelisanost u kvadriranim rezidualima. �ung-Boks test se i
ovdje mo�e koristiti tako xto se testira hipoteza za seriju a2

t - ako
je prisutna uslovna heteroskedastiqnost, nultu hipotezu trebalo bi
odbaciti. Osim �ung-Boksovog testa mo�e se koristiti i test La-
gran�ovog mno�ioca. Ovaj test je ekvivalentan F -testu za testira�e
αi = 0, i = 1, ...,m u linearnoj regresiji

a2
t = α0 + α1a

2
t−1 + ...+ αma

2
t−m + et, t = m+ 1, ..., T,

gdje je et grexka, m je unaprijed odre�en pozitivni cijeli broj, a T je
obim uzorka. Neka je SSR0 =

∑T
t=m+1(a2

t−ω̄)2, gdje je ω uzoraqka sredina

od a2
t , i SSR1 =

∑T
t=m+1 êt, gdje su êt reziduali linearne regresije od

maloprije. Tada imamo

F =
(SSR0 − SSR1)/m

SSR1/(T − 2m− 1)
,

koje asimptotski ima χ2 raspodjelu sa m stepeni slobode pod nultom
hipotezom.

Odre�iva�e reda modela
Ako je vrijednost F statistike znaqajna onda je otkrivena uslovna he-
teroskedastiqnost kod serije centriranih prinosa, i koristimo grafik
uzoraqke parcijalne autokovarijacione funkcije (PACF) da odredimo
red ARCH modela. Korix�e�e PACF za odre�iva�e reda modela objax-
�avamo na slede�i naqin. Kako je σ2

t = E(a2
t |Ft−1) imamo da va�i

E(a2
t |Ft−1) = α0 + ...+ α1a

2
t−1 + ...αma

2
t−m.

Na osnovu ovog, ima smisla ocijeniti red ARCH modela kao red AR
modela serije a2

t .
Definiximo ηt = a2

t −σ2
t .Mo�e se pokazati da je ηt nekorelisana serija

sa sred�om vrijednox�u 0. ARCH model tada zapisujemo

a2
t = α0 + α1at−1

2 + ...+ αmam
2 + ηt,

xto je oblik AR(m) modela za a2
t , osim xto ηt nije niz jedako raspodi-

je	enih sluqajnih veliqina. PACF je korisan alat za odre�iva�e reda
m.

Ocje�iva�e parametara
Dvije funkcije maksimalne vjerodostojnosti se najqex�e koriste za oc-
je�iva�e parametara ARCH modela. Pod pretpostavkom normalnosti,
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funkcija maksimalne vjerodostojnosti ARCH(m) modela je

f(a1, ..., aT |α) = f(aT |FT−1)f(aT−1|FT−2)...f(am+1|Fm)f(a1, ..., am|α)

=
T∏

t=m+1

1√
2πσ2

t

exp

[
−a2

t

2σ2
t

]
× f(a1, ..., am|α),

gdje je α = (α0, α1, ..., αm)′ i f(a1, ..., am|α) funkcija gustine zajedniqke
raspodjele za a1, ..., am. Kako je zapis funkcije f(a1, ..., am|α) kompliko-
van, uglavnom se ona izostav	a iz funkcije maksimalne vjerodosto-
jnosti, naroqito ako je uzorak veliki. Tako se dobija uslovna funkcija
maksimalne vjerodostojnosti

f(am+1, ..., aT |α, a1, ..., am) =
T∏

t=m+1

1√
2πσ2

t

exp

[
−a2

t

2σ2
t

]
,

gdje se σ2
t raquna rekurzivno. Maksimizira�e ove funkcije je ekviva-

lento maksimizira�u �enog logaritma, sa kojim je lakxe raditi. Log-
aritam prethodne funkcije je

l(am+1, ..., aT |α, a1, ..., am) =
T∑

t=m+1

−1

2
ln(2π)− 1

2
ln(σ2

t )−
1

2

a2
t

σ2
t

.

Kako ln(2π) ne uk	uquje nikakve parametre, problem se svodi na mak-
simizira�e funkcije

−
T∑

m+1

[
1

2
ln(σ2

t ) +
1

2

a2
t

σ2
t

]
,

gdje se σ2
t raquna rekurzivno.

U nekim sluqajevima je pogodnija pretpostavka da εt ima standardizo-
vanu Studentovu t-raspodjelu. Neka xν ima Studentovu t-raspodjelu sa
ν stepeni slobode. Tada je V ar(xν) = ν/(ν−2), za ν > 2, i mi koristimo
εt = xν/

√
ν/(ν − 2). Funkcija gustine raspodjele za εt

f(εt|ν) =
Γ((ν + 1)/2)

Γ(ν/2)
√

(ν − 2)π

(
1 +

ε2
t

ν − 2

)−(ν+1)/2

, ν > 2,

gdje je Γ(x) gama funkcija (Γ(x) =
∫∞

0
yx−1e−ydy). Korix�e�em jed-

nakosti at = σtεt, uslovna funkcija maksimalne vjerodostojnosti do-
bija, za ν > 2 slede�i oblik

f(am+1, ..., aT |α, a1, ..., am) =
T∏

t=m+1

Γ((ν + 1)/2)

Γ(ν/2)
√

(ν − 2)π

1

σt

(
1 +

a2
t

(ν − 2)σ2
t

)−(ν+1)/2

.
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Broj stepeni slobode Studentove t-raspodjele se mo�e unaprijed zadati
ili se i taj parametar mo�e ocijeniti zajedno sa ostalima. Ukoliko je
broj stepeni slobode unaprijed zadat, onda logaritam uslovne funkcije
maksimalne vrijednosti ima slede�i oblik

l(am+1, ..., aT |α, a1, ..., am) = −
T∑

t=m+1

[
ν + 1

2
ln

(
1 +

a2
t

(ν − 2)σ2
t

)
+

1

2
ln(σ2

t )

]
.

Ukoliko �elimo istovremeno da ocijenimo i parametar ν, onda logari-
tam uslovne funkcije maksimalne vrijednosti ima oblik

l(am+1, ..., aT |α, a1, ..., am, ν) = (T −m)[ln(Γ((ν + 1)/2))− ln(Γ(ν/2))

− 0.5 ln((ν − 2)π)] + l(am+1, ..., aT |α, a1, ..., am).

Provjera modela

Kod ARCH modela, standardizovani xokovi

ãt =
at
σt

su nezavisne i jednako raspodije	ene sluqajne veliqine koje imaju nor-
malnu ili standardizovanu Studentovu t-raspodjelu. To znaqi da se
ARCH model mo�e provjeriti ispitiva�em serije {ãt}. �ung-Boksov
test za nekorelisanost ãt se mo�e koristiti za provjeru korektnosti
modela jednaqine sred�e vrijednsoti, dok se istim testom provjerava
nekorelisanost ãt

2, qime se pokazuje korektnost modela volatilnosti.
Za testira�e pretpostav	e�e raspodjele qesto se koristi Q-Q grafik.

Predvi�a�e
Predvi�a�a se kod ARCH modela raqunaju rekurzivno, kao xto je sluqaj
i kod autoregresivnih modela. Posmatrajmo ARCH(m) model. Ako se
nalazimo u trenutku h, onda je predvi�a�e σ2

h+1 za jedan korak unaprijed
dato jednaqinom

σ2
h(1) = α0 + α1a

2
h + ...+ αma

2
h+1−m.

Predvi�a�e za 2 koraka unaprijed je

σ2
h(2) = α0 + α1σ

2
h(1) + α2a

2
h + ...+ αma

2
h+2−m,

a predvi�a�e σ2
h+l za l koraka unaprijed je

σ2
h(l) = α0 +

m∑
i=1

αiσ
2
h(l − i), (2.5)

gdje je σ2
h(l − i) = σ2

h+l−i, ako je l − i ≤ 0.
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Slika 2.2: Log prinosi i centrirani prinosi serije NASDAQ

Primjer 1. Posmatrajmo seriju mjeseqnih log prinosa akcija berze
NASDAQ u periodu od februara 1971. godine do marta 2018. godine.
Dobija se da je jednaqina sred�e vrijednosti za ovu seriju oblikaMA(1).
Na slici 2.2 vidimo grafike serija log prinosa i centriranih prinosa.
Ve� smo objasnili kako postoji ARCH efekat u seriji centriranih
prinosa jer ne postoji korelacija izme�u reziduala, a postoji me�u
�ihovim kvadratima (v. sliku 2.1). Pokuxa�emo da seriju centri-
ranih prinosa uklopimo u ARCH model. Sa grafika za PACF kvadri-
ranih reziduala (do	e desno) uoqavamo prve tri znaqajne parcijalne au-
tokorelacije. Pretpostavi�emo da je red ARCH modela 3. Kako bismo
uklopili MA(1)-ARCH(3) model koristimo paket rugarch programskog
jezika R. Jedna od prednosti ovog paketa je xto postoji mnoxtvo
statistika koje se raqunaju i ispisuju za svaki model. Na slici 2.3 je
dat ispis svih statistika MA(1)-ARCH(3) modela sa inovacijama
koje su normalno raspodije	ene, dok �e u ostalim primjerima biti
date samo najva�nije statistike. Jednaqina ovog modela je

rt =0.009095 + at + 0.165397at−1

at =σtεt

σ2
t =0.001662 + 0.183458a2

t−1 + 0.249302a2
t−2 + 0.145655a2

t−2.

Kao mjera kvaliteta modela, koristi se Akaike informacioni kri-
terijum AIC. Vrijednosti AIC se raqunaju po formuli AIC = 2k −
ln(L̂), gdje se k odnosi na broj parametara modela koji ocje�ujemo, a L̂
vrijednost funkcije maksimalne vjerodostojnosti, pa je ci	 da AIC
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bude xto ma�i. Ne postoji granica koje vrijednosti AIC su dovo	no
male, AIC se koristi samo za pore�e�e vixe modela u potrazi za na-
jbo	im. AIC vrijednost ovog modela je -2.9063. Tako�e, uoqavamo i da
su reziduali nekorelisani xto mo�emo potvrditi i testom �ung-
Boksa za lag 10. p-vrijednosti ovog testa koje se dobijaju za reziduale
i kvadrirane reziduale su 0.9619 i 0.9364 respektivno, pa zak	uqu-
jemo da su reziduali nekorelisani i da su modeli sred�e vrijednosti i
volatilnosti dobri. Ostalo je jox da provjerimo raspodjelu standard-
izovanih reziduala ãt. Crta�em Q-Q grafika (slika 2.4) uoqavamo da je
raspodjela standardizovanih reziduala bliska normalnoj. Ovo potvr-
�ujemo i Pirsonovim χ2 testom, adaptiranim za testira�e slo�ene
nulte hipoteze o normalnosti, qija je p-vrijednost 0.07. U sluqaju
modela kod kog inovacije imaju Studentovu t-raspodjelu sa 7 stepeni
slobode dobijaju se malo bo	e statistike (AIC=-2.9709) i tako�e neko-
relisani reziduali, ali zbog neznatnog pobo	xa�a i ve�e komplek-
snosti, zadr�avamo prvi model.

2.4 Model GARCH

Iako je ARCH model jednostavan, obiqno zahtijeva mnogo parametara za
opisiva�e volitilnosti prinosa aktive. Zbog toga je Bo	ersev (1986)
[8] predstavio korisnu nadgrad�u ARCH modela, koja je poznata kao
generalizovani ARCH model ili GARCH model. Za log prinose rt,
pretpostav	amo da se jednaqina sred�e vrijednosti mo�e na adekvatan
naqin opisati ARMA modelom. Neka je at = rt − µt centrirani prinos.
Tada at ima oblik GARCH(m,s) ako va�i

at = σtεt, σ2
t = α0 +

m∑
i=1

αia
2
t−i +

s∑
j=1

βjσ
2
t−j, (2.6)

gdje je εt niz nezavisnih i jednako raspodije	enih sluqajnih veliqina
sa sred�om vrijednox�u 0 i disperzijom 1, α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0 i∑max(m,s)

i=1 (αi + βi) < 1. Ovdje se smatra da je αi = 0, za i > m i βj = 0, za
j > s. Zbog ograniqe�a za αi + βj disperzija at je konaqna, dok uslovna
disperzija evoluira tokom vremena. Kao i ranije, pretpostav	amo da εt
ima normalnu ili standardizovanu Studentovu t-raspodjelu. Ukoliko
u jednaqini 2.6 postavimo da je s = 0, dobija se ARCH(m) model.

Da bismo shvatili osobine GARCH modela, dobro je posmatrati
slede�u reprezentaciju modela. Neka je ηt = a2

t − σ2
t , odakle va�i

σ2
t = a2

t − ηt. Postav	a�em σ2
t−i = a2

t−i − ηt−i(i = 0, ..., s), GARCH model
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se mo�e zapisati kao

a2
t = α0 +

max(m,s)∑
i=1

(αi + β)a2
t−i + ηt +

s∑
j=1

βjηt−j. (2.7)

Lako se provjerava da je ηt proces razlika martingala. Za to su ispu-
�eni uslovi

E|ηt| <∞
E(ηt|Ft−1) = E(a2

t − σ2
t |Ft−1)

= σ2
t − σ2

t = 0.

U opxtem sluqaju ηt nije niz nezavisnih i jednako raspodije	enih sluqa-
jnih veliqina. Jednaqina 2.7 ima oblik ARMA modela za a2

t . Korix-
�e�em sred�e vrijednosti ARMA modela imamo

E(a2
t ) =

α0

1−
∑max(m,s)

i=1 (αi + βi)
,

gdje je prethodnim ograniqe�ima obezbije�eno da je imenilac poziti-
van.
Prednosti i mane GARCH modela mogu se uoqiti posmatra�em najjed-
nostavnijeg modela, GARCH(1,1), qija je jednaqina

σ2
t = α0 + α1a

2
t−1 + β1σ

2
t−1, 0 ≤ α1, β1 ≤ 1, (α1 + β1) < 1. (2.8)

Odavde uoqavamo da je veliko a2
t−1 uglavnom pra�eno velikim a2

t , xto
dovodi do grupisa�a volatilnosti, xto je poznato svojstvo finansi-
jskih vremenskih serija. Tako�e, ukoliko va�i 1− 2α2

1 − (α1 + β1)2 > 0,
onda va�i

E(a4
t )

[E(a2
t )]

2
=

3[1− (α1 + β1)2]

1− (α1 + β1)2 − 2α2
1

> 3.

Uoqavamo da je sliqno kao i kod ARCH modela, rep raspodjele
GARCH(1,1) modela te�i od repa kod normalne raspodjele. Ovaj model
predstav	a jednostavnu parametarsku funkciju koja se koristi za opi-
siva�e volatilnosti.

Predvi�a�e GARCH modela vrxi se na sliqan naqin kao i kod
ARMA modela. Posmatrajmo GARCH(1,1) model i pretpostavimo da
se nalazimo u trenutku h. Predvi�a�e za 1 korak unaprijed je

σ2
h+1 = α0 + α1a

2
h + β1σ

2
h

19



POGLAV�E 2 2.4. MODEL GARCH

gdje su ah i σ2
h poznati u trenutku h. Odatle, predvi�a�e za 1 korak

unaprijed je dato jednaqinom

σ2
h(1) = α0 + α1a

2
h + β1σ

2
h.

Za predvi�a�e vixe koraka unaprijed, koristimo a2
t = σ2

t ε
2
t i zapisujemo

jednaqinu 2.8 na slede�i naqin

σ2
t+1 = α0 + (α1 + β1)σ2

t + α1σ
2
t (ε

2
t − 1).

Za t = h+ 1, jednaqina postaje

σ2
h+2 = α0 + (α1 + β1)σ2

h+1 + α1σ
2
h+1(ε2

h+1 − 1).

Kako je E(ε2
h+1−1|Fh) = 0, predvi�a�e za 2 koraka unaprijed u trenutku

h zapisujemo jednaqinom

σ2
h(2) = α0 + (α1 + β1)σ2

h(1).

U opxtem sluqaju va�i

σ2
h(l) = α0 + (α1 + β1)σ2

h(h− l), l > 1. (2.9)

Korix�e�em prethodne jednaqine, dobijamo da je predvi�a�e za l koraka
unaprijed

σ2
h(l) =

α0[1− (α1 + β1)l−1]

1− α1 − β1

+ (α1 + β1)l−1σ2
h(1).

Odatle slijedi,

σ2
h(l)→

α0

1− α1 − β1

, za l→∞,

pod uslovom da α1 + β1 < 1. Predvi�a�e volatilnosti GARCH(1,1)
modela za vixe koraka unaprijed konvergira disperziji at pod uslovom
da V ar(at) postoji.

Primjer 2. Posmatrajmo seriju mjeseqinih log prinosa indeksa S&P
500 od januara 1950. godine do marta 2018. godine. Ovu seriju �emo pos-
matrati za vixe tipova modela GARCH xto �e nam slu�iti za �i-
hovo pore�e�e. Proces odre�iva�a reda i parametara modela je sliqan
prethodnom primjeru. Korix�e�em funkcije auto.arima iz paketa fore-
cast dobijeno je da je odgovaraju�i model sred�e vrijednosti ARMA(3,2).
Reziduali ovog modela ne pokazuju znaqajne autokorelacije. Na slici
2.5 sa grafika autokorelacija ACF reziduala a2

t , mo�e se uoqiti da
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postoji jaka linearna zavisnost, pa postoji potreba za modelova�em
volatilnosti. Nakon isprobava�a vixe modela, odluqili smo se za
model ARMA(3,2)-GARCH(1,1). Ocije�ena raspodjela reziduala je Stu-
dentova t-raspodjela sa 8 stepeni slobode. Jednaqina modela je

rr =0.008135 + 1.023806rt−1 − 0.888253rt−2 + 0.035346rt−3+

+ at − 1.038246at−1 + 0.867294at−2

at =σtεt

σ2
t =0.000119 + 0.118470a2

t−1 + 0.814186σ2
t−1.

AIC ovog modela je -3.6374, a funkcija maksimalne vjerodostojnosti
1499.506. �ung-Boksovim testom je potvr�eno da ne postoji kolin-
earnost u seriji standardizovanih reziduala i kvadriranih standardi-
zovanih reziduala GARCH(1,1) modela (p-vrijednosti su 0.6332 i 0.8344
respektivno), dok se sa Q-Q grafika uoqava da standardizovani rezidu-
ali imaju raspodjelu pribli�nu standardizovanoj Studentovoj t-raspod-
jeli sa 8 stepeni slobode.
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Slika 2.3: Ispis statistika modela MA(1)-ARCH(3) korix�e�em
paketa rugarch
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Slika 2.4: Q-Q grafik standardizovanih reziduala modela MA(1)-
ARCH(3)

23



POGLAV�E 2 2.4. MODEL GARCH

Slika 2.5: Log prinos S&P 500, ACF kvadriranih reziduala modela
jednaqine sred�e vrijednosti i Q-Q grafik standardizovanih rezidu-
ala
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Poglav	e 3

Uopxte�a GARCH modela

3.1 Eksponencijalni GARCH model

Kako bi se prevazixle slabosti GARCH modela, Nelson (1991) [9] uvodi
eksponencijalni GARCH (EGARCH) model. Ovaj model omogu�ava asi-
metriqne uticaje pozitivnih i negativnih prinosa aktiva i to korix-
�e�em ponderisanih inovacija

g(εt) = θεt + γ[|εt| − E(|εt|)], (3.1)

gdje su θ i γ realne konstanste. I εt i |εt|−E(|εt|) su nizovi nezavisnih
i jednako raspodije	enih veliqina sa oqekiva�em u 0 i neprekidnom
raspodjelom. Odatle imamo da je E[g(εt)] = 0. Asimetrija g(εt) se mo�e
bo	e vidjeti raspisiva�em prethodne jednaqine

g(εt) =

{
(θ + γ)εt − γE(|εt|), εt ≥ 0,

(θ − γ)εt − γE(|εt|), εt < 0.

Ako εt ima standardnu normalnu raspodjelu, onda je E(|εt|) =
√

2/π. Za
standardnu Studentovu t-raspodjelu imamo

E(|εt|) =
2
√
ν − 2Γ((ν + 1)/2)

(ν − 1)Γ(ν/2)
√
π

.

EGARCH(p,q) model se mo�e zapisati jednaqinom

at = σtεt, ln(σ2
t ) = α0 +

1 + β1B + ...+ βsB
q

1− α1B − ...− αmBp
g(εt−1), (3.2)

gdje je α0 konstanta, a B operator kax�e�a takav da va�i B(g(εt)) =
g(εt−1). Nule polinoma 1 + β1B + ... + βsB

q i 1 − α1B − ... − αmB
p su
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van jediniqnog kruga (vrijednosti nula polinoma su po modulu ve�e od
1). Jednaqina 3.2 koristi uobiqajenu ARMA parametrizaciju da opixe
evoluciju uslovne disperzije od at. Zbog ovakve parametrizacije neke
osobine EGARCH modela se mogu dobiti na sliqan naqin kao i kod
GARCH modela. Na primjer, obiqno oqekiva�e ln(σ2

t ) je α0. Ipak, ova
dva modela se razlikuju na vixe naqina. Prvo, EGARCH koristi log-
aritmovanu uslovnu disperziju kako bi sma�io ograniqe�a za koefi-
cijente modela. Drugo, korix�e�e g(εt) omogu�ava da model razliqito
reaguje na pozitivne i negativne xokove iz proxlosti. Kako bismo bo	e
razumjeli EGARCH model, posmatra�emo najjednostavniji tip ovog mod-
ela EGARCH(1, 0)

at = σtεt, (1− αB) ln(σ2
t ) = (1− α)α0 + g(εt−1), (3.3)

gdje su εt nezavisne i jednako raspodije	ene sluqajne veliqine koje imaju
normalnu raspodjelu i indeks za α1 je izostav	en. U ovom sluqaju va�i
E(|εt|) =

√
2/π, pa model za ln(σ2

t ) postaje

(1− αB) ln(σ2
t ) =

{
α∗ + (θ + γ)εt−1, εt−1 ≥ 0,

α∗ + (θ − γ)εt−1, εt−1 < 0,

gdje je α∗ = (1− α)α0 −
√

2/πγ. Odatle se dobija

σ2
t = σ2α

t−1exp(α∗)

exp[(θ + γ) at−1√
σ2
t−1

], at−1 ≥ 0,

exp[(θ − γ) at−1√
σ2
t−1

], at−1 < 0.

Koeficijenti (θ+ γ) i (θ− γ) pokazuju asimetriqan uticaj pozitivnih
i negativnih at−1. Ovaj model je nelinearan za γ 6= 0. Za EGARCH
modele vixeg reda, ova nelinearnost postaje jox kompleksnija.

Teorema 3.1. Stacionarnost EGARCH(p,q) modela
Pretpostavimo da g(εt) nije skoro sigurno jednako nuli i da polinomi
α(z) = 1−

∑p
i=1 αiz

i i β(z) = 1 +
∑q

i=1 βiz
i nemaju zajedniqkih nula, pri

qemu β(z) nije identiqki jednako nuli. Tada je proces EGARCH(p,q)
strogo stacionaran i va�i da E(ln a2

t )
2 < ∞ kada god je E(ln ε2

t )
2 < ∞

i E(g(εt))
2 <∞. Ako dodatno va�i

∞∏
i=1

E exp |λig(εt)| <∞,
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gdje je λi definisano sa β(B)/α(B) =
∑∞

i=1 λiB
i, tada je at bijeli xum

sa disperzijom

E(a2
t ) = E(σ2

t ) = eα0

∞∏
i=1

gε(λi),

gdje je gε(λi) = E exp |λig(εt)|.

Skica dokaza
Imamo da va�i ln a2

t = lnσ2
t + ln ε2

t . Kako je lnσ2
t rjexe�e ARMA(p,q-

1) modela sa AR polinomom α, pretpostavke koje postoje za polinome
α, β su neophodne i dovo	ne da se na jedinstven naqin izrazi lnσ2

t kao
pokretni prosjek beskonaqnog reda

lnσ2
t = α0 +

∞∑
i=1

λig(εt−i), s.s.

Odavde slijedi da su nizovi (lnσ2
t ) i (ln a2

t ) strogo stacionarni. (lnσ2
t )

je slabo stacionaran, i pod pretpostavkom da va�i E(ln ε2
t )

2 <∞, slabo
stacionaran je i niz (ln a2

t ). Korix�e�em prethodnog dobija se

a2
t = σ2

t ε
2
t = eα0

∞∏
i=1

λig(εt−i)ε
2
t , s.s. (3.4)

Korix�e�em qi�enice da su g(εt) nezavisne i jednako raspodije	e�e
veliqine dobijaju se oqekivani rezultati za E(a2

t ).

Teorema 3.2. (Momenti EGARCH(p,q) modela) Neka je m pozi-
tivan cijeli broj. Ako va�e uslovi prethodne teoreme i ako va�i
µ2m = E(ε2m

t ) < ∞,
∏∞

i=1 E exp{mλig(εt)} < ∞, postoji m−ti mome-
nat procesa {a2

t} koji je dat jednaqinom

E(a2m
t ) = µ2me

mα0

∞∏
i=1

gε(mλi).

Dokaz
Dokaz direktno slijedi iz prethodne teoreme.

Autokorelacije {at} se lako dobijaju iz 3.4. Pod pretpostavkom da
postoje momenti, za h > 0, va�i
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E(a2
ta

2
t−h) = Ee2α0

h−1∏
i=1

exp{λig(εt−i)}ε2
t ε

2
t−h exp{λhg(εt−h)}

×
∞∏

i=h+1

exp{λi + λi−hg(εt−i)}

= e2α0

h−1∏
i=1

gε(λi)E(ε2
t−h exp{λhg(εt−h)}

∞∏
i=h+1

gε(λi + λi−h),

pri qemu je prvi proizvod 0 ako je h = 1. Za h > 0 dobijamo

Cov(a2
t , a

2
t−h) = e2α0

[ h−1∏
i=1

gε(λi)E(ε2
t−h) exp{λhg(εt−h)}

−
∞∏
i=1

{gε(λi)}2
]
.

Predvi�a�e
Koristimo EGARCH(1, 0) model da poka�emo predvi�a�e EGARCH
modela za vixe koraka unaprijed, pri qemu pretpostav	amo da su parametri
modela poznati i da inovacija ima standardnu normalnu raspodjelu. Za
takav model imamo

ln(σ2
t ) = (1− α1)α0 + α1 ln(σ2

t−1) + g(εt−1),

g(εt−1) = θεt−1 + γ(|εt−1| −
√

2/π).

Odnosno, ovo mo�emo zapisati kao

σ2
t = σ2α1

t−1 exp |(1− α1)α0| exp |g(εt−1)|,
g(εt−1) = θεt−1 + γ(|εt−1| −

√
2/π).

Neka je h trenutak u kom �elimo da predvidimo jedan korak unaprijed.
Tada imamo

σ2
h+1 = σ2α1

h exp[(1− α1)α0] exp[g(εh)],

gdje je sve na desnoj strani ve� poznato. Odatle je predvi�a�e za jedan
korak unaprijed u trenutku h, σ̂2

h(1) = σ2
h+1. Za 2 koraka unaprijed

dobijamo
σ2
h+2 = σ2α1

h+1 exp[(1− α1)α0] exp[g(εh+1)].

Ako uzmemo uslovno oqekiva�e u trenutku h, imamo
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σ̂2
h(2) = σ̂2α1

h+1(1) exp[(1− α1)α0]Ehexp[g(εh+1)],

gdje se Eh odnosi na uslovno oqekiva�e u trenutku h. Prethodno oqeki-
va�e raqunamo na slede�i naqin:

E{exp[g(ε)]} =

∫ ∞
−∞

exp[θε+ γ(|ε| −
√

2/π)]f(ε)dε

= exp(−γ
√

2/π)
[ ∫ ∞

0

e(θ+γ)ε 1√
2π
e−ε

2/2dε

+

∫ 0

−∞
e(θ−γ)ε 1√

2π
e−ε

2/2dε
]

= exp(−γ
√

2/π)
[
e(θ+γ)2/2Φ(θ + γ) + e(θ−γ)2/2Φ(γ − θ)

]
,

gdje su f(ε) i Φ(ε) funkcija gustine i funkcija raspodjele standaradne
normalne raspodjele, respektivno. Odavde se dobija da je predvi�a�e
za 2 koraka unaprijed

σ̂2
h(2) = σ̂2α1

h+1(1) exp
[
(1− α1)α0 − γ

√
2/π
]

×
[
e(θ+γ)2/2Φ(θ + γ) + e(θ−γ)2/2Φ(γ − θ)

]
.

Ponav	a�em prethodne jadnaqine dobijamo rekurzivnu formulu za j
koraka unaprijed

σ̂2
h(j) = σ̂2α1

h+1(j − 1) exp
[
(1− α1)α0 − γ

√
2/π
]

×
[
e(θ+γ)2/2Φ(θ + γ) + e(θ−γ)2/2Φ(γ − θ)

]
.

Primjer 3. Posmatraju�i grafike iz Primjera 2, za oqekivati je bilo
da EGARCH model da dobre rezultate. Me�utim, ispostavilo se da
je najbo	i model za jednaqinu volatilnosti EGARCH(3,3) sa normalno
raspodije	enim inovacijama, koji je mnogo slo�eniji od GARCH(1,1)
modela, ali statistike nisu imale mnogo bo	e vrijednosti. AIC ovog
modela je -3.6684, funkcija maksimalne vjerodostojnosti 1518.207, a
p-vrijednosti �ung-Boksovog test za nekorelisanost reziduala i �i-
hovih kvadrata sa lagom 10 su 0.538 i 0.7165 respektivno.
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3.2 GARCH model sa pragovima

Prirodan naqin za uvo�e�e asimetrije je definisa�e uslovne disperz-
ije kao funkcije od pozitivnih i negativnih djelova centriranih pri-
nosa iz proxlosti. Oznaqimo sa

a+
t = max(at, 0), a−t = min(at, 0),

i primijetimo da je at = a+
t + a−t . GARCH model sa pragovima (Treshold

GARCH-TGARCH) uvodi efekat praga u volatilnost.

Definicija 3.2.1. Neka je (εt) niz nezavisnih i jednako raspodije-
	enih sluqajnih veliqina takav da je E(εt) = 0 i V ar(εt) = 1. Za (at)
ka�emo da je TGARCH proces ako zadovo	ava jednaqinu oblika

at = σtεt

σt = α0 +

q∑
i=1

(αi,+a
+
t−i − αi,−a−t−i) +

p∑
j=1

βjσt−j,

gdje su α0, αi,−, αi,+, βj realni brojevi.

Ukoliko va�e uslovi

α0 > 0, αi,− ≥ 0, αi,+ ≥ 0, βj ≥ 0, (3.5)

σt je uvijek strogo pozitivno i predstav	a uslovnu standardnu devi-
jaciju at. Zbog koeficijenata αi,− i αi,+ volatilnost zavisi i od mod-
ula i od znaka prinosa iz proxlosti. Ovaj model je fleksibilan i
mo�e da prika�e razliqite asimetrije. Treba primijetiti da se za
αi,− = αi,+ = αi, (i = 1, 2, .., q) jav	a specijalni sluqaj modela koji je
dosta sliqan GARCH modelu. Ovaj model ne bi	e�i nikakvu asimet-
riqnost i ima slede�i oblik

σt = α0 +

q∑
i=1

αi|at−i|+
p∑
j=1

βjσt−j,

jer je |at| = a+
t − a−t . Ovaj specijalni sluqaj se naziva GARCH apsolut-

nih vrijednosti ili AVGARCH.
Jox jedan specijalan sluqaj TGARCH modela je GJR-GARCH koji je
predlo�en od strane Glostena, Jaganatana i Runklea 1993. godine. Ova
varijanta je data jednaqinom

σ2
t = α0 +

q∑
i=1

(αia
2
t−i + γia

2
t−i1at−i>0) +

p∑
j=1

βjσ
2
t−j.
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Slika 3.1: Uticajna kriva modela predstav	a uticaj prinosa na
volatilnost. Na lijevom grafiku je data uticajna kriva modela
ARMA(3,2)-GARCH(1,1) za log prinose S&P 500 odakle se uoqava simet-
riqni uticaj prinosa na volatilnost, za razliku od modela ARMA(3,2)-
TGARCH(1,1) (desno), gdje se uoqava asimetriqni uticaj negativnih i
pozitivnih prinosa na volatilnost.

Glavna razlika izme�u GARCH i TGARCH modela se mo�e uoqiti na
slici 3.1, na kojoj se vidi uticaj prinosa u trenutku t−1 na volatilnost
u trenutku t. U ovom primjeru, negativni prinosi at−1 imaju ve�i uticaj
na volatilnost od pozitivnih prinosa iste jaqine.

TGARCH modeli imaju linearne osobine sliqne GARCH modelu.
Ako va�e uslovi 3.5, onda va�i

a+
t = σtε+, a−t = σtε−,
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xto nam omogu�ava da zapixemo uslovnu standardnu devijaciju u obliku

σt = α0 +

max(p,q)∑
i=1

ai(εt−i)σt−i, (3.6)

gdje ai(z) = αi,+z
+ − αi,−z− + βi, i = 1, ...,max(p, q).

Stacionarnost TGARCH(1,1) modela
Prouqava�e stacionarnosti TGARCH(1,1) modela kre�e od zapisa 3.6.
Uslov stroge stacionarnosti zapisujemo kao

E[log(α1,+ε
+
t − α1,−ε

−
t + β1)] < 0.

Specijalno, za β1 = 0 dobija se TARCH(1) model

log(α1,+ε
+
t − α1,−ε

−
t ) = log(α1,+)1εt>0 + log(α1,−)1εt<0 + log |εt|.

Stoga, ako je raspodjela (εt) simetriqna, oqekiva�e indikatorskih prom-
jen	ivih iz prethodne jednaqine je 1/2, pa se uslov stroge stacionarnosti
svodi na

α1,+α1,− < e−2E log |εt|.

Uslov slabe stacionarnosti se mo�e zapisati i kao

E[(α1,+ε
+
t − α1,−ε

−
t + β1)2] < 1.

Ovaj uslov se mo�e izraziti eksplicitno preko prvog i drugog momenta
ε+
t i ε−t . Ako εt ima normalnu N(0, 1) raspodjelu, dobija se

1

2
(α2

1,+ + α2
1,−) +

2β1√
2π

(α1,+ + α1,−) + β2
1 < 1. (3.7)

Naravno, uslov slabe stacionarnosti je restriktviniji od uslova stroge
stacionarnosti. Pod uslovom slabe stacionarnosti, lako se uoqava da
se osobina simetriqnosti naruxava. Na primjer, ako je raspodjela εt
simetriqna, imamo da za TARCH(1) model va�i:

Cov(σt, at−1) = α1,+E(a+
t−1)2 − α1,−E(a−t−1) = (α1,+ − α1,−)E(a2

t−1)2 6= 0

kad god je α1,+ 6= α1,−.

Koeficijent sp	oxtenosti TGARCH(1,1) modela
Za TGARCH(1,1) model sa pozitivnim koeficijentima, uslov za posto-
ja�e E|at|m se mo�e direktno izraziti. Koriste�i reprezentaciju

σt = α0 + a(εt−1)σt−1, a(ε) = α1,+ε
+ − α1,−ε

− + β1,
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Eσmt postoji i va�i

Eσmt =
m∑
k=0

Ck
mα

k
0Ea

m−k(εt−1)Eσm−kt

ako i samo ako va�i
Eam(εt) < 1. (3.8)

Ako ovaj uslov va�i za m = 4, onda koeficijent sp	oxtenosti postoji.
Ukoliko εt N(0, 1), onda imamo

ka = 3
Eσ4

t

(Eσ2
t )

2
,

i koriste�i notaciju Ai = Eai(εt), momenti se lako izraqunavaju na
slede�i naqin:

A1 =
1√
2π

(α1,+ − α1,−) + β2
1 ,

Eσt =
α0

1− A1

,

A2 =
1

2
(α2

1,+ − α2
1,−) +

2√
2π
β1(α1,+ − α1,−) + β2

1 ,

Eσ2
t =

α2
0{1 + A1}

{1− A1}{1− A2}
,

A3 =

√
3

π
(α3

1,+ − α3
1,−) +

3

2
(α2

1,+ − α2
1,−) +

3√
2π
β2

1(α1,+ − α1,−) + β3
1 ,

Eσ3
t =

α3
0{1 + 2A1 + 2A2 + A1A2}
{1− A1}{1− A2}{1− A3}

,

A4 =
3

2
(α4

1,+ − α4
1,−) + 4

√
2

π
(α3

1,+ − α3
1,−)

+3(α2
1,+ − α2

1,−) +
4√
2π
β3

1(α1,+ − α1,−) + β4
1 ,

Eσ4
t =

α4
0{1 + 3A1 + 5A2 + 3A1A2 + 3A3 + 5A1A3 + 3A2A3 + A1A2A3}

{1− A1}{1− A2}{1− A3}
.

Primjer 4. Zbog svoje glavne karakteristike da asimetriqno djeluje
na pozitivne i negativne prinose, TGARCH(1,1) model sa inovacijama
koje imaju Studentovu t-raspodjelu sa parametrom oblika 9.5, pokazao
se kao najbo	i za modelova�e serije indeksa S&P 500. AIC ovog mod-
ela je -3.6605, funkcija maksimalne vjerodostojnosti ima vrijednost
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POGLAV�E 3 3.3. INTEGRISANI GARCH MODEL

Slika 3.2: Q-Q grafik, ACF standardizovanih reziduala i �ihovih
kvadrata modela ARMA(3,2)-TGARCH(1,1).

1509.981, dok su p-vrijednosti �ung-Boksovog testa za nekorelisanost
standardizovanih reziduala i �ihovih kvadrata 0.7029 i 0.9041 respek-
tivno. Na slici 3.2 se jasno vidi da model ARMA(3,2)-TGARCH(1,1)
dobro modeluje seriju S&P 500 i da su standardizovani reziduali neko-
relisani i da prate teorijsku raspodjelu.

3.3 Integrisani GARCH model

Ukoliko AR dio GARCH modela u jednaqini 2.7 ima jedniqni korijen,
onda imamo integrisani GARCH model ili IGARCH model. Glavna
osobina ovih modela je da je uticaj kvadriranih xokova iz proxlosti
ηt−i = a2

t−i−σ2
t−i za i > 0 na a2

t konstantan. IGARCH(1, 1) model se mo�e
zaposati kao

at = σtεt, σ2
t = α0 + β1σ

2
t−1 + (1− β1)a2

t−1,
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gdje se εt definixe kao i ranije i 0 < β1 < 1. U sluqaju serije S&P 500,
IGARCH(1,1)model sa inovacijama koje imaju Normalnu raspodjelu(koji
se najbo	e uklapa od svih IGARCH modela) daje losije rezultate. AIC
ima vrijednost -3.6000, dok su p-vrijednosti �ung-Boksovog testa za
nekorelisanost reziduala i �ihovih kvadrata 0.6896 i 0.7612 respek-
tivno.

3.4 GARCH-M model

GARCH-M model koristi se za one prinose koji zavise od volatilnosti.
Ovaj model nazivamo GARCH u sred�em. Najjednostavniji ovakav model
je GARCH(1, 1)−M koji se zapisuje kao

rt = µ+ cσ2
t + at, at = σtεt, σ2

t = α0 + α1a
2
t−1 + β1σt− 12, (3.9)

gdje su µ i c konstante. Parametar c se naziva parametar premije
rizika. Pozitivan c ukazuje da postoji pozitvna veza izme�u prinosa i
volatilnosti iz proxlosti. Formulacija GARCH-M modela ukazuje da
postoji ozbi	na serijska korelacija u seriji povracjaja rt. Ova seri-
jska korelacija proistiqe iz serijske korelacije procesa σt. Postoja�e
parametra premiije rizika je tako�e jox jedan razlog za postoja�e ser-
ijske korelacije kod nekih prinosa.
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Poglav	e 4

Primjena GARCH modela

Primjena GARCH modela u finansijama je xiroka. Najznaqajnije su u
odre�iva�u cijene opcija u Blek-Xolsovom modelu i pri odre�iva�u
vrijednosti pri riziku (VaR). Kako se model Blek-Xolsa prouqava u
vixe kurseva u toku studija na smjeru Statistika, aktuarska i finansi-
jska matematika Matematiqkog fakulteta u Beogradu, u ovom poglav	u
�emo se deta	nije pozabaviti primjenom GARCH modela za predvi�a�e
vrijednosti pri riziku.

4.1 Vrijednost pri riziku (VaR)

VaR se odnosi na mogu�e gubitke portfolija u nekom vremenskom in-
tervalu u budu�nosti. Prirodna mjera rizika je maksimalni mogu�i
gubitak. Kako je u ve�ini modela raspodjela gubitka neograniqena, do-
bijamo da je maksimalni gubitak beskonaqan. Koncept VaR mije�a mak-
simalni gubitak granicom maksimalnog gubitka koja se ne�e pre�i sa
odre�enom vjerovatno�om.
Kako bismo bili precizniji, posmatrajmo portfolio qija je vrijed-
nost u trenutku t sluqajna veliqina koju oznaqavamo sa Vt. Gubitak
od trenutka t do trenutka t+ h oznaqavamo sa

Lt,t+h = −(Vt+h − Vt).

Raspodjela Lt,t+h se naziva raspodjelom gubitka. U opxtem sluqaju, Vt
predstav	a funkciju d faktora rizika.

Definicija 4.1.1. (1 − α)-ti kvantil raspodjele uslovnog gubitka
naziva se vrijednost pri riziku nivoa α i definixe se sa:

V aRt,h(α) := inf{x ∈ R|Pt{Lt,t+h ≤ x} ≥ 1− α},
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POGLAV�E 4 4.1. VRIJEDNOST PRI RIZIKU (VAR)

gdje je Pt uslovna vjerovatno�a u odnosu na proxlost do trenutka t.
Ako ovaj kvantil nije pozitivan definixemo V aRt,h(α) = 0.

VaR i uslovni momenti
Neka su prva dva momenta Lt,t+h uslovna u odnosu na informaciju dos-
tupnu u trenutku t:

mt,t+h = Et(Lt,t+h), σ2
t,t+h = V art(Lt,t+h).

Pretpostavimo da va�i

Lt,t+h = mt,t+h + σt,t+hL
∗
h,

gdje je L∗h sluqajna veliqina sa funkcijom raspodjele Fh. Oznaqimo
sa F←h kvantilnu funkciju promjen	ive L∗h definisanu kao uopxteni
inverz Fh :

F←h = inf{x ∈ R|Fh(x) ≥ α}, 0 < α < 1.

Ako je Fh neprekidna i strogo rastu�a funkcija onda va�i F
←
h = F−1

h ,
gdje je F−1

h obiqni inverz funkcije Fh. Imaju�i u vidu prethodno, sli-
jedi da va�i:

1− α = Pt[V aRt,h(α) ≥ mt,t+h + σt,t+hL
∗] = Fh

(
V aRt,h(α)−mt,t+h

σt,th

)
.

Odavde va�i
V aRt,h(α) = mt,t+h + σt,t+hF

←
h (1− α). (4.1)

Odavde uoqavamo da se vrijednost pri riziku mo�e razlo�iti na oqeki-
vani gubitakmt,t+h, koji predstav	a uslovno oqekiva�e gubitka, i neoqe-
kivani gubitak σt,t+hF

←
h (1− α), koji se tako�e naziva i ekonomski kap-

ital.
Iako prethodna formula izgleda jednostavno, postoje dvije potexko�e
za �eno korix�e�e. Prva je odre�iva�e prvog uslovnog momenta mod-
ela, a druga odre�iva�e funkcije Fh.
Posmatrajmo cijenu portfolija, definisanu kao kombinacija cijena d
aktiva, pt = a′Pt, gdje a, Pt ∈ Rd. Uvo�e�em varijacija cijena 4Pt =
Pt − Pt−1, dobija se

Lt,t+h = −(pt+h − pt) = −a′(Pt+h − Pt) = −a′
h∑
i=1

4Pt+i.

Kao xto smo ve� na poqetku rada naveli, mnogo je lakxe raditi sa log-
aritmovanim prinosima rt, za koje se pretpostav	a da su stacionarni.
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Neka je qt(h, α), α-ti kvantil uslovne raspodjele budu�ih prinosa rt+1 +
...+ rt+h. Tada se dobija da va�i

V aRt,h(α) = {1− eqt(h,α)}pt. (4.2)

4.2 Metode za ocje�iva�e

Bezuslovni VaR
Najjednostavnija metoda za ocje�iva�e se zasniva na posled�ih K h-
periodiqnih prostih prinosa iz proxlosti. Pri tome se uzimaju oznake
rt+h−i = ln(pt+h−i/pt−i), za i = h, ..., h+K−1. Neparametarski istorijski
VaR se dobija zamjenom qt(h, α) u 4.2 empirijskim α−kvantilom posled-
�ih K prinosa. Tipiqne vrijednosti u praksi su K = 250, α = 1%,
xto znaqi da se tre�i najgori prinos koristi kao empirijski kvan-
til. Parametarska verzija se dobija ocje�iva�em raspodjele prinosa,
na primjer normalnom N (µ, σ2). U tom sluqaju bi se qt(h, α) mije�alo
sa µ̂ + σ̂Φ−1(α), gdje su µ̂, σ̂ ocjene oqekiva�a i standardne devijacije.

Model RiskMetrics
Popularna ocjena VaR koristi model RiskMetrics. Ovaj model je defin-
isan jednaqinama

rt = ln(pt/pt−1) = σtεt, (εt) iid N (0, 1),

σ2
t = λσ2

t−1 + (1− λ)ε2
t−1,

(4.3)

gdje λ ∈ (0, 1) (za dnevne serije je uglavnom λ = 0.94). Ovaj model se
tako�e mo�e posmatrati i kao IGARCH(1,1) model bez slobodnog qlana.
Va�no je napomenuti da ne postoji nedegenerisani sluqaj koji zado-
vo	ava prethodne jednaqine. Iako jednaqine 4.3 ne opisuju uobiqajene
finansijske vremenske serije, ovaj model se mo�e koristiti kao jednos-
tavan naqin za raquna�e VaR. Iz 4.2 dobija se

V aRt,1(α) = {1− eσt+1Φ−1(α)}pt ' ptσt+1Φ−1(1− α).

Neka je Ft informacija generisana rt, rt−1, ..., r1. Ako za poqetnu vrijed-
nost uzmemo σ2

1, dobijamo da σ
2
t+1 ∈ Ft i da va�i

E(σ2
t+i|Ft) = E(λσ2

t+i−1 + (1− λ)σ2
t+i−1|Ft) = E(σ2

t+i−1|Ft) = σ2
t+1,

za i ≥ 2. Slijedi da V ar(rt+1 + ... + rt+h|Ft) = hσ2
t+1. Mo�e se dokazati

da raspodjela rt+1 + ...+ rt+h nije bax N (0, hσ2
t+1). Me�utim, u praksi se

qesto namjerno pravi ova grexka i koristi se formula

V aRt,h(α) =
√
hV aRt(1, α). (4.4)
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Slika 4.1: Istorijski 1% VaR za prinose S&P 500. Uoqava se glavna
mana ovog tipa ocjene vrijednosti pri riziku, a to je spora reakcija na
promjene.

GARCH ocjena
Umjesto degenerisanog RiskMetrics modela, mogu se koristiti i neki
slo�eniji modeli GARCH tipa. Za ocjenu V aRt(1, α), dovo	no je oci-
jiti qt(1, α) sa σ̂t+1F̂

−1(α), gdje je σ̂2
t uslovna disperzija koja je ocije�ena

nekim GARCH modelom, a F̂ je ocjena funkcije raspodjele reziduala.
Va�no je napomenuti da ne postoji eksplicitna formula za odre�i-
va�e qt(h, α) za h > 1 qak i za najjednostavnije GARCH modele. Za
sluqaj h = 1, kvantili se odre�uju simulacijama. Navodimo jednu od
mogu�nosti za odre�iva�e qt(h, α):

1) Fitujemo model, na primjer GARCH(1,1), za prinose r1, ..., rn i
nalazimo ocjene volatilnosti σ̂2

t za t = 1, ..., n+ 1..

2) Simuliramo veliki broj N scenarija za rn+1, ..., rn+h nezavisno
jedan od drugog, i to u slede�a tri koraka:
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a) Simulacija ε
(i)
n+1, ...ε

(i)
n+h, koje su nezavisne i jednako raspodi-

je	ene sluqajne veliqine sa raspodjelom F̂ ;

b) Postav	mo σ
(i)
n+1 = σ̂n+1 i r

(i)
n+1 = σ

(i)
n+1ε

(i)
n+1

v) za k = 2, ..., h, postav	amo (σ
(i)
n+k)

2 = α̂0+α̂(r
(i)
n+k−1)2+β̂(σ

(i)
n+k−1)2,

i r
(i)
n+k = σ

(i)
n+kε

(i)
n+k

3) Odre�iva�e empirijskog kvantila simuliranih r
(i)
t+h, i = 1, ..., N.

Raspodjela F̂ se mo�e odrediti parametarski ili neparametarski. Jed-
nostavni neparametarski naqin je da se za F̂ uzme empirijska raspodjela
standardizovanih reziduala rt/σ̂t.

Mjera kvaliteta ocjene VaR
Finansijkim institucijama je dozvo	eno da razvijaju svoje interne pro-
cedure za evaluaciju tehnika za mjeru rizika. Jedna od procedura je
"bektesting" (eng. backtesting). U opxtem sluqaju, bektesting se odnosi
na provjeru efikasnosti nekog modela nad podacima iz proxlosti. U
ovom sluqaju se odnosi na prebrojava�e prekoraqe�a VaR (ili neke
druge mjere rizika). Za svako t iz proxlosti, ocijenimo VaR na os-
novu vrijednosti do tog trenutka, i provjerimo da li je u stvarnosti
doxlo do prekoraqe�a. Ako je nax algoritam dobar, ovih prekoraqe�a
bi trebalo da bude xto ma�e. Time bi bila opravdana upotreba ovog
metoda na podacima u budu�nosti. Definixemo promjen	ive koje se
odnose na prekoraqe�e VaR.

It+1(α) = 1{Lt,t+1 > V aRt,1(α)}.

Idealno bi trebalo da va�i

1

n

n∑
t=1

It+1(α) ' α,
1

n

n∑
t=1

V aRt,1(α) minimalno,

xto je oqekivana proporcija gubitaka koji su ve�i od procije�enih VaR-
ova sa minimalnim prosjeqnim troxkom.

Primjer 5. Sada �emo uporediti 2 najqex�a tipa raquna�a vrijed-
nosti pri riziku, Istorijski i GARCH naqin,i to na dnevnim pri-
nosima indeksa S&P 500 od 25. marta 2014. godine do 16. marta
2018. godine. Kako postoje prinosi samo za radne dane, imamo 1008
opservacija. Istorijski 1% i 5% VaR u nekom trenutku raqunamo na
osnovu posled�ih 250 prinosa. GARCH VaR rahunamo tako xto na-
jprije modelujemo seriju od prvih 500 prinosa i koristimo taj model
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Slika 4.2: Rezultati predvi�a�a VaR za prinose S&P 500 korix-
�e�em modela GARCH. Uoqavamo da se i prema Kupiecovom i prema
Kristofersonovom testu prihvata hipoteza o korektnom broju preko-
raqe�a VaR i nezavisnosti tih prekoraqe�a

za predvi�a�e za jedan korak unaprijed. Taj proces se ponav	a za sve
naredne prinose. Kako predvi�amo vrijednost pri riziku u 507 trenu-
taka, oqekivani broj prekoraqe�a 1% VaR-a je 5, a 5% VaR-a 25. Broj
prekoraqe�a istorijskog 1% VaR-a je u ovom sluqaju 11, a broj preko-
raqe�a 5% VaR-a je 19.
Ova serija se uklapa u TGARCH(1,1) model sa inovacijama koje imaju
Studentovu t-raspodjelu. Broj prekoraqe�a vrijednosti pri riziku
koji je odre�en korix�e�em ovog modela je 7 za α = 1%, odnosno 23
za α = 5%. Da je ovako odre�en VaR dobar, potvr�uje se i testovima
Kupieca i Kristofersena. Kupiecov test se koristi za testira�e
broja prekoraqe�a VaR, odnosno da je procenat prekoraqe�a jednak α.
Sa druge strane Kristofersenov test se koristi za testira�e da su
ta prekoraqe�a nezavisna.(Slika 4.2).
Sa slika 4.1 i 4.3 se uoqavaju razlike izme�u ove dvije metode. Iako is-
torijski metod u prosjeku ima oqekivani broj prekoraqe�a, VaR odre�en
na ovaj naqin ne mo�e brzo reagovati na promjene, pa gubitak mo�e
biti veliki. Sa druge strane VaR odre�en korix�e�em modela GARCH
ima oqekivani broj prekoraqe�a, ali i brzo reaguje na promjene, pa su i
gubici znatno ma�i.

41



POGLAV�E 4 4.2. METODE ZA OCJE�IVA�E

Slika 4.3: 1% VaR za prinose S&P 500 odre�en korix�e�em modela
GARCH.
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Poglav	e 5

Zak	uqak

U ovom radu predstav	eno je vixe razliqitih autoregresivnih modela
uslovne heteroskedastiqnosti i opisano je �ihovo ponaxa�e nad real-
nim vremenskim serijama. Iako ovi modeli predstav	aju dobro sredstvo
za modelova�e volatilnosti, postoje velike razlike izme�u razliqitih
modela. Uspjexnost modelova�a volatilnosti zavisi od kompleksnosti,
ali i vrste modela, a najuspjexniji su oni modeli koji imaju sposobnost
da asimetriqno reaguju na pozitivne i negativne prinose. Osim toga,
mo�emo zak	uqiti da se upotrebom ovih modela posti�u bo	i rezul-
tati u praksi od korix�e�a nekih tradicionalnih metoda. To smo
najbo	e mogli da uoqimo iz pore�e�a istorijskog i GARCH pristupa
za odre�iva�e vrijednosti pri riziku. Jasno je da su ovi modeli jako
mo�an alat, pa je i cijela oblast koju qine veoma xiroka, i nije mogla
biti obuhva�ena jednim master radom. Zato bih kao preporuku za do-
datne informacije izdvojio k�ige [1] i [3], koje su i poslu�ile kao
osnovna literatura za ovaj rad.
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