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IIpearosop

Ayroperpecusue mozene yciaosue xerepockemactuanoctu (ARCH) je yseo
Po6epr Enrt y pagy koju je objasben y Exonomerpunu 1982. roaumse [11].
Y ToM pajy je mpeajozKeHa MpuMjeHa y MAaKPOEKOHOMUJU U Y TOM TPEHYTKY
ce HHje MOIJIO HU TPETIOCTABUTH Jia he TylaBHA TPUMjeHa OBUX MOoJIe/ia OUTH
y ¢dunancujama. Cpeaunom 80-THX, pa3BojeM T'eHepaIn30BaAHUX ayTope-
IPECUBHUX MOJIeJIa YCJIOBHE XETePOCKEJACTUIHOCTH PACTe W IHUXOBA MOIIY-
JIAPHOCT, KAKO Y HAYIU TAKO U y WHAYCTpuju. 300r BeoMa e(pUKACHOT MOIe-
JIOBaIba, BOJIATHTHOCTH, OBH MOJIE/IM UMAJIN Cy BEJUKHU YTHUIA] Ha (DUHAHCH]E.
36or ceor monpuroca Pobepr Enra je 3ajenno ca Kimowm ['pejrirepom mo6mo
HobGenoBy narpany 3a ekonomujy 2003. rommne.

Y OBOM MacTep pajly je JaT jieTa/baH IIPeTJie]i OBUX MOJesa U PaJl Ce Cac-
TOjU U3 YETUPH IOIVIaB/ba. Y ILPBOM IOIJIAB/bY j€ JIaT KpaTaK HOJICjeTHUK
HajBaYKHUJUX KapaKTepUCTUKA BPEMEHCKNX cepHja U yBO/Jle ce HEKN HOBH T10j-
MOBH KOjU ce OfHOCe HA (DPUHAHCHjCKE BPEMEHCKE cepuje. ¥ JPyroM IMOrIaB/by
ce merasbno n3ydasajy ARCH u GARCH monenu, 1ok ce y Tpehem norsias/pby
OTHCY]y BUXOBA HaJBayKHU]a YOIIITEHA. Y YeTBPTOM IOTJIAB/bY IPEJICTaBb-
eHa je mpuMjeHa oBUX Mojesaa y dbunancujama. CBU TPUMjePU U CUMYJIATIH]jE
pabenu cy HaJ peaJHUM BPEMEHCKHUM CE€pHjaMa y IIPOrpaMcKoMm je3uky R.

2Kesmm j1a ce 3axBaJjinM €B0joj MeHTOpPKHU Jp Jenenn Jorkosuh Ha npe-
JIOKEHO] TEMH OBOT MacTep pajia Koja je BeoMa WMHTepecaHTHAa W WHCIUpa-
THBHA. 3axXBaJbyjeM jOj ce Ha BeJUKO] MoMOhH, Kao W Ha MHOTOOPOjHUM
KOPHCHHUM CaBjeTUMa U HpuMjeadaMa KOju €y MH IHOMOIVIH Y IHCAhY OBOT
pana.

Takobe kequm j1a ce 3axBajUM CBOjOj MOPOJIUIN HA HEU3M]EPHO] TOIPIII-
I ¥ pa3yMHjeBamby KOje Cy MU MPYZKaJd TOKOM MOT CTYIHDAhA.

Beorpas, maj 2018. rogune,
Ypom Bormikosuh
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Iloriaasipe 1

YBOI

Y oBoM morIaB/by mnojicjernhemMo ce HajBaYKHUjUX KAPAKTEPUCTUKA BPEMEH-
CKHUX cepHrja U yBeltheMo HeKe HOBe IIOjMOBE KOjU ce oJHOce Ha (hUHAHCH]CKE
BpeMeHCKe cepHuje.

1.1 CranuoHapHU IIPOIECU

CralnoHapHOCT UMa IEeHTPAJIHY VJIOIY V aHAJU3U BpeMeHCKHX cepuja. Pa-
3JI0T 3a TO je IMTO Ha MPUPOJAH HAYNH MUjeIha XUMTOTe3y O HE3aBUCHUM 1 je]I-
HAaKO PacIo/iije/beHuM OlcepBalijaMa y CTaH/Iap/HO] CTATUCTUILH. Y 3MUMO
y 063up HU3 peaqHuX caydajHux BeanduHa (Xi)iez, neduHHCAHUX HA HC-
TOM mpocTopy BjepoBarHoha. Takas HU3 Ha3uBa ce BpPEeMEHCKa cepHja, H
IpeICTaB/ba IIPUMjep JUCKPETHOr cjydajHor mporeca. Ilocroje aBa obinka
CTAIMOHAPHOCTH.

Hedbunnouja 1.1.1. 3a npouec (X;) ce kasce da je cmpozo cmayuonapan
akxo sexompu (X1, ..., Xg) U (Xith, .., Xprn) uMajy ucmy sajednusky pacnoo-
jeay 3a ceako k € N u 3a ceaxo h € Z.

Hedbunnmuja 1.1.2. 3a npouec (X;) ce xaosce da je caabo cmaryuonapan
axo 3a00806a6a caedehe ycaose:

1. EX;? <00, VteZ
2. EX,=m, VteZ
3. Cov(Xy, Xyyn) =vx(h), VYVt heZ.

Oyuknuja  yx(-) HasuBa ce  ayTOKOBapHjalHOHA, a  dyHKIHja
px() = 7x(-)/7x(0) ayroxoperanmona dynxmuja mporeca (X).
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HajjeqnocraBuuju npumjep cjaabo CTAIMOHAPHOI Ipoleca je OHjesid IIyM.
OBaj mporec je moceOHO 3HA4YajaH jep oMoryhaBa KOHCTPYHUCAHE CJIOZKEHU-
JUX CTAITMOHAPHUX MPOTIEca

Hedununumja 1.1.3. Ilpouec (g;) ce 306e bujeau wym ako, 3a HEKY NO3U-
MUGHY KOHCTNAHMY 0> 64U

_Z) Eéft = 0, VteZ
2) E€t2:0'2, Yt eZ
3) COU(Z’ft, €t+h) = O, \V/t, h € Z, h # 0

Hedbununuja 1.1.4. Vroauro y npemzrodnoj depunuyuju ycaos 3 3aMujer-
UMO JAUUM YCAOBOM

3’) Ilpomjenmuse £, u €1y CYy HezasucHe U jednaro pacnodujenere, Tada
ce 3a npoyec (g¢) Kasice da je jaxu bujear wym

OnjemuBame ayToKOoBapujammje

[aycoBcku ciydajHu TpoOIecH €y y MOTIYHOCTH OKAPAKTEPUCAHU CPETHOM
BpHjeTHOIINY W ayTOKOBAapHWjallMOHOM (DYHKIIMJOM. 3a OHe TIpolece KOoju
nucy laycoBu, cpejitba BpPUjeJIHOCT U ayTOKOBapujaruoHa (pyHKIuja J1ajy
CJAUKY O CTPYKTYPHOj 3aBHCHOCTH. Y TPAKCH, OBH MOMEHTH HUCY M03-
HaTW W 3aTO Ce OIjemyjy W3 pealm30BaHOr y30pKa, KOju 0O3HavYaBaMoO ca
X4, ..., X,,. OBaj KOopak je HeM30CTaBaH 32 KOHCTPYKIIN]y OMUJIO KOT MoJiesta. 3a
OI[jeHy ayTOKOBapHjaluone (PyHKIHje Y3UMAMO Y30PAUKy ayTOBAPHjAIlHOHY
dyuknujy, koja je 3a 0 < h < n gedunucana ca

30) = = ST = X)Xy~ X),

raje je X = %Z?ZlXj 7 O3HAYaBa Y30padKy CpeluHy. 300T CUMeTpHuje
ayTOKOBapujarnoHe PyHKIMje 32 OIjeHy Y HEraTUBHUM BpHjeIHOCTUMA h y3-
mvamo Y(—h) = 4(h). Canano gedunniemo u Gyukuujy p(h) = y(h)/5(0)
3a |h| < n.

[IpeTxoaHa oljeHa je acUMITOTCKU HempucrpacHa. lIlocroje Takohe u apyre
CJUYHE OIfjeHe ayToKoBapujaruone (yHKIHje ca UCTUM ACHMITOTCKUM OC-
obunama (Ha HpuMjep, ako GUCMO Yy IPETXOJHO] OIljeHn % 3aMUJEHUIN Ca
n—ih) MebhyTum, omnjeHa Kojy ¢MO HamuCaJM UMa MIPEIHOCT Y OJHOCY Ha OC-
TaJje 3aTo 1ITO je y TOM CJIy4ajy OlljeHa ayTOKOBapUjallnoHe MATPUIIE

[¥(t — 7)]i,; mo3uTEBHO cemugeduunTHa. HapasHO, HHje IPENOPYIBHBO KO-

PUCTHUTH y30paduKy ayTOKOBapHjallnjy Kaja je h OJIM3Y n, 3aTO IITO je Y TOM
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cay4ajy Masu 6poj mocrynnux maposa (X, Xji,). Ilpema Bokcey, 1lenknncy
u Pajuceny (1994) [5], orjena ayrokoBapujaruje je KopucHa ako je n > 50 u
h <n/4.

1.2 ARMA u ARIMA monean

OBH MOZIE/IH Ce 9eCTO KOPUCTE 3a aHAJIU3UPAIhe Kay3aaHe CTPYKTYPe Mpoleca
Wi 3a npeisuhame moHamama cepuja y oyayhaocrn. Kmaca ARMA mon-
ejla Cce HajBUINE KOPUCTH 3a mpeaBuharme c1abo cTalmmoHAPHUX CJIyYajHUX
mporeca. OBU MOJEIN ce MOTY MOCMAaTPATH KA0 HPUPOIHA TOCIEIUIA TBP-
hema koje je mao Bosmx (1938) [6], u mo koM ce cBaku €1abo CTAIHOHADHE
IPOIEC MOKe TPeICTABUTH ¥ POpME GECKOHAUHUX MOKPETHUX IPOCjeKa U TO

y dopmu:
o0
Xy =g+ Z Ci€t—is
i=1

rije je () suHeapuu nHOBATUBHU Hporec o (X;), TaKaB j1a BaKu
&t = Xt — E(Xt|HX(t — 1)),

raje ce Hx(t — 1) ogrocu Ha XmiGepToB MPOCTOP IeHEPHCAH CJIYdajHUM
BesmanHama X; 1, X¢—o,... 1 E(X¢|Hx(t — 1)) ce omHocm Ha Ha OpTOrO-
manny npojekuujy X; ua Hx(t — 1). Hus xoedunujenara (c;) je takas ma
> ¢ < oo. Hpummjernmo na je npounec (g¢) ciabu Gujesn mryM.

CxkpahuBamem OeckoOHAYHE cyMe y MPETXOIHO] jeHaYnHn, J00njaMO IPOIec

q
Xi(q) =&+ Z Ci€t—is
=1
KOj7 Ha3WBaMO MPOTECOM MOKPETHUX IpOcjeKa peia ¢, Uin MA(q). Vmamo
1Xi(q) — Xill,” = Be> > ei” = 0,q — oo

1>q

OnmaBre 3ak/bydyjeMoO Ja je CKYIl HMPOIEeca MOKPETHHX IPOCjeKa KOHATHOT
peJila TycT y cKymy caabo CTalMOHApPHUX MPOIECa W YUCTO HeJIeTePMHHUC-
THYKHUX IIPOIeca.

Hedunnnnuja 1.2.1. Caabo cmavyuonapru npoyec (Xy) je ARM A(p, q) npo-
uec, 2dje cy p u q U3 CKYNa yujesux bpojesa, ako nocmoje pPeast Koehuuu-
JERMU C, @1, ...y Op, 01, ..., 0, makesu da ,
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D q
YVt € Z, Xt + Z (bithi =c+ &+ Z Qje’:‘t,j,

i=1 j=1

edje je (&¢) auneapru unosamusru npouec 0d (Xy).

OBa neduHHNE]a TOIpa3yMujeBa OTPAaHUYEHA 32 HyJe TTOTUHOME)ATHIX
bynxnmja ¢(2) = 1+ 37 ¢z’ u 0(z) = 1+ 379, 0;2". Tapua npeanoct
OBOT MOJIeJIa je MITO Ha jeTHOCTABAH HAYUH OMOryhaBa ONTUMAJTHO JTUHEAPHO
npeaBuhamme mpoIeca.

Mmuore (punancujcke BpeMeHCKe cepuje UMajy TpeHj, Ia je Hemoryhe nper-
[IOCTABUTH CTAIlMOHAPHOCT KOJ TakKBHX cepuja. /JludepenmupameM jeHOM
WIN BUIIE MyTa, TPeHI KOJ OBAKBUX CcepHhja YIJIaBHOM HecTaje.

Heka AX; = X; — X;_; npeacras/ba IpBO AUdEpeHIUpame cepuje, 0 HeKa
NIX, = A(AT1X,) npeacrasmba qudepennupame peja d.

Hedunnumja 1.2.2. Hexa je d nosumusan yujesu 6poj. 3a npouec (Xy)
kaoicemo da je ARIMA(p,d,q) axo 3a k = 0,1,...,d — 1, npouecu (A*X,)
nucy caabo cmavuonapny, o (AX,) jeeme ARM A(p,q) npouec.

Hajjennoctasumju ARIMA mporec jecre ARIMA(0,1,0), koju ce Takobhe
Ha3WBa W CJIY4YajHO JIyTamke, U OIHUCYje ce jeTHAINHOM

Xt:5t+€t—1+'--+€l+X07 tZl,

rije je €; caabu Oujesu 1y M.

36or crarucruakwux norogaoctu, ARMA u ARIMA monenn najuenthe mpet-
[OCTaB/bajy jade ycjaoBe 3a miym o cjaabor oujesor miyma. Jaku ARMA
onuocu ce Ha ARMA mozen uz nedununuje 1.2.1 kana je (&) jaku bujesin
mrym. OBa JomaTHa OPeTIoCTaBKa HaM oMoryhaBa JakKIIu paj, ajJd CMarbyje
onmroct ARMA mozeda.

Penosu (p, ) ARMA nporeca cy y nornyHocT onpeheHu ayToKOpeIanoHoM

GYHKITTjOM.

Teopema 1.1. (Kapaxmepusauyuja ARMA npoueca) Hexa je (X;)
CAG00 CIMAUUOHAPHY NPOUEC U P 1be206a4 aymoKropesayuona dyrnxyuja. Jeo-
HAKOCTN,

p
p(h) + Z ¢ip(h —1i) =0, 3a ceaxo |h| > q,
i=1

saotcu ako u camo axo je npouec (X;) ARMA(p,q) npouec.
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1.3 ®PuHaHCUjCKE BPEMEHCKE CepHje

MojienioBame pUHAHCU]CKUX BPEMEHCKHUX CEpHuja je BeoMa KOMILIEKCaH 1poo-
JieM. Ta KOMILJIEKCHOCT He JI0JIa3u CaMo OJ pa3HOBPCHOCTH CEpHja KOje Mmoc-
Toje (akIuje, WHTEpeCHE KaMaTHe CTOIe,...), Kao Hu 300r (dbpekBeHImja y
OJIHOCY Ha KOje ce mocMaTpajy (CekyHIe, MUHYTH, CaTH, JaHu,...). Ta KoM-
IIEKCHOCT je MOCJIeIUIA OCTOjarha OPOjHUX cHeNuMUIHOCTH (PUHAHCH]CKIX
BPEMEHCKHUX CepHuja KOje je BeoMa TENIKO BJelTauKh PenpoayKoBaTl KOPHIII-
hemeMm croxacTuukux Mmojena. Behuny oBux crnenmuduaHOCTH AedUHUCAO
je ManmenGpor (1963) [7]. Hbhuxore ocobure koje hemo caja mpencTaBuTH
OJTHOCE ce VIJIAaBHOM Ha JHEBHE cepHje Koje ce oJiHoce Ha akiuje. 1lpuje mHero
IITO KPpeHeMO Ha Habpajambe cueluduIHocTd (GHHAHCHJCKUX BPEMEHCKHX Cep-
nja, yBOJIMMO I10jaM IIPUHOCA aKTHBE.

ITpuHoC akTHBE

Y BehuHu coaydajeBa ce yMjecTo IHjeHe aKTUBe TIOCMATpa 0Baj MapaMeTap U
3a TO TOCTOje JBa ITaBHa pasJora. lIpBu je Taj ma 3a MpocjedHOT WHBECTH-
TOpa MPUHOC aKTHUBE TTPEJICTaB/ba KOMILIETHY CJAUKY O MHBECTHIWjU KOja He
3axTHjeBa ckajupame. Jpyru passor je Taj mrro je Jakiie pajguTH ca cepu-
jaMa Koje ce OHOCe Ha NMPWHOC aKTWBE HETO Ca ceprhjaMa Koje ce OTHOCE Ha
IAjeHy aKTHBE jep IpBe UMajy MHOrO 00Jbe CTaTHCTHYKE OCOOUHE.

Hexka je P, nujeHa akTHBe Y TPEHYTKY ¢ ¥ MPETIIOCTABAMO Jla aKTHBA KOJy TOC-
MaTpaMo He uciiahyje guBuaenae. JleduHuieMo jednonepuoduswtu npocmu
nPUHOC KAo yJIMO TIPOMjeHe IujeHe akTuBe 0e3 JUBHUIAEH/H Y TOKY jeJIHOT I1e-
pUOJia Y OJHOCY HA IHjeHy aKTHBe y MPETXOJHOM TPEHYTKY.

P,— P,_,
R =—"——
! P,y

Beza usmelhy R; u P, Moxke ce m3pa3uTH U Kao

By

t—1

[TocjeioBarme akTHBE Y TOKY k BPEMEHCKHX TEpHUojia O/ TpeHyTka t — k 10
TpeHyTKa t aaje k-nepuoduunu npocmu npuroc

By P Pv Pgn

1+ Rkl = =
R = = BB, R,
k—1
=111+ Riy).
=0



HIOI'JIABJ/BE 1 1.3, ®UHAHCHUJCKE BPEMEHCKE CEPUJE

OnaBje BUAUMO 13 je k-IIepHOIUYHH IPOCTH HPUHOC aKTHBE CAMO ITPOM3BO/I
k jeIHONEPUOAMIHUX IIPUHOCA. Y IIPAKCH, jaKO je OMTHO KOJH Ce€ BPEeMEHCKHU
IepUO/T Y3UMa 3a padyHarhe MPUHOca. Y KOJHUKO MepuoJ HUuje HaBeIeH OHA
ce cMaTpa Jia je IepuoJ je/iHa roJnHA.

Jame hemo patu pedpununmjy mTpuUHOCA Yy CAYYajy HENPEKHJTHOT
kamahema. llpuposann JjorapuramM HpOCTOT MPUHOCA AKTHUBE Ha3WBa Ce
HENPERUOHO Kamaheny npuroc WA 402 NPUHOC:

by

re=In(1+ R;) =1In =Pt — Pt-1,

t—1

rije je p; = In(P,). Henpekuano kamaheHu OPUHOC 7; UMA HCTE TPETHOCTH
Kao u mpocT npunoc R;. [locmaTpaMo BumeneproanaHu npuHoc. Mmamo:

re[k] = In(1 + Ry[k])
(14 R)(1+ Req)-.(1 + Ry_p1)]
1+ R)+In(1+Riq1)+ ...+ In(1+ Ripp1)

=T+ T+ Tkt

=1
=1
=1

n
1

Jlaxne, HenpekuaHO KamMaheHr BHITENEPHOIUYHN IIPUHOC IIPEICTAB/bA CYMY
TPOCTHX NPWHOCA 34 CBAKU MEPUO/T.

CrnemundpuyunocTn (pMHAHCUjCKUX BPEMEHCKUX Cepuja
Cajia hemo mHabpojaTu creludUIHOCTH KOje ce ojHoce Ha (PUHAHCH]CKE Bpe-
MeHCKe cepuje:

1) Hecmayuonaproem cepuje Koja ce 00nocu na yujery: Y30padke Iy Tame
NHjeHe cy yIJIaBHOM BEOMa CJIMYHE CJIYyYajHOM JIyTamy, JOK Ce 3a Tpa-
JEKTOpHje TPUHOCA MOYKe MPETIOCTABUTH CTAIMOHAPHOCT.

2) Odcycmeo aymoxopesayuje xod npunoca: Cepuje MPHHOCA MOKA3Y]Y
YIVIABHOM MaJie ayTOKOPEJIAlUje, U OHEe Cy CJAUYHE OUjesIOM HIyMy.

3) Aymoxopeaayuja xeadpuparuxr npunoca: Kwaapupanu npunocu (r?)
WK ancostyTHu npunocH (|ry]) uMmajy jaky ayTokopenanujy (B. CJIUKY
2.1). OBa ocobuHA HEje HEKOMIATHOMIHA €A MPETIOCTABKOM OHjesior
niyma 3a npuHoce, Beh mnokasyje ja raj oujesin nym Huje jax.

4) TI'pynucarve sosamuanocmu: Beawku ancoayrau npusocn (|r|) ce tmo-
jaBibyjy v rpymama (kmactepuma). OBa ocoOHHA je BHJ/bHBA HA y30-
padkuM myramama. TypOyJIeHTHH mepuoju (ca BEJTUKOM BOJATHITHOIII-
hy) cy npahenu nepuogumva ca masiom Bojaruinonihy. OB nomnepu-
OJTN Ce He JaB/ba]y MePUOINYHO.
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5)

Pacnodjene ca debesum penosuma: Lpramem eMIITPUjCKEX PACIOIjesia
JTHEBHUX NMPHUHOCA, MOYKe ce YTBPIUTH Jla OHU He oArosapajy l'aycosoj
pacnogjenn. Kiacuaam TecTOBU yIJIaBHOM J0BOJE 10 OAOUjama XH-
norese Jia Cy JHEBHU NPUHOCH HOPMAaJIHO pactojujesberu. [lltasuie,
MOYKe Ce MOKAa3aT! JIa Paclojijesie OBAaKBUX MPUHOCA MMAjy TEIIKe pe-
[IOBEe W JIa UMa]y 3a0lITpeH BpX y HyJHu. Mjepa oBe ocodune je Koedu-
MUjeHT CIUBOMITEHOCTH, W JIeDUHUIIIE ce KAO OTHOC MOMEHTa UeTBPTOT
pera u KBajpata gucnep3uje. OBaj KoedHIWjeHT je jeTHAK 3 KaJa je
y HUTaky HOPpMAaJIHA pacihojjesa. ¥ cjaydajy cepuja Koje ce 0JHOCe Ha
npunoc, oBaj koedurujert je Behu ox 3. Kana ce moseha unrepsan y
OJIHOCY Ha KOJH Ce IMOCMAaTpa IPUHOC, OBa OCOOMHA HECTaje, U eMIUPHU-
jCcKa pacnojjesa ce MpubJIKaBa HOPMAJIHO].

Jlesepuy ederxam: JleBepuir ce OHOCH HA ACUMETPUYIHU YTHUIAj MMO3W-
THBHUX W HETATHBHUX BPHUjeHOCTH CepHUje HAa TPEHYTHY BOJATUIHOCT.
Herarusanm npunoc Texku 1a moeha BOJTATHITHOCT BHUIIE OJT TO3UTHBHOT
MPUHOCA UCTE jaunHe.

Cezonanarocm: Ce30HATHOCT MpeJICTaB/ba jeJaH O/l Hajuenmhux mojana
KOJI (pMHAHCHJCKUX BPEMEHCKHX CepHja. 3aHUMJBUBO je MOMEHYTH JIa Ce
Ce30HCKH ePeKTH HPUCYTHU YaK U KOJ| ceprja Koje ce OJIHOCEe Ha jejlaH
JIaH.
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Monean ARCH n GARCH

2.1 MorTuBaiuja

Bosarusirocr je Beoma Omtan axTop y TProbaiby OIIMjaMa U OBJje 03-
HaYaBa yCJOBHY JUCIEP3U]y TpUHOCca akTuse. [locMarpajmo 1ujeny eBporcke
KOJI OIIHje, Koja MpeicTaB/ba YTOBOP KOjU BJAACHUKY OMIIHje jaje MpaBo aan
He ¥ 0baBe3y Ja Ha JaH gocnujeha Kynu Hekd (hUHAHCHJCKH HHCTPYMEHT IO
yHaIpujes goropopenoj nujenun K. Bpujeme mo mocuujeha osmadaBamo ca
[. VYKOJIMKO BJIACHUK OIIMje MOYKe Jia M3BPIIA MPABO KOje MYy OIIMja Jlaje
y OWJIO KOM TPEeHYTKY J0 JaryMa jochujeha, oHJa roBOPUMO O aMEepHYKO]
oz omuju. Jobpo mosnara dopmyna Buek-I1Tlosca 3a oapelhuBame mujene
eBPOIICKe KOJI ommuje uMma ciegehu obuk:

In(P,/Kr~ 1
Cy = Pt(I)(fL') — KT_Z(I)(.Z' — O't\/Z)7 T = M + _O-t\/z,
Ut\/z 2

rjje je P, TpenyrHa IujeHa akTupe, r je 0e3pu3MyHa KaMmMaTHA CTOMA, Oy
YCJIOBHA CTaHAAD/HA JeBHjaldja Jor npuHoca aktuBe u P(z) BpHjegHOCT
dyHKIEje cTaHgap/He HOPMAJHE paclojjejie y Tadkd x. BojaaTmiHoct
je jako OuTHA Yy MEHAIIMEHTY PHU3HMKa jep €€ MOIEJ0BAIEM BOJIATUIHOCTH
omoryhasa jeHOCTaBaH MPUCTYI PadyHAIbY BPUjeTHOCTH (PUHAHCH]CKE MO3H-
nuje npu pusuky. Takohe, Moje0BamEM BOJATUIHOCTA BPEMEHCKE cepuje
mo00JbIIaBa Ce OlljeHa MapaMerapa Kao W IPernu3HOCT IpeaBuhama. ¥ OBOM
TOTJIaBJbY pa3zMaTpaheMo Mofesre ayToperpecuBHe YCIOBHE XeTePOCKe TacTH-
moctu (ARCH) kao u remepammsosane ARCH wmonene (GARCH) xoju ce
KODHUCTEe 33 MOJIEJIOBAahe BOJATWIHOCTH. Y OIIITEeM CJIYUYajy, aKO MOCMa-
TPaMO HEKHU CJIydajHu HU3 Y; U HU3 BEKTOpa CJydajHux BejnuuHa X, 3a Y;
ce Kazke JIa MMa CBOJCTBO XE€TEPOCKEIACTUYHOCTH YKOJHUKO CE yCJAOBHA JIUC-
nepsuja Var(Y;| X,) mujema ca mpomjerom t. Ca apyre crpane, TepMHH
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XOMOCKEJACTUIHOCT €€ OJIHOCH Ha KOHCTAHTHY YCJIOBHY JIMCIIEP3Hjy U IPEJI-
CTaBJ/ba jeJHy OJ IJIABHUX IPETIIOCTAaBKH y MOJEINMA JUHeapHe perpecuje,
raje je Y 3aBucHaA TpoOMjeH/bUBA, a BeKTOP X BEKTOP NMpeaukTopa. Kom Bpe-
MEHCKHX CEpHja MPUHOCA MOTY €€ YOUUTH Nepuoju Behe u Mame BOJIATHJI-
HOCTH KOjH Ce CMjemyjy. AKO je t TaKBO jia Cy 70 TOT TPEHYTKa BPUjeTHOCTH
JIOCTa BapupaJie, OHJIa 04eKYjeMO U Y TPEHYTKY t BeJuKe allCOJyTHE BPH-
jennoctu npunoca. C apyre crpame, aKo cy Y OJUCKO] ITPONLIOCTH ITPHHOCH
MaJIo BapupaJu, OHIa OvYeKyjeMo Ja he Tako octatu u y TpeHyTKy t. To
yIPaBO 3HAYM JIa yCIOBHA nucnepsuja Var(ry|ri_1,r¢—o, ...) HUje KOHCTAHTHA
y Bpemeny. Kacuuje hemo sugjern ma je kogq ARCH momena, Y; cepuja a Bex-
Top X, HPOIILJIOCT T€ CepHje, TaKO Jia je pej Mojesna ojpeheH TuMeH31joM
BeKkTOpa X, OJHOCHO OpojeM KopakKa y IIPOILIOCTH.

2.2 CrpyKTypa moaeja

Heka je r; jior mpunoc aktuBe y TpenyTky t. [1aBuna uieja Koj nzydaBamba
BOJIATHJIHOCTH jecTe na je cepuja {r;} cepujcku HeKOpesncaHa Wid He3HATHO
KOpeJncaHa, ajJl CepujCcKu 3aBUCHa. Mojen BOJATUIHOCTH HACTOje Ja yx-
same Ty 3aBucHocT. Kako 6ucMo mocMaTpad Mojese BOJATHIHOCTH Ha
IpaBM HAUMH, HajOpuje heMo pa3sMOTPUTHU YCJIOBHO OUEKHUBAIbE U YCJIOBHY
JIICIIEP3Ujy TPUHOCA T3 3 JIaTO Jy_1:

He = E(Tt’ftq), 0,52 = VC“”(Tt’}—tfl) = E[(Tt - Mt)2|]-“t—1]a (2-1)

rje JF;_ 1 nupejcraBba MHMOPMAIM]Y JOCTYIHY y TpeHyTKy t — 1. Fy 1 je
curmMa ajrebpa remepucaHa IpeTXoJHHM npuHocuMa. Koj cepuja Koje ce
OJTHOCE Ha MPUHOC MOCTOju cjaaba WM HUKAKBA CEPUjCKa 3aBUCHOCT. 300T
Tora OM jejHadMHa KOja Ce OJIHOCH HA YCJOBHY CPE/bY BPHUJEJIHOCT CepHje
Tpebato ma Oye jeaHOCTAaBHA, 1A MPETIOCTAB/HAMO A Ce 7'y MOYKE ONUCATH
jemHoCcTaBHUjUM Mojesnma Kao 1o je crammonapan ARMA(p,q) momedr.
OIHOCHO, MPeTHOCTaB/haMO JIa BayKH:

P q
Ty =+ ap, e = ¢o + Z QiTp—i — Z Oiar—i, (2.2)
i=1 i=1

rjje cy p,q HeHeraTHUBHU Iujesin OpojeBH, a a; je Ouje/in IryM.

[Tapamerpu p u q 3aBuce oj ¢dppekpennuje cepuje. Ha npumjep, aHeBHU
IPUHOCH TIOKa3Yjy ojpeheHy cepujcKy KOpesalujy, JIOK TO HUje CJIydaj KO
MjeceqHux npuHoca. KoMmbunosameM nmperxomne jaBuje popmyrie go0uja ce:

O'tz = Var(ryFi—1) = Var(a|Fi-1).
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Mogenn yc1oBHE XeTepOCKeTaCTUIHOCTH MOT'Y C€ CBPCTATH Y JIBUje TPYIIE.
[IpBa rpyna je oHa y K0joj noctoju dbyHKIEja Koja aedpuunme o2, I0K je y
ApyToj rpymu of mato croxactmukoM jemmadmaom. GARCH momenn koje
poyvaBaMO y OBOM pajly CIaJiajy y HpBY IPYILY.

Pann jeqnocraBHoCcTH, cMaTpahemo ma je 7aT Momes 3a YCIAOBHO OUeKHBAFHE.
a; HA3UBa Ce IMIOK WJIN IeHTPUPAHU MPUHOC Y TPEHYTKY ¢, a 0y MpPeICTaB/ba

KBaJpaTHU Kopujer o2. Momen 3a pi; HA3uBa ce jeJIHAYHHOM CDPEIibe BpPH-

JeTHOCTH, TOK MOJAET 3a O'tQ Ha3WBaMO jeJIHAUYMHOM BOJATHJIHOCTH TPUHOCA

Tt.

2.3 Moagena ARCH

ACF Reziduala PACF Reziduala

1.0
1.0

05
05

ACF
Partial ACF

0.0

0.0

Lag Lag

ACF Kvadriranih reziduala PACF Kvadriranih reziduala

1.0

0.5
1

ACF
Partial ACF

g "Il{?lﬂ'ﬁTT'IT'TI'\I'"'I'I'.'u """""""

0.5

Lag Lag

Cauka 2.1: T'padunu ACF u PACF (y3opauke ayTokopesaiione u mapiii-
jamre ayTokopenanuoHe OyHKIHje) TeHTpUpAHUX TpuHOCA (pesuayana jej-
HAYUHE CPeJiibe BPUjeJIHOCTH) U BUXOBUX KBajpara ceprje NASDAQ.

Ca cimke 2.1, Ha rpacuky rope JmjeBo, ce yodana cjaada ayToKope/aiuja

IIeHTpUpaHux mpuHoca. Hujemana omujemena ayTokopeaanuja HAje 3HaYajHa,
TO jecT cBe ynajajy y obsact npuxsartama xunoresa Hy : pp = 0 (ucnpeku-
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nane ymaAje). Takohe, HUjeHA MaplIUjaHA ayTOKOpEJIAIja HUje 3HAYAJHA
(rpaduk rope gecuo). Ca apyre crpane, Ha rpadUKy J10Jbe JHjEBO, BUINMO
Jla KBQJIPUPAHU MEHTPUPAHU MPUHOCH jecy ayTokopenucanu. CKOpO CBe KO-
penanuje Ha npBux 20 3aJIPIIKU Cy 3HaYajHe - 3HaYajHO pasaudute on 0.
Opnarie ce MoKe 3aK/By9IUTH I3 HE MOCTOJH CePHjcKa KOpeaaluja aad j1a
IIOCTOJU CepPHjcKa 3aBUCHOCT, jep Jla ce pajid O HU3y HEe3aBUCHUX CJIy4ajHUX
BeJIMUUHA, KOopesaluje u3Mely KBaJIpupaHuX 4aaHoBa OH Takohe Ouse jei-
Hake 0.

Hajjeanocraauju momesn Bosarmiaoctu je ARCH. OcuoBra maeja oBor
MOJIe/Ia je Jia Cy TEeHTPUPAHW NPUHOCH (; HEKODPEJTUCAHW AU 3aBUCHU U
Jla ce Ta 3aBHCHOCT MOKe ONHMCATH jeTHOCTABHOM KBa/IPATHOM (DYHKITHjOM
nperxonuux Bpujeanoctu. Crenujasno, ARCH(m) monen uma ciaenehu 06-
JIUK

ar = oEr, 042 = ap + alaf_l + ...+ ama?_m, (2.3)

r7je je €, HU3 HE3aBUCHUX M jeTHAKO PACIOANje/beHUX CAYyYajHUX BeJTUIrHA
ca cpeamom Bpujeanomniny 0 u gucnepsujom 1, ag > 0, mw a; > 0, 3a 7 > 0.
Koedutujentun Mopajy Jia 3aJ10BO/be HEKe YCJI0BE KAKO OM Ce OCHTYpaso Ja
nucnep3uja a; Oyme KOHaAYHA. ¥ MPAKCH Ce YecTO MPEeTHOCTaBba Jla £ UMa
HOpMaJIHY Wjin cTangapan3oBany CTyjaeHTOBy t-paciojjey.
13 cTpykType Mojiesia ce MOKe TPUMHUJeTHTH JIa BeJTUKU KBaIPUPAHU ITIOKOBU
JTO TPEHYTKA t JIOBOJIE JIO BEJIMKE YCJIOBHE JUCIEpP3nje MeHTPUPAHOT TPUHOCA,
y TpeHyTKY t. OmatTie 3aK/bydyjeMo Jla TOCTOju U Beha BjepoBaTHOha ma u
IIOK y TPeHyTKy t y3me Beliy Bpujennoct (mo mMoayny). OmHOCHO, y MOJeTy
ARCH mnocroju Beha BjepoBaTHOhA /1a BETUKe MOKOBE MPATE BEJIUKU MMTOKOBI
HErO MAaJIH.

Ocobune ARCH wmoznena

Kako 6ucmo cxsatuim ARCH wmozene, mpoyunfiemo gerasanje ARCH(1)
MOJIET:
a; = o0igr, 0 =g+ arag?

raje cy ag > 0, m ag > 0. OuekuBame of a; je 0,
E(ay) = E[E(a|Fi-1)] = Elo E(g)] = 0.
ucnepsuja a; ce MOKe IPeJACTABUTH HA cjedehn HAUYMH
Var(a;) = E(a?) = E[E(aZ|Fi-1)] = E(ag + ana? ) = ag + a1 E(a? ;).

Kako je a; cranmonapuu nponec Baxu E(a;) =0, Var(a) = Var(a;,—,) =
E(a?_)). Onatne ce nobuja aa je Var(a;) = ag + ayVar(a;—1), oaaocHo

11
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Var(a;) = 72—, Kaxo aucnepsuja a; Mopa OMTH HO3UTHBHA, MOpa JIa
Baxkn 0 < a3 < 1. OcuM Tora, MOHEKAJ, ce jaB/hba MOTPeba 3a MOCTOjarheM
BHUIIMX MOMEHATa a;, Ta Ce JaB/bajy JT0/aTHA OTPaHWYerma 3a . Ha mpum-
jep, Kajia mpoy4daBaMoO pell paciojjese, moTpedHo je 1a YeTBPTH MOMEHAT

Oyae koHadaH. [loj mpeTmnocTaBKOM HOPMAJIHOCTH 33 £; y 2.3 UMaMO
B(a}|Fi1) = 3(07)* = 3(ap + araf_y)*.

Opnarie ce goduja

E(a}) = E[E(a}|Fi-1)] = 3E((ap+ra? ))?) = 3E[ad +2apaa? | +aia} ).

Ako je n pyHKITHja 9€TBPTOT MOMEHTA, TTPOIECA d; KOHCTAHTHA, OTHOCHO 1M, =
E(a}), nmamo

a1

my = 3E[a? + 20001 Var(a,) + aimy] = 3a3(1 + ] ) + 3a2my.

OnmaBre 1o0MjaMoO jeTHAUUHY 33 My,

3ag(1+ o)
(1—a1)(1—3a3)

my =

Kako je 4eTBpTH MOMeEHAT TO3WTHUBAH, U3 MPETXO/HE jeTHATNHE yOodaBaMo
Ja iy MOpa 3aJ0B0JBATH ye10B 1 — 3a2 > 0, ognocno 0 < o < 1/3. Taza 3a
KOepHIjeHT CIL/BOIITEHOCTH BayKh
4 2 2 2
E(a}) 3ag(l+ aq) (1—ay) 1—af

— . = 3 3
Var(wPE  (1—o)d-322) 1—3a2

OmaBje BUIMMO JIa je pell paclojijese a; TexKH Hero KoJ HOPMAaJIHe PAaCIoj-
jene, ma caMMM THM BjepOBaTHHje je Ja ce IojaBe ayTJjajepu KOJ MIOKOBa
ARCH(1) mozena uero koz ['aycosor 6ujesor mryma. Oe ocobmne mHacaehyjy
u octaau ARCH momenn. Venos a; > 0 u3 jennaunse 2.3 ce MOXKe OCTA0UTH.
Ogo je ycsioB koju omoryhasa Ja ycjioBHa qucnepsuja o2 Oyjie HO3UTHBHA 32
cBako t. Ilpuponan wHauun na oBo mocruraemo je fa samumiemMo ARCH(m)
Mozesa Ha ciaegehyn Hayun

Ay = O, Ut2 = Qg + Afrn,t—IQAm,t—b (24)

raje je Amio1 = (a4—1...04—m)" 1 Q je m X m HeneraTusHo nedUHATHA Ma-
tpuna. ARCH(m) mozen y 2.3 3axTujeBa j1a oBa MaTpuia Oyie JijaroHaHa.

12
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Cnaboctu ARCH mogpena

1) Mogen npermnocTaBba Ja MO3UTHBHYA M HETATHBHU ITOKOBH UMajy jel-
HaK YTHIA] Ha BOJATUJIHOCT, 3aTO IIITO BOJTATUITHOCT 3aBUCH OJT KBaIpaTa
HPETXOJIHUX IIMOKOBA. ¥ IMPAKCH je MO3HATO Jia (PHHAHCHJCKE AKTHBE
pearyjy pa3jauduTo Ha IMO3UTHBHE U HETATHBHE ITOKOBE.

2) ARCH mogzen je pecrpuxTusan. Ha npumjep, of kog ARCH(1) mogena
Mopa 6utu y uaTepBaiy [0, %] YKOJIMKO YKEeJIUMO J1a CepHja UMa KOHAYAH
JeTBpTH MoMeHAT. Orpanudera ce jorr Buine KoMminkyjy 3a ARCH
MOJIe/Ie BUIITUX DPEIOBA.

3) ARCH wmomen He aje yBHJI Yy U3BOD BapujabUIHOCTH (DUHAHCH]CKUX
cepuja, Beh camo omoryhasajy olmcuBarbe IHOHAIIAba YCJOBHE JIHC-
mepauje. OBH MOIeJH HAM He Jajy y3pOoKe 300r KOjUX I0Ja3H| J0 TOT
MOHATITAHA.

4) ARCH wmopesnn decto npeBmjie BOJATUIHOCT jep CIOPO pearyjy Ha Be-
JINKE W30JI0BaHE MOKOBE.

N3rpaamwa ARCH mognena

Msrpaama Mojiesia cacToju ce U3 TPpU KOPaKa:

1) msrpasama Mogesa 3a cepuje npunoca (anp. ARMA) kako 6u ce of-
CTpaHWIa JUHeApHa 3aBUCHOCT M3 ITOJATaKa, a 3aTHM KOpUIIheme pe-
3uayasa moaena 3a Tectupame ARCH edekara;

2) onpebuBame pega ARCH monena,;

3) IIposjepa momena. Burie geramba he 6uTu 1aTO y HACTABKY.

Modenosarve edpexma cpedrve epujednocmu u mecmupatbe

ARMA wmogen ce KOpHUCTH Kako O YKJIOHHO CEPUjCKY KOPEAIujy y Io-
JanuMa. 3a BehnHY cepuja IPHHOCA aKTHBA, CBPXa OBOI KOPAaKa je yKJia-
akhe y30padke CpejuHe U3 IojaTaka YKOJUKO je OHa 3HadajHo Beha o 0,
Kao W 3a yKJamame CephujcKe Kopejanmje. 3a HEKe JTHEBHE cepuje, 100ap
je m AR wmomesnr. Pesumyamum ARMA wmopena 6u Tpebao ga Oyay HeKo-
peucaHd, ImTo ce MoxKe, ocuM Ha ocHoBy rpadmura ACF, mposjeputn u
Jbyur-Bokcosum Tecrom. OBaj TecT TecTupa, 3a HEKO 04adpaHo k, XUIOTE3y
Hy: py = py = ... = pr = 0 nporus ajnrepHaTuBe jIa HEKa ayTOKODPEIAIIN]a

13
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HUje jeqHaKa Hyau. OCHM HEKOPEJTNUCAHOCTH pe3ujyasa, Tpedaao 6u Ja moc-
TOJU KOPEeJHUCAHOCT y KBaJIpUPAHUM pe3ujyainma. JbyHr-Bokc Tect ce n
OBJjé MOKE KOPHUCTHTH TAKO IITO ¢ TECTUPA XHUIOTE3a 3a CepUjy a? - aKo
jeé UpHCYyTHa YCJIOBHA XEeTEPOCKEIACTUYHOCT, HYJITY XUIOTe3y Tpebajio Ou
omparmtu. Ocum Jbyur-BokcoBor Tecta mozxke ce KopucTuTu u TecT Jla-
rpaHzKoBOr MHOXKHOTA. (OBaj TecT je eKBUBAJEHTAaH F-TecTy 3a TecTHpame
a; =0, ¢=1,...,m Yy IuHeapHO] perpecuju

a?=oap+aal .. Fapal, te, t=m+1,..,T,
rjje je e; rpemka, m je ynaupujes ojapehen nosutusau nmjesn 6poj, a 1’ je
. - T 2_ —\2 P
obum ysopka. Heka je SSRy =), ., (ai —@)*, raje je w y3opauka cpeuna
on a?, u SSR, = EthmH €, TIje Cy €; Pe3suayaan JUHeapHe perpecuje o
MaJgonpuje. Tajga umamo

5 _ (SSRy— SSRy)/m
~ SSR, /(T —2m —1)’

KOje aCHMITOTCKH HMa X2 pacIofjely ca m CTeleHH cJ006oe HOJ HyJITOM
XHTOTE30M.

Odpehusare peda modena

Ako je BpujennocT F' crarmcTruke 3HaYajHA OHIA je OTKPHBEHA yCJIOBHA Xe-
TEPOCKEJACTUIHOCT KOJT CepHje TIeHTPUPAHUX TPUHOCA, U KOPUCTUMO rpauk
y3opadke mapiujaine ayrokosapujanuone dyuknuje (PACF) ma oapeaumo
pea ARCH mogmena. Kopumrheme PACF 3a onpeluBame pena momesra objarr-
masaMo Ha caenehn maunn. Kako je of = E(a?|F;_1) iMaMo 1a Baxku

2
t—m-

E(af|}}_1) =ap+ ...+ oqaffl + ...ona

Ha ocnoBy oBor, nma cmuciaa omujenntn pex ARCH momena kao pen AR
Mojiesia cepuje a?.
Hedunnmumo n; = a? — 2. MoxKe ce OKa3aTH 114 je 1); HEKOPEJUCAHA CEPHja

ca cpeamoM Bpujegaonthy 0. ARCH momen taga 3anucyjemo

2 2 2

a; = o+ 01a¢—1" + ... + Oy, + N,y

mro je o6k AR(m) momena 3a af, ocum 1ITo 7, HEje HUS j -
P T HH] jenaxo pacnoan

jeswennx cayuajunx BesmanHa. PACFE je kopucan amar 3a onxpehusame pena

m.

Ougervusarve napamemapa

JBuje dpyHKIUje MaKCUMaJIHe BjepOJOCTOJHOCTH ce Hajuenihe KOpUcTe 3a Oll-
jemuBame mapamerapa ARCH mogena. Ilox mpermocraBkoM HOPMaHOCTH,

14
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dbyuknuja makcumasae Bjepogocrojuocty ARCH(m) mozera je

flai,...;ar|a) = f(aT’FTfl)f(anl’JT_.T72)-~-f(am+1’er)f(ala ey A | V)

2
{ ag} X flay, ..., am|a),
o

- tzl;[Jrl \/ 27T0t

raje je a = (ap, a1, ..., @) 1 f(aq, ..., ap|a) GyHKIHjA TyCTHHE 3ajeHIYKe
pacrojjese 3a ay, ..., a,. Kako je sanuc dbyukuuje f(ay, ..., a,|a) KoMIImKo-
BaH, YIJIABHOM Ce OHA M30CTaB/ba W3 (PYHKIIHje MaKCHMATHE BjepOIOCTO-
JHOCTH, HAPOUHUTO aKO je y30pakK Bemuku. Tako ce modmja ycaoBHA (DYyHKIIH]a
MAaKCHAMaJTHE BJEPOAOCTOJHOCTH

T
1 —a?

f(am+17"-7aT‘0570J17"-7am> = H €xp 2|

\/2mo? 20}
t=m-+1 t
rjje ce o7 pauyHa pekypsuno. Makcumusupame oBe (pyHKIHU]e je eKBUBa-
JIGHTO MaKCUMU3UPAIbY IHEHOT JIOrapuT™Ma, ca KOJUM je Jjakiine pajgutu. Jlor-
apuTam nperxojne (pynkmuje je

S| 1 1 a?
Hamyry -y ar|a, ay, ...y ap) = Z —5111(2#) - 5111(0?) — 50—';
t=m+1 t

Kaxko In(27) we ykibydyje HHKaKBe mapamerpe, pobeM ce CBOJAM Ha MakK-
cuMu3upame PyHKIHje

rjije ce 02 padyHa peKyp3UBHO.

Y HeKHM cJIydajeBHMa je MOTOJHUja MPeTHOCTaBKa Jla £; MMa CTaHIAP/IU30-
Bany CryaenTtoBy t-pactnomjeny. Heka x, mma CryaenTtoBy t-pacrnomgjery ca
v crenenu caobome. Tana je Var(zr,) =v/(v—2),3a v > 2, 1 MH KOPHCTAMO

ey = x,/\/v/(v —2). Oyuknuja rycrune pacuojjee 3a &

T 1)/2 2 —(v+1)/2
fe) = o S (1 S) T v
L(v/2)y/(v —2)m v—2
raje je I'(x) rama dynkumja (D(z) = [T y" ‘e vdy). Kopumfiemem jeu-

HAKOCTU A; = 0yE;, YCJIOBHA (PYHKIHMja MaKCHMaJIHE BjepPOIOCTOJHOCTHU J10-
ouja, 3a v > 2 ciaegehun obyimk

T

I'((v+1)/2) 1 a—f —(v+1)/2
tzl;[H L(v/2)\/(v —2)7 ot (1 + (v — 2)03) :

flamst, oy ar|a,ag, ... am) =
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Bpoj crenenn ciaobone CTymeHTOBe t-pacrnopjese ce MO¥Ke YHAIPHUje 3a1aTh
WIN ce W Taj mapaMeTap MOKe OIUJeHUTH 3ajeTHO ca OCTAJUMa. Y KOJIUKO je
Opoj cremenn ca0001e YHAIpUjed 3a0aT, OHJA JOTapUTaM yCI0BHE (DYHKIH]je
MaKCcUMaJjHe BpujeaHocTu uma ciaegehu obimk

Lo v+1 a? 1
Hama, -y ar|a, ag, ..., ay) = — Z [ 5 In (1 + (—t> + 5111(03)] :

2
v—2)o
t=m+1 ) t

YKOJINKO YKeJINMO HCTOBPEMEHO JIa OIMjeHNMO 1 MapamMerap v, OHJa Jorapu-
TaM yCJIOBHe (pYHKIIHje MaKCUMaJIHe BPUjeTHOCTH UMa OOJUK

Hamat, - ar|a,ar, ..., am,v) = (T —m)[In(C((v +1)/2)) — In(T'(v/2))
—0.5In((v — 2)m)] + ams1, - ar|a, ay, ..., ay,).

IIposjepa modena

Kox ARCH wmomena, crangapin30BaHn TMTOKOBH
ag
Ay — —
Ot
cy He3aBHUCHE W jeTHAKO pacHojuje/beHe caydajHe BeJTUuInHe Koje mMajy HOp-
MasTHy wim crapgapan3oBany CrygentoBy t-pacnogjesry. To 3Haum ja ce
ARCH wmomen moxke mposjepuru ucnutusatmem cepuje {d;}. Jbynr-Bokcos
TECT 33 HEKOPEJHCAHOCT (; CE MOYKe KOPHCTUTH 3a TPOBjepPy KOPEKTHOCTH
MoJie1a jeITHAYNHE CPelfbe BPUjeTHCOTH, JIOK ce UCTUM TeCTOM ITPOBjepaBa
HEKOPeJINCAHOCT (42, TUMe ce HOKa3yje KOPEKTHOCT MOJesa BOJATHIHOCTH.
3a TecTupame IPeTHoCTaB/bemhe paciojese yecto ce kopuctu Q-Q rpadux.

IIpedsubarve

[Ipensuhama ce kogq ARCH monenra padyHajy peKyp3uBHO, Ka0 IIITO je CayUaj
u Koj, ayroperpecusaux mogena. Ilocmarpajmo ARCH(m) monen. Ako ce
HAJTA3UMO y TPEHYTKY h, OHza je npeasubame o7 41 34 JelaH KOPaK yHaIpujes
JIATO jeTHAYUHOM

or(1) = ap + a1a; + ... + u@iiq_ -
[Ipeapubame 3a 2 Kopaka yHalpujes, je
07(2) = ap + a1or(1) + aai + ... + amaiH_m,

a mpeaBuhame O‘,2L+l 3a [ Kopaka yHampujesn, je
or(l) = ag + Z o (l — 1), (2.5)
i=1
raje je oy (l — i) = oj4,_;, axo je L — i < 0.
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Cnuka 2.2: Jlor npuaocu u nentpupanu npunocu cepuje NASDAQ

IMpumjep 1. Hocmampajmo cepujy Mmjeceunur L02 NpuHoca akuyuja bepse
NASDAQ y nepuody od debpyapa 1971. 200une do mapma 2018. 20dune.
Jlobuja ce da je jednauuna cpedmwe epujednocmu 3a 08y cepujy obauka MA(1).
Ha cauvyu 2.2 sudumo epadure cepuja ao2 npuHoca U UeHMPUPAHUT NPUHOCA.
Behi cmo objachunu xaxo nocmoju ARCH efexam y cepuju yeHmpuparux
npuHoOCA jep He nocmoju Kopeaauuja usmehy pesaudyana, a nocmoju mehy
rwuzosum keadpamuma (6. cauxy 2.1). Ioxywahemo da cepujy uenmpu-
parux npuroca yraonumo y ARCH modea. Ca epagura 3a PACF xeadpu-
paruz peaudyara (dome 0ecHo) Youasamo npee mpu 3HAUAJHE NAPUUJAAHE GY-
mokopeaayuje. Ilpemnocmasuhemo da je ped ARCH modeaa 3. Kaxo 6ucmo
ykaonuau MA(1)-ARCH(3) moden kopucmumo naxem rugarch npoepamcroz
jesura R. Jedua od npednocmu 0602 nakema je wimo nocmoju MHOULME0
CMAMUCMUKA KojJe ce PavyHajy U ucnucyjy 3a ceaku modea. Ha cauuyu 2.3 je
dam ucnuc ceux cmamucmura MA(1)-ARCH(3) modeaa ca unosayujama
Koje cy HOpMaano pacnodujemene, 0ok he y ocmasum npumjepuma OGumu
dame camo najeasicnuje cmamucmuxe. Jednavwuna ooz modena je

ry =0.009095 + a; + 0.165397a;_,
A =0¢&E¢
o? =0.001662 + 0.183458a;_; + 0.249302a;_, + 0.145655a; _,.
Kao mjepa xeaarumema modena, xopucmu ce Akaike ungopmavuoru xpu-
mepujym AIC. Bpujednocmu AIC ce pawynajy no gopmyasu AIC = 2k —

1n(ﬁ), 2dje ce k odnocu na 6poj napamemapa MoO0eAl KOJU OUJErLYIEMO, @ L
epujednocm pynryuje marcumanrte sjepodocmojrocmu, na je yun da AIC
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byde wmo marou. He nocmoju epanuya xoje epujednocmu AIC cy dosowro
mane, AIC ce Kopucmu camo 3a nopelierve suwe mModeaa y nompadu 3a Ha-
joowum. AIC spujednocm ooz modeaa je -2.9063. Taxobe, youwasamo u da
cy pe3udyanrt, HEKOPEAUCAHY WMo Modicemo nomepdumu u mecmom Jbywe-
Boxca 3a aae 10. p-spujednocmu ooz mecma xoje ce dobujajy 3a peaudyane
u Keadpupare pesudyane cy 0.9619 u 0.9364 pecnexkmuero, na 3aKmY4Y-
jemo da cy pe3udyant, nexkopesucaru u 06 cy modeau cpedive epujedHocmu U
soaamuarocmu dobpu. Ocmano je jow da nposjepumo pacnodjesy cmandapo-
usosanux peaudyana d;. Ilpmarwem Q-Q epadura (cauxa 2.4) yowasamo da je
pacnodjena cmandapdusosanur peaudyana baucka Hopmarnoj. Oso nomep-
hyjemo u Iupconosum x> mecmom, adanmuparum 3a MeCuUparbe CAOHCEHE
HYAME TUNOMEZE 0 HOPMAAHOCTU, “uja je p-epujednocm 0.07. Y cayuajy
modena kod Koz unosayuje umajy Cmydenmosy t-pacnodjeay ca 7 cmenenu
ca0600e dobujajy ce mano bowe cmamucmuke (AIC=-2.9709) u maxobhe nexo-
peaucany peaudyaiu, aAu 3602 Heanammoz noboswara u eehe Komnaek-
cHOCU, 3a0PAHCABAMO NPEU MOJEN.

2.4 Moneana GARCH

Naxko je ARCH mozen jeqrocraBaH, 00MYHO 3aXTHjeBa MHOIO TIapaMeTapa 3a
OIMCHBabe BOJUTHJIHOCTH TPHHOCA akTuBe. 360r Tora je Bosbepces (1986)
[8] mpencraBuo kopuchy Haarpammy ARCH momena, koja je mosnara Kao
rerepannzoBann ARCH mozen mmn GARCH momen. 3a Jsor mpunoce 1y,
[PETIOCTAB/HAMO 1A C€ JeIHAYNHA CPEJIFhe BPUjeTHOCTH MOZKE Ha 1eKBAaTaH
naunn onmcatu ARMA mogenom. Heka je a; = ry — iy meHTpUpaHU IIPUHOC.
Tana a; uma o6muk GARCH(m,s) ako BaxKu

m s
2 2 2
Ay = 0y, Oy = O + g iy, + E 6j0-t7j7 (26)
i=1 j=1

r7je je €; HU3 HE3aBUCHUX U JeTHAKO PACIONje/beHUX CIYyUYajHUX BeJMInHA
ca cpeamoM spujennomhy 0 u aucnepsujom 1, o > 0,04 > 0,8; > 0 n
Z?:f(m’s)(ai + ;) < 1. Oaje ce cmarpa ga je a; = 0,327 >mu 3; =0, 3a
J > s. 36or orpanmuema 3a «; + [3; JUCHEp3Uja a; je KOHAYHa, JOK YCIOBHA
JIICTIep3Uja eBOJIyHpa TOKOM BpeMeHa. Kao u paHuje, MpeTrnocTaB/baMo J1a £y
uMa HOPMAJIHY WK cTamgapau3oBany CTyIeHTOBY t-pacrojeny. YKOJIUKO
y jennauwmnn 2.6 nocrasumo na je s = 0, gobuja ce ARCH(m) momes.

Ha oucmo cxsarusm ocoonne GARCH mozena, 106po je mocMmarparu

cienehy penpesenrtamujy mogesna. Heka je 1, = a? — 07, oJakje Baxu

0? = a? — n;. Tocrasmamem o2, = a? ;, — (i = 0,...,5), GARCH mozen
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ce MO2Ke 3alluCcaTHu Kao

max(m,s) s
ad=ag+ Y (+PB)al+m+ > By (2.7)
i=1 Jj=1

Jlako ce mpoBjepaBa fa je 7, mpoIec pa3anka MapTUHTAJA. 33 TO Cy HCIY-
HBEHU yCJIOBU

Eln:| < o0
E(n|Fir) = E(a; — 07| Fi-1)
=0l — 07 =0.

Y omnmireMm cJydajy 7 HAje HU3 He3aBUCHUX U jeJIHAKO PACIIONI]e/beHUX CITyda-

JHEX BeJnumHa. JemHaumna 2.7 mma obauk ARMA mozmera 3a af. Kopumi-

hemewm cpeame Bpujeanocty ARMA momena nmamo
Qo

1— et (q; + B;)

IJje je IPeTXOJHUM OrpaHuvebuMa 00e30mjeheHo ja je MMeHUall MO3UTH-
BaH.

E(af)

[peanocru n mane GARCH moge/ia Mory ce younTu LOCMaTpamheM Hajjel-
nocrasaujer mojgena, GARCH(1,1), uuja je jennaunua

of = ap+ara;_y + Bioq, 0<ay, B <1, (a+B) <L (2.8)

Ojasie youaBaMmo Ja je BeJMKO a? , yrjaBHoM IpaheHo BeJuKuM a2, mTo
JIOBOJIA JI0 TPYTIHUCAa BOJATHIIHOCTHU, IITO jé TMO3HATO CBOJCTBO (buHAHCH-
jekux BpemeHckux cepuja. Takobe, ykomuko Baxu 1 — 202 — (g + £1)% > 0,
OHJIA BayKH
Eap) _ 3[1—(a1+ )’
[E@@)]? 1= (a1 +51)? - 20
YouaBamo ga je camuno kKao u kKom ARCH wmomena, pem pacmomjere
GARCH(1,1) mozmena Texku o1 pemna KoJ HopMasHe pacnopjesre. OBaj Moje
PEeJICTaB/ba jeIHOCTABHY TapaMeTapcky (PYHKIH]Y KOja ce KOPUCTH 33 OIH-
CUBAIbE BOJIATHIHOCTH.
[Ipenpuhame GARCH wmogena Bpiiu ce Ha CAMYaH HAYWMH KAO U KOI
ARMA wmogena. [locmarpajmo GARCH(1,1) Momen u mpeTmocTaBuMo ja
ce Hasaa3uMo y TpenyTky h. Ilpeasubame 3a 1 Kopak yHaupujes je

> 3.

2 2 2
Opt1 = Qp +C¥1(Lh+B10—h

19
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rije ¢y a, u op nosHatu y tpenyrky h. Omarie, nupemsubame 3a 1 Kopak
VHaIpHje je 1aTo je THAINHOM

02(1) = o+ 0610421 + 510'2.

3a mpenBuhame Bulle KOpaka YHATIPUjeI, KOPUCTAMO a7 = O2€7 U 3AIACYjeMO
jesmnaguny 2.8 na ciaegehu nayun

Ut2+1 = Qg + (Oél —+ 51>0't2 + ()410'?(8? — ].)

Bat = h+ 1, jennaunna mocraje

O-f2L+2 =ap+ (g + B1)0I21+1 + alaiﬂ(giﬂ —1).

Kako je E(ej_, —1|F,) = 0, npeasubjarme 3a 2 Kopaka yHAIPUje ¥ TPEHYTKY
h 3anucyjemMo jeJiHaunHOM

0']21(2) = ap + (061 + 61)0’%(1)
Y orminreM cIydajy BazKu
or(l) = ag+ (g + B)or(h—1), 1>1. (2.9)

Kopurrhemem nperxo/iae jeiHavnHe, 1001jaMo Ja je mpejapubhame 3a [ Kopaka
yHaIIpHje/T

[l = (a4 B)"Y

or(l) = p—) + (a1 + B) T reR(1).
Omnatiie caujenu,
Ji(l) — *ﬁ—ﬂl’ 3a [ — o0,

non yeiaoBoMm ga «p + fy < 1. Ilpensubame Bonarmmnoctn GARCH(1,1)
MOJIeJIa 3a BUIIE KOPaKa yHAIIPHjeJ KOHBEPTUPA IUCIEP3U]H dy IO YCJIOBOM
ja Var(ag) nocroju.

IIpumjep 2. Ilocmampajmo cepujy mjecenunur aoe npunoce undexca SEP
500 00 janyapa 1950. 200une do mapma 2018. 20dune. Osy cepujy hemo noc-
mampamu 36 suwe munosa modeas GARCH wmo he wam cayoscumu 3a rwu-
xoso nopeherve. Ilpouec odpehusarva peda u napamemapa Mooeia je cAUuNGH
npemzodrom npumjepy. Kopuwheroem dynruuje auto.arima usd naxema fore-
cast dobugeno je da je odzosapajyfiu modes cpedrve epujednocmu ARMA(S,2).
Pesudyanru osoz modena ne noxa3yjy anavajne aymoxopeaayuje. Ha cauyu
2.5 ca 2pagura aymoxopesayuja ACF pesudyana a?, mooice ce youumu da
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NOCMOJU jaKa AUHEAPHA 3A6UCHOCTN, Na NOCMOJU NOMPeda 34 MOJENOBATEM
sonamuarocmu. Haxon ucnpobasarea suwe modesa, 00AYUUI CMO CE 30
modea ARMA(8,2)-GARCH(1,1). Ouujerwena pacnodjesa pesudyana je Cmy-
denmosa t-pacnodjesa ca 8 cmenenu caobode. Jednauurna modeaa je

r, =0.008135 + 1.023806r,_; — 0.8882537;_5 + 0.035346r_5+
+ a; — 1.038246a,_1 + 0.867294a,_,

Ay =04

o2 =0.000119 + 0.118470a2_, + 0.81418607 ;.

AIC o602 modena je -3.637/, a dynkuuja marxcumanrne 8jepodocmojHocmu
1499.506. Jbymne-Bokxcosum mecmom je nomepheno da He nocmoju KosuH-
EAPHOCT, Y CEPUIU CMAHOGPIUZ08AHUT PE3UIYAAG U KEAIPUPAHULT CMAHAAPOU-
sosanuz peaudyasa GARCH(1,1) modeaa (p-epujednocmu cy 0.6332 u 0.834/
pecnexmueho), dox ce ca Q-Q epadura yowasa da cmandapdusosanu pesudy-
aAu umajy pacnodjesy npubsuscry cmardapdusosaro] Cmydenmosoj t-pacnod-
jeau ca 8 cmenenu cA0600e.
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weighted Ljung-Box Test on Standardized Squared Residuals

statistic p-value

Conditional wvariance Dynamics
GARCH Model 1 SGARCH(3,0)
Mean Model : ARFIMA(O,0,1)
Distribution : norm

optimal Parameters

Estimate sStd. Error t value pPr=|t])

mu 0.009095 0.002765 3.2898 0.001003
mal 0.165397 0.047142 3.5085 0.000451
omega 0.001662 0.000222 7.4914 0.000000
alphal 0.183458 0.075710 2.4232 0.015386
alphaz 0.249302 0.096803 2.5754 0.010013
alpha3 0.145655 0.056436 2.5809 0.009854

Robust Standard Errors:
Estimate std. Error t value Pr=|t])

mu 0.009095 0.003476 2.6167 0.008879
mal 0.165397 0.050071 3.3032 0.000956
omega 0.001662 0.000412 4.,0362 0.000054
alphal 0.183458 0.091703 2.0006 0.045439
alphaz 0.249302 0.131734 1.8925 0.058429
alpha3 0.145655 0.069644 2.0914 0.036490

LogLikelihood : 827.0278

Information Criteria

akaike -2.9063
Bayes -2.8602
shibata -2.9065

Hannan-Quinn -2. 8883

weighted Ljung-Box Test on Standardized residuals
statistic p-value

Lag[1] 0.08197 0.77486

Lag[2® (p+g)+(p+gl-1]1[2] 0.10212 0.9999

Lag[4®(p+q)+(p+q)-11[5] 0.65498 0.9849

d.o.f=1

HO : No serial correlation

Lag[1] 0.1365 0.7118
Lag[2*(p+q)+{p+q)-1]1[8] 0.9043 0.9802
Lag[4*(p+q)+(p+q)-1]1[14] 2.4200 0.9806
d.o.f=3

weighted ARCH LM Tests

Statistic Shape Scale P-value
ARCH Lag[4] 0.00904 0.500 2.000 0.9243
ARCH Lag[6] 0.16798 1.461 1.711 0.9754
ARCH Lag[8] 0.20848 2.368 1.583 0.9974

Nyblom stability test

Joint Statistic: 1.4049

Individual statistics:

mu 0.13825

mal 0.46660
omega 0.25570
alphal 0.08631
alphaz 0.08547
alpha3 0.13061

Asymptotic Critical values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.49 1.68 2.12
Individual statistic: 0.35 0.47 0.75

Sign Bias Test

t-value prob sig
Sign Bias 2.36407 0.018416 =%
Negative Sign Bias 0.16243 0.871029
Positive Sign Bias 0.05444 0.956601
Joint Effect 12.01483 0.007333 ##*

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:

group statistic p-value(g-1)

1 20 29.02 0.065707
2 30 35.27 0.195954
3 40 53.41 0.061965
4 50 82.52 0.001931

Cmmka 2.3: Ucmme craructuka mogena MA(1)-ARCH(3) kopumrhemewm

nakera rugarch
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MA(1)-ARCH(3) Reziduali NASDAQ

Sample Quantiles
2

Theoretical Quantiles

Cauka 2.4:  Q-Q rpadwuk crammapanzoBannx pesmayana momaeaa MA(1)-
ARCH(3)
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Cauka 2.5: Jlor npunoc S&P 500, ACF kBaapupaHux pe3mayaja MOIEa
jennaumne cpeame Bpujeqroctr u Q-Q rpaduk cTaHIAPAN30BAHUX PE3UIY-
ana
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Iloriaasipe 3

Yoamretha GARCH monesia

3.1 Exkcnouennumjaasau GARCH monen

Kaxo 6u ce npesazumie caabocru GARCH mozena, Hescon (1991) [9] yBoau
ekcrionennujatan GARCH (EGARCH) mozesn. Osaj momen omoryhasa acu-
MeTpUYHE YTHUIAje MO3UTUBHAX ¥ HEFATUBHUX IPHUHOCA AKTUBA U TO KOPHII-
HemeM moHepucaHuX HHOBAIH]A

g(er) = bz +7[led] = E(lee])], (3.1)

raje cy 6 u v peanne xoucrancre. U g, u |ey| — E(|ey]) ¢y Hr30Bu He3aBHCHEX
7 jeTHAKO PacHoije/heHUX BeJNYWHA ca OdeKnBameM y () U HempeKuIHOM
pacogjesom. Ogariae umamo 1a je Elg(e;)] = 0. Acumerpuja g(e;) ce Moxe
00/be BHjeTH PACIUCUBAIHLEM HPETXOIHE jeTHAUHHE

gy = L TN =B (=), e =0
(0 —v)ee — vE(|ed]), g, < 0.

AKo &, UMa craHzapaHy HOPMAJHY pactojjeny, ouna je E(|e]) = /2/m. 3a
crangapany CryJeHToBy t-paciiojesty uMmamo
2vr —=2I'((v + 1)/2)

(v—1I(v/2)y/7

EGARCH(p,q) Mozen ce MOXKe 3aliCATH jeTHATHHOM

E(led) =

14+ B+ ...+ 3,B7

=06, In(o?) = £i-1), 3.2

ay = O€y n(o}) a0+1—alB—...—ameg(t1) (3.2)

rjje je g KOHCTaHTa, a B oueparop Kalimbema Takas ja Baxu B(g(e,)) =
g(ei—1). Hyne nommuoma 1+ 1B+ ...+ 5B u 1 — B — ... — o, B? ¢y
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BaH jeJIMHUYHOr Kpyra (BPUjeHOCTH HyJa MOJUHOMA Cy O MOjy/ty Belie o
1). Jegnauuna 3.2 xopuctu yobuuajeny ARMA mapamerpusanujy na onuiie
eBOJIYIIN]Y YCJIOBHE NUCIEP3Uje O a;. 300T OBAaKBe MapaMeTpHu3alije Heke
ocoomae EGARCH wmonmena ce mory mo0nMTH Ha CAMYaH HAYHH KAO M KOJ
GARCH wognena. Ha npumjep, obuuno ouekusame In(o?) je ap. Mnak, osa
JIBa Mojiesia ce pa3naukyjy Ha puime HadmHa. [IpBo, EGARCH kopuctu Jjor-
APUTMOBAHY YCJOBHY JHCIEP3Hjy KAKO OM CMAIbHO OrpaHuYerba 3a Koedu-
mujenTe mogena. pyro, kopumtheme g(g;) omoryhasa ma MoJen pa3amanTo
pearyje Ha IIO3UTUBHE U HETATHBHE IIIOKOBE U3 mporioctu. Kako bucmo 60/be

pasymjenn EGARCH momen, mocmarpahemo HajjesHOCTaABHE]U THIT OBOT MOJI-
ena FGARCH(1,0)

a; = oy, (1 —aB)In(o?) = (1 —a)ag + glei_1), (3.3)

IJje Cy £; He3aBUCHE U JeJTHAKO PAaCIo/ifje/beHe CaydajHe BeJUUnHe KOje UMajy
HOPMAJIHY PAaCIO/jesly U UHJEKC 38 (v je M30CTaB/heH. Y OBOM CJIy4ajy BayKh

E(|e/]) = v/2/7, ma mozmen 3a In(o?) mocraje

a + (0 +v)er-n, g1 2> 0,
a,+ (0 —y)er, g1 <0,

(1—aB)In(o}) = {

raje je o, = (1 — a)ag — /2/my. Oparie ce gobuja

exp[(0 + v) =], a;_1 >0,
7} = oiteap(a) o

at—1

exp|[(0 —7) \/KL

Koedunujentu (6 + ) u (6 — ) nokasyjy acumerpudas yTUIA] TO3UTHBHEX
U HeraTuBHHUX a; 1. OBaj Mojen je menmneapan 3a v # 0. 3a EGARCH
MoJieJie BUINET pejia, 0Ba HEJUHEAPHOCT TOCTaje joIl KOMIJIEKCHH]A.

a1 < 0.

Teopema 3.1. Cramuonapaocr EGARCH(p,q) monesna
IIpemnocmasumo da g(g;) Huje CKOPo cuypho JeOHAKO HYAU U Ja NOAUHOMU
az) =1=3" ;2" uB(z) =1+ D7, 52" nemajy sajednuukuzs nyaa, npu
wemy [(z) wuje udenmuuru jednaxo wyau. Tada je npouec EGARCH(p,q)
cmpozo cmavuonapan u eaxcu da E(Ina?)? < oo xada 200 je E(lne?)? < oo
u E(g(g4))? < 0o. Axo dodammno eadicu

TTEexp (e < o,

=1
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HIOI'JIAB/bE 3 3.1. EKCIHOHEHIIUJAJIHU GARCH MOJFEJI

edje je N; dedpurucano ca B(B)/a(B) = Y o0, \iB', mada je a; Oujeau wym
ca QUCnep3ujom

B(a) = B(o?) = e [[ 0.0

edje je g-(N\;) = Eexp|\ig(ey)|.

Ckuna gokasa

Nmamo aa Baxku Ina? = Ino? + Ing?. Kaxko je Ino? pjememe ARMA (p,q-
1) momesa ca AR moJmHOMOM v, IPETIOCTaBKe KOje MOCTOje 3a TMOJHHOME
@, 3 cy HeollxojHe H JIOBOJbHE JIa e Ha jeJMHCTBeH HauMH U3pasu Ino? Kao
MOKPETHH MPOCjeK DECKOHATHOT Peia

Ino? = ag + Z Aig(ei—), c.c.

=1

Ounasje caujean jga cy uusosu (Ino?) u (Ina?) crporo craunonapuu. (Ino?)
je ciabo cranuonapa, u 10j npernocTaskom fa Baxu FE(Ine?)? < oo, ciabo
crarmonapan je u au3 (Ina?). Kopumhemem nperxomnor mobuja ce

o0
2 _ 2.2 _a 2
a; =oje; =€ H)\ig(at,i)ét, c.c. (3.4)
i=1
Kopuuihemem anmennre 1a ¢y ¢(g;) He3aBUCHE W jeJHAKO DACIOINje/berbe
BesMumHe J00Hjajy ce ouekuBaHu pesysitaru 3a F(a?).

Teopema 3.2. (Momentu EGARCH(p,q) Mozena) Heka je m nosu-
muean yujeau 6poj. Ako easice Ycao8u NPEMITOONE MEOPEME U AKO GAIICU
pom = E(e7™) < 0o, [lio, Eexp{mXig(e;)} < oo, nocmoju m—mu mome-
nam npoueca {a?} woju je dam jednanurom

E(a™) = prome™ [ ] g:(mNo).
=1

Jlokaz
Jloka3 TUPEKTHO CJIMje/IM U3 MPeTXOTHE TeopeMe.

Ayrokopesanuje {a;} ce sako gobujajy uz 3.4. Iox npernocraBkoMm Ja
mocToje MomeHnTu, 3a h > 0, Baxkn
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h—1

E(aja; ;) = Ee™ ] exp{hig(ei—i)}eier s exp{ing(ei—n)}

=1

X H exp{Ai + Ai—ng(e—i)}

i=h+1

= e H ga(Az‘)E(gtg—h exp{Ang(ei—n)} H ge(Ni + Nizp),

i=h+1

npu yemy je npBu npoussoj 0 ako je h = 1. 3a h > 0 mobujamo
Covla,af,) = ¢* [Hgs B(e2,) exp{Mng (e n)}

-0y,

IIpedsubare

Kopucrumo EGARCH (1,0) momen ga nokaxkemo npegasubhambe EGARCH
MOJIeJ1a 3a BUIIIE KOpaKa yHAIPHjel, IPU 9eMy IPETIIOCTaB/haMoO JIa Cy apaMeTpu
MOJIe/1a TO3HATH ¥ JTa HHOBAIMja MMa CTAHIAPAHY HOPMAJHY pacmojjenry. 3a
TaKaB MOJIE HMaMO

In(o7) = (1 — ar)ag + a1 In(oy_) + g(er1),

g(ei-1) = Oer-1 + Y(leroa| — V/2/7).

O,ZLHOCHO7 OBO MOZKEMO 3allUCaTH KaoO

of = 0% exp|(1 — an)aol exp [g(er-1);

g(er-1) = b1+ Y(lera| — V/2/7).

Heka je h TpenyTak y KOM KeJTUMO J1a IIPEJIBUANMO jeJlaH KOPaK yHAIIPHje/T.
Tana umamo
o1 = 03t expl(1 — an)a] explg(en)],
r7ije je cBe Ha jecHO] crpanu Beh mosnarto. Omatnie je npeasuhame 3a jenan
Kopak ymwanpujes y tpenytky h, 0(1) = oj,,. Ba 2 Kopaka yHanpujes
J1I0O6HMjaMo
Ty = 0y exp[(1 — ar)ag] explg(ensa)]-

AKO y3MeMO yCJIOBHO OYEKHBAE Y TPEHYTKY h, HMaMO
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6}%(2) = 6}%111(1) exp[(1 — o) o] Epexplg(ens1)],

raje ce Ej omHocH Ha YCJIOBHO OYeKHBambe y TpeHyTKY h. [IpeTxomaHo oveku-
Bamhe padyHaMo Ha cjejehn HaYuH:

E{exply(e)]} = / " explte + (] — V)] f(e)de
= exp(—yv/2/7) [/000 e(eﬂ)g\/%

0

1 2

+/ e@—e__—_ - /ng]
oo V2T

= exp(—1V/2/m) [ PD(0 1) + e Py - 0)].

e~ /2de

raje ¢y f(e) u ®(e) dynkuuja rycrune u dbyHKIHjA PACIOIjesie CTAHIAPA/THE
HOpPMaJIHe pacmoajese, pecieKTupHo. OmaBie ce moduja Ja je mpeaBuharbe
3a 2 KOpaKa yHalpujes

52(2) = 627, (1) exp [(1 —a)ag — v Q/W]

X TR0 1 ) + 02 (y — ).

[loraBpameM TPeTXOTHE jaJHAYNHE J00MjaMO peKyp3uBHY (GopMyay 3a j
KOpaKa yHampujes

5207) = 635G — D exp [ (1= ar)ao —1v/2/7]

X 6(9+v)2/2q)(9 +9) + 6(9—7)2/2(1)(7 _ g)} )

ITpumjep 3. IHocmampajyhu epadure us Hpumjepa 2, 3a ovexusamu je 6un0
da EGARCH wmoden da dobpe pesyamame. Mebymum, ucnocmasuio ce da
je najoonu moden 3a jednauuny eoramusnocmu EGARCH(3,3) ca nopmanro
pacnodujeserum unosauujaMa, Koju je mHozo caoncenuju 00 GARCH(1,1)
MODENG, GAU CIMAMUCTNUKE HUCY UMane MHO20 bomwe epujednocmu. AIC osoe
modesa je -3.6684, Pynryuja makcumanne ejepodocmojnocmu 1518.207, a
p-epujednocmu Jbyne-Bokcosoe mecm 3a HEKOPEAUCAHOCT PE3UIYAAL U HU-
rosux keadpama ca aazom 10 cy 0.538 u 0.7165 pecnexmusno.
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3.2 GARCH wmoges ca mparoBuMa

[Tpuposan HauuH 3a yBohere acuMerpuje je jepuHUCAke YCJIOBHE JIUCIIep3-
nje Kao PyHKIKje O/ MO3UTUBHUX U HETaTUBHUX JIJEJI0BA MEHTPUPAHUX IIPH-
Hoca u3 mporioctu. O3HAYNMO ca

af = maz(ay,0), a; =min(a0),

v npuMujerumo na je a; = a; +a; . GARCH mozen ca nparosuma (Treshold
GARCH-TGARCH) yBojuu edexar npara y BOJATUIHOCT.

Hedbunnumja 3.2.1. Hexa je (g4) Hu3 wesasucHur u jednako pacnoduje-
MHEHUT CAYHAJHUT seauvuna makae da je E(ey) = 0 u Var(e) = 1. 3a (ay)
kaotcemo da je TGARCH npouec axo 3600806064 jedHGMURY 00 UK

Ay = 0&y

q p
_ + -
Or = Qo + E (qviqa;; — O‘l}—a’tfi) + § Bioi—j,
i=1

j=1
edje cy o, i —, 4, 35 peaaru bpojesu.
YKOJIUKO BazKe YCJIOBU
a >0, a,->0, a4+>0 p; >0, (3.5)

0¢ je yBHjeK CTPOr0o MO3UTHUBHO W TIPEJCTaB/ha YCJIOBHY CTAH/IAPIHY JI€BH-
jamujy a;. 30or Koedunujenara o, _ U «; 4 BOJATUIHOCT 3aBUCH U O] MOJ-
yJIa M OJf 3HaKa mpuHoca w3 mporuioctu. OBaj momen je duiekcubmian u
MOKe J1a IIpUKazke pazjaum4ure acumerpuje. Tpeda nmpumujerutn ga ce 3a
a - =04 =0 (i=1,2,..,¢q) jaBba cruenujagHu cIydaj MoJena Koju je
nocra candad GARCH mozeny. OBaj mozen He OM/beKH HHKAKBY aCHMeT-
PUYHOCT W UMa, cjaegehu o0uK

q p
o= ag + Z aila—;| + Z Bioi—j,
i=1 j=1

jep je |a;| = a;j” — a; . Opaj cuenujanuu ciayuaj ce nasupa GARCH amcomyT-
uux Bpujeanoctn wim AVGARCH.

Jomt jeman cnemumjanan caydaj TGARCH wmogena je GJR-GARCH koju je
npeiozkeH of crpane [mocrena, Jaranarana n Pynkiea 1993. rogune. OBa
BapHjaHTa je JaTa jeTHAImHOM

q P
2 _ 2 2 2
0 = Qo+ E (@iay_; +%iai_ila,_>0) + E :5j0t—j'
i=1 Jj=1
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News Impact Curve News Impact Curve
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Cmuka 3.1: Vrunajua KpruBa Moesa MpeJJCcTaB/ba yTHIA] TPHHOCA HA
BosaTuiHocT.  Ha jmjeBom rpaduky je nara yTunajua KpuBa Mojesa
ARMA(3,2)-GARCH(1,1) 3a stor mpunoce S&P 500 ofak/ie ce youaBa cumer-
PUUHM yTHIA] IPUHOCA HA BOJIATUIHOCT, 38 pa3/uky oj Mojena ARMA(3,2)-
TGARCH(1,1) (mecuo), rije ce youaBa aCHMETPUYHH yTHIA] HETATUBHUX U
TNO3UTUBHUX IMPUHOCA Ha BOJATHUJIHOCT.

['nasua pasnuka u3dmehy GARCH n TGARCH wmogena ce MoxKe yOUuTH Ha
canry 3.1, Ha KOjO] ce BUIM YTUIIA] MPUHOCA ¥ TPEHYTKY ¢ —1 Ha BOJATHIHOCT
y TPEHYTKY t. Y OBOM IpUMjepy, HETaTUBHU PUHOCH ;1 UMajy Behu yTuiaj
Ha BOJIATHJIHOCT O/ IO3UTUBHUX IIPUHOCA UCTE jadnHe.

TGARCH wmomenun umajy smneapue ocobuue cimane GARCH wmogmeny.
Ako Baxke ycjioBu 3.5, OH/IA BaXKW

+ _ - _
a; = O0Ey, a, = 0e_,
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IITO HaM oMoryhaBa Jla 3auIIeMo YCJIOBHY CTAaHIAP/HY /I€BUjalln]y y OOIuKY

maz(p,q)

oy = Qg + Z a’i<€t—i)0-t—i7 (36)

i=1
rije a;(2) = a2t — a2 + B, i =1,...,max(p,q).
Cranuonapuoct TGARCH(1,1) moxmena

[TpoyuaBame cranmonaproctn TGARCH(1,1) moaena kpehe oz 3ammuca 3.6.
YCJI0B cTpore CTAIMOHAPHOCTHU 3aIUCYjeMO Kao

Ellog(ay y&f — a1 e, + B1)] <O.
Cuennjamnno, 3a ; = 0 mobuja ce TARCH(1) momen

log(on & — a1—g; ) = log(ay 4) 1,50 + log(on — ) 1., <0 + log |&y].

Crora, ako je pacmofjesa (£;) CAMETPUTIHA, OYCKUBAHE WHINKATOPCKUX TIPOM-
jeHJBUBHUX U3 MPETXOJHE jeJIHAYNHE je 1 /2, TTa ce yCI0B CTPOre CTAIHOHAPHOCTH
CBOJU HA

oy < efQE' log |e¢] )

Vei10B ciabe CTAIIOHAPHOCTH Ce MOKe 3aIHCATH U KA
+ - 2
Ellog & —on e + 51)7] < 1.

OBaj ycJIoB ce MOKe H3PA3UTH eKCILTUIIUTHO IIPEKO IPBOT U JIPYTOr MOMEHTa
Fue; . Axo & uma nopmanny N(0,1) pacnogjeny, go6uja ce

&
1 2
—(af  +of )+ ﬂ(oq,+ +oy)+ B <1 (3.7)

2 V2or

Hapagsno, ycJioB cjiabe cTarmoHapHOCTH je PECTPUKTBUHUJH OJ1 YCJIOBA CTPOTE
crarmonapuoctu. [loa ycioBoM ciabe cTallMOHAPHOCTH, JIAKO €€ yodaBa Ja
ce ocobuHa CHMETPpUYHOCTH HapyliaBa. Ha mpumjep, ako je pacmomjesa &
cumerpudna, umamo ja 3a TARCH(1) monen Baxku:

Cov(oy,ai—1) = on s E(a) 1) —an_E(a; ) = (14 —a1_)E(aj ) #0
KaJ[ 1011 je o + 7 oy —.

Koedunujenr cnmornrenoctu TGARCH(1,1) mozena
3a TGARCH(1,1) momen ca no3uTuBHAM KoebUIHjeHTHMA, YCJIOB 33 HOCTO-
jame Fla;|™ ce moxke qupekTHO u3pasutu. Kopucrehin penpesenranujy

or=ap+ale_1)o1, ale)=a et —ay_e + by,
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Eo" nocroju u Baxku

Eo" = Z CrabEa™ *(g, 1) Eol*
k=0
aKO ¥ CaMO aKO BaKN
Ea™ () < 1. (3.8)

AKo oBaj yc10B Baxku 3a m = 4, OHIa KOeMDUINjeHT CIBOIITEHOCTH IMOCTOjH.
Ykouuko £; N(0,1), onjga umamo

E 4
ko =3 O-gt )
(Eoi)?
u xopucrehu woranujy A; = Fa'(g;), MoMeHnTH ce Jako u3pavyHaBajy Ha
caenehn Havmm:
A =—( ) + B
=——(a1 4 —aq_ ,
1 Jon 1+ 1, 1
Qg
Fo, =
O-t 1 o A17
Lo 2 2 2
As =§(a1,+ —aj_)+ \/—2—751(041,+ —o1,-) + B,
EO‘? . 04[2){1 + Al}

- A - A

3 3 3
Az _\/;(Oéi’,Jr —a] )+ §(Q§,+ —of )+ Eﬂf(au — o) + B
3 _Oég{]. + 2A1 + 2A2 + AlAQ}
t {1— A H{1— A H{1— A3}’

3 2
Ac=Siot ot vy 2ol et

4
+3(af . —af )+ \/—2—Wﬁf(a1,+ —an-) + B,
_Ofé{]. + 3A1 + 5A2 + 3A1A2 + 3A3 + 5A1A3 + 3A2A3 + A1A2A3}

{1—A {1 - A {1 - A3}

Eo

Eo}

ITpumjep 4. 3602 ceoje 2aa6He Kapakmepucmuke da acumempuuno djesyje
Ha nosumushe u wezamuene npunoce, TGARCH(1,1) moden ca unosayujama
Koje umajy Cmydenmosy t-pacnodjeay ca napamempom obaura 9.5, noxasao
ce kao najbonru 3a modenrosare cepuje underca SEP 500. AIC osoe moo-
eaa je -3.6605, dynryuja maxcumarte 6jepodocmojHocmu uma 8pujedHocm,

33



HIOI'JIAB/bE 3 3.3. UHTEI'PUCAHH GARCH MOJEJI
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Cmuka 3.2: Q-Q rpadur, ACF cranmapam3oBaHuX pesuayasa W HBHXOBAX
kBajpata momena ARMA(3,2)-TGARCH(1,1).

1509.981, dox cy p-epujednocmu Jbyre-Bokcosoz mecma 3a nexopeaucanocm
cmandapdusosanux peaudyana u rwuxosux keadpama 0.7029 u 0.9041 pecnex-
muero. Ha cauyu 8.2 ce jacno eudu da modea ARMA(3,2)-TGARCH(1,1)
dobpo modeayje cepujy SEP 500 u da cy cmandapdusosany pesudyanit, Hexo-
peaucant U da npame meopujcky pacnodjeny.

3.3 MUWnarerpmcanm GARCH monen

Ykomuko AR mno GARCH mojsena y jeqnadunu 2.7 uMa je JHUIHUA KOPH]jeH,
ouga umamo uaTerpucann GARCH wmonen mimm IGARCH monen. [nasna
ocobuHa OBHX MOJIE/IA je JIa je YTUIA] KBaJPUPAHUX IIOKOBA U3 IPOILIOCTH
N = a?_;—o? ;3a1> 0wuaa? koncranran. IGARCH(1,1) moaen ce Mozxke

3aI10CaTH Kao

Ay = Oy, Utz = oo + 5101‘,271 + (1 - 51)“?717
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riaje ce ; nedpunnme kao u paruje u 0 < f; < 1. ¥ caydajy cepuje S&P 500,
IGARCH(1,1)moaen ca nnoBaiujaMa Koje umajy Hopmanny pacnopjery (koju
ce Hajbome yraamna of ceux IGARCH modela) gaje mocuje pesyarare. AIC
nma Bpujeanoct -3.6000, nok cy n-sBpujeanoctu Jbynr-Bokcosor tecra 3a
HEKOPEeJIMCAHOCT pe3uayaJa U HUXoBux KBajpata 0.6896 m 0.7612 pecnek-
THBHO.

3.4 GARCH-M moneJ

GARCH-M wmomen KopucTn ce 3a OHe TPUHOCE KOjU 3aBHCE OJ1 BOJTATHIHOCTH.
Ogaj mozen nazusamo GARCH y cpeamem. HajjeamnoctaBuuju oBakas MOJIE
je GARCH(1,1) — M xoju ce 3amucyje Kao

re=ptcop+a,  a=0E,  0p = ag+aa; g + fot — 17 (3.9)

raje cy 4 m ¢ KoHcTaHTe. IlapameTrap ¢ ce Ha3mBa mapaMeTap IpeMuje
pusuka. llozuTuBan ¢ ykasyje jia 10CTOjU 1HO3UTBHA Be3a u3Melhy mnpuHoca u
BostaTmaHOCTH 3 nporutoctn. Popmynanuja GARCH-M mozena ykasyje aa
MOCTOjM 030M/bHA CEepHjCcKa KOpesaluja y cepuju moppaimjaja ;. Oa cepu-
JCKa KopeJiallfja MMPONCTHYe U3 cepHujcKe Kopealuje nporeca 0;. [locTojame
nmapaMeTpa IIpeMuHnje pu3nKa je Takolhe joIl jeJaH pasJior 3a IIOCTOjarbe cep-
MjCKe KopeJialuje Ko/l HeKUX TPUHOCA.
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Iloriaasipe 4

IIpumjena GARCH mognena

[Mpumjera GARCH wmogena y dounancujama je mupoka. Hajsuauajuuje cy y
onpehuBamy 1ujene omnmnuja y buek-IloscoBom mozesny u npu ogpehuBaiby
spujeanoctu npu pusuky (VaR). Kako ce momen Baek-1llonca mpoyuasa y
BHIIIE KYyPCEBa y TOKY cTyauja Ha cMjepy CraTrucTuka, akryapcka u (PpuHAHCHU-
jcka maremaruka Maremaruwakor gakysirera y beorpaiy, y OBOM IOIIaB/by
hemo ce neraspramje nozabasuru npuMmjenom GARCH moaesra 3a npeasubame
BPH]jeTHOCTH TIPU PU3HKY .

4.1 Bpujeanoct npu pu3uky (VaR)

VaR ce ognocu na moryhe ryburke nmoprdosuja y HEKOM BPEMEHCKOM HH-
TepBasy y oOyayhnoctu. Ilpuponna mjepa pusuka je MakcuMaJHE MOryhwu
ryoutak. Kako je y Behmnu momesa pacrogjesa rydOuTKa HeorpaHudeHa, J10-
oujamo jia je makcumaJsinu ryourak 6eckonadan. Konmenr VaR mujema mak-
cuMaJTHu TyOMTaK TPaHUIOM MaKCHMaJIHOT I'yOMTKa Koja ce Hehe mpehwu ca
onpehenom BjepoBaTHOhOM.

Kako 6ucmo OmIm Mperu3Huju, IocMaTpajMo HOpTdOIHO Uuja je Bpujej-
HOCT y TPEHyTKY t cJydYajHa BeJUYHHA KOjJy o3HadaBamo ca V;. ['yourak
OJT TPEHYTKa t JI0 TpeHyTKa t + h o3HAUYaBaMo ca

Lt,t+h = _(Vi+h - Vt)

Pacnogjena Ly, ce HasuBa pacnofjesioM ryouTka. Y ommTeM ciydajy, Vi
npejicrapba GYHKIU]Y d (pakTOpa pU3HKA.

Hedbunannnja 4.1.1. (1 — a)-mu keanmua pacnodjese ycaoeroz 2youmra
HA3UBA Ce 8PUJedHOCT NPU PUSUKY HUBOL (v U dedunuuLe ce ca:

VaRtJL(CK) = lnf{l' € R‘Pt{[/t,t+h S l'} Z 1— Ck},
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2dje je Py, ycaosna ejeposammoha y odnocy wa npoutsocm do mpenymxa t.
Axo osaj wearmuan nuje nozumusan dedunuwemo VakRy, p(a) = 0.

VaR u ycioBHEHE MOMEHTH
Heka cy npBa aBa MOMeHTa L, YCJIOBHa y OJHOCY Ha HHGOpMAIH]y H0C-

TYIHY Y TPEHYTKY t:
Mmii+h = Et(Lt,t+h)7 Jit+h = VaTt(Lt,t+h)~
[IpermocTaBuMO 12 BaxKu
Liyin = mypon + 0renly,

raje je Lj cayudajua Benmuuna ca dysKIiujoM pacunoxjeie Fj. O3nHaunmo
ca F;~ xBanTtmany QyHKIHjy npoMjensbruBe L neduHnCaHy Kao yONIITeHI
naBep3 Fj, :

Fy =imf{z e R|Fy(z) > a}, 0<a<l
Axo je F}, menpexuana u ctporo pacryha dbyuknuja ona saxu Fi~ = Fy '
rje je Fh_l obuunu nnsep3 dyuknuje Fj,. Vmajyhu y Buay nperxono, ciu-
jean Ja BayKu:

VaR -
1 —a=P[VaRp(a) > myyn + oppn L] = Fy ( ol p(a) mt’Hh) .

Oty

OnaBae BaxKu
VaRyn(a) = myipn + ornFyy (1 —a). (4.1)

OpnaBe youaBamo Jia ¢e BPUjeIHOCT TP PU3UKY MOYKe PA3I0KATH HA OYEKH-
BaHU I'yOUTaK 1 44 ,, KOJH IPEJCTaBIba YCJIOBHO OYCKHBaIbe IyOUTKA, U Heode-
KuBaHU ryourak oy, Fy (1 — @), Koju ce Takohe Ha3UBA U €KOHOMCKU KAT-
UMan.

Nako mperxojana ¢gpopmysia usliiesa jeJHOCTaBHO, OCTOje JABuje norerkohe
3a weno kopuitheme. [IpBa je oapehuBarme mpBOr yCJIOBHOT MOMEHTa MOJI-
ena, a jpyra ojpehusame pyukimje F.

[TocmaTpajmo nujeny noprdosinja, gedunucany kao komObuHanMja nujeHa d
akTHBa, p; = a'P,, roje a, P, € RY. YpohemeMm Bapmjanuja mujena AP, =
P, — P,_, nobuja ce

h
Lijin = —(prgn —pe) = _a/(Pt+h - P)= —G,Z APy,
i=1

Kao mro cmo Beh Ha nmoderky paJjia HaBe/iM, MHOI'O je JIaKille PajuTu ca JIoT-
apUTMOBAHUM TIPUHOCUMA Ty, 3a KOj€ Ce TMPEeTIOCTaB/ba Jia Cy CTAIMOHAPHHU.
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Heka je q;(h, @), a-tu kBanTHI yeaoBHE pacnogjene Oyayhux npusoca ryyq +
oo + 14 Tama ce qobuWja 1a BayKu

VaRp(a) = {1 — eq"(h’a)}pt. (4.2)

4.2 Metoae 3a oljjeBhuBambe

Beszycaosan VaR

HajjennocraBHuja MeTosia 3a OIjerbUBalhe Ce 3acHUBA Ha Hocaeambux K h-
MEePUOUIHUX TTPOCTUX TPUHOCA U3 mponiocTu. [Ipu Tome ce y3umajy o3nake
Tivhoi = In(pran_i/Di—i), 321 = h,...,h+ K — 1. Hemapamerapcku UCTOPUjCKI
VaR ce nobuja 3amjenom ¢ (h, @) y 4.2 eMIUPHjCKAM (r—KBAHTHIOM HOCJIEI-
wux K npunoca. Tunuune Bpujeanocru y npakcn cy K = 250,a = 1%,
IITO 3HA4YU ja ce Tpehu HAjropu NPUHOC KOPUCTH KA0 EMIHPHUjCKH KBaH-
T, [lapamerapcka Bepauja ce j100Mja OljerrBarbeM paciojjese MPUHOCA,
Ha npumjep Hopmasnom N (u, 0?). YV tom cayuajy 6u ce q;(h, ) Mujemaso
ca i +6® 1 (a), Taje ¢y fI,6 onjene odeKmBama W CTaHIAPJIHE JCBHjalHje.

Mogen RiskMetrics
[Tomysrapua omjena VaR xopucru mozen RiskMetrics. Oaj mozen je nedu-
7CaH jeTHAYNHAMA,

Ty = 1n(pt/pt—1) = O&y¢, (€t) lld N(O, 1),

4.3
02 = AP+ (1- Ny, (4:3)

raje A € (0,1) (3a guesue cepuje je yrmasuom A = 0.94). Osaj momen ce
takohe moxke nocmarparu u kKao IGARCH(1,1) mozen 6e3 cioboaHOr diaHa.
BaykHo je HamoMeHyTH Jia He TMOCTOJU HeJIereHepHCaHW CJIydaj KOju 3a/10-
BOJbABa MPeTXOJiHe jenHaunHe. llako jemnaqune 4.3 He ommcyjy yobudajeHe
dpuHAHCHjCKEe BpeMeHCKe cepHje, OBaj MOJE] e MOXKe KOPUCTHTH Kao jeHOC-
TaBaH HauuH 3a pauyHame VaR. 13 4.2 nobuja ce

VaR;1(a) = {1 — e"“lqyl(o‘)}pt ~ ptatHCI)_l(l — ).

Heka je F; undopmaiuja reHepucana 14, 74_1, ..., 1. AKO 3a IOYETHY BpHje-
HOCT y3MeMO 07, 100ujamo 1a oy, € F; 0 13 BaxKu

E(ng2+i|ft) = E()‘Utz—i-i—l + (1 — )‘)Ut2+i—1|~7:t) = E(Ut2+i—1|]:t) = 0t2+17

3a ¢ > 2. Cnmjenn ma Var(rigy + ... + 1| Fe) = hop,. Moxe ce nokasatu
1 PACIOAJeNIA Tiq + ... + Ty vuje Gam N(0, hop, ). Mehyrum, y npakcn ce
4eCTO HAMjEePHO IIPABU OBA I'PENIKa U KOPUCTH ¢e (POPMYyIa

VaR, (o) = VhVaR,(1,q). (4.4)
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Cumka 4.1: Ucropujekn 1% VaR 3a npunoce S&P 500. Youasa ce riasna
MaHa OBOT THIA OIjeHe BPUjeTHOCTH IIPH PU3UKY, a TO je CIopa peakIiinja Ha
IpOMjeHe.

GARCH ormjena

Ywumjecto jerenepucanor RiskMetrics Momesna, Mory ce KOPUCTUTH M HEKH
cnoxenuju mogean GARCH tuna. 3a omjeny VaR (1, «), noBosbHO je oru-
jutn ¢ (1, @) ca 641 F (o), taje je 62 yeaoBHa qucep3mja Koja je OIjermena
neknm GARCH monenom, a F je orjeHa (pyHKIMje paciojjese pe3uyaJia.
BaxkHo je mHanomeHyTu Ja He MOCTOjU eKCILTUIUTHaA (opmyna 3a oxpehu-
Bambe ¢;(h,a) 3a h > 1 gak u 3a Hajjeqnocrasauje GARCH wmogene. 3a
caydaj h = 1, kBautuau ce oapehyjy cumynamnujama. Hapommmo jemny o
moryhnoctn 3a onpehuBame ¢ (h, a):

1) ®uryjemo momen, na npumjep GARCH(1,1), 3a mpunoce rq,...,r, u
HAJIA3MMO OIljeHe BOJATHIHOCTH 02 3a 6t =1,...,n+ 1.,

2) Cumynaupamo Besuku 0poj N CIEHAPH]A 34 Tyiq, ..., Tpyp HE3ABHCHO
jesamn oy apyror, u To y ciaeieha Tpu kopaka:
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a) Cumysanuja 5,(31, ...5Sih, KOje Cy He3aBHCHE W jeJIHAKO PaCiojiu-

jesbeHe caydajHe BeJMInHEe ca pacruoajeaom F

(@) _ 4 (@ _ () ()
6) IlocTaBbMO 0,11 = Gpy1 U Tpiq = Opi1Enin

B) 3ak = 2, ..., h, mocTaB/baMo (Jgi}rk)Q = @o+d(7ﬂk_1)2+5(07(3k_1)27

(@) @) @)

n rn—‘rk = Un+k8n+k

3) OnpehuBame eMIUPUjCKOT KBAHTHIA CAMYTHPAHEX ngh, 1=1,...,N.

Pacnomjena F' ce MOxKe ofpeIuTH TapaMeTapCKu WU HelapaMeTapcKn. Jej-
HOCTaBHU HellapaMeTapcKu HAYMH je Ja ce 3a F' y3Me eMIupHjcKa pacmojesa
CTaHIAPAN30BAHUX Pe3ujyasa 1/ 0y.

Mjepa kBaauTera oijeHe VaR

PuHAHCHJKIM HHCTUTYIIH]aMa je I03BOJHEHO J1a Pa3BHjajy CBOje HHTEePHE ITPO-
IeJiype 3a eBajyallnjy TeXHUKa 3a Mjepy PU3UKa. JeJiHa o1 mporeaypa je
"HekrecTunr” (eng. backtesting). VY ommrreM cyvajy, 6eKTECTHHT ce OJHOCH
Ha TPOBjepy ePUKACHOCTH HEKOT MOJEIa HaJl MOJAINNMa U3 MPOILIOCTH. VY
OBOM CJIydajy ce OmHOCH Ha TpebpojaBame mpekopauderba VaR (mim Heke
JIpyre Mjepe pu3mka). 3a cBako ! u3 mpolwiocTd, onujernmo VaR Ha oc-
HOBY BPHjeTHOCTH JI0 TOT TPeHYTKa, W MPOBJEPUMO JIa JU je y CTBAPHOCTH
JIOTILTIO 710 TIpeKopaderha. AKO je HAIll aaroputaM 106ap, OBUX IPEKOpadeha
ou Tpedaso ja Oyme mro mame. Tume Om Ousia onpapjaHa ynorpeda OBOT
MeTofa Ha mnomanuma y Oyayhwuoctu. /[ledunuiiemo mpomjeH/buBe Koje ce
oJTHOCE Ha TIpekopavere VaR.

]t+1(()é) = ]-{Lt,t—i-l > VaRtJ(OZ)}.

N neaso 6u Tpebasio 1a BaxKu

1 < 1
-1 ~a, ~> VaR
"2 t1(a) ~ a, 02 aRy (o) MuHIMAITHO,

IITO je OYeKNUBaHa IPOIopInja ryonTaka Koju cy sehu oj nponujemennx VaR-
OBa Ca MHUHUMAJIHAM ITPOCjETHUM TPOIIKOM.

IMTpumjep 5. Cada hemo ynopedumu 2 wnajuewha muna pauynarea epujeo-
nocmu npu pusuxry, Hemopujeku u GARCH navwun,u mo Ha OHe8HUM NPU-
Hocuma undexca SEP 500 od 25. mapma 2014. 200une do 16. mapma
2018. 2o0dune. Kaxo nocmoje npurocu camo 3a padne dane, umamo 1008
oncepsayuja. Ucmopujexu 1% i 5% VaR y nexom mpenymry pauynamo na
ocrosy nocaedwuxr 250 npunoca. GARCH VaR paxynamo makxo wmo Ha-
Jjnpuje modeayjemo cepujy od npsur 500 npuroca u KOPUCTIUMO MaGJ MOOEA
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alpha: 1% alpha: 5%

Expected Exceed: 5.1 expected Exceed: 25.3

Actual vaR Exceed: 7 Actual vaR Exceed: 23

Actual %: 1.4% Actual %: 4.5%

unconditional Coverage (Kupiec) unconditional Coverage (Kupiec)

Nul1-Hypothesis: Correct Exceedances NulTl-Hypothesis: Correct Exceedances

LR.uc statistic: 0.671 LR.uc statistic: 0.227

LR.uc Critical: 3.841 LR.uc critical: 3.841

LR.uc p-value: 0.413 LR.uc p-value: 0.634

Reject Null: NO rReject Null: NO

conditional coverage (christoffersen) Conditional Coverage (Christoffersen)

Nul1-Hypothesis: Correct Exceedances and NulTl-Hypothesis: Correct Exceedances and
Independence of Failures Independence of Failures

LR.cc Statistic: 3.78 LR.cC statistic: 1.092

LR.cc critical: 5.991 LR.cc Critical: 5.991

LR.cC p-value: 0.151 LR.cc p-value: 0.579

Reject Null: NO Reject Null: NO

Cmuka 4.2: Pesynrrarm upensubama VaR 3a mpuuroce S&P 500 kopwuii-
hemem mogesia GARCH. YouaBamo na ce n npema Kynuemnosom u npema
KpucrodepconoBom Tecty mpuxpara XHIIOTE3a O KOPEKTHOM OpOjy MpeKo-
padema VaR m He3aBuCHOCTH THX NpEKOpavemha

3a npedsubare 3a jedan xopax ywanpujed. Taj npouec ce nowasma 3a cee
Hapedne npunoce. Kaxo npedsubamo epujednocm npu pusury y 507 mpeny-
maka, owexusanu 6poj npexopauera 1% VaR-a je 5, a 5% VaR-a 25. Bpoj
npexopaversa ucmopujckoz 1% VaR-a je y osom cayuajy 11, a 6poj npexo-
pauerwa 5% VaR-a je 19.

Osa cepuja ce yxaana y TGARCH(1,1) modea ca unosayujama xoje umajy
Cmydenmosy t-pacnodjesy. Bpoj npexopauerva epujednocmu npu pusuky
koju je odpehen wopuwhervem osoe modesa je 7 3a o = 1%, odnocno 23
sa o = 5%. Jla je osaxo odpehen VaR dobap, nomephyje ce u mecmosuma
Kynueua u Kpucmogepcena. Kynueuos mecm ce wopucmu 3a mecmuparbe
bpoja npexopavera VaR, odrnocno da je npouenam mpexopauerva jednar .
Ca dpyee cmpane Kpucmogepcernos mecm ce Kopucmu 36 mecmuparse 0a cy
ma npexoparerva wesasucha. (Cauka 4.2).

Ca cauka 4.1 u 4.5 ce youwasajy pasauke usmehy ose deuje memode. Haxo uc-
Mopujeru Memod y npocjexy uma ouexusaru bpoj npexopayersa, VaR odpehen
HA 06G] HGYWUH HE MOJCE OP30 Peazosamu Ha NpoMjeHe, Na 2youmar MoHce
oumu seauru. Ca dpyee cmpane VaR odpehen xopuwherwem modesa GARCH
UM O%EKUBAHU OPOJ NPEKOPAHEra, GAY U OP30 peazyje HG NPoMjeHe, na Cy U
2yOUUYU 3HAMHO MATHU.
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Cimmka 4.3: 1% VaR 3a npunoce S&P 500 onpehen kopumrhemem momena
GARCH.
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Iloriaasspe 5

3aKJby4aK

Y 0BOM paJIy NPEJICTAB/HLEHO je BUIIE PA3JIUIUTUX ayTOPETPECUBHUX MOJEIA
VCJIOBHE XeTEePOCKEJACTUIHOCTH U OMHMCAHO je BUXOBO TOHAINAKke HAJl peall-
HUM BpPeMEHCKUM cepujaMa. lako oBu Moesu mpeacTaB/bajy 100po cpecTBO
3a MO/IEJIOBAabe BOJIATUIHOCTH, IIOCTOje BeJIMKe pa3Jjiuke nu3Mehy pasjimunTux
MoJiesIa. YCI[JeITHOCT MO/Ie/I0Batba BOJATU/IHOCTH 3aBUCH O] KOMILJIEKCHOCTH,
aJIn ¥ BPCTe MOJIeJIa, a HAjyCIjelTHuju Cy OHU MOJIEJIN KOJU UMajy CIIOCOOHOCT
Jla aCHMeTPUYHO pearyjy Ha MO3UTUBHe W HeraTuBHe mpuHOce. OcuM Tora,
MOYKEMO 3aKJBYUUTH Ja ce YIOTpeOOM OBWX MOJeNa TMOCTHIKY O0/bU pe3yJi-
TaTU y HPaKCu 0 Kopulihema HeKUX TPAJUIMOHAJIHUX MeToja. 1o cMmo
Hajobos/pe Mo na younmo u3 nopehema ucropujckor 1 GARCH npucryna
3a o/pehuBambe BpPUjeHOCTH TIPW PU3KWKY. JacHO je ja Cy OBH MOJEJH jaKo
MohaH ajaT, na je u mnujesaa odbJacT Kojy duHe BeoMa IMHUPOKa, U HHUje MOTJIa
outn obyxsalieHa jemTHUM MacTep paJoM. 3aTo OMX Kao MPEmopyKy 3a I0-
natHe uHboOpMalyje u3ABojuo Kibure [1] m [3], Koje ¢y W TMOCTyKUIE KAO
OCHOBHA JINTEPATypa 3a 0Baj PaJl.
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